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RESUMO

O grafeno é um cristal bidimensional que consiste de uma rede hexagonal de átomos

carbono. Suas propriedades eletrônicas surgem como consequência da linearidade na

relação de dispersão dos portadores de carga em torno dos pontos de Dirac. Sua es-

trutura de banda para baixa energia é descrito pela equação de Dirac sem massa em

(2 + 1) dimensões. Esta semelhança entre as excitações no grafeno e os férmions de

Dirac possibilitou a identificação de propriedades peculiares diferentes daquelas encon-

tradas em semicondutores usuais de baixa dimensão. Neste trabalho estudamos uma

descrição do grafeno sobre o efeito de um campo magnético externo. O tratamento

consiste de uma equação de Dirac para férmions sem massa e um acoplamento mı́nimo

ao potencial vetor. Depois de uma revisão de suas principais propriedades, estudamos

os ńıveis de energia de Landau, os quais representam um fenômeno fortemente depen-

dente da relação de dispersão linear do grafeno. Além disso, usamos tal configuração

para estudar o seu o seu impacto sobre algumas propriedades do efeito Hall quântico.

Finalmente, tratamos do efeito Aharonov-Bohm que é um tema importante para a

investigação de interferência quântica no grafeno.

Palavras-chave: Grafeno, campo magnético externo, equação de Dirac.



ABSTRACT

Graphene is a two-dimensional crystal consists of a hexagonal lattice of carbon atoms.

Their electronic properties arise as a consequence of the linearity of the dispersion rela-

tion of the charge carriers around the Dirac points. His band structure for low energy

is described by the Dirac equation without mass (2 + 1) dimensions. This similarity

between the excitations in graphene and Dirac fermions enabled the identification of

different peculiar properties from those of usual semiconductor low-dimensional. In

this work we study a description of graphene on the effect of an external magnetic

field. The treatment consists of an equation of massless Dirac fermions to a minimum

and coupling to the vector potential. After a review of their main properties, we stud-

ied the Landau energy levels , which represent a strongly dependent phenomenon of

the linear dispersion relation of graphene. Furthermore, such a configuration used for

this study has an impact on certain properties of the quantum Hall effect. We briefly

review the Aharonov-Bohm effect which is an important topic to investigate quantum

interference behavior in graphene.

Keywords: Graphene, external magnetic field, Dirac equation.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Acreditava-se que os cristais bidimensionais não poderia ser estável à temperatura

ambiente, pois isso violaria o teorema Mermin-Wagner, que estipula que simetrias

cont́ınuas não pode ser quebrada espontaneamente em temperaturas ambiente em

sistemas 2D [1]. No entanto, o grafeno é um cristal de carbono bidimensional

intrinsecamente estável que foi obtido pela primeira vez em 2004, pelos cientistas

Andre K. Geim e Konstantin S. Novoselov, através de um método simples chamado

clivagem micromecânica a partir do grafite. O cristal permanece intacto por causa do

acoplamento anarmônico entre a sua flexão e modos de estiramento responsáveis pela

flexibilidade do grafeno.

A natureza contorna o teorema Mermin-Wagner, formando relativamente ondula-

ções estáticas ao longo da superf́ıcie do cristal, de modo que, quando ele é colocado

sobre um substrato ou suspenso por suportes torna-se estável [2].

A análise teórica já vinha sendo realizada desde 1947, por J.C. Wallace que previu

a estrutura eletrônica e observou a relação de dispersão linear em um plano de grafite.

Em seu artigo, a estrutura de banda de grafite foi calculada utilizando um modelo

chamado tight-binding (ligações fortes). Para uma primeira aproximação ele assumiu

que o acoplamento intercalar era insignificante, e consistia no cálculo da estrutura de

bandas do grafite baseado em aproximações a partir da estrutura do grafeno [3].

Após a descoberta do grafeno, o interesse neste campo de investigação cresceu

substancialmente devido ao seu grande potencial de aplicação omo a eletrônica e

outras áreas. Duas grandes caracteŕısticas são responsáveis pelo grande interesse no

grafeno. Em primeiro lugar, apesar de ser apenas de espessura de um átomo e sem

1
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proteção do meio ambiente, o cristal de grafeno apresenta alta qualidade e transporte

baĺısticos a distâncias submicrométricas [4, 5]. Em segundo lugar, no grafeno as

quasi-particulas se comportam como férmions de Dirac sem massa e suas propriedades

eletrônicas são regidas pela f́ısica da eletrodinâmica quântica, em vez da f́ısica padrão

em metais que tem como base a equação de Schrödinger [5, 6]. Além disso, ainda

possui propriedades excepcionais como: resistência mecânica, extrema flexibilidade,

alt́ıssima mobilidade eletrônica e boa condutividade térmica. Suas propriedades

eletrônicas surgem como consequência da linearidade na relação de dispersão dos

portadores de carga nos dos pontos de Dirac.

Devido à sua incomum dispersão de energia eletrônica, o grafeno levou ao

surgimento de conceito de part́ıculas relativ́ısticas em matéria condensada. Na F́ısica

da Matéria Condensada, a equação de Schrödinger era suficiente para descrever as

propriedades eletrônicas de materiais. O grafeno é uma exceção - os seus portadores

de carga se comportam como part́ıculas relativ́ısticas. Os portadores de carga, no

limite cont́ınuo em baixas energias, apresentam um alto grau de mobilidade e pode ser

descrita pela equação de Dirac (2D). Esta semelhança entre as excitações no grafeno e

os férmions de Dirac possibilitou a identificação de propriedades peculiares tais como:

o efeito Hall quântico,o efeito Hall quântico fracionário, a ausência de localização por

barreiras de potenciais,o semicondutor de ”gap” nulo, entre outros.

Este trabalho apresenta alguns dos métodos mais utilizados para a produção

de grafeno e suas propriedades. Sendo assim o objetivo foi investigar a dinâmica

eletrônica no grafeno via um modelo de teoria de campos. Mais particularmente,

examinamos o seu conteúdo energético e obtendo assim, alguns fenômenos particulares

que surgem como os ńıveis de Landau e seus efeitos coletivo direcionando nossas

análises ao estudo do efeito Hall.

Esta questão tem sido estudada extensivamente na literatura e ainda continua

sendo um tópico de investigação da comunidade cient́ıfica. Esta dissertação é

organizada da seguinte maneira: No Caṕıtulo 2, revisamos alguns aspectos da

estrutura eletrônica do grafeno, tais como a descrição cristalina do átomo de carbono,

o modelo Tight-Binding (Método das ligações fortes) e principalmente detalhes da

equação de Dirac em (2+1) dimensões. No Caṕıtulo 3, realizamos o estudo anterior

agora para fémions de de Dirac sem massa para quantização dos campos fermiônicos.

Em seguida estudamos os conceitos associados ao modelo do grafeno na presença

de uma configuração do campo magnético externo constante via o acoplamento
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mı́nimo do potencial vetor. No caṕıtulo 4, estudamos as aplicações do modelo para

problemas relacionados, tais como a quantização de Landau e o efeito Hall quântico.

Encontramos os ńıveis de Landau e espectro de energia do Efeito Hall quando

resolvemos a equação de Dirac. Aqui acrescentamos de um termo de calibre, devido

ao campo magnético perpendicular aplicado ao plano de grafeno e obtemos a energia

do sistema. Finalmente, o Caṕıtulo 5, resumimos nossas principais conclusões e ao

mesmo tempo, apontamos futura perspectivas de aplicações das técnicas estudadas

durante a elaboração do presente trabalho.



Caṕıtulo 2

Estrutura Eletrônica do Grafeno

2.1 O Átomo de Carbono

A tendência por dispositivos optoeletrônicos em escala micro leva a limites f́ısicos

fundamentais dos materiais convencionais à base de siĺıcio. A busca por novos con-

ceitos mudou nanoestruturas de baixa dimensões de carbono para o foco de pesquisa

atual que são representadas por uma variedade de materiais metálicos e semicondutores

com propriedades ópticas, eletrônicas e mecânicas únicas [7]. Elas são representadas

por uma variedade de materiais metálicos e diferente materiais semicondutores com

propriedades ópticas, eletrônicas e mecânicas únicas [8]. O carbono é o constituinte

fundamental do grafeno e grafite, sendo considerado um dos elementos mais abundan-

tes no universo, encontrado em todas as formas conhecidas de vida. O carbono é o

primeiro elemento da coluna 14 (IV-A) da tabela periódica, com dois elétrons forte-

mente ligados no ńıvel (1s2) e quatro elétrons na banda de valência (2s2 e 2p2). Dos

elementos da coluna 14, somente o carbono pode ter configurações sp1, sp2 e sp3 e isto

se deve ao fato deste ser o único átomo deste grupo que não contém elétrons internos

tipo p.

O principal material que contém o carbono é o grafite que é constitúıdo por múlti-

plas camadas planas de átomos de carbono com hibridização sp2 arranjados em uma

estrutura hexagonal [3]. Enquanto as ligações σ entre os átomos de carbono são muito

forte, o acoplamento de Van der Waals entre as diferentes camadas é bastante fraco e

pode ser facilmente quebrado.

4



2.1 O Átomo de Carbono 5

Em 1985, uma nova estrutura de carbono nomeado de fulereno foi descoberto e sua

forma mais comum é o C60, uma molécula de carbono esférica com um diâmetro médio

de 0,68 nm [9]. Uma vez que os portadores de carga são espacialmente confinado em

todas direções, fulerenos são nanoestruturas de carbono de zero dimensão (0D). Por

sua descoberta, Richard Smalley, Robert Curl e James Heath obteve o Prêmio Nobel

em Qúımica em 1996.

Já os Nanotubos de Carbono (CNT) representam outra nanoestrutura de carbono

unidimensional (1D), que foi encontrado pela primeira vez em 1991 por Iijima [10, 11],

e tem atráıdo grande interesse cient́ıfico e tecnológico.

Os nanotubos são minúsculos cilindros ocos constrúıdos por uma única camada de

grafite com diâmetros na faixa de um nanômetro, enquanto seu comprimento pode

atingir vários micrômetros. Cada nanotubo é caracterizado pelo vetor quiral que cor-

responde à direção de enrolamento da folha bidimensional de grafeno. Decorrente de

uma geometria espećıfica de confinamento quântico, que pode ser metálico ou semi-

condutor com um ”gap” ajustável que faz com que estes sejam excelentes materiais

para várias aplicações tecnológicas.

Em 2004, foi descoberto o grafeno - uma nanoestrutura de carbono bidimensional

perfeita que consiste em uma monocamada de átomos de carbono [12]. A figura 2.1

mostra diferentes nanoestruturas baseadas em estruturas de carbono.

Figura 2.1: Estrutura do grafeno,grafite, nanotubo de carbono e fulereno [13].
.

O grafeno é uma estrutura favo de mel de átomos de carbono. Já o grafite pode

ser visto como uma pilha de camadas de grafeno. O nanotubo de carbono são en-
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rolamentos de camada de grafeno em forma de cilindros. O fulereno são moléculas

esféricas pela introdução de pentágonos na rede hexagonal de grafeno. Para entender

a estrutura atômica do grafeno é necessário saber qual o tipo de hibridização eletrô-

nica existente nesse material. Neste caso, observa-se que sua hibridização é do tipo

sp2, na qual ocorre a combinação de um orbital 2s e dois orbitais 2p formando três

orbitais equivalentes, orbitais h́ıbridos do tipo sp2. Cada orbital sp2 é representado

por um lobo largo apontando para uma direção e outro menor apontando para a di-

reção oposta, como mostrado na Figura 2.2: Os eixos dos três orbitais h́ıbridos sp2

Figura 2.2: (a) Representação do orbital sp2 (lobo largo apontando uma direção e lobo
menor apontando para direção oposta); (b) Três orbitais h́ıbridos do tipo sp2 de um
átomo de carbono ligados entre si e separados por um ângulo de 120o; (c) Representação
da localização dos orbitais sp2 no plano e do orbital 2p vazio perpendicular ao plano
[35].

estão sobre o mesmo plano e estão apontados em direção aos vértices de um triângulo

equilátero. O orbital atômico 2pz não se envolve na hibridização e consiste de dois

lobos situados no plano perpendicular ao plano dos orbitais h́ıbridos sp2. Uma ligação

tipo sigma é formada pela sobreposição de dois orbitais h́ıbridos sp2 sobre um eixo

comum, conforme mostrado na Figura 2.3, que é o caso das três ligações simples que

o carbono faz no mesmo plano, o que resulta em uma estrutura hexagonal, de forma

que os orbitais estão dispostos em uma estrutura planar formando ângulos entre si de

aproximadamente 120o.

Até sua descoberta, o grafeno foi considerado como material conceitual que não

poderia existir na realidade, devido à instabilidades termodinâmica de estruturas bidi-

mensionais numa escala nanométrica. No entanto, Konstantin Novoselov e Andre Geim

da Universidade de Manchester conseguiu esfoliar mecanicamente para uma única ca-

mada de grafite e revelou uma nova estrutura com propriedades excepcionais. Desde

então, tem atráıdo enorme interesse em várias pesquisas e em escala industrial [14, 15].
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Figura 2.3: a) Representação da sobreposição de dois orbitais h́ıbridos do tipo sp2 de
dois átomos de carbono formando uma ligação σ; (b) Representação da sobreposição
de dois orbitais 2p de dois átomos de carbono perpendiculares ao plano formando uma
ligação π. [35].

Há outros métodos de produção de grafeno, porém o Método de Esfoliação Piroĺıtica

de Grafite Altamente Orientado (HOPG) e Superf́ıcie de Conversão de Carboneto de

Siĺıcio (SiC) têm se mostrado mais eficazes [16].

Figura 2.4: (a) Ilustração de esfoliação de HOPG usando fita adesiva, (b) Foto de
microscopia óptica de uma amostra de 4µ de Grafeno [17].

O grafeno tem uma estrutura de banda excepcional exibindo pontos de passagem

entre a valência e a banda de condução aos seis cantos da zona de Brillouin [3, 18].
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Em torno destes pontos, chamados pontos de Dirac, a dispersão de energia é linear

dando origem as propriedades ópticas e eletrônicas únicas [19, 13]. As ligações do tipo

sp2 entre os átomos de carbono dispostos em forma hexagonal, lhe concebe o t́ıtulo

de uma das estruturas mais fortes que se conhece [20]. Além disso, é um excelente

condutor de eletricidade e calor, pois os portadores de carga que podem se mover li-

vremente sem dispersão à temperatura ambiente. Além disso, o grafeno é flex́ıvel e

quase transparente na faixa de frequência óptica [21, 22].

Para a obtenção do grafeno, Novoselov e Geim usou uma fita adesiva comum num

processo repetitivo em cristais de grafite dividindo em flocos cada vez menores até en-

contrar uma única camada . A camada de grafeno só existe sobre um substrato, neste

caso o substrato era a fita adesiva. O grafeno é constitúıdo por átomos de carbono

dispostos em uma rede hexagonal, que pode ser visto como uma estrutura triangular

com uma base de dois átomos de carbonos não equivalentes identificados nas sub-redes

A e B como veremos mais adiante. Trata-se de uma amostra de espessura de um átomo

de grafite.

Em 1947, Wallace publicou sua investigação sobre monocamada de grafite, onde

demonstrou que a dispersão pode ser linearizada perto de dois pontos de Dirac devido

à estrutura espećıfica da banda de energia. Quase quarenta anos depois, Semenoff

mostrou que a aproximação linear leva a um termo cinético de Dirac [6].

O grafeno é o material mais forte já demonstrado, e a sua resistência à tração é

130 GPa, que é a maior medida até o momento. Além dessas propriedades mecânicas

excepcionais o grafeno é impermeável a gases, mesmo em hélio [23]. As fortes ligações

covalentes entre os átomos de carbono no grafeno são responsáveis pela sua alta con-

dutividade térmica. Para amostras suspensas de grafeno os valores da condutividade

térmica atinge 5.000 W/mK à temperatura ambiente, ou seja, 2,5 vezes maior do que

a do diamante com 1.000 W/mK [24, 25]. Para uma única camada de grafeno, apoiada

sobre um substrato que é a configuração mais provável de ser encontrada em aplicações,

a condutividade térmica à temperatura ambiente é cerca 600 W/mK; ainda,assim, é

duas vezes maior que a do cobre e 50 vezes maior que a do siĺıcio. Sua transparência

óptica e alta condutividade elétrica torná-o um bom candidato para a fabricação de

eletrodos transparentes, dispositivos como telas de cristal ĺıquido, células orgânicas

fotoelétricas, transistores e diodos emissores orgânicos de luz. A sua flexibilidade e

também uma elevada resistência mecânica são vantajosas em comparação com outros

materiais utilizados na microeletrônica.
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2.2 O Modelo Tight-Binding

O modelo Tight-Binding (ligações fortes) é uma das formas mais simples para

descrições microscópicas de elétrons em um cristal. Neste caso, consideramos que o

elétron está fortemente ligado ao átomo, com isso a função de onda do cristal pode

ser expandida em termos das funções de onda de átomos isolados. Os elétrons podem

saltar apenas para os vizinhos mais próximos, nos orbitais π que são responsáveis pe-

las propriedades de estado sólido do grafeno quando se trata de excitações de baixa

energia [26].

A estrutura eletrônica do grafeno pode ser obtido usando esse modelo e tal apro-

ximação é válida porque as ligações de carbono no grafeno tem 3 dos seus 4 elétrons

de valência fortemente ligados a seus vizinhos em ligações do tipo σ e um elétron livre

com ligação fraca do tipo π. Três ingredientes entram para produzir as propriedades

eletrônicas incomuns de grafeno: a sua estrutura 2D, a célula e o fato de que todos os

śıtios em sua célula serem ocupados pelos mesmos átomos [30]. Quanto menor for o ta-

manho da célula escolhida na rede, melhor será a aproximação para o limite cont́ınuo.

A unidade estrutural menor que se pode conceber, e que se repete periodicamente,

preenchendo todo o espaço, tem o nome de célula primitiva.

A célula primitiva é a célula unitária de menor volume e contém apenas um ponto

da rede de Bravais. Uma rede de Bravais é um arranjo infinito de pontos discretos,

no espaço (um por cada célula primitiva), com simetria translacional. Por conveni-

ência, pode optar-se por uma célula unitária convencional, escolhida de modo a ser

mais intuitiva e evidenciar melhor as simetrias. Essa célula pode ser maior do que

a célula primitiva, e conter portanto mais do que um ponto (nó) da rede de Bravais.

Essa célula tem o nome de célula de Wigner-Seitz [27]. Pode construir-se do seguinte

modo: i) Traçar os segmentos de reta, que partindo de um ponto da rede, o ligam

a todos os seus vizinhos próximos; ii) Desenhar os planos perpendiculares bissetores

desses segmentos de reta; iii) O volume circunscrito por esses planos, e que contem

o nó da rede, é a célula de Wigner-Seitz. No caso do grafeno podemos observar que

contém dois nós que são muito importantes para o estudo deste material. A célula de

Wigner-Seitz da rede rećıproca chama-se primeira zona de Brillouin ou simplesmente

zona de Brillouin. Os vetores da rede rećıproca é calculado através dos seguintes:

~b1 = 2π
~a2 × ~a3

~a1(~a2 × ~a3)
, ~b2 = 2π

~a3 × ~a1
~a1(~a2 × ~a3)

~b3 = 2π
~a1 × ~a2

~a1(~a2 × ~a3)
(2.2.1)
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em que se toma como definição ~a1(~a2 × ~a3) = Vc, em que VC é o volume da célula

unitária. Das equações anteriores, tem-se que:

~b1(~b2 ×~b3) =
(2π)3

~a1(~a2 × ~a3)
=

8π3

Vc
. (2.2.2)

Os pontos da rede de Bravais podem ser definidos por vetores de translação, ~T , da

forma

~T = n1~a+ n2
~b+ n3~c, (2.2.3)

em que ~a, ~b, ~c, chamados vetores base que definem uma célula que se pode tomar

como célula unitária, e n1, n2, n3 são números inteiros. O vetor ~T representa uma

translação, tal que quaisquer dois pontos, ~r e ~r′, estão relacionados por uma expressão

da forma ~r′ = ~r + ~T .

Figura 2.5: Rede de Bravais a duas dimensões, definida pelos vetores base ~a e ~b.
Todos os pontos da rede são definidos por combinações lineares destes vetores, com
coeficientes inteiros [27].

Os vetores primitivos (vetores no espaço real) em uma folha de grafeno perfeita

(sem defeitos) podem ser escritos em coordenadas cartesianas como [27]:

~a1 =
a

2
(
√
x̂+ ŷ), ~a2 =

a

2
(−

√
x̂+ ŷ), (2.2.4)

onde a ≈1.42 nm é a distância de carbono-carbono. Os vetores da rede rećıproca são

representados [1]:

~b1 =
2π

a
(

√
3

3
kx̂+ kŷ), ~b2 =

2π

a
(−

√
3

3
kx̂+ kŷ). (2.2.5)

A direção dos vetores de ~b1 e ~b2 são deslocados de 30◦ em relação aos vetores ~a1

e ~a2. A célula unitária do grafeno é representada na Figura 2.6. A primeira zona de
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Brillouin do grafeno é um hexágono e possui três pontos de simetria: o centro Γ=(0;0),

um vértice de um hexágono K e o centro da aresta M.

Figura 2.6: a) Esquema da estrutura hexagonal do grafeno indicando os vetores das
Sub-redes A e B. [13].

Os ~a1 e ~a2 são vetores da base da rede cristalina; os vetores dos primeiros vizinhos:

δi , i=1,2,3 e a célula unitária (losango em linhas tracejadas). (b) Rede rećıproca do

grafeno, onde o hexágono representa a primeira zona de Brillouin. Os vetores rede

rećıproca são ~b1 e ~b2, onde K e K’ são os pontos de Dirac. Os pontos K e K’ da

primeira de Brillouin são muito importante para a f́ısica do grafeno. Nesses pontos,

as bandas de valência e de condução se tocam em suas imediações, e a dispersão de

energia do grafeno é cônica.

Na mecânica clássica (equações de Newton) e na mecânica quântica (equações de

Schrödinger) em baixas velocidades, a relação energia/momento é parabólica. Mas,

quando os objetos se movem a velocidades próximas da velocidade da luz (mecânica

quântica relativ́ıstica) as propriedades são regidas pela equação de Dirac e a relação

entre energia/momento não é mais parabólica, e sim linear. Portanto, a f́ısica de baixa

energia do grafeno é regido pela equação de Dirac sem massa, e os pontos K e K′ são

não são equivalentes [28]. As coordenadas do pontos de Dirac são dadas por

K =

(

2π

3a
,

2π

3
√
3a

)

, K′ =

(

2π

3a
,− 2π

3
√
3a

)

(2.2.6)

Os três vetores vizinho mais próximo no espaço real são dado por:
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Figura 2.7: a) A estrutura da rede de uma única camada de grafeno. A célula unitária,
indicado pelo pontilhado hexágono, que inclui dois átomos de carbono, cada um dos
quais pertence à sub-rede A ou B. (b) estrutura de banda eletrônica de camada única
grafeno [28].

Figura 2.8: A energia E(~k) expressa a simetria entre a banda de condução e de valência
através da introdução dos pontos de alta simetria, isto é, M , Γ e K [30].

~δ1 =
a

2
(1,

√
3) ~δ2 =

a

2
(1,−

√
3) ~δ3 = −a(1, 0) (2.2.7)

Iremos calcular a estrutura da banda para os orbitais π com aproximação de ligação

forte, dos vizinhos mais próximos para uma folha de grafeno.

Como enunciamos anteriormente, o modelo Tight-Binding (TB) é uma abordagem

para o cálculo de banda da estrutura eletrônica usando um conjunto aproximado de
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funções de onda com base em suas sobreposições para átomos isolados localizados em

cada śıtio atômico. Este modelo descreve as propriedades de elétrons fortemente li-

gados ao átomo a que pertencem e devem ter uma interação limitada com estados e

potenciais em átomos circundantes do sólido. Modelos TB são aplicados a uma ampla

variedade de sólidos e dá bons resultados qualitativos em muitos casos. A primeira

descrição de ligação forte de grafeno foi dada por Wallace em 1947 [3]. Ele conside-

rou a interação dos vizinhos mais próximo para os orbitais pz, mas desconsiderou a

sobreposição entre as funções de onda centrados em átomos diferentes. A outra, hoje

em dia mais conhecida como aproximação de ligação forte foi bem descrita por Saito

et al. [26, 29]. Ele considera a sobreposição não finita entre as funções de base, mas

inclui apenas as interações entre vizinhos mais próximos dentro da folha de grafeno.

A estrutura eletrônica do grafeno pode ser entendida usando um modelo teórico

aproximado TB, considerando apenas os elétrons do tipo π. A descrição dos elétrons

na rede hexagonal de átomos de carbono que forma o grafeno é feita por meio do

formalismo de segunda quantização que pode ser obtido pelo modelo TB dado pelo

Hamiltoniano:

HTB = −t
∑

i

∑

i=1,2,3

[â†(~r)b̂(~r + ~si) + b̂†(~r + ~si)â(~r)]. (2.2.8)

Este hamiltoniano descreve o salto (hooping) de um elétron entre diferentes sub-

redes, com uma constante de salto uniforme de aproximadamente t ≈ 2,8 eV. Os

operadores fermiônicos â(â†) aniquila (cria) um elétron e â(â†) atuam sobre os pontos

das sub-redes A e B e obedecem a álgebra dos anti-comutadores, ou seja:

{â(~rA), â†(~rA)} = 1, {b̂(~rB), b̂†(~rB)} = 1. (2.2.9)

Para simplificar fazemos ~r = ~rA e ~rB = ~rA + ~si. H0 é a diagonal no espaço dos

momentos e obtemos usando as transformadas de Fourier dos operadores de aniquilação

das sub-rede A e B definidas como







â( ~rA)

b̂( ~rB)







=
1√
N

∑

~k







ei
~k.~rA~a(~k)

ei
~k.~rB~b(~k)







, (2.2.10)

onde ~k é o vetor de onda em torno dos pontos K ou K′. Para uma rede infinita temos:
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HTB =
∑

k

[φ(~k)a†(~k)b(~k) + φ∗(~k)b†(~k)a(~k)]. (2.2.11)

As bandas de energia obtidas desta Hamiltoniana foram investigadas pela primeira

vez em 1947 por P. R. Wallace [3], por sua vez pode ser dadas por:

E±(~k) = ±τ
√

3 + φ(~k)− τ ′(~k), (2.2.12)

onde o fator de estrutura φ(~k) é dado por:

φ(~k) = 2 cos(
√
3kxa) + 4 cos

(

3

2
kxa

)

cos

(

3

2
kya

)

. (2.2.13)

O espectro de energia E(~k) = ±|φ(~k)| contém os dois pontos de Dirac com energia

zero, posicionados no espaço rećıproco em

~k = K = K′ = ±
(

4π

3
√
3a
, 0

)

, f(K) = f(K′) = 0. (2.2.14)

Em coordenadas cartesianas podem ser escritos como:

K =
2π

a

(√
3

2
k~x+ k~y

)

, K′ =
2π

a

(

−
√
3

3
k~x+ k~y

)

. (2.2.15)

Na rede rećıproca os dois pontos, chamados de K e K′ , são independentes, os

demais sendo equivalentes a estes por operações de simetria da rede, e são de extrema

importância na descrição do grafeno.

Expandindo a relação de dispersão em torno desses pontos, é preciso uma aproxi-

mação de primeira ordem de uma relação linear, o que, para pequenas energias, dá

origem aos chamados cones de Dirac. Então expandindo a Equação (2.2.12) em série

de Taylor (ver apêndice A), teremos

E±(~k) = ±υF |~q|+ ϑ
( q

K2

)

, (2.2.16)

onde ~k = K + ~q = K′ + ~q e ~q = ~p → i~~∇. Desprezando termos de segunda ordem no
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limite de baixas energias, o espectro de energia é quase linear, ou seja

E±(~k) = ±vF |~q|. (2.2.17)

No grafeno existem portadores de cargas que se propagam como se fossem férmios

sem massa, ou seja, com velocidade de Fermi vf = 3τa/2 = 106m/s, que consiste na

velocidade dos elétrons próximo dos pontos de Dirac. Podemos notar que dispersão

de energia linear dada pela equação (2.2.17) é semelhante a dispersão de energia de

part́ıculas relativ́ısticas, ou seja:

E2 =
(

cσxpx + cσypy + β̂mc2
)2
. (2.2.18)

Com m = 0 e a velocidade de Fermi substituindo a velocidade da luz c, os por-

tadores de carga no grafeno são descritos por funções de onda de duas componentes,

onde cada componente está relacionada com contribuição de cada uma das sub-redes

(A e B) da estrutura do grafeno e não ao spin das part́ıculas. Então, o Hamiltoniano

que descreve os portadores de carga no grafeno é da pela equação de Dirac sem massa

em 2+1 dimensões:

EΨ = ĤDΨ = vF (σ
xpx + σypy)Ψ, (2.2.19)

onde σx são as matrizes de Pauli com i = x; y; z, e pj é a componente do operador

momento ~p → i~~∇ com j = x; y. Tendo em vista os estados estacionários é posśıvel

fazer a substituição Ψ(r, t) = ψ(r)e
−iE

~ que transforma-se num problema de autovalor,

ou seja:

Eψ(r) = vF (σ
xpx + σypy)ψ(r). (2.2.20)

Logo o Hamiltoniano que descreve os portadores de carga pode ser escrito da se-

guinte forma:

HTB =





0 px − ipy

px + ipy 0



 = vF~σ · ~p . (2.2.21)

Os pontos K e K’ correspondente as bandas de valência e de condução. Na expansão

do Hamiltoniano perto desses pontos encontra-se:

HK′(~q) ≈ 3aτ

2





0 α(qx + iqy)

α∗(qx − iqy) 0



 (2.2.22)
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e

HK(~q) ≈
3aτ

2





0 α∗(qx − iqy)

α(qx + iqy) 0



 . (2.2.23)

Onde α = e5iπ/6, com ~q = ~k − K e ~q = ~k − K′, respectivamente. A fase 5π/6

pode ser eliminada por uma transformação unitária das funções de base. Assim, o

Hamiltonianos efetivos perto os pontos K e K′ assumem a forma:

HK(~q) = ~v





0 (qx ∓ iqy)

(qx ± iqy) 0



 . (2.2.24)

O Hamiltoniano que descreve os estados em torno dos pontos de K da zona de

Brilloiun na forma matricial é:

HK =





0 kx − iky

kx + iky 0



 = vF~σ · ~k . (2.2.25)

A descrição por funções de onda com duas componentes é semelhante à usada para

escrever funções de onda de spin. Porém, as duas componentes da função de onda

estão relacionadas a cada uma das sub-redes da estrutura do grafeno e não ao spin

das part́ıculas. Dessa forma, os portadores de carga no grafeno têm associado a eles

um pseudo-spin, σ. O pseudospin está relacionado à contribuição de cada uma das

sub-redes para a função de onda dos portadores de carga, assim, elétrons e buracos cu-

jos pseudo-spins apontam em uma mesma direção podem ser imaginados como tendo

origem em uma mesma sub-rede [13].

Para o caso de energias acima do zero os portadores de carga são elétrons. Entre-

tanto, para energias negativas, caso a banda de valência não esteja totalmente preen-

chida, os seus estados eletrônicos desocupados comportam se como quase-part́ıculas

carregadas positivamente (buracos) que são vistas como um equivalente, da matéria

condensada, do pósitron. Em matéria condensada os elétrons e buracos são descritos

por equações de Shrodinger desacopladas com respectivas massas diferentes [30].



Caṕıtulo 3

Estudo da Equação de Dirac

Paul Dirac em 1928 propôs uma equação de onda relativ́ıstica que descreve par-

t́ıculas de spin 1
2
[31], e procurou resolver o problema da equação de Klein-Gordon

considerando uma equação de primeira ordem tanto na derivada temporal quanto es-

pacial, com a existência de um operado Hamiltoniano H para part́ıculas relativ́ısticas

e percebeu mais adiante que este deveria ser linear ao se tratar das componentes de

momento. Neste caṕıtulo, faremos um estudo das equações de Dirac em quatro e duas

dimensões, em duas dimensões sem massa adaptada para o grafeno. Para trabalhos fu-

turos escreveremos a equação de Dirac na forma espinorial que se encontra no apêndice

B.

3.1 Equação de Dirac em quatro dimensões

Escrevendo a equação de Dirac na notação Feynman e no sistema de unidades na

naturais (c = ~ = 1), temos:

(i∂/−m)Ψ = 0. (3.1.1)

onde m é a massa do campo fermiônico. Deixando as constantes ~ e c de forma

explicitas na equação de Dirac teremos outra versão da Equação (3.1.1) que é dada da

seguinte forma [31]:
(

ic~γµ∂µ −mc2
)

Ψ = 0. (3.1.2)

A quantidade γµ representa as matrizes de Dirac 4 × 4 com µ = 0, 1, 2, 3. Tais

matrizes podem ser reescritas em termos das matrizes de Pauli, a matriz identidade e

17
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a matriz nula, ou seja:

γ0 =

















1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

















, γ1 =

















0 0 0 1

0 0 1 0

0 −1 0 0

−1 0 0 0

















(3.1.3)

γ3 =

















0 0 0 −i
0 0 i 0

0 i 0 0

−i 0 0 0

















, γ3 =

















0 0 1 0

0 0 0 −1

−1 0 0 0

0 1 0 0

















. (3.1.4)

Ou de forma mais compacta:

γ0 =





✶ 0

0 −✶



 , γ1 =





0 σx

−σx 0



 , γ2 =





0 σy

−σy 0



 , γ3 =





0 σz

−σz 0



 ,

(3.1.5)

onde ✶ é a matriz identidade e σ = (σx, σy, σz) e σx, σy e σz são as matrizes de Pauli

representadas da seguinte forma:

σx =





0 1

1 0



 , σy =





0 −i
i 0



 , σz =





1 0

0 −1



 . (3.1.6)

Note que em qualquer dimensão as matrizes Gamas γµ satisfazem a álgebra de

Clifford [32]:

{γµ, γν} = 2ηµν , (3.1.7)

com γ0γ0 = γ0(γ0)† = ✶ e γiγi = γi(γi)† = ✶. Por outro lado, as componentes da

matrizes Gamas espacial e temporal anti-comutam entre si, pois

γiγj = −γjγi, i 6= j. (3.1.8)
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Aqui, temos que:

γi =





0 σ

−σ 0



 . (3.1.9)

Agora, consideramos a identidade:

~α = γ0~γi =





0 σ

σ 0



 , β̂ = γ0 e ~γ = β̂~α, (3.1.10)

podemos reescrever a Equação (3.1.2) em outro formato ao multiplicarmos a mesma

por γ0 pela esquerda e admitindo que ∂i = ∂/∂x,y,z = ~∇. Assim, obtemos:

(i~∂0 + i~c~α · ~∇− β̂mc2)Ψ = 0. (3.1.11)

Sabendo-se que ~p = −i~~∇ e ∂0 = ∂/∂t, a partir da Equação (3.1.11) é posśıvel

escrever a seguinte equação de autovalores:

i~
∂Ψ

∂t
= ĤDΨ, (3.1.12)

onde ĤD corresponde ao Hamiltoniano relativ́ıstico de Dirac cujo a sua forma explicita

é dada primeiro como:

ĤD = ~cα · ~p+ β̂mc2 (3.1.13)

. e depois a sua forma matricial:

ĤD =





mc2 c~σ · ~p
c~σ · ~p −mc2



 . (3.1.14)

Assim, podemos usar o fato em que a energia do sistema tenha a como relação

E = i~∂/∂t, a Equação de autovalores (3.1.12) pode ser reescrita como:

(

E✶̂− ĤD

)

Ψ = 0. (3.1.15)

Por outro lado, temos que a relação de dispersão associada e Equação (3.1.15) que

pode ser obtida ao aplicarmos o operador conjugado:
(

E✶̂+ ĤD

)

pelo lado esquerdo.

Desta forma, obtemos:

E2 = c2(~σ · ~p)2 +m2c4. (3.1.16)



3.1 Equação de Dirac em quatro dimensões 20

Note que a relação de dispersão da Equação(3.1.16) prevê estados de energia ne-

gativa e positiva para a dinâmica de part́ıculas fermiônicas.
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3.2 Equação de Dirac em duas dimensões

Agora vamos trabalhar com a versão bi-dimensional da equação de Dirac compat́ıvel

com a relação de dispersão relativ́ıstica (3.1.16) obtida na seção anterior. Primeiro

considere a versão bi-dimensional da expressão (3.1.13):

E = ĤD = cαxpx + cαypy + β̂mc2. (3.2.17)

Agora, para que a Equação (3.2.17) tenha sentido, o quadrado da energia deve

satisfazer a seguinte equação relativ́ıstica:

E2 =
(

cσxpx + cσypy + β̂mc2
)2
. (3.2.18)

Ao desenvolvermos o quadrado na Equação (3.2.18) devemos considerar as identi-

dades:
(

αxαy + αyαx

)

=
(

αxβ̂ + β̂αy

)

=
(

αyβ̂ + β̂αy

)

= 0, (3.2.19)

se αx = σx, αy = σy devemos encontrar:

E2 = c2
(

p2x + p2y +m2c2
)

, (3.2.20)

que corresponde com uma relação de dispersão relativistica.

Um outro caminho de se obter a Equação (3.2.20) é o de reescrever o Hamiltoniano

de Dirac (3.2.17) como operadores de propriedades quirais. Isto pode ser feito se

considerarmos o seguinte ansatz1 para o operador de quiralidade negativa escrito como:

A− =





mc2 c(px − ipy)

c(px + ipy) −mc2



 , (3.2.21)

de tal forma que estabelecemos a seguinte identidade:

A2
− = E2 = c2

(

px
2 + py

2 +m2c2
)

, (3.2.22)

1A escolha de diferentes subespaços levam a diferentes aproximações e o processo de escolha do

subespaço com melhor aproximação é chamado de ansatz.
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compat́ıvel com a relação de dispersão relativ́ıstica (3.2.20) que obtemos anteriormente.

O operador de quiralidade positiva pode ser obtido da equação (3.2.17) como segue:

E✶̂ = A+ =





mc2 px + ipy

px − ipy −mc2



 , (3.2.23)

de tal forma que devemos obter:

A2
+ = E2 =

(

px
2 + py

2 +m2c2
)

, (3.2.24)

compat́ıvel com relação de dispersão relativ́ıstica. As matrizes A− e A+, descrevem

part́ıculas com quiralidades opostas relacionadas aos seu respectivos spins e as direções

do momento. Em f́ısica, um fenômeno quiral é aquele que não é idêntico a sua imagem

no espelho. O spin de uma part́ıcula pode ser usada para definir uma quiralidade, ou

helicidade, que para o caso de uma part́ıcula sem massa são iguais.
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3.3 Equação de Dirac Sem Massa em Grafeno

Para excitações de baixa energia do grafeno se comporta como part́ıculas rela-

tiv́ısticas sem massa que se movem através da estrutura em ”favo de mel”com uma

velocidade velocidade de Fermi vF . Aqui, a velocidade de Fermi desempenha o papel

da velocidade da luz c, que é no entanto cerca de 300 vezes maior, c ≈ 300vF [33].

Então o Hamiltoniano em torno do ponto K de Dirac se reduz a:

HDΨ = (vF~σ · ~p)Ψ = EΨ. (3.3.25)

No caso do grafeno, Ψ representa a função de onda que descreve os estados de

elétrons em torno dos pontos de Dirac K e K ′. Portanto, a versão sem massa da

Equação matricial (3.1.13) é dada na forma:

HD = vF





0 σ · ~p
σ · ~p 0



 . (3.3.26)

Assim, o Hamiltoniano em torno do ponto de Dirac K no espaço dos momentos

espaço escreve-se[13] como:

HK = vF





0 px − ipy

px + ipy 0



 . (3.3.27)

E em torno de K′ como:

HK′ = vF





0 px + ipy

px − ipy 0



 . (3.3.28)

É necessário que tenhamos σy → σ∗
y . A função de onda Ψ é composta por duas

componentes, uma descrevendo o ponto K e a outra K ′. Assim temos:

Ψ =





ΨK

ΨK′



 , (3.3.29)
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onde ΨK e ΨK′

são autoestados de duas dimensão, ou seja:

ΨK =





φA

φB′



 , ΨK′

=





φA

φB′



 . (3.3.30)

Para obter a relação de dispersão da energia temos que resolver as equações de

autovalores para cada ponto de Dirac

HKΨ
K = EKΨ

K , HK′ΨK′

= EK′ΨK′

(3.3.31)

de modo que é posśıvel calcular os autovetores compat́ıveis aos dos obtidos via a

equação de Tight-Binding (2.2.17). Então na representação dos momentos devemos

ter

(~σ · ~k)ΨK(~k) = ±ΨK(~k) (3.3.32)

e

( ~σ∗ · ~k)ΨK′

(~k) = ±ΨK′

(~k), (3.3.33)

onde σ∗ = (σx,−σy, σz). Estes autovetores no espaço dos momentos são escritos na

forma:

ΨK(~k) =
1√
2





e−iϕk/2

±eiϕk/2



 , ΨK′

(~k) =
1√
2





eiϕk/2

±e−iϕk/2



 . (3.3.34)

Sendo ϕk é o ângulo polar do vetor ~k no espaço dos momentos. Os sinais ± corres-

pondem aos autovalores do espectro de energia para cada ponto de Dirac. A existência

de simetria quiral nos autovetores, permite a observação do efeito Hall quântico que é

uma caracteŕıstica marcante do grafeno,em vez dos ńıveis de Landau usuais para um

semicondutor , este apresenta um fator de degenerescência devido o ńıvel de energia

fundamental ter dois vales [34].



Caṕıtulo 4

O Grafeno sobre a Ação de um

Campo Magnético

4.1 Férmions de Dirac na Presença de um Campo

Magnético

Agora vamos estudar o grafeno em um campo magnético e resolver o Hamiltoniano

efetivo (A equação de Dirac em 2D) em um campo magnético constante e analisar

o espectro de energia. Vamos considerar um campo magnético uniforme externo B

aplicado perpendicularmente em uma camada de grafeno. Consideramos o calibre de

Landau ~A = B(−y, 0, 0). Sabendo que para o grafeno com part́ıculas sem massa

que se movem com uma velocidade de Fermi vF ≈ 106ms−1 através de uma estrutura

tipo ”favo de mel”, descrito pelo Hamiltoniano:

HDΨ = (vF~σ · ~p)Ψ = EΨ. (4.1.1)

Incluindo a interação campo pelo acoplamento mı́nimo do potencial vetor, temos:

~p→ ~p+ e ~A/c. (4.1.2)

25
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Com o calibre escolhido temos que:

~p = −i~~∇− eBy/c. (4.1.3)

A Equação (4.1.1) com o acoplamento mı́nimo resulta em:

vF [~σ · (−i~~∇− eBy/c)]ψ(~r) = Eψ(~r), (4.1.4)

onde e é a carga do elétron. Primeiramente vamos procurar as soluções da equação

de autovalor HKΨ = EΨ em torno do ponto K. A solução genérica para a função de

onda tem a forma Ψ(x, y) = eikxφ(y), e inserindo na na equação de autovalor de HK ,

obtemos:

vF





0 ~

i
∂x + ~∂y − eB

c
y

~

i
∂x − ~∂y − eB

c
y 0









φA

φB



 = E





φA

φB



 . (4.1.5)

Com objetivo de simplificar a expressão introduz-se o chamado comprimento mag-

nético lB =
√

c~
eB

[13] na Equação(4.1.5), obtemos que:

vF





0 lBk + lB∂y − y
lB

lBk − lB∂y − y
lB

0









φA

φB



 = E





φA

φB



 . (4.1.6)

Redefinindo as variáveis como:

ỹ = lBk −
y

lB
, ∂ỹ = lB∂y, (4.1.7)

que podem ser escritas como duas equações diferenciais lineares, ou seja:

vF~

lB
(ỹ + ∂ỹ)φ

B = EφA (4.1.8)

e
vF~

lB
(ỹ − ∂ỹ)φ

A = EφB. (4.1.9)
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Isolando φB da Equação (4.1.9) e substituindo na Equação (4.1.8), temos:

(

vF~

lB

)2

(ỹ + ∂ỹ)(ỹ − ∂ỹ)φ
A = E2φA. (4.1.10)

Podemos observar que a Equação (4.1.10) tem sua forma análoga a uma equação de

autovalores de um oscilador harmônico unidimensional na mecânica quântica ao referir-

se ao Anexo D. Esta equação pode ser resolvida usando o conjunto de operadores de

aniquilação e criação como:

â =
1√
2
(ỹ + ∂ỹ) (4.1.11)

e

â† =
1√
2
(ỹ − ∂ỹ). (4.1.12)

Assim, a Equação (4.1.10) pode ser reescrita em termos dos operadores como:

2

(

vF~

lB

)2

(ââ†)φA = E2φA. (4.1.13)

Por definição temos os operadores esquerdo e direito

Ne = â†â e Nd = â†â. (4.1.14)

Suponhamos que ψA = ψA(ne, nd), então o espectro de energia para o ponto K de

Dirac é dada por:

EK = ±
√
2
vF~

lB

√
ne (4.1.15)

Agora vamos considerar uma camada de grafeno em um campo magnético constante

externo, ~B = B~ez. Em nossas unidades c = 1. Novamente introduzindo o campo ~B

através do acoplamento mı́nimo para o potencial vetor de (4.1.2), tal que ~B = ~∇× ~A.

Vamos especificar o calibre simétrico:

~A =
1

2
~B × ~r =

B

2
(−y, x, 0) (4.1.16)

Assim, para os dois pontos de Dirac K e K′ os Hamiltonianos são dados por:

HK = vF





0 px − ipy +
eB
2
(y + ix)

px + ipy +
eB
2
(y − ix) 0



 (4.1.17)
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e

HK = vF





0 px + ipy +
eB
2
(y − ix)

px − ipy +
eB
2
(y + ix) 0



 . (4.1.18)

A equação de autovalor de energia no ponto K de Dirac, é então:

~vF
ξ

[

−i
(

ξ∂x −
x

ξ

)

+

(

−ξ∂y +
y

ξ

)]

ψB = EKφ
A (4.1.19)

e
~vF
ξ

[

−i
(

ξ∂x +
x

ξ

)

+

(

ξ∂y +
y

ξ

)]

ψA = EKφ
B. (4.1.20)

onde ξ =
√

2~
eB

=
√
2lB é uma variável auxiliar e lB é o assim chamado comprimento

magnético [13]. Redefinindo as variáveis como:

∂x̃ = ξ∂x, ∂ỹ = ξ∂y, x̃ =
x

ξ
e ỹ =

y

ξ
. (4.1.21)

Substituindo as variáveis redefinidas temos:

~vF
ξ

[−i (∂x̃ − x̃) + (−∂ỹ + ỹ)]ψB = EKφ
A (4.1.22)

e
~vF
ξ

[−i (∂x̃ + x̃) + (∂ỹ + ỹ)]ψA = EKφ
B. (4.1.23)

Isolando φB da Equação (4.1.23) e substituindo na Equação (4.1.22), temos:

(

~vF
ξ

)2

[−i (∂x̃ − x̃) + (−∂ỹ + ỹ)] [−i (∂x̃ + x̃) + (∂ỹ + ỹ)]ψA = E2
Kφ

A, (4.1.24)

que é uma equação de segunda ordem análoga à equação de autovalores da energia

para o oscilador harmônico quântico em duas dimensões que pode ser resolvida usando

o conjunto de operadores de aniquilação e criação:

ax =
1√
2
(ỹ + ∂ỹ), a†y =

1√
2
(ỹ − ∂ỹ) (4.1.25)

e

ay =
1√
2
(x̃+ ∂x̃), a†x =

1√
2
(x̃− ∂x̃). (4.1.26)
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Para simplificar os cálculos representamos os operadores como esquerda/direita

como:

âd =
1√
2
(ax − iay), â†d =

1√
2
(a†x + ia†y) (4.1.27)

âe =
1√
2
(ax + iay), â†e =

1√
2
(â†x − ia†y). (4.1.28)

Assim, a Equação (4.1.24) pode agora ser reescrita em termos de estes operadores

esquerda/direita:

4

(

~vF
ξ

)2

(â†eâe)ψ
A = E2

Kφ
A. (4.1.29)

Observa-se que o Hamiltoniano depende apenas das operadoras de esquerda. Por

definição temos os operadores esquerdo e direito:

Ne = â†â, Nd = â†â. (4.1.30)

Suponhamos que ψA = ψA(ne, nd), então o espectro de energia para o ponto K de

Dirac é dada por:

EK = ±
√
2
vF~

lB

√
ne. (4.1.31)

O cálculo do espectro de energia em torno do ponto K′ é análogo ao do ponto K.
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4.2 Nı́veis de Landau

A teoria de Landau é um dos problemas mais simples posśıveis da mecânica quân-

tica, e consiste de uma part́ıcula carregada em duas dimensões sob a influência de um

campo magnético constante aplicado perpendicularmente ao plano do movimento. Em

mecânica quântica, a quantização de Landau é a quantização das órbitas ciclotrônicas

de part́ıculas carregadas na presença de campos eletromagnéticos. Como resultado, as

part́ıculas carregadas podem ocupar apenas órbitas com valores discretos de energia,

denominados ńıveis de Landau. Os ńıveis de Landau são degenerados, com o número

de elétrons por ńıvel diretamente proporcional a intensidade do campo magnético apli-

cado.

Os surgimento ńıveis de Landau é um dos fenômenos que mostram dependências

devido a dispersão de energia incomum do grafeno. Em comparação com quantiza-

ção Landau em um gás de elétrons 2D ou semicondutor 2D, o grafeno representa um

caso especial. Então vamos primeiramente discutir brevemente a quantização Landau

convencional para elétrons livres em um campo magnético, de modo que podemos com-

parar isso com resultados obtidos em uma camada de grafeno. No caso de quantização

Landau convencional, os elétrons que interagem são não-relativ́ısticos, que chamare-

mos de férmions de Schrödinger.

Neste caso consideramos um semicondutor que tem relação de dispersão quase se-

melhante ao grafeno, ou seja, ele é composto por duas bandas de energia que se tocam

em zero de energia. Vamos orientar o campo magnético na direção z, onde potencial

vetor ~A = ~∇× ~B tem apenas componentes perpendiculares a ~B. O Hamiltoniano pode

ser escrito da forma:

H =
1

2m
(~p2x + ~p2y + ~p2z). (4.2.32)

O termo ~p2z corresponde a um movimento livre na direção z e contribui para que

a energia cinética permaneça a mesma para a part́ıcula livre. Vamos trabalhar com

o calibre de Landau, onde ~A = (−By, 0, 0). Como o Hamiltoniano não é dependente

das coordenadas x e z temos as relações de comutações:

[H, px] = [H, pz] = 0. (4.2.33)
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Agora vamos encontrar os autovalores de energia E para a equação estacionária

H = E, usando Ψ é autofunção de px e pz, então temos:

EΨ =
1

2m
(~p2x + ~p2y + ~p2z)Ψ, (4.2.34)

onde Ψ(x, y, z) = eikzzeikxxχ(y). Para descrever elétrons livres em um campo magné-

tico, é preciso substituir o momento por sua forma invariante de gauge. Aplicando o

acoplamento mı́nimo (4.1.2) em (4.2.34), temos:

EΨ =
1

2m

[

(

px −
e

c
B~y
)2

+ ~p2y + p2z

]

, (4.2.35)

redefinindo a variável para y0 =
cpx
eB

com e = e0 e aplicando a autofunção, teremos:

Eeikzzeikxxχ(y) =
1

2m

[(

e20B
2y0
c2

− 2
e20B

2y0~y

c2
+
e2B2~y2

c2

)

+ ~p2y + p2z

]

eikzzeikxxχ(y).

(4.2.36)

Reajustando a equação teremos:

(E − Ez)χ(y)e
ikzzeikxx =

[(

1

2

e20B
2

mc2
(~y − y0)

2

)

+
~p2y
m

]

χ(y)eikzzeikxx. (4.2.37)

Podemos observar que o lado direito da equação tem forma do Hamiltoniano para

oscilador harmônico, oscilando em torno de y0. O termo χ(y) é autofunção para um

oscilador 1D com autovalores iguais a ~wc(n+ 1
2
). Os ńıveis de energia de um elétron

no campo magnético são, então:

En = Ez + ~wc(n+
1

2
), com wc =

e0B

mc
. (4.2.38)

Estes são conhecidos como ńıveis de Landau, onde wc é chamada frequência de

ciclotrônica devido os elétrons descreverem um caminho em espiral ao longo do eixo

z enquanto se move através do campo magnético externo ~B = Bz. Os ńıveis de

Landau para elétrons de Dirac são diferentes dos ńıveis de Landau para elétrons de

Schrödinger como podemos ver na Figura 4.1. Essa diferença na relação de dispersão

tem consequências para o Efeito Hall Quântico que discutiremos a seguir.

Vamos agora discutir os ńıveis de Landau para a monocamada de grafeno. Lem-

brando que, para um gás de elétrons convencional (não-relativ́ısticos) a quantização

de Landau produz ńıveis de energia equidistantes devido à lei parabólica dispersão



4.2 Nı́veis de Landau 32

Figura 4.1: São ilustrados os ńıveis de Landau n ∈ [0; 10] para grafeno( E0 = 0) à
esquerda e para ńıveis de Landau convencional ( E0 6= 0) de semicondutores no lado
direito.

de elétrons livres. No grafeno os elétrons têm lei de dispersão linear relativ́ıstica, que

modifica fortemente a quantização de Landau da energia e da posição dos ńıveis. Atra-

vés da aplicação de um campo magnético externo perpendicular à folha de grafeno, o

espectro de energia torna-se discreto [35].

Para um campo magnético perpendicular à camada de grafeno, o potencial vetor

pode ser escolhido em gauge de Landau como Ai = B(−y, 0). Podemos utilizar outros

gauge para um campo magnético uniforme aplicado na direção z. Usamos o calibre

de Landau por ser mais simples e apropriado para uma simetria em torno do eixo y

tornando o sistema independente desta coordenada. Outra possibilidade é o chamado

calibre simétrico ~A = B
2
(y,−x), sendo B um campo magnético uniforme, necessário

para escrever funções de onda do efeito Hall fracionário, e sistemas com simetria rota-

cional. Para descrever elétrons livres em um campo magnético precisamos substituir o

momento por sua forma invariante de calibre através do acoplamento mı́nimo (4.1.2),

em que o potencial vetor ~A gera o campo magnético ~B = ~∇× ~A. Este momento inva-

riante de calibre é proporcional a velocidade do elétron v, que deverá naturalmente ser

de invariante de calibre, por ser uma grandeza f́ısica. Como o hamiltoniano de Dirac

é dado por:

H = vf





0 px − ipy

px + ipy 0



 (4.2.39)
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Onde a função de onda de quatro componentes:

Ψ =

















ΨK′

B

ΨK′

A

ΨK
B

ΨK
A

















. (4.2.40)

Vamos primeiro obter as soluções para o vale K, resolvendo o sistema







vf (px − ipy)ΨB = EΨK
B

vf (px + ipy)ΨA = EΨK
A

o qual pode ser inserida uma equação na outra ainda desacoplada, ou seja:

v2f (px − ipy)(px + ipy)ΨA = E2ΨK
A (4.2.41)

e

v2f (px + ipy)(px − ipy)ΨB = E2ΨK
B . (4.2.42)

Vamos encontrar os ńıveis de energia E para o ΨK
B , usando [H, px] = 0 e que para

elétrons e = −e0:

[(

px +
e

c
B~y
)

+ ipy

] [(

px +
e

c
B~y
)

− ipy

]

ΨB =
E2

v2f
ΨK

B (4.2.43)

e
[

(

px +
eB

c
~y

)2

− i

[

px +
eB

c
~y, py

]

+ p2y

]

ΨK
B =

E2

v2f
ΨK

B . (4.2.44)

Pelas relações de comutações:

[px, py] =
i~eB

c
. (4.2.45)

Então teremos:

[

(

px +
eB

c
~y

)2

+
~eB

c
+ p2y

]

ΨK
B =

E2

v2f
ΨK

B . (4.2.46)
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Multiplicando ambos os lados por 1
2m

, teremos:

1

2m

[

(

px +
eB

c
~y

)2

+
~eB

c
+ p2y

]

ΨK
B =

1

2m

E2

v2f
ΨK

B , (4.2.47)

redefinindo a variável y0 =
cpx
eB

com k̃ = e0B
c
√
m

1

2m

(

E2

v2f
+

~eB

c

)

ΨK
B =

(

k̃

2
(~y − y0)

2 +
p2y
2m

)

ΨK
B . (4.2.48)

O lado direito da equação tem a forma de Hamiltoniano para o oscilador harmônico,

oscilando em torno de y0. Se ΨK
B é autofunção desse Hamiltoniano, os seus autova-

lores serão ~ωc(n + 1
2
), onde para a quantização Landau padrão ωc =

√

k̃m = eB
mc

.

Consequentemente, os valores de energia para os ńıveis de Landau em monocamada

de grafeno deve satisfazer a:
~eB

c
(2n+ 1− 1), (4.2.49)

em que n = 0, 1, 2..., correspondem os mesmos valores que para o oscilador de harmô-

nico. Desde que tenha ráızes positivas e negativas, podemos estender o domı́nio de n

para valores inteiros e escrever as autoenergias dos elétrons de Dirac sem massa num

campo uniforme como:

E± = ±

√

2|e|B~v2fn

c
. (4.2.50)

Esses valores são conhecidos como os ńıveis quânticos de Landau para o grafeno que

determinam o comportamento dos elétrons, onde o número de elétrons em cada ńıvel

é proporcional à força do campo magnético aplicado. A quantização de Landau é a

quantização do movimento orbital de part́ıculas carregadas em um campo magnético,

como consequência a part́ıcula carregada pode ocupar apenas órbitas com valores

de energia discretas, que são os ńıveis de Landau. O ı́ndice do ńıvel de Landau,

n, positivo corresponde aos elétrons (banda de condução), enquanto que os valores

negativos correspondem aos furos (banda de valência). Além disso, eles não estão

equidistantes como no caso convencional e a maior separação entre a energia é zero e o

primeiro ńıvel de Landau. Esta grande lacuna permite observar o efeito Hall quântico

no grafeno, mesmo à temperatura ambiente [35]. Em f́ısica da matéria condensada ,
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este espectro foi obtido pela primeira vez por McClure (1956), em sua teoria da de

diamagnetismo do grafite.

Para obter as relações entre espectros de Landau relativ́ısticos e não-relativ́ısticos,

vamos elevar o Hamiltoniano da Equação(4.2.41) ao quadrado, levando em conta as

relações de comutações:

[px, py] =
i~eB

c
. (4.2.51)

Então temos:

H2 = v2(~σ~p)2 = v2~p2 + iv2~σ(~p× ~p) = v2~p2 − v2~|e|B
c

σz. (4.2.52)

O espectro do operador (4.2.52) pode ser encontrada a partir da solução do pro-

blema não-relativ́ıstica (ver apêndice E) colocando m = l/(2v2). Em seguida, temos:

E2
n =

2|e|B~v2f
c

(

n+
1

2

)

∓ v2~|e|B
c

=
2|e|B~v2f

c

(

n+
1

2
∓ 1

2

)

. (4.2.53)

onde ±1 são autoestados do operador σz. O último termo na Equação (4.2.53),vemos

como o efeito Zeeman, e a existência de ńıvel zero de Landau neste, resulta de um

cancelamento exato da energia ciclotron e a energia Zeeman.[35].

O efeito Zeeman consiste no deslocamento das linhas espectrais de um sistema

(átomos, moléculas, defeito, impurezas em cristais, etc.) em vários componentes pela

ação de um campo magnético. Esse efeito, descoberto pelo f́ısico holandês Pieter

Zeeman, em 1896, é utilizado principalmente na determinação da multiplicidade dos

termos espectrais (números quânticos dos ńıveis de energia).
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4.3 Efeito Hall

O efeito Hall clássico, descoberto por E.H. Hall em 1879, se refere a diferença de

potencial, que surge entre lados opostos de um condutor pelo qual passa uma corrente

elétrica, criada por um campo magnético aplicado perpendicularmente à corrente [36].

A resistividade Hall é classicamente uma função linear da componente perpendicular

do campo magnético para valores fixos da densidade. A resistividade depende sen-

sivelmente de detalhes da amostra como sua composição, geometria e impurezas. A

descoberta do efeito Hall quântico foi um conquista extraordinária na f́ısica da matéria

condensada. Esse efeito é observado em elétrons bi-dimensionais a temperaturas muito

baixas e campos magnéticos intensos.

As observações do fenômeno Hall quântico em 1980 e do efeito Hall quântico fraci-

onário em 1982 estão entre as mais importantes descobertas f́ısica na segunda metade

do século XX. A quantização precisa da resistência elétrica no Efeito Hall Quântico

levou à nova definição do padrão de resistência e teve grande impacto em toda a ciência

e tecnologia [37].

O Efeito Hall Quântico é um exemplo de um fenômeno quântico que ocorre em uma

escala macroscópica sendo exclusivo para os metais bidimensionais (2D) e geralmente

requer baixas temperaturas, tipicamente abaixo do ponto de ebulição do hélio ĺıquido.

No grafeno, pode ser observado mesmo à temperatura ambiente devido à natu-

reza altamente incomum dos portadores de carga, que se comportam como part́ıculas

relativ́ıstica sem massa (férmions de Dirac) e se movem com pouca dispersão em con-

dições ambientais [38, 39]. À temperatura ambiente, a sua condutividade Hall, é σxy,

revela platos de 2e2/h para ambos os elétrons e buracos, enquanto a condutividade

longitudinal , ρxx, se aproxima de zero (<10 ohms ) exibindo uma energia de ativação

∆E ≈ 600K.

O Efeito Hall Quântico no grafeno é verificada experimentalmente pelo espaça-

mento entre os platôs de 4e2/h nas medidas da condutividade Hall σxy e das oscilações

no valor da resistência longitudinal, ρxx, em função do campo magnético perpendicular

B ou da tensão de gate Vg aplicado. Quando um campo magnético elevado, ~B, per-

pendicular ao plano do sistema, é aplicado a um material de 2D, obtemos um espectro

de energia discreta conhecido como ńıveis de Landau, ou seja, a energia do elétron é

quantizada [40].

Para o caso de férmions de Dirac na presença de campo o espectro é obtido através
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do hamiltoniano:

H = vf





0 px − ipy

px + ipy 0



 . (4.3.54)

A interação com um campo eletromagnético externo é obtida através do acopla-

mento mı́nimo [41] considerando o calibre de Landau ~A = B(−y, 0, 0). É necessário

resolver a equação de autovalores:

HΨ(x, y) = EΨ(x, y), (4.3.55)

onde o espinor é dado por:

Ψ(x, y) =





ΨB(x, y)

ΨA(x, y)



 . (4.3.56)

Então temos:

vf





0 px − ipy

px + ipy 0









ΨB(x, y)

ΨA(x, y)



 = E





ΨB(x, y)

ΨA(x, y)



 . (4.3.57)

Escrevendo as equações para ΨA(x, y) e ΨB(x, y) obtemos explicitamente as duas

equações acopladas, ou seja:

vf (px + ipy)ΨB(x, y) = EΨA(x, y), (4.3.58)

e

vf (px − ipy)ΨA(x, y) = EΨB(x, y). (4.3.59)

Para o desacoplamento multiplicamos (4.3.58) por vf (px−ipy) e (4.3.59) por vf (px+
ipy) e usamos o comutador [42]:

[px, py] = −i~eB
c
. (4.3.60)

Então obtém-se a seguinte equação para o spinorial (x, y),

[

v2f (px
2 + py

2)−
~eBv2f
c

σz

]

Ψ(x, y) = E2Ψ(x, y), (4.3.61)
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podemos reescrever da seguinte forma:

v2f

[

~p2 +
e2B2

c2
y2 − 2eB

c

(

1

2
~σz − pxy

)]

Ψ(x, y) = E2Ψ(x, y). (4.3.62)

Tomando uma solução do tipo:

Ψ(x, y) = ψ(y)eipxx/~, (4.3.63)

podemos escrever a seguinte equação para ψ(y) como:

v2f

[

−~
2 ∂

2

∂y2
+

(

eBy

c
+ px

)2
]

ψ(y) =

(

E2 +
2eBv2f
c

[

1

2
~σz

])

ψ(y) (4.3.64)

dividindo por ~eBv2f/c, obtemos:

[

− ~c

eB

∂2

∂y2
+
eB

~c

(

y +
cpx
eB

)2
]

ψ(y) = E ′ψ(y) (4.3.65)

Definindo:

E ′ =
E2 + 2eBv2f/c(

1
2
~σz)

~eBv2f/c
, (4.3.66)

e fazendo a mudança de variável, obtemos:

ξ =

√

eB

~c

(

y +
cpx
eB

)

. (4.3.67)

Considerando ~ = 1 chegamos na equação que é a de um oscilador harmônico com

frequência w = 2. ou seja:

(

−
2

∂ξ2
+ ξ2

)

ψ(ξ) = E ′ψ(ξ), (4.3.68)

As funções de onda do oscilador harmônico e suas energias são:

ψ(ξ) = NHn(ξ)e
ξ2/2 (4.3.69)

e

E ′
n = 2(n+ 1/2) n = 1, 2, 3..., (4.3.70)
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no qual N é o fator de normalização nas funções de onda e H é o polinômio de Hermite

[43]. Com as Equações (4.3.66) e (4.3.70) obtemos finalmente o espectro de energia:

E =
√

2|e|B~v2f/c(n+ 1/2± 1/2). (4.3.71)

Podemos observar três tipos de comportamento do Efeito Hall Quântico no grafeno.

O primeiro é um análogo do QHE relativ́ıstico inteiro e caracteŕıstica de camada única

de grafeno. Ele aparece na forma de escada de passos equidistantes em condutividade

Hall σxy que persiste através do ponto de neutralidade (Dirac), onde portadores de

carga mudam de elétrons para buracos. A sequência é deslocada em relação ao spin

1/2 do Efeito Hall Quântico padrão, de modo que σxy = ±4e2/h(N + 1
2
), onde N é o

ńıvel de Landau e o ı́ndice de fator 4 aparece devido o duplo vale e a dupla degeneração

do spin [15, 19].

Uma peculiaridade importante para os ńıveis de Landau, no caso de férmions de

Figura 4.2: A condutividade Hall é representada pela linha em vermelho e aresistência
longitudinal pela linha em azul. Nas medições da condutividade Hall no grafeno obtidos
por K.S. Novoselov, A.K. Geim, et al, pode-se ver que a escada como condutividade
Hall exibe platôs em múltiplos semi-inteiros da condutância quântica 4e2/h [13].

Dirac sem massa é a existência de estados de energia de zero com n = 0 e o sinal
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negativo na Equação (4.3.71). Com ν = 0 a Equação (4.3.71) se reduz a:

E = vf
√

2|e|B~/c. (4.3.72)

A existência deste ńıvel de Landau com estado de energia zero leva a ter um efeito

de quântico Hall anômalo.
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4.4 O Efeito Aharonov-Bohm

Em 1959, Aharonov e Bohm (AB) mostraram que, ao contrário das conclusões

da mecânica clássica, existem efeitos potenciais sobre part́ıculas carregadas, mesmo

na região onde todos os campos desaparecem [44]. Primeiramente vamos considerar

um experimento padrão de dupla fenda por onde passa um feixe de elétrons com

λ = 2π/k:

A diferença de fase no ponto P entre os dois caminhos é [45]:

Figura 4.3: Esquema do experimento de interferência de duas fendas.

δ = kr1 − kr2 =
2π

λ
(r1 − r2). (4.4.73)

Analisando a figura 4.3, temos:

r1 − r2 = d sin θ, (4.4.74)

2nπ indica interferência destrutiva e (2n+ 1)π, interferência construtiva.

Se x << D, temos:

δ =
2π

λ

xd

D
. (4.4.75)

Então:

x =
λ

2π

δD

d
. (4.4.76)

A ideia (AB) foi introduzir um solenóide longo e fino atrás da parede entre as duas
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fendas como na Figura 4.4

Figura 4.4: Esquema de um experimento de fenda dupla na presença de um solenóide
[47].

O Potencial Vetor

Para o vetor potencial [46]:

Dentro do solenóide







Ar = Az = 0

Aφ = Bρ
2

e Fora do solenóide







Ar = Az = 0

Aφ = BR2

2ρ

Para campo magnético:

Dentro do solenóide







Br = Bφ = 0

Bz = B0

e Fora do solenóide
{

~B = 0.
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Veremos agora como o potencial vetor pode afetar a trajetória de um elétron.

Partindo da função de onda de um elétron em um espaço livre:

ψ = |ψ|e(i~p·~r) = |ψ|e(iα). (4.4.77)

O efeito da presença de um potencial é mudar ~p para:

~p→ ~p− e ~A. (4.4.78)

A fase α da função de onda muda de acordo:

α → α− e ~A · ~r, (4.4.79)

O que leva a mudança de fase da trajetória completa, então:

∆α = −e
∮

t

~A · d~r. (4.4.80)

A mudança na diferença de fase δ entre as duas funções fica:

∆δ = ∆α2 −∆α1 = e

∮

2−1

~A · d~r = e

∫

s

(∇× ~A) · ds = e

∫

s

~B · ds = eΦB. (4.4.81)

Finalmente fazendo x+∆x e usando o resultado de (4.4.76) as posições dos novos

máximos, são:

∆x =
λ

2π

D

d
eΦB. (4.4.82)

O Efeito Aharonov-Bohm em Anéis de Grafeno

Quando os elétrons passam através de uma estrutura de anel mesoscópico (anel

em escala micro), eles são divididos em dois caminhos correspondentes. Em estruturas

mesoscópicas as propriedades f́ısicas são alteradas pelo tamanho e depende muito do

material em particular. Na presença de um campo magnético externo (B) perpendi-

cular ao anel, as duas ondas eletrônicas tem uma diferença de fase ∆φ:

∆φ =
e

~

∫

2

~A · d~r − e

~

∫

1

~A · d~r, (4.4.83)
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onde ~A é o potencial vetor, e é a carga do elétron e ~ é a constante de Planck reduzida

(~ = h/2π). A primeira integral corresponde a ligação superior e a segunda ligação

inferior. Como temos uma superf́ıcie fechada, podemos ainda escrever como:

∆φ =
e

~

∮

t

~A · d~r, (4.4.84)

∆φ =
e

~

∮

2−1

~A · d~r = e

~

∫

s

(∇× ~A) · ds = e

~
BS. (4.4.85)

Onde S é a área do anel. A diferença de fase depende do campo magnético e da

área do anel que provoca fenômenos de interferência [47].

Figura 4.5: Esquema de efeito Aharonov-Bohm em anel de grafeno [54].

A diferença de fase (∆φ) entre ondas eletrônicas superior e inferior é determinada

pelo tamanho do anel e do campo magnético. O efeito AB pode ser verificado na

experiência, observando-se as oscilações de resistência em relação ao campo magnético

aplicado. Lembrando que a constante de Planck é representada por h, e seu valor

é de aproximadamente h = 4, 13566743 × 10−15eV.s. A periodicidade da oscilação

corresponde ao caso, sempre que a diferença de fase é um múltiplo de 2π, que é

análogo ao efeito de interferência na experiência de dupla fenda. A frequência das

oscilações AB é calculado por:

∆B = NeS/h, N = 1, 2, ..., (4.4.86)

A Figura 4.6 apresenta as trajetórias de elétrons, onde cada elétron que entra

em uma ligação faz uma meia volta no primeiro harmônico e uma volta completa no

segundo harmônico [54].

Portanto, a diferença de fase ∆φ é duplicada devido à diferença no número de
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Figura 4.6: (a) Trajetórias de elétrons correspondentes ao primeiro (N = 1) e segundo
harmônicos (N = 2). (b) Elétrons faz uma meia revolução no primeiro harmônico e
um ciclo no segundo harmônico.

revoluções dentro do anel e rende duas vezes maior frequência de oscilação no segundo

harmônico. Para apresentar o efeito de interferência, a informação de fase de elétrons

tem de ser conservado durante a passagem através dos anéis. A distância máxima

que um elétron mantém a sua informação de fase é conhecido como o comprimento

de coerência de fase lφ. Enquanto a fase lφ é comparável ao tamanho caracteŕıstico

do anel, o efeito Aharonov-Bohm pode ser visto. Caso a coerência de fase seja maior

do que o tamanho do anel, harmônicas de ordem superior adicionais correspondentes

a NeS/h(N = 3, 4, ...) se tornam observáveis [48]. Em geral, o efeito AB é apenas

observável no campo magnético baixo, onde o raio ciclotron (rc = ~kF/eB) é maior

do que a escala caracteŕıstica do anel.

Porque no regime de alto campo magnético (isto é, quando rc é menor do que a

largura do anelW ) canais com limites de Hall quântico são desenvolvidos e as descrições

acima da trajetória de elétrons não são aplicáveis. Em 2004, Junichiro Kono, mostra

que o efeito Aharanov-Bohm era capaz de mudar as propriedades elétricas de certos

nanotubos de carbono (NTC)[49].

De fato, existem oscilações de Aharonov-Bohm afetando o valor da resistividade

do nanotubo de carbono. Geralmente, esse fenômeno se produz quando um elétron

quântico descreve um ćırculo na parede de um condutor metálico ou semicondutor

ciĺındrico cujo eixo é paralelo a um campo magnético. A fase da onda de matéria

associada ao elétron é modificada e a resistência oscila em função do valor do fluxo

magnético através do cilindro. Eles observaram que um campo magnético paralelo a

um SWNT (Single Wall Nanotubes) semicondutor modifica sua lacuna de energia. Os

NTCs são folhas de grafeno enroladas e podem existir sob diferentes versões. Uma



4.4 O Efeito Aharonov-Bohm 46

grande classe reagrupa nanotubos de carbono constitúıdos de uma única parede, os

SWNT. No interior dessa classe, o modo como a folha de grafeno é enrolada dá lugar

a diferentes tipos de nanotubos.

O efeito Aharonov-Bohm é importante para a investigação de interferência quântica

comportamento no grafeno [47], porque mostra diretamente os efeitos de interferência

por oscilações de resistência de um anel como uma função do campo magnético. As

oscilações surgem a partir da diferença de fase entre os elétrons que passam através

dos dois diferentes ligações do anel. Normalmente as frequências experimentalmente

Figura 4.7: Esquema do efeito Aharonov-Bohm sobre um anel de grafeno com suas
dimensões. Adaptado de [50].

observáveis das oscilações Aharonov-Bohm são o primeiro (N = 1) e o segundo (N = 2)

harmônico, onde o N é associado ao número de revoluções dos elétrons dentro do anel

[51].

A prinćıpio, a quantidade pelo qual a distância máxima que um elétron mantém a

sua informação de fase (fase comprimento de coerência, φ) é maior do que o tamanho

do anel, a ordem mais elevada dos harmônicos (N = 3, 4, ...) tornam-se dispońıveis [48].

Um grande número de cientistas já relataram sobre o experimento Aharonov-Bohm

com grafeno, no entanto o sinal de oscilação AB encontrado foi fraco e apareceu até

duas harmônicas [48]. Um método para aumentar a visibilidade do efeito Aharonov-

Bohm é utilizar supercondutor ou espelhos metálicos [52, 53, 54].



Caṕıtulo 5

Considerações Finais

Neste trabalho realizamos um estudo teórico das propriedades eletrônicas básicas

de monocamada de grafeno e alguns fenômenos particulares que surgem quando este

é submetido a ação de um campo magnético externo.

Apesar do grafeno apresentar propriedades excepcionais como: resistência mecâ-

nica, extrema flexibilidade e boa condutividade térmica, demos ênfase as propriedades

eletrônicas que surgem como consequência da linearidade na relação de dispersão dos

portadores de carga em torno dos pontos de Dirac. Descrevemos os efeitos que surgem

quando aplicamos um campo magnético externo na monocamada do grafeno. Intro-

duzimos uma variante de gauge de Landau e depois o calibre simétrico e encontramos

os ńıveis de energia de Landau, devido ao acoplamento do campo com o movimento

orbital dos férmions. Vimos que os portadores de carga, no limite cont́ınuo em baixas

energias, apresentam um alto grau de mobilidade e pode ser descrita pela equação de

Dirac (2D). Esta semelhança entre as excitações no grafeno e os férmions de Dirac pos-

sibilitou a identificação de propriedades peculiares tais como: o efeito Hall quântico,

efeito Hall quântico fracionário e o efeito Aharonov-Bohm.

Para perspectivas futuras pretendemos trabalhar um caso particularmente interes-

sante do grafeno considerando uma descrição não-comutativa. Esta descrição é consti-

túıda por uma equação de Dirac para férmions de Dirac sem massa na presença de um

campo magnético externo com correções não-comutativas . É interessante estudar a

não comutatividade no grafeno para obter correções nos ńıveis de energia do grafeno,

mas esta não comutatividade não afeta a condutividade Hall. Bastos et al., considera

apenas a não comutatividade dos momentos, já que no problema geral de Dirac, a

configuração de espaço leva à quebra de simetria de calibre, uma simetria preservada
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na rede grafeno. A introdução da não comutatividade dos momentos determina uma

correção do espectro de energia do grafeno na presença de um campo magnético[55].

Isso mostra que os rendimentos não comutatividade dos momentos também aconten-

tece em f́ısica baixas energias e que as suas implicações não são restritas a cosmologia

quântica e os buracos negros f́ısica. Em perspectivas futuras pretende-se trabalhar

com a não comutatividade em grafeno sem fixar o parâmetro relativo a configuração

de espaço. Como neste trabalho consideramos apenas a monocamada de grafeno, tra-

taremos também para o caso de bicamadas e com modelo Tight-Binding na forma

microscópica.



Apêndice A

Aproximação para baixas energias

Para uma aproximação com baixas energias expandimos o fator de estrutura φ(k),

nas vizinhanças dos pontos de Dirac K e K’

φ(~k)k = (1 + eik.a2 + eik.a3).eik.δ3 (0.0.1)

φ(~k)k = ±K+ q = (1 + e±iK.a2+q.a2 + e±iK.a3+q.a3).e±iK.δ3+q.δ3 (0.0.2)

Substituindo os parâmetros a2, a3,K,K
′ e δ3 em (0.0.1) teremos

φ(~k)k = ±K+ q = (1 + e±i 2π
3 .eiq.a2 + e∓i 2π

3 .eiq.a3).eq.δ3 (0.0.3)

Expandindo em series de potência eix = 1 + ix− x2

2!
+ ...

φ(~k)k = ±K+ q ≈ {1 + e±i 2π
3 [1 + iq.a2 −

(q.a2)
2

2
] +

e∓i 2π
3 [1 + iq.a3 −

(q.a3)
2

2
]}.eq.δ3 (0.0.4)

usando apenas os termos a primeiro ordem em q e considerando que

e±i 2π
3 =

1

2
(−1∓ i

√
3), e∓i 2π

3 =
1

2
(−1± i

√
3)

então

φ(~k)k = ±K+ q = (iq.a2e
±i 2π

3 + iq.a3e
∓i 2π

3 ).eq.δ3 (0.0.5)
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= i[

√
3a

4
(qx +

√
3qy)].(−1∓ i

√
3) + [

√
3a

4
(qx +

√
3qy)].(−1± i

√
3)

φ(~k)k = ±K+ q = ±3a

2
(qx ± iqy) (0.0.6)

Onde o sinal positivo (+) indica o ponto K e o sinal negativo (-) o ponto K’.



Apêndice B

Equação de Dirac Forma Espinorial

Escrevendo então a equação de Dirac usando a equação da energia relativista, temos

(

E

c

)2

− p2 = (mc)2 (0.0.7)

A idéia é substituir ~p por ~σ · ~p, então temos

(

E

c
− ~σ · ~p

)(

E

c
+ ~σ · ~p

)

= (mc)2 (0.0.8)

Sabendo que ~p→ i~~∇ e E → i~ ∂
∂t
, em coordenadas do tempo

(

i~

c

∂

∂t
+ i~~σ · ~∇

)(

i~

c

∂

∂t
− i~~σ · ~∇

)

φ = (mc)2φ (0.0.9)

Em coordenadas da posição

(

i~
∂

∂x0
+ i~~σ · ~∇

)(

i~
∂

∂x0
− i~~σ · ~∇

)

φ = (mc)2φ (0.0.10)

É fácil notar que a derivada temporal recai numa derivada de segunda ordem. Podemos

tentar escrever uma equação de primeira ordem, estendendo esta equação para quatro

componentes. Definindo a componente spinorial φ como

φ(L) = φ, (0.0.11)

φ(R) =
1

mc

(

i~
∂

∂x0
− i~~σ · ~∇

)

φ(L) (0.0.12)

51



52

Incluindo as duas componentes φ(L) e φ(R) em (0.0.10), temos

(

i~
∂

∂x0
+ i~~σ · ~∇

)(

i~
∂

∂x0
− i~~σ · ~∇

)

φ(L) = (mc)2φ(L)

(

i~
∂

∂x0
+ i~~σ · ~∇

)

mcφ(R) = (mc)2φ(L)

(

i~
∂

∂x0
+ i~~σ · ~∇

)

φ(R) = mcφ(L) (0.0.13)

(

i~
∂

∂x0
− i~~σ · ~∇

)

φ(L) = mcφ(R) (0.0.14)

Ambas as equações acima são de primeira ordem da derivada do tempo. Podemos

reescrever as equações em uma única equação em termos de uma função de onda 4

componentes, então teremos

i~~σ · ~∇(φ(L) − φ(R))− i~
∂

∂x0
(φ(R) + φ(L)) +mc(φ(R) + φ(L)) = 0 (0.0.15)

i~~σ · ~∇(φ(R) + φ(L))− i~
∂

∂x0
(φ(L) − φ(R)) +mc(φ(R) − φ(L)) = 0 (0.0.16)

Reescrevendo em termos de ψA = φ(R) + φ(L) e ψB = φ(R) − φ(L), obtemos

−i~~σ · ~∇(φ(R) − φ(L))− i~
∂

∂x0
(φ(R) + φ(L)) +mc(φ(R) + φ(L)) = 0 (0.0.17)

i~~σ · ~∇(φ(R) + φ(L)) + i~
∂

∂x0
(φ(R) − φ(L)) +mc(φ(R) − φ(L)) = 0 (0.0.18)

−i~ ∂

∂x0
(φ(R) + φ(L))− i~~σ · ~∇(φ(R) − φ(L)) +mc(φ(R) + φ(L)) = 0 (0.0.19)

i~~σ · ~∇(φ(R) + φ(L)) + i~
∂

∂x0
(φ(R) − φ(L)) +mc(φ(R) − φ(L)) = 0 (0.0.20)

−i~ ∂

∂x0
ψA − i~~σ · ~∇ψB +mcψA = 0 (0.0.21)

i~~σ · ~∇ψA + i~
∂

∂x0
ψB +mcψB = 0 (0.0.22)

Que são equações matriciais, onde ψA e ψB são dois spinors. As matrizes de Pauli é

verificada pela relação:

σiσj = σij − iǫijkσk (0.0.23)
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Matrizes de Pauli:

σ1 =





0 1

1 0



 , σ2 =





0 −i
i 0



 , σ3 =





1 0

0 −1



 (0.0.24)



Apêndice C

Projeção de operadores

Podemos definir a projeção dos operadores como

P± =
1

2
(1± γ5); P 2

∓ = P∓; P+P− = P−P+ = 0; P+ + P− = 1 (0.0.25)

Qualquer spinor pode ser escrito em termos de seus estados quirais, ou seja

Ψ = (P+ + P−) = ΨP+ +ΨP− = Ψ+ +Ψ− (0.0.26)

Decompondo ΨγµΨ em estados quirais e usando as propriedades da matriz gama

γ5† = γ5 e γ5γ0 = −γ0γ5, teremos

ΨγµΨ = Ψ−γ
µΨ− +Ψ−γ

µΨ+ +Ψ+γ
µΨ− +Ψ+γ

µΨ+ (0.0.27)

Agora calculando Ψ±

Ψ− = Ψ†
−γ

0 = Ψ†1

2
(1− γ5)γ0 = Ψ†γ0

1

2
(1 + γ5) = Ψ

1

2
(1 + γ5) = ΨP+ (0.0.28)

De forma similar para ΨP−, então temos

Ψ± = ΨP∓ (0.0.29)

Decompondo agora Ψ−γ
µΨ+

Ψ−γ
µΨ+ = Ψ+γ

µP+Ψ (0.0.30)
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Ψ−γ
µΨ+ = Ψ

1

2
(1 + γ5)γµ

1

2
(1 + γ5)Ψ (0.0.31)

Ψ−γ
µΨ+ = Ψ

1

4
(1 + γ5)(γµ + γµγ5)Ψ (0.0.32)

Ψ−γ
µΨ+ = Ψ

1

4
(1 + γ5)(γµ − γ5γµ)Ψ (0.0.33)

Ψ−γ
µΨ+ = Ψ

1

4
(1 + γ5)(1− γ5)γµΨ (0.0.34)

Ψ−γ
µΨ+ = Ψ

1

4
(1 + γ5 − γ5 − (γ5)2)γµΨ (0.0.35)

Ψ−γ
µΨ+ = 0 (0.0.36)

Similarmente para Ψ+γ
µΨ−

Ψ+γ
µΨ− = 0 (0.0.37)



Apêndice D

Oscilador Harmônico Quântico

Na Eq.(4.1.9), observamos uma certa analogia com a equação de autovalor de um

oscilador harmônico na mecânica quântica. Para verificar esta hipótese, recordaremos

rapidamente alguns conhecimentos básicos de um oscilador harmônico unidimensional.

O oscilador harmónico quântico detém uma importância especial na mecânica quântica

tanto em aproximações quanto em soluções exatas de vários problemas. O oscilador

harmónico linear é descrita pela equação de Schrödinger

i~∂t(x, t) = Hψ(x, t) (0.0.38)

O oscilador harmônico linear descreve vibrações nas moléculas e os seus homólogos

sólidos, os fônons. O papel mais eminente deste oscilador é a sua ligação com os

bósons de Higgs, um dos blocos de construção conceitual da f́ısica microscópica. Os

bósons descrevem os modos do campo eletromagnético, fornecendo a base para a sua

quantização. A razão mais provável para esta conexão com propriedades fundamen-

tais da matéria é que o hamiltoniano do oscilador harmônico (0.0.39) é simétrico em

movimento e posição, tendo ambos os operadores aparecendo como termos quadrático.

Usando equação de Schrödinger independente do tempo, o Hamiltoniano contendo o

potencial oscilador harmônico é caracterizada por [56]

Hψ =

[

− ~

2m
∂2x +

1

2
mω2x2

]

ψ = Eψ (0.0.39)

Reescrendo a equação (0.0.39),temos

Hψ =
1

2m

[

(

~

i
∂x

)2

+ (mωx)2

]

ψ = Eψ (0.0.40)
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e defininindo o novo operador x̄ = mωx teremos

Hψ =
1

2m
[p2 + x̄2]ψ = Eψ (0.0.41)

Vamos expressar essa equação como do quadrado de algum operador

p2 + x̄2 = (x̄+ ip)(x̄− ip) = p2 + x̄2 + i(px̄− x̄p) (0.0.42)

A equação (0.0.42) sugere fatorar nosso Hamiltoniano, definindo novos operadores a

(aniquilação) e â† ( criação) como:

â =
1√

2mω~
(mωx+ ip), â† =

1√
2mω~

(mωx+ ip) (0.0.43)

Estes operadores criar/aniquilar um quantum de energia E = ~ω. Os operadores

posição e momento são expressos por â e â† é como

x =

√

~

2mω
(â+ â†), p = −i

√

mω~

2
(â− â†) (0.0.44)

pela relações de comutações

[â, â] = [â†, â†] = 0 (0.0.45)

Para encontrar o comutador de a com a† primeiro calculamos aa† bem como a†a

ââ† =
1

2mω~

[

(mωx)2 + imω[p, x] + p2
]

(0.0.46)

â†â =
1

2mω~

[

(mωx)2 − imω[p, x] + p2
]

(0.0.47)

Uma vez que sabemos [p, x] = i~, temos

ââ† =
1

2mω~

[

(mωx)2 +mω~+ p2
]

(0.0.48)

â†â =
1

2mω~

[

(mωx)2 − imω~+ p2
]

(0.0.49)

É fácil ver que

[â, â†] = ââ† − â†â = 1 (0.0.50)
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Considerando o Hamiltoniano da equação (0.0.41, e usando as expressões (0.0.48) e

(0.0.49) podemos reescreve-lo como

H =
1

2m
[p2 + (mωx)2] =

~ω

2
(â†â+ ââ†) (0.0.51)

Usando ââ† = â†â+1 da relaçao de comutação (0.0.50) para simplificar o Hamiltoniano,

então

H = ~ω

(

â†â+
1

2

)

(0.0.52)

Que pode ser escrito da seguinte forma

Hψ = ~ω

(

N +
1

2

)

ψ = Eψ (0.0.53)

onde o operador é definido como N = a†a. Este operador tem os autovalores

n = 0, 1, 2, 3.... O cálculo dos autovalores envolvem conhecimento dos polinômios

de Hermite, álgebra linear e integrais Gaussianas que se tornar tedioso e deixa em

aberto a possibilidade de erro algébrico. Um método alternativo, desenvolvido por

Dirac, em que a hamiltoniana ”fatorada”́e usada para levantar e abaixar os operadores

para adquirir os diferentes autoestados do Hamiltoniano. E os autovetores são

ψ0 =

(

~

πmω

)1/4

, ψn =
1√
n!
(â†)nφ0 (0.0.54)

Ao considerar um único operador aniquilação ou criação, respectivamente, que atuam

em uma função de onda, obtemos as seguintes regras:

âψn =
√
nψn−1, â†φn =

√
n+ 1φn+1, aφ0 = 0 (0.0.55)

e os autovetores correspondentes na equação (0.0.54) levam a

ψn(x) =

√

1

2nn!

(mω

π~

)1/4

exp

(

−mωx
2

2~

)

Hn

(
√

mω

~
x

)

(0.0.56)

onde as funções Hn são os chamados polinómios de Hermite, e são dadas por

Hn(x) = (−1)nexp(x2)
dn

dxn
(exp(−x2)) (0.0.57)



Apêndice E

Acoplamento do Spin Com o Campo Magnético

O hamiltoniano de uma part́ıcula de spin 1/2 pode

H =
1

2m
~p2 + V (~r) (0.0.58)

onde V (~r) é a energia potencial e carga e. Temos que

(~σ.~p)(~σ.~p) = ~p.~p+ i~σ.(~p× ~p) = ~p.~p (0.0.59)

então o hamiltoniano 0.0.58 pode também ser escrito

H =
(~σ.~p)(~σ.~p)

2m
+ V (~r) (0.0.60)

Com o acoplamento mı́nimo ~p → ~p − e
c
~A, onde ~A é o potencial vetor do campo

eletromagnético que age sobre a part́ıcula. Como estamos interessados no campo

magnético, vamos ignorar o último termo, e hamiltoniano então fica

H =
1

2m

{[

~σ.
(

~p− e

c
~A
)]

.
[

~σ.
(

~p− e

c
~A
)]}

(0.0.61)

Abrindo a equação temos

H =
1

2m

{

(~σ.~p)(~σ.~p)− e

c
(~σ. ~A)− e

c
(~σ. ~A)(~σ.~p) +

e2

c2
(~σ. ~A)(~σ. ~A)

}

(0.0.62)

H =
1

2m

{

~p2 − e

c

(

~p. ~A+ i~σ.(~p× ~A)
)

− e

c

(

~A.~p+ i~σ.( ~A× ~p)
)

+
e2

c2
~A. ~A

}

(0.0.63)
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Pela propriedade de operadores e calculando os termos da equação 0.0.63 separada-

mente,temos

[~p, ~A] =
[

(~p. ~A) + ( ~A.~p)
]

ψ = −i~~∇.( ~Aψ)− i~ ~A.~∇ψ (0.0.64)

Como ~∇. ~A = 0, temos

[

(~p. ~A) + ( ~A.~p)
]

ψ = −2i~ ~A.~∇ψ (0.0.65)

ou ainda
[

(~p. ~A) + ( ~A.~p)
]

= 2 ~A.~p (0.0.66)

Agora a outra parcela da equação 0.0.63 Temos ainda

~σ.
[

~p× ~A+ ~A× ~p
]

ψ = ~σ.
[

−i~~∇× ( ~Aψ) + ~A× (−i~~∇ψ)
]

(0.0.67)

~σ.
[

~p× ~A+ ~A× ~p
]

ψ = −i~~σ. ~Bψ (0.0.68)

Substituindo as equações 0.0.66 e 0.0.69 em 0.0.63, temos

H =
1

2m

{

~p− 2
e

c
~A.~p− e~

c
~σ. ~B +

e2

c2
~A2

}

(0.0.69)
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