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Resumo

Neste trabalho realizamos um estudo introdutério da Anélise Funcional, apresentando
varios conceitos importantes, tais como os espacos métricos, espacos de Banach, con-
juntos compactos e o por fim enunciamos e demonstramos o Lema de Riesz.

Palavras-chave: Lema de Riesz, Espacos Métricos, Dimensao Infinita.
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ABSTRACT

In this work we carry out an introductory study of Functional Analysis, presenting
several important concepts, such as metric spaces, Banach spaces, compact sets and
finally we enunciate and demonstrate the Riesz Lemma.

Keywords: Riesz Lemma, Metric Spaces, Infinite Dimension.
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0.1 Introducao

Segundo [9], a Analise Funcional ¢ uma rica fusdo de conceitos de Algebra Linear,
Analise e Topologia, com destaque para espacos vetoriais de dimensao infinita. Em
[1], destaca-se que a Algebra Linear ¢ uma Anélise Funcional em dimensdo finita, ao
mesmo tempo que a Anélise Funcional é uma Algebra Linear em dimensao infinita. Isso
nos mostra que a passagem de dimensao finita para infinita traz inimeros resultados
interessantes. Entre esses resultados importantes estd o Lema de Riesz, o qual permite
caracterizar espacos normados de dimensao infinita.

Espacos normados de dimensao infinita representam uma parte de extrema re-
levancia na teoria da Anélise Funcional. Na pratica, raramente verificamos que um
espaco vetorial tem dimensao infinita exibindo uma de suas bases. Na verdade, muito
raramente podemos exibir uma base de um espago de dimensao infinita, [2|. Neste
sentido, a relevancia do Lema de Riesz é notoria, mas este resultado e suas aplicacoes
sao usados de forma generalizada na Analise Funcional, muitas vezes usados sem serem
mencionados explicitamente.

Neste trabalho apresentamos uma introducao aos conceitos, propriedades e alguns
resultados da Anélise Funcional com o foco no Lema de Riesz.

No capitulo 1 apresentamos alguns conceitos de Espacos Métricos, tais como,
métrica, conjunto aberto, conjunto fechado, vizinhanca, convergéncia, sequéncias de
Cauchy. Espacgos métricos completos e incompletos.

No capitulo 2 apresentamos Espacos Normados, Banach e resultados envolvendo
estes espacos. Estes resultados sao importantes para demonstrarmos o nosso principal
resultado deste trabalho.

No capitulo 3 apresentamos a biografia de F. Riesz, conceitos e resultados sobre
compacidade e finalmente enunciamos e mostramos o lema de Riesz, principal resultado
deste trabalho.

Finalmente, no capitulo 4 apresentamos as consideracoes finais.



Capitulo 1

Espacos Métricos

Apresentaremos neste capitulo alguns conceitos e resultados preliminares para o
desenvolvimento e compreensao deste trabalho. Iniciamos estudando os espacos mé-
tricos. Estes sao fundamentais na anélise funcional, porque desempenham um papel
semelhante ao que os nimeros reais tém no calculo. Para ver um estudo mais detalhado,

consultar as referéncias [5], [8], [4].

1.1 Espacos Métricos

Definigao 1.1.1 Um espago métrico é um par (X, d), onde X € um conjunto e d é
uma métrica em X (ou funcao de disténcia em X ), isto é, uma funcao definida em

X x X tal que, para todo x, y, z € X:

(M1) d é uma funcdo com valores reais, finitos e nao negativos;
(M2) d(z,y) =0 se, e somente se x = y;
(M3) d(z,y) = d(y,x); ( Simetria )

(M4) d(z,y) < d(z,z) +d(z,y). (Desigualdade triangular)

Os elementos de X sao designados como pontos. Para z e y fixos, chamamos ao
nimero nao negativo d(x,y) a distancia de x a y. As propriedades (M1) a (M4) sao os
axiomas da métrica referida. A designacao "Desigualdade triangular"é motivada por
um conceito geométrico: no plano Euclidiano, o comprimento de um dos lados de um

triangulo nao excede a soma dos outro dois.



Vejamos alguns exemplos de espagos métricos
Exemplo 1.1.2 ( Reta real R) Considere a métrica usual

d(z,y) = |z —yl.

onde x,y € R. Pelas propriedades de valor absoluto as condigées (M1) — (M4) sdao

verificadas. Logo, (R,d) € um espag¢o métrico.

Exemplo 1.1.3 ( Espacgo euclidiano R") Dadosz,y € R", comx = (x1, 29, ,x,)

ey = (y1,Y2, " ,Yn) definimos a métrica euclidiana com sendo

n

> (i — )

i=1

de,y) = /o = = =

Pela defini¢cao da métrica, as propriedades (M1) — (M3) sao verificadas. Para
mostrar (M4) precisamos da desigualdade de Cauchy-Schwarz no R"™ cujo enunciado é

0 sequinte: Se Xy, -+ , Ty €Y1, ,Yn SGO nUMEros reais arbitrdrios, entao

Zyxi.m < (Z;ﬂ) . <2y2) (1.1)

note que dados r,s € R € valido a sequinte desigualdade

ors < r? 4 §°.
Dat se,
r= V(@) e ()
e
s=V )2+ ()
temos que,

r s T rz g2

2.

para qualquer i, com 1 < i < n. Se somarmos em relacao ao indice i, obtemos

n

2
—g lzi oyl <1T+1
r-s

i=1

portanto

S lre il <7 = P E o @l G

que € a desigualdade de Cauchy-Schwarz.



Desta forma podemos usar a sequinte identidade:

n

[d(z,y)? = ) (i~ )

=1
= i(ml —zi+ 2+ y)?
=1
= Zn;(% —z)? +2 zj;(%‘ —zi) (2 —yi) + Zj;(zi — ;)
< i(% —2)? 42 zn:(xi - Zi)2] % ' [Zn:(zz — i) % + zn:(zi —4i)
=1 =1 =1 =1
= y (2 — 2)?| + i(zz - ?Jz)2]
i=1 i=1

Portanto,
d(z,y) < d(z,z) +d(2,y).

Exemplo 1.1.4 (A métrica zero-um) Qualquer conjunto nao vazio M é um espago

Métrico, basta considerar a métrica:

0,sex=y
d(z,y) =
1, sex #y

(M1) d(z,y) > 0. De fato, se x =y temos
d(z,y) =0

e se x # y obtemos
d(z,y) = 1.

(M2) Se d(z,y) =0 entio xz =y.

Por outro lado, para x = vy, tem-se
d(xz,y) =0.
(M3) Para x =y, temos
d(z,y) = 0= d(y,z).

Seja x # vy, seque que
d(z,y) =1=d(y,z).



(M4) Para verificar o desigualdade triangular, precisaremos considerar trés casos.

(Caso 1):
vty
mmplica em
d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2)
pois
d(z,z) =1
d(z,y) =1
d(y, z) =1,
dessa forma
1<1+1.
(Caso 2) Se x =y = .
Temos que
d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2)
pois
d(xz,z) =0
d(xz,y) =0
d(y,z) =0
assim,
0<0+0.

(Caso 3) Para v =y, x # 2,y # z.
Seque que
d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2).

de maneira que:

d(z,z) =1

d(xz,y) =0

d(y,z) =1
portanto

1<0+1.

Exemplo 1.1.5 (Espago das sequéncias [*°) Seja X o conjunto de todas as sequén-
cias limitadas de niumeros reais, ou seja, cada elemento de X ¢ uma sequéncia de

numeros reais onde,

z=(&,&, )
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ou
z = (&),

de modo que para todo j =1,2,--- temos

|§j| S Cy

onde ¢, € um numero real que depende de x mas nao depende de j. Vamos definir a
métrica como sendo

d(x,y) = sup|&; — n;l,
JeN

ondey=(n;) € X eN=(1,2,---) onde o supremo € denotado como sup .
As propriedades (M1) — (M4) sdo facilmente verificdveis.

(M1) Note que

ou seja,
sup |§; —n;| > 0.
JEN

(M2) Se iug |&; — ;] = 0, entao |§; —ni| =0 ou seja, & = n;.
S

Analogamente se {; = n;, temos sup |§; —n;| = 0.
jEN

(M3) Veja que,
€5 = nil = In; = &,

dessa forma, podemos garantir que:

sup |§; — n;| = sup [n; — &,
JEN JEN

(M4) Tem-se que
& —mil =16 —mj + a — oy
Utilizando a desigualdade triangular, obtemos a seguinte inequacao:
&5 — il <& — ajl + ey —nyl.
Consequentemente,

&5 — aj| 4 |aj — | < sup |§; — o] +sup |a; — ).
jeN jeN

Portanto,
d(z,y) < d(z,z) +d(z,y).



Exemplo 1.1.6 (Espaco das fungoes C|a,b]) Seja X = C|a,b] o conjuntos das fun-
coes x,y, -+ que dependem da varidvel independente t € R, continuas no intervalo

fechado J = [a,b]. Podemos definir a métrica como sendo:

() = max () - y(1)].

As propriedades (M1) — (M4) sdo facilmente verificdveis.
(M1) Note que |z(t) —y(t))| > 0,Vt € R ou seja,

max [z(t) — y(t)] = 0

(M2) Se I?e%xlﬂt) —y(t)| =0, entao |z(t) —y(t)| = 0 ou seja, x(t) = y(t).
Por outro lado, se x(t) = y(t), temos x(t)—y(t) = 0 o que resulta |z(t)—y(t)| = 0,

consequentemente max |z(t) —y(t)| = 0.
€

(M3) Temos que

max [(t) — y(t)] = max|(=1)(y(t) — (1))].

Por propriedade modular, temos

max [(—1)(y(t) — =(1))] = max[[ — 1] - [y(t) — z()]]

teJ teJ

o que implica:

ma(| — 1] - [y(t) — (1)) = max-[y(t) — 2(0)|.

(M4) Notemos que
() = y(t)| < max|z(t) — y(t)]

além disso, )
2(t) = 2(0)] < max o (t) - =(0)
|(t) = y(O)] < [x(t) — 2(8)] + [2() — y(t)],
18to €,

max [2(f) —y(1)] < max |z(t) — 2(t)] + max [2(t) — y(t)]-

1.2 Dois exemplos importantes

Exemplo 1.2.1 (Espaco B(A) de funcgdes limitadas) Por definicao, cada elemento
x € B(A) € uma fungao definida e limitada em um determinado conjunto, cuja métrica
¢ definida por:

d(z,y) = sup |z(t) =y (1)

O espaco B(A) é um espaco métrico, de fato os trés primeiros aziomas sao verificados,

pOILS:



(M1) Note que
|z(t) —y(t)] = 0Vt € A,
ou seja,

sup [(t) — y(t)] = 0.
teA

(M2) Se sup |z(t) — y(t)| = 0, entao |x(t) — y(t)| = 0 ou seja, x(t) = y(t).
teA
Analogamente se x(t) = y(t), temos sup |z(t) — y(t)| = 0.
teA

(M3) Veja que, pelo Exzemplo 1.1.6, temos a sequinte identidade:

(1) —y(@)] = ly(t) — z()],

dessa forma, podemos garantir que
sup [z (t) — y(t)| = sup |y(t) — z(t)].
tcA teA

(M4) Tem-se que
[2(t) —y(t)] = |a(t) — y(t) + 2(t) — 2(t)]
Utilizando a desiqualdade triangular, obtemos a sequinte inequacao

(t) = y(0)] < fw(t) = 2(0)] + |2(t) — y(®)].

Consequentemente,

(1) = 2(8) + () — y(B)] < sup a(t) - =(1)| + sup|=(t) = (D).

Portanto,
d(z,y) < d(z,z) +d(z,y).

Exemplo 1.2.2 (Espaco [?) Por definicao, cada elemento no espago P é uma sequén-
cia x = (&) = (&1, &, -+ ) de numeros tais que &P + &P + - -+ converge. Portanto,

dado p > 1 um numero real fixo temos a sequinte afirmacao:
Do IGI < oo (1.2)
j=1

Agora vamos definir a métrica do espago [P que € dada por:

d(z,y) = (Z & — mp)

P

Onde y = (n;) e Y [n;|P < oo. Para mostrar que o espago [P é um espago métrico serd

9



preciso definirmos as desigualdade de Hoélder para somas e de Minkowska.

A desigualdade de Hélder para somas ¢é definida como sendo:
Sl < (Star) (S ) w3)
j=1 k=1

m=1

onde, p > 1,%—1—%:1.
A desigualdade deMinkowsks, que é dada por:

(ZEJ- +m!”) < (Z@Ip)p + <Z !nmyp> p, (1.4)

onde v = (§;) € P ey = (n;) € I’ ep > 1. As demonstragées das desigualdades (1.3)

e (1.4) estao disponiveis em [5].
As propriedades (M1) — (M3) decorrem da defini¢ao da métrica.
Definidas as desigualdades acima, verificaremos a quarta propriedade de um espaco

metrico.

(M4)

(X165 -nl)’

(Z &5 = Gl + 16 —ﬁj\p);
5

IN

IN

Z|§j—Cj|p>;+ (Z|Q—nj|p>;

(z,2) + d(z,y).

1.3 Conjunto aberto, conjunto fechado e vizinhanca

Definigao 1.3.1 (Bola e esfera) Dado um ponto xo € X e um nimero real r > 0,
definimos trés tipos de conjuntos, onde X € um conjunto nao vazio, e r € denominado

como o0 raio:

e Bola aberta: B(xo;r) = {x € X /d(z,z0) < r}.
e Bola fechada: B(xo;r) = {x € X /d(x,z0) <71}
e Esfera: S(xo;r) ={x € X /d(z,z9) =1}

Definicao 1.3.2 (Conjunto aberto, conjunto fechado) Um subconjunto M de um

espaco métrico X € considerado aberto se contiver uma bola em torno de cada um de

10



seus pontos.
Um conjunto K de X € dito fechado se seu complementar em X for aberto isto é,

K=X-K
¢ aberto.
Exemplo 1.3.3 Toda bola B = B(a,r) € um conjunto aberto.
Exemplo 1.3.4 N ¢ Z sao fechados em R.

Defini¢ao 1.3.5 (Vizinhanga) Uma bola aberta B(xy : €) de raio € € frequentemente
chamada de vizinhanca de xo. Por uma vizinhanca de xo nos diz que qualquer subcon-
gunto de X contém uma e-vizinhanca de xg.

Chamamos xy de um ponto de interior de um conjunto M € X se M for uma vizi-
nhanca de xq. O interior de M € o conjunto de todos os pontos interiores de M e pode

ser denotado por int(M).

Defini¢ao 1.3.6 (Ponto de acumulagao) ¢é um ponto em um congunto que pode ser

aprozimado tao bem quanto se queira por infinitos outros pontos do conjunto.

Defini¢ao 1.3.7 (Conjunto Denso) Um subconjunto M de um espagco métrico X é

dito denso em X, se
M = X.
M ¢ o conjunto que consiste nos pontos de M e dos pontos de acumulacdo de M, sdo

chamados de fecho de M.

Ezemplo 1.3.8 (Conjunto dos nimeros Racionais Q em R) O conjunto dos ni-
meros Racionais Q € denso em R, pois entre dois nimeros reais quaisquer existird pelo

menos um numero racional.

Ezemplo 1.3.9 (Plano Complexo C) Um subconjunto denso em C € o conjunto de

todos os nimeros complexos cujas partes reais e 1magindrias SGo racionais.

1.4 Convergéncia e Sequéncia de Cauchy

Definicao 1.4.1 (Convergéncia de uma sequéncia) Uma sequéncia (x,) em um

espaco Métrico X = (X,d) € convergente se existir um x € X tal que,

lim d(z,,z) =0.

n—o0

z € chamado de limite de x,, e escrevemos

lim z,, = x.
n—oo

11



ou simplesmente
Tp — T

dizemos que x,, converge para x ou tem limite x. Se (x,) nao for convergente, dizemos

que x, € divergente.

Vemos que a métrica d produz a sequéncia de nimeros reais a, = d(x,,x) cuja conver-
géncia esté definida pela sequéncia (x,,). Portanto, se x, — z, dado um e > 0 existe
um N = N(e) de modo que todo z,, com n > N se encontra na vizinhanca B(x : €) de

x.

Exemplo 1.4.2 Seja X o intervalo aberto (0,1) em R com a métrica usual, definida
por:

d(x,y) = |z —yl.
111
2930407
sequéncia quer convergir nao esta em X.

Entao a sequéncia ( -) mao € convergente desde o 0, o ponto para o qual a

Defini¢ao 1.4.3 (Sequéncia de Cauchy) Uma sequéncia (x,) em um espa¢o mé-
trico X = (X, d) € dita de Cauchy se para cada € >0 hd um N = N(e) tal que

d(xpm, x,) < € (1.5)
para cada m, n > N.

Defini¢ao 1.4.4 (Espago métrico completo) O espaco X € considerado Completo
se cada sequéncia de Cauchy em X converge, ou seja, tem um limite que é um elemento

de X.

Teorema 1.4.5 (Sequéncia convergente) Cada sequéncia convergenlte em um es-

paco métrico é uma sequéncia de Cauchy.
Demonstragao. Seja x,, — x, entdo, para cada € > 0, hA um N = N (e) tal que

d(xp,,x) <

)

[NRNe

onde n > N.

Portanto pela desigualdade triangular, obtemos para m,n > N

Isso mostra que (z,,) ¢ de Cauchy.

12



[
Teorema 1.4.6 (Fecho, conjunto fechado) Seja M um subconjunto nao vazio de
um espago métrico (X,d) e M seu fecho, entdo:
(a) © € M se, e somente se houver uma sequéncia (x,) em M tal que z,, — x.

(b) M ¢ fechado se, e somente se x, € M, x, — x implica x € M.
Demonstragdo. (a) Seja € M. Se x € M, uma sequéncia desse tipo é
(1-7 T, )
Se x ¢ M, & um ponto de acumulagdo de M. Para cada
n=12---

a bola B(z, 1) contém um z, € M e z, — & pois = — 0 com n — oo.

Por outro lado se (z,) estd em M e z, — x, entdo x € M ou cada vizinhanga de x
contém pontos z, # = de modo que x é um ponto de acumulagdo de M. Portanto
x € M, pela definicio de fecho.

(b) M é fechado <= M = M de modo que (b) segue prontamente de (a).

Teorema 1.4.7 (Subespago completo) Um subespagco M de um espago métrico Com-

pleto X € ele proprio completo, se, e somente se o conjunto M for fechado em X.

Demonstragao. Seja M completo, por 1.4.6 (a), para cada x € M ha uma sequéncia
x, em M que converge para x. Ja que (z,) é de Cauchy, por (1.4.5) M esta completo,
(x,) converge em M. Sendo o limite tnico. Portanto z € M. Isso prova que M é
fechado porque = € M foi arbitrario.

Por outro lado, seja M fechado e (z,) de Cauchy em M. Entdo z, — = € M, o que
implica que z € M por 1.4.6 (a), e x € M, uma vez que M = M por suposicdo. Por-
tanto a sequéncia arbitraria de Cauchy (z,) converge em M, o que prova a Completude

de M.

13



1.5 Exemplos de espacos métricos completo

Exemplo 1.5.1 (Espago [?) O espago [P é completo, com p fizo e 1 < p < 0.
Demonstracao. Seja x,, uma sequéncia de Cauchy no espago P, onde x,,, = (", &5, -+ ).

Entao para cada € > 0 hda um N tal que m,n > N,

1
P

ATy, ) = (Z & — n;wp) <e (1.6)

para cada j =1,2,--- termos

& =yl <e (1.7)
(m,n > N).
FEscolhemos um j fizo de (1.7), vemos que ( ]1-, JZ, -+ ) € uma sequéncia de Cauchy de

nimeros reais. Converge jd que R estd Completo. Digamos que, " — &;. Usando
esses limites, definimos v = (£1,&s, -+ ) assim mostrard que x € [P e x, — x.

De (1.6) temos para todo m,n > N

k
S lgr—grp <en.
j=1

(k=1,2,---).

Fazendo n — oo, obtemos para m > N

k
Slgr—glr < e
j=1

(k=1,2,---).

Pode-se agora tender k — oo, entao para m > N

dMlgr—glr<er (1.8)
j=1

Isso mostra que x,, —x = (§* — &;) € IP, onde x,, € IP, segue pela desigualdade de
Minkowski, que

T=Tpy+ (x—ap) €P

Além disso, a série em (1.8) representa [d(x,,,x)]P de modo que (1.8) implica x,, —
x. Uma vez que (z,,) era uma sequéncia de Cauchy arbitrdaria em [P, isso prova a

completude de I?, onde 1 < p < +o00.

Ezemplo 1.5.2 (Reta real R e o plano complexo C) A reta real R e os planos

complexos C sao espacos métricos completos.
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Exemplo 1.5.3 (Espaco Cla,b]) O espago funcional Cla,b] é completo, onde [a,b] é
qualquer intervalo dado em R.

Demonstracdo. Seja x,, uma sequéncia de Cauchy arbitrdaria em Cla,b|. Entao dado
e > 0, existe um N tal que para todo m,n > N temos:

Ad(pm, xn) = max |zm (t) — z,(t)] < e (1.9)

Onde j = [a,b]. Portanto, para qualquer t =ty € j fizo.

|z (to) — xn(to)] < €.

Isso mostra que (x1(to), x2(to), - -+ ) € uma sequéncia de Cauchy de nimeros reais, uma
vez que R estd completo, a sequéncia converge, digamos, T,,(ty) — x(tg) como m — oo
desta forma, podemos associar a cada t € j um nidmero real unico z(t). Isso define
pontualmente uma funcao x em j, e mostremos que x € Cla,b] e x_,x.

Por (1.9), como n — oo, temos:

max |2, () — a(t)] < e
tey

para cada t € 7,
|zm(t) — z(t)] <e.

Isso mostra que (x,,(t)) converge para x(t) uniformemente em j. Sao continuas em
Jj e a convergéncia € uniforme, a funcao limite x € continua em j, portanto, xr €

Cla,b]. x,, — . Isso mostra a completude de Cla,b.

1.6 Exemplos de espacos métricos incompletos

Exemplo 1.6.1 (FungGes continuas) Seja X o conjunto de todas as fungoes conti-

nuas de valor real em J =[0,1] e

Az, y) = / j2(t) — (1) dt

este espaco nao € completo.
Demonstracao. As funcoes x,, na figura 1 formam uma sequéncia de Cauchy porque

d(Tpm, T,) € a drea do tridngulo da figura 2, e para cada € > 0 dado,
d(xpm, x,) < €,

quando m,n > .
€

Vamos mostrar que essa sequéncia de Cauchy nao converge.
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Temos que

Tm(t) =0 esetel0,3],

onde a,, = % + —. Portanto para cada x € X

L
m

d(xm,x) = /0 |z () — x(t)] dt.

Separando a integral em trés integrais, temos

d@mxyzlﬂﬂwmngﬁwum@-m@wﬁ+/iu—ﬂomt

3
Uma vez que o0s integrantes sao nao negativos, cada integral a direita também é. Por-
tanto

d(p, ) — 0
implicaria que cada integral se aprorima de zero e, uma vez que x € conlinua, devemos
ter:
z(t)=0setel0,3), z(t) =1set € (35,1]. Mas isso nao é possivel para uma fungio
continua, portanto (x,,) ndo converge, ou seja, nao tem limite em X. Isso prova que

X nao é completo.
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Exemplo 1.6.2 (O conjunto dos nimeros Racionais Q) Este € o conjunto de to-
dos 0s numeros racionais com a métrica usual definida por d(z,y) = |xr — y|, onde
x,y € Q, € um espago incompleto.

Demonstracao. Note que nem toda sequéncia de Cauchy em X € convergente em X.
De fato, consideramos o espago métrico (Q,d), com a métrica usual definida acima.
Consideremos a sequéncia (x,) de modo que xy = 1 e x,41 = N(x,), n > 0, onde

2 . . . .. .
N(z) = x2—;r1 Note que os primeiros numeros dessa sequéncia sao:

(1,1.5,1.416666666, 1.414215686, 1.414213562, - - - ).

Sem dificuldades maiores percebe-se que essa sequéncia converge para /2 e, portanto
¢ de Cauchy. Como a sequéncia (x,) converge para um nimero irracional, seque que

o par (Q,d) nao € um espago métrico completo.
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Capitulo 2

Espacos Vetoriais Normados

Espacos métricos sao particularmente tteis e importantes, obtidos se tomarmos
um espaco vetorial e definir nele uma métrica por meio de uma norma. O espago
resultante ¢ chamado de espago normado. Se for uma métrica completa o espaco, é
chamado de espago de Banach. O presente capitulo é dedicado as ideias basicas dessas

teorias.

2.1 Espaco vetorial

Os espacos vetoriais desempenham um papel em muitos ramos da matemética.
Na verdade, em varios problemas praticos (e teéricos), nés temos um conjunto X cujos
elementos podem ser vetores em trés dimensoes no espaco, ou sequéncias de niimeros
ou funcgoes e esses elementos podem ser adicionados e multiplicados por constantes
(nimeros) de forma natural, o resultado sendo novamente um elemento de X. Tais
situagoes concretas sugerem o conceito de um espaco vetorial conforme definido abaixo.
A defini¢do vai envolver um corpo geral K, mas na andlise funcional, K serd R. Os
elementos de K sao chamados escalares; portanto, em nosso caso, eles serao ntimeros
reais ou complexos. Para mais detalhes, ver em [6].
Definicao 2.1.1 (Espagos vetoriais) Um espago vetorial (ou espago linear) sobre
um corpo K € um conjunto nao vazio X de elementos x,y,--- (chamados de vetores)

jqunto com duas operacoes algébricas. Fssas operagoes sao chamadas adi¢cao de vetor e

multiplicacao de vetores por escalares, ou seja, por elementos de K. Para que o con-



Jgunto seja um espaco vetorial basta satisfazer as sequinte propriedades:
Sejamu,vew €Ve a € K.

(A1) Associatividade da adi¢do:

u+ (v+w) = (u+v)+w.

(A2) Comutatividade da adigdo:

uU+v=0v+u.
(A3) Elemento neutro da adigdo:

3 0eV / v+0=u.

(A4) Inverso Aditivo:
d—veV / v+ (-v)=0.

(P1) Associatividade da Multiplicagdo:

(P3) Distributividade da multiplica¢io por escalar em relagdo a soma de dois vetores:
a-(utv)=a-u+a-v.

(P4) Distributividade da multiplicagao por escalar em relagao a adigao do corpo:
(a+08) u=a-u+p-u.

Ezemplo 2.1.2 (Espaco R") Seja x = (£1,&, -+ ,&,) ey = (N1, m2, -+ ). B facil
ver que o R™ € um espaco vetorial com as operagoes usuais de soma e produto.

t4+y=E+m+- &+ )

a-T = (a€17a527 e 7a€n)’

onde o € R.

19



Ezemplo 2.1.3 (O conjunto das fungées continuas em um intervalo fechado, Cla,b])

Formam um espaco vetorial com as operagoes usuais definidas como sendo :

(@ +y)(t) = 2(t) +y(t)
(azx)(t) = ax(t),

com o € R.

Defini¢do 2.1.4 (Subespaco vetorial) Um Subespaco de um espaco vetorial X €
um subconjunto nao vazio Y de X tal que todos os y; e ys € Y e todos os escalares
e B temos ay; + Pys €Y.

Um subespaco especial de qualquer espaco vetorial X ¢ Y = 0.

Defini¢ao 2.1.5 (Combinagao linear) Uma combinagao linear de e vetores x1,- -+ , Ty,

de um espaco vetorial X € uma expressio da forma:
Q11 + Qoo+, "+, AT,

onde oy, g -+, Qu, SG0 escalares quaisquer.

Para qualquer subconjunto nao vazio M C X o conjunto de todas as combinagoes
lineares de vetores de M é chamado de extensao de M.

Obviamente, este ¢ um subespaco Y de X, e dizemos que Y é estendido ou gerado
por M. Vamos agora apresentar dois importantes conceitos relacionados que irao ser
utilizados.

Defini¢ao 2.1.6 (Dependéncia e independéncia linear) Dependéncia e indepen-

déncia linear de um conjunto de vetores M € definido por meio da equacdo:

1T + Qo + -+ - + QX = O, (21)
onde ay,a -+, sao escalares quaisquer. Claramente, a equagdo (2.1) wvale para
ap =ay ==, = 0. Se esta for a unica r-upla de escalares para os quais (2.1)

se mantém, o conjunto M € considerado linearmente independente. M € dito linear se
M nao for linearmente independente, ou seja, se (2.1) também for vdlido para alguma

r-upla de escalares, nem todos zero.

Defini¢ao 2.1.7 (Espagos vetoriais de dimensao finita e infinita) Um espaco ve-
torial X € considerado de dimensao finita se houver um inteiro n tal que X contém

um conjunto linearmente independente de n vetores ao passo que qualquer conjunto de
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n + 1 ou mais vetores de X ¢ linearmente dependente. n € chamado de dimensao de
X, escrita n = dimX. Por defini¢io, X = {0} € finito dimensional e dimX = 0. Se

X nao for finito dimensional, ele é dito ser infinito dimensional.

Observacao: Em andlise, 0s espacos vetoriais de dimensao infinita sao de maior
interesse do que os de dimensdo finita. Por exzemplo, Cla,b] e [? sio dimensdo infinila,

enquanto R™ e C" sao n-dimensionais.

Definigao 2.1.8 (Base) Se dimX = n, uma n-upla linearmente independente de ve-
tores de X é chamada de base para X. Se {ey,es--- ,e,} € uma base para X, cada

xr € X lem uma representacao unica como uma combinacao linear dos vetores da base:
r=ao1e1 + -+ e,
Exemplo 2.1.9 (Base) Uma base para o R" é:

€1 = (170707”' 70)7

€n = (070707"' 71)7
esta base € chamada como base candénica do R".
Teorema 2.1.10 (Dimensao de um subespago) Seja X um espago vetorial de di-

mensao n. Entao qualquer subespaco apropriado Y de X tem dimensao menor que

n.

Demonstracgao. Se n =0, entdo X = {0} e ndo tem subespago adequado. Por outro
lado, se dimY = {0}, entdo Y = {0}, e se X # Y implica dimX > 1.
Claramente,

dimY < dimX = n.

Se dimY fosse n, entao Y teria uma base de n elementos, que também seriam uma
base para X, pois dimX = n, de modo que X =Y. Isso mostra que qualquer conjunto

linearmente independente de vetores em Y deve ter menos de n elementos e dimY < n.
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2.2 Espacos normados, Espaco de Banach

Definicao 2.2.1 (Norma) Uma norma ||-|| em um espago vetorial X é uma funcao

real em X com as sequintes propriedades,
(i) ||x|| > 0,Vz € X.
(i1) ||z|| =0 <z = 0.

(ii7) ||az|| = |a|||z||, Va € R.

(i) |lz+yll < ||l + [lyl]-

Definigao 2.2.2 (Espago Normado, espago de Banach) Um espaco normado X
€ um espaco vetorial com uma norma definida nele. Um espaco de Banach é um espaco
normado completo (completo na métrica definida pela norma).

A norma em X define uma métrica que € da forma:

d(x,y) = ||z —yl|,

onde x ey € X e € chamada de métrica induzida pela norma. O espaco normado €

denotado por (X, ||.||) ou simplesmente por X.

Segue alguns exemplos de espacos Normados de Banach:

Exemplo 2.2.3 (O espaco Euclidiano R") Esses espacos sio espacos de Banach

com norma definida por

||| = (ZI@-F) = VIGR+ -+ &l
j=1

O R™ é um espaco completo e produz a métrica

d(z,y) = |lz = yll = VI& —mP + - + & — nal>

Demonstra¢do. Lembramos que a métrica do R™ foi definida no exemplo (1.1.3).

Assim consideremos uma sequéncia de Cauchy (x,,) € R", onde x,, = (flm), s ,S,m))

Como (x,,) é de Cauchy, para cada € > 0 existe um N tal que:
n %
(T, ) = (Z(éﬁ” — 5-”)2) <e (2.2)
j=1

com (m,r > N). Temos que para m,r > N ej=1,--- .n

(€ gy < 2
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Isso mostra que para cada j fizo, (1 < j < n), a sequéncia (551),552)”-) € uma
sequéncia de Cauchy de nimeros reais. F uma sequéncia convergente, digamos que
fj(-m) — & como m — oo. Usando esses n limites, definimos x = (§1,&, -+ ,&).

Claramente x € R™. De (2.2) com r — o0,
d(zm, ) <€ (2.3)

com m > N.
Isso mostra que x € o limite de (x,,) e prova a completude de R" porque (x,,) era uma

sequéncia de Cauchy arbitraria.

Exzemplo 2.2.4 (Espacgo I*) Este espago foi definido em (1.2.2) E um espaco Banach

com norma dada por:
fe'e) 1
p
lell = (S ler) 2.
j=1
Na verdade, esta norma induz a métrica em (1.2.2):

(e y) = e — ] = (2\@- ~up)

A completude ja foi mostrada.

=

P

2.3 Espacos normados de dimensao finita

Os espacos normados de dimensao finita sao mais simples do que dimensao os de
infinita. Eles sao importantes, uma vez que os espacos e subespacos de dimensao finita
desempenham um papel em véarias aplicacoes. Portanto, vale a pena estudar algumas
propriedades e resultados desses espacos. Uma fonte de resultados do tipo desejado é
o seguinte lema.

Lema 2.3.1 (Combinagoes lineares) Seja (v, --- ,x,) um conjunto linearmente in-

dependente de vetores em um espago normado X (de qualquer dimensao). Entdo, hd

um numero ¢ > 0 tal que para cada escolha de escalares o, - -- , o, nos temos:
llonzy + - + anan|| > c(|ar] + -+ + |an|) (2.5)

onde ¢ > 0.

A demonstragao deste Lema estd disponivel em [5].
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Teorema 2.3.2 (Completude) Todo subespago de dimensdo finita Y de um espago
normado X € completo. Em particular, todo espaco normado de dimensdo finita é

completo.

Demonstracao. Consideramos uma sequéncia de Cauchy arbitraria (y,,) em Y e
mostrando que é convergente em Y; o limite serd denotado por y. Seja dimY = n e
{e1, -+ ,e,} uma base qualquer para Y. Entao cada y,, tem uma tnica representacao
da forma

ym = aMey + -+ alMe,,.

Como (y,,) € uma sequéncia de Cauchy, para cada e > 0 existe um N tal que ||y, —y,|| <
e quando m,r > N. Pelo Lema 2.3.1 temos para algum ¢ > 0

> ey Jad™ = alm),
j=1

n

> (@)™ = al™)e;

J=1

€ > ||ym_yrH =

onde m,r > N. Dividindo por ¢ > 0 temos
m m & m m €
of™ — ™| < D o™ —af™)| < -

7j=1

com (m,r > N).

Isso mostra que cada uma das n sequéncias

(@™ = (a1, a9, )

com j = 1---n é de Cauchy em R. Portanto, converge, seja o, o limite denotado.

Usando esses n limites ayq, - - - , «;, definindo
Y =011+ + Qpey.

Claramente, y € Y. Além disso,

n

> (@™ —aj)e;

Jj=1

[ym — yll =

n
< o™ = ay el
Jj=1

A direita, aém) — «;. Dal ||ym —y|| — 0, isto é, v, —> y. Isso mostra que (y,,) é
convergente em Y. Como (y,,,) é uma sequéncia de Cauchy em Y, isso prova que Y é

completo.
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Teorema 2.3.3 (Fechamento) Todo subespaco de dimensdo finita Y de um espa¢o

normado X € fechado em X.

Observe que subespacos de dimensao infinita nao precisam ser fechados. Exem-
plo. Seja X = C[0,1] e Y = (xg, 21, - ), onde z;(t) = t/, de modo que Y ¢ o conjunto

de todos os polindmios. Y nao ¢é fechado em X. Para mais detalhes, ver em [5].

Observacgao: Outra propriedade interessante de um espaco vetorial de dimensao
finita X é que todas as normas em X levam & mesma topologia para X, isto é, os
subconjuntos abertos de X sao os mesmos, independentemente do escolha de uma

norma em X.

Defini¢ao 2.3.4 (Normas equivalente) Uma norma ||-|| em um espaco vetorial X
é equivalente a uma norma ||-|lo em X se houver nimeros positivos a e b tais que para
todo v € X temos

allzllo < ||| < bf[z[[o- (2.6)

Normas equivalentes em X definem a mesma topologia para X.
De fato, isso decorre de (2.6) e do fato de que todo conjunto aberto ndo vazio é

uma uniao de bolas abertas.

Teorema 2.3.5 (Normas equivalentes) Em um espaco vetorial X de dimensao fi-

nita, qualquer norma || - || € equivalente a qualquer outra norma ||| - ||o.

Demonstracao. Seja dimX =n e {ey,--- ,e,} uma base para X. Entao cada x € X

tem uma tnica representagao
T =1 + -+ Qpén.
Pelo Lema 2.3.1 existe uma constante positiva c tal que
2zl] = c(lon| + -+ + |an]).

Por outro lado, a desigualdade triangular fornece

n n
zllo <> loglllesllo <Dl
j=1 j=1
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k = max; [|e;fo.
Assim, al|z||o < |[z]| onde af > 0. A outra desigualdade em (2.6) é agora obtida por

uma troca de || - || e || - ||o no argumento anterior.
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Capitulo 3

Lema de Riesz

Neste capitulo mostraremos algumas outras propriedades basicas de espagos nor-
mados de dimensao finita e os subespacos que estao relacionados ao conceito de com-
pacidade e demonstraremos o lema de Riesz como principal resultado deste trabalho.
Esse lema serve para caracterizar espacos de dimensao finita e infinita, onde a carac-
terizacao de espagos de dimensao finita é mais facil de se trabalhar pois resultados

validos em espacos de dimensao finita nem sempre sao validos em dimensao infinita.

3.1 Biografia de F. Riesz

Figura 3.1: Riesz [3]

Frigyes Riesz foi um Matemaético austro-hiingaro nascido em Gyor, localizada no

noroeste da Hungria, pioneiro da analise funcional, obteve diversas aplicacoes na fisica-



matematica. Filho do médico Ignacz Riesz, também teve um irmao mais jovem que
se destacou como mateméatico: Marcel Riesz (1886-1969). Foi educado em Budapeste
e seguiu para Gottingen e Zurique para complementar seus estudos. De volta a Bu-
dapeste obteve seu doutorado (1902) com uma dissertacdo em geometria e dois anos
depois foi contratado pela universidade local. Foi indicado para um catedra em Ko-
lozsvar, Hungria (1911), mas com a assinatura do Tratado de Trianon (1920) a cidade
passou para o dominio da Roménia.

Como professor da Universidade da Hungria mudou-se para Szeged (1922), onde
junto com o compatriota Alfred Haar (1885-1933), fundou (1922) o Instituto de Ma-
teméatica Janos Bolyai, em homenagem ao famoso matemético hiingaro nascido em
Kolozsvar. Tornou-se editor da recém criada revista do Instituto, a Acta Scientiarum
Mathematicarum, que rapidamente tornou-se numa respeitavel fonte de publicagao
de papers em matematica, incluindo os seus proprios como o teorema de Egorov em
fungoes lineares (1922).

Anos depois foi indicado para a catedra de matematica da Universidade de Bu-
dapeste (1945) e foi eleito para a Academia de Ciéncias da Hungria (1949) quando foi
premiado com o Kossuth. Também foi membro da Academia de Ciéncias de Paris e
da Sociedade Real de Fisiografia de Lund, Suécia. Recebeu doutorados honorérios das
universidades de Szeged, Budapeste e Paris e morreu em Budapeste. Para maiores

informacoes, ver [3].

3.2 Compacidade

Definicao 3.2.1 (Espago Compacto) Um espaco métrico X € dito ser compacto se
toda sequéncia em X tiver uma subsequéncia convergente. Um subconjunto M de X
¢ considerado compacto se M for compacto, considerado como um subespaco de X,
ou seja, se cada sequéncia em M tem uma subsequéncia convergente cujo limite € um

elemento de M.

Lema 3.2.2 (Compacidade) Um subconjunto compacto M de um espag¢o métrico é

fechado e limitado.

Demonstracao. Pelo teorema (1.4.6(a)) temos que para cada x € M ha uma sequén-
cia (z,) em M tal que x,, — x. Uma vez que M é compacto, x € M Portanto, M é

fechado porque & € M foi arbitrario. Provamos que M é limitado. Se M for ilimitado,
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ele contém uma sequéncia ilimitada (y,) de modo que d(y,,b) > n, onde b & qualquer
elemento fixo. Esta sequéncia nao poderia ter uma subsequéncia convergente, uma vez

que uma subsequéncia convergente deve ser limitada.

Observacao O inverso desse lema é, em geral, falso.

Para provar este fato importante, consideramos a sequéncia (e,,) em {2, onde e, = (d,;)
tem o enésimo termo 1 e todos os outros termos 0. Esta sequéncia é limitada porque
llen|] = 1. Seus termos constituem um conjunto de pontos que ¢ fechado porque nao
tem ponto de acumulacao. Pela mesma razao, esse conjunto de pontos nao é compacto.

Teorema 3.2.3 (Compacidade) Em um espago normado de dimensao finita X, qual-

quer subconjunto M C X ¢ compacto se e somente se M for fechado e limitado.

Demonstracdao. Compacidade implica fechamento e limitagdo por Lema (3.2.1), e
provamos o contrario. Seja M fechado e limitado. Tomando dimX =n e e, --- e,
uma base para X. Nos consideramos qualquer sequéncia (x,,) em M. Cada X,, tem
uma representacao:

Uma vez que M é limitado, (x,,) também &, digamos, ||z,,|| < k para todo m. Por

Lema (2.3.1):
k> el = 113 &Meill > 3 1™,
j=1 j=1

onde ¢ > 0. Portanto, a sequéncia de nimeros (£7*) (j fixo) é limitada e, pelo Teo-
rema de Bolzano-Weierstrass disponivel em [7], tem um ponto de acumulagao ;; com
1 < j < n Como na prova do Lema 2.4-1 em [5] n6s podemos concluir que (z,,) tem
uma subsequéncia (z,,) que converge para z = »_¢;e;. Uma vez que M ¢é fechado,
z € M. Isso mostra que a sequéncia arbitraria (x,,) em M tem uma subsequéncia que

converge em M. Logo, M é compacto.
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Nossa discussao mostra o seguinte. Em R™ (ou em qualquer outro espa¢o normado de
dimensao finita) os subconjuntos compactos sao precisamente os subconjuntos fechados
e limitados, de modo que esta propriedade (fechamento e fronteira) pode ser usado para
definir compactacao. No entanto, isso nao pode mais ser feito no caso de um espago

normando de dimensdo infinita.

3.3 Lema de Riesz

O lema de Riesz nos diz que toda bola unitaria fechada em espacos de dimensao
infinita nunca serd compacta.
Lema 3.3.1 (Riesz) Seja Y um subconjunto proprio de Z, sendo Z um subespago
de um espaco normado X (de qualquer dimensao), e suponha que Y seja fechado e
também um subconjunto de Z. Entao para cada niumero real 0 pertencente ao intervalo
(0,1), hd um z € Z tal que:

lz]] =1,
Iz —yll = 0,

para todo y € Y.

Demonstracdo. Consideramos qualquer v € (Z —Y') e denotamos sua distancia de
Y por a, isto é (Figura 3),

= inf [[v —y].
a = inf ||lv — |

Claramente a > 0, pois Y é fechado. Tomando qualquer 6 € (0, 1). Pela defini¢ao

de infimo, ha um yy € Y tal que:

(1)

<|lv—woll < 7
a v— —.
= Yoll = 0
Observe que % > a desde que 0 < 0 < 1. Seja:
z=c(v—yo),
onde,
1
c= ——.
[lv = wol|
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KN:

X
Figura 3.2: Figura 3
Entdo |[z|| = 1, e mostramos que ||z — y|| > 6 para cada y € Y. Temos:
lz =yl = le(v —w0) = yll

= clfo—yo —c Myl
- ||U - y1||7
assim,
y1=1yo+c .
A forma de y;, mostra que y; € Y. Portanto, |[v — y1]| > a, pela definicio de a.

Escrevendo ¢ e usando (1), obtemos

|z =yl| = cllc =y > ca=

le|

T 2
v = ol

Visto que y € Y era arbitrario, isso completa a prova.

Em um espago normado de dimensao finita, a bola unitaria fechada é compacta. Esse

resultado serd mostrado com o auxilio do Lema de Riesz.

Teorema 3.3.2 (Dimensao finita) Se um espago normado X tem a propriedade de
que a bola unitdria fechada M = {z/||z|| < 1} é compacta, entdo X tem dimensao
finita.
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Demonstracao. Assumimos que M é compacto, mas dimX = oo, e mostra-se que
isso leva a uma contradicao. Escolhemos qualquer x; com norma 1. Este x; gera um
subespaco unidimensional X; de X, que ¢ fechado e ¢ um subespacgo proprio de X ja

que dimX = co. Pelo Lema de Riesz existe um x5 € X com norma 1 tal que
1
l|zg — 21| > 0 = 5

Os elementos x1, x5 geram um subespaco fechado bidimensional X5 de X. Pelo lema

de Riesz existe um X3 de norma 1 tal que para todos os X € X5 temos

3 - 2‘
Z - 27
3 2 - 2‘

Procedendo por indugao, obtemos uma sequéncia (z,,) de elementos z,, € M tal que

|2 — 20| >

N | —

(m # n). Obviamente, (z,,) ndo pode ter uma subsequéncia convergente. Isso contradiz

a compacidade de M. Portanto, nossa suposicao dimX = oo é falso e dimX < oo.
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Capitulo 4

Consideracoes Finais

A Anélise Funcional faz uso de muitos conceitos de algebra linear e pode ser
considerada até certo ponto como o estudo de espacos normados de dimensao infinita.

Nosso trabalho visou um importante lema desta area, o lema de Riesz, que ca-
racteriza espacos normados em dimensao infinita, porém, nao ¢é trivial trabalhar com
espacos de dimensao infinita, uma vez nem sempre um resultado que satisfaz um es-
paco de dimensao finita prevalece quando esse espaco é de dimensao infinita, como
por exemplo o Lema de Riesz , visto que toda bola fechada unitaria é compacta, se,
e somente se a dimensao for finita, ou seja, em dimensao infinita esse resultado nao é
valido.

Para futuras pesquisas pretende-se estudar o fato de que as propriedades espec-
trais dos operadores compactos que atuam em um espaco de Banach sao semelhantes
ao das matrizes.

Por fim acreditamos que os objetivos foram alcancados e esperamos que este
trabalho sirva como fonte de pesquisa académica para trabalhos futuros que envolvam
Analise Funcional, em especifico o estudo de operadores compactos, espacos de Banach,

espaco das sequéncias, espaco de funcoes e o Lema de Riesz.
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