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Resumo

Neste trabalho onstruímos uma solução do problema de Riemann para um sis-

tema de leis de onservação proveniente da modelagem matemátia de um esoamento

trifásio num meio poroso representando a propagação de misturas do tipo água-gás-

óleo num projeto de reuperação de um reservatório petrolífero. Usando métodos ana-

lítios e omputaionais enontramos a geometria das urvas de onda sob a ondição

de entropia de visosidade, om matriz de visosidade sendo a identidade. Mostra-

mos que para dados à direita representando misturas próximas de óleo puro, a solução

do problema de Riemann onsiste generiamente de uma sequênia de dois grupos de

ondas relaionados às duas famílias araterístias, para quaisquer dados à esquerda

representando uma mistura água-gás. No entanto, para dados à direita representando

misturas ainda om óleo dominante, mas om uma omposição maior de água e gás,

surge a neessidade de aresentar um grupo de ondas transiional na sequênia que

desreve a solução, para um pequeno onjunto de dados à esquerda.

Palavras have: leis de onservação, problema de Riemann, esoamento em meio po-

roso.



Abstrat

In this work we onstrut a solution of the Riemann problem for a system of

onservation laws arising from the mathematial modeling of a three-phase �ow in a

porous medium representing the propagation of water-gas-oil mixtures in a reovery

projet of a petroleum reservoir. Using analytial and omputational methods we �nd

the geometry of the wave urves under the visous pro�le entropy ondition, with the

identity as the visosity matrix. We show that for the right data representing almost

pure oil ompositions the solution of the Riemann problem generially onsists of a

sequene of two wave groups, related to the two harateristis families, for any left

data onsidered representing a water-gas mixture. However, for right data representing

mixtures with oil still dominant, but with a larger proportion of gas and water, a

transitional wave group is required in the sequene for a small subset of left data.

Keywords: onservation laws, Riemann problem, porous media �ow.



Conteúdo

Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1 Propriedades Básias do Modelo 9

1.1 O Sistema de Leis de Conservação. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.2 Curvas Integrais e Conjuntos de In�exão. . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.3 Curvas de Hugoniot Explíitas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.4 Redução ao Fluxo Bifásio. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2 Construção da Solução do Problema de Riemann 20

2.1 Introdução. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.2 Estado de Produção P = O. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.3 Estado de Produção P numa Vizinhança R1 de O. . . . . . . . . . . . . 24

2.3.1 Estado P sobre o Segmento de Reta (O,U). . . . . . . . . . . . 24

2.3.2 Estado P fora do Segmento de Reta (O,U). . . . . . . . . . . . 35

2.3.3 Estado P sobre a Fronteira F1 da Vizinhança R1 de O. . . . . . 45

2.4 Estado de Produção P numa Região R2. . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

A Resultados Básios sobre Leis de Conservação 58

A.1 Introdução. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

A.2 Soluções Fundamentais. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

A.2.1 Soluções Contínuas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

A.2.2 Soluções Desontínuas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

A.3 Choques de Lax/ Condição de Entropia de Lax. . . . . . . . . . . . . . 62

A.4 Choques Visosos/ Condição de Entropia de Visosidade. . . . . . . . . 63

A.5 Compatibilidade Geométria e Curvas de Onda. . . . . . . . . . . . . . 65



2

A.6 Conjuntos Relevantes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

REFERÊNCIAS 69



Introdução

Neste trabalho onsideramos o problema de Riemann assoiado a um sistema

de leis de onservação proveniente da modelagem matemátia de um esoamento iso-

térmio num meio poroso, onsistindo de três fases móveis e imisíveis (água, gás e

óleo). A dedução do modelo matemátio adotado pode ser enontrada por exemplo

em (GUEDES, 2009) e está baseado nas leis de balanço de massa das fases e na lei de

Dary. As variáveis de estado onsideradas são as saturações das três fases, as quais

variam no hamado triângulo das saturações. Usamos o modelo de Corey para as ur-

vas de permeabilidades relativas, em que a permeabilidade de ada fase é uma função

quadrátia dependente apenas da saturação da própria fase. As visosidades das fases

são onsideradas todas diferentes entre si, porém om valores �xos.

A evolução da resolução do problema de Riemann para o modelo de Corey tem se-

guido essenialmente os seguintes passos. Um primeiro passo foi dado em (ISAACSON

et al, 1992) onsiderando as visosidades das três fases onstantes e iguais, aarretando

uma simetria tripla no triângulo das saturações. Para este aso a solução do problema

de Riemann foi determinada ompletamente para dados iniiais arbitrários no triân-

gulo das saturações. Em seguida, um segundo passo foi dado em (SOUZA, 1992),

onsiderando-se a visosidade de uma das fases ligeiramente superior às outras duas e

então houve a quebra de uma simetria, restando ainda uma dupla simetria no triângulo

das saturações. Para este aso de quebra de simetria, a solução também foi determi-

nada para dados iniiais arbitrários. Em (GUEDES, 2009) a simetria foi quebrada na

direção oposta de (SOUZA, 1992), sendo que a solução do problema de Riemann foi

determinada para dados à direita restritos ao lado do triângulo de saturações represen-

tando misturas do tipo água-óleo no poço produtor e para dados à esquerda no lado
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do triângulo representando misturas do tipo água-gás. Em seguida (BARROS, 2010)

onsiderou o mesmo modelo que (GUEDES, 2009), por sua vez, om dados à direita

restritos à outro lado orrespondente a misturas do tipo gás-óleo.

A quebra total de simetria foi tratada em (AZEVEDO et al, 2010) em que as três

visosidade foram onsideradas arbitrárias para o aso partiular do estado à direita

representar a situação de um reservatório virgem, isto é, o dado à direita sendo o vértie

O do triângulo de saturações exibido na Fig. 1.1 representando óleo puro. Os dados à

esquerda foram onsiderados omo em (GUEDES, 2009).

Nossa ontribuição neste trabalho om relação aos anteriores é que, embora �xa-

das as três visosidades om valores distintos, perturbamos o dado à direita para uma

vizinhança do vértie O, orrespondendo a misturas do tipo água-gás-óleo dominadas

pelo óleo. O dado à esquerda é onsiderado omo em (GUEDES, 2009), (BARROS,

2010) e (AZEVEDO et al, 2010) orrespondendo a uma mistura do tipo água-gás.

Nossos resultados são no sentido de que para dados à direita su�ientemente

próximos do vértie O, a solução do problema de Riemann onsiste generiamente de

uma sequênia de dois grupos de ondas relaionados às duas famílias araterístias,

para quaisquer dados à esquerda do tipo onsiderado. No entanto, ao distaniar os

dados à direita do vértie O surge a neessidade de aresentar um grupo de ondas

transiional na sequênia que desreve a solução, para um subonjunto de dados iniiais

à esquerda. As soluções são obtidas através de uma ombinação de métodos analítios

e omputaionais. Para estados à direita restritos aos hamados segmentos de retas de

bifuração seundárias as urvas de Hugoniot são obtidas expliitamente, sendo possível

fazer demonstrações analítias inlusive om a ajuda de grá�os feitos om o MATLAB.

Já para outros estados estas urvas são obtidas numeriamente e onsequentemente as

evidênias passam a ser numérias. Utilizamos a ondição de entropia de visosidade,

om matriz de visosidade igual a identidade, sendo que a análise dos planos de fase

também foi feita numeriamente. Os resultados numérios foram obtidos utilizando

os programas �RPN�, �PAKMAN� (gentilmente edidos pelo Laboratório de Dinâmia

dos Fluidos do IMPA) e o MATLAB.

Esta dissertação está organizada da seguinte maneira:

No Capítulo 1 apresentamos o sistema de leis de onservação onsiderado. Tam-

bém no Capítulo 1 exibimos os per�s das urvas integrais das duas famílias araterís-
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tias e os respetivos onjuntos de in�exão. Além disso, determinarmos as expressões

explíitas das urvas de Hugoniot para estados ao longo dos hamados segmentos de

retas de bifurações seundárias no triângulo de saturações.

O Capítulo 2 é o prinipal desta dissertação. Nele, iniialmente reapitularemos

a onstrução da solução do problema de Riemann para o aso em que o estado à

direita, que denotamos por P (produção), orresponde a apenas óleo, isto é, P = O

feita em (AZEVEDO et al, 2010). A partir daí, na Subseção 2.3.1, perturbamos o

estado à direita P onsiderando-o primeiro no hamado segmento de reta de bifuração

seundária pelo vértie O. Este aso tem a vantagem de termos a urva de Hugoniot

por P explíita e exploramos este fato fortemente nas justi�ativas de uma sequênia

de a�rmações preparatórias, ulminando om o prinipal resultado desta subseção,

que fornee as soluções do problema de Riemann para os vários asos de dados à

esquerda. Em seguida, na Subseção 2.3.2, perturbamos o estado à direita P para

fora do segmento de bifuração seundária e desenvolvemos proedimentos análogos

da subseção anterior. A prinipal diferença aqui é que não temos mais a urva de

Hugoniot por P explíita e as evidênias foram numérias, mas onsistentes om o

primeiro aso. Estes dois subasos representam um aso genério numa vizinhança

mais próxima do vértie O, no qual as soluções onsistem de dois grupos de onda

orrespondentes às duas famílias araterístias do sistema. A fronteira desta primeira

região, Subseção 2.3.3, é araterizada pelo fato que a partir dela as soluções passam

a possuir três grupos de onda, um deles transiional, para um onjunto de dados à

esquerda, onforme mostra o prinipal resultado da Seção 2.4. Uma vez desritas as

soluções para este segundo aso genério, determinamos a fronteira da região para os

estados à direita que a araterizam enerrando o Capítulo 2.

Por último, no Apêndie A apresentamos alguns oneitos e resultados básios

que norteiam a onstrução da solução de um problema de Riemann em geral.



Capítulo 1

Propriedades Básias do Modelo

1.1 O Sistema de Leis de Conservação.

A dedução do sistema de leis de onservação pode ser enontrada por exemplo

em (GUEDES, 2009) e está baseada nas leis de balanço de massa das fases e na lei de

Dary. Tal sistema é dado por quaisquer duas das três equações:

∂sw
∂t

+
∂fw(sw, so, sg)

∂x
= 0, (1.1)

∂so
∂t

+
∂fo(sw, so, sg)

∂x
= 0, (1.2)

∂sg
∂t

+
∂fg(sw, so, sg)

∂x
= 0, (1.3)

onde sw(x, t), so(x, t) e sg(x, t) são as saturaç�es das fases (água, óleo, gás), e fw, fo e

fg denotam as funções de �uxo fraionário, dadas por

fw(sw, so, sg) =
kw(sw)/µw

D(sw, so, sg)
, (1.4)

fo(sw, so, sg) =
ko(so)/µo

D(sw, so, sg)
, (1.5)

fg(sw, so, sg) =
kg(sg)/µg

D(sw, so, sg)
, (1.6)

em que

D(sw, so, sg) =
kw(sw)

µw

+
ko(so)

µo

+
kg(sg)

µg

. (1.7)
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Adotaremos o modelo de Corey em que as permeabilidades relativas de ada

fase são funções da saturação da própria fase, em partiular vamos onsiderar funções

quadrátias omo a seguir:

kw(sw) = s2w, ko(so) = s2o, kg(sg) = s2g. (1.8)

Fixaremos em todo o trabalho as visosidades omo:

µw = 1.0, µg = 0.5, µo = 2.0. (1.9)

O problema de Riemann para o sistema (1.1)-(1.3) em que estamos interessados

pode ser esrito resumidamente omo

∂U(x, t)

∂t
+

∂F (U(x, t))

∂x
= 0, x ∈ R, t ∈ R

+, (1.10)

U(x, t = 0) =







U− ≡ I, se x < 0,

U+ ≡ P, se x > 0,
(1.11)

onde U =











sw

so

sg











e F (U) =











fw

fo

fg











.

Tendo em vista que sw, so e sg são as saturações, representaremos o espaço de

estados Ω = {(sw, so, sg) t.q. 0 ≤ sw, so, sg ≤ 1, sw + so+ sg = 1} omo um triângulo

equilátero em oordenadas bariêntrias, veja Fig. 1.1. Os segmentos de reta pelos

vérties do triângulo e pelo ponto interior U representados na Fig. 1.1 desempenham

papel importante na onstrução da solução do problema de Riemann. Mais adiante

faremos as suas araterizações.

Notações:

(a) Usaremos a notação △ABC para indiar um triângulo genério de vérties A, B

e C.

(b) Usaremos a mesma notação de intervalos na reta para denotar um segmento

onexo de uma urva. Por exemplo, a notação [A,B) signi�a um segmento de

urva entre os pontos A e B em que A pertene ao segmento e B não pertene.
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() Fixado um estado U0, usaremos as notações HL(U0) e HN (U0), para indiar um

ramo loal e um ramo não loal da urva de Hugoniot por U0, respetivamente.

Por loal queremos dizer um ramo que ontenha o estado U0. Por não loal um

ramo que não ontenha U0.

(d)Denotaremos a veloidade σ0 de uma desontinuidade entre U− e U+ por σ(U−;U+).

G W

O

B

U

E

D

Figura 1.1: Triângulo de saturações em oordenadas bariêntrias e segmentos de reta

[G,D], [O,B] e [E,W ] uja interseção é o ponto umbílio U .

1.2 Curvas Integrais e Conjuntos de In�exão.

Levando em onta que sw + so + sg = 1 e que fw + fo + fg = 1, uma das variáveis

sw, so ou sg e uma das equações (1.1)-(1.3) podem ser desprezadas. Considerando

sg = 1 − sw − so e fg = 1 − fw − fo a matriz Jaobiana do sistema orrespondente

restante é dada por

A(U) =





∂fw
∂sw

∂fw
∂so

∂fo
∂sw

∂fo
∂so



 . (1.12)

As expressões dos autovalores, ou veloidades araterístias, da matriz Jaobiana

A(U) são dadas por

λ1(U) =
1

2

(

∂fw
∂sw

+
∂fo
∂so

)

− 1

2

√

(

∂fw
∂sw

− ∂fo
∂so

)2

+ 4
∂fo
∂sw

∂fw
∂so

, (1.13)

λ2(U) =
1

2

(

∂fw
∂sw

+
∂fo
∂so

)

+
1

2

√

(

∂fw
∂sw

− ∂fo
∂so

)2

+ 4
∂fo
∂sw

∂fw
∂so

. (1.14)

Claramente temos λ1(U) ≤ λ2(U), ∀U ∈ Ω.
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Fazendo uma substituição direta em (1.13)-(1.14) e usando as expressões de fw

e fo dadas em (1.4) e (1.5), obtemos que a veloidade araterístia λ1 se anula ao

longo dos lados [G,W ], [W,O] e [G,O] do triângulo de saturações e que a veloidade

araterístia λ2 se anula nos vérties G, W e O. Além disto, temos também que λ1 e λ2

são positivos no interior do triângulo de saturações om λ2 positivo também ao longo

dos lados (exeto nos vérties). As urvas integrais dos dois ampos araterístios

estão estudadas em detalhes em (AZEVEDO et al, 2010) e tem o per�l geométrio

exibidos nas Figs. 1.2(a) e 1.3(a) os quais foram obtidos numeriamente. As �setas�

nestas duas �guras indiam o sentido de resimento dos autovalores ao longo das

urvas integrais. Nas Figs. 1.2(b) e 1.3(b) exibimos os grá�os de λ1(U) e de λ2(U),

respetivamente, ao longo de urvas integrais espeí�as para ilustrar pontos de in�exão

e a não negatividade dos autovalores λ1 e λ2.

G

O

W

E

B

D

U
2

U
U

1

U
3

(a)

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
0

0.5

1

1.5

s
w

λ
1

U
2

U
1

U
3

(b)

Figura 1.2: (a) Curvas integrais (linhas ontínuas) e onjunto de in�exão (linha pon-

tilhada) assoiados à família araterístia-1. (b) Grá�o da veloidade araterístia

λ1 sobre a urva integral-1 pelos estados U1, U2 e U3.

1.3 Curvas de Hugoniot Explíitas.

Considere os segmentos de reta [O,B], [G,D] e [E,W ] mostrados na Fig. 1.1. No

aso estes segmentos são partes das retas ujas equações estão identi�adas a seguir:

[O,B] = {(sw, so, sg) t.q. sw =
µw

µg

sg, so = 1− sw − sg}; (1.15)

[E,W ] = {(sw, so, sg) t.q. sg =
µg

µo

so, sw = 1− so − sg}; (1.16)
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WG

O

U
2

B

E

D
U

(a)

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
0

0.5

1

1.5

2

2.5

s
w

λ
2

U
2

WG

(b)

Figura 1.3: (a) Curvas integrais (linhas ontínuas) e onjunto de in�exão (linha pon-

tilhada) assoiados à família araterístia-2. (b) Grá�o da veloidade araterístia

λ2 sobre a urva integral-2 pelos estados G, U2 e W .

[G,D] = {(sw, so, sg) t.q. so =
µo

µw

sw, sg = 1− sw − so}. (1.17)

No aso as extremidades destes segmentos de reta tem oordenadas:

W = (1, 0, 0), O = (0, 1, 0), G = (0, 0, 1), B =

(

µw

µw + µg

, 0,
µg

µw + µg

)

,

D =

(

µw

µw + µo

,
µo

µw + µo

, 0

)

e E =

(

0,
µo

µo + µg

,
µg

µo + µg

)

.

Obs. 1.1 Para os valores das visosidades onsiderados em (1.9) temos

B =

(

2

3
, 0,

1

3

)

, D =

(

1

3
,
2

3
, 0

)

e E =

(

0,
4

5
,
1

5

)

.

Como estamos interessados em onsiderar P próximo do vértie O do triângulo de

saturações, vamos onsiderar os álulos explíitos para urvas de Hugoniot por U+ ao

longo do segmento [O,B]. Para os segmentos [G,D] e [E,W ] os álulos são análogos.

Proposição 1.1 Seja U+ = (s+w , s
+
o , s

+
g ) um estado sobre o segmento de reta (O,B)

do triângulo de saturações. Então a urva de Hugoniot por U+, H(U+), onsiste do

segmento [O,B] e de dois ramos de hipérbole.

Prova: Da ondição de Rankine-Hugoniot para o sistema em questão, segue que

σ(sw − s+w) = fw − f+

w , (1.18)



14

σ(so − s+o ) = fo − f+

o , (1.19)

σ(sg − s+g ) = fg − f+

g . (1.20)

Aqui é onveniente esolher as variáveis (sw, sg) e as equações (1.18) e (1.20).

Isolando σ em (1.20) e substituindo-o em (1.18) obtemos

sg(fw − f+

w )− s+g (fw − f+

w ) = sw(fg − f+

g )− s+w(fg − f+

g ). (1.21)

Como U+ ∈ (O,B) temos que

s+g =
µg

µw

s+w . (1.22)

Assim, substituindo s+g e as expressões das funções de �uxo fw, fo e fg em (1.21),

obtemos após algumas manipulações algébrias

(

sw − µw

µg

sg

)

[

D(s+w)
2 +D+

(

µw

µg

sgsw − s+w

(

sw +
µw

µg

sg

)

)

]

= 0, (1.23)

onde D+ ≡ D(s+w , s
+
o , s

+
g ) e D = D(sw, so, sg).

Note que o primeiro fator do produto dado pela Eq. (1.23) igualado a zero é

justamente a expressão que de�ne o segmento de reta [O,B] em (1.15), o que prova a

primeira parte da Proposição.

Eliminando o primeiro fator multipliativo em (1.23) e substituindo a expressão

da mobilidadeD, dada em (1.7), na Eq. (1.23) e usando que so = 1−sw−sg, hegamos

à seguinte equação quadrátia, nas variáveis sw e sg,

as2w + bswsg + cs2g − dsw − esg + f = 0, (1.24)

onde seus oe�ientes são dados por

a =
(s+w)

2

µw

+
(s+w)

2

µo

,

b =
µw

µg

D+ +
2

µo

(s+w)
2,

c =
(s+w)

2

µg

+
(s+w)

2

µo

, (1.25)

d =
2

µo

(s+w)
2 +D+s+w ,

e =
2

µo

(s+w)
2 +

µw

µg

D+s+w ,

f =
(s+w)

2

µo

.
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A Eq. (1.24) está na forma mais geral de uma urva �nia no plano. Lembramos

que, quando a2+b2+c2 6= 0, podemos lassi�ar esta �nia omo uma elipse, parábola

ou hipérbole, ou outras urvas degeneradas destas, dependendo do disriminante

∆ = b2 − 4ac, (1.26)

ser negativo, nulo ou positivo. No aso dos oe�ientes obtidos em (1.25), após

substituí-los em (1.26), utilizando os valores de visosidades dados em (1.9), veri�a-

mos que o disriminante é positivo. Logo a equação (1.24) representa uma hipérbole,

o que onlui a prova da Proposição 1.1.

Obs. 1.2 Da ontinuidade dos oe�ientes om relação aos parâmetros, a Proposi-

ção 1.1 ontinua válida para µo, µw e µg numa vizinhança dos valores onsiderados em

(1.9).

A Eq. (1.24) pode ser resolvida expliitamente em termos da saturação da água sw

ou da saturação do gás sg, dependendo das hipóteses do Teorema da Função Implíita

serem satisfeitas. Se onsiderarmos a saturação do gás omo função da saturação da

água, isto é, sg = sg(sw), a Eq. (1.24) se reduz à seguinte equação do segundo grau

cs2g + (bsw − e)sg + (as2w − dsw + f) = 0. (1.27)

Dessa maneira, resolvendo a Eq. (1.27), temos que

sg =
−(bsw − e)±

√
∆1

2c
, (1.28)

desde que

∆1(sw) = (bsw − e)2 − 4c(as2w − dsw + f) (1.29)

seja não negativo. Por outro lado, se onsiderarmos a saturação da água omo função

da saturação do gás, isto é, sw = sw(sg), a Eq. (1.24) pode ser reesrita na forma

as2w + (bsg − d)sw + (cs2g − esg + f) = 0. (1.30)

Dessa maneira, resolvendo a Eq. (1.30), temos que

sw =
−(bsg − d)±

√
∆2

2a
, (1.31)

desde que

∆2(sg) = (bsg − d)2 − 4a(cs2g − esg + f) (1.32)
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seja não negativo.

Com isto, obtivemos as expressões explíitas das urvas de Hugoniot por estados

bases U+ ∈ (O,B), as quais serão utilizadas posteriormente para obter mais detalhes

das urvas de Hugoniot por estados base ao longo do segmento (O,B). Uma urva de

Hugoniot por um estado genério U+ ∈ (O,U) da Fig. 1.1 pode ser vista na Fig. 2.4.

Obs. 1.3 Note que se U+ = O, isto é, s+w = s+g = 0 e s+o = 1, então usando as

expressões em (1.25) a Eq. (1.24) se reduz à swsg = 0 e reobtemos os lados [G,O] e

[W,O], omo obtido em (AZEVEDO et al, 2010).

Curva de Hugoniot pelo ponto U+ = B

Vamos obter expliitamente a expressão que de�ne a urva de Hugoniot pelo

ponto B do lado [G,W ] do triângulo de saturações.

Para determinar a urva de Hugoniot por B basta apliar as oordenadas de B

omo sendo os estados à direita (s+w , s
+
o , s

+
g ) no segundo fator do produto em (1.23).

Após algumas manipulações obtemos que a urva de Hugoniot por B tem equação:

(1− sw − sg)
(

sw − µw

µg

sg

)(

(µg + µo)sg +
µg(µw + µo)

µw

sw − µg

)

= 0. (1.33)

Assim hegamos a onlusão que a urva de Hugoniot por B degenera nos três segmen-

tos de reta

(

ver Fig. 1.4(a)

)

:

[G,W ] de�nido por: 1− sw − sg = 0, (1.34)

[O,B] de�nido por: sw − µw

µg

sg = 0, (1.35)

[E,D] de�nido por: (µg + µo)sg +
µg(µw + µo)

µw

sw − µg = 0. (1.36)

Fazendo a interseção dos segmentos de retas [O,B] e [E,D], obtemos as oorde-

nadas do ponto TB
a seguir:

TB =
( µw

µw + 2µo + µg

,
2µo

µw + 2µo + µg

,
µg

µw + 2µo + µg

)

. (1.37)

Obs. 1.4 Para os grá�os das veloidades vamos usar a seguinte onvenção: linha

pontilhada para a veloidade araterístia λ1, linha ontínua para a veloidade ara-

terístia λ2 e linha traejada para a veloidade de hoque σ. Além disto, ometeremos o

abuso de indiar pontos no grá�o da veloidade de hoque e não no domínio da função

em questão. Quando onveniente, também indiaremos o ponto umbílio U ao longo

dos grá�os das veloidades araterístias.
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Observando na Fig. 1.4(b) os grá�os de σ(M ;B) e λ1(M), om M variando no

segmento [O,B] da Fig. 1.4(a), vemos que σ(TB;B) = λ1(T
B). E também pode-se

veri�ar que TB
é um ponto de 1-bifuração seundária de H(B).
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Figura 1.4: (a) Curva de Hugoniot por B. (b) Grá�os da veloidade λ1(M) e da velo-

idade de hoque σ(M ;B) om M variando sobre o segmento [O,B] em (a) ilustrando

a existênia do ponto TB
de 1-bifuração seundária de H(B).

De maneira análoga à Proposição 1.1 temos as duas outras proposições a seguir.

Proposição 1.2 Seja U+ = (s+w , s
+
o , s

+
g ) um estado sobre o segmento (E,W ) do triân-

gulo de saturações. Então a urva de Hugoniot por U+ onsiste do segmento [E,W ] e

de dois ramos de hipérbole.

A demonstração desta Proposição pode ser enontrada em (BARROS, 2010). A

expressão da urva de Hugoniot por um estado U+ sobre o segmento (E,W ) pode ser

esrita omo

(

so −
µo

µg

sg

)

[

D(s+o )
2 +D+

(

µo

µg

sgso − s+o

(

so +
µo

µg

sg

)

)

]

= 0. (1.38)

Proposição 1.3 Seja U+ = (s+w , s
+
o , s

+
g ) um estado sobre o segmento (G,D) do triân-

gulo de saturações. Então a urva de Hugoniot por U+ onsiste do segmento [G,D] e

de dois ramos de hipérbole.

A expressão da urva de Hugoniot por um estado U+ sobre o segmento (G,D)

pode ser esrita omo

(

so −
µo

µw

sw

)

[

D(s+o )
2 +D+

(

µo

µw

swso − s+o

(

so +
µo

µw

sw

)

)

]

= 0. (1.39)
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Obs. 1.5 As expressões explíitas para H(U+) om U+ nos lados [W,O] e [G,O] do

triângulo de saturações podem ser enontradas em (GUEDES, 2009) e em (BARROS,

2010).

1.4 Redução ao Fluxo Bifásio.

Ao longo dos segmentos de reta [O,B], [W,E] e [G,D] o �uxo se reduz a um

�uxo bifásio, sendo que nesta seção são apresentados os álulos, também feitos em

(AZEVEDO et al, 2010), apenas para [O,B], tendo em vista que os outros asos são

análogos.

Considere as saturações (sw, so, sg) restritas ao ramo [O,B] da urva de Hugoniot

por um estado P ∈ [O,B]. Veja a Fig. 2.4, por exemplo.

De�na a saturação mista água/gás, denotada por swg, omo sendo

swg := sw + sg = 1− so, (1.40)

e denote a soma das visosidades da água e do gás por,

µwg := µw + µg. (1.41)

Usando as equações (1.40) e (1.41) podemos reparametrizar as saturações sw e sg

por sw =
µw

µwg

swg e sg =
µg

µwg

swg. Substituindo estas expressões de sw e sg nas equações

(1.1) e (1.3), obtemos

µw

µwg

∂swg

∂t
+

∂fw
∂x

= 0, (1.42)

µg

µwg

∂swg

∂t
+

∂fg
∂x

= 0, (1.43)

onde as funções de �uxo fraionário reparametrizadas são dadas por

fw =
µw

µwg

(

s2wg

s2wg +
µwg

µo

(1− swg)2

)

, (1.44)

fg =
µg

µwg

(

s2wg

s2wg +
µwg

µo

(1− swg)2

)

=
µg

µw

fw. (1.45)

Assim as equações (1.42) e (1.43) são múltiplas uma da outra, e de�nindo ν =
µwg

µo

,

temos que o sistema (1.1)-(1.3) ao longo de [O,B] se reduz à equação de Bukley-

Leverett dependendo do parâmetro ν,

∂swg

∂t
+

∂

∂x

(

s2wg

s2wg + ν(1− swg)2

)

= 0. (1.46)
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A Eq. (1.46) pode então ser esrita na forma

st + f(s; ν)x = 0, (1.47)

om

f(s; ν) =
s2

s2 + ν(1− s)2
e s ≡ swg = sw + sg. (1.48)

Como swg + so = 1, a partir da Eq. (1.46) obtemos

∂so
∂t

+
∂

∂x

(

s2o
s2o +

1

ν
(1− so)2

)

= 0. (1.49)

Isto mostra que se tomarmos na ondição iniial os estados onstantes U− e U+ ao

longo do segmento de reta [O,B], então a solução do problema de Riemann para

o esoamento trifásio se reduz à resolução da equação de Bukley-Leverett para o

esoamento bifásio nas variáveis swg e so.

De maneira análoga ao que �zemos até aqui, se onsiderarmos na ondição iniial

os estados onstantes U− e U+ ao longo dos segmentos de reta [G,D] ou [E,W ], então

a solução do problema de Riemann para o esoamento trifásio se reduz à resolução

das equações de Bukley-Leverett (1.50) ou (1.51) para os esoamentos bifásios nas

variáveis swo e sg ou sog e sw, respetivamente.

∂sg
∂t

+
∂

∂x

(

s2g
s2g +

1

ν
(1− sg)2

)

= 0, om ν =
µw + µo

µg

, (1.50)

∂sw
∂t

+
∂

∂x

(

s2w
s2w + 1

ν
(1− sw)2

)

= 0, om ν =
µo + µg

µw

. (1.51)



Capítulo 2

Construção da Solução do Problema

de Riemann

2.1 Introdução.

No triângulo de saturações representado na Fig. 1.1, vamos onsiderar dados de

produção orrespondendo a um estado P arbitrário, próximo do vértie O do triângulo

de saturações, no quadrilátero OEUD e os dados de injeção orrespondendo a um

estado I no lado [G,W ].

As justi�atias de algumas a�rmações e resultados serão feitas usando argumen-

tos geométrios, através de grá�os de funções, para os asos em que temos expressões

explíitas omo obtidas na Proposição 1.1, já que na maioria das vezes, os álulos

seriam demasiadamente longos. Outras a�rmações e resultados não serão justi�ados,

mas poderão (e foram) veri�ados numeriamente através dos programas �PAKMAN�

e �RPN�, bem omo através do MATLAB, por inúmeros experimentos.

2.2 Estado de Produção P = O.

A onstrução da solução do problema de Riemann para P = O foi iniialmente

desrita em (AZEVEDO et al, 2010), mas por onveniênia repetimo-la resumidamente

aqui para podermos omparar as soluções que vamos obter para estados P próximos

de O.
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A urva de Hugoniot H(O) está exibida na Fig. 2.1(a). Ela é omposta por três

segmentos de retas no triângulo de saturações: o lado [G,O], o segmento [O,B] e o

lado [W,O]. Na Fig. 2.1(a) os estados G∗, B∗ e W∗, são tais que σ(G∗;O) = λ2(G∗),

σ(B∗;O) = λ1(B∗) e σ(W∗;O) = λ2(W∗), ou seja, G∗, W∗ e B∗ são extensões do vértie

O, araterístias neles próprios, sendo G∗ e W∗ extensões-2 e B∗ extensão-1. Temos

também que o estado B∗ é extensão-1 dos estados BG
∗ e BW

∗ araterístia em B∗,

onforme (AZEVEDO et al, 2010). Ainda na Fig. 2.1(a), o estado U orresponde ao

ponto umbílio. Os estados de extensão G∗, B∗ e W∗ são justi�ados usando os grá�os

das veloidades, omo ilustram as Figs. 2.1(b) e 2.2. Note que G∗, B∗ e W∗ são pontos

que satisfazem o Teorema de Bethe-Wendro� (A.19) orrespondendo a valores máximos

da veloidade σ.
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Figura 2.1: (a) H(O) (linhas traejadas). (b) Grá�os de λ1(M), λ2(M) e σ(M ;P )

om M ao longo do segmento [O,B] de H(O), justi�ando a existênia do estado B∗.

Os estados de injeção que separam segmentos no lado [G,W ] do triângulo de

saturações om onstruções distintas para a sequênia de ondas que ompõe as respe-

tivas soluções dos problemas de Riemann estão ilustrados na Fig. 2.3. São eles: I1, B

e I2, sendo que I1 e I2 são obtidos pelas interseções das urvas de onda-1 reversas por

G∗ e W∗ om o lado [G,W ], respetivamente.

As possibilidades de soluções do problema de Riemann para este aso P = O

estão desritas a seguir, podendo ser aompanhadas om o auxílio da Fig. 2.3.

(i) Se I = G, ou seja, se o estado iniial à esquerda orresponder a apenas gás,
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Figura 2.2: Grá�os das veloidades λ2(M) e σ(M ;P ). (a) M variando sobre o ramo

[G,O] da urva de Hugoniot por O, justi�ando a existênia do estado G∗. (b) M

variando sobre o ramo [W,O] da urva de Hugoniot por O, justi�ando a existênia do

estado W∗.

então a sequênia de ondas que ompõe a solução do problema de Riemann é

dada pela própria solução da equação de Bukley-Leverett om a função de �uxo

do óleo fo (ou do gás fg) restrita ao lado [G,O] do triângulo de saturações.

Portanto, a sequênia de ondas que ompõe a solução é dada por uma onda de

rarefação-2 de G para G∗, seguida de uma onda de hoque de G∗ para O, om

σ(G∗;O) = λ2(G∗).

(ii) Se I ∈ (G, I1) ou I ∈ (I2,W ), então a sequênia de ondas que ompõe a solu-

ção do problema de Riemann é onstituída de uma omposta-1 de I para um

estado M , onde M é um estado sobre os segmentos (G,G∗) ou (W,W∗) respe-

tivamente, seguida de uma omposta-2 de M para O. A omposta-1 é formada

por uma rarefação-1 de I para o estado T (extensão-1 do ponto M) seguida de

um hoque de T para M , om σ(T ;M) = λ1(T ). A omposta-2 é formada por

uma onda de rarefação-2 de M para G∗ ou de M para W∗, seguida de um hoque

de G∗ para O ou de W∗ para O, om σ(G∗;O) = λ2(G∗) ou σ(W∗;O) = λ2(W∗),

respetivamente.

(iii) Se I ∈ [I1, B) ou I ∈ (B, I2], então a sequênia de ondas que ompõe a solução

do problema de Riemann é onstituída por uma omposta-1 de I para M , onde
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M é um estado sobre o segmento [G∗, B
G
∗ ) se I ∈ [I1, B) ou sobre [W∗, B

W
∗ ) se

I ∈ (B, I2], seguida de um hoque de M para O. A omposta-1 é formada por

uma rarefação-1 de I para o estado T (extensão-1 do estado M) seguida de um

hoque de T para M , om σ(T ;M) = λ1(T ).

(iv) Se I = B, então a solução do problema de Riemann é dada por uma rarefação-1

de B para o estado B∗, seguida de um hoque de B∗ para O.

(v) Se I = W , ou seja, se o estado iniial à esquerda orresponder a apenas água,

então a solução é dada pela própria solução da equação de Bukley-Leverett om

a função de �uxo do óleo fo (ou da água fw) restrita ao lado [W,O] do triângulo de

saturações. Portanto, a sequênia de ondas que ompõe a solução do problema de

Riemann é dada por uma omposta-2 de W para O. Esta omposta-2 é formada

de uma rarefação-2 de W para W∗ seguida de um hoque de W∗ para O, om

σ(W∗;O) = λ2(W∗).

O

G
*

W
*

B
*

W

B
*

G

B
*

III WBI
1

I
2

IG

M T M

M

T T

T
T

Figura 2.3: Representação das diversas possibilidades para a solução do problema de

Riemann para P = O, de aordo om a loalização do estado de injeção I ao longo do

lado [G,W ]. As urvas [G,B∗] e [B∗,W ] (pontilhadas) são extensões-1 dos segmentos

[G,BG
∗ ] e [W,BW

∗ ] da urva de Hugoniot por O, araterístias em [G,B∗] e [B∗,W ],

respetivamente.

Obs. 2.1 Note que no item (iv) em que onsideramos I = B temos omo onsequênia

da Regra do Choque Triplo que a sequênia de ondas que ompõe a solução do problema

de Riemann pode ser desrita de três maneiras distintas no espaço de estados, são elas:
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(a) Rarefação-1 de B para o estado B∗, seguida de um hoque de B∗ para BG
∗ , om

σ(B∗;B
G
∗ ) = σ(BG

∗ ;O) = λ1(B∗).

(b) Solução da equação de Bukley-Leverett ao longo do segmento [O,B] orrespon-

dendo a apenas uma onda de rarefação-1 de B para B∗ seguida de um hoque de

B∗ para O, om σ(B∗;O) = λ1(B∗).

() Rarefação-1 de B para o estado B∗, seguida de um hoque de B∗ para BW
∗ , om

σ(B∗;B
W
∗ ) = σ(BW

∗ ;O) = λ1(B∗).

Observe que nos três asos aima a veloidade do hoque que atinge O é a mesma,

assim omo a veloidade �nal no segmento de rarefação, o que arateriza a mesma

solução no espaço físio-xt.

Isto onlui a desrição de uma solução do problema de Riemann para o aso em

que U+ = P = O. A uniidade é provada em (AZEVEDO et al, 2013).

Passemos então a desrever uma solução do problema de Riemann perturbando

P para o interior do quadrilátero OEUD do triângulo de saturações da Fig. 1.1. Inii-

aremos onsiderando P numa vizinhança su�ientemente pequena de O e em seguida

o desloaremos mais até que haja uma mudança na estrutura da sequênia de ondas

que ompõe a solução do problema de Riemann. Quando detetarmos esta mudança

estaremos ruzando a fronteira desta vizinhança iniial de O.

2.3 Estado de Produção P numa Vizinhança R1 de O.

Notação: Vamos esrever P ≈ O para indiar que P é um estado su�ientemente

próximo do vértie O.

Para failitar a desrição e a própria ompreensão iniiaremos onsiderando P no

segmento de reta (O,U), pois neste aso temos as expressões que de�nem as urvas de

Hugoniot de forma explíita, omo vimos na Proposição 1.1 da Seção 1.3.

2.3.1 Estado P sobre o Segmento de Reta (O,U).

Fixado um estado de produção P sobre o segmento (O,U) do segmento de reta

[O,B], om P su�ientemente próximo de O, queremos determinar estados espeiais

ao longo do lado [G,W ] que de�nam segmentos disjuntos para estados de injeção I,



25

nos quais as respetivas onstruções da solução do problema de Riemann oorram de

maneira difereniada.

Para determinarmos uma solução do problema de Riemann (1.10) - (1.11) om

U+ = P ≈ O e U− = I ∈ [G,W ] de uma maneira lássia, isto é, usando uma

onda da família-1 seguida de uma onda da família-2 onetando U− = I a U+ = P ,

separados por apenas um estado intermediário onstante M (omo no aso P = O),

primeiramente prouramos desrever segmentos da urva de onda-2 reversa por P ,

W 2
−(P ), e a partir deles, as urvas de onda-1 reversas por M , W 1

−(M), om M va-

riando em ada segmento de W 2
−(P ) onsiderado. Após veri�ar a admissibilidade

das desontinuidades e a ondição de ompatibilidade geométria das veloidades, aso

W 1
−(M) ubra univoamente todo o segmento [W,G], uma solução do problema de

Riemann será desrita por uma sequênia de uma onda-1 a partir do estado de injeção

I para um estado M , seguida por uma onda-2 de M para o estado de produção P , om

M ∈ W 1
+(I) ∩W 2

−(P ), exatamente omo no aso P = O.

Os elementos neessários para a desrição de tal solução serão dados a partir

de uma sequênia de a�rmações, ulminando no resultado prinipal da subseção, que

fornee esta solução para estados de injeção representando ada intervalo disjunto no

lado [G,W ].

Obs. 2.2 Relembramos que a urva de Hugoniot por P , om P ∈ (O,B), foi obtida

expliitamente na Proposição 1.1 e pode ser parametrizada pelas expressões (1.28) ou

(1.31) de aordo om a onveniênia do momento em que estiver sendo utilizada. Neste

aso em que P ≈ O, a urva de Hugoniot está exibida na Fig. 2.4.

A�rmação 2.1 Fixado U+ = P ≈ O, om P no segmento (O,U), existem dois

segmentos em HN (P ), indiados por [A1, A3] e [A2, A4] na Fig. 2.4, tais que se

M ∈ (A1, A3) ou M ∈ (A2, A4), então a desontinuidade de M para P é um hoque-2

de Lax.

Justi�ativa. A justi�ativa será feita om base nas Figs. 2.4 e 2.5. Como podemos

observar na Fig. 2.4, a urva de Hugoniot por P onsiste de dois ramos de hipérbole,

um loal que não é relevante para nosso problema e outro não loal, ontendo os pontos

G1, A1, A3, A4, A2 e W1, além do ramo loal onsistindo do segmento de reta [O,B]

que também ontém o ponto A4. Os pontos A∗
1, A

∗
2, A

∗
3 e A

∗
4 da Fig. 2.4 serão de�nidos

mais adiante.
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Figura 2.4: Curva de Hugoniot por P ∈ (O,U) e segmentos de retas de bifuração

[G,D] e [E,W ].

Considere os grá�os das veloidades araterístias λ1(M) e λ2(M), e da veloi-

dade de hoque σ(M ;P ) mostrados na Fig. 2.5(a), om M variando ao longo do ramo

não loal HN(P ) da Fig. 2.4. Nessa mesma Fig. 2.5(a) onsidere as retas horizontais

de altura λ1(P ) e λ2(P ). Observando estes grá�os, vemos a existênia dos estados

A1, A2, A3 e A4 ao longo de HN(P ) de�nindo os dois segmentos (A1, A3) e (A2, A4)

da Fig. 2.4 tais que as desigualdades em (A.14), que de�nem um hoque-2 de Lax, são

satisfeitas, sendo que os estados A3 e A4 são melhor visualizados na Fig. 2.5(b) onde

é feita uma ampliação de parte da Fig. 2.5(a).

Na Fig. 2.5 está ilustrado o Teorema de Bethe-Wendro� para os estados A1, A2

e A3 em que a veloidade de hoque é extremal (máximo loal em A1 e A2, e mínimo

loal em A3 om σ(A1;P ) = λ2(A1), σ(A2;P ) = λ2(A2), σ(A3;P ) = λ1(A3)). Ainda

na Fig. 2.5 vemos o estado A4, que não satisfaz o Teorema de Bethe-Wendro�, mas é

tal que σ(A4;P ) = λ1(A4). Na realidade A4 é a interseção do ramo loal [O,B] om o

ramo não loal de H(P ), isto é, A4 é um ponto de 1-bifuração seundária de H(P ),

omo será visto na A�rmação 2.3.

Obs. 2.3 Note na Fig. 2.4 que o estado A1 loaliza-se no triângulo △GUE e que o

estado A2 loaliza-se no triângulo △WDU.

Obs. 2.4 Comparando om o aso P = O temos a seguinte orrespondênia de estados

da Fig. 2.4 om estados da Fig. 2.1(a): G1 ↔ G, A1 ↔ G∗, A∗
1 ↔ BG

∗ , A3 ↔ O,
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Figura 2.5: (a)Grá�os de λ1(M), λ2(M) e σ(M ;P ) om M ao longo do ramo não

loal HN (P ) da Fig. 2.4 mostrando a existênia dos estados A1 e A2. Retas horizon-

tais de altura λ1(P ), λ2(P ). (b)Ampliação da região retangular destaada em 2.5(a),

mostrando a existênia dos estados A3 e A4.

A4 ↔ O, A∗
2 ↔ BW

∗ , A2 ↔ W∗, W1 ↔ W e T ∗ ↔ B∗.

A�rmação 2.2 Fixado U+ = P ≈ O, om P ∈ (O,U), então os hoques de M para

P , om M nos segmentos [A1, A3] e [A2, A4] de H(P ) na Fig. 2.4 de�nidos na A�rma-

ção 2.1 são admissíveis segundo a ondição de entropia de visosidade om matriz de

visosidade sendo a identidade.

Para veri�ar numeriamente a validade da A�rmação 2.2, via o programa �PAK-

MAN�, proedemos da seguinte maneira. Restrigimos nossa atenção para M nos seg-

mentos [A1, A3] e [A2, A4], e analisamos numeriamente e exaustivamente os planos de

fases do sistema de EDO's (A.18), om B(U) ≡ I, veri�ando a existênia de órbitas

onetando U− a U+.

Vamos agora onsiderar o ramo da urva de Hugoniot por P que oinide om o

segmento [O,B].

A�rmação 2.3 Fixado U+ = P ≈ O, om P ∈ (O,U), então existem os pontos, ao

longo de (O,B), denotados por A4 e T ∗
na Fig. 2.4, tais que σ(A4;P ) = λ1(A4) e

σ(T ∗;P ) = λ1(T
∗). Além disto se M ∈ [B, T ∗) então a desontinuidade de M para P

é um hoque-2 de Lax, enquanto se M ∈ (T ∗, A4) então a desontinuidade de M para

P é um hoque superompressivo. Por último, temos que A4 é o ponto de 1-bifuração

seundária de H(P ).
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Justi�ativa. Considere os grá�os da veloidade de hoque σ(M ;P ) e das veloida-

des araterístias λ1(M) e λ2(M), omM variando em [O,B], exibidos na Fig. 2.6(a).

Observando estes grá�os, �a laro a existênia dos pontos A4 e T ∗
, orrespondentes

aos estados onde as interseções dos grá�os de σ e de λ1 oorrem, de tal forma que

as desigualdades em (A.14) e (A.16) que de�nem os tipos dos segmentos de hoque

são válidas. Além disto temos que σ(A4;P ) = λ1(A4), mas A4 não é um ponto de

araterizado pelo Teorema de Bethe-Wendro�, o que on�rma que A4 é o ponto de

bifuração seundária-1 de H(P ).
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Figura 2.6: (a)Grá�os de λ1(M), λ2(M) e σ(M ;P ) om M ao longo do segmento

[O,B], ilustrando a existênia dos estados A4 e T ∗
tais que σ(A4;P ) = λ1(A4) e

σ(T ∗;P ) = λ1(T
∗). (b) Veloidade de hoque σ(M ;P ), om M variando ao longo de

HN(P ) e a reta de altura λ1(T
∗) ilustrando os estados A∗

3, A1, A
∗
1, A3, A4, A

∗
2, A2 e

A∗
4.

Note que o ponto T ∗
dado na A�rmação 2.3 satisfaz o Teorema de Bethe-Wendro�.

Este ponto T ∗
tem papel de destaque na onstrução da solução do problema de Rie-

mann, análogo ao papel de B∗ no aso P = O.

A�rmação 2.4 Seja U+ = P ≈ O, om P ∈ (O,U), omo nas a�rmações anteriores.

Os hoques-2 de M para P om M ∈ [B, T ∗) não satisfazem a ondição de entropia

de visosidade (om matriz de visosidade sendo a identidade), enquanto os hoques

superompressivos de M para P om M ∈ [T ∗, A4) a satisfazem.

Como na A�rmação 2.2, a veri�ação da ondição de entropia de visosidade foi

realizada através da análise numéria dos planos de fase.
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A a�rmação a seguir relaiona estados do ramo loal [O,B] de H(P ) om estados

no ramo não loal HN(P ) da Fig. 2.4.

A�rmação 2.5 Seja U+ = P ≈ O, om P ∈ (O,U). Seja T ∗
o ponto de H(P ) ao

longo de [O,B] de�nido na A�rmação 2.3. Existem quatro pontos sobre o ramo não

loal HN(P ), denotados por A∗
1, A

∗
2, A

∗
3 e A∗

4 na Fig. 2.4, tais que σ(A∗
i ;P ) = λ1(T

∗) =

σ(T ∗;P ), i = 1, 2, 3, 4.

Justi�ativa. Na Fig. 2.6(b) estão mostrados o grá�o da veloidade de hoque

σ(M ;P ), om M variando ao longo do ramo não loal, HN (P ) da Fig. 2.4, e a reta

horizontal de altura λ1(T
∗). Observe que o grá�o da veloidade de hoque σ(M ;P )

tem quatro pontos de interseção om a reta de altura λ1(T
∗). Estas quatro interseções

de�nem os quatro pontos A∗
i ∈ HN(P ) tais que σ(A∗

i ;P ) = λ1(T
∗), i = 1, 2, 3, 4.

A�rmação 2.6 Sejam P , T ∗
e A∗

i , i = 1, 2, 3, 4 omo na A�rmação 2.5. Então os

estados A∗
1 e A∗

2 estão nos segmentos de hoques admissíveis [A1, A3] e [A2, A4] da

Fig. 2.4, respetivamente, enquanto que A∗
3 e A∗

4 estão loalizados em segmentos de

desontinuidades não admissíveis.

Justi�ativa. Ainda onsiderando a Fig. 2.6(b) e omparando om a Fig. 2.5(a),

podemos observar que A∗
1 e A∗

2 estão nos segmentos de hoques admissíveis [A1, A3]

e [A2, A4], respetivamente, enquanto que A∗
3 e A∗

4 estão loalizados em segmentos de

desontinuidades não admissíveis.

Obs. 2.5 Com relação à Fig. 1.1 (ou à Fig. 2.4) os estados A1 e A∗
1 estão loalizados

no triângulo △GUE, enquanto os estados A2 e A∗
2, estão loalizados no triângulo

△WDU.

Consequênia 2.1 Sejam P , T ∗
e A∗

i , i = 1, 2, 3, 4 omo nas A�rmações 2.5 e 2.6.

Então A∗
i está na urva de Hugoniot por T ∗

e vale a adeia de igualdades:

σ(T ∗;A∗
i ) = λ1(T

∗) = σ(A∗
i ;P ) = σ(T ∗;P ), i = 1, · · · , 4. (2.1)

Justi�ativa. Das A�rmações 2.3 e 2.5 temos que σ(T ∗;P ) = λ1(T
∗) e σ(A∗

i ;P ) =

λ1(T
∗), respetivamente. Assim basta apliar a regra do hoque triplo (Teorema A.25)

para obtermos que A∗
i ∈ H(T ∗) e que σ(T ∗;A∗

i ) = λ1(T
∗), i = 1, · · · , 4.

Obs. 2.6 Note que P é extensão-1 do ponto T ∗
, araterístia em T ∗

, pois T ∗ ∈ H(P )

e σ(T ∗;P ) = λ1(T
∗). Além disto, da Consequênia 2.1, os pontos A∗

i , i = 1, · · · , 4,
são extensões-1 do ponto T ∗

, também araterístias em T ∗
.
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Embora os estados A∗
1 e A∗

2 estejam em segmentos de hoques admissíveis, eles

estão relaionados om a perda da ompatibilidade geométria de veloidades, devido

a satisfazerem a adeia de igualdades (2.1), onforme mostraremos na A�rmação 2.7

mais adiante. Já os estados A∗
3 e A∗

4 por não pertenerem a segmentos de hoques

admissíveis não tem relevânia na onstrução da solução do problema de Riemann.

Na Fig. 2.7(a) vemos que os estados A1 e A2 estão também loalizados �abaixo� da

urva de in�exão-2. Portanto, de aordo om o per�l das urvas integrais-2 exibidas na

Fig. 1.3(a) é possível ontinuar a partir do estado A1 om uma rarefação-2 reversa até

o vértie G e a partir do estado A2 também om uma rarefação-2 reversa até o vértie

W . Disto onluímos que os segmentos de rarefação-2 [G,A1] e [W,A2] também fazem

parte da urva de onda reversa W 2
−(P ). Portanto, fazendo a união om os segmentos

de hoque admissíveis [A1, A3] e [A2, A4] temos que a urva de onda reversa W 2
−(P )

ontém os segmentos [G,A3] e [W,A4] omo mostrado na Fig. 2.7(a).
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Figura 2.7: (a)Partes de W 2
−(P ) dadas por [G,A3] e [W,A4] (linha ontínua mais

grossa), onjunto de in�exão-2 (pontilhado) e segmentos de reta de bifuração seun-

dária [G,O], [O,B] e [E,W ]. (b)Partes de W 2
−(P ) dadas por [G,A3] e [W,A4](linha

ontínua mais grossa), sua extensão-1 (linha ontínua �na) araterístia na própria

extensão e onjunto de in�exão-1 (linha pontilhada).

Para tratarmos da ompatibilidade geométria entre veloidades vamos onside-

rar o onjunto de extensão-1 dos segmentos [G,A3] e [W,A4], que seja araterístio

na própria extensão. Este onjunto foi obtido numeriamente om o auxílio do pro-

grama �RPN� e está mostrado na Fig. 2.7(b). Frisamos que os hoques que de�nem
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esta extensão-1 orrespondem a desontinuidades de um estado T (à esquerda) para

um estado M (à direita), om M nos segmentos (G,A3] ou (W,A4] tais que estas des-

ontinuidades orrespondem a hoques admissíveis segundo a ondição de entropia de

visosidade om matriz identidade. Para ser mais espeí�o, os estados T estão sobre

ramos loais das urvas de Hugoniot por M e são limites de hoques-1 de Lax de T

para M
(

om σ(T ;M) = λ1(T )
)

.

Registramos aqui também que há outros estados no onjunto de extensão-1 de

(G,A3] ∪ (W,A4], araterístios na própria extensão, mas que não serão utilizados na

onstrução das soluções dos problemas de Riemann que apresentaremos.

Também devemos salientar que, onforme mostrado na Fig. 2.7(b), os segmen-

tos [G, T ∗] e [T ∗,W ] do onjunto de extensão-1 onsiderado loalizam-se �abaixo� da

urva de in�exão-1. Logo, de aordo om o per�l das urvas integrais-1 mostrado na

Fig. 1.2(a) é possível onetar um estado de injeção I no lado [G,W ] a um estado T ,

nesta extensão-1, por uma urva de rarefação-1.

Uma vez disutido este onjunto de extensão-1, passemos a analisar a questão

da ompatibilidade geométria das veloidades nas possíveis sequênias de ondas que

poderão ompor as soluções dos problemas de Riemann.

A�rmação 2.7 (Compatibilidade de veloidades de hoque/hoque) Seja

U+ = P ≈ O, om P ∈ (O,U). Considere M ao longo dos segmentos [A1, A3] e

[A2, A4] orrespondentes a hoques admissíveis em HN (P ) onforme A�rmação 2.2 e

T ≡ T (M) a sua extensão-1, tal que σ(T (M);M) = λ1(M), mostrada na Fig. 2.7(b).

Sejam A∗
1 ∈ [A1, A3] e A∗

2 ∈ [A2, A4] tais que σ(T ∗;A∗
1) = σ(T ∗;A∗

2) = λ1(T
∗) omo na

Consequênia 2.1. Então σ(T (M);M) ≤ σ(M ;P ), isto é, o hoque de T (M) para M

possui veloidade ompatível om a veloidade do hoque de M para P na solução do

problema de Riemann, om estado à esquerda U− = T (M) e estado à direita U+ = P ,

se e somente se M ∈ [A1, A
∗
1] ou M ∈ [A2, A

∗
2] .

Justi�ativa. Considere M variando em [A1, A3]. Exibindo na Fig. 2.8(a) os grá�os

de σ(T (M);M) e σ(M ;P ), om M variando ao longo dos segmentos de hoque [A1, A3]

e [A2, A4], vemos que σ(T (M);M) ≤ σ(M ;P ) para M ∈ [A1, A
∗
1]. De maneira análoga,

observando a Fig. 2.8(b), vemos a mesma desigualdade para M variando em [A2, A
∗
2].

Por outro lado σ(T (M);M) > σ(M ;P ) para M ao longo de (A∗
1, A3] ou de (A∗

2, A4].
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Figura 2.8: Grá�os das veloidades de hoque σ(T (M);M) ≡ λ1(T (M)) e σ(M ;P ).

(a) M variando em [A1, A3]. (b) M variando em [A2, A4].

Tratemos agora da ompatibilidade da veloidade de um hoque om a veloidade

de iníio de uma onda de rarefação-2. O signi�ado de �veloidade de iníio de uma

onda de rarefação� está expliado na Seção A.5, pg 65.

A�rmação 2.8 (Compatibilidade de veloidades de hoque/rarefação) Seja

U+ = P ≈ O, om P ∈ (O,U). Considere a extensão-1 dos segmentos [G,A1] e

[W,A2] de W2
−(P ). Seja M ∈ [G,A1] ou M ∈ [W,A2] e T ≡ T (M) a sua extensão-1

araterístia em T (M). Então σ(T (M);M) < λ2(M), ou seja, o hoque de T ≡ T (M)

para M possui veloidade ompatível om a veloidade de iníio da onda de rarefação-2

que parte de M , para formar uma onda omposta-2 onetando M a P .
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Figura 2.9: Grá�os da veloidade de hoque σ(T (M);M) ≡ λ1(T (M)) e da veloidade

araterístia λ2(M). (a) M variando em [G,A1]. (b) M variando em [W,A2].

Justi�ativa. Considere M ∈ [G,A1]. Exibindo na Fig. 2.9(a) os grá�os da veloi-
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dade de hoque σ(T (M);M) = λ1(T (M)) e da veloidade araterístia λ2(M), vemos

que σ(T (M);M) ≤ λ2(M), para M ∈ [G,A1]. Para M ∈ [W,A2] obtemos a mesma

desigualdade observando a Fig. 2.9(b).

Conluída a sequênia de a�rmações preparatórias temos então o resultado prini-

pal desta subseção, que desreve soluções dos problemas de Riemann para P ∈ (O,U),

P ≈ O.

Resultado 2.1 Fixado um estado de produção P su�ientemente próximo de O, om

P no segmento (O,U), e variando o estado de injeção I ao longo do lado [G,W ], então

uma solução do problema de Riemann (1.10)-(1.11) om U− = I e U+ = P onsiste

generiamente de uma sequênia de uma onda (omposta) da família-1 de I para um

estado intermediário onstante M , seguida de uma onda da família-2 (omposta ou

hoque) de M para P .
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Figura 2.10: Representação das diversas possibilidades para a solução do problema de

Riemann para P ∈ (O,U), de aordo om a loalização do estado de injeção I ao longo

do lado [G,W ].

Justi�ativa. Aompanhe na Fig. 2.10. Considere as partes da urva de onda reversa

W 2
−(P ) denotadas por [G,A1]∪ [A1, A

∗
1] e [W,A2]∪ [A2, A

∗
2]. Considere ainda as urvas

de onda reversas W 1
−(A1), W

1
−(T

∗) e W 1
−(A2). A interseção destas urvas om o lado

[W,G] de�nem os estados I1, I
∗
e I2 representados na Fig. 2.10, respetivamente, sendo

que pelo fato de T ∗
pertener ao segmento de reta [O,B] o estado I∗ oinide om B.
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Com esta divisão do lado [G,W ] nos segmentos [G, I1), [I1, I
∗), (I∗, I2] e (I2,W ]

temos ondições de exibir soluções do problema de Riemann para P �xo e I variando

em [G,W ], omo a seguir:

(i) Se I = G, ou seja, se o estado iniial à esquerda orresponder a apenas gás, então

uma solução do problema de Riemann é dada por uma onda omposta-2, a qual

é onstituída por uma rarefação-2 de G para A1, seguida de um hoque de A1

para P , om σ(A1;P ) = λ2(A1).

(ii) Se I ∈ (G, I1) ou I ∈ (I2,W ), então uma sequênia de ondas que ompõe a orres-

pondente solução do problema de Riemann é onstituída por uma omposta-1 de

I para M , onde M é um estado sobre os segmentos (G,A1) ou (A2,W ), respeti-

vamente, seguida de uma omposta-2 de M para P . A omposta-1 é formada por

uma rarefação-1 de I para T
(

extensão-1 do ponto M na urva W 2
−(P )

)

seguida

de um hoque de T para M , om σ(T ;M) = λ1(T ). Em ada aso a omposta-2

é formada por uma rarefação de M para Ai, seguida de um hoque de Ai para

P , om σ(Ai;P ) = λ2(Ai), i = 1, 2.

(iii) Se I ∈ [I1, I
∗) ou I ∈ (I∗, I2], então uma sequênia de ondas que ompõe a or-

respondente solução do problema de Riemann é onstituída por uma omposta-1

de I para M , onde M é um estado no segmento [A1, A
∗
1) se I ∈ [I1, I

∗) ou no seg-

mento [A∗
2, A2] se I ∈ (I∗, I2], seguida de um hoque de M para P . A omposta-1

é formada por uma rarefação-1 de I para T
(

extensão-1 do ponto M na urva

W 2
−(P )

)

seguida de um hoque de T para M , om σ(T ;M) = λ1(T ).

(iv) Se I = I∗ ≡ B, então uma solução para o orrespondente problema de Riemann

é onstituída por uma rarefação-1 do estado I∗ para o estado T ∗
, seguida de um

hoque de T ∗
para P .

(v) Se I = W , ou seja, se o estado iniial à esquerda orresponder a apenas água,

então a solução do problema de Riemann é dada por uma onda omposta-2, a

qual é onstituída por uma rarefação-2 de W para A2 , seguida de um hoque de

A2 para P , om σ(A2;P ) = λ2(A2).
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Obs. 2.7 Note que, assim omo na Obs. 2.1 do aso P = O, no item (iv) da justi�a-

tiva do Resultado 2.1, também temos aparentemente três possibilidades de sequênias

de ondas no espaço de estados. Porém estas três sequênias de ondas representam a

mesma solução no espaço físio−xt, uma vez que todos os hoques têm veloidades

oinidindo om λ1(T
∗). São estas as três possibilidades:

(a) rarefação-1 de I∗ para T ∗
seguida de um hoque de T ∗

para A∗
1 (om σ(T ∗;A∗

1) =

λ1(T
∗), formando a omposta-1), seguida de um hoque de A∗

1 para P , om

σ(A∗
1;P ) = σ(T ∗;A∗

1) = λ1(T
∗);

(b) solução de Bukley-Leverett ao longo do segmento [O,B] onsistindo de uma

rarefação-1 de I∗ para T ∗
seguida de um hoque de T ∗

para P , om σ(T ∗;P ) =

λ1(T
∗);

() rarefação-1 de I∗ para T ∗
seguida de um hoque de T ∗

para A∗
2 (om σ(T ∗;A∗

2) =

λ1(T
∗), formando a omposta-1), seguida de um hoque de A∗

2 para P , om

σ(A∗
2;P ) = σ(T ∗;A∗

2) = λ1(T
∗).

Isto onlui a desrição de uma solução para o estado de produção P numa

vizinhança de O sobre o segmento (O,U). Observamos que se �zermos P tender ao

estado O então obteremos a mesma solução obtida em (AZEVEDO et al, 2010) para

P = O, a qual está reapitulada na Seção 2.2, em que os estados A1, A
∗
1, T

∗
, A∗

2 e A2

da Fig. 2.10 podem ser obtidos omo perturbações dos estados G∗, B
G
∗ , B∗, B

W
∗ e W∗

da Fig. 2.3, respetivamente.

Passemos agora a perturbar o estado de produção P para fora do segmento (O,U).

2.3.2 Estado P fora do Segmento de Reta (O,U).

Neste aso perturbamos o estado de produção P onsiderado na Subseção 2.3.1

para o interior do triângulo △OEU . Depois determinamos numeriamente através do

programa �RPN� a urva de Hugoniot H(P ), a qual está mostrada na Fig. 2.11. Como

observa-se na Fig. 2.11, H(P ) é formada por dois ramos loais, um que não é relevante

para o nosso problema e o outro ontendo os pontos G1, A1, P e O1, além de um

ramo não loal ontendo os pontos B1, A4, A2 e W1. Note que os onjuntos de pontos

{G1, A1, P, O1} e {B1, T
∗, A4, A2,W1} da Fig. 2.11 são as perturbações dos onjuntos

{G1, A1, P, O} e {B, T ∗, A4, A2,W1} da Fig. 2.4, respetivamente. Para o ponto P aqui

onsiderado, o ponto A3 da Fig. 2.4 passa a oinidir om o ponto P na Fig. 2.11, no

sentido que todo o segmento (A1, P ) orresponde a um hoque-2 de Lax.
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Figura 2.11: Curva de Hugoniot por um estado P ≈ O, om P ∈ △OEU e segmentos

de retas [G,D] e [E,W ].

A sequênia de a�rmações através da qual de�nimos os elementos neessários para

a desrição da solução, será a mesma do aso para P ∈ (O,U), também ulminando

no próprio resultado que fornee a solução para estados de injeção representando ada

intervalo disjunto no lado [G,W ]. As justi�ativas aqui serão todas numérias, uma vez

que não temos mais a expressão explíita da urva de Hugoniot omo na Proposição 1.1.

No entanto todos os resultados podem ser failmente vistos omo perturbações do aso

P ∈ (O,U), om P próximo de O.

A�rmação 2.9 Fixado U+ = P ≈ O, om P ∈ △OEU, existem dois segmentos em

HN(P ), denotados por [A2, A4] e [T ∗, B1] na Fig. 2.11, tais que se M ∈ (A2, A4) ou

M ∈ (T ∗, B1), então a desontinuidade de M para P é um hoque-2 de Lax. Além disto

se M ∈ (A4, T
∗) então a desontinuidade de M para P é um hoque superompressivo.

Justi�ativa. A justi�ativa é análoga às justi�ativas das A�rmações 2.1 e 2.3 e

baseia-se nas Figs. 2.11 e 2.12(a).

A�rmação 2.10 Considere o ramo loal [G1, O1] de H(P ) na Fig. 2.11. Existe um

segmento, denotado por [A1, P ], neste ramo loal [G1, O1] tal que se M ∈ (A1, P ), então

a desontinuidade de M para P é um hoque-2 de Lax.

Justi�ativa. A justi�ativa também é análoga às justi�ativas das A�rmações 2.1 e

2.3 e baseia-se nas Figs. 2.11 e 2.12(b).
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Figura 2.12: Grá�os de λ1(M), λ2(M) e σ(M ;P ). Retas de alturas λ1(P ) e λ2(P ).

(a) M variando ao longo do ramo não loal HN(P ) da Fig. 2.11 ilustrando a existênia

dos estados A2, A4 e T ∗
na A�rmação 2.9. (b) M variando ao longo do ramo loal

[O1, G1] de H(P ) ilustrando a existênia do estado A1 na A�rmação 2.10.

Obs. 2.8 Note nas Figs. 2.12(a) e 2.12(b) que temos as igualdades

σ(A2;P ) = λ2(A2), σ(A4;P ) = λ1(A4),

σ(T ∗;P ) = λ1(T
∗), σ(A1;P ) = λ2(A1),

ilustrando o Teorema de Bethe-Wendro�.

A�rmação 2.11 Fixado U+ = P ≈ O, om P ∈ △OEU, então os hoques de M para

P om M ∈ [A1, P ], M ∈ [A2, A4] e M ∈ [A4, T
∗], de�nidos nas A�rmações 2.9 e

2.10, satisfazem a ondição de entropia de visosidade om matriz de visosidade sendo

a identidade, enquanto os hoques de M para P om M ∈ (T ∗, B1] não a satisfazem.

A validade desta A�rmação também é veri�ada numeriamente omo no aso

da A�rmação 2.2.

A�rmação 2.12 Sejam P e T ∗
omo nas A�rmações 2.9 e 2.11. Existem dois pontos

denotados por A∗
1 e A

∗
3 sobre [G1, O1] e dois pontos denotados por A∗

2 e A
∗
4 sobre HN (P )

na Fig. 2.11 tais que σ(A∗
i , P ) = λ1(T

∗), i = 1, 2, 3, 4.

Justi�ativa. A justi�ativa é análoga à da A�rmação 2.5 e baseia-se nas Figs. 2.13(a)

e 2.13(b) bastando omparar os grá�os da veloidade de hoque nestes ramos de H(P )

om a reta de altura λ1(T
∗).
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Figura 2.13: Grá�o de σ(M ;P ) e a reta de altura λ1(T
∗). (a) M variando ao longo

do ramo não loal HN (P ) da Fig. 2.11 mostrando a existênia dos pontos A∗
2, A

∗
4 e T

∗
.

(b) M ao longo do ramo loal [O1, G1] de H(P ) da Fig. 2.11 mostrando a existênia

dos pontos A∗
1 e A∗

3.

A�rmação 2.13 Sejam P , T ∗
e A∗

i , i = 1, 2, 3, 4 omo na A�rmação 2.12. Então

os estados A∗
1 e A∗

2 estão nos segmentos de hoques admissíveis [A1, P ] e [A2, A4] da

Fig. 2.11, respetivamente, enquanto que A∗
3 e A∗

4 estão loalizados em segmentos de

desontinuidades não admissíveis.

Justi�ativa. Justi�ativa análoga à da A�rmação 2.6 e baseia-se nas Figs. 2.12 e

2.13.

Obs. 2.9 Com relação às Figs. 1.1 e 2.11 os estados A1 e A∗
1 estão loalizados no

triângulo △GUE, enquanto os estados A2 e A∗
2 estão loalizados no triângulo △WUD.

Consequênia 2.2 Sejam P , T ∗
e A∗

i , i = 1, 2, 3, 4, omo nas A�rmações 2.12 e 2.13.

Então A∗
i ∈ H(T ∗) e vale a adeia de igualdades:

σ(T ∗;A∗
i ) = λ1(T

∗) = σ(A∗
i ;P ) = σ(T ∗;P ), i = 1, · · · , 4. (2.2)

Justi�ativa. Da Obs. 2.8 e da A�rmação 2.12 temos que σ(T ∗;P ) = λ1(T
∗) e

σ(A∗
i ;P ) = λ1(T

∗), respetivamente. Assim basta apliar a regra do hoque triplo

para obtermos a adeia de igualdades em (2.2).

Obs. 2.10 Note que T ∗
é extensão-1 tanto do ponto P omo dos pontos A∗

i , i =

1, · · · , 4, araterístia em T ∗
.
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As observações sobre a loalização dos estados A1 e A2, bem omo de A∗
i , i =

1, 2, 3, 4, a seguir são pratiamente as mesmas para o aso P ∈ (O,U). Apenas as

reapitularemos para failitar a leitura.

Embora os estados A∗
1 e A

∗
2 estejam em segmentos de hoques admissíveis, devido

a satisfazerem a adeia de igualdades (2.2) eles estão relaionados om a perda da

ompatibilidade geométria de veloidades onforme mostraremos na A�rmação 2.14

mais adiante. Já os estados A∗
3 e A∗

4 por não pertenerem à segmentos de hoques

admissíveis não tem relevânia na onstrução da solução do problema de Riemann.

Na Fig. 2.14(a) vemos que os estados A1 e A2 estão também loalizados �abaixo�

da urva de in�exão-2. Portanto, de aordo om o per�l das urvas integrais-2 exibidas

na Fig. 1.3(a) é possível ontinuar a partir do estado A1 om uma rarefação-2 reversa

até o vértie G e a partir do estado A2 também om uma rarefação-2 reversa até o

vértie W . Disto onluímos que os segmentos de rarefação-2 [G,A1] e [W,A2] também

fazem parte da urva de onda reversa W 2
−(P ). Portanto, fazendo a união om os

segmentos de hoque admissíveis [A1, P ] e [A2, A4] temos que a urva de onda reversa

W 2
−(P ) ontém os segmentos [G,P ] e [W,A4] omo mostrado na Fig. 2.14(a).
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Figura 2.14: (a) Partes de W 2
−(P ) dadas por [G,P ] e [W,A4] (linha ontínua mais

grossa); onjunto de in�exão-2 (pontilhado) e segmentos de reta de bifuração seun-

dária [G,O], [O,B] e [E,W ]. (b) Parte de W 2
−(P ) dada por [G,P ] e [W,A4] (linha

ontínua mais grossa), sua extensão-1 (linha ontínua �na) araterístia na própria

extensão e onjunto de in�exão-1 (linha pontilhada).

Também devemos salientar, onforme mostrado na Fig. 2.14(b), que a extensão-1
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a ser onsiderada na solução loaliza-se abaixo da in�exão-1, justi�ando que é possível

onetar um estado de injeção I no lado [G,W ] a um estado T , nesta extensão-1, por

uma onda de rarefação-1.

As a�rmações a seguir que tratam da questão da ompatibilidade geométria das

veloidades são análogos às A�rmações 2.7 e 2.8 do aso anterior.

A�rmação 2.14 (Compatibilidade de veloidades de hoque/hoque) Seja

U+ = P ≈ O, om P no triângulo △OEU. Considere M variando ao longo dos

segmentos [A1, P ] e [A2, A4] orrespondentes a hoques admissíveis em H(P ) onforme

a A�rmação 2.11 e T ≡ T (M) a sua extensão-1, tal que σ(T (M);M) = λ1(M),

mostrada na Fig. 2.14(b). Sejam A∗
1 ∈ [A1, P ] e A∗

2 ∈ [A2, A4] tais que σ(T ∗;A∗
1) =

σ(T ∗;A∗
2) = λ1(T

∗) omo na Consequênia 2.2. Então σ(T (M);M) ≤ σ(M ;P ), isto

é, o hoque de T (M) para M possui veloidade ompatível om o hoque de M para P

na solução do problema de Riemann, om estado à esquerda U− = T (M) e estado à

direita U+ = P , se e somente se M ∈ [A1, A
∗
1] ou M ∈ [A2, A

∗
2].

Justi�ativa. Análoga à justi�ativa da A�rmação 2.7 fazendo a omparação entre

os grá�os de σ(T (M);M) e σ(M ;P ) om M variando ao longo dos segmentos [A1, P ]

e [A2, A4].

A�rmação 2.15 (Compatibilidade de veloidades de hoque/rarefação) Seja

U+ = P ≈ O, om P ∈ △OEU. Considere a extensão-1 dos segmentos [G,A1] e

[W,A2] de W2
−(P ). Seja M ∈ [G,A1] ou M ∈ [W,A2] e T ≡ T (M) a sua extensão-1

araterístia em T (M). Então σ(T (M);M) < λ2(M), ou seja, o hoque de T ≡ T (M)

para M possui veloidade ompatível om a veloidade de iníio da onda de rarefação-2

que parte de M , para formar uma onda omposta-2 onetando M à P .

Justi�ativa. Análoga à justi�ativa da A�rmação 2.8.

Conluída a sequênia de a�rmações preparatórias temos então o resultado prini-

pal desta subseção, que desreve soluções dos problemas de Riemann para P ∈ △OEU ,

om P ≈ O.

Resultado 2.2 Fixado um estado de produção P su�ientemente próximo de O, om

P ∈ △OEU , e variando o estado de injeção I ao longo do lado [G,W ], então uma

solução do problema de Riemann (1.10)-(1.11) om U− = I e U+ = P onsiste generi-

amente de uma sequênia de uma onda (omposta) da família-1 de I para um estado

intermediário onstante M , seguida de uma onda da família-2 (omposta ou hoque)

de M para P .
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Figura 2.15: Representação das diversas possibilidades para a solução do problema de

Riemann para P ≃ O (na região RG
1 ), de aordo om a loalização do estado de injeção

I ao longo do lado [G,W ].

Justi�ativa. A justi�ativa é exatamente omo no aso em que o estado P está

sobre o segmento (O,U) e pode ser aompanhada om o auxílio da Fig. 2.15 em que

os estados I ao longo do lado [G,W ] do triângulo de saturações são subdivididos nos

asos I = G, I ∈ (G, I1) ou I ∈ (I2,W ), I ∈ [I1, I
∗) ou I ∈ (I∗, I2], I = I∗ e I = W .

Obs. 2.11 Apresentamos no Resultado 2.2 a desrição de uma solução do problema

de Riemann em que o estado à direita U+ = P foi perturbado do segmento (O,U)

para o triângulo △OEU. Para o aso de P ser perturbado para o triângulo △ODU a

desrição é análoga e não será apresentada.

Obs. 2.12 Se perturbarmos o estado P até o lado [G,O], P ainda próximo de O,

teremos exatamente a solução desrita em (BARROS, 2010) em que os estados A1,

A∗
1, T

∗
, A2 e A∗

2 daqui orrespondem, respetivamente, aos estados W P
∗ , PW

∗ , P∗, G
P
∗ ,

PG
∗ de lá. Por outro lado, perturbando P até o lado [W,O] temos a solução desrita

em (GUEDES, 2009).

Vamos agora determinar a fronteira da vizinhança do vértie O, do triângulo de

saturações da Fig. 1.1, em que a solução do problema de Riemann para um estado

de produção P nesta vizinhança tenha a mesma sequênia de ondas que este aso que

aabamos de desrever. Também por simpliidade vamos desrever os detalhes apenas

para P ∈ △OEU , uma vez que para P ∈ △OUD a desrição é análoga.
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Fronteira da vizinhança R1 do estado O.

Consideremos agora a A�rmação 2.6 (para P ∈ (O,U)) e sua análoga, a A�rma-

ção 2.13, para P no triângulo △OEU , om P ≈ O. Como vimos nas A�rmações 2.6

e 2.13 os estados A∗
1 e A∗

2 satisfazem a regra do hoque triplo om o estado T ∗
e se

loalizam no interior dos triângulos △GUE e △WDU da Fig. 1.1, respetivamente.

No aso, A∗
1 e A

∗
2 (assim omo A∗

3 e A
∗
4 ) são extensões-1, araterístias em T ∗ ∈ H(P ),

que de aordo om a regra do hoque triplo satisfazem σ(T ∗;P ) = λ1(T
∗), omo visto

nas Consequênias 2.1 e 2.2.

Ao afastar o ponto P do vértie O, interiormente ao triângulo△OEU da Fig. 1.1,

vemos que a tendênia é que o ponto A∗
1 se aproxime do segmento [E,U ] interiormente

ao triângulo △GUE e que o ponto A∗
2 se aproxime do segmento [U,W ] interiormente

ao triângulo △WDU , sendo que A∗
1 atinge [E,U ] simultaneamente quando A∗

2 atinge

[U,W ]. Algumas órbitas do sistema de EDO's (A.18) para a desontinuidade entre T ∗

e A∗
1 ( em que A∗

1 está em △GUE e A∗
2 em △WDU) estão ilustradas na Fig 2.16(a). A

partir do momento em que A∗
1 ruza o segmento [E,U ] para o interior de △OEU e A∗

2

ruza o segmento [U,W ] para o interior de △WDU a desontinuidade de T ∗
para A∗

1

deixa de ser admissível. Como mostrado na Fig. 2.16(b), o que oorre é que no momento

que A∗
1 atinge [E,U ], a órbita do sistema de EDO's (A.18) que onetava T ∗

à A∗
1 é

�quebrada� surgindo então uma órbita que oneta A∗
2 à A

∗
1 sobre o segmento [E,W ] em

adição à órbita que oneta T ∗
à A∗

2. Note que temos σ(T ∗;A∗
1) = σ(T ∗A∗

2) = σ(A∗
2;A

∗
1).

Continuando a perturbar P para longe de O na direção de [E,U), a partir deste

momento o estado A∗
1 �aria do lado oposto do segmento [E,W ] em relação ao estado

T ∗
e desontinuidade de T ∗

para A∗
1 não é mais admissível onforme ilustra a Fig. 2.17.

De�nimos então parte da fronteira da vizinhança R1 do vértie O no triângulo

△EOU , onde as onstruções dos asos anteriores são válidas, omo sendo o onjunto

dos estados de produção P tais que os estados A∗
1 e A

∗
2, dados nas A�rmações 2.6 e 2.13,

estão sobre o segmento de reta de bifuração seundária [E,W ]. Mais preisamente,

seja:

EW
1 = {T ∗ ∈ △WUB tal que ∃A∗

1 ∈ [E,U ] e ∃A∗
2 ∈ [U,W ] om T ∗ ∈ H(A∗

1) ∩H(A∗
2)

e σ(T ∗;A∗
1) = σ(T ∗;A∗

2) = λ1(T
∗)}. (2.3)

Note que os estados A∗
1 não preisam obrir todo o segmento [E,U ], apesar disto
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(a) (b)

Figura 2.16: Órbitas do sistema de EDO's (A.18). (a) Mostrando a admissibilidade

do hoque de T ∗
para A∗

1, om A∗
1 ∈ △GUE. (b) Mostrando a não admissibilidade do

hoque de T ∗
para A∗

1, om A∗
1 ∈ [E,U ].

(a) (b)

Figura 2.17: Órbitas do sistema de EDO's (A.18). (a) Mostrando a não admissibilidade

do hoque de T ∗
para A∗

1, om A∗
1 ∈ △EOU . (b) Ampliação da região retangular

ontida na Fig. 2.17(a).

oorrer neste aso, assim omo os estados A∗
2 não preisam obrir o segmento [U,W ]

por inteiro. O que oorre aqui é que EW
1 é uma extensão-1 �dupla� do segmento [E,U ]

e do segmento [U,Q], araterístia em EW
1 . Na realidade para obter este onjunto

numeriamente basta determinar a extensão-1 do segmento [E,U ] ou do segmento

[U,Q].

Uma vez de�nido o onjunto EW
1 , vamos araterizar a fronteira da região R1 no
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Figura 2.18: Extensão-1 EW
1 dos segmentos [E,U ] e [U,Q], araterístia em EW

1 e

segmentos de retas [G,D], [E,W ] e [O,B].

triângulo △OEU omo uma extensão-1 de EW
1 , araterístia em EW

1 omo a seguir:

FG
1 = {P ∈ △OEU, P /∈ [E,U) tal que ∃T ∗ ∈ EW

1 om P ∈ H(T ∗)

e σ(T ∗;P ) = λ1(T
∗)}. (2.4)

Portanto FG
1 é uma �tereira� extensão-1 de EW

1 , araterístia em EW
1 , além dos

segmentos [E,U ] e [U,W ].

Note que juntando as de�nições dos onjuntos EW
1 e FW

1 , temos a seguinte adeia

de igualdades omo onsequênia da Regra do Choque Triplo:

σ(T ∗;A∗
1) = σ(T ∗;A∗

2) = σ(T ∗;P ) = σ(A∗
1;P ) = σ(A∗

2;P )

= σ(A∗
1;A

∗
2) = λ1(T

∗), ∀P ∈ FG
1 , ∀T ∗ ∈ EW

1 . (2.5)

A parte da fronteira da vizinhança R1 que está no triângulo △OEU da Fig. 1.1,

denotada por RG
1 , é a urva de�nida por FG

1 a qual foi obtida numeriamente e está

mostrada na Fig. 2.19.

No aso, o ponto de interseção PG
1 de FG

1 om [G,O] na Fig. 2.19 é preisamente o

ponto P1 obtido em (BARROS, 2010) quando foram desritas as soluções onsiderando

apenas estados de produção P ao longo do lado [G,O].

De maneira análoga de�nimos a parte da fronteira de R1 que está no triângulo

△OUD omo a seguir.
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Figura 2.19: Vizinhaça R1 do vértie O om fronteira inferior F1 = FG
1 ∪ FW

1 .

Seja

EG
1 = {T ∗ ∈ △GUE tal que ∃A∗

1 ∈ [U,D] e ∃A∗
2 ∈ [G,U ] om T ∗ ∈ H(A∗

1) ∩H(A∗
2)

e σ(T ∗;A∗
1) = σ(T ∗;A∗

2) = λ1(T
∗)}. (2.6)

Daí de�nimos a outra parte da fronteira representada na Fig. 2.19:

FW
1 = {P ∈ △OUD,P /∈ (U,D] tal que ∃T ∗ ∈ EG

1 om P ∈ H(T ∗)

e σ(T ∗;P ) = λ1(T
∗)}. (2.7)

A fronteira da vizinhaçaR1 do vértie O, que estamos prourando é então de�nida

por

F1 = FG
1 ∪ FW

1 .

2.3.3 Estado P sobre a Fronteira F1 da Vizinhança R1 de O.

Neste aso onsideramos o estado de produção P sobre a fronteira F1 exibida na

Fig. 2.19. Como também não temos a expressão explíita da urva de Hugoniot para

estados P sobre a fronteira F1, obtemos a urva de Hugoniot por P numeriamente, a

qual está exibida na Fig. 2.20.

Todos os resultados são análogos aos resultados das Subseções 2.3.1 e 2.3.2, om

a únia diferença que neste aso espeí�o os pontos A∗
1 e A∗

2 estão sobre os segmentos

(E,U) e (U,W ) respetivamente.
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Figura 2.20: Curva de Hugoniot para um estado de produção P sobre a fronteira FG
1

e segmentos de reta de bifuração [G,D], [E,W ] e [O,B].

Assim, para efeito de aompanhamento da desrição das soluções do problema

de Riemann exibimos apenas a Fig. 2.21, sendo que as mesmas já estão desritas na

justi�ativa do Resultado 2.2.
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Figura 2.21: Representação das diversas possibilidades para a solução do problema de

Riemann para P ∈ FG
1 , de aordo om a loalização do estado de injeção I ao longo

do lado [G,W ].

Uma vez desrita as soluções dos problemas de Riemann para U+ = P na vizi-

nhança R1 do vértie O, inlusive na fronteira F1, passemos a onsiderar o estado P
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além da fronteira F1 numa região que hamaremos de R2, om fronteira �superior� F1

e fronteira �inferior� F2 a ser de�nida ao �nal.

2.4 Estado de Produção P numa Região R2.

Considere um estado de produção P no interior da região R2 do triângulo△OEU ,

limitada �superiormente� pela fronteira FG
1 de�nida em (2.4) e �inferiormente� pela

fronteira F2 que será de�nida mais adiante, após a desrição da solução para P próximo

de F1. Do mesmo modo que antes, vamos onsiderar R2 = RG
2 ∪ RW

2 em que RG
2 é a

subregião à �esquerda� do segmento [O,U ] e RW
2 à �direita� de [O,U ]. Também por

simpliidade vamos desrever as soluções do problema de Riemann apenas para P na

subregião RG
2 , já que para P ∈ RW

2 a desrição é análoga.

Assim omo no aso em que P ∈ RG
1 , a urva de Hugoniot por P mostrada na

Fig. 2.22(a) onsiste de um ramo loal (não relevante para a nossa onstrução), do

ramo loal [G1, O1] e do ramo não loal HN(P ) ontendo os pontos B1, T
∗
, A4, A7,

A2 e W1. O ponto A7 é de�nido omo sendo a interseção de HN(P ) om o segmento

[U,W ].

O ponto Z, na Fig. 2.22(a), é de�nido omo sendo a interseção do ramo loal

[O1, G1] de H(P ) om o segmento de reta [E,U ]. A urva de Hugoniot pelo estado Z

pode ser vista na Fig. 2.22(b). Ela onsiste dos ramos loais [GZ , OZ] e [E,W ] e do

ramo não loal HN(Z) ontendo os estados BZ , A5 e DZ . O ponto A5 é de�nido omo

sendo a interseção de HN(Z) om o segmento de reta [U,W ], ou seja, é o ponto de

1-bifuração seundária de H(Z). Para melhorar a visualização, exibimos na Fig. 2.23

uma ampliação da Fig. 2.22(b) numa vizinhança do ponto A5.

A�rmação 2.16 Fixado U+ = P , om P na região RG
2 , existem dois segmentos em

HN(P ), indiados por [T ∗, B1] e [A2, A4] na Fig. 2.22(a), tais que se M ∈ (T ∗, B1)

ou M ∈ (A2, A4), então a desontinuidade de M para P é um hoque-2 de Lax. Tam-

bém existe um segmento no ramo loal [O1, G1] de H(P ), indiado por [A1, P ] na Fig.

2.22(a), tal que se M ∈ (A1, P ), então a desontinuidade de M para P é um hoque-2

de Lax.

Justi�ativa. A justi�ativa é análoga à das A�rmações 2.1 e 2.9 e baseia-se nas Figs.

2.24(a) e 2.24(b).
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Figura 2.22: (a) Curva de Hugoniot por um estado P na subregião RG
2 e segmento

[E,W ]. (b) Curva de Hugoniot por Z em (a) e o ramo não loal HN(P ).
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Figura 2.23: Ampliação da região retangular ontida na Fig. 2.22(b) mostrando de-

talhes de HN(P ) e de H(Z). [T ∗
5 , T

∗
7 ] é a extensão-1 de [A5, A7], araterístia em

[T ∗
5 , T

∗
7 ].

Obs. 2.13 O estado A2 loaliza-se no triângulo △WDU e A4 em △WUB da Fig. 1.1.

Obs. 2.14 Pereba ainda nas Figs. 2.24(a) e 2.24(b) que temos as igualdades

σ(A2;P ) = λ2(A2), σ(A4;P ) = λ1(A4),

σ(T ∗;P ) = λ1(T
∗), σ(A1;P ) = λ2(A1).

ilustrando o Teorema de Bethe-Wendro�.

A�rmação 2.17 Considere U+ = P , om P ∈ RG
2 e A7 o ponto de interseção de

HN(P ) om o segmento de reta [U,W ]. Então os hoques de M para P , om M
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Figura 2.24: Grá�os de λ1(M), λ2(M) e σ(M ;P ). (a) M variando ao longo do ramo

não loal HN(P ), exibido na Fig. 2.22(a) ilustrando a existênia dos pontos A2, A4 e

T ∗
e retas de alturas λ1(P ) e λ2(P ). (b) M variando ao longo do ramo loal [O1, G1]

de H(P ), exibido na Fig. 2.22(a) ilustrando a existênia do ponto A1.

nos segmentos [A1, P ) e [A2, A7) (ilustrados nas Figs. 2.22(a) e 2.23) são admissí-

veis segundo a ondição de entropia de visosidade om matriz de visosidade sendo a

identidade.

Justi�ativa. Considere o sistema de EDO's (A.18) nas três situações a seguir. Na

Fig. 2.25(a) mostramos as variedades estáveis e instáveis do ponto de equilíbrio M ,

om M no segmento (A2, A7), provando a existênia de uma órbita onetando M a

P . Mostramos também através da Fig. 2.25(b) que para M = A7 a onexão entre

M e P é �quebrada�, havendo as onexões de A7 (sela) para Z (sela) e de Z para P

(atrator). Já na Fig. 2.26 tomamos um estado M em HN(P ) om M no segmento

(A7, A4] mostrando que não há órbitas onetando M à P .

A�rmação 2.18 Sejam U+ = P ∈ RG
2 e Z o ponto de interseção do ramo loal

[O1, G1] de H(P ) om o segmento de reta [E,U ] omo nas Figs. 2.22(a) e 2.22(b).

Então urva de Hugoniot por Z possui um segmento sobre [U,W ] indiado por [A5, A8]

na Fig. 2.23, tal que se K ∈ (A5, A8), então a desontinuidade de K para Z é um

hoque de ruzamento.

Justi�ativa. Note que H(Z) foi obtida expliitamente na Proposição 1.2, logo os

grá�os e desigualdades aqui são preisos. Considerando K variando ao longo do ramo

[E,W ] de H(Z) na Fig. 2.22(b) e exibindo na Fig. 2.27 os grá�os de σ(K;Z), λ1(K),
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(a) (b)

Figura 2.25: Órbitas do sistema de EDO's (A.18). (a) Mostrando admissibilidade do

hoque de M para P om M ∈ [A2, A7]. (b) Mostrando admissibilidade do hoque de

A7 para Z.

(a) (b)

Figura 2.26: (a) Órbitas do sistema de EDO's (A.18) mostrando a não admissibilidade

do hoque de M para P om M ∈ (A7, A4] ⊂ HN(P ). (b) Ampliação da região

retangular ontida na Fig. 2.26(a) mostrando que as variedades instáveis de M não

podem atingir P .

λ2(K) e as retas de alturas λ1(Z) e λ2(Z), veri�amos a existênia do segmento (A5, A8)

tal as desigualdades (A.15) que de�nem um hoque de ruzamento são satisfeitas.

Obs. 2.15 Na Fig. 2.27 o ponto A8 está mais uma vez ilustrando o Teorema de Bethe-

Wendro� e o ponto A5 ilustrando o ponto de 1-bifuração seundária de H(Z).

A�rmação 2.19 Nas mesmas hipóteses da A�rmação 2.18, se K ∈ [A5, A8] então

o hoque de K para Z satisfaz a ondição de entropia de visosidade om matriz de
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Figura 2.27: Grá�os de λ1(K), λ2(K), σ(K;P ) om K ao longo do ramo loal [E,W ]

exibido na Fig. 2.22(b) e retas de alturas λ1(Z) e λ2(Z) mostrando o segmento do

hoque de ruzamento (A5, A8) da Fig. 2.23.

visosidade sendo a identidade, isto é, (A5, A8) orresponde à um segmento de hoque

transiional.

Justi�ativa. Veja na Fig. 2.25(b) a órbita onetando M = A7 ∈ [A5, A8] ao estado

Z. Para outros estados M ∈ [A5, A8] esta onexão é mantida.

A�rmação 2.20 (Compatibilidade de veloidades de hoque/hoque) Sejam

U+ = P ∈ RG
2 e Z o ponto de interseção do ramo loal [O1, G1] de H(P ) om o segmento

de reta [E,U ] omo nas Figs. 2.22(a) e 2.22(b). Considere K variando ao longo do

segmento [A5, A8] da Fig. 2.23 orrespondente a hoques de K para Z admissíveis omo

na A�rmação 2.19. Então σ(K;Z) ≤ σ(Z;P ), isto é, o hoque de K para Z possui

veloidade ompatível om a veloidade de hoque de Z para P na solução do problema

de Riemann, om estado à esquerda U− = K e estado à direita U+ = P , se e somente

se K ∈ [A5, A7].

Justi�ativa. Considere K variando ao longo do segmento [A5, A8] de H(Z) da

Fig. 2.23. Exibindo na Fig. 2.28(a) o grá�o da veloidade de hoque σ(K;Z) e

a reta de altura σ(Z;P ) vemos que existe uma únia interseção destes grá�os num

ponto que por enquanto denotaremos por J . Assim da regra do hoque triplo temos que

J ∈ H(P ) e omo, segundo a Fig. 2.23, a únia interseção de HN(P ) om o segmento

[A5, A8] oorre em A7, segue que J = A7.

Também observando a Fig. 2.28(a) vemos que σ(K;Z) ≤ σ(Z;P ), para K ∈
[A5, A7] e σ(K;Z) > σ(Z;P ) para K ∈ (A7, A8].
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Figura 2.28: (a) Grá�o de σ(K;Z) om K ao longo do segmento [A5, A8] de H(Z) e

reta de altura σ(Z;P ) mostrando que σ(A7;P ) = σ(Z;P ). (b) Grá�os da veloidades

de hoque σ(K;Z), om K ∈ [A5, A7], e da veloidade araterístia λ1(K
∗), om

K∗ ∈ [T ∗
5 , T

∗
7 ] e tal que λ1(K

∗) = σ(K∗;K).

A�rmação 2.21 (Compatibilidade de veloidades de hoque/hoque) Consi-

dere U+ = P , om P na região RG
2 . Sejam A7 o ponto de interseção de HN (P ) om

[U,W ] e A5 o ponto de 1-bifuração de H(Z) também em [U,W ]. Considere K vari-

ando ao longo do segmento [A5, A7] de H(Z) (Figs. 2.22(b) e 2.23) e K∗
sua extensão-1

om σ(K∗;K) = λ1(K
∗) de�nindo o segmento [T ∗

5 , T
∗
7 ] na Fig. 2.23. Então existe um

únio ponto A6 ∈ H(Z), om A6 ∈ [A5, A7], tal que o hoque de K∗
para K tem ve-

loidade ompatível om o hoque de K para Z, se e somente se K ∈ [A6, A7], isto

é,

σ(K∗;K) ≤ σ(K;Z), ∀K ∈ [A6, A7], ∀K∗ ∈ [T ∗
6 , T

∗
7 ].

Justi�ativa. Consideramos K variando ao longo do segmento [A5, A7] e exibimos na

Fig. 2.28(b) os grá�os da veloidade araterístia λ1(K
∗) = σ(K∗;K) e da veloidade

de hoque σ(K;Z) mostrando a existênia e uniidade de A6. Então observando a

Fig. 2.28(b) vemos que para K ∈ [A6, A7], temos λ1(K
∗) = σ(K∗;K) ≤ σ(K;Z),

araterizando a ompatibilidade geométria entre as veloidades dos hoques de K∗

para K e de K para Z.

Uma vez determinados os segmentos de urva de onda relevantes em W 2
−(P ) e

em W t
−(Z) temos o resultado prinipal desta seção.

Resultado 2.3 Fixado um estado de produção P , om P na região RG
2 , e variando

o estado de injeção I ao longo do lado [G,W ], então uma solução do problema de
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Riemann (1.10)-(1.11) om U− = I e U+ = P onsiste generiamente e exlusivamente

de

(a) uma sequênia de uma onda(omposta) da família-1 de I para um estado inter-

mediário M , seguida de uma onda da família-2 (omposta ou hoque) de M para

P , ou

(b) de uma sequênia de uma onda (omposta) da família-1 de I para um estado

intermediário K, seguida de um hoque (transiional) de K para um estado in-

termediário Z, seguida de um hoque-2 de Lax de Z para P .
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Figura 2.29: Representação das diversas possibilidades para a solução do problema de

Riemann para P ∈ RG
2 , de aordo om a loalização do estado de injeção I ao longo

do lado [G,W ].

Justi�ativa. Considere os estados A1, A2, T
∗
6 e T ∗

7 de�nidos nas A�rmações 2.16 -

2.21 e as urvas de onda reversas W 1
−(A1), W

1
−(A2), W

1
−(T

∗
6 ) e W

1
−(T

∗
7 ). As interseções

destas urvas om o lado [W,G] de�nem os pontos I1, I2, I6 e I7 omo mostrado na

Fig. 2.29.

Com esta divisão do lado [G,W ] nos segmentos [G, I1), [I1, I6), [I6, I7], (I7, I2] e

(I2,W ] temos as soluções do Problema de Riemann omo a seguir:
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(i) Se I = G, ou seja, se o estado iniial à esquerda orresponder a apenas gás, então

a solução do Problema de Riemann é dada por uma onda omposta-2, a qual é

onstituída por uma rarefação-2 de G para A1 , seguida de um hoque de A1 para

P , om σ(A1;P ) = λ2(A1).

(ii) Se I ∈ (G, I1) ou I ∈ (I2,W ), então uma sequênia de ondas que ompõe a solu-

ção do problema de Riemann orrespondente é onstituída por uma omposta-1

de I paraM , onde M é um estado sobre os segmentos (G,A1) ou (A2,W ), respe-

tivamente, seguida de uma omposta-2 de M para P . A omposta-1 é formada

por uma rarefação-1 de I para T
(

extensão-1 do ponto M na urva W 2
−(P )

)

se-

guida de um hoque de T para M , om σ(T ;M) = λ1(T ). Em ada aso a

omposta-2 é formada por uma rarefação de M para Ai, seguida de um hoque

de Ai para P , om σ(Ai;P ) = λ2(Ai), i = 1, 2.

(iii) Se I ∈ [I1, I6) ou I ∈ (I7, I2], então uma sequênia de ondas que ompõe a solução

do problema de Riemann orrespondente é onstituída por uma omposta-1 de I

para M , onde M é um estado no segmento [A1, Z) se I ∈ [I1, I6) ou no segmento

(A7, A2] se I ∈ (I7, I2], seguida de um hoque de M para P . A omposta-1 é

formada por uma rarefação-1 de I para T (extensão -1 do ponto M na urva

W 2
−(P )) seguida de um hoque de T para M , om σ(T ;M) = λ1(T ).

(iv) Se I ∈ [I6, I7], então a sequênia de ondas que ompõe a solução do problema

de Riemann é onstituída por uma omposta-1 de I para K, om K sobre o

segmento [A6, A7] de H(Z), seguida de um hoque (transiional) de K para Z

e depois de um hoque-2 de Lax de Z para P . A omposta-1 é formada por

uma rarefação-1 de I para um estado T sobre o segmento [T ∗
6 , T

∗
7 ] extensão-1 do

segmento [A6, A7] seguida de um hoque de T para K, om σ(T ;K) = λ1(T ).

(v) Se I = W , ou seja, se o estado iniial à esquerda orresponder a apenas água,

então a solução do problema de Riemann é dada por uma onda omposta-2, a

qual é onstituída por uma rarefação-2 de W para A2 , seguida de um hoque de

A2 para P , om σ(A2;P ) = λ2(A2).



55

Fronteira �inferior� da região R2.

Como antes vamos onsiderar apenas a parte da fronteira �inferior� de RG
2 orres-

pondente à parte de R2 no triângulo △OEU . Denotamos esta fronteira por FG
2 omo

na Fig. 2.30. Ela é obtida ao perturbar o estado de produção P interiormente à região

RG
2 na direção do segmento [E,U ] da Fig. 1.1, provoando que o ponto A2 de HN (P ),

loalizado no triângulo △WDU , om σ(A2;P ) = λ2(A2), atinja o segmento [U,W ].

Portanto esta fronteira também é de�nida omo um onjunto de extensão de parte

do segmento [U,W ], só que neste aso extensão-2, araterístia em [U,W ]. Assim

de�nimos

FG
2 = {P ∈ △OEU, P /∈ [E,U ] tal que ∃A2 ∈ [U,W ] om P ∈ H(A2)

e σ(A2;P ) = λ2(A2)}. (2.8)

O fato peuliar aqui observado numeriamente é que quando P atinge a fron-

teira FG
2 , omo onsequênia os pontos A2, A7 e A8 passam a oinidir num só que

ontinuamos a denominar apenas por A2.

Uma vez de�nida e determinada a fronteira FG
2 da Fig. 2.30, variando P ao longo

da mesma até que P atinja o segmento [E,U ] e portanto P passando a oinidir om

Z (por de�nição de Z), temos que P = Z é o ponto de 2-bifuração seundária de

H(A2). Denotando neste aso extremo P = Z por ZG
e A2 por AW

2 (veja Fig. 2.30)

temos omo onsequênia das de�nições que

λ2(Z
G) = σ(AW

2 ;ZG) = λ2(A
W
2 ),

donde onluímos que que ZG
e AW

2 são pontos do hamado onjunto de ontato duplo

(ISAACSON et al, 1992) do sistema (1.1)-(1.3).

De maneira análoga de�nimos a outra parte da fronteira �inferior� de R2 no

triângulo △UDO omo

FW
2 = {P ∈ △OUD,P /∈ [U,D] tal que ∃A2 ∈ [G,U ] om P ∈ H(A2)

e σ(A2;P ) = λ2(A2)}. (2.9)

Como no aso anterior de�nimos o ponto ZW
omo sendo a interseção de FW

2

om [U,D] e que é o ponto de 2-bi�ração seundária de H(AG
2 ) (veja Fig. 2.30).
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Figura 2.30: Fronteira F2 (linha ontínua) e fronteira F1 (linha traejada).

Finalmente, de�nimos a fronteita �inferior� de R2 omo mostrado na Fig. 2.30

F2 = FG
2 ∪ [ZG, U ] ∪ [U,ZW ] ∪ FW

2 .

Para onluir, temos que nos asos limites em que o estado de produção P per-

tença a fronteira FG
2 a únia mudança na solução do problema de Riemann, ilustrada

na Fig. 2.31, om relação ao aso em que P pertenia ao interior da região RG
2 é que a

onda omposta-2 para I no segmento (I2,W ] do lado [G,W ] passa a ser uma omposta

transiional, pois AW
2 ≡ A8 ≡ A7 ≡ A2 passa a ser a extremidade do segmento de

hoque transiional [A6, A7] do aso P ∈ RG
2 , om a partiularidade de que o segmento

de rarefação-2 está ao longo do segmento de reta [E,W ].
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Figura 2.31: Representação das diversas possibilidades para a solução do problema de

Riemann para P ∈ FG
2 , de aordo om a loalização do estado de injeção I ao longo

do lado [G,W ].



Apêndie A

Resultados Básios sobre Leis de

Conservação

A.1 Introdução.

Este Apêndie tem por objetivo listar os prinipais resultados sobre a onstrução

da solução de um problema de Riemann para um sistema de leis de onservação em geral

e que são utilizados neste trabalho, tornando-o auto su�iente. Para um estudo mais

detalhado sugerimos por exemplo (FURTADO, 1989), (ISAACSON, MARCHESIN,

PLOHR, 1990), (SMOLLER, 1983), (SERRE, 1999) e (SOUZA, 1989).

O problema de Riemann para um sistema unidimensional de n leis de onservação

em n-variáveis, entrado na posição x = 0, é um aso partiular do problema de Cauhy

para o sistema

∂U(x, t)

∂t
+

∂F (U(x, t))

∂x
= 0, x ∈ R, t ∈ R

+
(A.1)

sujeito à ondição iniial do tipo salto, omo a seguir

U(x, t = 0) =







U−, se x < 0,

U+, se x > 0,
(A.2)

em que U pertenente a um domínio Ω do R
n
representa as variáveis de estados e

F : Ω → R
n
é a função de �uxo assoiada, normalmente onsiderada de lasse C2(Ω).

Em dinâmia dos �uidos o onjunto Ω é geralmente referido omo o espaço de estados

e R × R
+
é referido omo o espaço físio-xt. No aso U− e U+ são dois estados que
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representam funções onstantes no espaço físio-xt

De�nição A.1 O sistema (A.1) é dito hiperbólio em Ω quando a matriz jaobiana

de F , denotada por DF (U) = A(U), tem autovalores reais, λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λn, para

todo U ∈ Ω. Se as desigualdades forem todas estritas o sistema é dito estritamente hi-

perbólio. Estados onde oorrem a igualdade entre veloidades araterítias, são ditos

pontos de singularidade hiperbólia do sistema. No aso de existir uma singularidade

hiperbólia isolada U tal que DF (U) seja múltipla da matriz identidade, o ponto U é

hamado ponto umbílio.

A.2 Soluções Fundamentais.

O sistema de equações (A.1) om valores iniiais (A.2) resulta num problema

independente de esala; queremos dizer om isto que uma mudança de oordenadas

(x, t) → (ax, at), om a > 0, não altera nem o sistema de equações nem as ondições

iniiais. Assim, é esperado que as soluções ontínuas do problema de Riemann sejam

onstantes ao longo de retas pela origem, variando de aordo om suas inlinações, isto

é, U(x, t) = U(x/t), onde U é uma função em R
n
de apenas uma variável, no aso a

razão x/t.

A.2.1 Soluções Contínuas.

Seja ξ = x/t. Supondo que U(ξ) seja uma solução lássia do sistema (A.1), por

substituição direta obtemos

[A
(

U(ξ)
)

− ξI]U ′(ξ) = 0, (A.3)

em que I é a matriz identidade do R
n
e U ′(ξ) representa o vetor derivada de U(ξ).

Assim se U ′(ξ) 6= 0, da Eq. (A.3) segue que U ′(ξ) deve ser um vetor araterístio

(à direita) da matriz A(U) ≡ DF (U) assoiado à veloidade araterístia λ(U) = ξ.

Sendo assim, as soluções suaves do sistema (A.1) devem estar sobre as urvas integrais

dos ampos araterístios (à direita) de A(U) no espaço de estados Ω. Logo, satisfazem

ao sistema de equações difereniais ordinárias.

U ′(ξ) = ei(U(ξ)), (A.4)

em que ei denota um vetor araterístio (à direita) da matriz Jaobiana A(U), asso-

iado à veloidade araterístia λi(U).
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De�nição A.2 Dizemos que um estado onstante U+ é onetável ao estado onstante

U− por uma onda de rarefação-i, se U− e U+ estão na mesma urva integral do i-ésimo

ampo araterístio de�nido por (A.4) e λi(U(ξ)) é resente om ξ ao longo de tal

urva integral no sentido de U− para U+.

Na De�nição (A.2), impor que λi seja resente de U− para U+, signi�a que no

espaço físio-xt a inlinação ξ = x/t deve ser estritamente resente de ξ− = λi(U−)

para ξ+ = λi(U+) de modo que as retas araterístias de inlinação λi(U(ξ)) ubram

todo o setor do semiplano-xt, t > 0, entre as retas de inlinações λi(U−) e λi(U+),

onforme ilustrado na Fig. A.1(a).

x/t = λ
i
 (U

−
)

x/t = λ
i
(U) 

x/t = λ
i
(U

+
) 

U
+

x

U
−

t

(a)

x

t

U
−

U
+

x/t = σ(U
−

 ; U
+

)

(b)

x/t = λ
i
 (U

−
)

U
+

x

U
−

t

σ =λ
i
(T) = x/t

()

Figura A.1: Soluções de Problemas de Riemann. (a) Por uma onda de rarefação. (b)

Por uma onda de hoque. () Por uma onda omposta rarefação-hoque.

De�nição A.3 Uma urva de rarefação-i por um estado iniial U− é o onjunto dos

estados U ∈ Ω que podem ser onetados ao estado U− por uma onda de rarefação-i.

Uma solução (fraa) para o problema de Riemann (A.1)-(A.2) por uma onda de

rarefação-i (no espaço físio-xt) tem a forma

U(x, t) =



















U−, se x ≤ λi(U−)t,

(λi)
−1(x/t), se λi(U−)t ≤ x ≤ λi(U+)t,

U+, se λi(U+)t ≤ x.

(A.5)

É importante observar que uma solução por uma onda de rarefação é ontínua,

mas não é neessariamente difereniável ao longo das retas x/t = λi(U−) e x/t =

λi(U+).

De�nição A.4 O i-ésimo ampo araterístio de A(U)é genuinamente não linear

num subonjunto Ω′ ⊂ Ω, se ∇λi(U) · ei(U) 6= 0, para todo U ∈ Ω′
. Por outro lado, se

∇λi(U) · ei(U) = 0, para todo U ∈ Ω′
diz-se que o ampo é linearmente degenerado em

Ω′
.
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De�nição A.5 O onjunto de in�exão assoiado à i-ésima família araterístia é

formado pelos estados U ∈ Ω tais que ∇λi(U) · ei(U) = 0. Ou seja, o onjunto de

in�exão é formado pelos pontos rítios das veloidades araterístias, restritas as

urvas integrais dos respetivos ampos araterístios dados pela Eq. (A.4).

Das De�nições (A.2)-(A.5) segue que pontos num onjunto de in�exão em geral

estão assoiados om pontos iniiais ou pontos �nais de urvas de rarefação.

A.2.2 Soluções Desontínuas.

As soluções desontínuas têm que, de erta forma, satisfazer a Lei de Conserva-

ção; mais propriamente satisfazem a sua forma integral, ver (LAX, 1957),

d

dt

∫ b

a

U(x, t)dx = F (U(a, t))− F (U(b, t)), (A.6)

para quaisquer a, b ∈ R, om a < b.

Suponhamos que exista uma desontinuidade de U ao longo de uma reta x/t = σ0,

om limite esquerdo U− e limite direito U+. Então esta desontinuidade satisfaz à lei

integral A.6 se e só se satisfazer a relação de Rankine-Hugoniot a seguir.

De�nição A.6 Chama-se relação de Rankine-Hugoniot entre a desontinuidade en-

volvendo U− e U+, de veloidade σ0, à expressão

H(U−, σ0, U+) ≡ F (U+)− F (U−)− σ0(U+ − U−) = 0. (A.7)

Considerando U− �xo na Eq. (A.7) om σ0 e U+ variáveis, e então substituindo σ0

por σ arbitrário em R e U+ por U arbitrário em Ω, teremos um sistema de n equações

algébrias nas n+ 1 inógnitas σ e U dado por

H(U−, σ, U) ≡ F (U)− F (U−)− σ(U − U−) = 0. (A.8)

Do mesmo modo, podemos �xar U+ em (A.7) e variar σ e U− obtendo o sistema

H(U, σ, U+) ≡ F (U+)− F (U)− σ(U+ − U) = 0. (A.9)

De�nição A.7 Fixado U0 ∈ Ω, a urva de Hugoniot por U0, denotada por H(U0), é

o onjunto dos estados U ∈ Ω tais que exista σ ∈ R satisfazendo a Eq. (A.8) om

U− = U0 ou a Eq. (A.9) om U+ = U0 .
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Uma solução para o problema de Riemann (A.1)-(A.2), por uma desontinuidade

entre U− e U+, se propagando om veloidade σ0 ∈ R tem a forma

U(x, t) =







U−, se x < σ0t,

U+, se x > σ0t,
(A.10)

omo ilustrado na Fig. A.1(b).

De�nição A.8 Uma urva omposta por um estado iniial U−, assoiado ao i-ésimo

ampo araterístio, ou omposta-i, é o onjunto dos estados U de Ω tais que exista

um estado T ∈ Ω de modo que T seja onetável a U− por uma rarefação-i, e que T

seja onetável a U por uma desontinuidade de veloidade σ = λi(T ).

Assim, uma solução para o problema de Riemann (A.1)-(A.2) por uma onda

omposta-i tem a forma

U(x, t) =



















U−, se x ≤ λi(U−)t,

(λi)
−1(x/t), se λi(U−)t ≤ x ≤ λi(T )t,

U+, se λi(T )t ≤ x,

(A.11)

omo ilustrado na Fig. A.1().

Note que a solução do problema de Riemann por uma onda omposta é ontínua

ao longo da reta x/t = λi(U−) e desontínua ao longo da reta x/t = λi(T ).

A.3 Choques de Lax/ Condição de Entropia de Lax.

De�nição A.9 (Condição de Entropia de Lax) Uma desontinuidade entre os es-

tados U− e U+ , que se propaga om veloidade σ0 é dita um hoque admissível segundo

a ondição de entropia de Lax, ou apenas um hoque-i de Lax, se satisfaz as seguintes

desigualdades,

λi−1(U−) < σ0 < λi(U−), λi(U+) < σ0 < λi+1(U+). (A.12)

Note que um hoque-i de Lax está assoiado à i-ésima família araterístia,

signi�ando que as retas araterístias assoiadas à esta i-ésima família se �hoam�

ao longo da reta de desontinuidades x = σ0t, quando provenientes de lados opostos

desta reta no sentido de resimento do tempo.

No aso partiular de duas leis de onservação (omo é o aso deste trabalho)

estas ondições resumem-se a admitir apenas dois tipos de hoque de Lax, Choque-1 e
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Choque-2, omo em (A.13) e (A.14) ilustrados nas Fig. A.2(a) e Fig. A.2(b), respeti-

vamente.

Choque-1, denotado por S1:

λ1(U+) < σ0 < λ1(U−), σ0 < λ2(U+). (A.13)

Choque-2, denotado por S2:

λ2(U+) < σ0 < λ2(U−), λ1(U−) < σ0. (A.14)
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Figura A.2: (a) Choque-1 de Lax. (b) Choque-2 de Lax. () Choque de ruzamento.

Outros dois tipos de desontinuidades que apareem no aso de duas leis de

onservação são: hoque de ruzamento e hoque superompressivo. O hoque de

ruzamento, denotado por SX e ilustrado na Fig. A.2(), satisfaz as desigualdades

λ1(U−) < σ0 < λ2(U−), λ1(U+) < σ0 < λ2(U+). (A.15)

Já o hoque superompressivo, denotado por TC, satisfaz as seguintes desigualdades

λ1(U+) < λ2(U+) < σ0 < λ1(U−) < λ2(U−). (A.16)

Para sistemas que não são estritamente hiperbólios (veja Def. A.1) o ritério de Lax

pode não ser su�iente para garantir a uniidade e nem mesmo a existênia de solução.

Daí a neessidade de introduzir outras ondições de entropia.

A.4 Choques Visosos/ Condição de Entropia de Vis-

osidade.

O sistema (A.1) geralmente resulta da simpli�ação de sistemas mais omplexos,

frequentemente de sistemas da forma

Ut + (F (U))x = ǫ(B(U)Ux)x, (A.17)
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om ǫ > 0 e B(U) uma matriz positiva de�nida. Fisiamente, em esoamentos em meios

porosos, a matriz B(U) em geral representa grandezas relaionadas à visosidades,

tensões apilares ou outras. Contudo é habitual hamá-la, indisriminadamente, de

matriz de visosidade e a onstante ǫ omo o fator multipliador.

Uma forma de determinar a admissibilidade de uma solução desontínua do pro-

blema de Riemann (A.1)-(A.2), se propagando om veloidade σ0, é veri�ar se a solu-

ção de (A.17)-(A.2) tende para esta solução desontínua quando se faz ǫ tender a zero.

Mais espei�amente, assume-se uma solução do tipo onda viajante do sistema (A.17)

om ondições iniiais (A.2), ou seja, uma solução que dependa apenas do parâmetro

ξ =
x− σ0t

ǫ
e toma-se o limite quando ǫ tende a zero.

Para ser mais preiso, onsidere uma solução lássia do tipo onda viajante do

sistema (A.17) denotada por U ǫ(x, t) = U
(

ξ) e satisfazendo as ondições de ontorno

lim
ξ→−∞

U(ξ) = U−, lim
ξ→+∞

U(ξ) = U+.

Substituindo U em (A.17) obtemos o seguinte sistema de equações difereniais ordiná-

rias

B(U)dU
dξ

= F (U)− F (U−)− σ0(U − U−) ≡ H(U−, σ0,U). (A.18)

Da relação de Rankine Hugoniot, omo H(U−, σ0, U+) = 0, segue que dentre os pontos

de equilíbrio do sistema aut�nomo (A.18), enontram-se os estados U− e U+. Além

disso, todos os pontos de equilíbrio do sistema de EDO's (A.18) estão sobre a urva de

Hugoniot pelo estado U− , ou pelo estado U+.

De�nição A.10 (Condição de Entropia de Visosidade) Uma solução desontí-

nua do problema (A.1)-(A.2) om veloidade de propagação σ0 onetando os estados

U− e U+ é admissível, segundo a ondição de entropia de visosidade, se existir uma

órbita do sistema de equações difereniais ordinárias (A.18) de tal forma que

lim
ξ→−∞

U(ξ) = U−, (A.19)

lim
ξ→+∞

U(ξ) = U+. (A.20)

Note que esta ondição de entropia não está relaionada om uma família ara-

terístia espeí�a e, portanto, a ondição de visosidade é apropriada para sistemas de

leis de onservação não estritamente hiperbólios, omo é o aso do sistema onsiderado

neste trabalho.
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De�nição A.11 No aso de um sistema de duas leis de onservação um hoque de

ruzamento de veloidade σ0, omo de�nido em (A.15), admissível segundo a ondição

de entropia de visosidade, hama-se hoque transiional.

Além destes hoques transiionais satisfazendo (A.15) temos também o aso de

hoques que tem veloidade σ0 oinidindo om veloidades araterístias. Estes ho-

ques são, em geral, asos limites de hoques de Lax em que uma, ou mais desigualdades

em (A.15) tornam-se uma igualdade. Eles são admissíveis, desde que satisfaçam a on-

dição de entropia de visosidade.

A.5 Compatibilidade Geométria e Curvas de Onda.

As urvas de onda são extensões dos oneitos de urvas de rarefação e de hoque

loais de sistemas estritamente hiperbólios genuinamente não lineares para sistemas

mais gerais, possuindo singularidades hiperbólias e ampos araterístios om pontos

de in�exão.

Para failitar a redação vamos hamar de veloidades de iníio e de �nal de

uma onda de rarefação-i onetando U− a U+ às inlinações x/t = λi(U−) e x/t =

λi(U+), respetivamente. Por outro lado, para uma onda de hoque om veloidade

σ0 tanto a veloidade de iníio quanto a de �nal são dadas pela inlinação da reta de

desontinuidades x/t = σ0.

De�nição A.12 Uma sequênia de ondas no espaço físio-xt onetando o estado

U− ao estado U+ é dita satisfazer a ondição de ompatibilidade geométria entre as

veloidades se a veloidade �nal de ada onda é menor que a veloidade iniial da onda

seguinte, quando perorrida no sentido de U− para U+.

De�nição A.13 De�nimos um grupo de ondas omo uma sequênia de ondas ele-

mentares onetando os estados U− e U+, sem estados onstantes separando as tais

ondas.

Por exemplo, no aso de uma solução de (A.1)-(A.2) por uma onda omposta-i
(

veja (A.11)

)

temos um grupo de ondas formado por uma onda de rarefação-i de U−

para T e de um hoque de T para U+.

Dizemos que um grupo de ondas está assoiado à i-ésima família araterístia

se todas as suas ondas são relativas à i-ésima família araterístia. No aso de haver

uma onda transiional, o grupo de ondas é dito transiional.
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De�nição A.14 Uma urva de onda-i direta por um estado estado U0, denotada por

W i
+(U0), é o onjunto de estados U ∈ Ω, que podem ser onetados à direita de U0 por

um grupo de ondas assoiado à família araterístia-i.

De�nição A.15 Uma urva de onda-i reversa por um estado estado iniial U0, deno-

tada por W i
−(U0), é o onjunto de estados U ∈ Ω, que podem ser onetados à esquerda

de U0 por um grupo de ondas assoiado à família araterístia-i.

De�nição A.16 Uma urva de onda transiional direta por U0, denotada por W t
+(U0),

é o onjunto de estados U ∈ Ω, que podem ser onetados à direita de U0 por um grupo

de ondas transiional.

De�nição A.17 Uma urva de onda transiional reversa por U0, denotada por W t
−(U0),

é o onjunto de estados U ∈ Ω, que podem ser onetados à esquerda de U0 por um

grupo de ondas transiional.

Geometriamente, no espaço de estados Ω uma urva de onda por U0 é formada

por estados U em segmentos de urvas de rarefações; ou estados U em segmentos da

urva de Hugoniot por U0 orrespondentes a hoques admissíveis entre U e U0.

É importante observar que uma urva de onda por um ponto iniial U−(ou U+),

é apenas uma representação no espaço de estados Ω, dos possíveis estados que podem

ser onetados à direita de U−(ou à esquerda de U+), por um grupo de ondas. Isto não

signi�a que todos os estados sobre tal urva entre U− e U+ apareem na solução no

espaço-xt ao se onsiderar os dados U− e U+ no problema de Riemann. Por exemplo,

quando um estado U+ estiver num segmento de hoque de uma urva de onda, apenas

os estados U− e U+ apareem na solução

(

veja (A.10)

)

. Caso U+ esteja num segmento

de rarefação partindo de U−, então todos os estados da urva de onda entre U− e U+

apareem na solução

(

veja (A.5)

)

.

De�nição A.18 Uma solução do problema de Riemann para o sistema (A.1)-(A.2) é

uma sequênia de grupo de ondas admissíveis onetando o estado U− à U+, separados

por estados onstantes e satisfazendo a ondição de ompatibilidade geométria entre

as veloidades das ondas.

Assim de aordo om a Def. A.18, ao se �xar os dados à esquerda U− e à di-

reita U+ em (A.2), resolver o problema de Riemann orrespondente, signi�a enontrar

interseções de urvas de onda no espaço de estados, de tal forma que ada estado
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interseção de�na um estado intermediário onstante na sequênia de ondas no es-

paço físio-xt om veloidades ompatíveis e tais que as desontinuidades presentes na

sequênia satisfaçam uma ondição de entropia �xada a priori.

A.6 Conjuntos Relevantes.

Na onstrução das urvas de onda é importante onheer os estados onde a velo-

idade araterístia assoiada ou a veloidade de hoque atinge pontos rítios. Isto

porque estas veloidade devem ser monótonas ao longo de ada segmento de urva de

Hugoniot ou de rarefação que ompoem a urva de onda. Por exemplo, no aso de

uma urva de onda-i direta, um segmento de rarefação-i termina ao atingir um ponto

do onjunto de in�exão assoiado à i-ésima família araterístia, onde a veloidade

araterístia-i atinge um máximo; um segmento de hoque-i termina quando a velo-

idade do hoque-i é mínima, ou máxima ou a desontinuidade deixa de ser admissível

segundo a ondição de entropia pré-�xada.

Assim, ao longo das urvas de Hugoniot, estados onde a veloidade de hoque

atinge pontos de máximo ou de mínimo são muitas vezes responsáveis por mudanças na

estrutura das urvas de onda. Estes estados são araterizados pelo famoso teorema de

Bethe-Wendro� (WENDROFF, 1972), que relaiona pontos rítios de veloidade de

hoque om pontos onde há oinidênia da veloidade de hoque om uma veloidade

araterístia, enuniado a seguir.

Teorema A.19 (Bethe-Wendro�) Sejam U− ∈ Ω, U∗ ∈ Ω e li(U
∗) o vetor ara-

terístio à esquerda de A(U∗) assoiado a λi(U
∗). Suponha que U∗

esteja na urva de

Hugoniot por U− parametrizada por ξ, isto é, que exista ξ∗ ∈ R tal que U∗ = U(ξ∗)

e H(U−, σ(ξ
∗), U(ξ∗)) = 0. Suponha também que li(U(ξ∗)) · (U(ξ∗) − U−) 6= 0. En-

tão σ(U−;U(ξ∗)) = λi(U(ξ∗)) se, e somente se,

dσ

dξ
(ξ∗) = 0. Neste aso ei(U(ξ∗)) =

dU

dξ
(ξ∗).

Os pontos nos quais o Teorema de Bethe-Wendro� não se aplia estão assoiados

aos hamados onjuntos de bifuração seundária do sistema (A.1), de�nidos a seguir.

De�nição A.20 O onjunto de bifuração seundária, assoiado à i-ésima família
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araterístia, é de�nido por

Bi = {U− ∈ Ω : ∃(σ∗, U∗) ∈ R× Ω, U∗ 6= U−, H(U−, σ
∗, U∗) = 0,

λi(U
∗) = σ∗

e li(U
∗) · (U∗ − U−) = 0}.

Outro onjunto relevante para a onstrução das urvas de onda e da solução do

problema de Riemann são os hamados onjuntos de extensão de outros onjuntos de

Ω. Iniialmente omeçamos pela extensão de um ponto de Ω.

De�nição A.21 Um ponto U ∈ Ω é dito uma extensão-i de um ponto U0 ∈ Ω, ara-

terístia em U0, se U ∈ H(U0) e σ(U0;U) = λi(U0).

Da mesma forma que a extensão pode ser araterístia no ponto U0, ela também

pode ser araterístia na própria extensão. Assim temos a de�nição a seguir.

De�nição A.22 Um ponto U ∈ Ω é dito uma extensão-i de um ponto U0 ∈ Ω, ara-

terístia em U , se U ∈ H(U0) e σ(U0;U) = λi(U).

Assim omo temos extensões de pontos também temos extensões de onjuntos,

omo vemos nas de�nições a seguir.

De�nição A.23 Fixado um onjunto X ⊂ Ω, dizemos que um onjunto Y 6= X é uma

extensão-i de X , araterístia em X se

∀X ∈ X , ∃Y ∈ Y , t. q. Y ∈ H(X) e σ(X ; Y ) = λi(X).

De�nição A.24 Fixado um onjunto X ⊂ Ω, dizemos que um onjunto Y 6= X é uma

extensão-i de X , araterístia na própria extensão Y se

∀X ∈ X , ∃Y ∈ Y , t. q. Y ∈ H(X) e σ(X ; Y ) = λi(Y ).

Chamamos a atenção que em geral a extensão não de�ne neessariamente uma

apliação �um a um� entre o onjunto X e o onjunto Y . Este resultado vem sendo

utilizado desde os anos 90, omo em (ISAACSON, 1992) e (SOUZA, 1992).

O próximo, e último, resultado que apresentamos é muito importante na ons-

trução de uma solução do problema de Riemann por determinar pontos ao longo de

uma urva de onda onde a ondição de ompatibilidade geométria entre as veloidades

das ondas deixa de ser satisfeita ou pontos onde os hoques deixam de ser admissíveis

segundo a ondição de entropia de visosidade (ISAACSON, 1992) e (SOUZA, 1992).

Teorema A.25 (Regra do Choque Triplo) Seja U− um estado qualquer de Ω tal

que a urva de Hugoniot por U− possua dois pontos U1 e U2 om σ(U−;U1) = σ(U−;U2) =

σ0. Então U2 pertene à urva de Hugoniot por U1 e σ(U1;U2) = σ0.
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