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RESUMO

A proposta desse trabalho € implementar um método para solugdo exata de sistemas
lineares, nos racionais, cujos coeficientes sdo nimeros inteiros, utilizando um pacote de
aritmética de ponto flutuante em multipla precisdo.

O trabalho apresenta um estudo dos métodos diretos de fatoragdo LU, eliminagdo de
Gauss e eliminagdo de Jordan e em seguida um estudo detalhado do método proposto por Fox
para solugdo de sistemas lineares, sem erros de arredondamento.

Finalmente sdo apresentados alguns resultados obtidos pelos métodos diretos e
proposto por Fox.
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ABSTRACT

The purpose of this work is to implement method for exact solution of linear systems,
over Q, with integer coefficients, using the package of arithmetic floating point on precision
multiple.

The work present a study of the direct methods of LU fatoraction, Jordan elimination
and Gauss elimination followed by a detailed study of the method proposed by Fox for
solution of linear systems, without rounding errors.

Finally some results obtained by the direct methods and proposed by Fox are
presented.
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Capitulo I

Introducao

1.1 Introducao

Na computagdo cientifica existem problemas cujos dados sdo exatos e sabe-se que existe uma
solugdo exata. Usando aritmética convencional (disponivel no computador), a solugdo
computada desses problemas nem sempre é exata. Quando se sabe que um problema tem
solugdo exata e hd necessidade de obté-la o tempo de processamento passa a ter importancia

secunddria. Agora, como obter essa solugdo exata? [Schreiner92].

O interesse em encontrar uma solugdo exata de sistemas lineares, via computador, tem
crescido [Lipson81]. Algoritmos para solugdo exata de sistemas lineares com coeficientes
inteiros ou racionais sdo apresentados em [McClellan73, McClellan77, Cabay77]. Os métodos
diretos de Fatoragdo LU, Eliminagdo de Gauss e Eliminagdo de Jordan [Golub96, Hattori%4,

Dorn72] ainda sdo inadequados na computagio exata.

A dificuldade na obtengdo da solugio exata por esses métodos surge quando o
resultado de uma operagdo aritmética supera o limite da palavra no computador. A dificuldade
maior € na execugdo da operagdo de divisdo, pois o resultado desta operagdo pode ndo ser
exato. Uma maneira de superar essa dificuldade seria utilizar um método que evite divisdes ou

que os resultados das divisdes sejam exatos [Fox64].



Se a operagdo de divisdo for indispensdvel, deve-se usar aritmética racional ou
aritmética dos residuos (escala os nimeros e mapeia no intervalo [0, m-1] em que m é o
médulo). Se o resultado de uma operagdo aritmética for exata mas supera o limite do
computador, pode-se usar uma aritmética inteira em miiltipla precisdo ou aritmética de ponto
flutuante em multipla precisdo, nesta, se o computador dispuser de precisio suficiente, a

conversdo de um numero inteiro para ponto flutuante seri exata [Knuth69, Bailey93,
Figueiredo89].

O ciélculo em miiltipla precisdo, que extrapola a precisio disponivel em hardware, vem
sendo estudado na ciéncia da computagdo desde que foram introduzidos os primeiros modelos
de computadores. O estudo de constantes matemdticas é uma das dreas em que a miltipla

precisdo € amplamente utilizada [Bailey93, Brent78, Smith91]. A solugdo exata de sistemas

lineares € outra drea de aplicagdo [Schreiner92).

Como exemplos de dreas que envolvem problemas de solug@o de sistemas lineares
podem ser citados os estudos de difusio de néutrons, de escoamento de fluidos, de

elasticidade, de transmissdo de calor em sélidos, de previsdo do tempo, além de problemas de

engenharia [Young71].

1.2 Objetivo do trabalho

O objetivo deste trabalho € estudar a viabilidade do método proposto por Fox para
obten¢do da solugdo exata de sistemas lineares, implementar esse método e comparar 0s
resultados obtidos com os resultados obtidos pelos métodos diretos de fatoragdo LU,

eliminagdo de Gauss e eliminagéo de Jordan.

Este método proposto por Fox [Fox64] € indicado para sistemas lineares em que 0s

elementos da matriz completa do sistema linear sejam nimeros inteiros. Todas as operagGes
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realizadas neste método, inclusive a divisdo, sdo realizadas sem erros de arredondamentos,

1sso justifica a obtengdo da solugdo exata do sistema linear.

1.3 Estrutura da Dissertacao

Este trabalho estd organizado em 7 capitulos.

O capitulo I apresenta a introdugo.
O capitulo II apresenta uma revisao de sistemas lineares e matrizes.

O capitulo III apresenta um estudo sobre a origem e propagagdo dos erros em
computagiio e uma revisao de aritmética em ponto flutuante .

O capitulo IV apresenta uma revisdo dos métodos diretos de fatoragdo LU, eliminagdo
de Gauss e eliminagdo de Jordan com os respectivos algoritmos, um estudo dos erros na

obtengdo da solugdo exata por esses métodos e um estudo sobre pivotamento parcial e total.
O capitulo V apresenta como obter a solugdo exata de um sistema linear pelos métodos
diretos, uma descrigdo do método proposto por Fox e a necessidade da utilizagdo da aritmética

de miiltipla precisdo para obtengdo da solugdo exata de um sistema linear por esse método.

O capitulo VI apresenta a descrigdo das matrizes usadas nos testes e os resultados
experimentais obtidos por esses métodos.

O capitulo VII apresenta a conclusdo e sugestdes para trabalhos futuros.



Capitulo II

Sistemas Lineares e Matrizes

2.1 Introducao

Muitos problemas de andlise numérica podem ser resolvidos utilizando sistemas lineares.
Entre esses problemas encontra-se a solugio de equagdes diferenciais ordindrias ou parciais
pelo método das diferengas finitas, os problemas de autovalores da fisica matemadtica e a
aproximagdo polinomial. Este capitulo apresenta alguns conceitos de sistemas lineares e

matrizes, 0s quais serdo utilizadas na obtengdo da solugdo de sistemas lineares, capitulos IV,
VeVL

2.2 Sistema Linear

-

E um conjunto de n equagdes lineares a n incégnitas x,, x,, X3, . . . , X,. Assim, 0O
sistema
Xy + Qpaxs + Ayt L.+ ax, = by,
A3 X; + AyaXs + AxX3+ ... + Gs X, = b5,
Ay X, + Q3aXs + A3X3+ ... + a3, %, = by,
i X) + QX + a3 + ta, x, = bl 2 (221)
QX ¥ GpXs * @y X34+ ... + a,x, =b



é linear.
O sistema linear (2.2.1) pode ser escrito na forma matricial

Ax=b, (2.2.2)

em que A € a matriz dos coeficientes representados por a; com i = 1, 2, ..., n, X € 0 vetor

incégnita e b € o vetor independente cujos componentes sdo, respectivamente, x; e b, , i = 1,
%
-

i By @y a, b A
d; ap 4ax @, b, X
ay  Gn 4y a3, by .
A= : , b= e x=|: (2.2.3)
a, a, a, a, b, X;
\Fmt Qm2 Gpy oo Gy, ) b, \Xn

A matriz A é chamada de matriz incompleta do sistema e a matriz que se obtém
acrescentando a matriz A o vetor b é chamada de marriz complera do sistema e é denotada por
A*. A matriz completa do sistema (2.2.1) é a matriz de ordem n % (n + 1) dada por

\
a, ap Qag; a, b
a; 4y 4y a,, b,
y Gy Gy a,, b
Maly 3 0% .. B (224)
al'] a|2 al‘ aiﬂ bl
aml am'.’ am3 e amn bn

2.2.1 Solucdo de um Sistema Linear

Diz-se que 0 vetor (e<, o5, <5, .. ., o, ) € solu¢do de um sistema linear, se for solugio
de todas as equagdes do sistema linear,

h



o< + ay°, + Q5393 T oo T 1l %%, = bZ’
a3 + @3y + Ay + ...+ ay, 0, = by,
al 1= a; 1%, ta 373 + * am Sp = b;’ (2 25)
a,1%= a,,>, + 4,33 + i App =y = bn "

2.2.2 Discussdo de um sistema linear

Quanto a solugdo o sistema linear (2.2.1), pode ser:

. _ e Determinado (possui uma tnica solugdo)
Compativel (possui solugdo)

o Indeterminado (possui infinitas solugdes)

Incomparivel: ndo possui solugiio

2.2.3 Interpretacao geométrica de um sistema linear

; : ~ 2

No sistema linear (2.2.1) se n = 2, cada equagio representa uma reta no R-, se n = 3,
cada equagdo representa um plano no R* e para n > 3, cada equagio representa um hiperplano
no R". Considerando

A X+ GaXy + QX3+ ...+ a,x, = b,

como sendo uma equagio de um hiperplano, entdo, geometricamente a solugdo do sistema
linear (2.2.1) € a intesegdo desses n hiperplanos.

Esse conjunto de hiperplanos podem ser concorrentes, paralelos ou coincidentes. trés
possibilidades que correspondem respectivamente aos casos de compatibilidade,
incompatibilidade e indeteminagdo, visto na se¢do 2.2.2.



No sistema linear (2.2.1) se o vetor b for nulo diz-se que o sistema linear ¢
homogéneo, caso contrdrio, diz-se ndo-homogéneo.

Teorema 2.3.1 - Um sistema homogéneo de n equagbes a n incégnitas existe solugdo

diferente da trivial (x, =x, = ... =x,=0) se, e somente se, o determinante da matriz A do
sistema (2.2.1) for nulo [Steinberg74].

Teorema 2.3.2 - Um sistema ndo-homogéneo de n equagOes lineares a n incégnitas existe

solugdo Unica se, e somente se, a matriz A do sistema (2.2.1) for ndo singular, ou seja,
o det A # 0 [Steinberg74].

Se A € nio singular, entio A (inversa da matriz A) existe e a solugio do sistema
(2.2.1) pode ser expressa, formalmente, como

x = A'b. ' (2.2.6)

O interesse na resolugdo de sistemas lineares € especialmente os casos em que exista
solugdo e tnica.



Capitulo III

Erros em Computacao

3.1 Introducio

O objetivo desse capitulo € procurar entender porque muitos resultado numéricos fornecidos
pelo computador nem sempre sdo os esperados de acordo com a matemdtica. Para isso serd
apresentado a origem de vdrios tipos de erros em computagio e a conseqliente propagagao dos

mesmos de uma operagdo para outra, segundo [Albrecht73, Steinberg74, Dorn72, Hattori94].

Para entender o comportamento dos computadores quando operam com numeros
reais, também serd apresentado como esses nimeros podem ser representado no computador
através do modelo em ponto flutuante, uma rdpida revisdo da aritmética com os nimeros
representados nesse modelo e os problemas causados quando se opera em ponto flutuante,

segundo [ Figueiredo89, Hattori94].



3.2 Origem e conceito dos erros

Na Computagdo Numérica existem trés fontes de erros:

(a) Nos dados: quando os dados sdo obtidos experimentalmente, isto €, através de medidas.

Toda medida estd sujeita as limitagdes dos instrumentos usados e nela estd embutido um erro

inerente que € inevitavel.

(b) Nos métodos: um método numérico é uma aproximagdo da solugdo de um problema de

matemdtica. Nessa aproximagdo é comum introduzir o chamado erro de rruncamento.
(c) No computador: o computador pode introduzir dois tipos de erros:

e Erro de conversdo: quando um dado € fornecido num sistema de base diferente do sistema
de base utilizada pelo computador. Por exemplo, um nimero que tem representagdo finita

no sistema decimal pode ndo té-la no sistema utilizado pelo computador.

» Erro de arredondamento: quando um nimero a ser representado tem d digitos e a precisdo
disponivel no computador € de r digitos, com t < d. Por exemplo, multiplicando-se dois
nimeros x e y de ¢ digitos, o resultado precisa de 2r digitos. Representando esse resultado

com ¢ digitos comete-se o erro de arredondamento.

Defini¢do 3.1 O erro absoluto (E) é a diferenga entre x (valor exato) e x”(valor aproximado
de x)

E=x-x" (3.2.1)

Na maioria dos casos estamos interessados no valor absoluto de E, | E |. Dizemos assim que x

=x"% | El,em que | E | representa uma incerteza no valor de x”.



Definigdo 3.2 O erro relativo (e) é a razido entre o erro absoluto e o valor exato.

IEl _ lx=x'l _ Ix=x'l

e=—=

[x] Ixl [x']

(3.2.2)

Definig¢do 3.2 O erro porcentual () é obtido multiplicando-se o erro relativo por 100.

Por exemplo, parax =0,9995 e x” = 0,9994 tem-se

E=0.0001, e=0,0001 e ¢ =001% (3.2.3)

3.3 Propagacao dos erros

Esta se¢do mostra como os erros em um dado ponto de um célculo propagam-se, isto

¢, até que limite esses erros que contaminam os nimeros utilizados numa operagdo afetam o

resultado.

Seja y=f(x1,X2,...,%;) 0 valor exato de uma operagdo fe y' =f (x"}, x5, ..., X%)

o valor de f obtido quando opera-se com os dados x; sujeitos a erro. E; =x; —x; € 0 erro

absoluto de cada operando. Deseja-se obter

E=y=y= f(x,.0X,) = f (x,0,X,) = [ (x000sX,) = f(x, = E, 1.0 X, = E,). (3.3.1)

Desenvolvendo f(x, —E,,....x, — E,) em série de Taylor, tem-se

filx, =By X, = E )= I ,.....\'n)—i—g—I—E +iia ! g 3.3.2)
i=1 x; i



Assim
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(3.3.3)
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Supondo que E; seja muito menor que 1, uma hipétese razodvel, podemos desprezar as

derivadas de ordem superior a 1 para obter

E= é-f;E, (3.3.4)
i=] a '\-,
Tomando os valores absolutos, obtém-se uma estimativa do limite do erro.
IE| £ a—fE,. I {3:3.5)
i=] x,‘

3.4 Aritmética de ponto flutuante

O computador representa um nimero real x usando um modelo aproximado

denominado sistema de niimeros em ponto flutuante.

Na forma de ponto flutuante, um nimero € representado como uma fragdo, também
chamada mantissa, ¢ um inteiro, chamado expoente ou caracteristica. O nimero assim

representado tem a forma
f xb® (3.4.1)
em que, b € abase do sistema de nimeros, b 2 2,

e ¢é o expoente (inteiro qualquer) e

f é a mantissa.



A representagdo interna de um niimero em ponto flutuante no computador tem a forma

slel 5 |
figura 3.1

emque, s € o sinal de fque € representado em alguma base B,

e € o expoente representado em uma base b, no necessariamente igual a B e
f € a mantissa de (3.1)

Como o nimero de digitos de f e de e é limitado, nem todo nimero real pode ser

representado em ponto flutuante. Logo, o conjunto de ndmeros reais representdveis em ponto

flutuante num computador € finito.

Quanto mais préximo o digito estiver do ponto decimal da mantissa, mais esse digito é

significativo. Um nimero em ponto flutuante estd normalizado se o digito mais significativo

for diferente de zero

Em decimal flutuante um nimero x é representado por x = f x10°, se ele for
normalizado f ndo pode ser menor do que 1/10 pois seu primeiro digito deve ser ndo nulo.

Devido a que, por hipétese, f é uma fragdo prépria o valor de f é absoluto e ndo pode chegar a

1. Resumindo

Lciricn (3.4.2)

Por exemplo, o nimero inteiro 3246 seria representado por .3246 X 10*.

Como nem todo nimero real pode ser representado em ponto flutuante, entdo o

interessante € saber qual o0 menor e o0 maior positivos desse conjunto.

Seja o sistema em ponto flutuante,



PF(B, t, m, M), (3.4.3)

emque: B ¢€ abase utilizada na representa¢do da mantissa;
1 o numero de digitos, na base B, da mantissa, chamada precisio;
m O menor expoente representével;

M o maior expoente representédvel.

O menor nimero positivo ¢ deverd ter menor expoente, m € a mMenor mantissa
possivel. Devido a normaliza¢@o, a menor mantissa serd a = 100...0 e assim o niimero terd

valor 0,1x B , ou seja,
g= Bm-l . (344) :
Expressando B e m —1 em decimal obtém-se o equivalente decimal deste menor nimero.

O maior positivo Q terd o maior expoente possivel M, e todos os digitos da mantissa

iguais a B —1. O valor numérico da mantissa € obtido efetuando-se a soma
(B-1)B'+B-1)B*+...+(B-1)B'=B-1)(B'+B*+...+B")=(1-B"). (3.4.5)

Entdo o maior niimero positivo serd

Q=(1-B")B". (3.4.6)

3.5 Overflow e Underflow

Seja o sistema (3.4.3) e R’ o conjunto de nimeros que podem ser representados

13



nesse sistema. Nesta se¢do serd mostrada as diferengas entre efetuar cdlculos em R’ e em R

(conjunto dos niimeros reais).

A diferenga entre executar operagdes em R’ e R decorre do fato de que em R’ as
operagdes ndo sdo fechadas, isto €, se s5; + 52, 51— 52, 5 x 52 € 51/s; podem nio pertencer a R’.

< - - ’ .
Um niimero s resultante de uma operagao nio pertence a R’ nos seguintes casos:

(a) I's1> Q, de (3.4.6), neste caso diz-se que ocorre overflow, essa ocorréncia é considerada

irremedidvel.

(b) 0 < 1s 1< gq,de (3.44), neste caso diz-se que ocorre underflow, essa ocorréncia é

remediada adotando s* = 0. Essa pritica pode invalidar um resultado, caso em que o
P P

underflow é chamado destrutivo.

3.6 Operacoes em ponto flutuante

Para somar dois nimeros em ponto flutuante x, =.1246x10' e x, =.3290x107".

Desloca-se a mantissa do nimero de menor expoente para direita, em nimero de casas igual a

diferenga nos expoentes:
x, + X, =.1246x10' +.003290x 10" = (.1246+.003290) x 10" =.1279x10".

Note que os digitos deslocadas para fora da precisdo do sistema (quatro digitos nesse caso)
foram desprezados devido o arredondamento. Uma maneira de evitar a perda desses digitos €

fornecer mais digitos na mantissa.

A subtragio € realizada truncando-se o sinal do subtraendo e em seguida procedendo

exatamente como na adi¢do. A multiplica¢io e divisdo em ponto flutuante sio



realmente algo mais simples de realizar e explicar do que a soma. Na multiplicagdo as
mantissas sdo multiplicadas como aparecem. Se ambos os fatores fossem normalizados de
inicio, o produto ou j4 estaria normalizado ou teria quando muito um zero a esquerda, de
modo que a normalizagdo do resultado € fécil. O arredondamento ndo € feito usualmente. O

expoente do resultado é simplesmente a soma dos expoentes dos fatores, modificados pela

normalizagao, se esta foi realizada.

A divisdo em ponto flutuante estd inteiramente relacionada a multiplicagdo. O
quociente ou jd estd normalizado ou tem quando muito um zero a esquerda, supondo que o

dividendo e o divisor estejam normalizados, o expoente do quociente ¢ a diferenga dos dois

expoentes.

Qualquer operagido aritmética pode produzir overflow ou underflow. O caso extremo

de overflow na operagdo de divisdo ocorre ao se tentar dividir por zero, mas tal tentativa causa

uma parada no programa.



Capitulo IV

Métodos Diretos

4.1 Introducao

Os métodos numéricos para a solugdo de sistemas lineares podem ser divididos em
dois tipos: diretos e iterativos. Métodos diretos sdo aqueles que, na auséncia de erros de
arredondamento ou outros erros, conduzem 2 solugdo exata num nuimero finito de operagdes
aritméticas. Métodos iterativos sdo aqueles que a partir de uma aproximagao inicial da solugdo
tenta obter a solugdo por um processo de aproximagdes sucessivas. Neste, quando as
aproximagdes tendem para a solugdo diz-se que o processo é convergente, caso contrrio, diz-

se divergente. Exemplos: método de Jacobi, gradientes conjugados, etc., [Ramos96].

Na pritica, em virtude do computador operar com uma palavra de comprimento finito,
os métodos diretos ndo conduzem a solugdes exatas. Na verdade, erros que surgem de

arredondamentos podem conduzir a resultados extremamente pobres ou, mesmo, sem



aplicagdo. Uma grande parte da andlise numérica estd dedicada ao estudo das razdes do
surgimento desses €ITos, as maneiras como 0s mesmos ocorrem e 2 pesquisa de métodos para
minimizar a totalidade de tais erros. O método fundamental usado para obter uma solugdo
direta é a eliminagdo de Gauss, mas, mesmo dentro dessa classe, hd uma variedade de
escolhas de métodos que diferem em eficiéncia computacional e precisdo. Alguns desses
métodos diretos serdo estudados nas segdes 4.2, 4.3 e 4.4, segundo [Hattori94, Dorn72,

Golub96].

4.2 Fatoragao LU

O objetivo desta segdo € fatorar a matriz A do sistema linear
Ax=b, 4.2.1)
em que A é de ordem n, ndo singular e sem estrutura especial, num produto
A=LU, (4.2.2)

em que L é uma matriz triangular inferior com diagonal principal unitdria e U é uma matriz

triangular superior, segundo [Hattori94, Ketter69, Fox64, Hopkins88].

Admitindo que as matrizes L e U tenham sido encontradas na forma

1 0 0 ... 0) Wy My Wy s Oy A
L 1 0 .. 0 B Hy Wy . Wy

L={l, L 1 .. 0 e U={0 0 wuy ... u,, (4.2.3)
Inl n2 1n3 1 0 0 0 NM



tal que A = LU. O sistema linear (4.2.1) torna-se entiio

(LU)x=b 4.24)
Estabelecendo

Ux=y (4.2.5)
o sistemna linear (4.2.4) torna-se

Ly=b. (4.2.6)

A seguir serd apresentado como obter os elementos das matrizes L e U a partir da

matriz A.
1° passo: Obter a primeira linha de U a partir de
u;=ap;, 0l P TR 4.2.7)

e a primeira coluna de L a partir de

[ i=2,3,....n (4.2.8)

Passo k: Apés obter as k — 1 primeiras colunas de L, as k — 1 primeiras linhas de U e os

elementos da diagonal principal da matriz L, que sdo todos iguais a 1, obtém-se
k-]
“"f = aU - thrurj * j= kv <l (429)
r=1

e analogamente obtém-se



1 -1
bh=—(a, =Y Lu,), i=k+l,...n (4.2.10)
“u r=1

Os elementos da matriz A = LU sdo obtidos por

min(i, j)

a;= Y lu i 1R ol (4.2.11)

irr 2
r=1

A fatoragdo A = LU s6 existe se os elementos (pivds) u, # 0, i =1,...,n. O caso em

que, pelo menos, um dos pivos for nulo serd tratado na segdo 4.6.
Para resolver o sistema linear (4.2.1) por esse método, deve-se:

(a) fatorar A na forma A = LU,
(b) resolver o sistema triangular inferior Ly = b por substituigdo progressiva, e
(c) obter o vetor solugdo x a partir do sistema triangular superior Ux = y por substituigdo

regressiva.

Com o subproduto da fatoragdo LU pode-se calcular o determinante da matriz A do

sistemna linear (4.2.1).

det A =det(LU) = det L x det U. 4.2.12)

Os determinantes das matrizes triangulares L e U sio dados por
n

detL=1 & et U = uyy X tyy % UygX ..o %y, = Lot (4.2.13)
i=1

Das equagdes (4.2.12) e (4.2.13) obtém-se

det A = det U. (4.2.14)



Se u, =0 para qualquer /, entdo

detA=0, (4.2.15)

isso mostra que a matriz A € singular.

A seguir serd apresentado os algoritmos para obter a fatoragdo LU, o vetor y e o vetor

solugdo x.

4.2.1 Algoritmo da fatoragao LU - Seja a matriz A do sistema linear (4.2.1), L uma matriz
triangular inferior ¢ U uma matriz triangular superior. Esse algoritmo constréi as matrizes L e
U tal que A = LU, armazenando U no triangulo superior de A e L no tridngulo inferior de A,

sem armazenar os elementos da diagonal principal de L que sdo todos iguais a 1. A matriz A

serd destruida.

fork=1,...n-1

fori=k+l,...,n
n=apl au
aix - =1
forj=k+1,...,n

ajj = ajj =Tay

end for

end for

end for

4.2.2 Algoritmo para substitui¢cdo progressiva - Dada uma matriz triangular superior L de

ordem n e o vetor independente b. Este algoritmo determina o vetor y de modo que Ly =b.



fori=1,...n
Yi i =b
forj=1,...,i-1
Yii=¥ =y
yii=y M
end for

end for

4.2.3 Algoritmo para substituicdo regressiva - Dada uma matriz triangular inferior U de

ordem n. e o vetor independente y. Este algoritmo determina o vetor x de modo que Ux = y.

fori=n,...l
x =y lu,
forj=i®l,...n
X DX = U X
X =x; /u;
end for

end for

4.3 Eliminacdo de Gauss

O objetivo desta segdo € transformar a matriz completa A* do sistema linear
(4.2.1), de modo que, apés a transformagdo a matriz incompleta A fique triangular superior,

segundo [Hattori94, Ketter69, Fox64].

Seja o sistema linear (4.2.1) na forma



apX;+a;,x,+a;3x;+ ceetapx . ta,x
A7) X) + AyaXy + Ap3x3 + ceetayx; ..+ a,,x
a3 X+ apXy+axs+ .o+ ayx ... +a5,x, = by,

..........................................

(4.3.1)

X\t apXy+ aaxs+ .. +a, X+ ... +a,x, = b,

1° passo: De a,, # O (primeiro piv) e m; (i-ésimo multiplicador da i-ésima equagio de

(4.3.1)) dado por
m;=a;, /a,, (4.3.2)
com i=2,3,...,n Obtém-se
a’; =a;-ma,; e b, =b-mb, i=2,....,nej=l...,n (4.3.3)

O sistema linear apds a eliminagdo de x, das n — 1 ultimas equagdes de (4.3.1) fica

apx; +a;3%; + apxst...ta x +... +a,x, = b,
’ '4 ’ 4
a'yXy +a'xy+ . +aly x4 +ah, x,= b,

Xy +a3 Xyt .. +ayx+...+al,x, =b}, (4.3.4)

......................................

2° passo: De a’%, # 0 (segundo pivd) e m’; (i-ésimo multiplicador da i-ésima equagdo de

(4.3.4)) dado por



mi=a’,la%,, (4.3.5)
comi= 3,...,n Obtém-se
"’

a”j =ay—-mia’y e b =b - m’b",, (4.3.6)

pard i =3;...sme =2, ..: M

O sistema linear apds a eliminagdo de x, das n — 2 dltimas equagdes de (4.3.4) fica

apX) +apx; + a3 +...+ apx; +...+a,x, = b,
a'pXy+ayXy+.. .+ ahx +.. . +ah,x, = b,
a"3xy 4.+ @’y x4 +a"y, x,=b",
Cart e = @37
S
Continuando analogamente, no k-ésimo passo, de a,fk" # 0 (k-ésimo pivd) e
mtt = al™ alt (4.3.8)
comi=k+1,...,n, obtém-se as k-ésimas equagdes:
a,=al"-m!Ta, " eb! =b" =m}!H} (4.3.9)

para i=k+l,....,.n e j=k...;nek=1,...,n~1.

No passo k = n — 1 elimina-se x; da dltima equag@o, obtendo a equagdo



a“x, =b"" (4.3.10)

nnottn

O sistema linear (4.3.1) apds a transformagao fica

anx +a;x, + apxy+...+ a,x, = b,

alzrrz + a’:‘-{x:i +... + alzn .T" = b’:,

s " 4
a3 t... taty,x, = b,

(4.3.11)

................

A solugdo do sistema linear (4.3.11), que também ¢ solugdo do sistema linear (4.3.1), €
obtida por substitui¢des regressivas. Considerando os pivos a,,, @, ., a,, diferentes de

zero, a solugdo do sistema triangular é dada por

o= by la,

"""" (4.3.12)
Xy =(bh—(ahx+ . val ) aks,
xy =, =@+ ...+a;,x,))/ a.

4.3.1 Algoritmo da Eliminac¢do de Gauss - Dada a matriz completa A*, do sistema linear

(4.3.1). Este algoritmo computa a transformagdo (4.3.11).

for k=1.n-1
fori=k+1,....n
ni=aylag
a,:=1

forj=hk+1,... . n+l

a;:=a;-na,.



end for
end for

end for

ApGs a transformagdo da matriz A na matriz triangular superior U, obtém-se o vetor

solugdo x a partir das equagdes (4.3.12), isso é feito pelo algoritmo 4.2.3.

4.4 Eliminacao de Jordan

O objetivo deste método € transformar a matriz completa A* do sistema linear (4.2.1),
de modo que, apés a transformagdo a matriz incompleta A fique identidade, segundo

[Hattori94, Ketter69, Fox64].

Este método € similar aos métodos de fatoragdo LU e eliminagdo de Gauss, no entanto

ndo utiliza substituigOes regressivas nem progressivas para obter a solugio do sistema linear.
Seja o sistema linear (4.2.1) na forma

apxptaph+. . tapx +... +a,x, = by,

Ay X+ ApXy .. +ayX; +... +ay, X, = by,

=N
Ay X+ A3X+ ...+ AyX +.. . +ay, X, = b,
apx;+apxy +...+apx; + ... +a,x, = b, (4.4.1)
X+ 8pXa+ .. @, x5+ ot a,x, = b,

1° passo: Da primeira equagdo de (4.4.1) dividida por a,, # 0 e de m, (i-ésimo multiplicador

da i-ésima equagio de (4.4.1)) dado por

[3%]
o



m;=a;,, (4.4.2)

comi=2,3,...,n Obtém-se

a":’;:a{j—m"a}j. € b'r‘=b|;_'m‘-b|s (44'3)

para i=2,...,nej=1,...,n

O sistema linear apés a eliminagdo de x, nas n —1 Ultimas equagdes de (4.4.1) fica

12 alj In 1
X, + —x+ + —Lx 4.4 Ly, =—,
ay, a, ay a,
0’23X2+ +a 2j XJ+ +a Zn'xn = ,2,
’ _ ’
a 32x2 + +a 3ij+ +a 3"x,, = 3
Qs Xy H nan +a‘:j 2 ¥ ont a%,% =2bj, (4.4.4)
Vs /
a,»x + +anjxj+ +am1'xn—bn’

2° passo: Da segunda equagdo de (4.4.4) dividida por a’,, # 0 e de m’; (i-ésimo multiplicador

da i-ésima equagdo de (4.4.4)) dado por

(4.4.5)

’
m, =a -,

comi=1,3,4,..,n Obtém-se

W , » i R A
a;, =a’;-m’a,, = b, =b’,—m’b%, (4.4.6)

comi=1,3,4,...n¢ej=1,....n



O sistema linear ap6s a eliminagio de x, na primeira e nas n — 2 dltimas equagdes de (4.4.4)

fica

X o+ a4 c+a"yx o i+a” ,x,= b

1>
ax a; a- b
Xpb ==X+ . k=X b —x, = ——,
an an Q..,, an
Il 4 4 "
a3 xy + +a’yix +...+a"5,x, = b7,
’” r” 12 4
ai3xy3 + ... +tayx +...+val, x, =b%,, (4.4.7)
’” ” ’” 7
a,3x3 + +a nj rj + ta X, b n

Continuando, analogamente, no k-ésimo passo: Da k-ésima equagdo dividida por af.:' #0 (k-

ésimo pivo) e de
mf'] =da, , (4.4.8)
comi=1,2,.. ,k=1,k+1,....n e k=2,..., n Obtém-se
al =a; " —mt a,t,-_l e bf = b — b B by (4.4.9)

gom d=1.2, ... k=1, k*1,...ne j=k .o

Quando k = n os elementos acima e abaixo da diagonal principal da matriz A s3o todos

eliminados. O sistema linear (4.4.1) finalmente fica



X = by
Xy = by
............... (4.4.10)
x,= b,
Assim x' = (b , by . by ,..., Db )de(4.4.10) € a solugdo do sistema linear (4.4.1).

4.4.1 Algoritmo da Eliminacgdo de Jordan - Dada a matriz A*, matriz aumentada do sistema

linear (4.4.1). Este algoritmo computa a transformagdo (4.4.10).

fori=1,....n
fork=1,...,n
n:=ayl ay
a,:=n
forj=1,...,n+l
if (k#1)then
a; = a;- 1nay;
end for
end for
end for
forj=1,...,n
X =4j 4

end for



4.5 Erros na solucio de sistemas lineares

Nos métodos apresentados neste capitulo, erros de arredondamentos na obtengdo da
solugdo de sistemas lineares via computador sdo inevitdveis devido a limitagdo da precisdo.
Além da introdugao de erros nos célculos, os elementos da matriz A e do vetor b poderio estar
afetados por erro, seja porque foram calculados, seja porque sdo resultados de medidas (segdo
3.2). Na verdade os erros em A e b muitas vezes ndo sdo conhecidos. Ao usar o computador
obtém-se a solugdo computada x” que pode ser uma boa solugdo ou ndo. Nesta segdo serd
mostrado critérios para verificar se uma solugdo computada de um sistema linear € aceitavel

ou ndo, segundo [Hattori94, Dorn72, Albrecht73, Steinberg74].

Antes serd apresentado algumas definigdes necessdrias:

Definigdo 4.5.1 - A norma vetorial, denotada por Il x Il, ¢ uma fungdo f: R" — R que satisfaz
as seguintes propriedades

DIxI=20; lixl=0 implica x = 0 (vetor nulo),
W kxli=1k1x, keRe xeR",
) hx+yli<ixli+llyll, x,ye X"

Defini¢do 4.5.2 - Seja Il x Il uma norma vetorial e x € R". A norma da matriz A induzida pela
norma vetorial é

A Il = maXy =1 IAx Il (45])
Propriedades:

Para quaisquer matrizes A e B quadradas e qualquer vetor X, tem-se

1) IABII < ILAll x 1IBII,
i) lAxII < AL x [ixl.



Defini¢do 4.5.3 - A norma o (ou de Chebyschev) de um vetor x, denotada por Il x Il., é dada
por

IIx lle = maxl|x,| T (45.2)
ISisn

Um dos critérios é, ao resolver Ax = b e obter a solugdo computada X, substitui-la no

sistemna linear e verificar se residuo

r=b-Ax (4.5.3)

€ pequeno em alguma norma. A solugdo mais significativa é a que apresentar o menor residuo,

€spera-se.

Um outro critério € recomputar a solugdo introduzindo uma pequena mudanga no
problema, alterando um ou mais dados (computar a solugdo em precisdo dupla, caso seja
possivel, € uma prética comum). Considerando o sistema linear

Ax =b, (4.5.4)

na forma:

41 40Yx) (81
40 39)\x,) \79) 320

supondo que exista um pequeno erTo no vetor b e que esse vetor passe a ser
b’= (80.99, 79.01)" (4.5.6)
‘uma pequena mudanga de 0,012%), resolvendo o sistema
Ax = b (4.5.7)

»elos métodos de fatoragdo LU, eliminagdo de Gauss e eliminagio de Jordan obtém-se os
esultados aproximados



—

x'= (1.7902,0.1899)", x'= (1.9799,0.1899)" e x’= (1.7902, 0.1899)", (4.5.8)
respectivamente. Esses resultados levam a crer que as solugdes de (4.5.8) sdo boas

aproximagdes da solugdo do sistema (4.5.5). Mas estas aproximacdes estdo longe da solugdo
exata que é

x= (1, DT (4.5.9)

Para entender o que ocorre no exemplo (4.5.5) deve-se entender as variagdes relativas

do vetor solugdo e do vetor b, segio (3.2). Da fatoragdo LU obtém-se os erros absolutos

Ex=(1,1)" = (1.7902.0.1899)" = (=0.7902, 0.8101)", (4.5.10)
Eb =(81,79)" - (80.99, 79.01)" = (0.01, -0.01)". (4.5.11)

Usando norma o obtém-se os erros relativos

i Il Ex II___ 08101 = 0.4525, (4.5.12)
Ix'll 1.7902
ep= LA = Ll =0.000125=1.25x 10°%. (4.5.13)
II'b'll 80.99
Tem-se entdo
lle Il _ 0.4525 = 3620 (4.5.14)
lle, Il 0.000125

ou seja, a variagdo do erro relativo na solugdo foi cerca de 3620 vezes a variacdo do erro
relativo em b.

Observa-se que pequenos erros em b causam erros maiores, na solugdo x. Isto € um

desastre.
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A seguir serd apresentada uma estimativa da relag@o entre os erros relativos nos dados

(b e A) e na solugdo. Comegando introduzindo um erro Eb e calculando o erro EX no
sistemna linear Ax = b. Seja

Ax+Ex)=b+Eb
o sistema apds a introdugdo do erro. Tem-se
Ax+AEx=b + Eb,
AEx= Eb,
e em alguma norma,

NEXN<HAMNEX . (4.5.15)
Introduzindo erro em A

(A+ EA) (x + Ex) =Db,
Ax + AEx+ EAX+ EAEx =D,
AEx+ EA(x + Ex) =0,
onde se retira
Ex =-A" EA(x + EX),
e, em alguma norma

NExI < A I IEAN lx+ExIl,

e < 1A AN AR (4.5.16)

lx + ExlI Al

que expressa o erro relativo na solugao x devido o erro relativo em A



O nimero

K@) = 141 Al, (4.5.17)
¢ chamado niimero de condigdo da matriz A em relagdo a alguma norma dada.

Da desigualdade

Ibll=lAxI<HANlIXI
obtém-se

1 han (4.5.18)
lxll ~ 1ibll

Multiplicando ambos os membros de (4.5.15) por 1/lxll e utilizando a desigualdade (4.5.18),
obtém-se

IEXI K(A) Il EbII ’ (4.5.19)
xl I1bll

que d4 uma estimativa de erro relativo em x devido o erro relativo em b.
A interpretagdo que se d4 a (4.5.16) e (4.5.19) € a seguinte: se K(A) >>1, entdo o

sistema linear Ax = b é dito mal-condicionado, isto €, para matrizes cujo niimero de condigdo

seja elevado, um pequeno erro relativo em A ou b, pode causar um grande erro relativo na
solugdo x.

4.6 Pivotamento

Nos métodos apresentados neste capitulo, as transformagdes foram executadas

ignorando a possibilidade de parada no processo de transformagdo do sistema linear, essa
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parada € devido a um dos elementos da diagonal da matriz U ser nulo, pois tendo um valor

nulo a divisdo por este valor € impossivel, caso de overflow.

Em (4.2.15) foi mostrado que, se um dos elementos da diagonal principal da matriz U
(pivos) se anular o determinante da matriz A € zero e a matriz A € dita singular. Portanto,

neste caso, a matriz A ndo admite inversa e o sistema linear ndo pode ser resolvido.

No método da eliminagdo de Gauss (segdo 4.3), sabendo-se que o sistema linear tem

solugdo, no k-ésimo passo da obtengdo do multiplicador

mtt = ay ray (4.6.1)

comi=k+1,...,n, mesmo que o pivd af[' seja zero, o sistema linear pode ser resolvido
fazendo uma permuta (ou troca) de linhas para obter um pivd ndo nulo, se o valor for préximo
de zero e nio for efetuada uma troca de linhas ou colunas, os erros de arredondamentos
(surgidos durante a transformag@o do sistema) podem provocar grandes erros nos resultados

(se¢do 4.5). Por exemplo, seja o sistema linear

2 o)=Y ) G

um dos pivds € zero, pelo algoritmo 4.3.1 o sistema linear (4.6.2) ndo pode ser resolvido, mas
o sistema linear tem solugao x" = (1, 2), o fato de um dos pivOs ser zero ndo indica que o
sistema ndo tenha solugdo, para evitar pivos nulos deve-se incluir no algoritmo 4.3.1 uma

permuta de linhas ou colunas para obter um pivd nao nulo.

Apés a troca da primeira linha pela segunda linha o sistema linear (4.6.2) fica
2 x4, (4.6.3)
0 5){ x, 10
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Para evitar essa parada e a propagag@o desses erros durante a transformagio do sistema

§ 5 . - — k— "
linear, em cada passo k da eliminagdo de Gauss escolhe-se o pivd 4, '+ 0. Esta escolha e feita

pelas seguintes estratégias:

Pivotamento parcial - Em cada passo k da eliminagdo de Gauss, troca-se a linha k com a linha

r, tal que

k=1, _ =
la, | = maxla, |

i=k

A (4.6.4)

emquek=r.

Pivotamento total - Em cada passo k da eliminagdo de Gauss, troca-se a linha k com a linha r

e acolunak, tal que

a1 = max la’™'l, (4.6.5)

ig=k...n Y

emquek#rek#s.

Essas estratégias de pivotamento também sd@o aplicdveis nos método de fatoragdo LU e

eliminagdo de Jordan.
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Capitulo V

Solucao Exata de Sistemas Lineares

5.1 Introducao

No capitulo IV foi mostrado como se obter a solugdo de um sistema linear pelos
métodos diretos de fatoragdo LU, eliminagdo de Gauss e eliminagdo de Jordan, a interferéncia
dos erros de arredondamentos na obtengdo da solugdo exata de um sistema linear e as
estratégias de pivotamento. Este capitulo mostra as maneiras de se obter, caso exista, a
solugdo exata de um sistema linear por esses métodos diretos, um estudo do método proposto
por Fox para obter a solu¢do exata de um sistema linear sem erros de arredondamentos, a
construgdo do algoritmo e uma comparagdo entre esse método e os métodos diretos quanto ao
nimero de operagdes realizadas. Finalmente, mostra a necessidade da aritmética em multipla

precisdo na obtengdo da solugdo exata de um sistema linear pelo método proposto por Fox.
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5.2 Soluc¢io Exata de Sistemas Lineares

Seja o sistema linear

Ax =D, (5.2.1)

em que A € uma matriz, ndo singular, de ordem n cujos elementos sdo nimeros inteiros e b

um vetor coluna de n componentes inteiros. Todas as operagdes realizadas nesse método sdo

exatas, inclusive a divisio.

Para ilustrar o método, seja o sistema linear (5.2.1) na forma (5.2.2)

x, + 9% - x + 2, = 8§, (5.2.2.a)
4x, = 5x, + 3 - Tx, = 1, (5.2.2.b)

x + 6x, - 3x; - 4x, = 5, (5.2.2.¢)
3x - 2% - x3 - 5x =11 (5.2.2.d)

Na resolugdo do sistema (5.2.2) pelo método da eliminagio de Gauss os
multiplicadores m,=a,, /a,,, my=ay /a, em,=a,/a, sioos nimeros 4/7, 1/7 ¢ 3/,
respectivamente, como as representagdes decimais desses nimeros ndo sdo finitas, e
precisam ser armazenadas num espago finito, limitagio do computador, comete-se ai 0s
erros de arredondamentos. O uso de nimeros com essas representagdes infinitas durante a
transformagdo do sistema, pelos métodos diretos, faz com que a solugdo do sistema (5.2.2)
ndo seja exata, devido o surgimento de erros de arredondamentos e a propagagdo dos

mesmos de uma operagdo para outra.

Uma maneira de se obter a solugdo exata a partir de tais métodos € utilizando
aritmética racional ou de residuos. Uma outra maneira de se obter a solugdo exata de um
sistema linear, é utilizar um método em que todas as operagdes sejam executadas exatamente,

inclusive divisdo.



Para obter a solugdo do sistema linear (5.2.2) pelo método proposto por Fox deve-se
manter inteiros os elementos da matriz associada ao sistema linear durante o processo de
transformag@o do sistema linear, contanto que durante a transformagdo nio apare¢a elemento

cuja representagdo supere o limite de precisio disponivel no computador.

No primeiro passo da transformagdo, os coeficientes e termo independente da equagdo

(5.2.2.b) do sistema linear (5.2.2) sdo dados pelos determinantes

d 4 0,d { : i1, d P o 18, d ! : 57ed o8 17
= = - ] = - i = =
et4 4 ' et4 -5 ' t3t4 2 ’ et4 -7 € 4 7

7 7 79 7 =1 7 2 7 8
det =0, det = 33, det =-=20, det =-30e det =27,
11 1 6 1 <3 1 4 1 5

dt7 ! 0cn7 7 41, d T —4dt7 o dct7 8 53
= - . t = i - € o ’
"ls 37" = 3 -1 3 =s 3 11

eliminando x, da equagdo (5.2.2.d).

O sistema linear (5.2.3) obtido apés a eliminagdo de x, nas trés ultimas equagdes de (5.2.2)

fica

T +9%;, - x3 + 2x3 = 2, (5.2.3.8)
-7lx, + 18x; = 57x, = 17, (5.2.3.b)
33x, = 20x; = 30x, = 27, (5:2:3.¢)
-41x, — 4xy = 4lx, = 53. (5.2.3.d)



Analogamente, elimina-se x, do sistema formado pela equagdes (5.2.3.b), (5.2.3.c) e (5.2.3.d),

obtendo o sistema linear (5.4)

7% +9% - x5 + 2x, = 2, (5.24.2)
-Tx, + 18x3 -~ 57x, = 17, (5.24.b)
826x; + 4011x, =-2478, (5.24.0)

1022x, + 574x,

3066. (5.2.4.d)
Como os coeficientes e termos independentes das equagdes (5.2.4.c) e (5.2.4.d) sio

sistema (5.2.4) apds a divisdo das equagdes (5.2.4.c) e (5.2.4.d) por 7 fica representado pelo

sistema linear (5.2.5)

T +9%, - x + 2, = 2, (5.2.5.4)
-7lx, + 18x; = S57x, = 17, (5.2.5.b)
118x; + 573x, = — 354, (5.2.5.¢)

146x; + 82x, = 438. (5.2.5.d)

As equagdes (5.2.5.c) e (5.2.5.d) formam um sistema de duas equagdes a duas incégnitas, x; €

x,. Analogamente, elimina-se x; de (5.2.5.d) obtendo o sistema linear (5.2.6)

Tx,+9%, = x3+ 2%, = 25 (5.2.6.a)
~7lxy + 18x3—- 57x, = 17, (5.2.6.b)
118x; + 573x, = -354, (5.2:6:¢)

-73982x, = 0. (5.2.6.d)

O coeficiente e o termo independente da equagdo (5.2.6.d), sdo divisiveis por =71 (pivd da
equagio (5.2.5.b)), finalmente, o sistema linear (5.2.6) apds a divisdo da equagdo (5.2.6.d) por

—71 fica representado pelo sistema linear (5.2.7)
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Txy+9x, -  xy

118x, + 573x,

+

2, = 24
S7x, = 17,
= - 354,

1042x, = 0.

(5.2.7.a)
(5.2.7.b)
(5.2.7.¢)
(3.2.7d)

Antes de completar a solugdo serd analisado o sistema (5.2.7), particularmente os

coeficientes da diagonal, e justificar a divisibilidade exata das equagdes (5.2.4.c) e (5.2.4.d)

pelo coeficiente de x, da equagdo (5.2.3.a).

Para a andlise seja o sistema linear, ndo singular, com n equagdes

ang X +a12 Xy +a;3x; + ..

as Xy +a22x3 +023x3 -

...............................................

...............................................

a, X+ a,x+a,,x3+ ...

tax, + ... +a,,x, = b,
cFllag X, ¥ vn Tl k= Dy
g X o Ty Xy = by,
Tl X H s F Xy = by,
g X +a,,x, = b,.

(5.2.8)

Para a,, # O (primeiro pivd). Obtém-se as n — 1 ultimas equagdes de (5.2.8) pelos

determinantes de ordem 2

a,

b = det(
a

|

comir= 2 Butes =Ly ve s s W

O sistema linear ap6s a eliminagiio de x;, nas n— 1 dltimas equagdes de (5.2.8) fica

(5.2.9)
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aXytapxsta;3xy +...+ ax, +...+a,,x,=b,

Aty +a%x; +...+ ayx + ...+ ahx,

apXy +a%x, 4.+ afx, + ...+ a%,x, = b5,

a,p+a’ x+.. . +alx, + ... +a,x, =b’, (5.2.10)

Analogamente, para a’, # 0 (segundo piv6), repete-se o procedimento para obter as n

— 2 ultimas equagdes de (5.2.10)

L a,, a,,
an:del . =a22ars-azsar2
ar" ars
€
a,, b, oo .
b =det| ?22 2| =gl b —blal,, (5.2.11)
a,, b,

comr=3,4,...nes=2,...,n

O sistema linear ap6s a eliminagdo de x, das n — 2 Altimas equagdes de (5.2.10) fica

ay x+a,x+apx +...+ apx, +...+a,x,= b,
a'yXy +a%x3+. ..+ abhox, + ...+ a5 x, = b,
@’y x+ .+ a"x + ..+ a"y,x, = b,

a’3x3+ ...+a"x, +... +a",x, =b", (5.2:12)
4 = ’” "’ oy 4
a n?'x1+ +a ns Xs t...ta nn X b n*

em que a”, # 0 (terceiro pivd).
33 P

41



Resolvendo o sistema constituido pela equagdes (5.2.9) e (5.2.11) resulta

a =(ay @y, —ay ap )a) a,, —a,, a, )=(ay a,, —a, a;;)a) ay —ay a,)=

rs
2 ' 2
=(ay a4, — aj an a,,a;, - a, a, ay a, + ayana, a) - (aja,,a, -

=@)18,,05, A1~ Q1,080 +0,,0)585, 0y, )= ay, (a,a0y,8,—0y, G, A ;—

=@y A)30,,=0),a,,05 + Q.70 G, + A, Gy, 0, ), (5.2.13.a)
b, =l(aan-ayay)ay, b-a, b)-(aya,,-a, a,)a,b-ayb)=
2 )
=(aj, anb, — ayay a, by - ayana, b, + ay a,a,, b)) - (aja,,b,
—a,,a,,a, b, - a,a,,a,,b,+a,,a),a, b)) = ay (a), ay b,—ay a, b, -
(5.2.13.b)

—ayapb.—aya,bytagay b +a,a,b)

Os termos a,, e b, sdo divisiveis por a,, (primeiro pivd em (5.2.8)), os termos a ., e
b, da préxima redugdo sdo divisiveis pelo pivé a%, (segundo pivd em (5.2.10)) e assim

sucessivamente até que o sistema linear (5.2.8) fique

apnx,+apx, +a3x3 + ...+ a,,x,= by,
rd

@'pXy +a'nx3+ ...+ a'yx, = b,
7 r” — V4

a“yxy+ ...+ a"%,x, = b,

n=l s n-1
ann xlln = an

Considere a relagdo entre a matriz A (matriz dos coeficientes do sistema 5.2.2) e a
matriz triangular U (matriz dos coeficientes de 5.2.7), no processo de eliminagdo dos
elementos abaixo da diagonal principal da matriz A, é executada uma seqiiéncia de operagdes

matriciais representada por JA = U, em que J € um produto da forma



100 0y (1rOoo0O 0Y(1 OO O0) (1L0O O O
M0100)(0100 01 0 O 01 0 O
A= X
001 0| Joo1 offoouw 0o *u ofF
000 u;) (00 * u,) 00 0 u) (0* 0 u,
Jy A
1 0 0 0 a, 4, a; a, ) Wy Uy W,
== a-." a” 0 0 aﬁl L’J-.-, a“ a-.,, u'n u'\‘,\ ug,’
X x| -~ - - = - - =il (5.2.14)
—ay 0 a, 0 ;) Gy Ay Ay Uy Uy
-a; 0 0 aq a;, Q; A4y Ay Uaa
em que:
u;, € oinverso do pivd a,, naequagdo (5.2.2),
uz € o inverso do pivd a’,, naequagdo (5.2.3)e
u, ,r=1,.4,sdo os pivds usados na triangularizagdo da matriz A .
* sdo os elementos obtidos apds a permuta de linhas, caso seja necessdria
durante a triangularizagdo da matriz A .
Seja
det U = det JA = det Jgxdet J,x det J;x det J,xdet J, x det A, (5.2.15)
como
det Jg= us ,detJ, = us; ,det Jy = u;7 ,detJ, = u3, e detJ, = B (5.2.16)

de (5.2.15) e (5.2.16) obtém-se

- 2.2 .3
Uy Unall;) Unn @y €T A = Uy Uyl (2:2:17)
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Mas u,, =a,,, entio,
detA= u,,. (5.2.18)
O elemento u,, da matriz triangular superior U € o determinante da matriz A do sistema linear

(5.2.2). Por analogia us; € o determinante da matriz obtida de A eliminando a Gltima linha e a

dltima coluna, e assim por diante.
Aplica-se o processo de substitui¢do regressiva em (5.2.7) para obter a solugio do
nosso exemplo. Os componentes do vetor solug@o x sdo calculados a partir de uma relagio

cujo denominador € o det A. Como os coeficientes do sistema (5.2.7) sdo inteiros os

numeradores da relagio também sdo inteiros. Pode-se entdo introduzir um vetor auxiliar.
y=detA xx, (5.2.19)
cujos componentes sdo niimeros inteiros.

Multiplicando os termos independentes das equagdes de (5.2.7) por det A = 1042

obtém-se o sistema linear (5.2.20)

Ty, +9y, — oy, + 2y, = 2048, (5.2.20.a)
~Tly, + 18y, - 57y, = 17714, (5.2.20.b)
118y, + 573y, = — 368868, (5.2.20.c)

1042y, = 0. (5.2.20.d)

Resolvendo o sistema linear (5.2.20) por substituig@o regressiva obtém-se

y = (2084, —1042, -3126, 0)" (5.2.21)

De (5.2.19) e (5.2.21), obtém-se o vetor solug¢do x do sistema linear (5.2.2) cujos componentes

racionais sdo dados pela relagio
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x; =y, /detA, 1= L (5.2.22)

Assim a solugdo do sistema linear (5.2.2) na forma racional fica
x, =2084/1042, x, =-1042/1042, x; =-3126/1042 e x, =0/1042. (5.2.23)
Simplificando o resultado (5.2.23) obtém-se o vetor solugdo
x=(2,-1,-3,0) (5.2.24)

Durante a fatoragdo da matriz A na matriz U (5.2.14) se um dos pivos for nulo deve-se

fazer uma permuta de linhas.

Sempre que for feita uma permuta de linhas o sinal do determinante da matriz A do

sistema linear (5.2.2) muda , conforme a relagio

detA para p par,

W, = (5225)
—det A para p impar,

em que p € o nimero de permutagdes.

Exemplo, na seqiiéncia de redugdes abaixo, na redugdo 1.a obtém-se o det A sem a
permutagao de linhas e na redugd@o 1.b com o permutagdo de linhas. O sinal do determinante
da seqiiéncia da redugdo 1.b é determinado segundo o nimero de permutagdo de linhas, de
acordo com (5.2.25). Os elementos das matrizes representadas por colchetes sdo os valores

obtidos antes da divisdo pelo pivo, ver (5.2.13).
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(4)

(g8 c!o — \o
o N
~ O — n
B W o

(A7)
35 4 21

71 121 66
52 53 24

(A”)
439  91)3951
183 -28 /1647

(A f’l)
(—827)[-28945]

redugdo l.a

€ oposto ao sinal do det A = — 827, redugdo 1.a

(A)
9 15 6
1 413
-8 7 9 2
2 6 7 4
(A"
=35 -4 =21
39 17 26
-2 5 =2
(A")
-229 26
183 -28
(A”’)

(827)[~1654].

redugdo 1.b

Na redugdo 1.b foi feita trés permutagdes de linhas, logo o sinal do det A = 827, redugéo 1.b,

Na redugio 1.a os elementos crescem muito em nimero de digitos, para minimizar o

crescimento desses nimeros foi escolhido em cada passo da redug@o 1.b o menor elemento,

em valor absoluto e diferente de zero, da primeira coluna de cada passo.

Assim, para o sistema linear (5.2.8), a cada passo k da transformagdo da matriz

pivotamento parcial da linha k com a linha r, tal que

; ; s kel :
completa desse sistema linear deve-se escolher um pivd @ # 0, ou seja, fazer um
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k-1 . N
la, 1= minla,™'l, (5.2.26)

i=k...n

emque k#r.

O pivotamento parcial no método proposto por Fox difere do pivotamento no método
da eliminagdo de Gauss (segdo 4.6), neste, o pivd escolhido é o maior elemento, em valor

absoluto e diferente de zero, da primeira coluna de cada passo.

5.2.1 Algoritmo do método proposto por Fox - Seja a matriz A* matriz completa do
sistema linear (5.2.8). Este algoritmo computa a transformagdo da matriz A*, usando a
estratégia de pivotamento parcial, de modo que, a matriz A passe a ser triangular superior, p €

obtido conforme a permuta de linhas.

forr=1,n-1
Determinar p € {r,r+1,...,n} de maneira que la,, |=min, g;c,la;, Icoma;, #0
r..=p
permuta de a, €a, (J=7;::40)
Wj:=arj (]=r+1,...,n)
fori=r+l1,...,n
ar‘r:zn
forj=r+l,..., n+l
ar’j:=aij a. _arj a.
ifri=2
ar’j 0 aa‘jlar-}. r-l
end if
end for
end for
end for
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3.2.2 Algoritmo do Vetor Auxiliar e do Vetor Solugdo do Sistema - Dada uma matriz
triangular superior U (algoritmo 4.3) de ordem n, ndo singular, e o vetor b de ordem n, este
algoritmo encontra o vetor y e o vetor solugdo racional x do sistema linear, de modo que

Uy=bex =y/a,. .i=1,..nemquea, =detA.

begin
A =n-1 (onde n € o nlimero de equagdes do sistema)
Yo U8 @ Rl (g=n+l)
x,:=v,/a,
fimd

while i 2 1 do

p:=i+l

g:=

forj=p,...,n
E=£+a,-jyj

yii =(a,, a; €)la;
i:=i-1
end for
end while

end begin

5.2.3 Algoritmo de Euclides - Dados o vetor y e a,, = det A.(algoritmo 5.2.2), este algoritmo

nn

€ usado na simplificagdo da solugdo x; =y, /a,, ,i =1, ..., n do sistema linear.

nn*

for i=1....,n
pi=Y;
£E.= 4

nn

while £ 20 do

A = mod(p, €)
prE g
g1=A
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end while
m= g

end for

Os métodos diretos usados na solugdo de sistemas lineares sdo, algumas vezes,
comparados quanto a eficiéncia, servindo de base o nimero de operagdes aritméticas
requerido. A partir dos algoritmos (5.2.1) e (5.2.2), é possivel fazer uma contagem do niimero

de operagdes. Durante o processo de triangularizagiio do sistema linear essa contagem ¢ feita

como segue:

tabela 5.1: N° de operagdes realizadas pelo algoritmo (5.2.1)

Passo Divisdes Multiplicagdes Adigdes
1 o 2n(n-1) n(n-1)
J (n=1)(n-2) 2(n-1)(n-2) (n=1)(n=2)
3 (n=2)(n-3) 2(n-2)(n-3) (n=2)(n-3)
n—1 2x1 Fx2x] 2x1
n=1 n n
> k(k-1) 2> k(k-1) > k(k-1)
Total k=2 k=2 k=2
Das relagdes
" k=n(n+l) s z":kz =n(n+l) 2n+1)’ (5.2.27)
2 - 6
k=1 ol k=1
7 1 3 2 I
obtém-se -?;(n =3n"+2n) divisdes,
2. 3 .
—g(n" -n) multiplicagdes e
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1
3(n-‘ -n) adigdes. (5.2.28)

No cilculo do vetor auxiliar por substituigdes regressivas e do vetor solugdo por

substituigdes progressivas obtém-se

n divisdes,
+1
142+ 34..4m) = 70+ 1D multiplicagdes e
nin=1) oo
14243+ . +(n=-1) = > adigOes. (5.2.29)
n 5n
Resultando: e divisdes,
3 3
20 n? on e
—t——— multiplicagdes e
3 2 6
’-!3— +£ - i adicoes (5.2.30)
32 6 s -

A contagem dessas operagdes conduzird, aproximadamente, a um valor igual a 4n%/3 -

2n/3. Portanto, para um valor elevado de n, o termo dominante é 4n’ / 3.
A tabela 5.2 mostra, para n elevado, o termo dominante do nimero de divisdes,
multiplica¢des e adigdes realizadas pelos métodos diretos [Patel94, Johnston82, Stainberg74]

e proposto por Fox.

tabela 5.2: N° de operagdes realizadas pelos métodos

Métodos N° de operacoes
fatoragdo LU 2n'/3
eliminagdo de Gauss 2n'/3
eliminagio de Jordan n
proposto por Fox 4n'/3
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Fazendo uma comparagdo entre os métodos: a eliminagio de Jordan requer
aproximadamente 50% de operages a mais que os métodos de fatoragdo LU eeliminagdode
Gauss, jd o método proposto por Fox requer duas vezes mais operagdes aritméticas que o
método de fatoragdo LU e eliminagdo de Gauss. Na resolugdo de um sistema linear, qualquer
um dos métodos pode ser utilizado. Nos métodos diretos os erros de arredondamentos
surgidos durante a transformagdo do sistema interferem na obtengdo da solugdo exata do
sistema linear, j4 o método proposto por Fox, se na transformagdo do sistema os coeficientes

nao crescerem muito, em niimero de digitos, permite obter a solugdo exata do sistema linear.

5.3 Aritmética em miltipla precisao

Na se¢do 5.2, mostra como o resultado de uma operag@o pode ser afetado quando o
computador ndo dispor de precisdo suficiente para representar esse resultado. Uma maneira de
representar esse resultado € utilizar aritmética em multipla precisdo (simula nimeros inteiros

ou em ponto flutuante de virios tamanhos, usando cadeias de caracteres).

Na resolugio de sistemas lineares, pelo método proposto por Fox, o uso dessa
aritmética € de fundamental importancia na obtengdo da solugdo exata. Por exemplo, no

sisterna linear , ndo singular
2977x; +2971x2+2971x3 = 8919,
2971x; —2977x, +2971x3 = 8919, (5.3.1)
2971x; +2971x, + 2977x3 = 8919,

quando resolvido com uma precisdo de 8 digitos a solugdo obtida néo € exata.

Na primeira redugdo do sistema linear (5.3.1) obtém-se
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2977x) +2971x, + 2971x3= 8919,
35688x; + 17826x3 = 53514, (5.3.2)
17826x, + 35688x; = 53514,

A proxima redugdo ndo € possivel devido a precisdo ser insuficiente para representar
os resultados

35688 53514

35688 17826
det
17826 53514

= 95586706
17826 35688] 5 & de{

J: 955867068. (3:3.3)

Se a precisdo usada fosse de no minimo 9 digitos o sistema linear (5.3.1) seria resolvido sem

erros. O exemplo (5.3.1) mostra bem a necessidade de se usar uma precisdo maior para se

obter a solugdo exata.

Na aritmética convencional em ponto flutuante o nimero de digitos do expoente e da
mantissa sdo limitados, como o conjunto de nimeros reais € infinito, entdo ndo é possivel

representar todos os seus elementos utilizando essa aritmética, ver segao 5.2.

No método proposto por Fox todas as operagdes sdo realizadas com nimeros inteiros,
como a aritmética utilizada neste trabalho é em ponto flutuante, entdo, é preciso representar
esses numeros inteiros em ponto flutuante, com o uso da aritmética de ponto flutuante em

multipla precisdo € possivel representar qualquer nimero inteiro x em ponto flutuante, para

isso € necessdrio que

nx)=.e, (5.3.4)

em que: n(x) € o nimero de digitos do nimero inteiro x e e é o0 expoente da base do sistema

em ponto flutuante (segdo 3.4).

Por exemplo, para representar o nimero inteiro 12310245164 em ponto flutuante €

necessdrio que n(f) =11 e e = 11, assim sua representagio em decimal flutuante fica



112310245164 x 10"

5.4 Calculo da Precisdo

Na se¢do 5.2, os coeficientes das n—-1 ultimas equagdes do sistema linear (5.2.8) ap6s a

eliminagdo de x, , foram obtidos pelos determinantes de (5.2.10)
(l/rs = allﬂ“—ﬂ,]a“ E 1)’

r = G'“ br_arl bt N r= 2. 3.---." €s= ], 2,..«.’1 (5.4.1)

A precisdo requerida para solugdo exata do sistema linear (5.2.8) est4 relacionada com

o nimero de digitos do maior dos produtos, em valor absoluto, dos termos
a,a,, aya, a;b, ou a,b (5.4.2)

Seja pg o maior produto de (5.4.2), em valor absoluto, e m o niimero de digitos desse
produto, dado por

m = n(pq) (5.4.3)
Como visto na segdo 5.3, pode-se obter resultados errados num célculo por falta de
precisdo. Uma maneira de evitar esses erros no método proposto por Fox ¢ informar a
precisdo quando o programa for executado ou utilizar uma precisio superior.
Na resolugdo de sistema linear

Ax=b, (5.4.4)

com estrutura simétrica do tipo



1 &
ko1
ko k
ko k

n

AN

(5.4.5)

emque k =3,9,31,99, 316, 999, 3162, etc., k foi escolhido dessa forma devido o produto pg,

conforme (5.4.3), ser mdximo para 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, etc. digitos, respectivamente, pelo

método proposto por Fox, utilizando o pacote FP de aritmética em muiltipla precisdo

[Smith91], verificou-se uma estimativa da precisio requerida (tabela 5.3) para obter a solugio

exata do sistema linear (5.4.5), a partir de m e n (nimero de equagdes do sistema linear).

tabela 5.3: Estimativa da precisdo requerida para resolver o sistema (5.4.5)

N° de eq. m (nimero de digitos do maior produto dos termos de 5.4.2)
do sist. linear 1 > 3 2 5 3
2 2 3 - 5 6 7
3 3 5 ¢ 9 11 13
4 4 7 10 13 16 19
5 5 9 13 17 21 25
6 6 11 16 21 26 31
7 7 13 19 25 31 37
n n 2n-1 3n-2 4n-3 5n-4 6n-5

Para obter a solugio exata do sistema linear (5.4.5) com n equagdes a precisdo

requerida é dada por

mn—m+1.

(5.4.6)
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Por exemplo, no sistema linear (5.4.5) paran =4 e k = 999 o nimero de digitos do

maior produto (pg) em valor absoluto é m = n(pg) = 6 digitos. Da relagio (5.4.6) a precisdo

requerida para solugdo exata desse sistema € de 19 digitos.

Uma outra maneira usada para justificar os dados da tabela 5.3 foi observar na matriz

transformada U (5.2.14) o nimero de digitos do produto

T, T R T (54.7)

Como visto na segdo anterior qualquer nimero inteiro pode ser representado em
ponto flutuante, entdo, resolvendo o sistema linear (5.4.5) utilizando o pacote FP, chega-se as
precisdes da tabela 5.3 a partir do produto (5.4.7). No exemplo, anterior n =4 e k = 999 apés a

transformagdo do sistema linear a matriz U fica

1 999 999 999

_ 0 -997002  -998000 -997002 (5.4.8)
0 0 -995007996 995007996
0 0 0 —-2980047928064

COMO Uy, = usy = —2980047928064 e wu,-3 p-2= un=-997002, de (5.4.7) obtém-se o

resultado em ponto flutuante

2971113744375664128 x 10" (5.4.9)

para representd-lo na forma inteira é necessdrio 19 digitos, como o resultado desse produto € o
maior nimero inteiro surgido durante a transformagdo do sistema linear, entdo, a precisdo

requerida é dada por e (expoente da base do sistema em ponto flutuante), segio (3.4) e (5.3).
Resolver sistemas lineares com um grande nimero de equagdes pelo método proposto

por Fox, mesmo utilizando aritmética em multipla precisdo, ndo é uma boa opgio devido a

precisdo requerida ser muito elevada. Por exemplo. no sistema linear (5.4.5) para n = 500 e
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m = 3 pela relag@o (5.4.6) a precisdo requerida para obter a solugdo exata é de 1499 digitos,

tornando-se invidvel o uso desse método.

O pacote FP de aritmética em muiltipla precisdo, citado nesta segéo, foi concebido por
David M. Smith, ele € composto por um conjunto de subrotinas em linguagem Fortran que

desempenham operagdes aritméticas em multipla precisdo [Smith91].

Além do pacote FP, existem outros pacotes em muiltipla precisdo como o MPFUN de
David B.Bailey [Bailey93] e o BMP de Richard P. Brent [Brent78], esses ndo foram

utilizados devido os recursos disponiveis durante a fase de estudo e implementagdo deste

trabalho.
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Capitulo VI

Testes e Resultados

6.1 Introducao

Este capitulo apresenta a descri¢do das matrizes dos sistemas lineares usados em teste,
observagdes sobre a implementagdo do método proposto por Fox, os testes, os resultados
obtidos nos testes realizados e uma andlise desses resultados tomando como base o tempo de

execugdo e a qualidade da solugdo obtida.

6.2 Descricao das matrizes

No sistema linear ndo singular,

Ax=b, (6.2.1)



usado nos testes, A ¢ uma matriz simétrica de ordem n e os componentes do vetor b sdo

iguais a 1.

ij=1....

j=1,...

240 equagdes.

Outras estruturas de sistemas lineares usados nos testes:

.

n+1 n n
n n+1 n
n n n+1
n n n

i+ j se i
i=-j se i

i+ j se i

I

NV

Js
Js
Js

Js
Js

no )
n
n
4
r+1/

e b =

n
Z“u‘*

J=1

Zau"

j=)

(6.2.2)

(6.2.3)

(6.2.4)

Para os sistemas lineares (6.2.2) os testes foram realizados para 80, 120, 160, 200 e

Para fazer as comparagdes préticas entre os métodos diretos e proposto por Fox, foram

escolhido os sistemas lineares (5.2.2) (pag.37), (6.2.2), (6.2.3) e (6.2.4). O sistema

linear(6.2.2) foi o mais explorado nos testes por minimizar o crescimento dos niimeros, em

numero de digitos. no processo de triangularizagdo da matriz completa do sistema linear pelo

método proposto por Fox.
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6.3 Observacoes sobre implementacio

Na implementagdo do método proposto por Fox decidiu-se:.

* utilizar sistemas lineares em que os coeficientes e termos independentes sejam nimeros

inteiros;
* adotar critérios de interrupgdes no caso de sistemas lineares singulares;

e utilizar, sempre que possivel, uma estimativa de precisio inicial ou uma precisdo fixa na

obtengdo da solugdo exata;

e permitir o uso da aritmética convencional desde que durante a transformagdo da matriz
completa do sistema linear ndo surjam elementos com o nimero de digitos superior ao
limite disponivel nessa aritmética, caso contrdrio, deve-se usar o pacote FP de aritmética

em multipla precisdo de [Smith91];

¢ ndo adotar nenhum método para economizar espago de memdria para armazenar a matriz

completa do sistema linear e a matriz triangularizada, essas matrizes s3o inteiramente

armazenadas; e

e usar o algoritmo de Euclides para simplificagdo da solug@o exata racional dos sistemas

lineares.

6.4 Resultados dos testes

Nesta se¢@o serd mostrado os resultados dos testes das rotinas que implementam 0s

métodos diretos e proposto por Fox, quanto ao tempo de execugdo e a qualidade da solugdo
obtida

59



-

Utilizando a aritmética convencional, os testes realizados utilizando o AIX XL Fortran
Compiler numa méquina IBM PowerPC da UFPB Campus II, para os sistemas lineares (5.2.2)

(pag. 37), (6.2.2), (6.2.3) e (6.2.4) os métodos diretos e proposto por Fox apresentaram os

resultados, listados a seguir:

A tabela 6.3 apresenta a solugdo do sistema linear (5.2.2) (pag. 37) pelos métodos

diretos e proposto por Fox.

A tabela 6.4 apresenta os erros cometidos na obtengdo da solugdo do sistema linear

(5.2.2) (pag. 37) pelos métodos diretos e proposto por Fox.

A tabela 6.5 apresenta as solugdes do sistema linear (6.2.2) com 80, 120, 160, 200 e
240 equagdes. No método proposto por Fox todas as solugdes obtidas foram iguais e exatas,

nos racionais, jd nos métodos diretos como as solugdes obtidas nido foram iguais, optou-se

pela menor e maior raiz.

As tabelas 6.6 apresenta os erros absolutos cometidos na obtengdo das solugdes da

tabela 6.5, pelos métodos diretos e proposto por Fox.

A tabela 6.7 apresenta o resultado do tempo de execugdo, em segundos, na obtengdo

das solugdes da tabela 6.5.

Utilizando o pacote FP de aritmética em muiltipla precisdo de [Smith91] o método
proposto por Fox obteve as solugdes exatas dos sistemas lineares (6.2.3) e (6.2.4) com até 48

equagoes.
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tabela 6.3: Solugio do sistema linear (5.2.2)

Raizes
\ -"l ".2 ‘1.3 A,4
Métodos
fatoragio LU 2.0000000000000000 —1.0000000000000000 —3.0000000000000000 0.0000000000000001
clim. de Gauss 2.0000000000000000 —1.0000000000000000 —-3.0000000000000000 0.000000000000000 1
clim. de Jordan 2.0000001901841316 —1.0000001348331682 —3.0000002216992243 0.0000001129747224
proposto por Fox 2.0000000000000000 —1.0000000000000000 —3.0000000000000000 0.0000000000000000




tabela 6.4: Erros absolutos cometidos na obtengio da solugio do sistema (5.2.2)

Raizes
Xj Ry P iy} X4
Mctodos

fatoragiio LU 0.0000000000000000 0.0000000000000000 0.0000000000000000 0.1x10™"
clim. de Gauss 0.0000000000000000 0.0000000000000000 0.0000000000000000 0.1x10"*
clim. de Jordan 0.19018413160x10° 0.1348331682x10° 0.2216992243x10° 0.1129747224x10°°

proposto por Fox 0.0000000000000000 0.0000000000000000 0.0000000000000000 0.0000000000000000
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tabela 6.5: Solugdes de sistemas fincares com estrutura (0.2.2)

Mctodos

fatoragio LU

eliminagio de Gauss

eliminagio de Jordan

proposto cm
por Fox

menor raiz

maior raiz

menor raiz

maior raiz

ratzes exatas

N°®de menor raiz maior raiz
cquacdes (x10™") (x10*) (x10™) (x10) (x10™") (x10™*)
[
80 1.562255897516 | 1.562255897516 | 1.562255897516 | 1.562255897516 | 1.562255823620 | 1.562255900265 6401
[
120 0.694396222484 | 0.694396222485 | 0.694396222484 | 0.694396222485 | 0.694396220222 | 0.694396255530 14401
1
160 0.390609741807 | 0.390609741807 | 0.390609741807 | 0.390609741807 | 0.390609729452 | 0.390609746049 25601
l
200 (.249993750156 | 0.249993750156 | 0.249993750156 | 0.249993750156 | 0.249993741871 | 0.249993757561 40001
1
240 0.173608097081 | 0.173608097082 | 0.173608097081 | 0.173608097082 | 0.173608095075 | 0.173608110717 57601
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tabela 6.6: Erros absolutos* cometidos na obtengido das solugoes da tabela 6.5

climinagiio de Jordan

proposto por Fox

Métodos fatoragao LU climinagdo de Gauss
N? de Menor raiz maior raiz menor raiz Mmaior raiz menor raiz maior raiz raiz exata
cquagdes (x 107 (x 107%) (x10%) (x 107) (x10%) (% 10°%) (x 10
80 130 130 130 130 7389601303 274898697 0
120 5496 4504 5496 4504 22625496 33045450 0
160 393 393 393 393 123549607 424203932 0
200 2461 3521 2461 3521 82852461 74047539 0
240 6479 3521 6479 3521 20066479 13635352 0

o . ; 2 T 220 p e N = = 5 e
* Devido os erros serem muito pequenos os cdlculos na tolerdncia de (107) foram feitos utilizado o pacote FP em miiltipla precisio de [Smith91]
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tabela 6.7: Tempo de execugio, em segundos, em sistemas lineares com a estrutura (6.2.2)

Métodos

fatoragdo LU | elim. de Gauss | elim. de Jordan proposto por Fox

N°de
equacbes

80 0.06 0.06 0.19 0.15

120 0.14 0.13 0.56 0.43

160 0.26 0.27 1.27 0.96

200 0.49 0.48 2.45 1.82

240 0.79 0.80 5.27 3.15

Utilizando o pacote FP em miiltipla precisdo de [Smith91], o método proposto por Fox

obteve as solugdes exatas dos sistemas da tabela 6.7 em 8.44, 27.97, 65.75, 127.90 e 220.09

segundos, respectivamente.
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Capitulo VII

Conclusoes

Baseados nos estudos realizados verificou-se que o bom desempenho do método

proposto por Fox depende da estrutura da matriz do sistema linear e do nimero de equagdes.

Na resolugdo do sistema linear ndo singular

AXx

I
&

(7.1)

com 2 < n <400 equagdes, em que a matriz A tem estrutura simétrica do tipo

(2)

e b de componentes iguais a 1, a solugio obtida utilizando esse método foi exata, nos
racionais. Em sistemas lineares com outras estruturas e com um reduzido nimero de equagoes
os resultados também foram exatos. Se esse nimero de equagdes for elevado a resolugdo por
esse método torna-se invidvel, devido ao surgimento de elementos com muitos digitos

durante o processo de triangularizagio da matriz completa do sistema. Por exemplo, para
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obter a solugdo exata de um sistema linear qualquer, ndo singular, com n=800e m =35

digitos € necessdrio 3996 digitos de precisdo, se¢do 5.4.

Dependendo do niimero de equagdes e da estrutura do sistema linear, pode-se usar a
aritmética convencional ou em miltipla precisio. A dificuldade no uso da aritmética
convencional é quando o nimero de digitos de um elemento obtido durante a transformagao

do sistema superar o limite da precisdo disponivel no computador, essa dificuldade pode ser

minimizada usando uma aritmética em muiltipla precisdo.

A tabela 7.1 mostra que a partir de uma precisio inicial, do nimero de digitos m e da
relagdo 5.4.6 € possivel calcular o nimero médximo de equagdes que um sistema linear

simétrico deve ter para ser resolvido nesta precisao.

tabela 7.1: N° médximo de equagdes (n) de um sistema linear simétrico a ser resolvido numa
quag

precisdo de 50 digitos segundo o nimero m

m 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10al12 13al6 17224 25249

n [50 2517 13 10 9 8 7 6 5 B 3 2

Por exemplo, para se resolver um sistema linear simétrico com m = 4 digitos usando

uma precisdo de 50 digitos o nimero de equagdes deverd ser2<n < 13.
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A tabela 7.1 mostra n inversamente proporcional a m numa precisio fixa. Seguindo

essa proporcionalidade, os resultados obtidos para sistemas lineares simétricos com até 50

equagdes foram exatos.

Para se resolver um sistema linear qualquer ndo singular por esse método:
* 0s elementos da matriz completa do sistema linear devem ser nimeros inteiros

e a precisdo, tabela 5.3, para obtengdo da solugdo exata deverd ser informada ao programa

que implementa o método, caso a precisdo seja insuficiente ele falha, ou

e usar a precisdo disponivel no pacote FP em multipla precisdo de [Smith91].

A vantagem do método proposto por Fox em relagio aos métodos diretos € a auséncia
de divisdes com resultados ndo exatos implicando na eliminagdo dos erros de

arredondamentos, isso favorece o método quando na obtengdo da solugio exata do sistema

linear.

As desvantagens do método proposto por Fox em relagdo aos métodos diretos sdo a
utilizag@o da aritmética em muiltipla precisdo e o crescimento dos nimeros, em nimero de

digitos, a medida que o nimero de operagdes realizadas crescem, se esse crescimento for

muito elevado inviabiliza o uso desse método.
Considerando vantagens e desvantagens, o método proposto € fregiientemente de

importincia suficiente a justificar seu uso quando na obtengdo da solugdo exata racional de

sisternas lineares em que o nimero de equagdes ndo seja muito elevado.
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Trabalhos futuros

A finalidade deste trabalho foi o estudo e implementagio do método proposto por Fox
para obten¢do da solugdo exata, nos racionais, de sistemas lineares utilizando o pacote de
aritmética em muiltipla precisao de [Smith91].

Para trabalhos futuros sugere-se:

o estudo do cdlculo da precisdo requerida para resolver sistemas lineares em geral e com

outras estruturas especfﬁcas.

¢ implementar o método proposto em outros pacotes de multipla precisio como o BMP

[Brent78], MPFUN[Bailey93], etc.

e implementar um pacote especifico de aritmética em muiltipla precisdo para ser usado no

método proposto.
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