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RESUMO

O presente trabalho tem como propdsito mostrar a origem, beleza, demonstracdo e algumas
aplicacoes da Formula de Leonhard Euler. A abordagem traz um pouco da histéria, da beleza
da identidade €™ 4 1 = 0 que relaciona cinco contantes das mais famosas e importantes da
matemadtica, bem como a demonstracao da férmula e sua importancia no estudo dos niimeros
complexos, fungdes holomorfas, na andlise de Fourier, que dentre tantos auxilios é amplamente
utilizada na fisica para a compreensao e na resolucao de fendmenos ondulatérios envolvendo

nimeros complexos que resultam em Equacgdes Diferenciais Ordinérias.

Palavras-chave: Féormula de Euler. Identidade de Euler. Beleza matematica.



ABSTRACT

The present work aims to show the origin, beauty, demonstration and some applications of
Leonhard Euler’s Formula. The approach brings a bit of history, the beauty of the identity
¢ + 1 = 0 that relates five of the most famous and important constants in mathematics, as
well as the demonstration of the formula and its importance in the study of numbers complex,
holomorphic functions, in Fourier analysis, which among many aids is widely used in physics
for the understanding and resolution of wave phenomena involving complex numbers that result

in Ordinary Differential Equations.

Keywords: Euler’s formula. Euler’s identity. Mathematical beauty.
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1 INTRODUCAO

Em matemadtica, um teorema € um resultado cuja validade é garantida por uma
demonstracgdo, por exemplo, o Teorema de Pitdgoras em tridngulos retangulos, o Teorema de
Euclides que informalmente afirma que a lista de niimeros primos continua para sempre. Muitos
teoremas sdo relativamente simples de provar; outros, como o "Ultimo Teorema de Fermat",
podem levar muitos anos, ou mesmo séculos. Alguns teoremas sdo curtos e tem demonstragdes
mais diretas; outros podem ser extremamente tediosos e demorados, como bem abordado em
(FILHO, 2007). Em geral, os matemaéticos tendem a preferir demonstra¢des que sao eficientes,
engenhosas, surpreendentes ou elegantes, até mesmo aclamadas como "belas".

Surge entdo a pergunta:

’ Qual é o teorema mais belo da matematica?

No capitulo 2 abordaremos os aspectos histéricos, a origem, e porqué a Identidade
de Euler
eT+1=0, (LE)

€ apontada como o mais belo teorema da matemaética.

Ja no capitulo 3 dedicamos nosso estudo a revisio de alguns tépicos dos nimeros
complexos, a demonstragdo da Férmula de Euler e consequentemente a Identidade de Euler
como caso particular desta. Também veremos algumas aplicagdes da Formula e da Identidade de
Euler, tais como trabalhar com uma equacao na forma polar de nimeros complexos, simplificar
a multiplicacdo ou exponenciacdo de nimeros complexos, trabalhar com senos e cossenos
hiperbdlicos de maneira simplificada, e alguns cdlculos que além de curiosos sdao extremamente

interessantes.
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2 O MAIS BELO TEOREMA DA MATEMATICA
2.1 Aspectos Historicos e Origem

Com a introdug¢do dos logaritmos pelo matematico e fisico escocés John Napier (1550-
1617) em 1614, um grande estudo a respeito das suas propriedades surgiram, principalmente
sobre logaritmos aplicados em valores negativos.

Estudamos tanto no ensino médio como na graduagdo (introdugdo ao cdlculo) que
y = Inx € definido para todo x € R, com x > 0, ou seja, no conjunto dos ndmeros reais positivos.
Mas, serd que podemos definir quando x € negativo?

Sem o rigor matematico necessario e hoje utilizado, essa questdo causou muita
divergéncia entre Gottfried Leibniz (1646-1716), que acreditava ser "impossivel"obter logaritmo

de um ndmero negativo, e Johann Bernoulli (1667-1748) que usou a propriedade
Ina+1Inb =In(a-b)
para conjecturar que, para qualquer nimero x,

2In(—x) = In(—x)+In(—x) =In((—x)-(—x)) = In(x?)

= In(x-x) =Inx+Inx=2lInx,
e entdo, Vx, In(—x) = Inx. Em particular para x = 1, obtemos que
In(—1)=1n(1) =0. 2.1)

Em 1702 Bernoulli estava investigando a drea de um setor do circulo de raio a com
centro na origem O, limitada pelo eixo x e pelo segmento que une O ao ponto (x,y) no circulo
(Figura 2.1-(a)), encontrando que esta drea poderia ser calculada usando o logaritmo de nimeros

complexos, a saber:

a? x—+iy
—.11'1 —.
4i x—1y

(2.2)
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Figura 2.1 — As areas dos setores de um circulo de raio a e centro na origem O

A
y y* (0,0
(x,)
a a
1 # >
\ 0 a X 0 a x
(a) Area do setor - Bernoulli (b) Area do setor - Euler

Fonte: adaptado de (WILSON, 2018)

Sem se preocupar por enquanto com o significado do que vem a ser o logaritmo de
um ndmero complexo, Leonhard Euler (1707-1783) mais tarde observou que fazendo x = 0 em

(2.2), o resultado é

a2

—In(—1). 2.3

2 n(=1) (2.3)
Como, claramente para x = 0 a drea do setor circular é ndo-nula (Figura 2.1-b), Euler

deduziu que In(—1) ndo poderia ser zero, contradizendo o resultado obtido por Bernoulli em

(2.1). Na verdade, como o setor para x = 0 corresponde a um quarto do circulo e portanto sua

drea é wa’ /4. Assim, de (2.3) obtemos
2 2

Z—iln(—l)znTa:ln(—l)zm. 2.4)
Embora Euler tenha escrito este tltimo resultado explicitamente, ele ndo prosseguiu
aplicando a exponencial para deduzir que ¢/ = —1, que é a Identidade de Euler apresentada
em (L.LE). De fato, Euler frequentemente creditava a Bernoulli a descoberta desse valor para
In(—1), mas Bernoulli ndo o incluiu em seu artigo de 1702 ou em qualquer trabalho posterior,
continuando a insistir que In(—1) = 0.
Ainda neste artigo (WILSON, 2018), um célculo inacabado envolvendo o arctan

levou Bernoulli a afirmar que "logaritmos imagindrios sdo expressos por fungdes circulares

reais”, eis a identidade:

1—X

] I+x
arctanx — Eln <—) .

J4 a relacdo entre exponencial complexa e func¢des trigonométricas foi primeiro

provada pelo matematico inglés Roger Cotes (1682-1716) em 1712 (quando Euler tinha 5 anos).
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E atribuido a Roger Cotes a introdugio a medidas em radianos. Durante sua curtissima vida,
ele produziu apenas um trabalho publicado, um artigo intitulado Logometria, que incluia uma

k9 onde k é uma

discussdo detalhada da espiral logaritmica (curva com equacao polar r = e
constante) que ocorre na natureza e ja havia sido estudado por Jakob Bernoulli (1655-1705),
irmdo mais velho de Johann. Cotes morreu aos 33 anos e seus trabalhos matemadticos, incluindo
suas descobertas sobre logaritmos e curvas geométricas, foram publicados pelo seu primo no

livro Harmonia Mensuarum.

Figura 2.2 — Elipséide de Cotes

Fonte: adaptado de (WILSON, 2018)

Cotes estava tentando encontrar a drea de superficie do elipsoide obtido girando uma
elipse ao redor do eixo x (Figura 2.2). Ele conseguiu encontrar duas expressdes para a drea
procurada, uma envolvendo logaritmos e a outro envolvendo a func¢ao arcsin (funcdo inversa do
seno). Ambas estas expressdes envolvendo o dngulo ¢, onde cos ¢ = b/a, a e b sdo a metade do
comprimento dos eixos da elipse em destaque (mais preta).

Primeiro ele provou que a drea da superficie era mdltiplo de In(cos @ +isin@) e
entdo provou que o resultado também era o mesmo multiplo de i¢. Igualando os resultados ele
deduziu a identidade

In(cos @ +ising) = i@. (2.5)

Se ele tivesse aplicado a exponencial (o que ele nao fez), teria descoberto a Férmula
de Euler na forma

¢'? = cos @ +ising. (2.6)
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No entanto, essa férmula somente seria oficialmente descrita por Euler em um artigo
publicado em 1748 utilizando expansdes de série exponenciais e expressoes trigonométricas, a

qual detalharemos no préximo capitulo.

2.2 A Beleza da Identidade de Euler

A beleza matematica € o prazer estético tipicamente derivado da abstragdo, pureza,
simplicidade, profundidade ou ordem da matemadtica. Os matematicos frequentemente expressam
esse prazer descrevendo a matematica (ou, pelo menos, algum aspecto da matematica) como
bela. Eles também podem descrever a matematica como uma forma de arte ou, no minimo, como
uma atividade criativa. Frequentemente, as comparacgdes sao feitas com musica e poesia.

Bertrand Russell (1872-1970) expressou num livro de 1919 (“Mysticism and Logic:
And Other Essays” — algo como “Misticismo e Légica: e Outros Ensaios”, mais precisamente

em “O Estudo da Matemadtica” seu senso de beleza matematica nestas palavras:

"A matematica, vista corretamente, possui ndo apenas a verdade, mas a beleza suprema - uma
beleza fria e austera, como a da escultura, sem apelar para qualquer parte de nossa natureza mais
fraca, sem as belissimas armadilhas da pintura ou da musica, embora sublimemente pura e capaz de
uma perfei¢do severa, como apenas a maior arte pode mostrar. O verdadeiro espirito de deleite, a
exaltagdo, a sensacdo de ser mais do que o homem, que € a pedra de toque da mais alta exceléncia,
pode ser encontrado na matemdtica com tanta certeza quanto na poesia".

A Identidade de Euler (I.E) € frequentemente citada como um exemplo de profunda

beleza matematica.

Figura 2.3 — Identidade de Euler, e elevado a poténcia de i vezes 7 e entdo mais um igual a zero

T4+ 1 =0

Fonte: science4all.org

Trés das operagdes aritméticas basicas ocorrem exatamente uma vez cada: adi¢do,
multiplicacdo e exponenciacdo. Além disso, a identidade também conecta cinco das mais

importantes constantes matematicas:
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1 - a base de nosso sistema de contagem;

* 0 - o ndmero que expressa "nada", a cardinalidade de um conjunto vazio;

7 - a base de medi¢do de um circulo, como por exemplo a razdo entre a circunferéncia de
um circulo e seu didmetro. Além disso € um nimero irracional;
* ¢ - 0 numero ligado ao crescimento exponencial, também conhecido como nimero de

Euler, que ocorre amplamente na andlise matemadtica e também um ndmero irracional, e

i - é a unidade imagindria; é a solucio da equaco x> + 1 = 0 e tem a propriedade i> = —1,
ou seja, i = /—1.

Para um aprofundamento e ampliacdo sobre cada uma dessas constantes, recomenda-
mos as referéncias (WILSON, 2018), (NAHIN, 2006) e (STIPP, 2017), onde cada um ao seu
estilo dedica capitulos com enfoques construtivos e histéricos de cada uma delas, bem como
topicos mais avangados.

Em 1988, o matemdtico David Wells (1940-), que estava escrevendo para The Mathe-
matical Intelligencer, uma revista de matemdtica americana, listou 24 teoremas matematicos e
fez uma pesquisa pedindo a seus leitores que escolhessem o teorema mais bonito de seu artigo
(Figura 2.4), apontando a identidade de Euler como o "mais belo teorema da matematica". Em
outra pesquisa de leitores conduzida pela Physics World em 2004, a identidade de Euler empatou
com as equacgdes de Maxwell (do eletromagnetismo) como a "maior equagdo de todos os tempos".
O que poderia ser mais mistico do que um ndmero imagindrio interagindo com ndmeros reais
para nao produzir nada? Esta pergunta foi feita por um leitor da revista Physics World em 2004
para enfatizar a beleza da Identidade de Euler.

Em 1933, com apenas 14 anos, o futuro ganhador do Prémio Nobel de Fisica,
Richard Feynman (1918-1988), descreveu a equacdo de Euler como “a férmula mais notdvel
da matematica” em suas famosas Feynman Lectures on Physics. Outro matematico incrivel,
vencedor do prémio Abel e da Medalha Fields, Michael Atiyah (1929-2019) também descreveu
a férmula como “... o equivalente matematico da frase de Hamlet - ser ou ndo ser - muito
curto, muito sucinto, mas ao mesmo tempo muito profundo”. O professor de matematica da
Universidade de Stanford, Keith Devlin, disse: "como um soneto de Shakespeare que captura a
propria esséncia do amor, ou uma pintura que traz a tona a beleza da forma humana que é muito
mais do que apenas superficial, a equacdo de Euler atinge o intimo profundezas da existéncia".
E Paul Nahin (1940-), um professor emérito da Universidade de New Hampshire em (NAHIN,

2006), descreve a identidade de Euler como sendo "de rara beleza".



Figura 2.4 — Enquete de David Wells na revista The Mathematical Intelligencer

Are These the Most Beautiful?

In the Fall 1988 Muathematical Intelligencer (vol. 10, no. 4)
readers were asked to evaluate 24 theorems, on a scale
from O to 10, for beauty. I received 76 completed ques-
tionnaires, including 11 from a preliminary version
(plus 10 extra, noted below.)

One person assigned each theorem a score of 0,
with the comment, “Maths is a tool. Art has beauty”;
that response was excluded from the averages listed
below, as was another that awarded very many zeros,
four who left many blanks, and two who awarded nu-
merous 10s.

The 24 theorems are listed below, ordered by their
average score from the remaining 68 responses.

Rank Theorem Average
(1) & =-1 7.7
{2y  Euler's formula for a polyhedron: 7.5

V+F=E+2
{3)  The number of primes is infinite. 7.5
{4)  There are 5 regular polyhedra. 7.0
1 1 1
(5) 1+-2~i+¥+§+...-'n":fﬁ. 7.0
{6) A continuous mapping of the 6.8
closed unit disk into itself has a
fixed point.
{73 There is no rational number whose 6.7
square is 2.
(8) = is transcendental. 6.5

{9)  Every plane map can be coloured 6.2
with 4 colours.

(10)  Every prime number of the form 6.0
4n + 1is the sum of two integral
squares in exactly one way.

THE MATHEMATICAL INTELLIGENCER VOL. 12, MO 3 1 1990 Springer-Verlig New York 37

Fonte: The Springer

{11
(12)

(13)

(14)

(15)

David Wells

The order of a subgroup divides
the order of the group.
Any square matrix satisfies its
characteristic equation.
A regular icosahedron inscribed in
a regular octahedron divides the
edges in the Golden Ratio.

1 1
2x3x4 4x5x6

“+

6x7x8
w—3
T
If the points of the plane are each
coloured red, yellow, or blue,

5.3

5.2

5.0

4.8

4.7

19
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Poucas equacdes vao além dos dominios da academia, mas a identidade de Euler por

exemplo ja apareceu em dois episddios da série popular da televisdo americana "Os Simpsons".

Figura 2.5 — A Identidade de Euler nos Simpsons

T e ! i8sy
i f oL AT1
(a) A identidade de Euler em livro (b) Personagem coadjuvante com a identidade de Euler em
sua camisa

E para que ndo nos reste dividas, podemos nos perguntar: A beleza de uma equagdo
pode ser testada? Em 2014, conforme descrito no artigo (ZEKI et al., 2014), no que foi
descrito como "Concurso de Beleza de uma Equacdo”, dois neurocientistas, um fisico e Michael
Atiyah, usaram ressonancia magnética para testar a atividade no cérebro de 15 matematicos
enquanto visualizavam cada uma das 60 equagdes que eles descreveram anteriormente como
belas, indiferentes ou feias. Eles descobriram, que os mesmos centros emocionais do cérebro
que costumam apreciar a arte estavam sendo ativados para as equagdes matematicas classificadas
como "belas" e sem qualquer surpresa, a equacdo mais consistentemente classificada como

“bela” neste experimento foi a Identidade de Euler.
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3 A FORMULA DE EULER E ALGUMAS APLICACOES

Antes de efetivamente demonstrarmos a Formula de Euler
¢'? = cos @ +isin o, (FE)

€ interessante ao observéa-la buscarmos motivacdo para relacionar os entes matematicos até aqui
envolvidos.

Sabemos que as funcdes trigonométricas sin e cos estdo diretamente relacionadas
ao circulo, que as funcdes exponencial e logaritmo natural estdo relacionados a hipérbole, e
o circulo e a hipérbole estdo relacionados pois ambas sdo sec¢des cOnicas. Surge entdo um
questionamento: existem relagdes diretas entre as fungdes exponencial, logaritmo natural e
trigonométricas?

Como num trocadilho, podemos dizer que:

Na verdade, ndo hd razdes "reais (R)" para que haja tal relacdo, mas ha razdes "complexas"(C)! ‘

A introdugdo aos niimeros complexos nos leva a tais conexdes e em 1748, Leonhard
Euler em sua obra monumental de andlise matemaética, Introductio in analysin infinitorum, nos
apresentou e construiu sua teoria.

Para iniciarmos iremos relembrar aqui alguns conceitos e definicdes dos nimeros

complexos, bem como nos valer de resultados das séries de Taylor e Maclaurin em R.

3.1 Numeros Complexos

Definicdo 3.1 Um niimero complexo é definido pelo par (x,y) ordenado de niimeros reais que

satisfazem as seguintes operagoes de adicdo e multiplicacdo:

(x1,y1) + (2 +y2) = (x1+x2,y1+y2),

(x1,31) - (2 4+y2) = (x1x2 —y1y2, %192 +X2)1).

O conjunto dos nimeros complexos € denotado por C e num curso de varidveis complexas
mostramos que ele € um corpo, conforme pode ser visto em (SOARES, 2009).
Observacoes

* O ndmero complexo (x,0) é identificado como o ndmero real x.
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« O niimero complexo (0, 1) é chamado de unidade imaginaria e denotada por i. E ficil
verificar usando a operacdo de multiplica¢io que i? = (0,1).(0,1) = (=1,0) = —1, ou
seja, i = \/—_1 .

* Os nimeros complexos da forma z = (x,y) s@o rotineiramente denotados na sua forma

retangular por z = x+ iy, ja que
z=(xy) = (x,0)+(0,y) = (x,0) +y(0,1) = x+yi =x+ iy,

donde dizemos que x € a parte real de z e y € a parte imagindria de z.
* A representacdo geométrica do nimero z = x + iy no plano complexo sdo as coordenadas
no plano R?, onde um eixo marca a parte real x e o outro marca a parte imaginaria y,

conforme ilustrado abaixo.

Figura 3.1 — Representacdo de z = x + iy no plano complexo

Im&

0 X Re

Fonte: elaborado pelo autor (2022)

Definicao 3.2 Dado um niimero complexo 7 = x + iy, o médulo de 7z é a distancia do ponto

z=(x,y) a origem O = (0,0) do plano complexo, ou seja, r = |z| = \/x* + .

Uma outra identificagdo, muito ttil para um nimero complexo nio nulo é obtida
através das coordenadas polares (r,¢). Recordemos que se (x,y) # (0,0) é um ponto do
plano, entdo a coordenada r desse ponto € sua distancia a origem e a coordenada ¢ é o angulo
determinado pelo segmento de reta que une o ponto a origem e o semi-eixo positivo dos x,
medido em radianos no sentido anti-horario, como ilustrado também na Figura 3.1.

As coordenadas cartesianas e polares estdo relacionadas por:
. . X . Yy
X=rcos¢, y=rsin@, ouainda cos¢ =—- € sinQ == (3.1)
r r
Logo, z = x+ iy = (x,y) ndo nulo se escreve

Z=rcos@+irsing = r(cos@+ising). (3.2)
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Esta é a chamada representagdo polar ou forma polar de um nimero complexo.

Qualquer valor de ¢ para a qual a igualdade (3.2) se verifica, ou ainda que solucione
o sistema (3.1), é chamado um argumento de z e usamos a notagéo ¢ = arg(z). Observemos que
¢ ndo é tnico ja que, se a igualdade é verdadeira para um valor de ¢ (pela periodicidade de cos e
sin), também o é para ¢ + 2kx, Vk € 7. Mas, podemos determinar ¢ de maneira tinica exigindo,
por exemplo, que 0 < ¢ <2mwouque — T < ¢ < TT.

Feita estas consideracdes, mais uma vez Euler nos impressiona. Admitindo, a priori,

(F.E) e observando a representacao polar (3.2), obtemos que
z=r(cos @ +isin@) = re'®. (3.3)

Essa representacao de um niimero complexo z = x + iy é chamada forma exponencial, expres-

sando intimamente as conexdes entre numero complexo, funcdes trigonométricas e exponencial.

3.2 Interpretacoes Geométricas da Formula e Identidade de Euler

Se em (3.3) considerarmos que z = (x,y) € um nimero complexo cujo médulo é
igual a 1, ou seja, r = 1, obtemos que z = ¢'?, e a representacio geométrica da Férmula de Euler
para um angulo qualquer é:

Figura 3.2 — Férmula de Euler no Plano Complexo

A

Im

! e’ =cos @ +ising

sin ¢

0fcoso 1 Re

Fonte: elaborado pelo autor (2022)

Além disso, se considerarmos w € C e a multiplicacdo w.e'?, o resultado geométrico

€ o efeito de girar w no sentido anti-hordrio em um angulo ¢ no plano complexo.
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Como um caso particular, paraz = —1+i.0 = —1, obtemos r =1 e ¢ = 7, logo a
forma exponencial de z é

—1=e",

nossa célebre Identidade de Euler (I.E).
Desta forma, a interpretacdo geométrica da Identidade de Euler € expressada como o
fato de z = —1 no plano complexo distanciar r = 1 da origem e 7 radiano ser o valor do angulo

formado com o semi-eixo x positivo.

Figura 3.3 — Interpretagdo Geométrica da Identidade de Euler no Plano Complexo

Fonte: elaborado pelo autor (2022)

3.3 Demonstracoes da Féormula de Euler

Existem algumas formas de demonstrar matematicamente a Férmula de Euler (F.E).
Aqui faremos duas demonstra¢des que utilizam conteiddo estudado em um curso de introducao

ao célculo em uma varidvel complexa, indicamos a referéncia (SOARES, 2009).
3.3.1 Demonstracdo usando cdlculo

Dado z = (x,y) € C, sabemos que a fun¢do exponencial complexa
e* = e'(cosy+isiny)

¢ uma funcdo inteira e assim como a fun¢do exponencial definida em R, satisfaz:
d

Z <
—e = e".
dz



25

Em particular, pela regra da cadeiaem R e w = ix:

d ; d d d .
Ee’x = Eew = %ew : EUX) =e".i=ie" (3.4)

Consideremos agora a funcdo real f : R — C, dada por:

f(x) = (cosx —isinx) - e™.
Pela regra do produto (que vale também para fun¢gdes que tenham como imagem nimeros

complexos) e de (3.4) a derivada de f(x) sera:

—f(x) = (cosx—isinx)- %e’x—l—ic(cosx—isinx) e

= (cosx —isinx)(ie”) 4 (—sinx —icosx) - ™

(icosx — i sinx) - e 4 (—sinx — icosx) - e™
= (icosx+sinx)-e™ + (—sinx —icosx)-e™
ix

= (icosx+sinx—sinx—icosx)-e

= 0.

Portanto, f(x) é uma fungdo constante em x e como f(0) = (cos0—isin0) ¢ = (1-0).1 =1,
temos que

1 = (cosx — isinx) - e™.

Multiplicando ambos os membros da igualdade acima por cosx + isinx, obtemos
cosx+isinx = (cosx+isinx)(cosx—isinx)-e”
= (coszx— (isinx)z) e
= (cos?x+sin’x)- e
ix

= (4 )

demonstrando assim a Férmula de Euler (F.E). Obviamente essa € uma demonstragdo bem mais

sofisticada do que a utilizada por Euler no século X VIII.
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3.3.2 Demonstracdo usando série de Taylor

Comecemos relembrando as expansdes em série de Maclaurin das fungdes reais e*,

Ccosx e sinx,
& = 1+%!)H—2l!x2+%x3+4l!x4+%x5+éx6+%x7+---:’;z—rz, (3.5)
cosx = 1—%x2+%x4—éx6+---:’;(—1)”(;:;! e (3.6)
sinx = %x—%f—k%xs—%)ﬂ—km:;(—1)”%. (3.7)

Observando essas expansdes e notando que a fun¢do exponencial cresce rapidamente
para o infinito quando x se torna grande e as fungdes cosseno e seno oscilam sempre entre 1 e
—1 parece ndo haver qualquer relacdo entre essas fungdes.

Surge entdo a engenhosidade de Euler, que em 1737, introduzindo a unidade imagi-
néria i = \/—1, e de posse do fato da fungiio exponencial complexa ser inteira e portanto é dada
por sua série de Taylor em C centrada em qualquer ponto z, tendo raio de convergéncia R = oo
(Teorema 2.12, pagina 122 de (SOARES, 2009)), num momento de pura genialidade concluiu

que poderia substituir x por ix em (3.5), obtendo:
1. 1. 1 1
1—!(zx) + 2—!(1)6)2 + g(l)c)3 + a

Agora, relembrando que as poténcias de i sdo ciclicas, ou seja,

=1+ (ix)* + %Ux)s @+ () 4 (38

segue de (3.8) que:

i i L, @5 1 s 0
e e TR TR TR TR TL T AT

= cosx-isinx.

A Férmula de Euler, uma das equagdes mais notdveis em toda a matemadtica, inclusive pela

beleza dessa demonstragdo. Vejamos agora algumas de suas aplicacoes.
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3.4 Algumas consequéncias e aplicacoes

A Férmula de Euler € uma ponte entre vérios assuntos ligados aos ntimeros comple-
x0s, como logaritmos complexos, nimeros complexos em suas formas polares, etc. H4 varios

beneficios em mudar a abordagem do problema para trabalhar com a férmula de Euler.
3.4.1 A Identidade de Euler

Certamente a consequéncia mais importante da Férmula de Euler € a Identidade de
Euler, e para tal basta escolhermos ¢ = 7 em (F.E), e temos:

™ =cosm+isinmT==1+i0=—1, donde €*+1=0.

Embora muito provavelmente Euler tenha feito essa dedugdo, ela ndo aparece em

qualquer uma de suas publicagdes.
3.4.2 Teorema de Abraham de Moivre (1667-1754)

Imaginemos que queiramos elevar um nimero complexo z = x 4+ iy a enésima potén-
cia, ou seja, 7" = (x+iy)". Notamos que fazer esse cdlculo usando a representacao retangular de
z renderd um enorme trabalho. Caso decidamos escrever z em sua forma polar (3.2), observamos
que o célculo sera:

7" =r"(cos@p+isingp)" (3.9)
Por outro lado, da Férmula de Euler (F.E), temos que
(cos@ +ising)" = (ei‘P)” = /") = cos(n@) +isin(ng).
Esse resultado é o Teorema de De Moivre, e usando-o em (3.9), obtemos que

7' =r"(cos(n@) +isin(ng)).

Simplificando o célculo de 7", ja que bastard elevar seu mddulo r = |z| a enésima poténcia e

multiplicar seu argumento ¢ = arg(z) por n em sua forma polar.
3.4.3 Multiplicacdo de niimeros complexos

A Formula de Euler também nos permite simplificar a multiplicacdo de nimeros

complexos. Podemos observar da Defini¢do 3.1 que na forma retangular a multiplicacao € feita
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termo a termo, porém se considerarmos z € w complexos em suas formas polares, temos:

z-w = r(cos@+ising)-s(cosO +isinh) re'? . se®

—
(FE)

— sl ®Ti0 _ g,i(016)
= rs(cos(p+0)+isin(p+0)).
E entdo para efetuar a multiplicacdo na forma polar € suficiente multiplicar os médulos e somar

os argumentos dos nimeros complexos.
3.4.4 Relacionando as fungaes trigonométricas e hiperbolicas

A Férmula de Euler

e = cosx+isinx, (3.10)

expressa a fungdo exponencial em termos de cosx e sinx, vejamos agora como inverter esse
processo.
Para tal, vamos substituir x por —x e usar que cos € uma funcao par, como também o

fato de sin ser uma func¢do impar, temos:
e = cos(—x) + isin(—x) = cosx — isinx. (3.11)
Adicionando e subtraindo (3.10) e (3.11), obtemos as duas equagdes:
1

1 . . . .
Cosx = E(e’x +e ) sinx = Z(e”‘ —e ). (3.12)

Esses resultados notdveis, mostram como a partir de niimeros complexos podemos expressar as
funcdes trigonométricas em termos da funcdo exponencial.
Indo um pouco mais além, nas duas equacdes de (3.12), substituindo x por ix,

obtemos:
1
cos(ix) = E(e_x—kex) e sin(ix) = E(e_x —e')=—-- E(ex —e =i E(ex —e ).
Relembrando as funcdes hiperbdlicas estudadas em calculo, essas igualdades nos dizem que:
1 7x x . . . . 1 x 7x . .
coshx = E(e +¢*)=cos(ix) e isinhx=i- E(e —e ) = sin(ix).
Multiplicando ambos os membros da segunda equagao por —i, concluimos que

coshx =cos(ix) e sinhx = —isin(ix). (3.13)
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Relacionando assim de forma simples as fun¢des trigonométricas e hiperbdlicas.
Esses conexdes explicam por que essas fun¢des compartilham propriedades semelhantes, como

por exemplo:
cosh? x — sinh? x = cos?(ix) — (—isin?(ix)) = cos?(ix) + sin®(ix) = 1.
3.4.5 e e msdo numeros transcendentes

Um namero algébrico € qualquer niimero real ou complexo que € solucdo de alguma
equagdo polinomial com coeficientes inteiros.

Todos os nimeros racionais sao algébricos porque qualquer fracdo do tipo 9

b

solucdo de bx —a = 0. Obviamente existem numeros irracionais que sdo algébricos, como por
exemplo v/2 que é solugdo de x> — 2 = 0. Mas, nem todos os ntimeros reais sio algébricos, como
€ o caso de 7 e e, como iremos demonstrar. Um outro caso interessante de nimero algébrico € o
i, ja que é solugdo de x>+ 1 =0.

A um ndmero real ou complexo ndo algébrico dd-se 0 nome de nimero transcendente.

Observemos portanto que, um nimero real que € transcendente é consequentemente
um irracional. Desta forma, mostrando que 7 e e sdo transcendentes, somos agraciados também
com a irracionalidade de ambos.

Para demonstrar o que propomos, usaremos um resultado de Carl Louis Ferdinand

von Lindemann (1852-1939), a saber:

Teorema 3.1 (Ferdinand Lindemann, 1882) Se r ¢ um niimero algébrico real ou complexo

ndo nulo, entdo e" é transcendental.

Para mostrarmos que e € transcendental basta tomarmos » = 1. Agora, suponhamos,
por contradicao que 7 seja algébrico. Sabe-se que produto de algébricos € algébrico, e portanto
i7 seria algébrico. Tomando r = i no Teorema de Ferdinand Lindemann, podemos afirmar que
¢'" é transcendental. Porém, da Identidade de Euler (I.E), sabemos que e = —1 que é algébrico.
Esta contradi¢do mostra que 7 ndo pode ser algébrico, ou seja, 7 € transcendental.

Ao provar a transcendéncia de 7, Lindemann respondeu um problema de longa data
dos antigos gregos, estabelecendo a impossibilidade de se resolver o problema da quadratura do
circulo, isto €, é impossivel construir, somente com uma régua nao graduada e um compasso, um

quadrado cuja drea seja rigorosamente igual a drea de um determinado circulo.
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3.4.6 Cadlculode (—1)"

Como efetuar a operagdo (—1)"?
Ora, 7 € irracional e isso faz com que nossa no¢do de exponenciac¢ao para m € Z,

a™=a-a-a---a,ndo seja compreensivel.
——

m Vezes
Usando a Identidade de Euler, a solugdo € quase trivial, vejamos:

2

(_1)77.’ _ (ein)”:eiﬂ

= cosm? +isin >

Q

0,903 — (0,430)i
3.4.7 O que sdo Ini, i e \/i?

Vimos que qualquer nimero complexo nao nulo pode ser escrito na forma exponen-

cial como

Aplicando o logaritmo natural, obtemos
Inz=1Inre’® =Inr+1ne®® =Inr+i6 = In|z| + iarg(z).

Esta identidade nos dé o logaritmo de qualquer nimero complexo z ndo nulo.

Mas, convém relembrar como observado na se¢do 3.1, que arg(z) tem infinitos
valores, todos diferindo por multiplos de 27.

Vejamos dois casos particularmente importantes.
Quando z = —1, sabemos que r = | — 1| = 1, e 0 = arg(—1) = 7 (ou 7w + 2k, para qualquer
keZ).

Entdo, o valor de In(—1), correspondendo a 6 = 7, é
In(—1)=1Inl+ 7 = mi,

como ja haviamos visto anteriormente no capitulo 2. Além disso, a lista completa dos valores
possiveis é:

., —S5mi, —3mi,—mi, wi, 37, Swi,Txi,. ..

Quando z=1i,entdo r = |i| = 1 e O = arg(i) = n/2 (ou /2 + 2km, para qualquer k € 7).
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Entdo, o valor de Ini, correspondendo a 6 = /2, é

p/ 1]
Ini=Inl+—=— 3.14
ni=Inl+ 5 5 ( )
e a lista completa dos valores possiveis é:
—1lmi —7mi 37 wi Swi 97wi 137
c 2 ) 2 9 2 7 2 Y 2 7 2 ) 2 P

Agora, usando (3.14), calculemos i, vejamos:

i— eiini — el(lTL’/Z) _ efﬂ?/Z _

Ver’
que incrivelmente € um nimero real cujo cdlculo € aproximadamente 0,2078795763. Os outros
valores de i sdo todos da forma e~/ 242k também todos com valores reais.

De maneira similar, usando (3.14)

Vi = il/i = (/)i _ ,(1/i)(in/2) _ ,m/2

Y

que também é um niimero real, aproximadamente 4,8104773821. Todos os outros valores de v/i

/2 4 2k7 e também tem valores reais.

tem a forma e
Esses resultados sdo realmente muito surpreendentes. Até o proprio Euler, em carta
a seu colega Christian Goldbach, escreveu o seguinte sobre este tltimo resultado: “parece-me
ser muito estranho’.
E em uma de suas palestras Benjamin Peirce, o ilustre professor de matematica na

Universidade de Harvard por 50 anos, ao provar que v/i = em/2

contemplou o resultado por alguns
minutos, se virou para o publico e disse muito lentamente: "¢ absolutamente paradoxal; nao
podemos entendé-la, e ndo sabemos o que significa, mas nds o provamos e, portanto, sabemos
que deve ser a verdade".

E encerrando nossas aplicagdes, elevando ambos os membros desta igualdade a 2i,

obtemos:

(%-)21' _ (en/Z) 2

<~

N
I
Q

=

_1 i

I
Y

o mais belo teorema da matematica novamente, a Identidade de Euler.



32

4 CONCLUSOES

O presente trabalho aborda a férmula de Leonard Euler, fazendo inicialmente um
breve resumo da histéria do mesmo destacando algumas de suas obras, dentre elas a que intitula
este trabalho, fazendo uma interpelacdo da beleza da férmula, salientando os nimeros mais
famosos da matemadtica: e, 7, i, 0 e 1. Dirige a exposi¢ao de um assunto que intrigava os
matematicos de outras épocas que era a raiz quadrada de um nimero negativo sendo resolvido
com a descoberta dos nimeros complexos, dentro destes temos o plano complexo e as operagdes
com os mesmos. Utilizando abordagem das séries infinitas, destacando a transformacao das
fungdes exponencial e trigonométrica em séries infinitas através do método de Taylor, com
enfoque através da andlise complexa, relacionando a igualdade entre as fun¢des exponencial e a
trigonométrica no dominio complexo, assim dando origem a férmula de Euler.

A escolha do tema ocorreu de forma natural durante um video em que assisti, onde
um professor de matematica usava a férmula de Euler para resolver um problema de forma
trivial. Outro fator importante para a op¢ao do tema foi a identidade de Euler, que chama
atencao pelo fato de um nimero positivo elevado ao expoente complexo se tornar negativo, o
que contradiz aquilo num primeiro olhar o que € ensinado na educacdo bésica. Ao transcorrer
deste trabalho, ficou esclarecido que a sistematiza¢do do conhecimento bem como a relacdo
dos métodos cientificos desenvolve ferramentas que facilitam o estudo de fendmenos naturais
complexos. A féormula de Euler € uma dessas ferramentas, que tem por finalidade simplificar o
célculo das Equagdes Diferenciais Ordindrias em relagdo aos fendmenos de ordem periddica.

Portanto, vemos neste trabalho que a utilizagcdo da férmula de Euler na resolucao de
alguns problemas matemaéticos na forma de exponenciagdo torna a resolucdo quase trivial. O
caminho para o aprendizado passa obrigatoriamente pela compreensao e exploracdo de conceitos,
primeiramente de forma concreta (lidica e histérica), posteriormente de forma abstrata. Assim,
este trabalho possibilitou o desenvolvimento critico e investigativo, fomentando e perpetuando a

busca por novos conhecimentos.
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