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RESUMO

Neste trabalho estudamos aplicacao de algebra linear, para isso estudaremos algumas das
transformacgoes geométricas no plano, explorando caracteristicas geométricas e algébricas.
Inicialmente apresentamos algumas das principais transformacoes geométricas, a exemplo
das Translacoes, Homotetias, de Cisalhamentos, das Simetrias, das Rotagoes, das Reflexoes,
das Isometrias, etc., de forma intuitiva e ilustrando com exemplos simples. Apresentamos
ainda os conceitos de Morfismos e Deformacoes de imagens utilizando nogdes, por exemplo,
como Combinagao Linear Convexa e Transformagao Afim. Através de alguns exemplos,
apresentamos a importancia das transformagoes planas na teoria da computagao grafica.

Palavras-chave: Transformagao Geométrica. Combinagao Linear Convexa. Transforma-

¢do Afim. Deformacoes. Morfismo.



ABSTRACT

In this work we study some of the geometric transformations in the plane, exploring
geometric and algebraic features. Initially, we present some of the main geometric transfor-
mations, such as Translations, Homothetias, Shears, Symmetries, Rotations, Reflections,
Isometries, etc., intuitively and illustrating with simple examples. We also present the
concepts of Morphisms and Deformations of images using notions, for example, as Convex
Linear Combination and Affine Transformation. Through some examples, we present the
importance of plane transformations in the theory of computer graphics.

Keywords: Geometric Transformation. Convex Linear Combination. Affine Transforma-

tion. Deformations. Morphism.
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INTRODUCAO

Algebra Linear é um ramo da matematica que lida com equacoes lineares e fungoes
lineares que sdo representadas através de matrizes e vetores. Ela ocupa lugar de destaque
nas diversas areas da matematica da analise a estatistica, onde se utilizam, constantemente,
o célculo matricial e vetorial. A importancia da algebra linear tem crescido nas tltimas dé-
cadas. Os modelos matematicos lineares assumiram um importante papel juntamente com
o desenvolvimento da informatica, esse desenvolvimento estimulou um notavel crescimento
de interesse. Encontramos aplicacoes da dlgebra linear em diversas areas de conhecimento
desde a fisica, quimica, engenharia, informética, economia, biologia, medicina, bem como
em ciéncias humanas. Com as ferramentas de dlgebra linear podemos modelar problemas
de jogos de estratégia, modelos econémicos de Leontief, computacao grafica, tomografia

computadorizada, criptografia, genética, deformacao e morfismo entre outros.

Neste trabalho daremos destaque a aplicacao de Deformagao e Morfismos para a
manipulacdo de imagens. Utilizaremos os conceitos de Geometria de Operadores Lineares

de R?, Independéncia Linear e Bases em R2.

Deformacao e morfismo de imagens sao técnicas usadas em muitas areas, que vao
desde efeitos especiais usados no cinema, a assisténcia a cirurgia plastica e ao envelhecimento
de fotografias, usado para auxiliar a encontrar pessoas desaparecidas ha muito tempo e
também foragidos da policia. Estas técnicas sao baseadas em transformagoes geométricas
que distorcem partes da imagem de maneiras diferentes, uma das técnicas usadas na
deformagao ¢ a triangulagao da imagem, que consiste em dividir a imagem em varios
triangulos de formas e tamanhos diferentes, e com o movimento dos vértices geram-se
distor¢oes que por sua vez causam a deformacao. O morfismo é baseado na aplicacao da

deformacao em duas imagens e a fusao dessas deformagoes gerara o morfismo.

Atualmente encontramos software que permitem intimeros tipos de mudanca com
a foto, como mudancas de suas proporgoes, rotagdo e entre outras alteragoes de imagens.
Em algebra, sao transformacoes planas. As deformagoes e os morfismos estao entre as mais
interessantes técnicas de manipulacao de imagens disponiveis para a computacao grafica,
neste trabalho mostramos como as transformagoes planas podem ser usadas para distorcer
uma imagem para produzir uma deformagao, a maioria dos aplicativos de computacao

grafica permitem a manipulacdo de uma imagem de varias maneiras.
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1 ESPACOS VETORIAIS

Neste capitulo, apresentaremos algumas definicoes e resultados basicos da Algebra
Linear que utilizaremos ao longo deste trabalho, como espago vetorial, transformacao
linear e algebra das transformacoes lineares. Os resultados que apresentaremos neste
capitulo fora adaptados das obras de Anton et al. [1], Boldrini et al. [2], Lima et al. [8] e
Steinbruch et al. [10].

1.1 Espaco Vetorial Real

Definicao 1.1 Seja V' um conjunto, nao vazio, sobre o qual estio definidas as operagoes

de adicao e multiplicagcdo por escalar, isto é

+ VXV — V - RxV — V¥
e
(u,v) — u+v (,v) — «a-wv

Definicao 1.2 O conjunto V' com essas operacoes é chamado espago vetorial real se

para todoV o, € R eV wu,v,w eV as sequintes propriedades forem satisfeitas,

A) Em relagao a adigao:

Ay) (u+v) + w=u—+ (v+w) (Associativa).

As

)

Ay) u+v = v+u, (Comutativa).
) 30€V, para todo w eV, u + 0 = u (Elemento neutro).
)

Ay) VueV, 3 (-u) € V,u+ (-u) = 0 (Elemento Oposto).
M) Em relagao ao produto por escalar:

M) (af)u = a(fu) (Associativa).
M) (a+ B)u= au+ fu (Distributiva para os escalares).
M) a(u+v) = au+ av (Distributiva para os vetores).

M,) 1u= u (Elemento Neutro).

Neste caso, dizemos que (V,+,-) é um espago vetorial sobre R, denotamos simples-

mente por V' este espago vetorial.

Nota 1. Neste trabalho serdo considerados somente espacos vetoriais reais.
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Observacao 1.1 Os elementos do espaco vetorial V' serdo chamados vetores, indepen-

dentemente de sua natureza.

Exemplo 1.1 O conjunto R" = u= (x1,--- ,2,),z; € Rji=1,--- ,n é um espaco veto-
rial munido das operagoes usuais de adi¢io e multiplicacao por um nimero real (real)

assim definidas:

Se u= (951,"' ;$n) €v= (yh--- ,yn) e a € R, entao
ut+v = (r1+y1,,Tn+ Yn)
au = (axy, - axy,)
R™ € um espago vetorial, denominado espago vetorial euclidiano.

Exemplo 1.2 O conjunto das matrizes m X n,V = M, «xn, € um espaco vetorial munido

das operagoes usuais de adi¢io e multiplicacdo por escalar assim definidas:

{ [@ijlmxn = [Qijtb,lmxn

a[aij]mxn = [aaij]mxn

Mostraremos a seguir, que M,,«, com as operagoes usuais de adi¢ao e multiplicagao
por escalar, de fato, ¢ um espago vetorial sobre R. Sejam A = [a;;]mxn; B = [bij|mxn,
C = [Cijlmxn € V e a, f € R. Verificando as oito condi¢oes para V' ser um espaco vetorial.

Tem-se:

A) Em relacao a adigao:

Ay) Associatividade

(A+B)+C = ([ay] + [big]) + [cij] = laij + bij] + [ci] = [(aij + bij) + ]
[aij + (bij + ¢ij)] = lag] + [biy + 5] = lai] + ([bij] + [ei5])
— A+(B+C)

Ay) Comutativa

A+B = lag] + [by] = [aij + bi] = [bi + ai] = [bij] + [a;]
~ B+A
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Asz) Elemento neutro

Seja N = [n;;] € M,«n tal que V]a;;] € M,xpn, temos A+N=A.

lai;] = laij] + [ny]

= lag + nyl

Assim,

Qi = Qg5 —+ Ny = Nij = O,\V/’L,j
Logo, existe N = [n;;] € M,xn,n;; = 0 para todo i, j, ou seja
A+N = [ay] + [ny] = [ai; + 0] = A

A4) Elemento Oposto
Seja P = [pi;] € Myxn tal que VA = [a;;] € Mppxn, A+P =N

[ai;] + [pi]

Assim,

aij+pyg=ny = a;+p; =0 = py=—ayVij

Assim, para A = [a;j] € M,x, existe -A = [—a;;] € My, xn, tal que

A+ (-A) = [ay] + [—ay] = a; —ay] =0=N
M) Multiplicagdo por um escalar

M) Associatividade

(aB)A = (af)ay] = [(aB)ai] = [(Bai)]
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M,) Distributiva

(a+B)A = (a+PB)lay] = [(a+ B)ay] = [aa; + Bay]
= [aa;] + [Bay] = afai] + Blaij]
= oA+ A

Ms3) Distributiva para os vetores

a((A+B)) = allay] + [by]) = alaij + by] = [alay; + bi)]
= [aai; + abij] = [aa;] + [aby] = afai] + alby]
= oA+ aB

M,) Elemento Neutro

1A = 1a;] = [laij] = [ay]

Subespacos Vetoriais

Definicao 1.3 Seja S um subconjunto de V' espago vetorial. Se S tem a estrutura de

espaco vetorial com as operacoes de V, entdo S é subespaco vetorial.

Lema 1.1 Seja S # @;S C V € um subespaco vetorial de V se ¥V u,v € S onde, para

a € R, temos

I) Seu,ve S, entao u+veES.

II) SeaeReuesS, entaoav-ue S.

Note que, os subespacos vetoriais tém que conter a origem e também, todo subespaco

¢ um espaco vetorial em si mesmo.

Observacao 1.2 Todo espaco vetorial V' admite pelo menos dois subespagos: o conjunto
{0}, chamado subespago zero, e o préprio espago vetorial. Esses dois sio conhecidos como

os subespacos triviais de V.

Os demais subespacos sio denominados subespagos préoprio de V.
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Base e Dimensao

Definicao 1.4 Seja V' um espago vetorial sobre R. Um vetor v € V é uma combinagao

linear dos vetores vy,--- ,v, € V se existirem escalares oy, aq, -+ ,a, € R tais que

n
V=aqvr At Q= Y oy
=1

Defini¢ao 1.5 Seja A = {vy,va,++ ,v,} um subconjunto de um espago vetorial V. O
conjunto A é linearmente independente (ou LI) se ayv; + -+ -+ a,v, =0, parav; € A

ea; €ER,i=1,---,n, implica que a; = -+ = «,, = 0.

Definicao 1.6 Seja A um subconjunto de um espago vetorial V. Dizemos que o conjunto

A ¢ linearmente dependente (ou LD) se nao for linearmente independente.

Definigao 1.7 Seja A um subconjunto de um espaco vetorial V. Dizemos que o conjunto
A gera p espago V' se para todo v € V existem aq,an, -+ ,a, € R e vy, v9,--- v, € A tais
que v = a1V + avg + - - - + vy, Dizemos entdo, que A € um subespago gerador de V'

e o denotaremos por [vy,vg, -+, Uy].

Exemplo 1.3 Considere R® como espaco vetorial e observe que o conjunto

{(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}

e um conjunto gerador de R3.

Definicao 1.8 Seja V' um espago vetorial. Dizemos que um conjunto ordenado [ € base

de V' quando:

i) B € um conjunto linearmente independente.

it) O subespago gerado por [ € igual a V.

Exemplo 1.4 O conjunto {(1,1),(—1,0)} ¢ base do R
Se a(1,1) +b(—1,0) = (0,0), entdo

a—b =
Qa =
logoa=b=0. Isto é, {(1,1),(—1,0)} € linearmente independente.

O conjunto [(1,1),(—=1,0)] é gerador de V', pois dado v = (z,y) € V, temos
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(z,y) =y(1,1) + (y — 2)(=1,0)

ou seja, todo vetor de R* é uma combinagao linear dos vetores (1,1) e (—1,0).

Definicao 1.9 Se 8 = vy, vq, -+ ,v, € uma base do espaco vetorial V. Se v € V entao exi-
tem escalares vy, - -+ , o, € R tais que v = aqvy + Qave + - - -, v,. O vetor (al, Qg, - ,an)

¢ a representacdo de v na base e aq, g, -+, q, sdo as coordenadas de v na base [3.

Na notagao matricial, temos:

3]

a2

Qn

Teorema 1.1 Seja v € V e B = {vy,v9,-++ ,v,} base de um espago vetorial V. A

representacao de v na base é unica.

Demonstracao: Podemos escrever v € V' como

V = a1V + QU + -+ + ApUn,
sendo [ base de V.

Supomos que o mesmo vetor v seja escrito da forma

v = biv1 4+ bovg + - - - + byv,,

entao temos que

Vv =biv; + bavg + - - - + by, = 4101 + agvy 4 - -+ apUy.
Dai,
(a3 — by)vy + (ag — bo)ve + - -+ + (an — by)v, = 0.
Como [ é base entao
ay = by, a9 = by, a, = b,
Portanto, as coordenadas de um certo vetor v € V' em uma base arbitraria é tnica.

Definicao 1.10 Seja e; € R™, com 1 < i < n, o vetor cuja i—ésima coordenada € iqual a
1 e as outras nulas. O conjunto 3 = (e1, ez, -+ ,e,) € denominado de base candnica do

espaco R™.
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1.2 Transformacao Linear

Definicao 1.11 Sejam V' e W espacos vetoriais. Uma transformacao linear é uma

fungio T : V — W tal que para todo escalar a e todos os vetores u,v € V,
I T(u+v) =T(u) +T(v);
II) T(au) = oT(u).

Seja T': V — W uma transformacao linear, onde V' e W sao espagos vetoriais W.

Entao

T(0y) = T(0-v) = 0-T(v) = O,

onde 0 indica o vetor nulo do espaco vetorial V' e Oy, indica o vetor nulo do espago vetorial
Ww.

Das duas propriedades de transformacao linear, obtemos que

T(au+ pv) =T(au) + T(fv) = aT(u) + T (v)

para todo u, v € V' e todos escalares «, f € R. Por indugado, obtemos uma relagao mais

geral
n n
T (Z OZZ‘VZ'> = ZazT(Vz)
i=1 i=1
para quaisquer elementos vy, --- ,v, € V e quaisquer escalares aq,--- ,a, € R

Observagao 1.3 Uma transformagao linear de V-em V (€ o caso de V=W ) é chamado

operador linear sobre V.

Exemplo 1.5 Seja V' um espaco vetorial. Considerando um escalar A € R fizo, porém

arbitrario, definimos a sequinte transformagdao

7V =V
v = T(v)=XM

Dados u, v vetores em V e a € R, temos:

Tu+v) = MNu+v)=Au+Iv=T(u)+7T(v)
T(ou) = Mau) = a(Au) = aT(u)
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Portanto, T' é uma transformacao linear.

Defini¢ao 1.12 Uma transformagdo matricial é uma funcio dada por T(v) = Aw,

onde A é uma matriz. Mais precisamente, seja A uma matriz m x n. Entdo a aplicacao

b

ou seja, T é a transformagao de R* em R?, definida por T'(z,y) = (—y, z).

T:R" — R™ dada por v — Av € uma transformacao matricial.

0 -1
0

T

Y

Exemplo 1.6 Seja A = ev= . Entao T'(v) = Av=

Nota 2. Toda transformacgdo linear entre espacos de dimensao finita tém uma representagao

matricial.
Teorema 1.2 Toda trasnformagdao matricial é uma transformagdo linear.

Demonstragao: Seja T4 : R — R™ a transformagao definida por Tx(v) = Av em que
A é uma matriz de ordem m X n. Se v e u sdo vetores-coluna de R" e o« é um escalar

qualquer, entao, pelas propriedades da multiplicagdo de matrizes,

Ta(v+u) = A(v+u) = Av+ Au = Tu(v) + Ta(u)
Ti(av) = Alav) = a(Av) = aT4(v)

Portanto, a transformacgao matricial T4 € linear.

Exemplo 1.7 Sejam V =R2 W =R? e T : R? — R? definida por T(u) = u+w, onde

w é um vetor ndo nulo em R2.

Dados u,v vetores em R? e oo € R, temos:

T(u+av) = u+av+w
= ut+w+av
= T(u)+ o[T(v) — v
# T(u)+ o1 (v)

Portanto, T nao é uma transformagdo linear.
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Teorema 1.3 Sejam V' e W espagos vetoriais, com dimV igual a n, f = {vy,va, -+ ,v,}
uma base ordenada para Ve wy,ws, -+ ,w, elementos arbitrdrios de W. Entao, existe
uma unica transformagio T -V — W tal que T'(vj) = w; para j =1,--- ,n.

Demonstracgao: Inicialmente vamos mostrar que existe pelo menos uma transformagao

linear 7' com T'(v;) = w;.

Dado um elemento u € V', sabemos que u é escrito de modo tinico

n
u= Z CiV;
=1

Para este elemento u, vamos definir uma aplicacao 7' : V' — W da forma:

n
= Z C,iW;
i=1

Temos que T é uma transformacgao bem definida. Pela definicao, fica evidente que

Para mostrar que 7' é uma transformacao linear, sejam o € R e um elemento v € V'

escrito de modo Unico como:

n
vV = Z biVi
i=1

Assim temos que:

Tu+av) = > (¢+ab)w
1=1
= chw —|—awaz

1= i=1

1
= T(u)+aT(v)
mostrando que a aplicagao 71" é linear.

Finalmente vamos mostrar a unicidade da transformacao linear 7". Suponha que

existe uma outra transformacao linear P : V — W tal que

P(v;) =wj, para j = 1,--- ,n. Desse modo, temos:

n n n
=P <Z Civi> = ZP(VZ) = ZCZ‘WZ‘
Logo, P ¢é exatamente a regra da transformacao linear T definida acima. Portanto,

provamos a unicidade da transformacao linear T', o que completa a demonstracao.



Capitulo 1. FEspagos Vetoriais 20

Exemplo 1.8 Seja T : R? — R? linear tal que
T(1,0) = (2,1,0)

T(0,1) = (0,1,2)

Os vetores v; = (1,0) e vo = (0,1) formam a base candnica de R*. Dado v = (z,y) € R?

qualquer, temos
(z,y) = =(1,0) +(0,1)
Donde,
T(x,y) = zT(1,0)+yT(0,1)
= 2(2,1,0) +y(0,1,2)
= (22,2 +y,2y)

Logo, T' é dada por T'(z,y) = (2z,x + y, 2y).

Exemplo 1.9 Seja Ry : R? — R? 0 Ry : R? — R2operador linear que leva cada vetor v

no vetor Ry(v) que dele resulta pela rotagao de angulo 6 em torno da origem.

Para um vetor v = (z,y) € R? arbitrdrio, seja Ry(x,y) = (2, y').

va
(0.1)
Ry(1.0)
70712 J S

1

Ry(0,1) i

Ro==mmmmmmmmmmm——eaa- cosf |

; i

i ;

1 1

; i

i ;

1 1

; i

; o i

1 1
: g b (L0) R
—senf! 0 cos T

Figura 1 — Rotacao de um angulo ¢
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Pelas definigoes de seno e cosseno, o vetor unitario Re(1,0), que forma com (1,0)
um angulo 6, tem coordenadas cos e senfl, ou seja, Ry(1,0) = (cosh, send). Além disso,
como (0,1) forma com (1,0) um dngulo reto, Ry(0,1) também forma com Ry(1,0) um

angulo reto. Logo Rg(0,1) = (—send, cost).

Logo,
Ry(1,0) = (4cos(f),+sen(0))

Ry(0,1) = (—sen(f),+cos(h))
Assim,
= x - (+cosh, +send) +y - (—senb, +cosh)
= (xcos — ysenl, xsend + ycosd)

onde

xr = xcosh — ysenb;

y = xsend + ycosh.

Definicao 1.13 Chama-se nicleo de uma transformagdo linear T :V — W ao conjunto
de todos os vetores v € V' que sao transformados em 0 € W . Indica-se esse conjunto por
N(T) ou Ker(T):

Ker(T)={veV |T(v) = 0}.

Proposigao 1.1 O nicleo de uma transformacao linear T' : V. — W é um subespaco

vetorial de V.

Demonstragao:

1 Observe que 0 € N(T), uma vez que T'(0) = 0. Portanto N(T) # .

2 Sejam vievy vetores pertencentes ao N(T'). Entio T(vy) =0 e T'(ve) = 0. Assim,

T(’Ul + ’UQ) = T(’Ul> + T(’UQ) =0+0=0

isto €, vy + v, € N(T).

3 Sejam o € R e vy € N(T'). Isto €, T(vy) =0, entao

T(av) =aT(v;) =a0 =0
isto é, avy € N(T).

Portanto, N(T') é um subespago vetorial de V.
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Definicao 1.14 Sejam V e W espacos vetoriais e T uma aplica¢io de V- em W. Dizemos
que T' € uma aplicac¢io injetora se, e somente se, para w,v € V, com u # v tem-se que
T(u) # T(v). De modo equivalente, T € injetora se, e somente se, para u,v € V, com

T(u) = T(v) implica que u = v.

Teorema 1.4 Seja T :V — W uma transformacao linear. Entao

T éinjetiva < N(T) = {0}

Demonstracgao:
(=) Vamos mostrar que se T é injetora, N(T') = {0}.

Seja v € N(T), isto é, T(v = 0). Como T(0) = 0, temos que T(v) = 0. Como T ¢é
injetora por hipdtese, v.= 0. Logo, N(T') = {0}.

(<) Vamos mostrar que se N(T') = {0}, entao T é injetora.

Para isso, tomamos u, v € V tais que T'(u) = v. Assim, temos que

T(u)—v=T(u—v)=0.

Como N(T) = {0}, obtemos

u-veNT) = u-v=0 = u=v
Logo, T é injetora, o que completa a demonstracao.

Definicao 1.15 Chama-se tmagem de uma transformacao linear T :V — W ao con-
junto dos vetores w € W que sdo imagens de pelo menos um vetor v € V. Indica-se esse

conjunto por Im(T) ou T(v):

Im(T)={we W |T(v)=w} paraalgum wveV.

Proposigcao 1.2 A imagem de uma transformacdao linear T : V. — W € um subespaco
vetorial de W'.
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Demonstracgao:

1) A imagem de T nao ¢é vazia, pois Oy ¢ a imagem de 0,.
2) Sejam wi,wy € ImT, assim existem vetores vi,vy € V tais que T(v;) = w;,
v; € V; = 1,2. Assim,
Wi + Wy = T(Vl) + T(Vg) = T(Vl + Vg) = Wi + Wy € ImT

3) Sejamw € ImT e a € R, T(v) =w,v eV, logo
aw =aTl(v) =T(av) = aw € ImT.
Portanto, ImT é um subespaco vetorial de W.

Definicao 1.16 Sejam V e W espagos vetoriais sobre o corpo R e T uma aplica¢io de V
em W. Dizemos que T € uma aplicacio sobrejetiva se, e somente se, Im(T) =W, isto

¢, para todo w € W, existe w € V tal que T'(u) = w.

Corolério 1.1 Se T :V — W ¢é linear e {vy, - ,v,} gera V, entao {T(v), -+ ,T(v,)}
gera a Im(T).

Demonstragao:
Seja w € Im(T). Entao, T(v) = w para algum v € V. Como {vy,---,v,} gera
V', existem escalares oy, - - , «a, tais que
V=1V +- -+ o,V
e:

w=T(V)=T(ayvi+ -+ a,v,) =T (v) + -+ a,T(v,)

Portanto,

Im(T) = [T(v1),--,T(v,)].
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Teorema 1.5 (Teorema do nticleo e da imagem) Seja V' um espago de dimensdo

finita e T :V — W wuma transformacao linear. Entao

dim(V) = dimN(T) + dimIm(T)
Demonstragdo: A demonstracao pode ser vista na referéncia [3] [ |

Corolario 1.2 Seja T : V — W uma transformacgao linear. Se dimV = dimW , entao é

injetora se, e somente se, T" € sobrejetora.

Demonstracgao:

T ¢é injetora

= N(T)=0 (Teoremal.d)

= 0+ dimIm(T)=dimV (Teoremal.5)

= dimIm(T) = dimW (hipotese)

= Im(T)=W

= T sobrejetora

Reciprocamente:
T é sobrejetiva

= Im(T) =W
= dimIm(T) = dimW
= dimIm(T) = dimV (hipotese)
=  dimN(T)=0 (Teoremal.5)
=  N(T)={0} sobrejetora
= T injetora (Teoremal.4)

Corolario 1.3 Se dimV = dimW e T ¢€ injetora, entao T leva uma base em base, isto
é, se f={v,vg, - ,v,} base de V, entio T(B) = {T (v, T(vg), - ,T(v,))} é uma base
de W.

Demonstragao:

Como dimV = dimW = n, basta mostrar que T'(5) é LI. Para tanto, consideremos

a igualdade:
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aT(vy)+--+a,T(v,) =0

ou, pela linearidade de T :

T(ayvy+ -+ ayvy,) =0

Como T' ¢ injetora, vem:

a vy + -+ a,v, = 0.

Sendo (8 uma base, § é LI e, portanto

ar=aqy=---=qa, =0.

Logo, T'() é uma base de W.
|

Definicao 1.17 Sejam V e W espacos vetoriais sobre o corpo R e T uma aplicacao de V
em W. Dizemos que € uma aplicagcao bijetora se, e somente se, T éinjetora e sobrejetora

a0 mesmo tempo.

Definicao 1.18 Chama-se tsomorfismo do espaco vetorial V no espago vetorial W a
uma transformacao linear T’ : V- — W que € bijetora. Nesse caso, os espagos V e W, sao

ditos isomorfos.

Um isomorfismo T : V — V é denominado um automorfismo de V.

Proposicao 1.3 Sejam V e W espacos vetoriais de dimensao finita. Se dimV = dimW
entao Ve W sdao isomorfos. Em particular, todo espago vetorial de dimensao n é isomorfo

a R".

Demonstracao: Se § = {vy,---,v,} é base de V e v = {wy, -, w,} uma base para

W. Vamos definir uma transformacao linear 7' : V' — W de seguinte forma:

T (Z ozivi> = Z o, T(v;) = Z W,
i=1 i=1 i=1

onde estamos definindo T'(v;) = w;, parai = 1,--- ,n.

Podemos verificar facilmente que N(T') = {0}. De fato, considere um elemento

v € N(T) que ¢é escrito de modo tinico como:
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n
v = ZO@V@' = T(v) = a;w; = 0y,
i=1

como {wy,---,w,} é linearmente independente, implica em

o =-=aq, =0.
Portanto, provamos que T' é uma transformacao injetora.

Finalmente, pelo Teorema do niicleo e da imagem, tem-se que

dimV = dimN(T) + dimIm(T) = dimIm(T) = n.

Assim, Im(T) = W. Logo, T é uma transformacao sobrejetora. Portanto, mostrando que

T é um isomorfismo de V em W. [ |

Seja T : V — W um isomorfismo, isto é, T é uma transformacao linear bijetora.
Entéo, para cada elemento w € W podemos fazer a associagdo T'(v) — w para um tnico
elemento v € V. Desse modo, temos uma nova aplicacao de W em V', tendo em vista que

nao teremos 1T'(vy) = T'(vy) com vy # v2, uma vez que T é injetora.

Essa nova aplicacdo, que vamos denotar por 7!, 77! : W — V é denominada

aplicacgao inversa de T'. Desse modo, temos que

T YT (v))=v T(T ' w))=w paratodo veV e weW

Teorema 1.6 Sejam V' e W espacos vetoriais e T : V. — W um isomorfismo. Entao,

T=1: W — V é uma transformacdo linear.

Demonstragao: Sejam wy,wy € W e A € R. Queremos mostrar que

T_l()\Wl + W2) = )\T_1<W1) + T_I(Wg).

Sejam v; = T H(w;) e vy = T~ (wy), isto é, v; e vy s30 os tnicos elementos em V tais

que T(vy) = wy e T(vy) = wo.

Como T é uma transformacao linear, temos que

T()\Vl + V2> = )\T(Vl) + T(Vg) = )\Wl + Wao.

Desse modo, Avy 4+ v € o tnico elemento em V' que é levado pela transformacao

linear T" no elemento Aw; + wo em W. Portanto
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T_1<>\W1 + WQ) = )\Vl + vy = )\T_I(Wl) + T_l(WQ),
provando que 7! é uma transformacdio linear.

Teorema 1.7 Sejam V e W espagos vetoriais de dimensdo finitas e T um isomorfismo

de V em W. Entdo, T~ : W — V € também um isomorfismo.

Demonstracgao: Pelo Teorema 1.6, sabemos que 7! é uma transformacao linear. Assim,

devemos mostrar que 7! é bijetora.

Sejam wi,wy € W tais que T-!'(w;) = T !(wy) = v. Desse modo, temos
T(vy = wy) e T(vy) = wy. Logo, w; = wy, pois T é uma aplicagdo. Portanto, T—! ¢

injetora.

Para mostrar que 7! ¢é sobrejetora basta observar que N(T~1) = {0}, pois T~}

¢ injetora, e ao aplicar o Teorema do nicleo e da imagem,
dimN (T™1) + dimIm(T~) = dimW,
obtendo que dimIm(T~') = dimW = dimV, pois V e W sao isomorfos.

Assim, Im(T~') =V, o que completa a demonstragao.

Matriz de uma Transformacao Linear
Teorema 1.8 Sejam V,W espacos vetoriais de dimensdo finita e T : 'V — W uma

transformagao linear. Fizadas base = {vy, v, -+ ,v,} CV ey ={w,wy, -+, w,} C

W. Entao para todo v €V, vale

Demonstragao: Primeiramente, como v € V', e § é base de V', podemos escrever v como

combinagao linear dos vetores de (3, isto é, existem escalares aq, am, -+ , o, tais que

V=1V] +QyVy + -+, Vi, (1.1)

Usando (1.1) e a linearidade de 7', podemos escrever:

T(v) =T(ayvy + agve + -+ -+ a,vy,) = T (vy) + aT(ve) + -+ - + a, T (vy,).  (1.2)
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Cada vetor T'(v;),i = 1,2,--- ,n, presente em (1.2), pertence a W; logo, pode ser expresso
como combinacao linear dos vetores da base 7. Ou seja, para cada vetor v;,2 =1,2,--- ,n,
de A, existem escalares aq;, as1,- -+ , any; tais que

T(Vz) = a1;W1 + QA9; Wo + -+ Qi Wi,

Detalhando ainda mais, temos:

T(vi) = anwi+anWa+ -+ QW
T(ve) = a1aW1+ aaWa + -+ + QpaWy,
T(Vn) = @nWi+ a2,Wa - + QWi

Substituindo essas expressoes em (1.2), temos

T(v) = oa(anw +aaWa + -+ + @miWi,) + (@12W1 + G220Wa + -+ - + QoW ) + -+ -
+O-/n(a1nw1 + A2 W2 + -+ amnwm)
= (1011 + 02012 + - - - + @ a1,) W1 + (a1 + Qoags + - - - + QpA2,)Wa + - - -

+<a1am1 + Q2Am2 + -+ Oénamn)wm

O vetor T'(v), por sua vez, estd em W. Logo, pode ser escrito em relagao a base 7,

isto é, existem escalares cq, cs, ¢, tais que

T(v) = W1+ caWa + - -+ + Wiy (1.3)

Comparando as expressoes, concluimos que

C1 = 61101 + Qa0 + -+ + Q1,0
Cy = Q2101 + QoaQig + -+ - + G2pQp
Cn = Qm10q + Qmaia + - + QppQy,

As igualdades acima podem ser representadas na seguinte forma matricial:

a3 Q12 - Aip (€51 C1

Q21 Q22 --° Q2p (8% C2 (1‘4)

Am1 Am2 *°° Qmp ap Cn
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Observe que os vetores-coluna que aparecem nessa igualdade sao os vetores-
coordenadas dos vetores v e T'(v), em relagdo as bases [ e 7, respectivamente. Re-

presentando a matriz m x n por [T]7, podemos escrever a igualdade (1.5) na forma:

Dizemos que a matriz [T]Ej ¢ a matriz da transformagao linear de 7" com relacao as

bases (3 e 7.

Observacao 1.4 Quando as bases sdao consideradas sao as canonicas, dizemos que a

matriz obtida é a mmatriz canénica da transformacdo linear.

Exemplo 1.10 Seja T : R* — R? definida por T(z,y,z) = (v + y,x + 2). Se
B{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} ey = {(1,0),(0,1)} entdo

T(1,0,0) = (L,1)=1-(1,0)+1-(0,1)
T(0,1,0) = (1,1)=1-(1,0)+0-(0,1)
T(0,0,1) = (0,1)=0-(1,0)+1-(0,1)

Logo,

Observagao 1.5 Ezaminando a lei que define a transformagdao T, verifica-se, que sua
matriz canonica fica determinada formando a primeira coluna com os coeficientes de x, a

sequnda com os coeficientes de y e a terceira com os coeficientes de z.
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Algebra das Transformacoes Lineares

Defini¢ao 1.19 Sejam V e W espagos vetoriais sobre R. Denotamos por L(V,W) o

conjunto de todas as transformacoes lineares de V-em W, isto ¢,

LV,W)=A{T:V - W |T ¢ uma transformagdo linear}

Definigao 1.20 Dadas as transformagcoes lineares Ty, Ty € L(V,W). Definimos a adigdo
de transformacgoes 11 + 15 : V — W da sequinte forma:

(Tl + TQ)(’U) = Tl('v) + TQ(’U); YveV.

A aplicacio assim definida € também uma transformacao linear.

Observagao 1.6 Sejam 3 ey bases quaisquer de V' e W respectivamente, entao a matriz

da transformacao adig@o nestas bases € dada por:

[Ty + Tg]g = [Tﬂs + [Tg]§

Teorema 1.9 L(V,W) é um espago vetorial sobre R com relagio as operagoes de adigao,

de transformacoes lineares e multiplicacdo por escalar definidas acima.
Demonstragdo: A demonstracao pode ser vista na referéncia [7] |

Teorema 1.10 Sejam V' e W espacos vetoriais de dimensdo finita sobre R, com dimen-
soes m e m, respectivamente. Entao, o espago vetorial L(V, W) tem dimensao finita e

dimL(V,W) = nm.
Demonstracdo: A demonstragdo pode ser vista na referéncia [7] |

Definicao 1.21 Sejam V. W e U espacos vetoriais sobre R. Considere as transformagcoes
lineares Ty : V. — W e Ty : W — U. Definimos a composicao das transformacoes T,

e Ty, que denotamos por Ty 0Ty : V — U, da sequinte forma:

(Ty 0 Th)(v) = To(T(v)); Vv € V.

Observacao 1.7 Sejam «, 8 e v bases de V,W e U respectivamente, entao a matriz da

transformagio composta de Ty com Ty nestas bases € dada por:

[Ty 0 TS = [To]5 - [T]S
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Observacao 1.8 Em geral, € importante a ordem pela qual compomos as transformagoes

lineares. Ou sejam a composi¢io ndao é comutativa.
Teorema 1.11 A aplicagdo Ty o Ty € uma transformacao linear de V em U.

Demonstracgao: Sejam 77 : V. — W e T, : W — U transformagdes lineares, u e v vetores

quaisquer em V' e a um escalar. Entao,

(ThyoT))(au+v) = Ty(Ti(au+v))
= T(aTi(u)+ Ti(v))
= aTy(Ti(u)) + Ta(T1(Vv))
= a(TyoTy)(u)+ (To o Ty)(V)
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2 TRANSFORMACOES PLANAS E SUAS
APLICACOES

Nesta secdo vamos nos dedicar ao estudo das transformacoes no plano, entende-
se por transformacoes planas as transformacoes de R? em R2. Deste modo veremos a
seguir algumas de especial importancia e suas respectivas representacoes geométricas. Os
resultados que apresentaremos neste capitulo foram adaptados das obras de Anton et al.[1],
Boldrini et al. [3], Lima et al. [7] e Steinbruch et al. [9].

2.1 Transformacoes Planas

Definicao 2.1 Uma transformacio no R? é uma aplicacio T : R? — R?, que associa a

cada vetor v do plano um vetor v’ tal que:

T(v) =1
ou
x x’
T =11,
Y Y
T — . .
onde v = [ ] , corresponde as coordenadas do vetor Op, sendo O a origem do sistema
)
cartesiano.

Observe que o vetor v é transformado no vetor v por uma transformacao

T :R? — R2

Transformacoes Lineares Planas

Definicao 2.2 Dizemos que uma funcdo T : R? — R? ¢é uma transformacio linear quando
T(z,y) = (azx + cy, bx + dy),

onde a,b,c e d sao nimeros reais.

Exemplo 2.1 A funcio T : R* — R? definida por T(x,y) = (x,2x — y), é uma transfor-

macao linear, onde a =1,c=0,b=2 ed = —1.
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Podemos estudar as transformagoes lineares do plano usando também a forma

matricial.

Se T : R? — R? ¢ a transformacdo matricial cuja matriz candnica é
a c
b d
a c| |z
T == g

Exemplo 2.2 A transformacao linear T(x,y) = (x,2x — y), pode ser estudado como

T : R? — R? definido por
R x
2 -1 Y |2z — Y

g

2.2 Transformacdes lineares geométricas do R?

entao
T

Y

ar + cy
br + dy

X

Y

Reflexdes

a) Reflexdo em torno do eixo dos z. Essa transformacao linear leva cada ponto

(z,y) para sua imagem (z, —y), simétrica em relagao ao eixo dos z.

T:R? — R?

o

de modo que a matriz canonica T é

(l‘,y) - T(ZL’,y) = (l‘, _y)

Em forma matricial

b) Reflexao em torno do eixo dos y. Essa transformacao leva cada ponto (x,¥)

para sua imagem (—z,y), simétrica em relagao ao eixo dos y. Ou seja,
T:R* —» R?
(z,y) — T(x,y) = (-=y)

Em forma matricial
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c) Reflexao na origem. Essa transformagao linear leva cada ponto (z,y) a sua

imagem (—z, —y), simétrica em rela¢ao a origem. Temos entao:
T:R*> —» R?
(z,y) — T(z,y) = (-=z,—y)
T (

I P

d) Reflexao em torno da reta y = x. Essa aplicacao linear leva cada ponto (z,y) a

Em forma matricial

T

Y

sua imagem (y, x), simétrica em relagdo a reta y = x. Temos entao:
T:R* - R
(,y) — T(x,y)=(y,7)

Em forma matricial

0 1
T t e t = y
Y 1 0f |y x
v
(z,y) _
. Y
T ' (w;y}
(_Ia y) T (:I:, y)
: - [ 5 [ECERSTEEEETOREO] (ERPERRRRERTR e . T
0 x
! 0 x .
(—z.—y)
Figura 2 — Reflexao em Figura 3 — Reflexao em
torno do eixo dos torno do eixo dos Figura 4 — Reflexao na Ori-
x Y gem
e) Reflexdo em torno da reta y = —z. Essa transformacao linear leva cada ponto
(x,y) a sua imagem (—y, —z), simétrica em relagdo a reta y = —z. Ou seja,
T:R* — R?

(ZL‘,y) — T(ZL’,y) = (_y7 —l‘)

Em forma matricial
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y |
A (y.x) . y——=
.
T 0 .
(z,u)
L ':3:'.' y} .
o T.
0 m R\
e
(_ys _E}
Figura 5 — Reflexao em torno da reta Figura 6 — Reflexao em torno da reta
y=ux y=-u

Dilatacoes e Contracoes
Definicao 2.3 Se a € um escalar ndo-negativo, entao a transformacao

T(z,y) = a(z,y)

de R? em R? ¢é chamada uma homotetia de razdo o. Especificamente, transformacio é

uma contratagdo de razio o se 0 < a <1 e uma dilatagdo de razao o se a > 1

Observacao 2.1 O efeito geométrico de uma contracdo é comprimir cada vetor por um
fator a em todas as direcoes na diregio da origem e o efeito geométrico de uma dilatagdo

¢ esticar cada vetor por um fator o em todas as diregoes para longe da origem.

Observacao 2.2 A contracio mais extrema ocorre com o« = 0, caso em que
T(x,y) = a(z,y) reduz d transformagao nula T(x,y) = (0,0), que comprime cada vetor a

um dnico ponto (a origem).

Se a =1 entao T'(z,y) = a(z,y) reduz d transformagao identidade T (z,y) = (z,y),
que deixa cada vetor inalterado; isto poderia ser considerado tanto uma contragcdo quanto

uma uma dilatacao.
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a) Dilatagao ou Contragio na diregao do vetor

T:R? —» R?
(z,y) — T(z,y) = az,y)

Em forma matricial

Observemos que:

— se |a| > 1, T dilata o vetor;

se |a| < 1, T contrai o vetor;

— se =1, T é a identidade;

se a < 0, T troca o sentido do vetor.

b) Dilatagdo ou Contragao na diregao do eixo dos x

T:R* — R?
(x,y) — T(x,y) = (azx,y), >0

(G- 65

c) Dilatagdo ou Contragao na diregao do eixo dos y

Em forma matricial
x

Y

T:R* —» R?
(z,y) — T(z,y) = (z,09), @ >0

Em forma matricial:




Capitulo 2.  Transformagoes Planas e suas aplicagoes 37
ya
2y fe==-==m (z,2y)
L
il EEST SED (x5 y)
T(v)
"+ > (2, 5 0)
(23:’1") (T'Q) (215;‘}) 2!-'- W7 = $ 21“
v H \
5 L 0 o
0 ; 0 ; - x 2 r
Figura 8 — Dilatacao e Figura 9 — Dilatacao €
Figura 7 — Dilatacao e Contragao na Contragao na
Contragao do direcao do eixo dire¢ao do eixo
vetor T )
Projecoes

A transformacao T : R? — R? que leva cada vetor na sua projecdo ortogonal

sobre o eixo r é chamada de projecao ortogonal sobre o eixo x. Analogamente, a

transformacao T : R? — R? que leva cada vetor na sua projecao ortogonal sobre o eixo y é

chamada de projecao ortogonal sobre o eixo y.

a) Projecao ortogonal sobre o eixo =

T:R? - R
(z,y) — T(z,y) = (z,0)

cuja matriz canonica é

Em forma matricial
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T(xz,y) = (x,0)

N

By
=Y

1 1
Figura 10 — Projecao no eixo x
b) Projegao ortogonal sobre o eixo y
T:R* —» R?
(z,y) — T(z,y)=(0,y)
Em forma matricial
17 = 0 0f |x _ 0
Y 0 1| v Y
T(x = (0
L | R) L |
1 1
e
- —
- - -
1 x x

Figura 11 — Proje¢ao no eixo y
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Rotacdo de um angulo 6: (no sentido anti-horario)

Uma transformacio que gira cada vetor em R? por um angulo fixado 6, torno da

origem, no sentido anti-horario, é chamado uma rotagao em R?.

A transformacgao definida por:

Ry R* — R?
(x,y) — Ro(z,y) = (xcosh — ysend, zsend + ycosl)

é uma rotagdo de um angulo # no sentido anti-horario.

Em forma matricial
7 ~ |cos —senf| |z| |xcosf — ysend
~ |send  cosf Y | asend + ycosf

Observe que a matriz canonica ¢ dada por

cosf) —send
senf  cosf

T

Y

Figura 12 — Rotagao de um angulo ¢

Exemplo 2.3 Considere = 7. Neste caso, cos) =0 e senf) = 1. Enlao,

REE RS
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Figura 13 — Rotagao de um angulo 6 = 7

Cisalhamento

a) Cisalhamento na direcao do eixo dos x

1
A transformacao T : R? — R? dada por [0 ﬂ , isto é
T

(L) -l 3L

é chamada cisalhamento horizontal

T+ oy
)

Por esse cisalhamento, cada ponto (z,y) se desloca paralelamente ao eixo dos z
até chegar em (z 4+ ay,y). Com uma tal transformacdo, os pontos do eixo do z,

permanecem onde estao, pois y = 0.
Observe, na figura a seguir, o efeito desta transformacgao dada por [ } sobre o

quadrado unitario.

T(z,y) = (z+y.y)

: N,

Figura 14 — Cisalhamento horizontal

O efeito do cisalhamento é transformar o quadrado no paralelogramo, de mesma

base e mesma altura.



Capitulo 2.  Transformagoes Planas e suas aplicagoes 41

b) Cisalhamento na dire¢ao do eixo dos y

1
A transformacao T : R? — R? dada por [

(03
T(m

0] L
, 1sto €
1

X

ar + vy

)=k il

é chamada cisalhamento vertical

Observe, na figura a seguir, o efeito desta transformacao dada por L J sobre o

quadrado unitario.

T(z,y) =(z,z+y)

1 TN,

Figura 15 — Cisalhamento vertical

Exemplo 2.4 Considere a matriz da transformacio linear R? em R? que representa um
cisalhamento por um fator 2 na diregdo horizontal sequida de uma reflexao em torno do
eizo dos y.

O cisalhamento transforma o vetor (z,y) no vetor (z’,y") dado por

A=l L

ja a reflexdo transforma o vetor (2/,y") no vetor (z”,y"”) dado por

substituindo (2.1) em (2.2), temos:

(RehR s

ou,
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Eal bl

-1 —
Portanto, a matriz [ 0 1 ] representa a transformacao composta do cisalhamento

com a reflexdo.

Exemplo 2.5 O plano sofre uma rotagcio de um dangulo 0. A sequir experimenta uma
dilatacao de fator 4 na direcao do eixo dos x, posteriormente, uma reflexdo em torno da
reta y = x. Qual a matriz que representa a unica transformagdo linear e que tem o mesmo

efeito do conjunto das trés transformacoes citadas?

Sabemos que a matriz rotacao é dada por:

T cos —senb
= (2.3)
Y senf)  cosf

ja a dilatagao transforma o vetor (x,y) no vetor (z’,y’) dado por:

Al L

por fim a reflexdo transforma o vetor (z’,4) no vetor (z”,y”) dado por:

" 0 1| |2
AR @

substituindo (2.4) e (2.3) em (2.5) temos:

" 10 1|4 0 cos —send
Y’ |1 0| |0 1] [senf cosh

" 101 cosd —senl B sent cost
Y’ 14 0| |sen® cosh | |4cosh —dsend

A matriz que representa a unica transformacao linear e que tem o mesmo efeito do

ou,

conjunto das trés transformacoes citadas é a matriz
sent cosf
4cosf —4senb
Observacao 2.3 Teriamos obtido o mesmo resultado, neste ultimo exemplo, se tivéssemos

executado a composicio das trés transformagoes citadas.
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A Geometria de operadores matriciais de R?
Nesta secdo, discutimos mais detalhadamente os operadores de R?. As ideias aqui
desenvolvidas tém aplicagdes importantes na Computacao Grafica.

A figura abaixo mostra uma fotografia de Albert Einstein e trés modificagoes dessa

fotografia geradas por computador, que sdo resultados de operadores matriciais de R?

Digitalizacao Hotagao Cizalhamento honzontal Comprassao hanzontal

Figura 16 — Livro do Anton

Definicao 2.4 Uma transformagdo linear T : R™ — R™ ¢ dita injetora se T aplica vetores

(pontos) distintos de R™ em wvetores (pontos) distintos de R™.

Observagao 2.4 Segue desta defini¢io que para cada vetor w na imagem de uma trans-

formagao linear injetora T' existe exatamente um unico vetor x tal que T(x) = w.

Os operadores lineares injetores de R? que aplicam vetores (pontos) distintos em

vetores (pontos) distintos de especial importancia.

Um exemplo de uma tal transformacdo é a transformacdo linear 7' : R? — R? que
rotaciona cada vetor por um angulo 6. E 6bvio, geometricamente, que se u e v sdao vetores

distintos em R? entdao também os vetores rotacionados T'(u) e T'(v) serao distintos.

Teorema 2.1 Se A for a matriznxn eTy : R — R" o0 operador matricial correspondente,

entdo as afirmagoes sio equivalentes

a) A € invertivel
b) A imagem de Ty é R"

c) Ty é injetor.

Demonstragao: Ver [1] [
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Teorema 2.2 Se T : R? — R? € a multiplicacdo por uma matriz elementar, entio a

transformagdo é uma das sequintes opgoes:

(a) um cisalhamento na direcio de um eixo coordenado;
(b) uma reflexao em torno de y = x;

(c) uma contragao na dire¢io de um eizo coordenado;
(d) uma expansio na dire¢io de um eizo coordenado;
(e) uma reflexdo em torno de um eizo coordenado;

(f) uma contragio ou expansao na diregio de um eizo coordenado sequida de uma reflexdo

em torno de um eizxo coordenado.

Observacao 2.5 Uma matriz elementar é uma matriz que difere da matriz identidade

por uma unica operacdao elementar de linha.

Exemplo 2.6 Supondo que oy e as sejam positivos, a matriz diagonal

ar 0| |1 0]]a 0
0@2 00&2 0 1

temos a matriz A expressa como produto de matrizes elementares.

A:

Demonstracao: Como a matriz elementar 2 x 2 resulta de uma tinica operacao elementar

sobre linhas na matriz identidade 2 x 2, ela deve ser de uma das seguintes formas:

SRR )

As primeiras duas matrizes representam cisalhamentos na direcao na dire¢do de um eixo
coordenado; e a terceira, uma reflexao em torno do de y = z. Se a > 0, as duas ultimas
matrizes representam uma expansao ou uma contracao na direcao de um eixo coordenado,
dependendo se 0 < a < 1oua > 1. Se a <0 e se expressarmos o = —aq, onde a; > 0,

entao as duas tultimas matrizes podem ser escritas como

—a; 0] [=1 0] 0

0 1 0 1 0 1|0 1
1ol [t o] 1 olft of
« 0 —o 0 =110 og
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Como a; > 0, o produto em (2.6) representa uma contragdo ou expensao na dire¢ao
x seguida de uma reflexao em torno do eixo y e (2.7) representa uma contragao ou expansao

na direcao y seguida de uma reflexao em torno do eixo x.

No caso em que a = —1, as transformagoes (2.6) e (2.7) sdo simplesmente reflexoes

em torno do eixo y e x, respectivamente. |

Observacao 2.6 As reflexoes, rotagoes, expansoes, contragoes e cisalhamentos sdo trans-
formacgoes lineares injetoras. Isso é evidente geometricamente, pois todas essas trans-
formacoes levam pontos distintos em pontos distintos. Isso também pode ser conferido

algebricamente verificando que as matrizes canonicas dessas transformagoes sao invertiveis.

Teorema 2.3 Se T : R?> — R? ¢ a multiplicacio por uma matriz invertivel E, entdo
o efeito geométrico de T é o mesmo que uma sucessdo apropriada de cisalhamentos,

contracoes, erpansoes e reflexoes.

Demonstracgao: Por ser invertivel, E pode ser reduzida a identidade por uma sequéncia
finita de operacoes elementares sobre linhas. Uma operacao elementar sobre linhas pode
ser efetuada pela multiplicagdo a esquerda por uma matriz elementar, de modo que existem

matrizes elementares Aq, Ag, -+, A, tais que

Ay AJAE =1

Resolvendo em E, obtemos

E=A 1At A

ou, equivalentemente,

E=A Ayt A

Esta equacgao expressa E como um produto de matrizes elementares. O resultado segue,

agora, pelo teorema 2.2. |

Na Computagdo Grafica, muitas imagens sao construidas ligando pontos por
seguimentos de retas. O proximo teorema ajuda atender como operadores matriciais

transformam tais imagens.
Teorema 2.4 Se T : R? — R? ¢é a multiplicacio por uma matriz invertivel, entdo:

(a) A imagem de uma reta é uma reta;

(b) A imagem de uma reta pela origem é uma reta pela origem;



Capitulo 2.  Transformagoes Planas e suas aplicagoes 46

(c) As imagens de retas paralelas sao retas paralelas;

(d) A imagem do sequimento de reta ligando P e Q é p segmento de reta ligando as

imagens de P e Q);

(e) As imagens de trés pontos sio colineares se, e somente se, 0s pontos sao colineares.
Demonstragao: Ver [1] [

Observacgao 2.7 Segue das partes (c),(d) e (e) que a multiplicagao por uma matriz

invertivel 2 X 2 leva triangulos em triangulos e paralelogramos em paralelogramos.

Exemplo 2.7 O triingulo de vértices P1(0,0),P5(1,0) e P3(0,1) é chamado o triangulo

unitario. FEsboce a imagem do triangulo unitario pela multiplicacdo por

2 1
11
Solucgao: Pelo teorema 2.4 e como

2 1] o] fo] [z 1] [1] [2] [z 1][o] |
11 o[ |o|” |t 1|lo] [t1]" |1 1]|1] |1
a imagem do tridngulo é um triangulo (0,0),(2,1) e (1,1).

Exemplo 2.8 A matriz invertivel

A=

-1 1
3 —4
Leva a reta y = 2x + 1 em alguma outra reta.

Seja (x,y) um ponto da reta y = 2x+1 e seja (', y") sua imagem pela multiplicagao

por A. Entao

de modo que
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substituindo em y = 2x + 1, obtemos

=32 —y =2(—42" — ')+ 1 ou equivalente y' = -5z’ +1

Assim, (z',y') satisfaz

y=-—5r+1

que € a equacao procurada.

2.3 Transformacio n3o linear geométrica do R?
Uma transformacao importante na computacao grafica mais que nao é linear, ¢é a

transformacao de translacao.

Translacoes
Considere o espaco vetorial real R%. Dado um elemento (c, 3) € R?, a transformacao
T:R?> — R?
(z,y) — T(z,y) = (z,y) + (. B)

¢ uma translacao.

Escrevendo a translacao na forma matricial temos que

(B -El Bl L

Através da translagdo podemos deslocar objetos no plano, nos sentidos horizontal

T

Y

e/ou vertical. As translagoes nao alteram as medidas das distdncias, nem alteram as
amplitudes dos angulos dos objetos. O objeto transformado por translacio mantém

tamanho e forma, modificando sua localizacao.

E importante perceber que diferente das outras transformacées mostradas neste
trabalho, a translagdo, "nao é uma aplicagao linear, portanto nao pode ser representada
em termos de multiplicacao de matrizes. Uma multiplicacao de matriz mantém sempre o
vetor nulo sem modificagoes, enquanto que a translagao afeta todos os pontos, incluindo a

origem que corresponde ao vetor zero'.
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Consideremos deslocar o quadrado da figura, trés unidades para a direita e duas

para cima.

Assim, gostarfamos de aplicar no quadrado a transformacao T : R? — R? tal que

T(z,y)=(r+3,y+2).

A translacao nao sendo uma transformacao linear, nao pode, entao, ser representada
por uma matriz quadrada de ordem 2. Entretanto, podemos obter uma representacao
matricial para essa transformagao utilizando uma matriz de ordem 3 x 3, como descrevemos

a seguir.

2.4 Aplicacoes
Nos exemplos a seguir, sao apresentadas algumas operacoes matematicas usadas
na computacao grafica, destacando-se o uso das matrizes e das transformacoes lineares.

Imagine um sistema cartesiano ortogonal com a origem no centro e um ponto

qualquer P = (z,v).

Por meio de um produto de matrizes da forma:

AR

Obtemos um novo ponto P’ = (2/,3/), tal que: 2’ = azx + by e v = cx + dy.

ax + by
cr + dy

a
A matriz [

b
] é chamada de matriz de transformagao no plano.
c

Tudo funciona como se o ponto P "fosse levado'pela matriz T' para a posicao do

ponto P’

Sendo assim, podemos representar matricialmente uma figura por meio da descricao
dos vértices que a contém de modo que cada coluna desta matriz tenha respectivamente a

primeira linha como sendo o valor x e a segunda linha como sendo o valor de y.
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e Essa matriz que tem tantas colunas quantos forem os pontos considerados, sera

chamada de matriz de pontos.

e Chamaremos de matriz de pontos estendida quando acrescentarmos uma ultima

coluna na matriz de pontos onde vamos repetir a coordenada do primeiro ponto.

Considere a letra maitiscula M, desenhada num sistema de coordenadas em R?

como na Figura 17.

Figura 17 — Figura Inicial

Seja A a matriz cujas colunas sao as coordenadas dos vértices da letra M,

011346677535 20
0050050066 256 6

1) Vamos fazer uma reflexao na diregao do eixo x.

Essa transformagao leva cada ponto (z,y) para sua imagem (z, —y), simétrica em

relacao ao eixo x.

Se a matriz que representa a reflexdo é, a matriz R, =

] entdo aplicando a

transformacao, temos:

R A =

10 011346677535 20
0O -1 {0 05 005006 6 2,56 6

o1 1 34 6 67 7 5 35 2 0
[00—500—500—6—6—2,5—6—6]
Assim, as coordenadas da figura inicial M refletida em relacao ao eixo dos x sdo as colunas
da matriz R, A.
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A Figura 18 representa os pontos da matriz transformada no plano cartesiano

Figura 18 — Reflexdo em torno do eixo x.

2) Reflexao da direcgao do eixo y.

Essa transformagao leva cada ponto (z,y) para sua imagem (—z,y), simétrica em
relagao ao eixo .

-1 0
Matriz de Transformagao l 01

1 1 4 2
Matriz de pontos da figura Inicial 0 3 6677535 0
0 05 005

00 6 6 2,5 6 6
o 5 0 o 5 0 0 6 6 25 6 6

o -1 -1 -3 -4 -6 -6 -7 -7 =5 =35 =2 0
Matriz de pontos da figura Final [ 0 ’ ]

Figura 19 — Reflexdo em torno do eixo y.
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3) Reflexdo em torno da origem.

Essa transformacao leva cada ponto (z,y) para sua imagem (—z, —y), simétrica em relagdo a

origem.

-1 0
Matriz de Transformacao l 0 1]

01134667753,520]

Matriz de pontos da figura Inicial
005005 00G6 6 2,56 6 6

o -1 -1 -3 -4 -6 -6 -7 -7 -5 -3,5 =2 0
o 0 -5 0 O -5 0 O -6 -6 —-25 -6 -6

N

Figura 20 — Reflexdo em torno da origem.

Matriz de pontos da figura Final [

4) Reflexdo em torno da reta y = z.

Essa transformacao leva cada ponto (x,y) para sua imagem (y, x), simétrica em relacdo a reta

0 1
Matriz de Transformacao L 0]

01 1 3 46 6 775 35 20
Matriz de pontos da figura Inicial ’
0 05005 00®6 6 2,5 6 6

0O 05 00 5 0O0O6 6 2,5 6 6
Matriz de pontos da figura Final l ’ 1

0113 46 6 7 75 35 20
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Figura 21 — Reflexdo em torno da reta x = .

5) Reflexdo em torno da reta y = —x.

Essa transformagao leva cada ponto (z,y) para sua imagem (—y, —x), simétrica em relagdo a reta
Yy = —2x.

-1
Matriz de Transformagao l 01 0 1

0113 46 6 77535 20
Matriz de pontos da figura Inicial ’
005005 00G6 6 25 6 6

0 0 -5 O 0 =5 O 0O -6 -6 -2, —6 —6
Matriz de pontos da figura Final ’
0o -1 -1 -3 -4 -6 -6 -7 -7 -5 =3,5 =2 0

Figura 22 — Reflexdo em torno da reta y = —x.
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6) Dilatacdo ou Contracdo Proporcional.

Essa transformagao leva cada ponto (z,y) para sua imagem (az,ay),« € R.

a 0
Sua matriz de transformacao é lo 1
@

Aplicando uma dilata¢io proporcional de fator a = 1,5, na Figura 17, teremos:

1,5 0
Matriz de Transformacao ’
0 1.5

011346 6 7 75 35 220
Matriz de pontos da figura Inicial ’
005005006 6 25 6 6

0 1,5 1,5 45 6 9 9 10,5 10,5 7.5 525 3 01

Matriz de pontos da figura Final
o 0 75 0 075 0 O 9 9 3,7 9 9

Figura 23 — Dilatagdo Proporcional da Figura 17 de fator a« = 1,5

7) Dilatagdo e Contracgio na direcdo do eixo .

Essa transformagcao leva cada ponto (x,y) para sua imagem (az,y),a € R.

a 0
Sua matriz de transformacao é lo 11

Aplicando uma dilata¢do na dire¢do do eixo z de fator a = 2, na Figura 17, teremos:

2 0
Matriz de Transformacao lo 1]

011346 6 7 75 35 20
Matriz de pontos da figura Inicial ’
005 00 5 006 6 25 6 6

022681212141410740]

Matriz de pontos da figura Final
005005 0 0 6 6 25 6 6
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Figura 24 — Dilatacao da Figura 17 na dire¢ao do eixo x de fator ao = 2

8) Dilatacdo e Contracado na diregio do eixo y.
Essa transformagao leva cada ponto (x,y) para sua imagem (z, ay), a € R.

10
Sua matriz de transformacio é [0 ]
!

Aplicando uma contragdo na dire¢do do eixo y de fator e = 0,5, na Figura 17, teremos:

1 0
Matriz de Transformagao
0 0,5

e

011 3 6 6 7 7 5 3,5 2 0
0050056006 6 2,5 6 6

Matriz de pontos da figura Inicial [

01 1 4 6 6 7 75 35 20
00250025003 3 1,25 3 3

w

Matriz de pontos da figura Final l

.

Figura 25 — Contragao da Figura 17 na direcao do eixo y de fator a = 0,5

|
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9) Cisalhamento Horizontal.

Essa transformagao leva cada ponto (x,y) para sua imagem (x + ay,y),a € R.

o
Sua matriz de transformacao é lo 11

Aplicando cisalhamento horizontal de fator de fator & = 1, na Figura 17, teremos:

1 1
Matriz de Transformagao lo 1]

011346 6 775 35 220
Matriz de pontos da figura Inicial ’
005005006 6 25 6 6

0163411671311686]

Matriz de pontos da figura Final
00500 5 006 6 25 6 6

Figura 26 — Cisalhamento horizontal da Figura 17 de fator a =1

10) Cisalhamento Vertical.

Essa transformagao leva cada ponto (x,y) para sua imagem (z,ax + y),« € R.

0
Sua matriz de transformacao é l 11
o
Aplicando cisalhamento vertical de fator de fator o = 0.5, na Figura 17, teremos:

10
Matriz de Transformagao l 1]
e

011346 6 7 75 35 220
Matriz de pontos da figura Inicial ’
005005006 6 25 6 6

01134667753,5201

Matriz de pontos da figura Final
0 0,5 5,6 1,6 2 8 3 3,5 9,5 85 4,25 7 6
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Figura 27 — Cisalhamento vertical da Figura 17 de fator a = 0, 5.

11) Matriz de rotacido de um angulo 6, em torno da origem, no sentido anti-horario.

Essa transformagdo leva cada ponto (z,y) para sua imagem (zcosf — ysenf, zsenf + ycosf).

. _, |cosf —send
Sua matriz de transformacao é
senf  cosf

Aplicando uma rotagao de § = grad na Figura 17, teremos:

Matriz de Transformacao
0,86 —0,5
0,5 0,86
Matriz de pontos da figura Inicial

(001 13466 775 35 20
(0050050066 256 6

Matriz de pontos da figura Final

[0 0,86 —1,64 2,58 3,44 2,66 5,16 6,02 3,02 1,3 1,76 —1,28 -3
0 05 48 1,5 2 73 3 35 866 7,66 3,9 616 516

Figura 28 — Rotagao de ¢ = grad, em torno da origem, no sentido anti-horario.
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12) Matriz de translacao.

Essa transformacao associa cada ponto (z,y) para sua imagem (z + o,y + ), com «a, 8 € R, ou
a#0oup#0.

Sua matriz de transformacao é implementada da seguinte forma

-0+

Esta é uma transformacao do plano onde a figura final é congruente a figura inicial deslocada o

unidades no eixo x e 3 unidades no eixo y.

Aplicando uma Translagdo segundo a coordenada (5,6), na Figura 17, onde a cada valor de x

somamos 5 unidades e a cada valor de y somamos 6 unidades, teremos:

10

Matriz de Transformacao 01

46 6 775 35 20

Matriz de pontos da figura Inicial
05005006 6 25 6 6

5 6 6 8 9 11 11 12 12 10 85 7 5

Matriz de pontos da figura Final
6 6 11 6 6 11 6 6 12 12 8,5 12 12

Figura 29 — Translagdao da Figura 17 segundo a coordenada (5,6).
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3 INTRODUCAO A GEOMETRIA AFIM

A Geometria Afim generaliza a Geometria Euclidiana separando pontos de vetores: os
vetores nao tem posigao fixa no espago (sua visualizagdo "depende de um referencial"), e pontos
sdo posigoes fixas (sdo 'referenciais'que podemos usar para visualizar vetores). Poderemos
representar translacdes naturalmente como matrizes, e consequentemente como transformacoes

afim. Os resultados que apresentaremos neste capitulo fora adaptados das obras de Brannan [4].

3.1 Geometrias

Uma Geometria consiste em um espaco, algumas propriedades que possuem as figuras

neste espaco e um grupo de transformacoes do espacgo que preservam estas propriedades.

A geometria Euclidiana Plana, usa o espaco R? e se preocupa com as propriedades
das figuras que dependem da nocdo de distancia. O grupo associado a geometria euclidiana
é o grupo de isometrias no plano. As rotagoes, translagoes e reflexdes sdo transformacoes da
geometria euclidiana e sdo definidas por isometrias em R? como fun¢des que mapeiam o R? no

R? e preservam distancias.

A Geometria Euclidiana é o estudo das propriedades de figuras geométricas invariantes

pelo grupo de isometrias. Estas propriedades sdo chamadas propriedades euclidianas.

A ideia que a geometria pode ser pensada em termos de um espago e de um grupo
agindo sobre ele, é chamado visdo Kleiniana da Geometria ("Kleinian view Geometry ") em

homenagem ao matematico que a propos primeiro, o alemao do século 19 Felix Klein.

A visao Kleiniana da Geometria nos permite gerar muitas geometrias, de modo que as
propriedades da nova geometria, serao validas para a anterior. A inteng¢do é expandir o estudo
das geometrias via aspectos algébricos que possam ainda recuperar a Geometria Euclidiana em

seus aspectos principais.

Estamos interessados em estudar o espaco R? do ponto de vista da geometria diferencial
afim. O Espaco Afim é o espaco ambiente onde se definem as transformacgoes afins as quais

definem a geometria afim.

Quando estudamos a geometria no plano R?, é usado o grupo de transformacoes da forma
T(x) = Az + b, onde b € R? e A é uma matriz invertivel 2 x 2.

A geometria afim pode ser definida em R™, para qualquer n > 2, restringimos nossa

atencao aqui ao caso em que n = 2.

Apresentaremos alguns tépicos importantes da Geometria Afim, algumas provas de
teoremas nao serao realizadas, e , portanto, para aqueles que tiverem interesse e curiosidade em

conhecer as demonstragoes, basta procurar na referéncia Brannan [4].



Capitulo 8. Introdugdo a geometria afim 59

3.2 Geometrias Euclidianas
A geometria euclidiana em R? pode ser interpretada como um espaco R? junto com o
grupo de transformagoes euclidianas que atuam nesse espago.

As propriedades euclidianas das figuras sdo aquelas, como distancia e dngulo, que sao

preservados por essas transformagoes.

A geometria Euclidiana é o estudo das propriedades de figuras invariantes pelo grupo de

isometrias. Chamamos estas propriedades Euclidianas.

Definigdo 3.1 Uma isometria (ou movimento rigido) de R? é uma fungdo continua e sobre-
jetiva
f:R? — R? que preserva distincias.

Podemos dizer que f é uma isometria em R? se para todos x,y € R2,

aqui, d denota a distancia.

Qualquer isometria em R? tem algumas das seguintes formas:

Translacdo em R?

Reflexdo em relacdo a uma reta em R?
e Composicdo em torno de um ponto em R?

e Composicao de translacoes, reflexdes e rotacoes em R?

Mudanca de escala e Cisalhamento nao sao isometrias.

O conjunto S(R?) de isometrias em R? forma um grupo com a operacdo de composicio

de fungoes.

Definicao 3.2 Uma transformacdo euclidiana em R? é uma funcio T : R? — R? da forma
T(z) = Ur+a, x¢€R?

onde U é uma matriz ortogonal 2 x 2, e a € R?.

O conjunto de todas as transformacdes euclidianas de R? é denotado por E(2).
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Teorema 3.1 Qualquer isometria de R? é uma transformacio euclidiana de R?> em R? e reci-

procamente toda transformacao euclidiana é uma isometria.

Demonstracao: Veja [4].

O conjunto de transformagoes euclidianas E(2) forma um grupo com a operagdo de

composicao de fungoes.

Definicao 3.3 Uma figura F é Euclidiana-Congruente com uma figura G se existe uma

transformacao Euclidiana que transforma F sobre G.
e Euclidiana-Congruente é uma relagdo de equivaléncia.

Exemplo 3.1 O conjunto de todos os sequimentos de reta de comprimento 1 sao Euclidiano-

Congruentes.

Exemplo 3.2 Todos os triangulos sao ndo Fuclidianos-Congruentes.

3.3 Geometria Afim

Definicio 3.4 Uma transformacio afim de R? é uma funcio T : R? — R? da forma
T(x)=Azx+b, zcR?

onde A é uma matriz inversivel 2 x 2, e b € R?.

O conjunto de todas as transformacdes afins de R? é denotado por A(2).

As transformacoes Euclidianas sdo exemplos de transformagoes afins.

Observe que T nao é uma transformagao linear a menos que b=0.

Teorema 3.2 O conjunto de transformagoes afins A(2) forma um grupo com a operagdio de

composicdo de funcoes.
Demonstragao:

e Fecho

Sejam T1, Ty : R? — R? duas transformacoes afins, dadas por

Tl(.%') =Axz+b e Tg(x) = Aoz + by
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onde A; e Ay sdo matrizes invertiveis 2 x 2.

Entdo, para cada z € R?

(TyoTp)(xz) = Ti(Asx + b)
= Aj(Agz+by) + by
= (A1Az) + (A1be + b1)

como A e Aj sdo invertiveis, segue que A1 A; também é invertivel.

Entao, por defini¢ao, 77 o T é uma transformacao afim.

e Identidade
Sejam a transformacio afim dada por
i(r) =Tz +0, zcR?

onde I é a matriz identidade 2 x 2.

Se T é uma transformacao afim, dada por

T(z)=Az+b, zecR?

Entéo, para cada z € R?

(Toi)(x) = A(lz +0) + b= Az + b =T(x)

(toT)(x)=1(Az+b)+0=Az+b=T(x)
Assim, Toi =407 =T. Portanto i é a transformacio identidade.

e Inversa

Se T' é uma transformagao afim arbitraria dada por

T(z) = Az +b, z€R?

entdo podemos definir outra transformacao afim G por

Gz)=Atz —A"%, zecR?

Assim, para cada z € R?, temos



Capitulo 8. Introdugdo a geometria afim 62

(ToG)z) = TA 'z —A"D)=AA 'z — A7) +b
= (AA 'z —AA ')+ b
= (z—b)+b

= X

(GoT)(z) = GAz+b)=A"1Az+b) —A D
= (A'Az+ A7) - A1
= (@+A'D)—AD
= x
Portanto, T'o G = G o T' = i. Portanto, G é o inverso de 7.

e Associatividade

A composicao de fungdes é sempre associativa.

Segue-se que o conjunto de transformagoes afins A(2) forma um grupo sob composi¢ao

de fungoes.

Definimos a geometria afim como o estudo das propriedades das figuras no plano R? que

sdo preservadas por transformacoes afins. Essas sdo chamadas propriedades afins das figuras.

Propriedades basicas de transformacdes afins

1. Levam retas em retas
2. Levam retas paralelas em retas paralelas

3. Preservam razao de comprimentos ao longo de uma reta dada.
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Imagens de conjuntos sob transformacoes afins
A transformacio inversa em 7! é dada por

T Yz)=A"'z - A"

Usamos o simbolo x e as coordenadas (x,y) para pontos no dominio de 7', e usamos x’ e

as coordenadas (z',y’) para denotar a imagem de X sob T

Com essa notacdo, podemos reescrever as equagoes

T(x)=Ax+b
T'x)=A"'x— A"

na forma

x =Ax+b
x=A'%—-A"b

Essas equagoes podem ser usadas para encontrar a imagem de um conjunto sob uma

transformacao afim.

Exemplo 3.3 Determine a imagem da reta 3x —y + 1 =0 sob a transformagdo afim

T(x) = ( 1_/12 _12/2)m+ ( _::1/2 ), x € R?

Solugdo: Seja (z,y) um ponto arbitrdrio da reta 3z —y+1 =0 e seja (2/,3') a imagem de (z,y)

sob a transformacao afim 7.

BRCRSIORES

Expressando (z,y) em termos de (z/,y’) temos que
7\ (12 -1/2 T 12 172\ [ =32
v ]\ -1 2 g |\ -1 2 4
(7)-(0) ()-(2)
= +
Y 2 1 Y -1

Assim, sob o mapeamento inverso 7! tem-se

Entao,

r=47"+y +2
y=22"+9y -1
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Como z e y sao relacionados pela equacao 3x —y+1 = 0, segue que 2’ e y’ sdo relacionados
pela equacao
44’ +y' +2)— (22" +y - 1)+1=0
102" +2y +8=0
5z +y +4=0

Portanto, a imagem da reta 3zt —y+1=0sob 7T éareta bz +y+4=0. O

Teorema Fundamental da Geometria Afim

A abordagem algébrica também pode ser usada para investigar se hd uma transformacao
afim que mapeia uma determinada figura em outra. Se houver tal transformacao, as duas figuras
serdo consideradas afim congruentes. Esse conceito de congruéncia é importante porque, as

figuras que sdo congruentes entre si compartilham as mesmas propriedades afins.

O Teorema Fundamental da Geometria Afim afirma que quaisquer trés pontos néo
colineares podem ser mapeados para quaisquer outros trés pontos nao colineares por uma
transformagao afim. Com este teorema temos que todos os tridngulos sdo afim congruentes, uma

vez que um tridangulo é completamente determinado por seus vértices.

Primeiro, descrevemos como os pontos (0,0),(1,0) e (0,1) em R? podem ser mapeados
para quaisquer trés pontos nao colineares P, Q e R por uma transformacao afim. Essa transfor-

magao é tnica no sentido de que é completamente determinada pela escolha de P, Q e R.

Método para determinar A e b.
Podemos usar métodos semelhantes para transformagoes lineares para determinar A e b.
Segue de T'(x) = A + b que T(0) = b. Entao b é a imagem da origem sob 7.
Considerando e e f as coordenadas de T'(0), podemos escrever
a b e

c d f

Deste modo, de T'(x) = Ax + b temos que as imagens sob 7" dos pontos (1,0) e (0, 1)

sao dadas por

a b e a e
+ = +
c 0 f c
e
a b 0 e b e
+ = +
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Portanto, se, além de T'(0) = (e, f), sabemos que os pontos (1,0) e (0,1) sdo mapeados

por T, entao podemos determinar os valores a, b, c e d.

Temos que

Segue que uma transformacao afim é exclusivamente determinada por seu efeito nos trés

pontos nao colineares (0,0), (1,0) e (0,1).

Em geral, se quisermos uma transformacao afim 7' da forma

()= (0)

que mapeia (0,0) para P, (1,0) para Q e (0,1) para R, entdo devemos escolher a, b, c,d, e e f tal

que
P=1T(0,0) = (e, f)
Q=T(1,0) = (a,c) + (e, f)
R=T(0,1) = (b,d) + (e, f)
entao,
(eaf) =P
(a,0)=Q—P
(b,d)=R—-P

Observe que quaisquer que trés pontos P, Q e R determinam exclusivamente uma trans-

(o)) )- ()

mas T é afim se a matriz
A— a b
c d

Observe que as colunas de A corresponde aos vetores Q —P e R — P, assim A ¢ invertivel

formacao T da forma

¢é invertivel.

apenas se os vetores Q — P e R — P sao linearmente independentes. Ou seja, desde que P, Q e R

nao sejam colineares.

Portanto, se, P,Q e R nao s@o colineares, podemos usar a seguinte estratégia para

encontrar uma transformagao afim que mapeia (0,0) para P, (1,0) para Q e (0, 1) para R.
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Estratégia:

Para determinar uma tnica transformagao afim 7'(x) = Ax + b que mapeia (0,0), (1,0) e

(0,1) para trés pontos nao colineares P, @ e R, respectivamente

1. Tome b=P

2. Considere A como a matriz cujas colunas sdo dadas por Q — P e R — P.

Exemplo 3.4 Determine a transformagdo afim que mapeia os pontos (0,0),(1,0) e (0,1) para

trés pontos (2,3),(1,6) e (3,—1), respectivamente

Solugao: Seja transformagao afim dada por
T a b T e
T: — +

T(x)=Ax+b xcR?

Isto é,

Dado que 7'(0,0) = (2, 3) segue que

()

Em seguida, de T'(1,0) = (1,6) segue que

()8 6 ()= ()

A primeira coluna da matriz para T é, portanto

(1)-()-(3)-(5)

Em seguida, de T'(0,1) = (3, —1) segue que

()0 6)-0) ()

A segunda coluna da matriz para T é, portanto
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b 3 2 1
d -1 3 —4

Portanto, a transformagao afim desejada é dada por

x -1 1 x 2
T: — +
Y 3 —4 Y 3

Teorema 3.3 (Teorema Fundamental da Geometria Afim) Sejam P, Q, R e P’, Q’, R’ dois con-

juntos de pontos ndo colineares em R?. Entdo:
1. Existe uma transformagdo afim T que satisfaz

T(P)=P, T(Q)=¢q, e T(R)=F

2. A transformagdo Afim T ¢é unica.

Demonstracao: Veja [5] [ |

Agora suponha que temos dois tridngulos arbitrarios AABC e ADEF.

Pelo Teorema Fundamental existe uma transformacao existe uma transformacao afim

que mapeia A, B, C, para os vértices D, E, F, respectivamente.

Como essa transformagdo mapeia retas em retas, ela deve mapear os lados do AABC

aos lados do ADEF, portanto, temos o seguinte coroldrio.

Corolario 3.1 Todos os triangulos sdo afins-congruentes.

Demonstracgao: Segue do Teorema (3.3) e do fato de que as transformagoes afins levam retas

em retas.

Assim, temos uma transformacéo afim que mapeia um tridngulo, vértice a vértice, em

outro triangulo. |

Este resultado é muito diferente do que acontece na Geometria Euclidiana, onde dois

tridngulos sdo congruentes se eles tem a mesma forma e o mesmo tamanho.
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Estratégia:

Para determinar a transformagao afim T° que mapeia trés pontos nao colineares P, Q e R

ara outros trés pontos nio colineares P', Q' e R/, respectivamente:
b )

1. Determine a transformacao afim 77 que mapeia (0,0), (1,0) e (0,1) para os pontos

P,Q e R, respectivamente;

2. Determine a transformacao afim Ty que mapeia (0,0), (1,0) e (0,1) para os pontos

P’,Q’ e R/, respectivamente;

3. Calcule a composta T = Ty o T, L.

Exemplo 3.5 Determine a transformagio afim que mapeia os pontos (2,3),(1,6) e (3, —1) para

trés pontos (1,—2),(2,1) e (=3,5), respectivamente.

Solucao:

e Encontramos a transformacao afim 77 que mapeia os pontos (0,0), (1,0) e (0,1) para trés

pontos (2,3), (1,6) e (3, —1), respectivamente. Esta transformagao tem a forma

Ti(x)=Ax+Db

onde

Isto é,

-1 1 2
T1(x):( 5 _4)x+(3)

e Encontramos a transformagao afim 75 que mapeia os pontos (0,0), (1,0) e (0,1) para trés

pontos (1,—2),(2,1) e (—3,5), respectivamente. Esta transformagao tem a forma

TQ(X) = Ax +b

1 2—-1 -3-1 1 —4
b= e A= =
(—2) (1+2 o5+2 ) (3 7 )

onde
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Isto é,

e Encontramos a inversa de T7.

Temos

() =)

De modo que a inversa de T} é dada por

T (x) = ( :;L j )x—l— ( 191 )

e Agora, a transformagao afim 7» que mapeia os pontos (2,3),(1,6) e (3,—1) para trés

pontos (1,—2),(2,1) e (—3,5), respectivamente, é dada por

(50 (0)
(NG
(5 3= () ()
(5 ) )
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Definicao 3.5 (Espaco Afim) Um espago afim sobre um corpo K é uma estrutura (V, P,+),
sendo V um espaco vetorial sobre K e P um conjunto de pontos. A operacdo + obedece ds

sequintes propriedades:

Para todos os pontos a,b e vetores v, w,
I) a+ 0=a,
II) (a+v)+w=a+ (v+w),
III) Existe um unico vetor v tal que b = a + v e denotamos este vetor por ab ou por (b-a).

Observe que herdamos de V as operagoes de soma de vetores e de multiplicacdo por

escalar. Além destas, definimos a operacgao de soma de ponto com vetor.

Exemplo 3.6 Considere o par (P =R?, V =R?), onde chamamos os elementos de P de pontos
e os elementos de V de vetores. Se considerarmos nele a operagdo usual de soma de vetores,

tanto para somar vetores como para somar pontos, temos uma espago afim.

De forma geral, considerando em (R",R™) a operagao usual de soma de vetores, tanto

para somar vetores como para somar pontos, temos que (R",R™) é um espago afim.

Exemplo 3.7 Uma reta r que ndo passa na origem nao é um espaco vetorial, mas € um espago
afim. Seja s uma reta paralela a r, mas passando pela origem. Se olharmos os pontos de s como
coordenadas de vetores, temos que s pode ser tratado como um espago vetorial. Somamos o0s

vetores de s aos pontos de r. Assim, (r,s) é um espago afim.
Lema 3.1 (de Chasles) Dados trés pontos a,b,c em um espago afim, ab+ bc = ac.

Demonstracao:
b=a+ab e c=b+Dbc

Assim, temos que
c=b+bc
= (a + ab) + bc
=a + (ab + bc)
Por outro lado como ¢ = a 4 ac, temos que
a+ (ab+bc) =a+ac

Portanto,

ab + bc = ac
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Teorema 3.4 Sejam p1,po,- - ,Ppn PONtos em um espaco afim, e Ay, Aa, -+, A\p escalares cuja

soma € um. Entdo, para quaisquer dois pontos q e r no espago,

q—i—Z/\iqu» :T+Z)\irpi
i i

Demonstracao: Para quaisquer pontos q e r,

q+>_Nap; =q+ Y_Xi(ar + rpi),
7 i

=q+ (Z Ai)ar + Z A\irpi

= q+qr+Z)\irpi
i
=r+ Z Airpi
i
|
Uma combinagao afim de vetores é um tipo especial de combinagcao linear.
Definicdo 3.6 (Combinagao afim) Dados os vetores (ou "pontos") vi,va,--- ,v, em R" e
escalares A1, Ao, -+, A\p, uma combinagdo afim ou baricentro de vy, vs, -, v, € uma combi-
nacao linear
5 A
i
na qual os coeficientes satisfazem Y ; A; = 1.
Definicao 3.7 Dados os vetores vy, vo,- -+, v, em R" e escalares A1, Ao, -+, Ay, uma combi-
nacdo convexa de vy, v, - , v, € uma combinagdo linear
> i
i
na qual os coeficientes satisfazem Y ; \; =1, X\; >0, Vi.
Teorema 3.5 Um ponto y em R™ é uma combinagdio afim de vi,va,--- ,v, em R" se e somente
se y— vy for uma combinacdo linear dos vetores vo — vy, -+ , vy — V1.
Demonstragao: Se y — vy for uma combinagao linear dos vetores vo — vy,---,v, — v, entao
existem escalares Ao, -+, A, tais que
y—vi = X(va—vi)+- 4+ Ap(vp — Vi)
Assim,

y = (1—)\2—-~-—/\p)V1+/\2V2+"'+)\pr
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e os coeficientes desta combinacdo linear somam 1. Assim, y é uma combinagdo afim de

Vi1,V2, -, Vp.

Reciprocamente, suponha que

Yy = Mvi+Xve+ -+ AV,

onde ZAi =1.
1
Como A1 =1— Xy —--- — )\, segue que
y = (I=da—-=2)vi+Xava+ -+ NV,
y—vi = X(vo—vi)+ -+ (vp— Vi)
E temos que, y — Vi for uma  combinacao linear dos
Vo — Vi, ,Vp — V.

vetores

Observamos que, no teorema acima, o ponto v poderia ser substituido por qualquer dos

outros pontos da lista vi,va, -, vp.
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4 DEFORMACOES E MORFISMOS

Os resultados que apresentaremos neste capitulo fora adaptados das obras de Anton et
al. [1], CONCEICAO [5] e FRIZZO [6]

Deformacao simples

Consideremos uma regido triangular no plano, cujos vértices sdo os trés pontos nao

colineares vy, vy € v3. Vamos identificar este tridngulo como o tridngulo inicial.

y A

L1+

L1

Ug

Y

Figura 30 — Triangulo Inicial

Se v for um ponto qualquer no tridngulo inicial, existem constantes tnicas c¢; e ¢ tais
que

v —vg = c1(v1 — v3) + c2(v2 — v3) (4.1)
A equacgao (4.1 )da o vetor v — v3 como uma unica combinagao linear dos dois vetores
linearmente independentes v1 — v3 e v9 — v3 em relagdo a uma origem em vs.

Podemos escrever (4.1 ) como

v =c1v] + covg + (1 — 1 — c2)vs

Considerando c¢3 = 1 — ¢; — ¢a, temos que

3
V= €101 + CoUg + c3v3 € ZC" =1 (4.2)

=1

Se (4.2) é vélida e se além disso, os coeficientes vy, vg e v3 forem nao negativos, diremos

que v é uma combinagao convexa dos vetores ¢y, ¢y € c3.
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Dados trés pontos nao colineares wi, w2 e w3 vértices de um tridngulo denominado
tridngulo final, existe uma tnica transformacgao afim que transforma v; em wy, vo em wo e

v3 em ws.

5y

Figura 31 — Triangulo Final

Ou seja, existem uma Unica matriz 2 X 2 invertivel A e um tnico vetor b tais que

w; = Av; + b (4.3)
Por esta transformacao afim, a imagem w do vetor v é

w = cqwy + cowsg + c3ws (4.4)

Sendo esta uma das propriedades da transformacao afim, aplicam uma mesma combinagao
convexa de vetores tanto ao vetor como a sua imagem pela transformacao. Além disso, uma

transformacao afim mantém retas originalmente paralelas e preserva colinearidade entre elas.

Agora suponhamos que o tridngulo inicial contenha uma imagem dentro dele. Ou seja, a
cada ponto do tridngulo inicial estd associado a um nivel de cinza, digamos, 0 para o branco e
100 para preto, com todos os niveis de cinza variando no intervalo [0,100]. Ou seja, é definida
uma funcao escalar pg, denominada densidade de imagem do tridngulo inicial, de tal modo
que po(v) seja o nivel de cinza associado ao ponto v do tridngulo inicial. Podemos definir uma
imagem no tridngulo final, denominada deformacao da imagem original , definindo a densidade
de imagem p; do tridngulo final a um ponto w do tridngulo final o nivel de cinza do ponto v do

triangulo inicial que é transformado em w.

Em forma de equacio, a densidade de p; é determinada por

p1(w) = po(crv1 + cave + c3v3) (4.5)

Desse modo, a medida que c1, ¢, c3 variam sobre todos os valores nao negativos cuja soma
é 1, a expressdo (4.4) gera todos os pontos w do tridngulo final e (4.5) gera os correspondentes

niveis de cinza p;(w) desses pontos da imagem deformada .
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AY

W,

gilw) = pylv)

W,

X

W = CyW| T+ CaW> T £3W3

Figura 32 — Triangulo Inicial Figura 33 — Triangulo  Final
com Imagem com Imagem
Fonte: Anton (2012) Fonte: Anton (2012)

A equagao (4.5) determina uma deformagao muito simples de uma imagem dentro de um

Unico tridngulo.

Estratégia para Implementacao de Morfismo

Aqui serd apresentado o algoritmo de morfismo baseado na descri¢do de Anton e Rorres

(2012), que expoe os passos a serem seguidos de forma clara e objetiva.

Precisamos escolher os elementos chave da imagem que pretende-se deformar. Essa
marcacao de pontos pode seguir outros critérios, de acordo com o efeito desejado. Para isso,
deve-se marcar n pontos vy, va,vs, ..., U, Na imagem, que serdo chamados de pontos de vértice

(ver Figura 34).

oV

Vs

V¢ VA

Figura 34 — Marcagdao de Pontos na Figura

Apos escolher os pontos, é preciso executar uma triangulacdo da imagem (ver Figura 35),

que consiste em tracar retas entre os pontos de vértice respeitando as seguintes regras:
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1. As retas devem formar os lados de uma colecao de tridngulos;
2. As retas ndo podem se cruzar;
3. Cada ponto de vértice é o vértice de pelo menos um triangulo;

4. A unido dos triangulos é o retdngulo. Essa regra obriga que os quatro cantos do retdngulo

sejam pontos de vértice;

5. A colegdo de tridngulos é maxima, ou seja, ndo restam vértices para conectar.

A Va

Figura 35 — Exemplo de triangulacao correta

A quantidade de tridngulos formados pelos n vértices é dada pela equacéao
m=2n—-2—k (4.6)

onde k é o nimero de vértices que se encontram nas fronteiras da imagem, incluindo os 4 pontos

presentes nos cantos.

A deformacio na imagem é dada pelo movimento dos n vértices para as novas posicoes
wy, Wa, W3, . .., w, (ver Figura 36), de acordo com as mudancas que deseja-se efetuar (ANTON e
RORRES, 2012).

v va W w,
Vi -\\ /
N
/ - Wl//
/ |
‘Va 7 5
g
% Wof
- /’"
/
Vs v, Ws W,

Figura 36 — Deformagao entre imagens

Existem duas restrigdes que envolvem a movimentacao dos pontos. Sao elas
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1. Os quatro pontos que definem o retdngulo devem permanecer fixos, da mesma forma que
todos os pontos situados nas fronteiras da imagem também devem permanecer, ou podem
no méximo mover-se para outro lugar no mesmo lado do retdngulo. Todos os demais

pontos devem permanecer dentro do retangulo.

2. Os tridngulos formados inicialmente ndao podem ficar sobrepostos depois de executada a
movimentacao dos vértices, ou seja, os pontos ndo podem se movimentar de uma forma

que gere cruzamento das linhas dos poligonos, como mostra a Figura 37.

W1 wz

Figura 37 — Exemplo de movimentagido nao permitida (Cruzamento de linhas)

A primeira restricio garante que a imagem continuaréd com a forma retangular inicial. A
segunda restrigdo garante que a imagem resultante nao tenha um resultado artificial (ANTON e
RORRES, 2012).

A Figura 38 mostra duas fotografias da mesma mulher, sendo que a Imagem inicial foi

tirada 20 anos antes da Imagem Final.
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Imagem Inicial Imagem Final

Figura 38 — Duas fotografias com intervalo de 20 anos

A partir delas, foram geradas duas triangulagdes, uma baseada na Imagem Inicial e outra
baseada na Imagem Final (ver Figura 39). Foram usados 94 vértices, que geraram 179 tridngulos.
Note que os pontos foram cuidadosamente escolhidos ao longo das caracteristicas essenciais da
imagem, como olhos, nariz, boca e cabelo (ANTON e RORRES, 2012).

Triangulacho inicial Tnimguln deformada

Figura 39 — Triangulagdo nas Imagens

A partir dessas duas triangulagoes, a imagem inicial foi deformada, e o resultado pode
ser visto na Figura 40. E importante ressaltar que ainda nao ocorreu o morfismo em si, mas sim
apenas uma deformacao da Imagem Inicial, que tomou a forma e as feicdes da Imagem Final,
pois a Imagem deformada representa a mulher no seu formato mais velho, mas usando os niveis
de cinza de quando era mais jovem (ANTON e RORRES, 2012).
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(§
v/ )

Imagem imicul Tmagem deformada

Figura 40 — Resultado da Deformacao

Deformacoes dependentes do tempo sao geradas quando os vértices de uma imagem
inicial sdo movidos continuamente durante um periodo de tempo da sua posicdo original até
posicoes finais especificadas. Isso gera uma animacao na qual uma imagem inicial é deformada
continuamente até chegar em um estado final. A unidade de tempo escolhida varia de 0 a 1, onde
t = 0 corresponde a imagem inicial e t = 1 corresponde a imagem final. Para mover um vértice
do instante de tempo 0 para o instante de tempo 1, usam-se retas geradas por uma interpolagao

linear ligando as posicoes iniciais com as posigoes finais (ANTON e RORRES, 2012).

A Figura 41 mostra uma deformacéo dependente do tempo com 5 valores entre 0 e 1.

Figura 41 — Exemplo de Deformacgao no tempo

O morfismo pode ser definido como a combinagao de duas deformagoes de duas imagens

diferentes, que associam caracteristicas correspondentes entre elas. Entdo escolhemos uma delas
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para ser chamada de imagem inicial, fazendo com que a outra seja chamada de imagem final.
Depois disso, gera-se uma deformacao de t = 0 a t = 1 onde a imagem inicial sera deformada
para a forma da imagem final. Apds isso, gera-se uma deformacio det =0 a t =1 na qual a
imagem final serd deformada para a forma da imagem inicial. Por fim, para gerar o morfismo
propriamente dito, em cada instante ¢ entre 0 e 1 aplica-se uma média ponderada dos niveis de
cinza das duas imagens. Essa média ponderada possui o mesmo conceito do mixing, sé que em
vez de aplicar o mixing a toda a imagem, ele é aplicado apenas dentro de cada regido deformada.
Resumidamente, pode-se afirmar que o morfismo é a juncdo de duas técnicas, a técnica de

deformacéo e a técnica de mixing. A Figura 42 mostra a versdo com morfismo da Figura 41.

t=0.75 t=100

Figura 42 — Exemplo de morfismo no tempo

Os passos para produzir o morfismo sao apresentados a seguir:
1. Dados uma imagem inicial py e uma imagem final p;, posicionam-se n pontos de vértice
v1, V9, ..., U, Nas principais caracteristicas da imagem inicial;

2. Posicionam-se n pontos de vértice correspondentes a wi, wo, ..., w, na imagem final nas

principais caracteristicas;
3. Desenha-se a malha, tracando retas entre os pontos de vértice;

4. Para cada instante de tempo ¢ entre 0 e 1, encontra-se a posigao dos vértices u (t), ua(t), ..., un(t)

por meio de uma interpolagao linear.

5. Triangula-se o morfismo da imagem do instante t de maneira similar as triangulagoes das

imagens inicial e final;

6. Determina-se o mapeamento (morfismo) entre a imagem inicial e imagem no instante t

por meio da técnica de mapeamento.
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7. Finalmente determina-se a coloragdo da imagem p;(u) no ponto u do morfismo da imagem
usando a equacao
pi(u) = (1 = t)po(v) + tp1(w) (4.7)

A Figura exemplifica os passos descritos acima

= _ Instante =1
- Imagem Final
Densidade Dada: ps (w)

Instante =t
- : = Morfismo da Imagem
, . Densidade Dada:

L1 pi(u) = (1= t)po(v) + tps(w)

Instante =0
Imagem Inicial
Densidade Dada: pg (v)

Figura 43 — Exemplificacao do algoritmo de morfismo

O ultimo passo é o que difere deformagoes de morfismos. O peso das cores depende do
fragmento de distancia que os vértices se encontram das suas origens. Por exemplo, se o vértice
se movimentou um quarto do caminho até seu destino, ou seja, t = 0,25, entdo deve-se usar
trés quartos do nivel de cinza da imagem inicial e apenas um quarto de cinza da imagem final.
Assim, conforme o tempo avanga, além da forma da imagem inicial mudar gradativamente para
a forma da imagem final, as cores também vao mudando gradativamente, até chegarem nas cores

da imagem final (ANTON e RORRES, 2012).
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4.1 Aplicacoes

Aplicacoes de Morfismos no plano

Representando os vértices da imagem inicial como uma matriz de pontos estendida I e os
vértices da imagem final como uma matriz de pontos estendida F', entdo a matriz de Transi¢do

T entre I e F pode ser definida por:

T(k)=I+kF 1), kel0,1]

Além disso, se k = 0 teremos T'(0) = I, se k = 1 obtemos T'(1) = F' que sao as imagens

inicial e final respectivamente.

Sendo assim, para utilizar a formula do morfismo precisamos que a matriz de pontos
estendida dos vértices da figura inicial I e a matriz estendida dos pontos de vértices da figura

final ' tenham a mesma ordem.

Logo, afim de verificagdo para efetuar o morfismo das imagens da Figura 44 e Figura
45, para k € {0,1;0,2;0,3;0,4;0,5;0,6;0,7;0,8;0,9} utilizemos o programa Excel para fazer a

transicdo de uma imagem a outra.

Figura 44 — Veleiro Figura 45 — Estrela

Onde as matrizes de ponto inicial e final sdo dadas respectivamente por:

6 1 2 35 789 6 6 6 3 6
3321112335 7 44

10 11,5 12 12,5 14 13,2 14 12,5 12 11,5 10 10,8 10
8 8 7 8 g§ 95 11 11 12 11 11 9,5 8

Para gerar as matrizes de pontos dos morfismos iremos agora inserir-las no Excel da

seguinte maneira:
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Estratégia:

1. Inserimos a matriz I nas células que vao de E2 até (J3 e a matriz F' nas células que
vao de E5 até QO6;

2. Na célula E8 insira a férmula = E$2 + $C8 * (E$5 — E$2)
3. Na célula E9 insira a formula = E$3 4+ $C8 x (E$6 — E'$3)

4. Selecione as células E8 e E9 (clicando com o botao esquerdo do mouse em ES8 e
arrastando o mouse até F9, mantendo o botdo do mouse pressionado) e copie para
as células ao lado até a coluna @, desta forma a matriz 7(0,1) estard nas células
que vao de E8 até Q9;

5. Nas células C'11,C14,C17,C20,C23,C26,C29 e ('32, inserimos os demais valores
de k, respectivamente, 0, 2;0, 3;0,4;0,5;0,6;0,7;0,8 ¢ 0,9;

6. Para finalizar os célculos, selecionamos as células que vao de E8 até Q9 (clicando
com o botdo esquerdo do mouse em E8 e arrastando o mouse até (09, mantendo o
botéo esquerdo do mouse pressionado) entéo clicamos, com o botao direito do mouse,
nas células F11.F14, E17, E20, E23, E26, E29 e E32 e selecionamos colar, em cada

uma delas.

Realizado o procedimento anterior obtemos as seguintes matrizes de pontos conforma

podem serem vistas na Figura abaixo:

A B ) [a] E F [c] H | J K L &} N o P q R
2 | Matiiz de Pontos [ 1 z 3 5 7 8 E] 3 3 [ 3 [
3 | Figura Inicial 3 3 z 1 1 1 2 K K 5 7 4 4
4
5 | Matiiz de Pontos n ns [ 125 " 132 " 128 12 s 10 08 0
& | Figura Final ] ] 7 ] ] a5 1l 1l 12 1l 1l 95 ]
7
] [Nl B4 205 3 38 53 762 86 335 66  BSS 64 378 B4
E] 35 35 25 7 7 185 29 28 29 56 74 455 44
10
n 032 [x] 21 4 43 B8 824 9.2 a7 7.2 2l B8 456 £3
12 4 4+ 2 24 24 a7 28 46 48 62 78 51 438
13
" 03 72 415 5 585 7 ese 98 1005 78 766 72 B 7.2
15 45 45 35 3l 3l 35 a7 54 57 1] 82 585 52
(3
7 04 78 52 [ 23 85 a4e 104 104 84 82 78 E12 7.8
18 5 5 4 38 38 a4 56 62 66 w4 a8 [¥] 58
1
an 05 8 626 T um 95 10,1 1078 a 87 ] X ]
21 55 55 45 45 45 625 65 7 75 8 9 &7 [
2z
2 08 24 73 2 27 0417z e 1 a5 93 84 768 24
2t [ [ 5 52 52 61 EX) 78 84 a6 24 73 B4
25
2 07 83 8IS a  ags LI 1Y 22 1145 0z 838 88 846 83
a7 ES E5 55 53 53 635 83 88 93 92 98 735 £3
28
23 03 a2 a4 10 (113 [EFINIY 128 k] 108 104 92 324 32
an 7 7 E (13 68 Ex] 92 a4 102 98 102 24 7.2
3
3z 03 98 1045 no 5 1 1258 134 1208 e 095 96 W02 96
3z 75 75 E5 73 73 &ES 104 102 Ll 104 06 835 7.8

Figura 46 — Matrizes de Pontos

Por outro lado, para cada uma destas matrizes precisamos gerar um grafico para isso, é

necessario seguir as seguintes etapas:
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Estratégia:

1. Selecione as células que contém a matriz I (de E2 até 3), depois ao clicando em

Inserir, em seguida, Dispersao nas op¢oes de Graficos e Dispersao com linhas

e retas (sem marcadores);

2. Analogamente obtém-se as demais imagens através do procedimento anterior.

Assim obtemos o conjunto de imagens abaixo que variam no intervalo de tempo k € [0, 1],

ou mais especificamente, da figura inicial a final:

6 8 10

Figura 47 — Imagem para
k=20

6 8 10 12

Figura 50 — Imagem para
k=0,3

-

[ 8 10 12 1

Figura 53 — Imagem para
k=0,6

6 8 10

Figura 48 — Imagem para
k=0,1

6 8 10 12

Figura 51 — Imagem para
k=0,4

[ 8 10 12 1

Figura 54 — Imagem para
k=0,7

6 8 10 12

Figura 49 — Imagem para
k=0,2

6 8 10 12

Figura 52 — Imagem para
k=0,5

~

6 8 10 12 12

Figura 55 — Imagem para
k=0,8
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Figura 56 — Imagem para k = 0,9 Figura 57 — Imagem para k =1

Por fim, para obtermos um processo de animacido podemos fazer uma programacao
numa apresentagao de slides através do Powerpoint que gera uma animagcao da transicoes de
imagens através da ferramenta de avango automatico "Avangar Slide Automaticamente', ou
simplesmente podemos dispor estas imagens numa apresentacao e passa-las gradualmente por

uIm processo manual.

A fim de verificagdo, com outra representacao matricial podemos fazer determinadas

distorgoes de uma imagem do seguinte modo:

1) Descreva o efeito que o cisalhamento vertical de fator a = 2 provoca na figura.

10

Matriz de Transformagao 5 1

Matriz de pontos da figura Inicial

0610139 9 1515 7 8 8 1010 8 8 3 3 1 1 3
(06] 3 9141518 1718 21 21 222224242222 2121181716 13135 % 3 0

Lad
e
|
e
|
Lad
Laa
W
()
|
[
=
e

Matriz de pontos da figura Final

0610139 915157 8 8§ 10108 8 3 3 1 1 3 3 4 —4-3 3 3,5—20)
(0 18 21 29 27 32 45 48 31 34 37 41 42 38 40 30 28 24 23272425 8 7 195 16 -1 0

-10

Figura 58 — Cisalhamento vertical de fator o = 2
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2 Os seguintes pontos sao vértices de uma figura, entdo podemos representar a matriz de pon-
tos na planilha eletrénica e descobrir qual é figura descrita pelos pontos (0, 0), (6, 6), (10,1), (13, 3), (9,9),
(8,18),(8,21),(10,21), (10,21),(8,22), (8,24), (3,24), (3,22), (1,21), (3,21), (3,18), (4,17), (—4, 16),
(—3,13),(3,13,5),(3,5,9), (-2, 3),(0,0).

Isto é,
. . 10

Matriz de Transformagao 01

Matriz de pontos da figura Inicial
(0610139 9 1515 7 8 8 1010 8 8 3 3 1 1 3 3 4 —4-3 3 3_.5—20)
(06 1 3 9141518 17 18 21 21 22222424 222221 21181716 13135 9 3 0)

Matriz de pontos da figura Final
(0610139 9 1515 7 8 8§ 1010 8 8 3 3 1 1 3 3 4 —4-3 3 3__5—20)
(06 1 3 9141518 17 18 21 21 22 22 2424 22 2221 21 18 1716 13 135 9 3 0)

——3‘—1135T‘S11131517192123252.‘25313335

Figura 59 — Figura inicial
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3. Efetuamos agora as seguintes transformacdes na figura do exercicio anterior:

a) Contragao proporcional de fator & = 0, 5.
. ~ 0,5 0
Matriz de Transformacao
0 0,5

Matriz de pontos da figura Inicial

(0610139 9 1515 7 8 8 1010 8 8 3 3 1 1 3 3 4 —4-3 3 3_.5—20)
(061 3 9141518 17 18 21 21 22 22 242422 2221 21 181716 13135 9 3 0

Matriz de pontos da figura Final

5 54415150505 1515 2 —2-15 15 1,75

._1
10,5105 11 11 12 12 11 11 105105 9 85 §& 6.5 6,75 4.5

Lh

45457575
45 7 75 9

—
(=]

Lid

()

= )]
A

354
859

Lh

L

Figura 60 — Contragao proporcional de fator k = 0, 5.

-10
150

)
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b) Dilatacao de fator kK = 1,5 do eixo dos .

1,5 0
0 1

Matriz de Transformacao

Matriz de pontos da figura Inicial

(061013991515? & 810108 8 3 31 1 3 3 4 —4-3 3 3=5—20)
061 3 914151817 1821 2122222424 222221 21181716 13135 9 3 0

Matriz de pontos da figura Final

(0 9 15 19,5 13,5 13,5 22,5 22.5 10,5 12 12 15 15 12 12 45 45
7

061 3 9 14 15 18 17 18 21 21 22 22 24 24 21 18 1716 13 135 9 3

7 -5 -3 -11 3 5 7 9 11 13 1517 19 21 23 25 27 29 31 33 35

Figura 61 — Dilatacao de fator £ = 1,5 do eixo dos x
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¢) Rotagdo de um dngulo # = 7 no sentido anti-horario.
0 -1

Matriz de Transformacao Lo

Matriz de pontos da figura Inicial

(0610139 9 1515 7 8 8 1010 8 8 3 3 1 1 3 3 4 —4-3 3 3_.5—20)
(061 3 9141518 17 18 21 21 22 22 242422 2221 21 181716 13135 9 3 0

Matriz de pontos da figura Final

(0 —6 —1 -3 -9 —14 —15 —18 —17 —18 —21 —21 —22 —22 —24 —24 —22 —22 -21 —21 —18 —17 —16 —13 —135 —9 —
(061013991515?8810108833l1334—-—1—33

Figura 62 — Rotacao de um angulo 6 = 7 no sentido anti-horario



Capitulo 4. Deformagées e Morfismos 90

d) Reflexao no eixo y seguida de uma rotagao de 6 = 7.
-1 0 0,7 —0,7 -0,7 0,7

Matriz de Transformacao .
0 1 0,7 0,7 0,7 0,7

Matriz de pontos da figura Inicial

?881010883311334—4—333__5—20)

2121181716 13135 & 3 0/

(06 10139 9 1515
(06] 3 9141518 17 18 21 21 22 22 24 24 22 22

Matriz de pontos da figura Final

21 7 7 91 77 84 98 112 147 133 147 14 126 10,5 9,1 14 112 735 3,85 35 o)
0)

(00 63 -7 0 35 0
(0 84 77 112126 161 21 231 168 182 203 21,7 224 21 224 189 175 161 154 168 147 147 84 7 115587507

s

Figura 63 — Reflexao no eixo y seguida de uma rotacao de = 7
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e) Translacdo segundo a coordenada (2,3).
-1 0 0,7 —0,7 -0,7 0,7

Matriz de Transformacao . =
0 1 0,7 0,7 0,7 0,7

Matriz de pontos da figura Inicial

061013991515?8310103833].133—1—4—333_.5—20)
(06 1 3 9141518 17 18 21 21 22222424 222221 21181716 13135 9 3 0)
Matriz de pontos da figura Final

§121511 111717 9 101012121010 5 5 3 3 5 5 6 -2-1 5 5_.502)
9 4 6 12 17 18 21 20 21 24 24 25 25 27 27 25 25 24 24 21 20 19 16 165 12 6 3

—
(SR

Ln

]

10 15

Figura 64 — Translagao segundo a coordenada (2, 3)
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CONCLUSAO

Deformacao e morfismo de imagens sao técnicas usadas em muitas areas, que vao desde
efeitos especiais usados no cinema, a assisténcia a cirurgia plastica e ao envelhecimento
de fotografias, usado para auxiliar a encontrar pessoas desaparecidas ha muito tempo e
também foragidos da policia. Isso é possivel definindo-se caracteristicas que determinam o
envelhecimento e transferindo essas caracteristicas a uma imagem através de um formato
de malha apropriado. Para além disso, na sua construgdo sdo usados conceitos como
a independéncia linear e combinacoes lineares e convexas. Concluindo, é indiscutivel a
contribuicdo de Algebra Linear nestes conceitos, sem a qual estes dificilmente seriam
desenvolvidos. No futuro, iremos presenciar a evolucdo e criacdo de vastas outras técnicas,

cuja existéncia é permitida nao s6, mas principalmente, pela Algebra Linear.
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