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A meus pais, Antônio e Tânia, e minha irmã, Heloisa, pela dedicação e compreensão

por todos os momentos em que eu não pude estar lá.
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Resumo

Neste trabalho introduzimos um ı́ndice de somabilidade que mede quão longe alguns

operadores multilineares e polinômios estão de ser absolutamente somantes. Definimos ainda

um ideal de operadores relacionado a esse ı́ndice; propriedades básicas são apresentadas.

O ı́ndice de somabilidade exato é obtido em alguns casos especiais e, em outros casos,

apresentamos estimativas inferiores e superiores.

Palavras-Chave: Espaços de Banach, Polinômios, Operadores multilineares,

Operadores múltiplo somantes, Índice de somabilidade.
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Abstract

In this work we introduce a summability index that indicates how far some multilinear

and polynomial operators are from being absolutely summing. We also define a new ideal

of operators related to this index; basic properties of this ideal are presented. The precise

index of summability is obtained in some special cases and, in other cases, we provide some

lower and upper estimates for it.

Key-Words: Banach spaces, Polynomials, Multilinear mappings, Multiple summing

operators, Index of summability.
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Introdução

Os trabalhos relacionados a convergência absoluta e a convergência incondicional

ganharam notoriedade quando, em 1837, Dirichlet provou que ambas coincidem para séries de

números reais. Um novo grande avanço nesta teoria só veio a surgir em 1922, quando, em sua

tese, Banach provou que, dado um espaço E, toda série absolutamente convergente em E é

incondicionalmente convergente se, e somente se, E for um espaço completo (posteriormente

chamado Espaço de Banach). Banach continuou interessado no estudo da convergência de

séries, incluindo o tópico em sua famosa roda de discussões matemáticas no bar Scottish Café,

onde Mazur e Orlicz propuseram o problema 122 do livro The Scottish book [35], também

mencionado em [7], o problema visava caracterizar dimensão infinita por meio da existência

de séries incondicionalmente convergentes que não são absolutamente convergentes. Esse

problema só obeteve uma primeira solução parcial em 1947, quando Macphail, em seu artigo

Absolute and unconditional convergence [31], provou que convergência incondicional não

implica convergência absoluta em ℓ1. Este resultado inspirou a solução geral deste problema

dada por Dvoretzky e Rogers, no seu artigo Absolute and unconditional convergence in

normed linear spaces [21], em 1950, o resultado ficou conhecido como Teorema de Dvoretzky-

Rogers, hoje um dos pilares da teoria dos operadores absolutamente somantes. Sua

importância não reside apenas no resultado em si, mas também no fato de sua demonstração,

que trazia uma abordagem nova e ampla sobre o assunto, ter aberto um leque de outros

problemas a serem investigados, o que despertou o interesse de Grothendieck.

O estudo dos operadores absolutamente somantes tem ińıcio com os trabalhos de
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Introdução

Grothendiek. Em 1953, durante o peŕıodo em que trabalhou no Brasil, Grothendieck

publicou o Résumé de la théorie métrique des produits tensoriels topologiques [25], onde

trata, essencialmente, dos espaços Π1 e Π2. O principal resultado da teoria de operadores

absolutamente somantes, continua sendo, até hoje, o Teorema de Grothendieck, que

estabelece que todo operador linear de ℓ1 em ℓ2 é absolutamente somante, isto é, leva

sequências incodicionalmente somáveis em sequências absolutamente somáveis. Em 1955,

Grothendieck apresentou uma nova demonstração para o Teorema de Dvoretzky-Rogers (Veja

[26]), mostrando quão prof́ıcua foi a sua contribuição na teoria dos operadores absolutamente

somantes. No entanto essa teoria só foi institúıda, de fato, em 1967, quando Pietsch

introduziu a classe dos operadores p−somantes, no seu artigo Absolut p−summierende

Abbildungen in normierten Räumen [43], muitas de suas propriedades são devidas a ele. Mais

tarde, Mitiagin e Pe lczyński, expandem a noção de Pietsch, para operadores (p, q)−somantes,

em [37]. Porém a grande contribuição Pe lczyński, se deu quando, juntamente com

Lindenstrauss, publicaram, em 1968, Absolutely summing operators in Lp−spaces and their

applications [30], que, ao traduzir os trabalhos de Grothendieck da linguagem tensorial,

tornou acesśıvel à comunidade cient́ıfica a teoria de operadores somantes, além de conter

muitos resultados clássicos e que até hoje inspiram novos trabalhos.

O desdobramento natural seria a investigação dos operadores multilineares, menos

natural é a adaptação das técnicas conhecidas para operadores lineares para um contexto

mais geral, o que produziu um novo ramo de estudo muito frut́ıfero a teoria de operadores

não-lineares. As primeiras generalizações, neste sentido, foram idealizadas por Pietsch. Em

1983, nos artigos [45] e [46] são introduzidos os operadores multilineares absolutamente

somantes e os polinômios m−homogêneos.

Dentre a extensões para a teoria multilinear, uma vem ganhando espaço por combinar

boas propriedades e generalizações não triviais, esses atributos estão atraindo a atenção

de muitos pesquisadores, que consideram esta a mais completa generalização do ideal de

operadores absolutamente somantes. Os operadores múltiplo somantes foram introduzido

por Mário Carvalho de Matos, em 1992, no seu trabalho intitulado Strictly absolutely
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Introdução

summing multilinear mappings [33], que no entanto não foi publicado, um versão melhorada

deste relatório de pesquisa foi publicada em 2003, sob novo t́ıtulo Fully absolutely summing

and Hilbert-Schmidt multilinear mappings [34]. A motivação deste trabalho foi uma questão

de Pietsch sobre a coincidência dos funcionais m−lineares de Hilbert-Schmidt e o espaço

dos funcionais m−lineares absolutamente (s; r1, · · · , rm)−somantes para certos valores de

s e rk, k = 1, · · · ,m. Também em 2003 Fernando Bombal, David Pérez-Garćıa e Ignacio

Villanueva publicaram Multilinear extensions of Grothendieck’s theorem [11] e Multiple

summing operators on Banach spaces [41], onde, de forma independente, definiram e

mostraram muitas propriedades dessa classe de operadores.

Sejam 1 ≤ p, q < ∞ e E1, · · · , Em, F espaços de Banach. Dizemos que um operador

T ∈ L(E1, · · · , Em;F ) é múltiplo (p, q)−somante se existe uma constante C ≥ 0 tal que

(

n
∑

k1,··· ,km=1

‖T (x
(1)
k1
, · · · , x(m)

km
)‖p
) 1

p

≤ C

m
∏

i=1

‖
(

x
(i)
ki

)n

ki=1
‖w,q. (1)

para todos x
(i)
ki

∈ Ei, k = 1, · · · , n, i = 1, · · · ,m.
É bem sabido que nem todos os operadores m−lineares satisfazem a desigualdade, por

exemplo, uma versão fraca do teorema de Dvoretzky-Rogers diz que a identidade sobre um

espaço de Banach E será absolutamente p−somante se, e somente se, E tem dimensão finita.

É claro que, quando (1) não é válida, isto siginifica que tal constante C não existe. Não

tão óbvio é o fato de existir uma constante Cn dependendo de n satisfazendo (1), já que

poderia acontecer que variando os vetores x1, · · · , xn a constante poderia tender ao infinito.

No entanto vamos provar que não é este o caso e quando (1) falha existirá uma constante Cn

que torna a desigualdade verdadeira. Mais ainda, esta constante será da forma Cn = Cns

para certo s dependendo de p, q,m. Note que o número s funciona como um tipo de ı́ndece

de (não) somabilidade: quando s = 0 o operador é múltiplo (p, q)-somante e quando s não

pode ser escolhido como sendo zero, o operador não é múltiplo (p, q)-somante e os “ótimos”

valores de s podem ser naturalmente identificados como um ı́ndice de (não) somabilidade.

Neste caso, quanto mais o “ótimo” valor de s cresce, mais “longe” o operador estará de

xii



Introdução

ser múltiplo (p, q)-somante. Assim, nosso objetivo é definir o ı́ndice de somabilidade do

par (E1 × · · · × Em, F ) e trazer a tona algumas propriedades interessantes deste ı́ndice, bem

como investigar os valores ótimos do ı́ndice para certos espaços. Temos

O m−ı́ndice multilinear de (p, q)−somabilidade do par de espaços de Banach (E1×· · ·×
Em, F ) é definido como

ηm−mult
(p,q) (E1, · · · , Em;F ) = inf sm,p,q

tal que, para todo T ∈ L(E1, · · · , Em;F ), existe uma constante C > 0 (não dependendo de

n) satisfazendo

(

n
∑

k1,··· ,km=1

‖T (x
(1)
k1
, · · · , x(m)

km
)‖p
) 1

p

≤ Cnsm,p,q

m
∏

i=1

‖
(

x
(i)
ki

)n

ki=1
‖w,q. (2)

para todo inteiro positivo n e todo x
(i)
ki

∈ Ei com 1 ≤ ki ≤ n e 1 ≤ i ≤ m.

Esta definição foi inspirada nas ideias de [4], onde um tipo de ı́ndice de somabilidade foi

investigado para desigualdades do tipo Hardy–Littlewood. Outros resultados recentes, nesta

linha das desigualdades clássicas pode ser encontrado em [22] de Galicer, Mansilla e Muro.

Veja que em certo sentido o ı́ndice de somabilidade mede quão distantes estão os espaços

Πmult
(p,q) (E1, . . . , Em;F ) e o espaço dos operadores m-lineares cont́ınuos de E1 × · · · × Em em

F , denotado por L (E1, . . . , Em;F ) . Quando esses espaços coincidem temos

ηm−mult
(p,q) (E1, · · · , Em;F ) = 0.

Este trabalho foi dividido da seguinte forma:

1. No primeiro caṕıtulo temos uma breve revisão da Teoria de operadores absolutamente

somantes, operadores múltiplo somantes, polinômios homogêneos e cotipo;

2. No segundo caṕıtulo provamos a existência do ı́ndice de somabilidade, para o caso

múltiplo somante e polinomial, isto é feito obtendo estimativas superiores para este

ı́ndice em espaços de Banach quaisquer. Além disso, definimos um novo ideal de
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Introdução

operadores, que veremos ter boas propriedades, como por exemplo, ser um ideal de

Banach injetivo. Neste caṕıtulo, inclúımos ainda um resultado sobre lineabilidade.

3. No último caṕıtulo buscamos estimativas melhores para o ı́ndice de somabilidade de

certos espaços de Banach. Para isto, vamos calcular estimativas inferiores para o ı́ndice

e também faremos a ponte entre ı́ndice de somabilidade e resultados de coincidência. Ao

final deste caṕıtulos obteremos o ı́ndice ótimo para determinados espaços de Banach.

Parte deste trabalho pode ser encontrada em nosso artigo:

M. Maia, D. Pellegrino, J. Santos, An index of summability for pairs of Banach spaces,

J. Math. Anal. Appl. 441 (2016), 702–722.

Notação e Terminologia

• K denotará o corpo dos reais R ou dos complexos C. Todos os espaços vetoriais serão

considerados sobre K.

• Em geral, X, Y,E,Ei, F, Fi, ... denotarão espaço normados. A norma de um espaço X

será usualmente denotada por ‖ · ‖X ou ‖ · ‖ caso esteja claro o espaço em questão. A

bola unitária fechada {x ∈ X; ‖x‖ ≤ 1} do espaço X será denotada por BX . O dual

topológico de X, será denotado por X∗.

• L(E1, · · · , Em;F ) será o espaço de todas as aplicações m−lineares cont́ınuas de

E1 × · · · × Em em F. Quando E1 = · · · = Em = E, escreveremos apenas L(mE;F ).

Diremos que T ∈ L(E;F ) é de posto finito quando a dimensão da sua imagem T (F )

for finita.

• Dado o número real p ∈ (1,∞) O conjugado de p será o número p∗ ∈ (1,∞) , tal que

1
p

+ 1
p∗

= 1. Para p = 1, teremos p∗ = ∞.

• Trabalharemos os seguintes espaços de sequências

xiv



Introdução

i) Se 1 ≤ p < ∞, ℓp(X) :=
{

(xn)∞n=1 ∈ XN;
∑

n ‖xn‖p <∞
}

. Se X = K,

escreveremos simplesmente ℓp.

ii) ℓ∞(X) é o espaço das sequências limitadas de X. Mais uma vez, se X = K,

escrevemos ℓ∞.

iii) c0 é o espaço das sequências de K que convergem para 0.

iv) ℓNp := {(xn)∞n=1 ∈ ℓp; xn = 0, para todo n ≥ N + 1} .

v) Denotaremos Xp :=







ℓp, se 1 ≤ p <∞
c0, se p = ∞

.

vi) ℓp (Nm;X) := {(xi)
∞
i=1 onde i := (i1, · · · , im) e cada xi ∈ X;

∑

i
‖xi‖p <∞} .

xv



Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo temos uma breve revisão da teoria de operadores absolutamente

somantes, operadores múltiplo somantes, polinômios homogêneos e cotipo de um espaço

de Banach.

1.1 Operadores Absolutamente Somantes

Nesta seção faremos uma pequena compilação de resultados sobre operadores

absolutamente p−somantes. Para um estudo mais detalhado veja [18].

Definição 1.1.1 Sejam 1 ≤ p < ∞ e u : X → Y um operador entre espaços de Banach.

Dizemos que u é p−somante se existe uma constante c ≥ 0 tal que para todo n ∈ N e qualquer

escolha de x1, · · · , xn ∈ X temos

(

n
∑

i=1

‖u(xi)‖p
) 1

p

≤ c sup
ϕ∈BX∗

(

n
∑

i=1

|ϕ(xi)|p
) 1

p

. (1.1)

Denotamos por Πp(X, Y ) o conjunto de todos os operadores p−somantes de X em Y.

É fácil ver que Πp(X, Y ) é um subespaço linear do espaço dos operadores lineares limitados

entre X e Y , L(X, Y ). O ı́nfimo dos c que satisfaz a desigualdade (1.1), denotado por πp(u),

1



Caṕıtulo 1 Índice de Somabilidade

define uma norma em Πp(X, Y ) tal que, para todo u ∈ Πp(X, Y ), temos

‖u‖ ≤ πp(u).

Além disso, (Πp(X, Y ), πp(·)) é um espaço de Banach.

Teorema 1.1.2 (Teorema da Inclusão) Se 1 ≤ p < q <∞, então Πp(X, Y ) ⊂ Πq(X, Y ).

Além disso, para u ∈ Πp(X, Y ), temos πq(u) ≤ πp(u).

Demonstração: Veja [18, Teorema 2.8]. �

Podemos generalizar os conceitos estabelecidos aqui e obter a noção de operadores

absolutamente (p, q)−somantes.

Definição 1.1.3 Sejam 1 ≤ p, q < ∞ e u : X → Y um operador entre espaços de Banach.

Dizemos que u é (p, q)−somante se existe uma constante c ≥ 0 tal que para todo n ∈ N e

qualquer escolha de x1, · · · , xn ∈ X temos

(

n
∑

i=1

‖u(xi)‖p
) 1

p

≤ c sup
ϕ∈BX∗

(

n
∑

i=1

|ϕ(xi)|q
) 1

q

. (1.2)

O espaço formado por esses operadores vai ter norma e propriedades semelhantes,

inclusive (Πp,q(X, Y ), πp,q(·)) será um espaço de Banach. O próximo resultado fornece uma

caracterização deste espaço e sua prova pode ser vista também em [50].

Proposição 1.1.4 Seja u ∈ L(X, Y ). São equivalentes:

1. u é (p, q)−somante;

2. Existe c > 0 tal que

(

∞
∑

k=1

‖u(xk)‖p
) 1

p

≤ c sup
ϕ∈BX∗

(

∞
∑

k=1

|ϕ(xk)|q
) 1

q

(1.3)

sempre que (xk)
∞
k=1 ∈ ℓq,w(X);

2



Caṕıtulo 1 Índice de Somabilidade

3. (u(xk))
∞
k=1 ∈ ℓp(Y ) sempre que (xk)

∞
k=1 ∈ ℓq,w(X).

Um fato interessante é que se p < q, então, apenas o operador nulo será (p, q)−somante.

Teorema 1.1.5 (Teorema da Inclusão generalizado) Suponha que 1 ≤ qj ≤ pj <

∞ (j = 1, 2) satisfazem

q1 ≤ q2, p1 ≤ p2 e
1

q1
− 1

p1
≤ 1

q2
− 1

p2
. (1.4)

Então

Πp1,q1(E;F ) ⊂ Πp2,q2(E;F )

para quaisquer espaços de Banach E e F . Mais ainda, para u ∈ Πp1,p2(E;F ) temos

πp2,q2(u) ≤ πp1,q1(u).

Demonstração: Veja [18, Teorema 10.4]. �

Os próximos resultados dizem respeito à teoria de ideais e suas demonstrações podem

ser encontradas em [9].

Definição 1.1.6 Um ideal de operadores I é uma subclasse da classe L de todos os

operadores lineares cont́ınuos entre espaços de Banach tal que, para quaisquer espaços E e F,

as componentes I(E;F ) = L(E;F ) ∩ I satisfazem:

i) I(E;F ) é um subespaço vetorial de L(E;F );

ii) A propriedade de ideal: se u ∈ L(E;F ), v ∈ I(F ;G) e t ∈ L(G;H), então tvu ∈ I(E;H).

Definição 1.1.7 Um ideal normado de operadores (I, ‖ · ‖I) é um ideal de operadores I
munido da função ‖ · ‖I : I → [0,∞) tal que:

i) ‖ · ‖I restrita a I(E;F ) é uma norma para quaisquer espaços de Banach E e F ;

ii) ‖idK‖I = 1, com idK : K → K dada por idK(x) = x;

3



Caṕıtulo 1 Índice de Somabilidade

iii) Se u ∈ L(E;F ), v ∈ I(F ;G) e t ∈ L(G;H), então ‖tvu‖I ≤ ‖t‖‖v‖I‖u‖.

Teorema 1.1.8 Se 1 ≤ q ≤ p < ∞, então (Πp,q, πp,q) é um ideal normado de operadores

lineares.

Definição 1.1.9 Se as componentes I(E;F ) são completas com respeito a norma ‖ · ‖I
dizemos que I é um ideal de Banach.

Definição 1.1.10 Um ideal de Banach (I, ‖ · ‖I) é injetivo se, para quaisquer espaços de

Banach E, F, G, ‖u ◦ v‖I = ‖v‖I sempre que u ∈ L(F ;G) é uma isometria sobre a imagem

e v ∈ I(E;F ).

Proposição 1.1.11 Se 1 ≤ q ≤ p < ∞, então
(

Πmult
p,q , πp,q

)

é um ideal de Banach. Mais

ainda, é um ideal injetivo.

O progressão natural de nosso estudo nos levaria aos operadores multilineares

absolutamente (p, q)−somantes. Apesar de trata-se de uma classe, a primeira vista,

muito próxima aos operadores absolutamente (p, q)−somantes, esta classe detém algumas

propriedades que mostram que, na verdade, as duas são bem diferentes. Como esta

generalização, em particular, não é o nosso foco, vamos prosseguir com polinômios

absolutamente somantes.

1.2 Polinômios absolutamente somantes.

Nosso objetivo agora é rever o conceito de polinômios homogêneos absolutamente

somantes entre espaços de Banach. Como veremos, este conceito é uma consequência natural

da noção de operadores multilineares absolutamente somantes.

Definição 1.2.1 Sejam E e F espaços vetoriais sobre K. Um aplicação P : E → F é um

polinômio m−homogêneo cont́ınuo se existe A ∈ L(mE;F ) tal que P (x) = A(x, · · · , x), para

todo x ∈ E. Dizemos que P é o polinômio m−homogêneo cont́ınuo associado a A. O conjunto

4
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de todos os polinômios m−homogêneos cont́ınuos de E em F será denotado por P(mE;F ),

este conjunto será um espaço vetorial completo quando munido com a norma

‖P‖ = sup
‖x‖=1

‖P (x)‖ .

A definição acima torma natural a definição de polinômios absolutamente

(p, q)−somantes.

Definição 1.2.2 Sejam E e F espaços de Banach e 1 ≤ p, q < ∞, com p ≥ q

m
. Um

polinômio m-homogêneo P : E → F é absolutamente (p, q)-somante se existe uma constante,

C ≥ 0 tal que
(

n
∑

j=1

‖P (xj)‖p
) 1

p

≤ C
∥

∥

∥(xj)
n

j=1

∥

∥

∥

m

w,q
(1.5)

para todo inteiro positivo n.

Denotamos por P(p,q)(
mE;F ) o conjunto dos polinômios m−homogêneos absolutamente

(p, q)−somantes de E em F . Esse conjunto será um subespaço vetorial de P(mE;F ). Mais

uma vez o ı́nfimo dos C que satisfaz a desigualdade (1.5), define uma norma em P(p,q)(
mE;F ),

a qual denotaremos por ‖ · ‖pol(p,q).

1.3 Operadores múltiplos somantes

Esta seção tem por objetivo relembrar resultados importantes da teoria de operadores

múltiplo somantes.

Definição 1.3.1 Sejam 1 ≤ p, q1, · · · , qm < ∞ e E1, · · · , Em, F espaços de Banach. Uma

aplicação T ∈ L(E1, · · · , Em;F ) é múltiplo (p, q1, · · · , qm)−somante se existe um C ≥ 0 tal

que
(

n
∑

k1,··· ,km=1

‖T (x
(1)
k1
, · · · , x(m)

km
)‖p
) 1

p

≤ C

m
∏

i=1

‖
(

x
(i)
ki

)n

k=1
‖w,qi (1.6)

para todo n ∈ N, todo x
(i)
ki

∈ Ei, com ki = 1, . . . , n e i = 1, · · · ,m.

5
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Denotaremos por Πmult
p,q1,···qm

(E1, · · · , Em;F ) o conjunto formado por tais operadores.

Se q1 = · · · = qm = q ou p = q1 = · · · = qm escrevemos Πmult
p,q (E1, · · · , Em;F ) ou

Πmult
p (E1, · · · , Em;F ), respectivamente, e quando E1 = · · · = Em, nossa notação será

Πmult
p,q (mE;F ).

Vamos focar no caso Πmult
p,q (E1, · · · , Em;F ) o conjunto dos operadores m−lineares

múltiplo (p, q)−somantes de E1× · · ·×Em em F . Esse conjunto é um subespaço vetorial de

L(E1, · · · , Em;F ).

É fácil ver que ı́nfimo dos C que satisfaz a desigualdade (1.6), define uma norma em

Πmult
p,q (E1, · · · , Em;F ), a qual denotaremos por πmultp,q (·). Além disso, o espaço dos operadores

m−lineares múltiplo (p, q)−somantes de E1×· · ·×Em em F munido com a norma πmultp,q (·) será

um espaço de Banach. Aqui também teremos uma importante caracterização, via sequências,

para sua prova veja [50].

Proposição 1.3.2 Sejam 1 ≤ q1, · · · , qm ≤ p < ∞ e T ∈ L(E1, · · · , Em;F ). São

equivalentes:

1. T é múltiplo (p, q1, · · · , qm)−somante;

2. (T (x
(1)
k1
, · · · , x(m)

km
))∞k1,··· ,km=1 ∈ ℓp(N

m;F ) sempre que (x
(i)
ki

)∞ki=1 ∈ ℓqi,w(Ei).

Nesta classe de operadores, no entanto, não temos um teorema de inclusão semelhante

aos que já vimos para as classes anteriores, existem, todavia, resultados parciais, que não

serão abordados neste trabalho.

1.4 Espaço com cotipo finito e Funções de Rademacher

Relembremos que, para 2 ≤ q ≤ ∞, um espaço E tem cotipo q se existe uma constante

C ≥ 0 tal que, para qualquer escolha de um número finito de vetores x1, · · · , xn de E, temos

(

n
∑

k=1

‖xk‖q
) 1

q

≤ C





∫ 1

0

∥

∥

∥

∥

∥

n
∑

k=1

rk(t)xk

∥

∥

∥

∥

∥

2

dt





1
2

,

6
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onde rk denota a k-ésima função de Rademacher, isto é, para k ∈ N e t ∈ [0, 1] , são dadas

por rk(t) = sign
[

sin
(

2kπt
)]

. Quando q = ∞ substitúımos (
∑n

k=1 ‖xk‖
q)

1
q por maxk≤n ‖xk‖.

É claro que se q1 ≤ q2, então E ter cotipo q1 implica que E tem cotipo q2; portanto, daqui

em diante, denotaremos inf{q : E tem cotipo q} por cot(E).

Definição 1.4.1 Se 2 ≤ q <∞, então dizemos que o espaço de Banach X fatora finitamente

a inclusão formal ℓq →֒ ℓ∞, para 0 < δ < 1, se, para todo n ∈ N, existirem x1, · · · , xn ∈ X

tais que

(1 − δ)‖a‖∞ ≤ ‖
∑

k≤n

akxk‖ ≤ ‖a‖q

para todo a = (ak)
n
k=1 ∈ ℓnq .

Dado um espaço de Banach X definiremos por

rX := sup {2 ≤ q ≤ ∞ : X fatora finitamente a inclusão formal ℓq →֒ ℓ∞} ;

sX := inf {2 ≤ q ≤ ∞ : idX ∈ Πq,1(X)} .

Teorema 1.4.1 Para todo espaço de Banach de dimensão infinita X, temos

cot(X) = rX = sX .

Demonstração: [18, Teorema 14.5]. �
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Caṕıtulo 2

Índice de Somabilidade

Neste caṕıtulo provamos a existência do ı́ndice de somabilidade, para o caso múltiplo

somante e polinomial, isto é feito obtendo estimativas superiores para este ı́ndice. Além disso,

definimos um novo ideal de operadores que veremos ter boas propriedades, como por exemplo,

ser um ideal de Banach injetivo. Também definiremos o espaço
(

Πmult−s
p,q1,··· ,qm

, πmult−sp,q1,··· ,qm

)

e

mostraremos um resultado dentro da teoria de lineabilidade.

2.1 Existência do ı́ndice

Nesta seção provaremos que existe uma constante Cn dependendo de n que satisfaz (1.6)

para toda aplicação T ∈ L(E1, · · · , Em;F ), e mais, esta constante é da forma Cn = Cns,

com s ≥ 0. Veja que este s pode ser visto como um ı́ndice de somabilidade. De fato, quando

podemos tomar s = 0 recáımos na definição de operadores múltiplos (p, q)− somantes,

quando não, podemos nos perguntar sobre qual seria o ı́ndice ótimo, ou seja, o menor s para

o qual teŕıamos a desigualdade válida para todo operador m−linear cont́ınuo de E1×· · ·×Em
em F . Tendo isso em mente definimos o ı́ndice de somabilidade para o par de espaços

(E1 × · · · × Em, F ), onde m um inteiro positivo, como segue:

Definição 2.1.1 O m−ı́ndice multilinear de (p, q)−somabilidade do par de espaços de

8
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Banach (E1 × · · · × Em, F ) é definido como

ηm−mult
(p,q) (E1, · · · , Em;F ) = inf sm,p,q

tal que, para todo T ∈ L(E1, · · · , Em;F ), existe uma constante C > 0 (não dependendo de

n) satisfazendo

(

n
∑

k1,··· ,km=1

‖T (x
(1)
k1
, · · · , x(m)

km
)‖p
) 1

p

≤ Cnsm,p,q

m
∏

i=1

‖
(

x
(i)
ki

)n

ki=1
‖w,q (2.1)

para todo inteiro positivo n e todo x
(i)
ki

∈ Ei com 1 ≤ k ≤ n e 1 ≤ i ≤ m.

Quando E1 = · · · = Em = E, escrevemos ηm−mult
(p,q) (E;F ) no lugar de

ηm−mult
(p,q) (E, · · · , E;F ).

De maneira similar definimos o m−ı́ndice polinomial de (p, q)−somabilidade do par de

espaços de Banach (E,F ), da seguinte maneira:

Definição 2.1.2 O m−ı́ndice polinomial de (p, q)−somabilidade do par de espaços de

Banach (E,F ) é definido como

ηm−pol
(p,q) (E;F ) = inf sm,p,q

tal que, para todo P ∈ P(mE;F ), existe uma constante C > 0 (não dependendo de n)

satisfazendo
(

n
∑

k

‖P (xk)‖p
) 1

p

≤ Cnsm,p,q‖ (xk)
n

k=1 ‖mw,q (2.2)

para todo inteiro positivo n e todo xk ∈ E com 1 ≤ k ≤ n.

Quando m = 1, temos Πmult
p,q (1E;F ) = P(p,q)(

1E;F ) = Πp,q(E;F ) e, neste caso,

escrevemos simplesmente η(p,q)(E;F ).

A seguir vamos mostrar que este ı́ndice existe e é sempre finito.

9
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Um dos resultados fundamentais da teoria de operadores p−abosulatemente somantes

é o já mencionado Teorema de Dvoretzky-Rogers que garante a existência de uma sequência

incondicionalmente somável que não é absolutamente somável em qualquer espaço de

dimensão infinita. Uma versão fraca desse teorema diz que o operador identidade sobre o

espaço de Banach E, dado por idE(x) = x, para todo x ∈ E, será absolutamente p−somante

se, e somente se, E for de dimensão finita, neste caso, a norma p−somante pode ser calculada.

O primeiro resultado que enunciaremos a este respeito foi provado inicialmente, em [24], por

Garling e Gordon, em 1971.

Teorema 2.1.1 Se E é um espaço de Banach e dimE = n, então π2(idE) =
√
n.

Estimativas para essa norma serão fundamentais ao longo deste trabalho, assim

prosseguimos com um corolário deste resultado. A partir de agora vamos extrapolar a noção

de operador absolutamente p−somante para p > 0.

Corolário 2.1.2 Seja 0 < p <∞. Se E é um espaço de Banach e dimE = n, então

πp(idE) ≤ nmax{ 1
p
, 1
2}. (2.3)

Demonstração: Seja 0 < p < 2 e r > 0 tal que 1
p

= 1
2

+ 1
r
. Dados x1, · · · , xn ∈ E e usando

a desigualdade de Hölder obtemos

(

n
∑

j=1

‖idE(xj)‖p
) 1

p

≤
(

n
∑

j=1

‖idE(xj)‖2
) 1

2

·
(

n
∑

j=1

|1|r
) 1

r

≤ π2(idE)
∥

∥(xj)
n
j=1

∥

∥

w,2
n

1
r

Teorema 2.1.1

≤ n
1
2
+ 1

r

∥

∥(xj)
n
j=1

∥

∥

w,p
.

Logo

πp(idE) ≤ n
1
p .

10
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Para o caso p ≥ 2 usamos o Teorema da Inclusão (1.1.2) para obter

πp(idE) ≤ π2(idE) = n
1
2 .

�

Do corolário acima, se X é um subespaço de um espaço n−dimensional normado E,

então

πp(idX) ≤ (dimX)max{ 1
p
, 1
2} ≤ nmax{ 1

p
, 1
2}.

Proposição 2.1.3 Sejam 0 < p <∞ e E1, · · · , Em, F espaços de Banach. Então

ηm−mult
(p,p) (E1, · · · , Em;F ) ≤ m

p
se 0 < p ≤ 2;

ηm−mult
(p,p) (E1, · · · , Em;F ) ≤ m

2
se p ≥ 2.

Demonstração: Sejam T ∈ L(E1, · · · , Em;F ), x
(i)
ki

∈ Ei e Xi = span
{

x
(i)
1i
, · · · , x(i)ni

}

⊂ Ei

com ki = 1, . . . , n e i = 1, . . . ,m. Então

(

n
∑

k1,··· ,km=1

∥

∥

∥T
(

x
(1)
k1
, · · · , x(m)

km

)∥

∥

∥

p

) 1
p

≤ ‖T‖
(

n
∑

k1=1

∥

∥

∥x
(1)
k1

∥

∥

∥

p

) 1
p

· · ·
(

n
∑

km=1

∥

∥

∥x
(m)
km

∥

∥

∥

p

) 1
p

= ‖T‖
(

n
∑

k1=1

∥

∥

∥
idX1

(

x
(1)
k1

)∥

∥

∥

p

) 1
p

· · ·
(

n
∑

km=1

∥

∥

∥
idXm

(

x
(m)
km

)∥

∥

∥

p

) 1
p

.

Como idXi
é absolutamente p-somante, para cada i = 1, · · · ,m, temos

(

n
∑

ki=1

∥

∥

∥
idXi

(

x
(i)
ki

)∥

∥

∥

p

) 1
p

≤ πp(idXi
) sup
ψ∈B

X
∗

i

(

n
∑

ki=1

∣

∣

∣
ψ
(

x
(i)
ki

)∣

∣

∣

p

) 1
p

.

Pelo Teorema de Hahn–Banach, para cada ψ ∈ X∗
i existe uma extensão ψ̄ ∈ E∗

i tal que

‖ψ‖ =
∥

∥ψ̄
∥

∥ . Portanto

11
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(

n
∑

ki=1

∥

∥

∥idXi

(

x
(i)
ki

)∥

∥

∥

p

) 1
p

≤ πp(idXi
) sup
ψ̄∈BE∗

i

(

n
∑

ki=1

∣

∣

∣
ψ̄
(

x
(i)
ki

)∣

∣

∣

p

) 1
p

≤ πp(idXi
) sup
ϕ∈BE∗

i

(

n
∑

ki=1

∣

∣

∣
ϕ
(

x
(i)
ki

)∣

∣

∣

p

) 1
p

= πp(idXi
)

∥

∥

∥

∥

(

x
(i)
ki

)n

ki=1

∥

∥

∥

∥

w,p

,

e assim

(

n
∑

k1,··· ,km=1

∥

∥

∥
T
(

x
(1)
k1
, · · · , x(m)

km

)∥

∥

∥

p

) 1
p

≤ ‖T‖ πp(idX1)

∥

∥

∥

∥

(

x
(1)
k1

)n

k1=1

∥

∥

∥

∥

w,p

· · · πp(idXm
)

∥

∥

∥

∥

(

x
(m)
km

)n

km=1

∥

∥

∥

∥

w,p

.

Pelo corolário anterior, temos:

1) Se 0 < p ≤ 2, então

(

n
∑

k1,··· ,km=1

∥

∥

∥
T
(

x
(1)
k1
, · · · , x(m)

km

)∥

∥

∥

p

) 1
p (2.3)

≤ ‖T‖
(

n
1
p

)m
m
∏

i=1

∥

∥

∥

∥

(

x
(i)
ki

)n

ki=1

∥

∥

∥

∥

w,p

= ‖T‖nm
p

m
∏

i=1

∥

∥

∥

∥

(

x
(i)
ki

)n

ki=1

∥

∥

∥

∥

w,p

,

e

ηm−mult
(p,p) (E1, · · · , Em;F ) ≤ m

p
.

2) Se p ≥ 2, então, analogamente,

ηm−mult
(p,p) (E1, · · · , Em;F ) ≤ m

2
.
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�

O resultado acima suscita a pergunta: Será que esses valores podem ser melhorados? O

próximo corolário mostra que essa estimativa é ótima para alguns espaços, não podendo ser

universalmente melhorada.

Corolário 2.1.4 ηm−mult
(2,2) (ℓ2; c0) = m

2
.

Demonstração: Seja t um número real positivo tal que para cada T ∈ L(mℓ2; c0) existe

uma constante C ≥ 0 tal que

(

n
∑

k1,··· ,km=1

∥

∥

∥T
(

x
(1)
k1
, · · · , x(m)

km

)∥

∥

∥

2
) 1

2

≤ Cnt
m
∏

i=1

∥

∥

∥

∥

(

x
(i)
ki

)n

ki=1

∥

∥

∥

∥

w,2

(2.4)

para todo inteiro positivo n e todo x
(i)
ki

∈ ℓ2, com 1 ≤ ki ≤ n.

Agora, seja T ∈ L(mℓ2; c0) definido por

T
(

x(1), · · · , x(m)
)

=
(

x
(1)
j1

· · · x(m)
jm

)n

j1,··· ,jm=1
.

Claro que ‖T‖ = 1 e
(

n
∑

j1,··· ,jm=1

‖T (ej1 , · · · , ejm)‖2
) 1

2

= n
m
2 .

Como
∥

∥(eji)
n
ji=1

∥

∥

w,2
= 1, a última condição juntamente com (2.4) implica

n
m
2 ≤ Cnt

e portanto t ≥ m
2

. A desigualdade inversa é dada pela proposição anterior o que conclui a

prova. �

Note que se q < p, é evidente que usando a inclusão para norma fraca, vale

ηm−mult
(p,q) (E1, · · · , Em;F ) ≤ ηm−mult

(p,p) (E1, · · · , Em;F ) .
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No entanto conseguimos melhorar essa estimativa pelo menos quando q ≥ 2. É o que nos

mostra a próxima proposição, mas antes de demonstrá-la vamos enunciar um resultado que

será necessário (para sua demonstração veja [23, Corolário 16.3.1]).

Proposição 2.1.3 Sejam E e F espaços de Banach e 1 ≤ q ≤ p1 ≤ p2. Se T ∈ Π(p1,q)(E,F ),

então

πp2,q(T ) ≤ ‖T‖1−
p1
p2 (πp1,q(T ))

p1
p2 .

Proposição 2.1.5 Sejam 1 ≤ q ≤ p <∞ e E1, · · · , Em, F espaços de Banach. Então

ηm−mult
(p,q) (E1, · · · , Em;F ) ≤ m

p
se 1 ≤ q ≤ 2;

ηm−mult
(p,q) (E1, · · · , Em;F ) ≤ mq

2p
se q ≥ 2.

Demonstração: Note que

(

n
∑

k1,··· ,km=1

∥

∥

∥
T
(

x
(1)
k1
, · · · , x(m)

km

)∥

∥

∥

p

) 1
p

≤ ‖T‖
(

n
∑

k1=1

∥

∥

∥
x
(1)
k1

∥

∥

∥

p

) 1
p

· · ·
(

n
∑

km=1

∥

∥

∥
x
(m)
km

∥

∥

∥

p

) 1
p

para todo x
(i)
ki

∈ Ei, 1 ≤ ki ≤ n, 1 ≤ i ≤ m.

Seja Xi := span
{

x
(i)
1i
, · · · , x(i)ni

}

⊂ Ei com i = 1, · · · ,m. Como Xi é um espaço de

Banach de dimensão finita, segue que idXi
é absolutamente q-somante. Logo, pela Proposição

2.1.3 temos

πp,q(idXi
) ≤ πq(idXi

)
q

p . (2.5)

Portanto, para cada i = 1, · · · ,m, obtemos

(

n
∑

ki=1

∥

∥

∥
x
(i)
ki

∥

∥

∥

p

) 1
p

≤ πp,q(idXi
)
∥

∥(xki)
n
ki=1

∥

∥

w,q

(2.5)

≤ πq(idXi
)
q

p

∥

∥(xki)
n
ki=1

∥

∥

w,q

e, se q ≥ 2, temos

14
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(

n
∑

ki=1

∥

∥

∥x
(i)
ki

∥

∥

∥

p

) 1
p

≤
(

n
1
2

)
q

p
∥

∥(xki)
n
ki=1

∥

∥

w,q
= n

q

2p

∥

∥(xki)
n
ki=1

∥

∥

w,q
.

Logo

ηm−mult
(p,q) (E1, · · · , Em;F ) ≤ mq

2p
.

Analogamente, quando 1 ≤ q ≤ 2 conclúımos que

(

n
∑

k1,··· ,km=1

∥

∥

∥
T
(

x
(1)
k1
, · · · , x(m)

km

)∥

∥

∥

p

) 1
p

= ‖T‖nm
p

m
∏

i=1

∥

∥

∥

∥

(

x
(i)
ki

)n

ki=1

∥

∥

∥

∥

w,q

e

ηm−mult
(p,q) (E1, · · · , Em;F ) ≤ m

p
.

�

A noção de operadores múltiplo (p, q)−somantes não se aplica quando p < q, pois neste

caso apenas o operador nulo pode ser múltiplo (p, q)−somante. No entanto, nesse contexto,

é de particular interesse investigar o caso em que p < q, já que neste caso sabemos que o

ı́ndice é sempre diferente de zero.

Proposição 2.1.6 Sejam 0 < p < q <∞ e E1, · · · , Em, F espaços de Banach. Então

ηm−mult
(p,q) (E1, · · · , Em;F ) ≤ m

p
se 0 < q ≤ 2;

ηm−mult
(p,q) (E1, · · · , Em;F ) ≤ (qp− 2p+ 2q)m

2qp
se q ≥ 2.

Demonstração: Note que

(

n
∑

k1,··· ,km=1

∥

∥

∥
T
(

x
(1)
k1
, · · · , x(m)

km

)∥

∥

∥

p

) 1
p

≤ ‖T‖
(

n
∑

k1=1

∥

∥

∥
x
(1)
k1

∥

∥

∥

p

) 1
p

· · ·
(

n
∑

km=1

∥

∥

∥
x
(m)
km

∥

∥

∥

p

) 1
p

.

Para todo i = 1, · · · ,m, da desigualdade de Hölder temos
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(

n
∑

ki=1

∥

∥

∥x
(i)
ki

∥

∥

∥

p

) 1
p

≤
(

n
∑

ki=1

∥

∥

∥x
(i)
ki

∥

∥

∥

q

) 1
q
(

n
∑

km=1

|1|
pq

q−p

)
q−p

pq

≤
(

n
∑

ki=1

∥

∥

∥
x
(i)
ki

∥

∥

∥

q

) 1
q

n
q−p

qp .

Assim, para q ≥ 2, temos

(

n
∑

k1,··· ,km=1

∥

∥

∥
T
(

x
(1)
k1
, · · · , x(m)

km

)∥

∥

∥

p

) 1
p

(2.3)

≤ ‖T‖
(

n
1
2

∥

∥

∥

∥

(

x
(1)
k1

)n

k1=1

∥

∥

∥

∥

w,q

n
q−p

qp

)

· · ·
(

n
1
2

∥

∥

∥

∥

(

x
(m)
km

)n

km=1

∥

∥

∥

∥

w,q

n
q−p

qp

)

= ‖T‖n
(qp−2p+2q)m

2qp

m
∏

i=1

∥

∥

∥

∥

(

x
(i)
ki

)n

ki=1

∥

∥

∥

∥

w,q

e, se 0 < q ≤ 2, obtemos

(

n
∑

k1,··· ,km=1

∥

∥

∥
T
(

x
(1)
k1
, · · · , x(m)

km

)∥

∥

∥

p

) 1
p

(2.3)

≤ ‖T‖
(

n
1
q

∥

∥

∥

∥

(

x
(1)
k1

)n

k1=1

∥

∥

∥

∥

w,q

n
q−p

qp

)

· · ·
(

n
1
q

∥

∥

∥

∥

(

x
(m)
km

)n

km=1

∥

∥

∥

∥

w,q

n
q−p

qp

)

= ‖T‖nm
p

m
∏

i=1

∥

∥

∥

∥

(

x
(i)
ki

)n

ki=1

∥

∥

∥

∥

w,q

.

�

Note que o m−ı́ndice polinomial de (p, q)−somabilidade pode ser estimado usando

as estimativas para m−ı́ndice multilinear de (p, q)−somabilidade, nosso próximo resultado

melhora essas estimativas.
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Proposição 2.1.7 Sejam E,F espaços de Banach, m um número natural, q > 0 e p < q

m
.

Então

ηm−pol
(p,q) (E;F ) ≤ 1

p
se 0 < q ≤ 2;

ηm−pol
(p,q) (E;F ) ≤ 1

p
+
m(q − 2)

2q
se q ≥ 2.

Demonstração: Para qualquer P ∈ P (mE;F ) , pela desigualdade de Hölder temos

(

n
∑

k=1

‖P (xk)‖p
) 1

p

≤ ‖P‖
(

n
∑

k=1

‖xk‖mp
) 1

p

≤ ‖P‖





(

n
∑

k=1

(‖xk‖mp)
q

mp

)
mp

q
(

n
∑

k=1

|1|(
q

mp)
∗

) 1

( q
mp)

∗





1
p

= ‖P‖
(

n
∑

k=1

‖xk‖q
)m

q

n
q−mp

qp .

Assim, para 0 < q ≤ 2, temos

(

n
∑

k=1

‖P (xk)‖p
) 1

p

≤ ‖P‖nm
q n

q−mp

qp ‖(xk)
n
k=1‖mw,q

= ‖P‖n 1
p ‖(xk)

n
k=1‖mw,q ,

e

ηm−pol
(p,q) (E;F ) ≤ 1

p
.

Para q ≥ 2 obtemos

(

n
∑

k=1

‖P (xk)‖p
) 1

p

≤ ‖P‖nm
2 n

q−mp

qp ‖(xk)
n
k=1‖mw,q

= ‖P‖n
mpq+2q−2pm

2pq ‖(xk)
n
k=1‖mw,q
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e portanto

ηm−pol
(p,q) (E;F ) ≤ 1

p
+
m(q − 2)

2q
.

�

2.2 Operadores Lineares (p, q)− s− somantes

Sejam 1 ≤ p, q < ∞ e E,F espaços de Banach. Considere os operadores lineares

cont́ınuos u : E −→ F que satisfazem, para cada n ∈ N, e para quaisquer x1, · · · , xn ∈ E

(

n
∑

k=1

‖u(xk)‖p
) 1

p

≤ Cns sup
ϕ∈BE′

(

n
∑

k=1

|ϕ(xk)|q
) 1

q

(2.6)

onde s ≥ 0 é fixo e C constante.

Denotaremos por Πs
p,q(E;F ) o conjunto formado por tais operadores.

Veja que Πs
p,q(E;F ) é um subespaço vetorial de L(E;F ). De fato, sejam u, v ∈ Πs

p,q e

λ ∈ K, temos
(

n
∑

k=1

‖u(xk)‖p
) 1

p

≤ C1n
s sup
ϕ∈BE′

(

n
∑

k=1

|ϕ(xk)|q
) 1

q

e
(

n
∑

k=1

‖v(xk)‖p
) 1

p

≤ C2n
s sup
ϕ∈BE′

(

n
∑

k=1

|ϕ(xk)|q
) 1

q

.

Agora, pela desigualdade triangular e pela desigualdade de Minkowski,
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(

n
∑

k=1

‖(u+ λv)(xk)‖p
) 1

p

≤
(

n
∑

k=1

(‖u(xk)‖ + ‖λv(xk)‖)p

) 1
p

≤
(

n
∑

k=1

‖u(xk)‖p
) 1

p

+ |λ|
(

n
∑

k=1

‖v(xk)‖p
) 1

p

≤ (C1 + |λ|C2)n
s sup
ϕ∈BE′

(

n
∑

k=1

|ϕ(xk)|q
) 1

q

.

Logo u+ λv ∈ Πs
p,q(E;F ).

Observe que, se u ∈ Π0
p,q(E;F ), então

(

n
∑

k=1

‖u(xk)‖p
) 1

p

≤ C sup
ϕ∈BE′

(

n
∑

k=1

|ϕ(xk)|q
) 1

q

assim u será um operador absolutamente (p, q)−somante, e mais, desde que ns ≥
1, para todo s ≥ 0 e para todo n ∈ N, temos

(

n
∑

k=1

‖u(xk)‖p
) 1

p

≤ Cns sup
ϕ∈BE′

(

n
∑

k=1

|ϕ(xk)|q
) 1

q

e portanto u ∈ Πs
p,q(E;F ), para todo s.

Proposição 2.2.1 O ı́nfimo dos C que verificam a desigualdade (2.6), define uma norma

em Πs
p,q(E;F ), que denotaremos por πsp,q(u). E ainda ‖u‖ ≤ πsp,q(u) ≤ πp,q(u).

Demonstração: Primeiramente, note que

πsp,q(u) ≥ 0, para todo u ∈ Πs
p,q(E;F ).

Além disso, para n = 1, se πsp,q(u) = 0, então ‖u(x)‖ = 0, para todo x ∈ E. Assim, u = 0, e

πsp,q(u) = 0 se, e somente se, u = 0.
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Agora, para qualquer λ ∈ K temos

(

n
∑

k=1

‖λu(xk)‖p
) 1

p

= |λ|
(

n
∑

k=1

‖u(xk)‖p
) 1

p

≤ |λ|πsp,q(u)ns sup
ϕ∈BE′

(

n
∑

k=1

|ϕ(xk)|q
) 1

q

,

como πsp,q(λu) é o ı́nfimo que satisfaz a desigualdade temos

πsp,q(λu) ≤ |λ|πsp,q(u). (2.7)

Por outro lado,

(

n
∑

k=1

‖λu(xk)‖p
) 1

p

≤ πsp,q(λu)ns sup
ϕ∈BE′

(

n
∑

k=1

|ϕ(xk)|q
) 1

q

⇒ |λ|
(

n
∑

k=1

‖u(xk)‖p
) 1

p

≤ πsp,q(λu)ns sup
ϕ∈BE′

(

n
∑

k=1

|ϕ(xk)|q
) 1

q

⇒
(

n
∑

k=1

‖u(xk)‖p
) 1

p

≤ πsp,q(λu)

|λ| ns sup
ϕ∈BE′

(

n
∑

k=1

|ϕ(xk)|q
) 1

q

⇒ πsp,q(u) ≤ πsp,q(λu)

|λ| ,

assim

|λ|πsp,q(u) ≤ πsp,q(λu). (2.8)

Então, de (2.7) e (2.8) temos

πsp,q(λu) = |λ|πsp,q(u).

Novamente, sejam u, v ∈ Πs
p,q(E;F ) então

(

n
∑

k=1

‖u(xk)‖p
) 1

p

≤ πsp,q(u)ns sup
ϕ∈BE′

(

n
∑

k=1

|ϕ(xk)|q
) 1

q

,
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(

n
∑

k=1

‖v(xk)‖p
) 1

p

≤ πsp,q(v)ns sup
ϕ∈BE′

(

n
∑

k=1

|ϕ(xk)|q
) 1

q

,

Logo, usando desigualdade triangular e Minkowski

(

n
∑

k=1

‖(u+ v)(xk)‖p
) 1

p

≤
(

n
∑

k=1

(‖u(xk)‖)p

) 1
p

+

(

n
∑

k=1

(‖v(xk)‖)p

) 1
p

≤ (πsp,q(u) + πsp,q(v))ns sup
ϕ∈BE′

(

n
∑

k=1

|ϕ(xk)|q
) 1

q

,

assim

πsp,q(u+ v) ≤ πsp,q(u) + πsp,q(v).

Portanto πsp,q(·) é uma norma para Πs
p,q(E;F ). Por último para mostrar a desigualdade das

normas é suficiente tomar n = 1 e um x ∈ E qualquer. Dáı, usando o corolário do Teorema

de Hahn-Banach

‖u(x)‖ ≤ πsp,q(u)‖x‖.

Como

‖u‖ = inf{c ; ‖u(x)‖ ≤ c‖x‖},

‖u‖ ≤ πsp,q(u).

A última desigualdade decorre da observação anterior.

�

Denotaremos de por Πs
p,q a subclasse de todos os operadores lineares entre espaços de

Banach que são absolutamente (p, q) − s−somantes.

Teorema 2.2.2 Se 1 ≤ q ≤ p < ∞, então
(

Πs
p,q, π

s
p,q

)

é um ideal normado de operadores

lineares.

Demonstração: Sejam E,F espaços de Banach. Já mostramos que Πs
p,q(E;F ) é

um subespaço de L(E;F ). Além disso, sabemos que Π0
p,q(E;F ) ⊆ Πs

p,q(E;F ) e de [9,

21
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Teorema 3.1.6] Πs
p,q contém os operadores de posto finito. Agora sejam u ∈ L(E;F ), v ∈

Πs
p,q(F ;G) e t ∈ L(G;H), para x1, · · · , xk ∈ E temos

(

n
∑

k=1

‖t ◦ v ◦ u(xk)‖p
) 1

p

≤
(

n
∑

k=1

‖t‖p‖(v ◦ u)(xk)‖p
) 1

p

= ‖t‖
(

n
∑

k=1

‖(v ◦ u)(xk)‖p
) 1

p

≤ ‖t‖πsp,q(v)ns sup
ϕ∈BF ′

(

n
∑

k=1

|ϕ(u(xk))|q
) 1

q

≤ ‖t‖πsp,q(v)ns sup
ϕ∈BF ′

(

n
∑

k=1

‖u‖q|ϕ(u(xk))|q
‖u‖q

) 1
q

.

Como ‖ϕu‖ ≤ ‖ϕ‖‖u‖ ≤ ‖u‖, temos

(

n
∑

k=1

‖t ◦ v ◦ u(xk)‖p
) 1

p

≤ ‖t‖πsp,q(v)‖u‖ns sup
ψ∈BE′

(

n
∑

k=1

|ψ(xk)|q
) 1

q

.

Logo,

t ◦ v ◦ u ∈ Πs
p,q(E,H)

e mais

πsp,q(t ◦ v ◦ u) ≤ ‖t‖πsp,q(v)‖u‖.

Resta calcular a norma da identidade. Já sabemos que 1 = ‖id‖ ≤ πsp,q(id). Sejam

x1, · · · , xn ∈ K. Então

(

n
∑

k=1

‖id(xk)‖p
) 1

p

≤
(

n
∑

k=1

‖id(xk)‖q
) 1

q

=

(

n
∑

k=1

|xk|q
) 1

q

≤ ns sup
ϕ∈B

K′

(

n
∑

k=1

|ϕ(xk)|q
) 1

q

.

Assim πsp,q(id) = 1. �

Proposição 2.2.3 Se 1 ≤ q ≤ p <∞, então
(

Πs
p,q, π

s
p,q

)

é um ideal de Banach. Mais ainda,

é um ideal injetivo.

Demonstração: Seja (un)∞n=1 uma sequência de Cauchy em
(

Πs
p,q(E;F ), πsp,q(·)

)

. Como
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‖ · ‖ ≤ πsp,q(·), temos (un)∞n=1 é de Cauchy em L(E;F ) que é Banach, logo (un)∞n=1 converge

para um u ∈ L(E;F ). Vamos mostrar que u ∈ Πs
p,q(E;F ).

Dado ǫ > 0, existe m0 ∈ N tal que para todo m1,m2 ≥ m0,

πsp,q(um1 − um2) ≤ ǫ.

Logo
(

n
∑

k=1

‖um1(xk) − um2(xk)‖p
) 1

p

≤ ǫns‖ (xk)
n

k=1 ‖w,q.

Fazendo m2 → ∞, como o segundo lado da desigualdade não depende de m2, temos

lim
m2→∞

(

n
∑

k=1

‖um1(xk) − um2(xk)‖p
) 1

p

≤ ǫns‖ (xk)
n

k=1 ‖w,q.

Dáı
(

n
∑

k=1

‖um1(xk) − u(xk)‖p
) 1

p

≤ ǫns‖ (xk)
n

k=1 ‖w,q.

Assim u1 − u ∈ Πs
p,q(E;F ) e como Πs

p,q(E;F ) é um subespaço vetorial de L(E;F ), u é

(p, q) − s−somante, e portanto
(

Πs
p,q, π

s
p,q

)

é um ideal de Banach.

Agora vamos mostrar que
(

Πs
p,q, π

s
p,q

)

é injetivo. Sejam u ∈ Πs
p,q(E;F ) e v ∈ L(F ;G)

um isomorfismo isométrico sobre a imagem. Então

(

n
∑

k=1

‖u(xk)‖p
) 1

p

=

(

n
∑

k=1

‖v(u(xk))‖p
) 1

p

≤ πsp,q(v ◦ u)ns‖ (xk)
n

k=1 ‖w,q

e
(

n
∑

k=1

‖v(u(xk))‖p
) 1

p

=

(

n
∑

k=1

‖u(xk)‖p
) 1

p

≤ πsp,q(u)ns‖ (xk)
n

k=1 ‖w,q.

Dáı segue que πsp,q(u) ≤ πsp,q(v ◦ u) ≤ πsp,q(u). �

Teorema 2.2.4 (Teorema da Inclusão) Suponha que 1 ≤ qj ≤ pj < ∞ (j = 1, 2)
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satisfazem

q1 ≤ q2, p1 ≤ p2 e
1

q1
− 1

p1
≤ 1

q2
− 1

p2
. (2.9)

Então

Πs
p1,q1

(E;F ) ⊂ Πs
p2,q2

(E;F )

para quaisquer espaços de Banach E e F . Mais ainda, para u ∈ Πs
p1,p2

(E;F ) temos

πsp2,q2(u) ≤ πsp1,q1(u).

Demonstração: Note que, se q1 = q2 = q, temos

(

n
∑

k=1

‖u(xk)‖p2
) 1

p2

≤
(

n
∑

k=1

‖u(xk)‖p1
) 1

p1

≤ πsp1,q(u)ns‖ (xk)
n

k=1 ‖w,q.

Assim podemos supor que q1 < q2, neste caso temos também que p1 < p2 por 2.9, defina

1

q
=

1

q1
− 1

q2
e

1

p
=

1

p1
− 1

p2
.

Sejam u ∈ Πs
p1,q1

(E;F ) e x1, · · · , xn ∈ E. Então, para cada k = 1, · · · , n, defina λk =

‖u(xk)‖
p2
p , dáı

‖u(λkxk)‖p1 = ‖u(‖u(xk)‖
p2
p xk)‖p1 =

(

‖u(xk)‖‖u(xk)‖
p2
p

)p1

= ‖u(xk)‖p2 .

Como u é (p1, q1) − s−somante, então

(

n
∑

k=1

‖u(xk)‖p2
) 1

p1

=

(

n
∑

k=1

‖u(λkxk)‖p1
) 1

p1

≤ πsp1,q1(u)ns sup
ϕ∈BE′

(

n
∑

k=1

λq1k |ϕ(xk)|q1
) 1

q1

.
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Aplicando a desigualdade de Hölder para os conjugados q

q1
e q2
q1

temos

(

n
∑

k=1

‖u(xk)‖p2
) 1

p1

≤ πsp1,q1(u)ns

(

n
∑

k=1

λqk

) 1
q

sup
ϕ∈BE′

(

n
∑

k=1

|ϕ(xk)|q2
) 1

q2

= πsp1,q1(u)ns‖(λk)
n
k=1‖q‖(xk)

n
k=1‖w,q2

≤ πsp1,q1(u)ns‖(λk)
n
k=1‖p‖(xk)

n
k=1‖w,q2

= πsp1,q1(u)ns

(

n
∑

k=1

λpk

) 1
p

‖(xk)
n
k=1‖w,q2

= πsp1,q1(u)ns

(

n
∑

k=1

‖u(xk)‖p2
) 1

p

‖(xk)
n
k=1‖w,q2 .

Segue que
(

n
∑

k=1

‖u(xk)‖p2
) 1

p2

≤ πsp1,q1(u)ns‖(xk)
n
k=1‖w,q2 .

Logo u ∈ Πs
p2,q2

(E;F ) e πsp2,q2(u) ≤ πsp1,q1(u).

�

Proposição 2.2.5 Sejam 0 < q, p <∞. Então, existe um 0 ≤ s <∞, tal que

L(E;F ) = Πs
p,q(E;F ).

Demonstração: Segue imediatamente da Proposição 2.1.5 e da Proposição 2.1.6. �

2.3 Teoria Multilinear

Passando agora ao contexto multilinear temos a seguinte definição:

Definição 2.3.1 Sejam 0 < p, q1, · · · , qm < ∞, s ≥ 0 e E1, · · · , Em, F espaços de Banach.

Uma aplicação T ∈ L(E1, · · · , Em;F ) é múltiplo (p, q1, · · · , qm) − s−somante se existe um

25
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C ≥ 0 tal que

(

n
∑

k1,··· ,km=1

‖T (x
(1)
k1
, · · · , x(m)

km
)‖p
) 1

p

≤ Cns
m
∏

i=1

∥

∥

∥

∥

(

x
(i)
ki

)n

ki=1

∥

∥

∥

∥

w,qi

(2.10)

para todo n ∈ N, todo x
(i)
ki

∈ Ei, com i = 1, · · · ,m.

Denotaremos por Πmult−s
p,q1,···qm

(E1, · · · , Em;F ) o conjunto formado por tais operadores.

Se q1 = · · · = qm = q ou p = q1 = · · · = qm escrevemos Πmult−s
p,q (E1, · · · , Em;F ) ou

Πmult−s
p (E1, · · · , Em;F ), respectivamente. E caso E1 = · · · = Em, nossa notação será

Πmult−s
p,q (mE;F ).

Veja que Πmult−s
p,q1,··· ,qm

(E1, · · · , Em;F ) é um subespaço vetorial de L(E1, · · · , Em;F ). De

fato, sejam u, v ∈ Πmult−s
p,q1,··· ,qm

e λ ∈ K, temos

(

n
∑

k1,··· ,km=1

‖u(x
(1)
k1
, · · · , x(m)

km
)‖p
) 1

p

≤ C1n
s

m
∏

i=1

∥

∥

∥

∥

(

x
(i)
ki

)n

ki=1

∥

∥

∥

∥

w,qi

e
(

n
∑

k1,··· ,km=1

‖v(x
(1)
k1
, · · · , x(m)

km
)‖p
) 1

p

≤ C2n
s

m
∏

i=1

∥

∥

∥

∥

(

x
(i)
ki

)n

ki=1

∥

∥

∥

∥

w,qi

.

Agora, pela desigualdade triangular e a desigualdade de Minkowski,

(

n
∑

k1,··· ,km=1

‖(u+ λv)(x
(1)
k1
, · · · , x(m)

km
)‖p
) 1

p

≤
(

n
∑

k1,··· ,km=1

(‖u(x
(1)
k1
, · · · , x(m)

km
)‖ + ‖λv(x

(1)
k1
, · · · , x(m)

km
)‖)p

) 1
p

≤
(

n
∑

k1,··· ,km=1

‖u(x
(1)
k1
, · · · , x(m)

km
)‖p
) 1

p

+ |λ|
(

n
∑

k1,··· ,km=1

‖v(x
(1)
k1
, · · · , x(m)

km
)‖p
) 1

p

≤ (C1 + |λ|C2)n
s

m
∏

i=1

‖
(

x
(i)
ki

)n

ki=1
‖w,qi .
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Logo u+ λv ∈ Πmult−s
p,q1,··· ,qm

(E1, · · · , Em;F ).

Observe que, se u ∈ Πmult−0
p,q1,··· ,qm

(E1, · · · , Em;F ), então

(

n
∑

k1,··· ,km=1

‖u(x
(1)
k1
, · · · , x(m)

km
)‖p
) 1

p

≤ C

m
∏

i=1

∥

∥

∥

∥

(

x
(i)
ki

)n

ki=1

∥

∥

∥

∥

w,qi

assim u será um operador múltiplo (p, q1, · · · , qm)−somante, e mais, desde que ns ≥
1, para todo s ≥ 0 e para todo n ∈ N, temos

(

n
∑

k1,··· ,km=1

‖u(x
(1)
k1
, · · · , x(m)

km
)‖p
) 1

p

≤ Cns
m
∏

i=1

∥

∥

∥

∥

(

x
(i)
ki

)n

ki=1

∥

∥

∥

∥

w,qi

portanto u ∈ Πmult−s
p,q1,··· ,qm

(E1, · · · , Em;F ), para todo s. Assim Πmult
p,q1,··· ,qm

(E1, · · · , Em;F ) ⊆
Πmult−s
p,q1,··· ,qm

(E1, · · · , Em;F ) para todo s ≥ 0.

Proposição 2.3.2 O ı́nfimo dos C que verificam a desigualdade (2.10), define uma

norma em Πs
p,q1,···qm

(E1, · · · , Em;F ), que denotaremos por πmult−sp,q1,··· ,qm
(u). E ainda ‖u‖ ≤

πmult−sp,q1,··· ,qm
(u) ≤ πmultp,q1,··· ,qm

(u).

Demonstração: Primeiramente, note que πsp,q1,··· ,qm(u) ≥ 0, para todo

u ∈ Πs
p,q1,··· ,qm

(E1, · · · , Em;F ).

Além disso, se πsp,q1,··· ,qm(u) = 0, tomando n = 1, temos, para todos (x1, · · · , xm) ∈
E1 × · · · × Em, ‖u(x1, · · · , xm)‖ = 0, assim u = 0, logo πsp,q1,··· ,qm(u) = 0 se, e somente

se, u = 0.
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Agora, para qualquer λ ∈ K temos

(

n
∑

k1,··· ,km=1

‖λu(x
(1)
k1
, · · · , x(m)

km
)‖p
) 1

p

=

(

n
∑

k1,··· ,km=1

‖u(x
(1)
k1
, · · · , λx(m)

km
)‖p
) 1

p

≤πmult−sp,q1,··· ,qm
(u)ns

(

m−1
∏

i=1

∥

∥

∥

∥

(

x
(i)
ki

)n

ki=1

∥

∥

∥

∥

w,qi

)

∥

∥

∥

∥

(

λx
(i)
km

)n

km=1

∥

∥

∥

∥

w,qm

≤πmult−sp,q1,··· ,qm
(u)|λ|ns

m
∏

i=1

∥

∥

∥

∥

(

x
(i)
ki

)n

ki=1

∥

∥

∥

∥

w,qi

Uma vez que πmult−sp,q1,··· ,qm
(λu) é o ı́nfimo temos

πmult−sp,q1,··· ,qm
(λu) ≤ |λ|πmult−sp,q1,··· ,qm

(u). (2.11)

Por outro lado, de

|λ|
(

n
∑

k1,··· ,km=1

‖u(x
(1)
k1
, · · · , x(m)

km
)‖p
) 1

p

=

(

n
∑

k1,··· ,km=1

‖λu(x
(1)
km
, · · · , x(m)

km
)‖p
) 1

p

≤ πmult−sp,q1,··· ,qm
(λu)ns

m
∏

i=1

∥

∥

∥

∥

(

x
(i)
ki

)n

ki=1

∥

∥

∥

∥

w,qi

temos

(

n
∑

k1,··· ,km=1

‖u(x
(1)
k1
, · · · , x(m)

km
)‖p
) 1

p

≤ πmult−sp,q1,··· ,qm
(λu)

|λ| ns
m
∏

i=1

∥

∥

∥

∥

(

x
(i)
ki

)n

ki=1

∥

∥

∥

∥

w,qi

e assim

πmult−sp,q1,··· ,qm
(u) ≤ πmult−sp,q1,··· ,qm

(λu)

|λ|

|λ|πmult−sp,q1,··· ,qm
(u) ≤ πmult−sp,q1,··· ,qm

(λu) (2.12)

De (2.11) e (2.12) temos

πmult−sp,q1,··· ,qm
(λu) = |λ|πmult−sp,q1,··· ,qm

(u).
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Sejam u, v ∈ Πmult−s
p,q1,··· ,qm

(E1, · · · , Em;F ), então

(

n
∑

k1,··· ,km=1

‖u(x
(1)
k1
, · · · , x(m)

km
)‖p
) 1

p

≤ C1n
s

m
∏

i=1

∥

∥

∥

∥

(

x
(i)
ki

)n

ki=1

∥

∥

∥

∥

w,qi

e
(

n
∑

k1,··· ,km=1

‖v(x
(1)
k1
, · · · , x(m)

km
)‖p
) 1

p

≤ C2n
s

m
∏

i=1

∥

∥

∥

∥

(

x
(i)
ki

)n

ki=1

∥

∥

∥

∥

w,qi

.

Assim, pela desigualdade triangular e por Minkowski

(

n
∑

k1,··· ,km=1

‖(u+ v)(x
(1)
k1
, · · · , x(m)

km
)‖p
) 1

p

≤
(

n
∑

k1,··· ,km=1

(‖u(x
(1)
k1
, · · · , x(m)

km
)‖ + ‖v(x

(1)
k1
, · · · , x(m)

km
)‖)p

) 1
p

≤
(

n
∑

k1,··· ,km=1

‖u(x
(1)
k1
, · · · , x(m)

km
)‖p
) 1

p

+

(

n
∑

k1,··· ,km=1

‖v(x
(1)
k1
, · · · , x(m)

km
)‖p
) 1

p

≤ (πmult−sp,q1,··· ,qm
(u) + πmult−sp,q1,··· ,qm

(v))nmult−s
m
∏

i=1

∥

∥

∥

∥

(

x
(i)
ki

)n

ki=1

∥

∥

∥

∥

w,qi

.

Dáı

πmult−sp,q1,··· ,qm
(u+ v) ≤ πmult−sp,q1,··· ,qm

(u) + πmult−sp,q1,··· ,qm
(v).

E portanto πmult−sp,q1,··· ,qm
(·) é uma norma para Πmult−s

p,q1,··· ,qm
(E1, · · · , Em;F ).

Por último, dada u ∈ Πmult−s
p,q1,··· ,qm

(E1, · · · , Em;F ), tome n = 1, então, para quaisquer

(x1, · · · , xm) ∈ E1 × · · · × Em temos

‖u(x1, · · · , xm)‖ ≤ πmult−sp,q1,··· ,qm
(u)

m
∏

i=1

‖xi‖w,qi .
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Por outro lado, para cada i = {1, · · · ,m}, por Hahn-Banach,

sup
ϕ∈BE′

i

|ϕ(xi)| = ‖xi‖Ei

então

‖u(x1, · · · , xm)‖ ≤ πmult−sp,q1,··· ,qm
(u)

m
∏

i=1

‖xi‖Ei
.

E, desde que,

‖u‖ = inf{C : ‖u(x1, · · · , xm) ≤ C‖x1‖ · · · · · ‖xm‖}

temos

‖u‖ ≤ πmult−sp,q1,··· ,qm
(u). (2.13)

A última desigualdade segue imediatamente da observação anterior.

�

Proposição 2.3.3 Se 0 < qi, p < ∞, para todo i = 1, · · · ,m, então
(

Πmult−s
p,q1,··· ,qm

, πmult−sp,q1,··· ,qm

)

é um ideal de Banach.

Demonstração: Seja (un)∞n=1 uma sequência de Cauchy em

(

Πmult−s
p,q1,··· ,qm

(E1, · · · , Em;F ), πsp,q1,··· ,qm(·)
)

.

Como ‖ · ‖ ≤ πmult−sp,q1,··· ,qm
(·), temos (un)∞n=1 é de Cauchy em L(E1, · · · , Em;F ) que é

Banach, logo (un)∞n=1 converge para um u ∈ L(E1, · · · , Em;F ). Vamos mostrar que u ∈
Πmult−s
p,q1,··· ,qm

(E1, · · · , Em;F ).

Dado ǫ > 0, existe m0 ∈ N tal que para todo m1,m2 ≥ m0,

πmult−sp,q1,··· ,qm
(um1 − um2) ≤ ǫ.
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Logo

(

n
∑

k1,··· ,km=1

‖um1(x
(1)
k1
, · · · , x(m)

km
) − um2(x

(1)
k1
, · · · , x(m)

km
)‖p
) 1

p

≤ ǫns
m
∏

i=1

‖
(

x
(i)
ki

)n

ki=1
‖w,qi .

Fazendo m2 → ∞, já que segundo lado da desigualdade não depende de m2, temos

lim
m2→∞

(

n
∑

k1,··· ,km=1

‖um1(x
(1)
k1
, · · · , x(m)

km
) − um2(x

(1)
k1
, · · · , x(m)

km
)‖p
) 1

p

≤ ǫns
m
∏

i=1

‖
(

x
(i)
ki

)n

ki=1
‖w,qi .

Dáı

(

n
∑

k1,··· ,km=1

‖um1(x
(1)
k1
, · · · , x(m)

km
) − u(x

(1)
k1
, · · · , x(m)

km
)‖p
) 1

p

≤ ǫns
m
∏

i=1

‖
(

x
(i)
ki

)n

ki=1
‖w,qi .

Assim u1 − u ∈ Πmult−s
p,q1,··· ,qm

(E1, · · · , Em;F ) e como Πmult−s
p,q1,··· ,qm

(E1, · · · , Em;F ) é um subespaço

vetorial de L(E1, · · · , Em;F ), u é múltiplo (p, q1, · · · , qm) − s−somante, e portanto
(

Πmult−s
p,q1,··· ,qm

, πmult−sp,q1,··· ,qm

)

é um espaço de Banach.

�

Proposição 2.3.4 Sejam 0 < q, p <∞. Então existe 0 ≤ s <∞, tal que

L(E1, · · · , Em;K) = Πmult−s
p,q (E1, · · · , Em;K).

Demonstração: Segue das Proposições 2.1.5 e 2.1.6. �

2.4 Lineabilidade

Vamos agora apresentar um pequeno resultado dentro da Teoria de Lineabilidade. Esta

teoria tem ińıcio em 1967 com o trabalho de Gurariy, Subspaces and bases in spaces of

continuous functions, veja [27]. Desde então a busca de estruturas lineares dentro de certos
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Caṕıtulo 2 Índice de Somabilidade

subconjutos de espaços vetoriais, tem ganhado espaço na pesquisa. (Para referências sobre

o assunto, veja [6] e suas referências.)

Iniciamos a investigação do seguinte problema:

O conjunto L (E1, · · · , Em;F ) \Πmult
(p,q) (E1, · · · , Em;F ) é lineável?

Esse problema foi abordado no caso linear em [14], onde os autores obtêm algumas soluções

parciais para a questão. Vamos estudar uma questão ligeiramente diferente, mas útil a essa

solução, uma vez que é mais forte.

O conjunto Πmult−s
(p,q) (E1, · · · , Em;F ) \Πmult

(p,q) (E1, · · · , Em;F ) é lineável?

A proposição seguinte, cuja demonstração seguiu as linhas de [39] lança uma primeira

luz sobre a resposta.

Antes de começarmos vamos relembrar alguns conceitos.

Definição 2.4.1 Seja X um espaço vetorial topológico, M um subconjunto de X e µ um

número cardinal. Dizemos que M é µ−lineável se M ∪ {0} contém um espaço vetorial de

dimensão µ.

Chamamos de cardinalidade do cont́ınuo a cardinalidade do conjunto R e denotamos

por c.

Proposição 2.4.2 Sejam E1, · · · , Em espaços de Banach, s > 0 e p, q ∈ [1,+∞] . Então

Πmult−s
(p,q) (E1, · · · , Em; ℓ∞) \Πmult

(p,q) (E1, · · · , Em; ℓ∞)

é vazio ou c−lineável.

Demonstração: Veja que se ηm−mult
(p,q) (E1, · · · , Em; ℓ∞) = 0 então

Πmult−s
(p,q) (E1, · · · , Em; ℓ∞) \Πmult

(p,q) (E1, · · · , Em; ℓ∞) = ∅.
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Caso contrário, seja T ∈ Πmult−s
(p,q) (E1, · · · , Em; ℓ∞) \Πmult

(p,q) (E1, · · · , Em; ℓ∞) , veja que T /∈
Πmult

(p,q) (E1, · · · , Em; ℓ∞) , significa que existem
(

x
(i)
ki

)∞

ki=1
∈ ℓwq (Ei) , com i = 1, · · · ,m, tais

que
(

T
(

x
(1)
k1
, · · · , x(m)

km

))∞

k1,··· ,km=1
/∈ ℓp (Nm; ℓ∞) ,

isto é,
∞
∑

k1,··· ,km=1

∥

∥

∥T
(

x
(1)
k1
, · · · , x(m)

km

)∥

∥

∥

p

= ∞. (2.14)

Vamos escrever N como uma união enumerável de conjuntos disjuntos enumeráveis,

ou seja, N =
⋃∞
k=1Ak, onde, para inteiro positivo k, temos Ak =

{

a
(k)
1 , a

(k)
2 , · · ·

}

. Defina

ℓ
(k)
∞ := {x ∈ ℓ∞ : xj = 0, se j /∈ Ak} . Para cada inteiro positivo defina

Tk : E1 × · · · × Em → ℓ(k)∞ ,

dado por, (Tk (z1, · · · , zm))
a
(k)
j

= (T (z1, · · · , zm))j , para todo inteiro positivo j. Considere

ainda a inclusão canônica ιk : ℓ
(k)
∞ → ℓ∞, e seja

vk = ιk ◦ Tk : E1 × · · · × Em → ℓ∞,

note que, para todo inteiro positivo k e para todo zi ∈ Ei, i = 1, · · · ,m,

‖vk (z1, · · · , zm)‖ = ‖Tk (z1, · · · , zm)‖ = ‖T (z1, · · · , zm)‖ .

Assim, para todo inteiro positivo k, temos

∞
∑

k1,··· ,km=1

∥

∥

∥
vk

(

x
(1)
k1
, · · · , x(m)

km

)∥

∥

∥

p

=
∞
∑

k1,··· ,km=1

∥

∥

∥
T
(

x
(1)
k1
, · · · , x(m)

km

)∥

∥

∥

p

= ∞.
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Além disso,

(

n
∑

k1,··· ,km=1

‖vk(z(1)k1
, · · · , z(m)

km
)‖p
) 1

p

=

(

n
∑

k1,··· ,km=1

‖T (z
(1)
k1
, · · · , z(m)

km
)‖p
) 1

p

≤ Cns
m
∏

i=1

‖
(

z
(i)
ki

)n

ki=1
‖w,q

para todo n ∈ N, todo z
(i)
ki

∈ Ei, com i = 1, · · · ,m e ki = 1, · · · , n. Portanto

vk ∈ Πmult−s
(p,q) (E1, · · · , Em; ℓ∞) \Πmult

(p,q) (E1, · · · , Em; ℓ∞) ,

para todo inteiro positivo k. E mais, os operadores vk tem suporte disjunto, portanto

{v1, v2, · · · } são linearmente independentes. Vamos agora considerar o operador

S : ℓ1 → Πmult−s
(p,q) (E1, · · · , Em; ℓ∞)

dado por S ((ak)
∞
k=1) =

∞
∑

k=1

akvk. Veja que S está bem definido, de fato, dado (ak)
∞
k=1 ∈ ℓ1

(

n
∑

k1,··· ,km=1

∥

∥

∥

∥

∥

∞
∑

k=1

akvk

(

x
(1)
k1
, · · · , x(m)

km

)

∥

∥

∥

∥

∥

p) 1
p

≤
(

n
∑

k1,··· ,km=1

∞
∑

k=1

|ak|p
∥

∥

∥
vk

(

x
(1)
k1
, · · · , x(m)

km

)∥

∥

∥

p

) 1
p

=

(

n
∑

k1,··· ,km=1

∞
∑

k=1

|ak|p
∥

∥

∥T
(

x
(1)
k1
, · · · , x(m)

km

)∥

∥

∥

p

) 1
p

=

(

∞
∑

k=1

|ak|p
n
∑

k1,··· ,km=1

∥

∥

∥
T
(

x
(1)
k1
, · · · , x(m)

km

)∥

∥

∥

p

) 1
p

=

(

∞
∑

k=1

|ak|p
) 1

p
(

n
∑

k1,··· ,km=1

∥

∥

∥T
(

x
(1)
k1
, · · · , x(m)

km

)∥

∥

∥

p

) 1
p

≤
(

∞
∑

k=1

|ak|
)

cns
m
∏

i=1

∥

∥

∥

∥

(

x
(i)
ki

)n

ki=1

∥

∥

∥

∥

w,q

.
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Como
∑∞

k=1 |ak| < ∞ temos S ∈ Πmult−s
(p,q) (E1, · · · , Em; ℓ∞) . Veja ainda que S é linear e

injetivo, vamos mostrar que S(ℓ1) satisfaz (2.14). Seja (ak)
∞
k=1 ∈ ℓ1, então

∞
∑

k1,··· ,km=1

∥

∥

∥

∥

∥

∞
∑

k=1

akvk

(

x
(1)
k1
, · · · , x(m)

km

)

∥

∥

∥

∥

∥

p

≥
∞
∑

k1,··· ,km=1

∥

∥

∥
akvk

(

x
(1)
k1
, · · · , x(m)

km

)∥

∥

∥

p

=
∞
∑

k1,··· ,km=1

|ak|p
∥

∥

∥
vk

(

x
(1)
k1
, · · · , x(m)

km

)∥

∥

∥

p

= |ak|p
∞
∑

k1,··· ,km=1

∥

∥

∥vk

(

x
(1)
k1
, · · · , x(m)

km

)∥

∥

∥

p

= |ak|p
∞
∑

k1,··· ,km=1

∥

∥

∥T
(

x
(1)
k1
, · · · , x(m)

km

)∥

∥

∥

p

= ∞.

Portando S(ℓ1) será o espaço vetorial que procurávamos, e assim

Πmult−s
(p,q) (E1, · · · , Em; ℓ∞) \Πmult

(p,q) (E1, · · · , Em; ℓ∞)

será c−lineável. �

Corolário 2.4.3 Sejam E1, · · · , Em espaços de Banach e p, q ∈ (0,+∞] . Então

L (E1, · · · , Em; ℓ∞) \Πmult
(p,q) (E1, · · · , Em; ℓ∞)

é vazio ou c−lineável.

Demonstração: Tome s = ηm−mult
(p,q) (E1, · · · , Em; ℓ∞). �
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Estimativas para o ı́ndice de

somabilidade

Nosso objetivo neste caṕıtulo é buscar estimativas melhores para o ı́ndice de

somabilidade de certos espaços de Banach.

3.1 Estimativas inferiores para o ı́ndice de

somabilidade polinomial

3.1.1 Ferramentas técnicas

Seguindo a linha de encontrar estimativas para a norma absolutamente somante

da identidade enunciamos um resultado publicado por König, Retherford e Tomczac-

Jaegermann em 1980.

Teorema 3.1.1 [29, Corolário 2(a), p.100] Seja idXn
a identidade sobre um espaço

n−dimensional Xn. Para q > 2, temos

(2e)−1n
1
q ≤ πq,2(idXn

).
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Caṕıtulo 3 Índice de Somabilidade

Fixado um n ∈ N, podemos considerar o ı́nfimo que satisfaz (1.2), para qualquer

conjunto de n vetores de E denotaremos por π
(n)
p,q (·) esse ı́nfimo, é fácil ver que o Teorema 1.1.2

continua válido para π
(n)
p,q (·). Em geral, teremos π

(n)
p,q (·) ≤ πp,q(·), no entanto existem trabalhos

que investigam em quais casos é posśıvel obter uma estimativa contrária. Citaremos um

resultado, devido a Szarek, que mostram que a norma (p, q)−somante pode ser aproximada

usando apenas uma quantidade finita de vetores, esse resultado será de extrema importância

no decorrer do nosso trabalho e pode ser encontrado em [51, Proposição 2].

Teorema 3.1.2 Existe uma constante universal C tal que, sempre que u : E → F é um

operador linear entre espaços de Banach de posto finito (digamos rank(u) = n) e q ≥ 2,

então

πq,2(u) ≤ Cπ
(n)
q,2 (u).

Lema 3.1.3 Seja E um espaço de Banach n-dimensional. Se 1 ≤ d ≤ s ≤ 2, então existe

uma constante K > 0 tal que

Kn
2d+s(d−2)

2sd ≤ π
(n)
s,d (idE).

Demonstração: Usando o Teorema da Inclusão 1.1.5 temos

π
(n)

2sd
2d+s(d−2)

,2
(idE) ≤ π

(n)
s,d (idE)

e pelo Teorema 3.1.2 sabemos que existe uma constante C > 0 tal que

1

C
π 2sd

2d+s(d−2)
,2(idE) ≤ π

(n)
2sd

2d+s(d−2)
,2

(idE).

O Teorema 3.1.1 assegura a existência de uma constante A > 0 tal que

An
1

2sd
2d+s(d−2) ≤ π 2sd

2d+s(d−2)
,2(idE).

Portanto

Kn
2d+s(d−2)

2sd ≤ π
(n)
s,d (idE),
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Caṕıtulo 3 Índice de Somabilidade

onde K = A
C

. �

3.1.2 Caso Vetorial

Agora vamos provar um dos nossos resultados principais. Nossos argumentos são

baseados nas ideias de [17, 30]:

Teorema 3.1.4 Sejam E,F espaços de Banach de dimensão infinta e r := cot (F ) .

(a) Para 1 ≤ q ≤ 2 e 0 < p ≤ rq

mr+q
, temos

m

2
≤ ηm−pol

(p,q) (E;F ) .

(b) Para 1 ≤ q ≤ 2 e rq

mr+q
≤ p ≤ 2r

mr+2
, temos

mp+ 2

2p
− mr + q

rq
≤ ηm−pol

(p,q) (E;F ) .

(c) Para 2 ≤ q <∞ e 0 < p ≤ 2r
mr+2

, temos

m

2
≤ ηm−pol

(p,q) (E;F ) .

(d) Para 2 ≤ q <∞ e 2r
mr+2

< p < r, temos

r − p

pr
≤ ηm−pol

(p,q) (E;F ) .

Demonstração: Como F é espaço de dimensão infinita, do Teorema 1.4.1 temos

cot(F ) = sup{2 ≤ s ≤ ∞ : F fatora finitamente a inclusão formal ℓs →֒ ℓ∞},
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e como vimos este supremo é atingido. Então F fatora finitamente a inclusão formal ℓr →֒ ℓ∞,

isto é, existem C1, C2 > 0 tais que para todo n ∈ N, existem y1, · · · , yn ∈ F de forma que

C1

∥

∥

∥
(aj)

n

j=1

∥

∥

∥

∞
≤
∥

∥

∥

∥

∥

n
∑

j=1

ajyj

∥

∥

∥

∥

∥

≤ C2

(

n
∑

j=1

|aj|r
) 1

r

(3.1)

para todo a1, · · · , an ∈ K.

Sejam n ∈ N e x1, · · · , xn ∈ E. Consideramos x∗1, . . . , x
∗
n ∈ BE∗ tais que x∗j(xj) = ‖xj‖ ,

para todo j = 1, . . . , n. Sejam a1, . . . , an escalares tais que
n
∑

j=1

|aj|
r
p = 1 e definimos

Pn : E −→ F , Pn(x) =
n
∑

j=1

|aj|
1
p x∗j(x)myj.

Então, para todo x ∈ E, por (3.1)

‖Pn(x)‖ =

∥

∥

∥

∥

∥

n
∑

j=1

|aj|
1
p x∗j(x)myj

∥

∥

∥

∥

∥

≤ C2

(

n
∑

j=1

∣

∣

∣
|aj|

1
p x∗j(x)m

∣

∣

∣

r

) 1
r

≤ C2

(

n
∑

j=1

|aj|
r
p

) 1
r

‖x‖m = C2 ‖x‖m ,

e, portanto,

‖Pn‖ ≤ C2. (3.2)

Note que para k = 1, . . . , n, de (3.1), temos

‖Pn(xk)‖ =

∥

∥

∥

∥

∥

n
∑

j=1

|aj|
1
p x∗j(xk)

myj

∥

∥

∥

∥

∥

≥ C1

∥

∥

∥

∥

(

|aj|
1
p x∗j(xk)

m
)n

j=1

∥

∥

∥

∥

∞

≥ C1 |ak|
1
p x∗k(xk)

m = C1 |ak|
1
p ‖xk‖m .

(3.3)
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Assim,

(

n
∑

j=1

‖xj‖mp |aj|
) 1

p

=

(

n
∑

j=1

(

‖xj‖m |aj|
1
p

)p

) 1
p

=
1

C1

(

n
∑

j=1

(

C1 ‖xj‖m |aj|
1
p

)p

) 1
p

(3.3)

≤ 1

C1

(

n
∑

j=1

‖Pn(xj)‖p
) 1

p

.

Suponha que existem t ≥ 0 e D > 0 tais que

(

n
∑

j=1

‖Pn (xj)‖p
) 1

p

≤ Dnt ‖Pn‖
∥

∥

∥(xj)
n

j=1

∥

∥

∥

m

w,q
,

assim
(

n
∑

j=1

‖xj‖mp |aj|
) 1

p

≤ D

C1

‖Pn‖nt
∥

∥(xj)
n
j=1

∥

∥

m

w,q
. (3.4)

Como esta última desigualdade acontece sempre que
n
∑

j=1

|aj|
r
p = 1 e p < r, temos

(

n
∑

j=1

‖xj‖mp(
r
p)

∗

) 1

( r
p)

∗

= sup

{∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

j=1

aj ‖xj‖mp
∣

∣

∣

∣

∣

:
n
∑

j=1

|aj|
r
p = 1

}

≤ sup

{

n
∑

j=1

|aj| ‖xj‖mp :
n
∑

j=1

|aj|
r
p = 1

}

(3.4)

≤
(

D

C1

‖Pn‖nt
∥

∥(xj)
n
j=1

∥

∥

m

w,q

)p

(3.2)

≤
(

DC2

C1

nt
∥

∥(xj)
n
j=1

∥

∥

m

w,q

)p
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e, portanto, denotando DC2

C1
:= Q, obtemos

(

n
∑

j=1

‖xj‖mp(
r
p)

∗

) 1

( r
p)

∗

∥

∥(xj)nj=1

∥

∥

mp

w,q

≤ ntpQp.

Portanto
(

n
∑

j=1

‖xj‖mp(
r
p)

∗

) 1

mp( r
p)

∗

∥

∥(xj)nj=1

∥

∥

w,q

≤ n
t
mQ

1
m . (3.5)

Note que (3.5) é válida para qualquer x1, · · · , xn. Logo, para qualquer subespaço n-

dimensional X de E temos

(

n
∑

j=1

‖idX(xj)‖mp(
r
p)

∗

) 1

mp( r
p)

∗

∥

∥(xj)nj=1

∥

∥

w,q

≤ n
t
mQ

1
m , (3.6)

para todo x1, · · · , xn ∈ X.

(a) Como

0 < p ≤ rq

mr + q
,

temos

mp

(

r

p

)∗

≤ q,

e
(

n
∑

j=1

‖idX(xj)‖q
) 1

q

∥

∥(xj)nj=1

∥

∥

w,q

≤ n
t
mQ

1
m .

Logo

π(n)
q (idX) ≤ n

t
mQ

1
m .

Como q ≤ 2, do Teorema 1.1.2 temos
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π
(n)
2 (idX) ≤ n

t
mQ

1
m . (3.7)

Agora, o Teorema 3.1.2 garante que existe uma constante C > 0 tal que

π2(idX) ≤ Cπ
(n)
2 (idX). (3.8)

Usando (3.7), (3.8) e o Teorema 2.1.1 obtemos

1

C
n

1
2 ≤ n

t
mQ

1
m .

Logo

t ≥ m

2
.

Portanto

ηm−pol
(p,q) (E;F ) ≥ m

2
.

(b) Por (3.6), temos

π
(n)

mp( r
p)

∗

,q
(idX) ≤ n

t
mQ

1
m . (3.9)

Como rq

mr+q
≤ p ≤ 2r

mr+2
e mp

(

r
p

)∗

= mpr

r−p
, temos q ≤ mp

(

r
p

)∗

≤ 2. pelo Lema 3.1.3,

existe uma constante K > 0 tal que

Kn

2q+mp( r
p)

∗

(q−2)

2mp( r
p)

∗

q ≤ π
(n)

mp( r
p)

∗

,q
(idX). (3.10)

De (3.9) e (3.10) segue que

Kn

2q+mp( r
p)

∗

(q−2)

2mp( r
p)

∗

q ≤ n
t
mQ

1
m .
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Logo
t

m
≥ mp+ 2

2mp
− mr + q

mrq

e conclúımos que

t ≥ mp+ 2

2p
− mr + q

rq
.

Portanto

ηm−pol
(p,q) (E;F ) ≥ mp+ 2

2p
− mr + q

rq
.

(c) Como q ≥ 2, segue de (3.6) e da inclusão canônica dos espaços ℓwp (X)

(

n
∑

j=1

‖idX(xj)‖mp(
r
p)

∗

) 1

mp( r
p)

∗

∥

∥(xj)nj=1

∥

∥

w,2

≤ n
t
mQ

1
m ,

para todo x1, · · · , xn ∈ X. Mas 2r
mr+2

≥ p implica que mp
(

r
p

)∗

≤ 2, e assim

(

n
∑

j=1

‖idX(xj)‖2
) 1

2

∥

∥(xj)nj=1

∥

∥

w,2

≤ n
t
mQ

1
m .

Portanto

π
(n)
2 (idX) ≤ n

t
mQ

1
m .

Do Teorema 3.1.2 segue que

π2(idX) ≤ Cπ
(n)
2 (idX).

Pelo Teorema 2.1.1, temos
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1

C
n

1
2 =

1

C
π2(idX) ≤ n

t
mQ

1
m ,

e conclúımos que

t ≥ m

2
,

isto é,

ηm−pol
(p,q) (E;F ) ≥ m

2
.

(d) Como q ≥ 2, temos

(

n
∑

j=1

‖idX(xj)‖mp(
r
p)

∗

) 1

mp( r
p)

∗

∥

∥(xj)nj=1

∥

∥

w,2

≤ n
t
mQ

1
m ,

para todo x1, · · · , xn ∈ X. Então

π
(n)

mp( r
p)

∗

,2
(idX) ≤ n

t
mQ

1
m .

Como 2r
mr+2

< p temos mp
(

r
p

)∗

> 2, e pelo Teorema 3.1.2 existe uma constante c, tal que

1

c
π
mp( r

p)
∗

,2
(idX) ≤ n

t
mQ

1
m . (3.11)

Pelo Teorema 3.1.1, existe uma constante A > 0 tal que

A · n
1

mp( r
p)

∗

≤ π
mp( r

p)
∗

,2
(idX),

e, portanto,
A

c
n

r−p

mpr ≤ n
t
mQ

1
m .

Finalmente, obtemos

t ≥ r − p

pr
,
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e

ηm−pol
(p,q) (E;F ) ≥ r − p

pr
.

Concluindo o teorema. �

Vejamos a ilustração do teorema.
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Figura 3.1: Regiões compreendidas pelos itens (a) e (b) do Teorema 3.1.4

Figura 3.2: Regiões compreendidas pelos itens (c) e (d) do Teorema 3.1.4

Como, para 1 ≤ q ≤ 2 temos rq

mr+q
≤ 2r

mr+2
e para 2 ≤ q < ∞ temos 2r

mr+2
≤

rq

mr+q
, precisamos de ilustrações diferentes para essas regiões, mas isso não irá refletir na

continuidade das estimativas, como veremos a seguir.

O teorema acima apresenta estimativas diferentes para regiões fronteiriças, o que nos

leva a perguntar sobre o comportamento dessas estimativas na proximidade dessas fronteiras,

como podemos ver elas apresentam um tipo de continuidade, de fato, quando p = rq

mr+q
, de

(a) temos
m

2
≤ ηm−pol

(p,q) (E;F ).

Por outro lado, considerando p = rq

mr+q
segue de (b) que

mp+ 2

2p
− mr + q

rq
=
m

2
≤ ηm−pol

(p,q) (E;F ).
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Agora, quando p = 2r
mr+2

, por (c) temos

m

2
≤ ηm−pol

(p,q) (E;F ). (3.12)

Dado ǫ > 0 e tomando pǫ = 2r
mr+2

+ ǫ segue por (d) que

r − pǫ
pǫr

≤ ηm−pol
(pǫ,q)

(E;F ). (3.13)

Novamente, existe uma continuidade entre as estimativas inferiores (3.12) e (3.13), já que

fazendo ǫ tender a zero, temos

pǫ →
2r

mr + 2
e

r − pǫ
pǫr

→ m

2
.

O mesmo comportamento se verifica quando q = 2, neste caso rq

mr+q
= 2r

mr+2
, note que aqui

as estimativas de (a) e (c) coincidem.

Na próxima seção veremos algumas aplicações do resultado acima para obtenção de

ı́ndices ótimos.

3.1.3 Caso Escalar

O resultado seguinte tem sua demonstração semelhante ao anterior, no entanto não

podemos comparar os resultados obtidos, já que no teorema anterior F é um espaço de

dimensão infinita e agora F = R e m é par. A prova deste resultado é inspirada por ideais

que podem ser encontradas em [16].

Teorema 3.1.5 Sejam m um inteiro positivo par e E um espaço de Banach real de

dimensão infinita.

(a) Se 1 ≤ q ≤ 2 e 0 < p ≤ q

m+q
, então

m

2
≤ ηm-pol

(p,q) (E;R) .
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(b) Se 1 ≤ q ≤ 2 e q

m+q
≤ p ≤ 2

m+2
, então

mp+ 2

2p
− m+ q

q
≤ ηm-pol

(p,q) (E;R) .

(c) Se 2 ≤ q <∞ e 0 < p ≤ 2
m+2

, então

m

2
≤ ηm-pol

(p,q) (E;R) .

(d) Se 2 ≤ q <∞ e 2
m+2

< p < 1, então

1 − p

p
≤ ηm-pol

(p,q) (E;R) .

Demonstração: Sejam n ∈ N e x1, · · · , xn ∈ E. Considere x∗1, . . . , x
∗
n ∈ BE∗ tais que

x∗j(xj) = ‖xj‖ para todo j = 1, . . . , n. Sejam a1, . . . , an números reais tais que
n
∑

j=1

|aj|
1
p = 1

e definimos

Pn : E −→ R , Pn(x) =
n
∑

j=1

|aj|
1
p x∗j(x)m, para todo x ∈ E.

Como m é par, segue que Pn(x) ≥ 0, para todo x ∈ E. Assim

|Pn(x)| = Pn(x) =
n
∑

j=1

|aj|
1
p x∗j(x)m ≥ |ak|

1
p x∗k(x)m, para todo x ∈ E e k = 1, · · · , n,

e

|Pn(xk)| = Pn(xk) =
n
∑

j=1

|aj|
1
p x∗j(xk)

m ≥ |ak|
1
p x∗k(xk)

m = |ak|
1
p ‖xk‖m , para k = 1, · · · , n.

(3.14)

Além disso, para todo x ∈ E, temos
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|Pn(x)| =

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

j=1

|aj|
1
p x∗j(x)m

∣

∣

∣

∣

∣

≤
(

n
∑

j=1

|aj|
1
p

)

‖x‖m = ‖x‖m ,

e portanto

‖Pn‖ ≤ 1. (3.15)

Logo,

(

n
∑

j=1

‖xj‖mp |aj|
) 1

p

=

(

n
∑

j=1

(

‖xj‖m |aj|
1
p

)p

) 1
p

(3.14)

≤
(

n
∑

j=1

|Pn(xj)|p
) 1

p

.

Suponha que existem t ≥ 0 e D > 0 tais que

(

n
∑

j=1

‖Pn (xj)‖p
) 1

p

≤ D ‖Pn‖nt
∥

∥(xj)
n
j=1

∥

∥

m

w,q

(3.15)

≤ Dnt
∥

∥(xj)
n
j=1

∥

∥

m

w,q
.

Assim
(

n
∑

j=1

‖xj‖mp |aj|
) 1

p

≤ Dnt
∥

∥(xj)
n
j=1

∥

∥

m

w,q
(3.16)

e como esta última desigualdade acontece sempre que
n
∑

j=1

|aj|
1
p = 1 e p < 1, temos

(

n
∑

j=1

‖xj‖
mp

1−p

)1−p

= sup

{∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

j=1

aj ‖xj‖mp
∣

∣

∣

∣

∣

:
n
∑

j=1

|aj|
1
p = 1

}

≤ sup

{

n
∑

j=1

|aj| ‖xj‖mp :
n
∑

j=1

|aj|
1
p = 1

}

(3.16)

≤
(

Dnt
∥

∥(xj)
n
j=1

∥

∥

m

w,q

)p

.
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Portanto
(

n
∑

j=1

‖xj‖
mp

1−p

)
1−p

mp

∥

∥(xj)nj=1

∥

∥

w,q

≤ D
1
mn

t
m . (3.17)

Veja que (3.17) é válida para quaisquer x1, · · · , xn. Logo, para qualquer subespaço n-

dimensional X de E temos

(

n
∑

j=1

‖idX(xj)‖
mp

1−p

)
1−p

mp

∥

∥(xj)nj=1

∥

∥

w,q

≤ D
1
mn

t
m , (3.18)

para todo x1, · · · , xn ∈ X.

Agora provaremos cada item separadamente.

(a) Como

0 < p ≤ q

m+ q
,

temos
mp

1 − p
≤ q

e portanto
(

n
∑

j=1

‖idX(xj)‖q
) 1

q

∥

∥(xj)nj=1

∥

∥

w,q

≤ D
1
mn

t
m .

Logo

π(n)
q (idX) ≤ D

1
mn

t
m .

Como 1 ≤ q ≤ 2 pelo Teorema 1.1.2 temos

π
(n)
2 (idX) < D

1
mn

t
m , (3.19)
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e do Teorema 3.1.2 conclúımos que

π2(idX) ≤ Cπ
(n)
2 (idX). (3.20)

Pelo Teorema 2.1.1 sabemos que

π2(idX) = n
1
2

e portanto, por (3.19) e (3.20), segue que

1

C
n

1
2 ≤ D

1
mn

t
m .

Assim

t ≥ m

2
,

i.e.,

ηm-pol
(p,q) (E;R) ≥ m

2
.

(b) Por (3.18), temos

π
(n)
mp

1−p
,q

(idX) ≤ n
t
mD

1
m . (3.21)

Como q

m+q
≤ p ≤ 2

m+2
temos q ≤ mp

1−p
≤ 2. De (3.21) e do Lema 3.1.3, existe uma

constante K > 0 tal que

Kn

2q+
mp
1−p

(q−2)

2
mp
1−p

q ≤ n
t
mD

1
m .

Portanto
t

m
≥ mp+ 2

2mp
− m+ q

mq

e conclúımos que

t ≥ mp+ 2

2p
− m+ q

q
,
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Caṕıtulo 3 Índice de Somabilidade

ou seja,

ηm-pol
(p,q) (E;R) ≥ mp+ 2

2p
− m+ q

q
.

(c) Como q ≥ 2, temos

(

n
∑

j=1

‖idX(xj)‖
mp

1−p

)
1−p

mp

∥

∥(xj)nj=1

∥

∥

w,2

≤ D
1
mn

t
m ,

para todo x1, · · · , xn ∈ X. Mas 2
m+2

≥ p implica que mp

1−p
≤ 2; assim

(

n
∑

j=1

‖idX(xj)‖2
) 1

2

∥

∥(xj)nj=1

∥

∥

w,2

≤ D
1
mn

t
m ,

e portanto

π
(n)
2 (idX) ≤ D

1
mn

t
m .

Pelo Teorema 3.1.2 temos

π2(idX) ≤ Cπ
(n)
2 (idX)

e do Teorema 2.1.1, temos
1

C
n

1
2 =

1

C
π2(idX) ≤ n

t
mD

1
m .

Então conclúımos que

t ≥ m

2
.

e

ηm-pol
(p,q) (E;R) ≥ m

2
.
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(d) Como q ≥ 2, temos

(

n
∑

j=1

‖idX(xj)‖
mp

1−p

)
1−p

mp

∥

∥(xj)nj=1

∥

∥

w,2

≤ D
1
mn

t
m .

para todo x1, · · · , xn ∈ X. Então

π
(n)
mp

1−p
,2

(idX) ≤ D
1
mn

t
m .

Como 2
m+2

< p temos mp

1−p
> 2 , e pelo Teorema 3.1.2 existe uma constante c, tal que

1

c
π mp

1−p
,2(idX) ≤ D

1
mn

t
m . (3.22)

Do Teorema 3.1.1, existe uma constante A > 0 tal que

A · n
1−p

mp ≤ π mp

1−p
,2(idX),

e assim,
A

c
n

1−p

mp ≤ D
1
mn

t
m .

Logo, obtemos

t ≥ 1 − p

p
,

e

ηm−pol
(p,q) (E;F ) ≥ 1 − p

p
.

Concluindo a nossa demonstração. �

Mais uma vez, vejamos a ilustração do teorema.
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Figura 3.3: Regiões compreendidas pelos itens (a) e (b) do Teorema 3.1.5

Figura 3.4: Regiões compreendidas pelos itens (c) e (d) do Teorema 3.1.5

Analogamente é posśıvel ver o mesmo tipo de continuidade do teorema anterior.

3.2 Estimando o ı́ndice de somabilidade via resultados

de coincidência

3.2.1 Índice de Somabilidade vs. Resultados de Coincidência

Sabemos que Πmult
p,q (E1, · · · , Em;F ) é um subespaço vetorial de L (E1, · · · , Em;F ), então

faz sentido tentar medir quão perto eles estão de serem iguais e isso pode ser feito via o ı́ndice

de somabilidade. Quando esses espaços coincidem temos
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ηm−mult
(p,q) (E1, · · · , Em;F ) = 0.

Resultados do tipo

L (E1, · · · , Em;F ) = Πmult
p,q (E1, · · · , Em;F )

são chamados resultados de coincidência e pela sua proximidade com a noção de ı́ndice

de somabilidade vamos usá-los para estimar esses ı́ndices. É o que faremos nas próximas

proposições.

Proposição 3.2.1 Sejam E1, · · · , Em, F espaços de Banach. Suponha que

L (E1, · · · , Em;F ) = Πmult
t,s (E1, · · · , Em;F ) .

Então

(a) Para todo p, q satisfazendo 0 < p ≤ t e 0 < s ≤ q, temos

ηm−mult
(p,q) (E1, · · · , Em;F ) ≤ m

p
− m

t
+
m

s
− m

q
.

(b) Para todo p, q satisfazendo 0 < p ≤ t e 0 < q ≤ s, temos

ηm−mult
(p,q) (E1, · · · , Em;F ) ≤ m

p
− m

t
.

(c) Para todo p, q satisfazendo 0 < t ≤ p e 0 < s ≤ q, temos

ηm−mult
(p,q) (E1, · · · , Em;F ) ≤ m

s
− m

q
.

(d) Para todo p, q satisfazendo 0 < t ≤ p e 0 < q ≤ s, temos

ηm−mult
(p,q) (E1, · · · , Em;F ) = 0.
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Demonstração: Seja T ∈ L(E1, · · · , Em;F ).

Se p ≤ t, então

(

n
∑

k1,··· ,km=1

∥

∥

∥
T (x

(1)
k1
, · · · , x(m)

km
)
∥

∥

∥

p

) 1
p

≤
(

n
∑

k1,··· ,km=1

∥

∥

∥
T
(

x
(1)
k1
, · · · , x(m)

km

)∥

∥

∥

t

) 1
t
(

n
∑

k1,··· ,km=1

|1|
pt

t−p

) 1
p
− 1

t

≤ C
m
∏

i=1

∥

∥

∥
(x

(i)
ki

)nki=1

∥

∥

∥

w,s
(nm)

1
p
− 1

t

≤ Cn
m
p
−m

t

m
∏

i=1

∥

∥

∥

∥

(

x
(i)
ki

)n

ki=1

∥

∥

∥

∥

w,s

.

(a) Como s ≤ q, usando a desigualdade de Hölder para i = 1, · · · ,m, temos

∥

∥

∥

∥

(

x
(i)
ki

)n

ki=1

∥

∥

∥

∥

w,s

= sup
ϕ∈BE∗

i

(

n
∑

ki=1

∣

∣

∣
ϕ
(

x
(i)
ki

)∣

∣

∣

s

) 1
s

≤ sup
ϕ∈BE∗

i





(

n
∑

ki=1

∣

∣

∣
ϕ
(

x
(i)
ki

)∣

∣

∣

q

) 1
q
(

n
∑

ki=1

|1|
qs

q−s

) 1
s
− 1

q





≤ n
1
s
− 1

q

∥

∥

∥

∥

(

x
(i)
ki

)n

ki=1

∥

∥

∥

∥

w,q

.

Portanto

(

n
∑

k1,··· ,km=1

∥

∥

∥
T
(

x
(1)
k1
, · · · , x(m)

km

)∥

∥

∥

p

) 1
p

≤ Cn
m
p
−m

t
+m

s
−m

q

m
∏

i=1

∥

∥

∥

∥

(

x
(i)
ki

)n

ki=1

∥

∥

∥

∥

w,q

.

(b) Se p ≤ t e q ≤ s, usamos apenas a inclusão canônica entre espaços ℓwq para obter

(

n
∑

k1,··· ,km=1

∥

∥

∥
T
(

x
(1)
k1
, · · · , x(m)

km

)∥

∥

∥

p

) 1
p

≤ Cn
m
p
−m

t

m
∏

i=1

∥

∥

∥

∥

(

x
(i)
ki

)n

ki=1

∥

∥

∥

∥

w,q

.

Os casos (c) e (d) são similares. �

Podemos obter resultados semelhantes para polinômios como veremos na proposição a

seguir, a qual não será demonstrada por ser totalmente análoga a anterior:
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Proposição 3.2.2 Sejam E,F espaços de Banach e

P (mE;F ) = Pt,s (mE;F ) .

Então

(a) Para todo p, q satisfazendo 0 < p ≤ t e 0 < s ≤ q, temos

ηm−pol
(p,q) (E;F ) ≤ 1

p
− 1

t
+
m

s
− m

q
.

(b) Para todo p, q satisfazendo 0 < p ≤ t e 0 < q ≤ s, temos

ηm−pol
(p,q) (E;F ) ≤ 1

p
− 1

t
.

(c) Para todo p, q satisfazendo 0 < t ≤ p e 0 < s ≤ q, temos

ηm−pol
(p,q) (E;F ) ≤ m

s
− m

q
.

(d) Para todo p, q satisfazendo 0 < t ≤ p e 0 < q ≤ s, temos

ηm−pol
(p,q) (E;F ) = 0.

Vamos agora enunciar um resultado de coincidência que pode ser encontrado

essencialmente em [2, 5]. Esse resultado será posteriomente usado para obtenção de

estimativas ótimas. Vamos precisar de um lema, ele pode ser encontrado em [19], [42].

Lema 3.2.3 Sejam 1 ≤ p, q1, · · · , qm ≤ ∞. Suponha que, para toda aplicação m−linear

A : ℓnq1 × · · · × ℓnqm → F, com F espaço de Banach, existe uma constante C > 0 tal que

(

n
∑

k1,··· ,km=1

‖A(ek1 , . . . , ekm)‖p
) 1

p

≤ C ‖A‖L(ℓnq1 ,··· .,ℓnqm ).
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Então para toda aplicação m−linear

T : E1 × · · · × Em → F

com E1, · · · , Em espaços de Banach e para quaisquer x
(i)
ki

∈ Ei, ki = 1, · · · , n, i = 1, · · · ,m
temos

(

n
∑

k1,··· ,km=1

∥

∥

∥T
(

x
(1)
k1
, . . . , x

(m)
km

)∥

∥

∥

p

) 1
p

≤ C‖T‖
m
∏

i=1

∥

∥

∥

∥

(

x
(i)
ki

)n

ki=1

∥

∥

∥

∥

w,q∗i

.

Teorema 3.2.4 Sejam E1, · · · , Em, F espaços de Banach infinito-dimensionais e suponha

qua F tem cotipo finito cot(F ) = r.

(a) Se s ∈ [1, 2) e m < s
r(s−1)

, então

L (E1, · · · , Em;F ) = Πmult
t,s (E1, · · · , Em;F ) ⇔ t ≥ sr

s−msr +mr
.

(b) Se t ∈
[

2m
m+1

, 2
]

, então

L (E1, · · · , Em;K) = Πmult
t,s (E1, · · · , Em;K) ⇔ s ≤ 2mt

mt+ 2m− t
.

(c) Se t ∈ (2,∞), então

L (E1, · · · , Em;K) = Πmult
t,s (E1, · · · , Em;K) ⇔ s ≤ mt

mt+ 1 − t
.

Demonstração: Em [2, Teorema 1.5] foi provado que se p1, · · · , pm ∈ [2,∞] , e F é espaço

de dimensão infinita com cotipo finito cot (F ) := r, com 1
p1

+ · · ·+ 1
pm

< 1
r
, então existe uma

constante Cp1,··· ,pm ≥ 1 tal que

(

∞
∑

k1,··· ,km=1

∥

∥

∥
A
(

e
(1)
k1
, · · · , e(m)

km

)∥

∥

∥

t

) 1
t

≤ Cp1,··· ,pm ‖A‖ ⇔ 1

t
≤ 1

r
−
(

1

p1
+ · · · +

1

pm

)

para todo operador m-linear cont́ınuo A : Xp1 × · · · ×Xpm → F (veja também [19]).

Pelo Lema 3.2.3, com pi = s∗, para todo i, este resultado é traduzido para a linguagem

58



Caṕıtulo 3 Índice de Somabilidade

de operadores múltiplo somantes e provamos (a).

As provas de (b) e (c) podem ser encontradas em [5, Theorem 3.2]. �

Um corolário imediato do Teorema 3.2.4(a) e da Proposição 3.2.1 é o seguinte:

Corolário 3.2.5 Sejam E1, · · · , Em, F espaços de Banach de dimensão infinita. Se F tem

cotipo finito cot(F ) = r <∞, 1 ≤ s < 2, m < s
r(s−1)

e t = sr
s−msr+mr

, então

(a) Para todo p, q satisfazendo 0 < p ≤ t e mrt
r−t+mrt

≤ q, temos

ηm−mult
(p,q) (E1, · · · , Em;F ) ≤ m

p
+m− 1

r
− m

q
− (m− 1)

t
.

(b) Para todo p, q satisfazendo 0 < p ≤ t e 0 < q ≤ mrt
r−t+mrt

, temos

ηm−mult
(p,q) (E1, · · · , Em;F ) ≤ m

p
− m

t
.

(c) Para todo p, q satisfazendo 0 < t ≤ p e mrt
r−t+mrt

≤ q, temos

ηm−mult
(p,q) (E1, · · · , Em;F ) ≤ m− 1

r
+

1

t
− m

q
.

(d) Para todo p, q satisfazendo 0 < t ≤ p e 0 < q ≤ mrt
r−t+mrt

, temos

ηm−mult
(p,q) (E1, · · · , Em;F ) = 0.

Vamos enunciar agora dois resultados de coincidência e suas consequências a partir do

que foi visto acima.

Teorema 3.2.6 (Defant-Voigt) Seja E espaços de Banach. Então

P (mE) = P1,1 (mE) . (3.23)
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Corolário 3.2.7 Seja E espaço de Banach. Então:

(a) Para 0 < p ≤ 1 e 1 ≤ q, temos

ηm−pol
(p,q) (E;K) ≤ 1

p
− 1 +m− m

q
.

(b) Para 0 < p ≤ 1 e 0 < q ≤ 1, temos

ηm−pol
(p,q) (E;K) ≤ 1

p
− 1.

(c) Para 1 ≤ p e 1 ≤ q, temos

ηm−pol
(p,q) (E;K) ≤ m− m

q
.

(d) Para 1 ≤ p e 0 < q ≤ 1, temos

ηm−pol
(p,q) (E;K) = 0.

O próximo teorema pode ser encontrado em [12].

Teorema 3.2.8 Sejam E,F espaços de Banach. Então:

1. Se cot(E) = mr, então

P (mE;F ) = Pr,1 (mE;F ) . (3.24)

2. Se cot(F ) = r, então

P (mE;F ) = Pr,1 (mE;F ) . (3.25)

Corolário 3.2.9 Sejam E,F espaço de Banach. Se cot(E) = mr ou cot(F ) = r. Então:

(a) Para 0 < p ≤ r e 1 ≤ q, temos

ηm−pol
(p,q) (E;F ) ≤ 1

p
− 1

r
+m− m

q
.
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Caṕıtulo 3 Índice de Somabilidade

(b) Para 0 < p ≤ r e 0 < q ≤ 1, temos

ηm−pol
(p,q) (E;F ) ≤ 1

p
− 1

r
.

(c) Para r ≤ p e 1 ≤ q, temos

ηm−pol
(p,q) (E;F ) ≤ m− m

q
.

(d) Para r ≤ p e 0 < q ≤ 1, temos

ηm−pol
(p,q) (E;F ) = 0.

3.2.2 Estimativas Ótimas

Começamos esta subseção relembrando uma versão generalizada da desigualdade de

Kahane–Salem–Zygmund:

Lema 3.2.10 (Veja Albuquerque et al. [1, Lema 6.1]) Sejam m,n ≥ 1, p ∈ [1,∞] , e

α (p) =







1
2
− 1

p
, se p ≥ 2

0, Caso contrário.

Existe uma constante universal Cm (dependendo somente de m) e existe uma forma m−linear

A : ℓnp × · · · × ℓnp → K da forma

A(z(1), · · · , z(m)) =
n
∑

i1,··· ,im=1

±z(1)i1
· · · z(m)

im

tal que

‖A‖ ≤ Cmn
1
2
+m·α(p).
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Os próximos resultados trazem estimativas ótimas para alguns pares de espaços.

Proposição 3.2.11 Sejam p, q números reais.

(a) Se 2m
m+1

≤ p ≤ 2 e 2mp
mp+2m−p

≤ q ≤ 2, então

ηm−mult
(p,q) (mℓq∗ ;K) =

m

p
+
m

2
− 1

2
− m

q
.

(b) Se 2 < p <∞ e mp

mp+1−p
≤ q, então

ηm−mult
(p,q) (mℓq∗ ;K) = m− 1 +

1

p
− m

q
.

(c) Se 0 < p <∞ e 1 ≤ q ≤ 2, então

ηm−mult
(p,q) (mℓq∗ ; c0) =

m

p
.

Demonstração: (a) Note que podemos obter a estimativa superior pelo Teorema 3.2.4 (b)

e o primeiro item da Proposição 3.2.1. De fato, o Teorema 3.2.4 nos diz que

L (E1, · · · , Em;K) = Πmult
t, 2mt

mt+2m−t

(E1, · · · , Em;K)

e usando o primeiro item da Proposição 3.2.1, com t = p, obtemos

ηm−mult
(p,q) (E1, · · · , Em;K) ≤ m

p
+
m

2
− 1

2
− m

q
.

Agora vamos mostrar que esta estimativa é ótima para Ei = ℓq∗ . Pelo Lema 3.2.10,

temos q∗ ≥ 2 (logo q ≤ 2) existe um operador A : ℓnq∗ × · · · × ℓnq∗ → K dado por

A(z(1), · · · , z(m)) =
n
∑

i1,··· ,im=1

±z(1)i1
· · · z(m)

im

tal que

‖A‖ ≤ Cmn
1
2
+m( 1

2
− 1

q∗ ).
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Suponha que
(

n
∑

k1,··· ,km=1

‖A(e
(1)
k1
, · · · , e(m)

km
)‖p
) 1

p

≤ Cns‖A‖.

Então

n
m
p ≤ Cnsn

1
2
+m( 1

2
− 1

q∗ )

e como n é arbitrário,
m

p
− 1

2
− m

2
+
m

q∗
≤ s.

Portanto

ηm−mult
(p,q) (mℓq∗ ;K) ≥ m

p
− 1

2
− m

2
+
m

q∗
=
m

p
− 1

2
+
m

2
− m

q

e isso prova (a).

(b) Usando o item (c) do Teorema 3.2.4 e o primeiro item da proposição 3.2.1, temos

L (E1, · · · , Em;K) = Πmult
t, mt

mt+1−t

(E1, · · · , Em;K)

e considerando t = p obtemos

ηm−mult
(p,q) (E1, · · · , Em;K) ≤ m+

1

p
− 1 − m

q
.

Vamos mostrar que a estimativa é atingida para Ei = ℓq∗ . Considere S : ℓnq∗ × · · · × ℓnq∗ → K

dado por S(x(1), · · · , x(m)) =
n
∑

i=1

x
(1)
i · · · x(m)

i e note que ‖S‖ ≤ n1− m
q∗ . Se

(

n
∑

k1,··· ,km=1

‖S(e
(1)
k1
, · · · , e(m)

km
)‖p
) 1

p

≤ Cns‖S‖,

então

n
1
p ≤ Cnsn1− m

q∗ .
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Logo
1

p
− 1 +

m

q∗
≤ s

e

ηm−mult
(p,q) (mℓq∗ ;K) ≥ 1

p
− 1 +

m

q∗
=

1

p
+m− 1 − m

q
.

(c) Seja t um número real positivo tal que para cada T ∈ L(mℓq∗ ; c0) existe uma

constante C ≥ 0 tal que

(

n
∑

k1,··· ,km=1

∥

∥

∥
T
(

x
(1)
k1
, · · · , x(m)

km

)∥

∥

∥

p

) 1
p

≤ Cnt
m
∏

i=1

∥

∥

∥

∥

(

x
(i)
ki

)n

ki=1

∥

∥

∥

∥

w,q

(3.26)

para todo inteiro positivo n e todo x
(i)
ki

∈ ℓq∗ , com 1 ≤ ki ≤ n.

Agora, Seja T ∈ L(mℓq∗ ; c0) definido por

T
(

x(1), · · · , x(m)
)

=
(

x
(1)
j1

· · · x(m)
jm

)n

j1,··· ,jm=1
.

é que claro ‖T‖ = 1 e
(

n
∑

j1,··· ,jm=1

‖T (ej1 , · · · , ejm)‖p
) 1

p

= n
m
p .

temos
∥

∥(eji)
n
ji=1

∥

∥

w,q
= 1, a condição anterior junto com (3.26) implica

n
m
p ≤ Cnt

e portanto t ≥ m
p

. A desigualdade reversa segue de das Proposições 2.1.5 e 2.1.6. �

Corolário 3.2.12 Se 2
2m+1

≤ p < 2
m+1

, então ηm−pol
(p,1) (ℓ1; ℓ2) = 1

p
− m+1

2
.

Demonstração: Considerando q = 1 e r = 2 no Teorema 3.1.4 (item (b)) temos

ηm−pol
(p,1) (ℓ1; ℓ2) ≥

1

p
− m+ 1

2
. (3.27)
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Vamos mostrar que (3.27) é atingida. De [10] sabemos que P(mℓ1; ℓ2) =

P( 2
m+1

,1)(mℓ1; ℓ2). Como 2
2m+1

≤ p < 2
m+1

, pelo item (a) do Teorema 3.2.2, segue o resultado.

�

Corolário 3.2.13 Seja K um espaço de Hausdorff Compacto e F um espaço de Banach de

dimensão infinita, com cot(F ) = r. Se 2r
r+2

< p < r, então

η(p,2)(C(K);F ) =
1

p
− 1

r
.

Demonstração: Pelo Teorema 3.1.4 (item (d)), se q = 2 e cot(F ) = r temos

η(p,2)(C(K);F ) ≥ 1

p
− 1

r
. (3.28)

Além disso pelo [18, Theorem 11.14] sabemos que todo operador linear cont́ınuo de

C(K) em F , com cot(F ) = r, é absolutamente (r, 2)-somante. Como 2r
r+2

< p < r, pelo item

(b) da Proposição 3.2.1 segue que

η(p,2)(C(K);F ) ≤ 1

p
− 1

r
.

�
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[4] G. Araújo, D. Pellegrino, Optimal Hardy–Littlewood inequalities for m-linear forms on

ℓp spaces with 1 ≤ p ≤ m, Arch. Math. 106 (2015), 285–295.
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[25] A. Grothendieck, Résumé de la théorie métrique des produits tensoriels topologiques,

Bol. Soc. Mat. São Paulo. 8 (1956), 1–79.

[26] A. Grothendieck, Produits tensoriels topologiques et espaces nucléaires, Memoirs Acad.
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[41] D. Pérez-Garćıa, I. Villanueva, Multiple summing operators on Banach spaces, J. Math.

Anal. Appl, 285 (2003), 86–96.
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[45] A. Pietsch, Ideals of multilinear functionals, Proceedings of the second International

Conference on Operator Algebras, Ideals and Their Applications in Theoretical Physics,

185– 199, Teubner-Texte, Leipzig, 1983.

[46] A. Pietsch, Ideals of multilinear functionals, Forschungsergebnisse, Friedrich Schiller

Universität, Jena, 1983.

[47] D. Popa, Reverse inclusions for multiple summing operators, J. Math. Anal. Appl., 350

(2009), 360–368.

[48] D. Popa, Multiple summing operators on lp spaces, Studia Math, 225 (2014), 9–28.
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