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Resumo

Neste trabalho estudamos a dlgebra com involugao (M; ;(E), *), onde * é a involugao
induzida pela superinvolucao transposicao da superalgebra das matrizes de ordem 2 sobre
um corpo, suas identidades polinomiais e seus polinomios centrais com involug¢ao. Nosso
objetivo é determinar um conjunto finito de geradores do ideal das identidades polinomi-
ais com involucao e também um conjunto de polindmios que, junto com as identidades,
geram o espaco dos polinomios centrais com involucdo para M ;(E), sobre um corpo de
caracteristica zero.

Palavras chave: Algebras com involucao, identidades polinomiais, polinomios centrais.



Abstract

In this dissertation, we study the algebra with involution (M ;(E),*), where * is the
involution induced by the transposition superinvolution of the superalgebra of matrices
of order 2 over a field, their polynomial identities and their central polynomials with in-
volution. Our goal is to determine a finite set of generators of the ideal of polynomial
identities with involution and also a set of polynomials that, together with the identities,
generate the space of the central polynomials with involution to M ;(E), over a field with
characteristic zero.

Key words: Algebras with involution, polynomial identities, central polynomials.
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Introducao

Um anel com identidades polinomiais (PI-ring) é um anel R que satisfaz uma identidade
polinomial f(zy,xs,---,x,) = 0 para qualquer substitui¢ao das indeterminadas z; por
elementos de R. Os primeiros resultados nessa area aparecem no trabalho Ober die Grun-
dlagen der projektiven Geometrie und allgemeine Zahlsysteme de Dehn, publicado em
1922 ([3]). A introdugdo moderna foi iniciada por Kaplansky em 1948 com seu trabalho
Rings with a polynomial identity, baseado nos métodos introduzidos por Jacobson, em
1945, e Levitzki, em 1946.

Existem trés principais raizes da teoria de identidades polinomiais: a base da geometria
projetiva, a teoria de equagoes e a comutatividade de anéis.

Dehn se interessou na lacuna apresentada entre os teoremas de Desargue e de Pap-
pus, que sao dois dos principais teoremas da geometria projetiva (linear). Em [9], seu
trabalho de 1922, Dehn prova que qualquer teorema que leva a uma relagao polinomial
Sy, wixaxh = 0 (em caracteristica zero) em um anel com divisdo D, implica comutati-
vidade e isso significa que o teorema de Pappus é valido nessa geometria.

Os resultados de Dehn em 1922 levaram para o préximo trabalho em Pl-teoria, Ober die
Grundlagen der projektiven Geometrie and allgemeine Zahlsysteme de Wagner, publicado
em 1936. Este trabalho é estruturado de forma parecida com trabalhos mais modernos
de Pl-teoria, inclusive, nele Wagner trabalha com matrizes genéricas, uma ferramenta
importante no estudo da Pl-teoria.

O préximo trabalho com resultados da Pl-teoria e raizes na geometria é o trabalho
de Hall, publicado em 1943, Projective planes. Esse trabalho de Hall fala sobretudo de
geometria, mas apresenta alguns resultados introdutérios da Pl-teoria moderna. Acredi-
tamos que o longo espaco de tempo entre os trés trabalhos citados é devido a falta de
uma teoria abstrata de anéis na época.

Outra fonte importante da Pl-teoria foi a generalizacao da lei comutativa: Em 1947,
F.W. Levi afirmou que a lei comutativa xyxrs — xox; tem uma generalizagao natural nas
identidades Sy(z1,- -+ ,2n) = > g (=1)7T501) - To(n), Onde (—1)7 é o sinal da permu-
tacao sigma, conhecidas como identidades standard. Um anel R teria posto de comu-
tatividade (Roc) < n se satisfazia S,[X], e Levi provou que Roc[M,(K)] < n? — 1.
Independentemente, Kolchin trouxe para Kaplansky que o menor r, tal que S, [X] =0
em M, (K) deve ser tal que 2n <, < n?+ 1. Isso imediatamente levantou a conjectura
que 1, = 2n, o que foi provado em 1950 em [2], no que hoje conhecemos como o teorema
de Amitsur-Levitzki.

Por fim, uma terceira fonte para a Pl-teoria pode ser encontrada no trabalho Equa-
tions over a division algebra de Richardson, publicado em 1928, cujos problemas foram
depois abordados por Littewood em seu trabalho Identical relations in algebra de 1931.
Seus pontos de vista levaram para a nocao generalizada de identidades polinomiais, que
surpreendentemente, se tornaram uma importante ferramenta ao tratar de relagoes raci-
onais.
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Polinomios centrais sao utilizados na demonstracao de certos resultados, por exemplo,
em [18], Rowen mostra que todo PI anel semiprimo qualquer ideal ndo nulo intersecta o
centro de forma nao trivial. Por sua vez, esse resultado é utilizado na prova do Teorema de
Posner (ver segao 1.11 de [12]). O problema de sua existéncia para dlgebra de matrizes foi
levantando por Kaplansky em [15], sendo resolvido de forma independente por Formanek
em 1972 e Razmyslov em 1973. Entretanto, geradores para os polinomios centrais sao
conhecidos em poucos casos. Para a dlgebra My (K'), os conjuntos geradores dos polindémios
centrais foram determinados, quando K é um corpo de caracteristica zero, por Okhitin em
1988, e quando K é um corpo infinito com caracteristica p # 2 por Colombo e Koshlukov
em 2004.

Atualmente, pesquisadores buscam estender resultados conhecidos para dlgebras com
alguma estrutura suplementar, como involugdes. Por exemplo, em [22], Sviridova apre-
senta resultados analogos aos de Kemer para algebras associativas com involugao. Assim,
a busca por identidades x-polinomiais satisfeitas por uma &algebra e a busca de uma base
para o espaco dos polinomios *-centrais sao tarefas importantes da teoria de anéis. Para
a algebra M, (K) sao conhecidas uma forma concreta dos geradores do T,-ideal para os
casos quando n = 1 (trivial) e n = 2 (para char K = 0 isto foi feito por Levchenko em 1982
em [16], e para o caso de um corpo infinito com caracteristica positiva, ver [8]). J4 para as
algebras de matrizes triangulares superiores UT,,(F'), em [14], Ioppolo e Matino descrevem
conjuntos finitos de geradores das x-identidades polinomiais de UTy(F') e UT3(F'), onde
F é um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero.

Neste trabalho, focamos na algebra

=42 4

A involugao com a qual trabalhamos é induzida por uma superinvolugao de Ms(K) apre-
sentada em [13]. Ademais, em [17], Racine descreve as superinvolugdes para dlgebras de
matrizes, e tais superinvolugoes podem ser utilizadas, de modo analogo ao que é feito para
M, 1(E), para obter involugoes em M, ,(E).

Aqui, nossos objetivos sao determinar, em caracteristica zero, bases para o T,-ideal de
M, 1(E) e para o subespago dos polinémios *-centrais satisfeitos por tal dlgebra.

O presente trabalho é organizado em trés capitulos: no primeiro capitulo trazemos
conceitos basicos importantes para o desenvolvimento dos capitulos seguintes. No segundo
capitulo, provamos a existéncia de um conjunto finito de geradores para o T,-ideal de
M, 1(E), em caracteristica zero. Por fim, tendo em mente o que foi desenvolvido nos
capitulos anteriores, obtemos uma base para o subespaco dos polindmios x-centrais de
M, 1(FE), também em caracteristica zero.

a,d € Fy b,ceEl}.
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Capitulo 1

Conceitos Prévios

Neste capitulo, apresentamos os conceitos basicos necessarios para o desenvolvimento dos
capftulos seguintes. Utilizamos como referéncia para este capitulo [5], [6], [11] e [19].
Lembramos que é necessario um conhecimento prévio de conceitos da Algebra Linear no
decorrer do texto e, para isso, indicamos [4] e [21] como referéncias.

Em todo este capitulo, K denotard um corpo.

1.1 Algebras

Definigao 1.1. Uma K-dlgebra é um par (A4, ), onde A é um K-espaco vetorial e - é uma
operacao em A que € bilinear, ou seja, - : A x A — A satisfaz:

(i) a-(b+c)=(a-b)+ (a-c)
(i) (a+b)-c=(a-c)+(b-c)
(iii) (Aa)-b=a-(Ab) = Xa-b),
para quaisquer a,b,c € Ae A € K.
Observagao 1.2. (i) - é chamada de produto ou multiplicagao,

(i) Para simplificar a notagao, denotaremos a K-dlgebra (A, ) apenas por A, e o produto
a - b por apenas ab; também por simplicidade, usaremos a expressao dlgebra em vez
de K-dlgebra;

(11i) Definimos ayasaz por (ajas)as, e assim, indutivamente,
ayay - Ay = (a1G2 -+ Qp_1)an,
paran € N, a; € A;

(iv) Dizemos que um subconjunto € uma base da dlgebra A se B € uma base de A como
espaco vetorial. Similarmente, a dimensao de A é a dimensdo do espago vetorial A;

(v) Sendo By e By subespagos vetoriais da dlgebra A, definimos By By como sendo o
subespago vetorial de A gerado pelo conjunto {xy | x € By, y € Bs}.
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Definigao 1.3. Dizemos que uma algebra A é:

a) Associativa, se

(ab)e = a(bc), Va,b,c e A.

b) Comutativa, se

ab=ba, Va,be A.

¢) Unitaria (ou com unidade), se existe elemento 1 € A tal que

la=al =a, VaceA.

Vejamos alguns exemplos de algebras a seguir:

Exemplo 1.4. Consideremos K um corpo qualquer e E uma K-dlgebra associativa e uni-
tdria que possui um subconjunto enumerdvel {e;|i € N} tal que:

(1) €2 =0 para todo i € N;
(11) e;e; = —eje;, para quaisquer i,j € N;
(1i1) O congunto {1,e; e, - e€; |ty <ig < -+ <igk>1} € uma base de E.

FEsta dlgebra E € chamada de dlgebra de Grassmann (ou dlgebra exterior) de dimensao
infinita. Destacamos em E os subespacos vetoriais Ey, gerado pelo conjunto

{1,€ei,€i, - €i,,|m € par}, e Ey, gerado pelo conjunto {e;, - - - e;, |k é impar}. Claramente,
E = Ey @ Ey como espaco vetorial. De eje; = —eje; seque que

<6i1 U eim)(ejl e ejk) = (_1)mk(6j1 U ejk)(eil U eim)’

para quaisquer m, k € N, e assim, podemos concluir que ax = xa para quaisquer a € Ey e
x € E, e bc = —cb para quaisquer b,c € FEy. Tal dlgebra existe, e sua constru¢ao pode ser
encontrada no Exemplo 6.7 de [7].

Observa-se que E = FEy @ FEy define uma Zs-graduagao (ver Segdo 1.5), entdo, para
quaisquer i, j € {0,1}, tem-se E;E; C E,;.;, onde i + j denota a adi¢do mddulo 2.
Exemplo 1.5. Seja K um corpo. Temos que o conjunto M,(K) das matrizes n X n com
entradas em K, munido do produto usual de matrizes, é uma dlgebra associativa e unitdria.
Em M,(K) definimos as matrizes unitdrias E;;, a matriz que tem 1 na entrada (i,j) e
zero nas demais.

Sendo A uma dlgebra qualquer, temos M,(A), o conjunto das matrizes n X n com
entradas em A, n € N, munido do produto usual de matrizes, também ¢é uma dlgebra.

Caso A seja unitdria, podemos, de modo andlogo, definir as matrizes unitdrias E;; para
M, (A). Ademais,

(i) A associativa < M, (A) associativa;
(i1) A unitdria < M, (A) unitdria.

Exemplo 1.6. Produto tensorial de dlgebras. Sejam A e B duas dlgebras. O produto
tensorial dos espacos vetoriais A e B, que denotamos por A ® B, € o espaco vetorial
consistindo dos elementos Y w; ® vj, onde u; € A e v; € B. Temos que, para quaisquer
a,b € A, ¢,d € B e X € K os elementos a ® ¢ (tensores), satisfazem as sequintes
propriedades:

13



(i) (a+b)@c=a®@c+b®c;
(i) a®@(c+d)=a®@c+a®d;
(11i) a ® (Ac) = (Aa) ® c = Aa ® ¢).

Ademais, € um fato conhecido que, se 31 e Py sao bases de A e B, respectivamente,
entao o conjunto 1 ® By = {u@uv|u € By, v € By} € uma base de AR B. Além disso, se
V' € um espaco vetorial e f : Ax B —V € uma aplicacdo bilinear, entdo existe uma unica
transformacao linear ¢ : A® B — V que satisfaz o(a ® b) = f(a,b); essa propriedade é
chamada de propriedade universal.

Para definirmos uma estrutura de dlgebra em A ® B, fizadas bases P e Py de A e
B, respectivamente, definimos (u; ® v1)(ug ® v9) = ujug ® v1v9. Temos que A @ B,
munido desse produto, ¢ uma dlgebra; caso A e B sejam associativas, A ® B também
serd. Ademais, se as dlgebras A e B forem unitdrias, entao 14 ® 1g serd a unidade de
A® B.

Para mais detalhes sobre o produto tensorial de dlgebras, ver o Capitulo 4 de [7].

Observacao 1.7. Sejam A uma dlgebra, a,b,c € A e A\1, \y € K. Valem:
a) Oa = a0 = 0;
b) (A1a)(A2b) = (A1 A2)ab;
c) (—a)b=a(=b) = —ab e (—a)(—b) = ab;
d) a(b—c)=ab—bc e (a—b)c=ac—bec;
e) Se A possui unidade, entio (—1)a = a(—1) = —a e (—1)(—a) = a;
f) Se A#0 e A possui unidade, entdo 1 # 0.

Definigao 1.8. Sendo A associativa e a,b € A, definimos o comutador [a,b] e o produto
de Jordan a o b como sendo

l[a,b) =ab—ba e aob=ab+ ba.
Definimos indutivamente o comutador de comprimento n como sendo
[ar, -+ an_1,an) = [[a1, -+, an_1], an),
para a; € A.

Observagao 1.9. Sendo A uma dlgebra associativa, € fdacil ver que, para quaisquer a,b,c €
A, vale
lab, c] = a[b, c] + [a, c]b. (1.1.1)

Ademais, usando indugao e (1.1.1), seque que
la1ay - -+ an, ] = Z ay - ai—1[a;, claiyr - - ap. (1.1.2)
i=1

Uma outra igualdade muito importante vdalida em dlgebras associativas € a identidade
de Jacobi:
la1, ag, as] + [ag, as, a1] + [ag, a1, as] = 0. (1.1.3)

14



Definigao 1.10. Seja A uma algebra. Dizemos que:

a) Um subespago vetorial B de A é uma subdlgebra de A se B é multiplicativamente
fechado, isto é, se b1by € B para quaisquer by, by € B.

b) Um subespago vetorial I de A é um ideal (bilateral) de A, se ax,xa € I para
quaisquer = € I e a € A.

Observa-se que toda subalgebra é por si uma algebra. Seguem abaixo alguns exemplos
de subdlgebras:

Exemplo 1.11. O subespaco Ey definido no FExemplo 1.4 é uma subdlgebra de E.
Exemplo 1.12. O subespaco

wn={(5)

¢ uma subdlgebra de My(E).

Exemplo 1.13. Sendo A uma dlgebra, o conjunto

a,dGEoeb,cEEl}

Z(A)={a€ A|ar = xa, Yz € A}

€ chamado centro de A, e é um subespaco vetorial de A. No caso de A ser associativa,
tem-se que Z(A) € uma subdlgebra de A.

Observagao 1.14. Sejam A uma dlgebra e S um subconjunto ndao vazio de A. Definimos
a subdlgebra (resp. ideal) gerada por S como sendo a intersegao de todas as subdlgebras
(resp. ideais) de A que contém S.

Caso A seja uma dlgebra associativa, temos que a subdlgebra gerada por S coincide
com o subespago de A gerado pelo conjunto {sise- - s | k € N, s; € S}. Jd o ideal gerado
por S coincide com o subespago gerado por {s,as,sb,asb|s € S, a,b e A}.

Vamos agora definir algebra quociente. Sejam A uma algebra e I um ideal de A. Con-
sideremos o espago vetorial quociente A/I. Para cada a € A, vamos denotar o elemento
a+ I de A/I por a. Temos que as operagoes de soma e produto por escalar em A/I sdo
definidas por

a+b=a+b e Xa= X
para a,b € A e A € K. Consideremos agora o produto

AJI x AJT — A/l
(a,b) — a-b=ab’

Este produto estd bem definido e é bilinear, logo A/I munido dele é uma algebra,
chamada dlgebra quociente de A por 1.

Observagao 1.15. Sejam A uma dlgebra e I um ideal de A. Vale que:
a) Se A € associativa, entio A/l também é.
b) Se A é comutativa, entio A/I também é.

c¢) Se A possui unidade 1, entdo o elemento 1 é unidade em A/I.
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d) Sendo B um subespago de A, com I C B, tem-se que B é subdlgebra (resp. ideal)
de A se, e somente se, B/I é subdlgebra (resp. ideal) de A/I.

Definicao 1.16. Sejam A e B duas algebras. Uma transformacao linear p : A — B é um
homomorfismo de dlgebras se ¢(ry) = p(x)p(y) para quaisquer x,y € A.

Um homomorfismo de algebras bijetivo é chamado de isomorfismo; um endomorfismo
de uma &lgebra A é um homomorfismo de A em A (caso este seja bijetivo, ele é chamado
de automorfismo). Dizemos que duas élgebra A e B sao isomorfas (e denotamos por
A ~ B) quando existe algum isomorfismo de A em B.

Se ¢ : A — B é um homomorfismo de algebras, o conjunto ker p = {a € A | p(a) = 0},
o nucleo de ¢, é um ideal de A, e o conjunto Imyp = {p(a) | a € A}, imagem de ¢, é uma
subalgebra de B. Tem-se que a aplicagao

A
ker ¢
a  — p(@ =)

©: Imep

¢ bem definida e é um isomorfismo de algebras.

1.2 PI-Algebras

Definigao 1.17. Seja X = {z; | ¢ € N} um conjunto cujos elementos chamaremos de
variaveis. A dlgebra K (X) com base consistindo de todas as palavras sobre X

Ly »* Lipy T EX? n=01,2---,
e multiplicacao definida por
(@i @i )@y @g,) = @y T Ty T, Ty, Ty € X,

¢ chamada de algebra associativa livre unitaria, livremente gerada pelo conjunto X. Cha-
mamos os elementos de K (X) de polinémios nas variaveis associativas e nao-comutativas

de X.

O ntmero de variaveis que formam uma palavra é chamado de tamanho da palavra,
sendo a palavra vazia aquela de tamanho 0 (vamos denotar esta palavra por 1). Observa-
se que a palavra vazia é a unidade da dlgebra K (X). Um elemento de K (X) (ou seja, um
polinémio) tem a forma

f= Z amm

onde «,,, € K, cada m é uma palavra sobre X, o somatério corre sobre as palavras e o
conjunto {m | a,, # 0} ¢ finito. Cada termo da forma am é chamado de mondomio.
O lema a seguir traz a propriedade universal das algebras associativas livres.

Lema 1.18. Sejam R uma dlgebra associativa e unitdria e @y : X — R uma aplica¢ao
qualquer. Eziste um tnico homomorfismo ¢ : K(X) — R que satisfaz p(1) = 1g e
estende pq, isto €, p|x = ¥o.

Demonstragao. Consideremos a transformacao linear ¢ : K(X) — R tal que
e(1) =1 e oy xi,) = po(@i) - pol@i,).
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Temos que ¢ é um homomorfismo de dlgebras e que estende .

Suponha que existe ¢ : K(X) — R um homomorfismo de dlgebras que também satisfaz
(1) = 1i e que também estende ¢y. Para qualquer gerador xj, - --z;, de K(X), segue
que

(g, - x5,) = V(@) - (x5,,) = @oly,) - - - wo(y,) =
= o(xy,) - p(x),,) = o) - T4,)

Portanto ¢ = ¢. [ |

Seja R um algebra associativa e unitaria. Fixados r; € R, para cada ¢ € N, sabemos
que existe um tnico homomorfismo ¢ : K(X) — R de élgebras tal que ¢(1) = 1g e
o(x;) = 1y, para i € N. Sendo f(xy,...,2,) € K(X), denotamos ¢(f(xy, - ,z,)) por
f(ry,-++ 7). Observe que obtemos f(ry,...,r,) substituindo em z; por r; em f.

Definigao 1.19. (i) Sejam f = f(z1, -+ ,x,) € K(X) e R uma algebra. Dizemos que
f =0 é uma identidade polinomial para R se

f(ry, -+ ,rm) =0, para quaisquer rq,--- , 7, € R.
Normalmente dizemos apenas que f é uma identidade polinomial para R.

(ii) Se a algebra R satisfaz uma identidade polinomial nao trivial f (isto é, f é um
elemento nao nulo de K (X)), chamamos R de PI-algebra.

Exemplo 1.20. Uma dlgebra R é comutativa se, e somente se, satisfaz a identidade poli-
nomaial

f($1,96’2) = [$1,$2]-

Nao é dificil ver que o conjunto T'(R) de todas as identidades polinomiais da algebra
R é um ideal de K(X). Além disso, Se f(z1,:--,x,,) é uma identidade polinomial de
R, ent@o para quaisquer wy, -+ ,w,, € K(X), o polinémio f(ws,- -+ ,w,) é também uma
identidade polinomial de R. Como todo endomorfismo de K (X) é definido pela imagem
de X, segue que T'(R) ¢ invariante por todos os endomorfismos de K (X).

Definicao 1.21. Dizemos que um ideal J da algebra K (X) é um T-ideal se ¢(.J) C J para
todo endomorfismo ¢ de K(X).

Assim, dizer que um ideal J de K (X) é um T-ideal significa dizer que f(wy, - ,wy,,) €
J para quaisquer f(xq1, -+ ,2y) € J e wy, -+ ,w, € K(X). Temos entao que o conjunto
T(R) de todas as identidades polinomiais da dlgebra R é um T-ideal de K(X), chamado
de T-ideal de R.

Defini¢ao 1.22. Um polinémio g(zy, - ,z,) = 0 é chamado de consequéncia dos po-
linémios f;(xy, -+ ,zm,) = 0, i € J, se qualquer &lgebra satisfazendo as identidades
filz1, -+ ,xp,) = 0 também satisfaz a identidade g(xy,- -, 2,,) = 0.

Denotamos por

(filar, - am,) i€ )"
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o menor T-ideal U contendo todos os polindémios fi(z1,--- ,&m,), ¢ € I (isto é, U é a
intersecao de todos os T-ideais de K(X) que contém todos esses polindémios). Esse T-
ideal coincide com o conjunto de todas as consequéncias das identidades f; = 0,7 € I, e
seus elementos sao da forma

D i, filwr, - wp v,

COM Wy, Wy, Uiy, Vs, € K(X). O ideal (fi(xy, - ,2m,) | i € I)T é chamado de
T-ideal gerado pelos polinomios f;(xy, -+, Tm,), @ € I.
O conjunto { fi(z1,- -+ ,zm,) | i € I} é chamado uma base do T-ideal U, mesmo se nao

for um conjunto gerador minimal. Dois conjuntos de polinémios sao ditos equivalentes se
geram o mesmo T-ideal.

Sendo z; € X, definimos o grau de um mondémio de K (X) em z; como sendo o nimero
de vezes que x; aparece no monomio. Sendo f € K(X), definimos o grau de f em x;,
denotado por deg,, f, como sendo o maximo dos graus dos monomios de f em z;.

Definigao 1.23. O polindémio

fze, - xm) :Zaixil---xidi € K(X), o € K,
é chamado

(i) homogéneo de grau d em z; se todo monoémio de f com coeficiente ndo nulo tem o
mesmo grau d em x;;

(ii) multi-homogéneo de multigrau (dy,--- ,d,,) se cada varidvel z; aparece o mesmo
nimero d; de vezes em todos os mondmios (ou seja, se f é homogéneo de grau d;
em cada variavel x;);

(iii) multilinear de grau m se é linear (isto é, homogénea de grau 1) em cada varidvel
L1y Tm-

Observe que se f(z1,- -+, 2,,) é multilinear, entao é escrito na forma

f(xlu"' 7xm) = Z 6(71'0(1) * To(m)) Ba € K7

oESm

onde S,, é o grupo simétrico.

Proposicao 1.24. Seja

d
Fon o am) = 3 fr € K(X)
=0

onde f; € a componente homogénea de f de grau i em xy.

(i) Se o corpo K for infinito, entao os conjuntos de polinémios {f; =0]i=0,1,--- ,d}
e {f} sao equivalentes, ou seja, geram o mesmo T-ideal.

(ii) Se o corpo K for infinito, entdo todo T-ideal de K(X) € gerado por seus polinémios
multi-homogéneos.
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(111) Se K tem caracteristica zero, entao f = 0 é equivalente a um conjunto de identidades

polinomiais multilineares. Consequentemente, todo T-ideal de K(X) é gerado por
seus polinomios multilineares.

Demonstra¢ao. (i) Primeiramente, como f = fo + fi + ... + fq, é imediato que f é

consequéncia dos polinomios fy, fi, ..., fa

Seja U = (f)T o T-ideal de K (X) gerado por f. Tomemos d+ 1 elementos diferentes
Ao, Ay, Ag de K. Como U é um T-ideal,

d
f()\jxhx%”' 7xm) :Z)\;fz<x17 7xm) S U7 jzoa]-a 7d'
1=0

Segue entao que

f()‘Oxbm%"' 7xm) 1 )‘0 Ag fO(x1>"' ’xm)
f()\19€1,$2,"' ,913m) - I Ao-- >\61l fl(l’l,‘“ 7xm)
f(Aaz1, o, -+, ) L ANy oo M fa(xr, -, Tm)
Como a matriz
1 X -+ M
1 N /\‘f
1 N - /\g

¢ uma matriz de Vandermonde, e os \;’s sao dois a dois distintos, segue que ela é
inversivel. Logo, cada f;(xy,- - ,x,,) pertence a U, isto é, as identidades polinomiais
fi = 0 sao consequéncias de f = 0.

Basta usar a ideia do item (i) para cada polindémio f;, i =0, 1, ..., d, e cada uma
das varidveis.

Usamos o processo de linearizagao. Por (i), podemos assumir que f é homogénea em
cada uma de suas varidveis. Seja deg, [ = d. Escrevemos f(y1 +y2, @2, - , &) €
U= (f)" da forma

d
f(yl + Yo, Lo, ;xm) = Z fi(yl; Y2,X2, 7‘rm)7
i=0
onde f; é a componente homogénea de grau ¢ em y;. Dal, f; € U, parait=0,1,--- ,d.
Além disso, essas identidades sao equivalentes a f = 0, pois

d
fi(ylvylax%"' 7xm) = (i)f(ylvaa"' ,I’m),

e o coeficiente binomial é nao nulo, pois char K = 0.

Como deg,. fi<d,parai=1,--- ,d—1ej=1,2, usando um argumento indutivo
e repetindo o processo para cada variavel, obtemos um conjunto de identidades

multilineares equivalentes a f = 0.
[
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1.3 Algebras com Involucao

Nesta secao, apresentaremos o conceito de involucao, junto com algumas defini¢oes e
propriedades que serao necessarias no decorrer do desenvolvimento dos préximos capitulos.

Sejam K um corpo infinito de caracteristica diferente de 2, e a menos de mengao
contréaria, A uma algebra associativa e unitaria.

Definicao 1.25. Dizemos que uma aplicacao * : A — A dada por a — a* é uma involugao
de A, se satisfaz, para quaisquer a,b € A:

(i) (@) = a;
(ii) (a+0b)" =a* +b%
(iii) (ab)* = b*a*.
Escrevemos * para denotar uma dada involucao de uma algebra, e as K-algebras com

involugao formam uma classe. Essas algebras serao chamadas de x-algebras sobre o corpo
K. Uma élgebra A com involugao * é denotada por (A, *).

Observagao 1.26. Note que:

(i) Sendo * uma involugao em A, onde A é uma dlgebra associativa com unidade, seque
que

a-1"=(1-a")"=a=("-1)"=1"a
para todo a € A. Logo, 1* = 1.

(i) Uma involugdo x em A € uma transformagao linear se, e somente se, * restrita ao
corpo K (isto €, ao conjunto {\14 | A € K}) € a aplicagdo identidade. Ademais,
se x for uma transformagao linear, ela é dita tnvolucao do primeiro tipo; caso
contrdrio, € dita do segundo tipo.

Seja Z(A) o centro da élgebra A. Definimos o conjunto
Z(A,x) ={a € Z(A); a* = a}.

Os elementos de Z(A, %) sdo chamados de *-centrais.
Agora, vejamos alguns exemplos de dlgebras com involugao.

Exemplo 1.27. A aplica¢io t : M, (K) — M,(K), definida por A* = a transposta de A,
¢ uma involugao do primeiro tipo em M, (K).

Exemplo 1.28. Considerando a C-dlgebra My(C), seque que x : My(C) — My(C), definida

por
* _— —
21 22 _ 21 %3
Z3 24 Zo 2y

€ uma nvolucao do sequndo tipo.
Exemplo 1.29. A aplicagao s : Ms,(K) — Mo, (K), definida por

A B\ ( Dt -B
c D)\ -Cct A )’

com A, B,C,D € M,(K) é uma involugdo do primeiro tipo em Ms, (K), chamada invo-
lucao simplética.
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Exemplo 1.30. Consideremos a dlgebra

win={(1 )

c d
Temos que a aplicacdo * : My 1(E) = My1(E) dada por

(ea)=(%2)

c d —Cc a
¢ uma involugao do primeiro tipo de M1 (E).

a,dEEoeb,CEEl}.

*

. aq bl a b2
De fato, para quaisquer ( P ) , ( N ) € M (E),
ar b\ _(d b\ [a b
C1 dl N —C1 Qi N (&1 dl ’

ar by + az by " _ di b + dy by
C1 dl Cy dg —C1 Qi —Co Q2
o aq bl * (05} bg * .
o C1 d1 ) + ( Co dg ) k
aq b1 as bQ * . ajag + b102 CleQ + bldg *
C1 d1 (&) dg - ci1a9 + d162 Clbg + d1d2
Clbg + d1d2 (Ilbg + b1d2

d2d1 — b2C1

—cody — agcy

—(01a2 + dlcg) a1ao + blcg

d2b1 + b2a1
—Cgbl + asaq

di b

)
)

)l

—C2 Q2 —C1 al)

2) ()

dy

De agora em diante, o termo involucao significara sempre involu¢ao do primeiro tipo.

Seja (A, %) uma algebra com involu¢ao. Dizemos que um elemento a € A é simétrico
quando a* = a; dizemos que a é antissimétrico quando a* = —a. Denotaremos por A™
o conjunto dos elementos simétricos, isto é, A™ = {a € A|a* = a}. J4 o conjunto dos
clementos antissimétricos de A serd denotado por A~ = {a € A|a* = —a}. E fécil ver
que AT e A~ sdo subespacgos de A, e que At N A~ ={0}.

Ademais,

by
dy

a2
C2

ai
&

(a+a) =a"+ (a")"=a"+a=a+a"
(a—a") =a"—(a")"=a"—a=—(a—a").
Logo, a +a* € AT ea—a* € A~. Como charK # 2, segue que

a+a*
2

a—a*
2

a
Portanto, A=At @ A~.

21



Exemplo 1.31. Considere a dlgebra M;,(E) com a involugdo definida no Exemplo 1.30.

Temos que
+ a b

- {(3 )

De fato, consideremos os conjuntos A; = {( 8 2 )

=1 %)

CLEE(),bEEl}

CLGEO, bEEl}

aGEO,bGEl}e

a€ FEy be El}. Note que

(5a)=(52)s
(02 =( ) --(v 5

LOgO, Al Q Ml,l( ) (§ AQ C Ml 1(E)
Por outro lado, se v = < . d ) € M;1(E)™, entao

Dai,a =dec=0, e assim, v € Aj.
Se supormos v € My 1(E)~, segue que

7=
a b\ _ [
c d - c
d b\ _ [(ab
—c a ) c d )’
Logo, d = —a e b= 0. Assim, v € A,.
Portanto, ]\4171(E)+ = Al e MLl(E)i = AQ.

Proposicao 1.32. Sejam (A, *) uma dlgebra com involugao, a € AT e by, by,
,bn € A™ quaisquer. Segue que

(i) [a,by, -+ ,b,] € AT para todo n € N;
(ZZ) [bl,bg] € A_,'
(iii) by oby € AT,
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Demonstracao. (i) Fagamos indugao sobre n. Note que

[a,bi]" = (aby — bya)”

_ k) k * 1 %k

= —bla + CLbl
= [CL, bl]
Logo, [a,b;] € AT. Supondo agora que [a, by, ,b,] € A para algum n € N, segue
que
[CL, bla T 7bn7 anrl]* = [[CL, blv R bn]a anrl]*
= b;kH-l[aa b17 e 7bn]* - [a7 b17 e abn]*b:H_l
= _bn—i-l[a; b17 T 7bn] + [CL, bla T 7bn]bn+1
= [aa bla T abna anrl]'
Portanto, [a, by, -+ ,b,] € AT para todo n € N.
(ii) Ora,

[b1,b2]" = (b1b2 — bab1)”
= byby — bib
= bgbl - blbg
= —[by, by)].
Logo, [b1,bs] € A™.

(111) Note que

(by 0 by)* = (b1by + baby)*
= byb] + b1b}
= boby + b1by
= by 0 b,.
Portanto, by o by € AT, [ |

Definimos um homomorfismo de algebras com involugao
2 (A17 *) - <A277})

como um homomorfismo de élgebras ¢ : A; — Ay que satisfaz ¢(a*) = ¢(a)", para todo
a € Aj.

Quando existe um isomorfismo nas condigoes acima, dizemos que as algebras com
involugao (Aj, *) e (A, 1) sao isomorfas, denotando por (Ay, *) >~ (Ay, ).

Definigao 1.33. Dizemos que I C A é um ideal de (A, ) se [ é um ideal de A e [* C I.
Quando I é um ideal de (A, *), também dizemos que / é um *-ideal de A. Ademais,

sendo I um #-ideal, claramente ele induz uma involucao sobre A/I, pondo (a+1)* = a*+1.
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Observe que a aplica¢do canénica A — A/I é um x-homomorfismo sobrejetivo, cujo nicleo
é o x-ideal I. Nao é dificil ver que o nicleo de todo *-homomorfismo é um *-ideal.

Apresentados esses conceitos basicos, podemos comecar a falar sobre identidades po-
linomiais e polindmios centrais com involugao. Para isso, entretanto, primeiramente pre-
cisamos introduzir a ideia de dlgebra associativa livre com involucao.

Sejam Y = {y;; i € N} e Z = {z;; j € N} conjuntos enumerdveis disjuntos de varidveis
e tomemos a &dlgebra associativa livre unitdria K (Y U Z). Consideremos a aplicacao linear
x: K(YUZ) = K(Y UZ) que satisfaz 1* =1, yf =y; e 2 = —z; paratodoi € N, e

para quaisquer x1,Ts, - , T € Y UZ. Sendo m; = x1---x; € mgy = X141 - - - T, MONOMIios
quaisquer de K (Y U Z), note que

ES ES * * * * *
(mamg)™ =), -+ a2y -+ - &) = mimj.

Além disso, é facil ver que m}* = m,. Logo, * é uma involucao e K(Y U Z) é chamada
de algebra associativa livre com involugao, sendo Y o conjunto das wvaridveis simétricas
e Z o conjunto das wvaridveis antissimétricas. Um endomorfismo ¢ de K(Y U Z) é dito
um *-endomorfismo se ¢(y;) é simétrico e p(z;) é antissimétrico, para todo i € N; isto é
equivalente a dizer que * comuta com .

Sendo (A, *) uma élgebra com involugao, nao é dificil ver que se p : K(Y UZ) — A
é um homomorfismo de dlgebras com involugao, entao ¢(y;) € A" e ¢(z;) € A~ para
todo ¢ € N. Por outro lado, considerando a; € A™ e b; € A~ para ¢ € N, sabemos que
existe um unico homomorfismo ¢ : K(Y U Z) — A de &algebras tal que ¥(1) = 14,
U(y;) = a; e ¥(z) = b, para i € N. Nao é dificil ver que 1 é um homomorfismo
de élgebras com involu¢do. Ademais, sendo f(y1,- - ,Yn, 21, " ,2n) € K(Y U Z), de-
notamos ¥ (f (Y1, ,Yn, 21, "+ s 2n)) PO f(ai, -+ ,an,b1, -+ ,by). Observe que obtemos
flay, -+ ,an, by, -+ ,b,) substituindo y; por a; e z; por b; em f, e essas substitui¢oes
preservam a simetria e a antissimetria.

Agora, vamos definir identidades polinomiais e polindomios centrais para uma algebra
com involugao.

*k
1

Definigao 1.34. Sejam f(y1,- - ,Yn, 21, - ,2m) € K(Y UZ) e (A, %) uma algebra com
involugao. Dizemos que f é uma identidade polinomial com involu¢ao de (A, *) (ou *-
identidade polinomial), se f(ay, - ,a,,b1, -+ ,by) = 0, para quaisquer aq,- - ,a, € AT
eby, - b, €A,

Dada (A, *) uma &lgebra com involugao, definimos
T.(A)={f e K(YUZ)| féuma identidade para (A, *)}

o conjunto de todas as identidades com involugao da algebra (A, x). De modo andlogo ao
caso das identidades ordindrias, ¢é facil verificar que T, (A) é um ideal bilateral de K (Y UZ).

Exemplo 1.35. Considere a dlgebra My(K) com a involugdo transposta (veja o Erem-

plo 1.27). Se Ay e Ay sdo elementos antissimétricos e B € um elemento simétrico de
(My(K),t), entao [A1, As] = 0 e [Az, A1 o Bl = 0 (note que (A; o B)! = —A; o B, logo

esse produto resulta numa matriz antissimétrica). Logo,
0= [AQ,Al e} B} == Al @) [AQ,B] - [Al,Ag] oB = Al o) [A27B]

Logo, os polinomios f(vy1,z1,22) = 210 [22,11] € g(z1,22) = [21, 22] sdo x-identidades de
(Ma(K),t).
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Definigao 1.36. Um ideal (resp. subespago) J de K(YUZ) é um T\-ideal (resp. T.-espago)
se ¢(J) C J, para todo *-endomorfismo ¢ de K(Y U Z).

Observe que dizer que ¢(J) C J, para todo x-endomorfismo ¢ de K (Y U Z), equivale
a dizer que f(g1, - ,9n, 1, -+ ,hm) € J para quaisquer f(yi, -+ ,Yn, 21, " ,2m) € J
e g1, - ,gn elementos simétricos e hy,--- , h,, elementos antissimétricos de K(Y U 7).
Claramente, todo T,-ideal é um T-espaco.

Definigao 1.37. Sejam f = f(y1, -+ ,Yn, 21, , 2m) € K(YUZ) e (A, *) uma dlgebra com
involugao. Diz-se que f é um polinémio central com involugao (ou polindémio *-central)
para (A, *) se f(ay, -+ ,a,,b1, - ,by) € Z(A, *), para quaisquer ay,---,a, € AT e
by, by, € A™.

Temos que o conjunto T, (A) é um T,-ideal, enquanto o conjunto C'(A, %) dos polinomios
centrais da algebra (A, *) é um T,-espaco.

Dado S = {fj(y1, " s¥n;» 21, " 2n;) | § € A} um subconjunto de K(Y U Z), defi-
nimos o T-ideal e o Ti-espago de K(Y U Z) gerados por S como sendo os subespagos
de K(Y U Z) gerados por {p;f;(g1," - ,Gn;s P1,- - s hm,)a; | f5 €S, pj.q; € K(Y UZ),
g € K<Y U Z>+7hs S K<Y U Z>_} € {fj(glv"' 7gnj7h17"' 7hmj) | fj SIS
g€ K(YUZ)", hy € K(Y UZ)™}, respectivamente.

A demonstracao de que todo T,-espaco e todo T,-ideal podem ser gerados por um
conjunto de polinémios multi-homogéneos (caso K seja infinito) ou multilineares (caso
charK = 0) é anéloga aquela apresentada na Proposi¢ao 1.24.

1.4 Polinomios *-Proéprios

Nesta se¢ao, abordaremos os conceitos de polindmios *-préprios e posto de um polinémio.
Definimos um comutador de grau 1 como sendo simplesmente uma variavel de Y U Z.

Definicao 1.38. Um polinomio f € K(Y U Z) é dito *-préprio se f é constante ou é
uma combinagao linear de produtos de varidveis antissimétricas por comutadores (cujas
entradas estao em Y U Z) de grau maior ou igual a 2.

Assim, o conjunto de todos os polinémios *-préprios de K(Y U Z) é exatamente a
subdlgebra de K(Y U Z) gerada pelo conjunto

{1UZU{[z1,22,...,2,) | n>2, z; e YUZ}

Denotaremos por By a subdlgebra dos polinémios x-préprios de K(Y U Z).

Seja L(Y U Z) o subespago de K(Y U Z) gerado por Y U Z e pelos comutadores cujas
entradas sao varidveis em Y U Z, e consideremos uma base ordenada de L(Y U Z) (ver
segao 1.4 de [5]) formada por

Y1,Y2,Y3, - 21,722,223, ", U1, Uz, U3, "

onde u; = [Ty, %y, -+ , 7, ), com z;, € Y UZ ek > 2. Temos entao, pelo Teorema de
Poincaré-Birkhoff-Witt, que existe uma base de K(Y U Z) formada pelos elementos

ni, ne Np ,m1 ,m2 Mq
Yiy Yig =Y, %5y Zjy - "7 %5, Wi Wip ~ - Uy, p7Qak7niamj > 0.
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Definigao 1.39. Seja f um polinémio multi-homogéneo em K (Y U Z). Escrevendo

f = Z O‘ayllllyéw T ygznga

onde g, é um polindmio *-préprio, definimos o posto de f, denotado por r(f), como sendo
a maior n-upla a = (ay,aq, - -+ ,a,) na ordem lexicogréfica, entre as que possuem escalar
«, diferente de zero.

Como f possui uma tinica expressao na forma acima, temos que r( f) estd bem definido.
De acordo com essa definigdo, f é x-préprio se, e somente se, r(f) = (0,0,---,0). E
importante observar também que a ordem lexicografica é uma boa ordem no conjunto
0 =Ny x -+ x Ny e assim o principio da inducao ¢ valido, sendo portanto possivel fazer
indugao em r(f).
Vejamos agora uma propriedade importante dos polinomios x-proprios. Considere um
polinomio multi-homogéneo

f(yh oy Yny 21, 7Zm) = O‘yll)lygz T yzng + Zaayillygw o 'ygnga (141)

onde a, ay € K — {0}, g e g, sao préprios e a = (ay, ag, -+ ,an) < (by,bo, -+ ,b,) =7(f),
na ordem lexicografica. Primeiramente, observe que quanto maior a entrada a; na n-upla
a, menor ¢ o grau de y; em g,. Por outro lado, como em ¢ e g, nao aparecem variaveis
simétricas fora de comutadores, a substituicao de y; por y; + 1 nao altera esses polinomios,
e assim

f(yl + ]-7y27 s Uny R1, 22,0 0 >Zm> = a/(yl + 1)b1y32 o yfzng_l_
+ ) aayn + 1) Y5? -y g

Observe que a componente de menor grau em y; deste polindmio é

Jr=oyB - yrg+ )yt Y ga

onde o somatorio é sobre todos os a’s tais que a; = b;. Observe também que quando
a; = by temos (bg, - ,b,) > (ag, -+ ,a,).

Consideremos agora o polinomio f1(y1,y2+ 1,93, * ,Yn, 21, "+ , 2m) € tomemos a sua
componente de menor grau em s, que €

fo=oy - ybrg + ) oyt -y ga

onde o somatorio é sobre todos os a’s tais que a; = by e as = by. Temos que, para a; = by
e ay = by vale (bs,---,b,) > (as,---,a,). Continuando esse mesmo raciocinio, vamos
chegar ao polinomio f,, = ag. A partir dessas ideias, temos o resultado a seguir.

Proposicao 1.40. Sejam V um T,-espago de K{Y UZ) e f € V' como escrito em (1.4.1),
onde K € um corpo infinito. Entao g € V. Ademais, se V é um T,-ideal, entdo os
polinomios g,’s também estao em V. Consequentemente, todo T,-ideal € gerado pelos
seus polindmios x-proprios.
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Demonstracao. Como 1 é simétrico, temos que y; + 1 é simétrico, e dai o polinémio
flyr + L ya, -+ Yn, 21, -+, 2m) pertence a V. Como K é infinito, temos que f; € V e
assim, como Yo+ 1 também é simétrico, temos que f1(y1, y2+1, Y3, s Yny 21, * »2m) € V.
Novamente pelo fato de K ser infinito, temos que fo € V. Seguindo esse raciocinio,
chegamos que f, pertence a V', e assim g € V.

Se V é um T,-ideal, temos aylflygz o-yPrg € V e portanto o somatério em (1.4.1)
também pertence a V. Repetindo esse processo no somatdrio, concluimos que os g,’s

também estao em V', donde segue a ultima afirmagao. [

Observe que esse processo de “eliminacao” de variaveis simétricas fora dos comutadores
usado na proposicao acima nao funcionaria para variaveis antissimétricas, pois a substi-
tuigao de z; por z; + 1 ndo define um *-endomorfismo de K(Y U Z), uma vez que z; + 1
nao é antissimétrico.

Dados [ e m inteiros nao negativos, denotemos por F,,, o espago dos polinomios
multilineares de K (Y U Z) nas varidveis yy, -,y 21, -+ , 2m. Consideremos agora o
espago

Fl,m = Pl,m N BY7 onde l,m Z 0

de todos os polindmios *-préprios multilineares em wq,--- ,y;, 21, , 2, ha algebra
K(Y U Z). Ja vimos que se I é um T,-ideal de K(Y U Z), entdo o conjunto By N [
gera I como T,-ideal.

Supondo agora que que K tem caracteristica zero, com base no que foi visto na Pro-
posicao 1.24, observamos que I pode ser gerado como T,-ideal pelos seus polinomios
«-préprios multilineares. Assim, sendo [ e J T,-ideais de K(Y U Z), tem-se que

I=J < INnly,,=JNIy,, paratodosl,m > 0.

Denotaremos por I';,,(I) o espago vetorial quociente I'y,,, /(I N T',,).

Sendo (A, ) uma algebra (associativa e unitaria) com involugao, escreve-se simples-
mente I';,,(A) ao invés de I',,(T.(A)). Se K tem caracteristica zero, as identidades
polinomiais com involucao de A sao determinadas pelas suas identidades *-préprias mul-
tilineares, isto é, sao determinadas pelos subespagos I';,, N T (A), com [,m > 0.

Para finalizar esta segdo, mostraremos que [';,,(A) é um S,,-mddulo. Mas para isso,
primeiramente definimos médulo e submoédulo sobre uma algebra.

Definigao 1.41. Seja A uma algebra associativa com unidade. Definimos um A-mdédulo
(ou médulo sobre A) como sendo um espago vetorial M, munido de um produto

AxM — M
(a,m) +— a-m

que, para quaisquer a,ai,as € A, m,my,mg € M e \ € K, satisfaz:

(i) (a1 +az)-m=ay-m+as-m;
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Dizemos que um subespago vetorial N de M é um submdédulo (ou A-submédulo) de
M, se a-n € N, para quaisquer a € Aen € N.

Consideremos agora G um grupo e a dlgebra K G (para mais detalhes sobre tal dlgebra,
ver [6]). Dizemos que um espago vetorial M é um G-médulo, quando M é um K G-médulo.
Sendo assim, um S,,-médulo é um modulo da algebra K.S,,.

Definimos entao a operacao

. KSm X Fl,m — Fl,m

tal que
Z Oéoo-'f(ylf" y Yty 21,0 0 7Zm) = Z &Uf(yla"' yUly Zo(1)s " 7za(m)>7
O'ESm O'ESm

o, € K.

Temos que, para quaisquer Y .o« @50,> o Bs0 € KSp, f = f(y1,- ,y, 21,7,
Zm)7g = g(ylu yYl, 2150 0 7Zm) € Fl,m e\e K7

(Z 00+ Zﬁga) f= <Z(%+ﬁo)0> f

UESm UGSm UESm

= Z (o + Bo) [ (Y1, Y1 Zo1)s "+ » Zo(m))

gESm

=D a [+ Bof:

O'GSm O'ESm

<Z aUU) ’ (f+g) = Z aﬂ[f(ylu"' y Yl Zo(1), " " 7Z0(m)>+

c€Sm oESm

+ 91 YL Ze)s s Zo(m)]

(Zo) o (gor) o
()\ > aga) f = (Z )\a(,a) - f

UESm O'GS'm
= Z )\Oécrf(yla"' 7yl7Z0'(1)7"' 7Za(m))
O'GSm
= A Z Ao f (Y1 Ul Zo(1)s " 5 Zo(m))
UES’m

iz
gESm
Ademais,

Z Ao f (Y1, Y Zo(1)s " s Zo(m)) = Z A A f (Y1, Y Ze(1), s Zo(m))

0ESm gESm

= <Z aaa) ().

O’ES’m
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Por fim,

(3 (3 1)

( CKO-O') . <Z 50’f(y17"' y Uty Zo(1)y " - 7Z0(m))> =
UESm O'ES'm

DD B Ze ) s Fem)) =

gESH 'Yesm,

(S S onn)s-

0ESH ’YES’m

(Z ) (z27)) 1

“won

e, diretamente da definicao de , segue que Id- f = f. Portanto, I';,,, ¢ um S,,,-moédulo.

Agora, observe que, se f(y1, -+, 21, " ,2m) é uma *-identidade polinomial para
uma algebra A, entao (ZUESm ozoa) flyr, - sy, 21, 5 Zm), também é uma x-identidade.
Assim, Iy ,,NT,(A) é um subespaco de I'; ,,, fechado para a operagao “-”, logo, I'; ,,, NT(A)
é um S,,-submédulo. Dali, segue que a operagao x : K5, x I'1,,(A) — I';,,(A), dada por

(Z CYUO'> *f(yla"' yYi, 21,00 7zm) = Z ao‘f(y17"' yYly Zo(1)s - - aza(m))

UESm UESm

esta bem definida, e munido dela, o espago I';,,(A) é um S,,-mddulo.

1.5 Superalgebras e Superinvolucgoes

Seja A uma algebra associativa e unitaria. Uma Zy-graduagao em A é um par (Ag, A;)
de subespacos de A tais que

A= AO D Al (§] AZAJ g Ai+j

onde @ + j é a adicao mddulo 2. Uma superdlgebra ou dlgebra Zy-graduada é uma algebra
munida de uma Zs-graduacao.

Sejam E a dlgebra de Grassmann de dimensao infinita, com sua Zs-graduacao F =
Ey @ Ey e A uma superalgebra. Definimos o envelope de Grassmann E(A) como E(A) =
Ey® Ag® E1 ® Ay, onde A = Ay @ A, é a Zo-graduacao de A.

Exemplo 1.42. Considere a dlgebra My(K). Os subespagos

{5 Niaver) o (0 D) ineex)

constituem uma Zs-graduacao em My(K) (chamada de Zs-graduagao usual). Vamos de-
notar por My 1(K) a dlgebra My(K) munida desta Zs-graduagao.

Consideremos entio o envelope de Grassmann E(M;1(K)) = Ey ® Ay & £y ® A;.
Temos que a dlgebra My, (E) € isomorfa ao envelope de Grassmann E(M;1(E)).
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Sendo A = Ay A; uma superalgebra, uma superinvolugao em A é uma transformacao
linear o : A — A Zs-graduada (isto é, (A;)° C A; para i = 0, 1) tal que (a°)° = a para
todo a € A e (ab)® = (—1)lellblpege para quaisquer a,b € Ay U A;, onde

2] = 0, sea€ Ay
11, sea€ Ay

Segue do Teorema 3.2 de [13] que existem apenas duas superinvolugoes em M 1 (K),
a saber, as aplicagdes o, o : My 1(K) — M 1(K), definidas por

a b\ [ d b a b\° [(d —b
cd) \—ca ¢ cd) \c¢ a )
Ademais, esse resultado é generalizado em [17].

Considerando as aplicagoes o e ¢ acima, definamos agora * : My 1(E) — M;1(E) e
ﬁ : Ml,l(E> — Ml,l(E)Z

< i 2 ) = a(E1)° + b(Ey)° + c(Eg)® + d(E)° = ( d 0 )

—C Q

( CcL fl )ﬁ = a(En)° + b(E12)° + c(E2)® + d(Ea)® = ( d —b ) .

C a

Temos que essas aplicagoes sao involucoes na algebra M ;(E), induzidas pelas superinvo-
lugoes o e o em M, 1(K). Observe que * é a involugao definida no Exemplo 1.30.
Considerando agora a transformacao linear ¢ definida por

a b d c
((2a)-(50)
tem-se que ¢ ¢é um isomorfismo das &dlgebras com involucdo entre (M;;(E),*) e
(My1(E),1). Assim, essas dlgebras satisfazem o mesmo T}-ideal de identidades polinomi-
ais com involugao.

Esta ideia apresentada acima de definir uma involucao em M; ;(F) a partir de uma
superinvolucao em M 1 (K), faz parte de um contexto mais geral no qual, partindo de uma
superinvolucao numa superalgebra, e de uma superinvolugao em E = Fy @ E;, podemos
definir uma involucao no envelope de Grassmann desta superdlgebra. Mais precisamente,
sendo A = Ay@® A; uma superdlgebra, seja @ uma superinvolucao em A. Considerando em
E uma superinvolugao x (observemos que a aplicacao identidade é uma superinvolugao
em F), temos que a aplicagao linear x : E(A) — E(A) tal que (a ® €)* = a® ® €*, onde
a€ AyUA; eee EyU Ey, é uma involugao em E(A).

Para uma leitura mais aprofundada a respeito de superinvolugoes e identidades po-
linomiais com involucao em algebras de matrizes sobre a dlgebra exterior indicamos as
referéncias [1] e [10] (segoes 1 e 3).
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Capitulo 2

Identidades Polinomiais com Involucao
de M 171<E>

Este capitulo tem como objetivo determinar uma base para o Ti-ideal da algebra com
involugao M, ;(F). Para ele, usamos como referéncia [10].
Como visto anteriormente,

Ml,l(-E) = {(i Z), CL,dEE(), b,CGEl}

d —c
decorrer do capitulo, K é um corpo de caracteristica zero.
Ja vimos que os subespagos dos elementos simétricos de M; ; (E) em relacdo a involucao

* 6
+ a by,
M171(E) = 0 a , a € Eo,b € El ,

enquanto o subespaco dos elementos antissimétricos é

Ml,l(E)‘:{<‘bL _Oa ) : aeEo,beEl}.

Lema 2.1. (M;,(E),*) satisfaz as sequintes x-identidades polinomiais:

e a involugao x é definida como < Z b ) = ( d 2 ) (veja o Exemplo 1.30). No

(a) [y1, 92
(b) Z1R9223 — Z322%21

(c) (21, 22)[23, 24]

Demonstracao. Considere y; = ( a b ) ezZ; = ( €
0 a; dj

elementos simétricos e antissimétricos quaisquer de M ;(E), respectivamente.

(a)

0 ),i=1,2,j=1,2,3,4,

. a1a9 ale + b1a2 Ao ngl -+ bgal
1,72 = 0 — 0 = 0.

a1a Q207
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(b)

C1CoC3 0
212923 — R329%21 = —
3 3 dlCQC3 — CldQC?, + C102d3 —C1C2C3

C3C2C1 0 —0
dgchl — ngQCl + CgCle —C3C2(C1 '

(c) Note que

[Z_ Z_] . C1Co 0 . CoCy 0
b=zl = d102 — Cldg C1Co dQCl — Cle CoCq

0 0
2(d102 - Cldg) 0

e, analogamente,
z3,71) = 0 0
324l 2(d304 — C3d4) 0 '

Logo, [z1,%](23, 7] = 0.
Proposicao 2.2. Os seguintes polindmios pertencem ao ideal T, (M1 (E)):
(1) [y1; 21, 22, 28] — 2(21 0 2) [y, 23]
(it) [21, zo]y1[23, 2] + [23, 2a]yn [21, 0]
(iii) 221[y1, 22, 23] + [Y1, 21, 22, 23] + [21, 22][yn, 23] + (21, 23] (W1, 22) + [22, 23] (w1, 215
(iv) 2[z1, 20)28[y1, 2a] + [21, 22][v1, 23, 24];
(v) [y1, 21llye, 2] + [p1, 22l lye, 215

(vi) [y1, 21][Y2, 22, 23] — (Y1, 22, 21][Y2, 23]
(vii) 21, 22][y1, 23] (Y2, 24) = [21, za] (Y1, 22] [y, 23] — (22, 23] (Y1, 21) (Yo, 2a] + (23, 2a] (Y1, 21] [y, 22].

Demonstracao. E suficiente e necessario considerar a avaliacao das indeterminadas y; e z;

nos elementos simétricos e antissimétricos

U= ( @ B ) = o;(F11 + Ea) + BiE1s

0 a;
e
— a; 0 o . ‘
Zi = ( S ) = a;(En — Ey) + ciFoy

de M 1(FE), respectivamente (Lembre que Ey = Z(E) e ab = —ba para quaisquer a,b €
Ey). Lembremos que E;; é a matriz de My(K) tendo 1 na entrada (7, j) e zero nas demais.
Primeiramente, observe que, pela Proposicao 1.32, [7,Z;] é antissimétrico, enquanto
Zio%Z e Ui, Z, -+, Z5,) sdo simétricos. Ademais,
[Zi, Z;] = a;a;(Evy + Ea2) — aicjEo + ciaj By — aja;(Eyy + Eo) + ajci By — cja; By

= 2(ciaj — aiCj)Ezl
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Zi 0Zj = a;a;( By + E9) — a;icj By + ciajEay + aja;(Eyy + Eag) — a;c;Ea + cja; By
= 20,1‘@]‘ (Ell + EQQ).

Por outro lado, segue que
[Ea Z_j] = aiaj(Ell - Ezz) + aiCjE21 - BiajEm + BiCjEll - ajai(Ell - E22)—

- aj@z‘Elz - CjaiEQI - Cjﬁz‘EQQ
= Bic;(Ev1 + Eg) — 2,0 Ers.

Ademais, por inducao em n > 1, segue que
Gz 2 Z5a) = (=2)" Biag, - ag, ¢, (B + Ba) + (=2)"Biay, -+ - a;, B (2.0.1)

De fato, para n = 1, segue do que foi visto anteriormente que [7;, Z;;| = Bicj, (Eq1 + Ea2) —
QBiCle Elg.
Supondo que a igualdade (2.0.1) vale para algum k£ > 1, segue que

[E?Z_]N?%’m]:[[y_ Zjpy Z] m]
= [(=2)"'Biaj, - - aj,_,cj (B + Ea), aj,,, (Bi1 — Ex)|+
+ [(—=2)*Biaj, - - - aj, Er2, a5, (E11 — Bag)]+
+[(=2)" " Biaj, - - aj, ¢, (B + Ea), ¢, B+
+ [(—=2)F Biaj, - - - aj, Ehg, ¢y, o1

- _(_2)k5iaj1 ajkajk+1E12 ( 2>kajk+1ﬁiaj1 T Ay, B+
+ (=2)"Biaj, - aj ¢ Brn — (=2)F¢j,, Biaj, -+ a, By
= (—2)’“‘@-@]1 * 51 Chgn (Ell + E22) ( 2)k+1ﬁiaj1 e ajkajk+lE12'

Portanto, pelo principio da indugao, a igualdade (2.0.1) vale para todo n > 1.
(1) Observe que

V1,71, %2, Z3) = (—2)261a1a203(E11 + Ex) + (—2)35101G2G3E12

(Z1 0 22)[11, Z3] = 2(@1a2)(E11 + E2a)(Bics(Evy + Eogo) — 281a3E12).
Logo,
V1,71, %, Z3) — 2(Z1 0 %) (U1, Z3) = (—2)*Brarascs(Ern + Ex) + (—2)°Biarasaz Ea—
— 4681a1a9¢3(E1 + Ea) + 8f1a1a2a3E 2
=0.
(i1) Note que
= 2[(61612041 - CL102041)E21 + (01G251 — a10251)E22]2(03a4 - a304)E21

- 4(016!251%@4 - C1a2ﬁla304 - G1025103G4 + G1C251CL3C4)E217
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e, de modo anélogo,

Dali,
[z1, 22)Ui| 73, Za) + (%3, Za) Uil 71, Z2) = 4(craaficsan — crasfrases — arcaffrczas+
+ aycafrazcs) By + 4(csasfrcras — czagfraico—
— agcafrcras + ascyfrarce) By
= 0.

(11i) Note que
Z1[U1, %2, Z3) = [ai(enn — ea2) + c1Bor](—2B1asc3( By + Eg) + 4B1a2a3E12)
= —2a131a203(E11 - E22) + day frazazErs — 2¢1 Brascs Eor+
+4dci Bragaz By
= —2a10201¢3(E1 — Ea) + 4aya2a361 Erg — 2a¢ Bic3 g+
+ dagazc) B Bag;
1,71, 22, Z3) = 4B1a1aa¢3( By + Eg) — 8f1a1a2a3E1
= 4ayazf1c3( By + Eo) — 8ajazas By E;
[Z1, Z2) [U1, Z3) = 2(c1a2 — a1co) Eoi[Bics (B + Ey) — 2[1a3 )]
= 2c1a9B1c3F9 — 2a1c81¢3 01 — 4cragBiazess + 4aicafraz Ea
= 2apc1 P13 Fy — 2a1¢981c3 01 — dagazcy 1 Fag + 4aiaszce B Eg;
(21, 73] [U1, Z2) = 2a3c1Bicoliny — 2a1c3f1c2Fo1 — 4azasc: 1 Eyy + 4arascs f Eao;
(22, 73] [U1, 1) = 2a3caB101 B0y — 2a0c3 161 Eoy — 4arasco$i By + 4arascsfy Eas.
Logo,
2z1[Yn, 72, 7] + (U1, 71, 72, 7] + (21, 2] [0 3] + (21, 28] [0 2] + (22, 28] [, 2] = 00
(iv) Note que:
[Z1, 22)Z3[1, Za) = 2(c1a2 — arco) Egi[as( By — Eg) + csEn|[Bica( By + Eg)—
- 251G4E12]
= 2(cla2a3 - 010203)E21[ﬂ104(E11 + E22) - 251G4E12] =
= 2(c1azazficy — arcaazPicy) Bay — 4(cragasfras — arcaazfray) Boy
= 2(agasc1Bicy — arazcafics) Bay — 4(azazasc: i — arazascafBr) Eas.
Por outro lado,
= 2(c1ag — a1¢2) By [—2B1a3cs (B + Eas) 4 4B1a3a,Ers] =
= 8(agaszasci By — arasascafBy) By — 4(azasci frcs — arascafBicy) Eay .

z1, %) [, %3, Za)

Logo,

—~

4(agazc frcs — arazcaPicy) By —
8(asagasci By — aragascafBr) ot
+ 8(agazasci B — ayazasca 1) Eag—
A(
0

a2a3015104 - a1a302/8104)E21
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(v) Note que:

1, Z1] [z, 2] = [Bici (B + Ea) — 28101 B [Baca(Eri + Eaz) — 28202 Fh]
= 51015202(E11 + E22) — 2B1c182a0612 — 2B1a182¢2 Era
= Bic1faca( B + Ea) — 2a281¢182E12 — 201818202 Fh;

1, 22| [, Z1] = BicaBaci (B + Eg) — 2a1B10282E1p — 2a8182¢1 Era.

Logo,

(1, 712, 22 + (91, 2] [, 7] = 0.

(vi) Segue que:

1, 21 [, 72, Z3) = [Bici(En + Eag) — 28101 Evo)[—2P2a9c3( Ly + Eoa)+
+ 4B2aza3 E]
= 4f1c1a2a3 2 E1y — 2B1c1a2B203( By + Eap) + 4B1a1a285¢3 10
= dasazfBic1BaEry — 2a81c1P2c3( By + Ea) + 4arasf1facsBra.

Por outro lado,

1, 72, 71) (W2, Z3) = [—2B1a201 (B + Eag) + 481a0a1 Era)[Bacs(Ery + o) —
- 25203E12]
= —2B1as¢1 Bacz(Err + E22) + 4f1az¢1 Baaz By + 4B1aza1 Sac3 By
= —2ay1c152¢3( 11 + Eaa) + 4azazfBici Bobhis 4 4aras 81 facs Brs.

Logo,

+ 4dayas P facs Era — [—2as51¢152c3( By + Eag)+
+ 4dasasfic1 PaEra + 4ayasf facs Era)
=0.

(vii) Note que:

21, Z2) [U1, 25 [12, Za) = 2(cra2 — aico) B [Bres(Ery + Eag) — 2B1a3Eo][Baca( B+
+ Eyy) — 2Bza4615)]
= 2c1a981¢382¢4 Ea1 — dcrazfBrc3fragBay — 2a1¢81032¢4 For +
+ daicafic3Baas oy — dcrasBrazfacy Bay + 4aicafrazBacy Fag
= 2ay¢1 1030204 E91 — dagayscy Presfabag — 2a1028103204 Fo1+
+ dayascaficsfPoling — 4agazey B Baca By + 4arazce By faca Fas.
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Por outro lado,

121, Za) [U1, 22 (12, 73] = 2auc1BrcafacsEor — 4agasci frcaBaFoy — 2a1c4B1¢2P2c3 B+
+ darazcsBrcafabag — 4agaz01 51 Bacz Fag + 4ayagca 1 facs Eag
= 2a4¢1 810282031 — 4azagcy PrcafaFay — 2aicafcafacs o+
+ dajazcsfrcafa oy — 4agasci B Bacz Fag + 4aiazca By Sz Faa;
+ 4agaysc3Bici PoFay — 4ayazceB1 Pacy Fag + 4asaycs b1 PacsFay
= 2a321¢1 204 F91 — dazascafici Pabag — 2a2¢331¢1Saca For+
+ dasascsfrcr Paban — 4arazca 51 Saca Eag + 4aiazcs b1 faca Fao;

[3_37 2_4] [% Z_l] [%; 2_2] = 2a4c3101 020291 — dagagcsfici Poliag — 2azcaBic1 faca For+
+ dagagcyBrc1 Babag — 4ayascs By Baca Fag + 4ayazca 31 Paca Fiaa
= 2a4¢30101 8202 F91 — 4azascsfrcy BaFay — 2azcafc1 PacaBor+
+ dagazcyfrc1 Paliag — 4ayascs By Baca By + 4aiazcaB1Saca Faa.

Logo,
(21, 22, 28] (02, 7] — (21, Zal [0, 22l [, 2] — (22, 6], 24l 9, 2]
+ [, 7l 7, 7] [, 2] = 0.
Portanto, os polindémios (7)-(vii) sdo *-identidades polinomiais de M; 1 (E). |

2.1 Um 7T,-Ideal Gerado por *-Identidades Polinomiais de
M1 (F)

Seja I o T,-ideal gerado por

1, 2], 2122023 — Z32021, [21, 22][ 23, 24]
e pelos polinomios listados na Proposicao 2.2. O principal objetivo deste capitulo é provar
0 seguinte teorema:

Teorema 2.3. Em caracteristica zero, o Ty-ideal das x-identidades polinomiais da dlgebra
com involugio My, (E) € gerado, como T,-ideal, pelos polinémios

[?/1;92]7 Z1R23 — Z3Z2%1, [21, 22][23724]

e pelos polinomios (i),. .. ,(vii) da Proposi¢do 2.2. Em outras palavras, I = T.(M;1(E)).

Como os geradores de [ sao *-identidades polinomiais de M, ;(F), temos que I C
T.(M;1(E)). Para mostrar a inclusao contraria, primeiramente serdo deduzidas algumas
consequéncias dos geradores de I. Denotaremos por (—1)” o sinal da permutagao p.

Observagao 2.4. Para quaisquer permutacoes o, 7 € Sy, o ideal I contém o polinomio

Yo(1), 20(1)) Wo(2)s 2r2)] - Wow), 2r@y]) — (=1)7 [y, 2] (Y2, 22) - - - [y, 1)

De fato, sendo f; e fa elementos simétricos de K (Y UZ), temos que [f1, fo] € I e assim
fife =1 fofi (onde =; significa congruéncia médulo 7). Como qualquer comutador da
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forma [y;, ;] é simétrico, logo, mddulo I, podemos reorganizar os comutadores de forma
a ordenar os y;’s. Assim:

[%(1)7 ZT(I)] [%(2); Z’T(Q)] T [ya(l)7 ZT(Z)} =J [y1, 27(071(1))] T [yz, Zr(rl(l))]~
Ora, mas segue da identidade (v) que [y1, z1][y2, 22] =1 —[y1, 22][y2, z1]. Logo,
To~1
[%(1)7 27(1)] [ya(z), 27(2)] e [ya(l)7 ZT(Z)] =J (—1) [y1, Z1][?J2, 22] e [yz, Zz]-
Como (—1)7

Lema 2.5. Para qualquer permutacao o € Sy, o ideal I contém o polinomio

" = (—=1)7, segue o resultado.

(Y1, 20(1), 5 Zo(k) Zhtt] — (Y1, 215+ 2k Zhg ]

Demonstragao. Primeiramente, note que o comutador [y;, zj,, - - - , 2;,,] € simétrico (veja a
Proposigao 1.32). Além disso, segue da identidade (i) que

(Y1, 21, 22, 23] =1 2(21 0 22) [y, 23] = 2(22 0 21) Y1, 23] =1 [Vh, 22, 21, 23] (2.1.1)
Dado entao qualquer k£ > 2 e 0 € S, como
[yh Ro(1)y %o (2)s """ 1 Ro(k)s Zk—‘rl] = Hyh Ro(1)y """ Zo'(ka)]a Ro(k—1)s Zo(k)s Zk—‘rl]

e (Y1, 2o(1)s "+ 5 Zo(k—2)) € simétrico, usando a igualdade (2.1.1) e indugdo, os z;’s podem
ser organizados, ou seja,

[?/1720(1), s >Za(k:)azk+1] =1 [91721, T 7Zk,Zk+1]-
Portanto, [y1, Zo(1), ** » Zo(k)s Zk+1) — Y1, 21, + 2k, Zht1] € 1. [ |
Lema 2.6. O seguinte polinomio

220(y1, 21] + 221 (Y1, 22] + (Y1, 21, 22 + Y1, 22, 1]
¢ um elemento de I.
Demonstracao. Para quaisquer aq, as e az numa algebra associativa, tem-se que

[a1, as 0 as] = [ay, as] o ag + as o [ay, as].
Como 2z 0 zy é simétrico (veja Proposigao 1.32), segue que
[y1,21] 0 22 + 210 [y1, 2] = [y1, 210 2] € 1.
Note entao que,

[y1, 21, 22] + 22[y1, 21] = [y121 — 21y1, 22] + 22(v121 — 2191)

= Y121%22 — Z1Y1%22 — Z2Y121 T 22211 + 22V121 — 22211

= [y1, 21] 22
Dai,
229y, 21] + 221[y1, 22] + [y1, 21, 22) + [Y1, 22, 21] = 22[y1, 21] + [y1, 21]22 + 21[y1, 22]+
+ [y1, 22]21
= [y1,21] 0 2o + 21 0 [y1, 22
= [y1,21 © 23]
e portanto segue o resultado. |
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Lema 2.7. O ideal I contém o polinomio

A2y 29y, 23] — 2[21, 22)[yn, 23] — (w1, 21, 22, 23).

Demonstra¢ao. Primeiramente, lembre que 2(2; 0 23)[y1, 23] — [y1, 21, 22, 23] € I, pela iden-
tidade (i) da Proposigao 2.2. Por outro lado, note que

4z129[y1, 23] — 2[21, 20l 1, 23] = 4dz122(y123 — 23y1) — 2(2122 — 2221) (123 — 2301)
= dz120y123 — 4212023Y1 — 22129Y123 + 2212223Y1+
+ 22021123 — 22221231
= 22122Y123 — 2212223Y1 + 22021Y123 — 222212301
= 2z2120(Y123 — 23Y1) + 22221 (Y123 — 23Y1)
= 2(z1 0 29)[uy1, 23).

Portanto, 42125y, 23] — 2[21, 2]y, 23] — [y1, 21, 22, 23] € 1. [ |
Lema 2.8. O sequinte polinomio pertence a I:
(22, 23] [y, 21, za) — [21, 23] [W1, 22, 24] + [21, 22] (V1 23, 24].

Demonstragao. Considere f = [22, 23][y1, 21, 24] —[21, 23] [y1, 22, 2a] +[21, 22][y1, 23, 24]. Segue
da identidade (iv) da Proposigao 2.2, que, médulo 1,

—2[22, 23]21 [ylv 24];
—2[21, 23]2’2 [yh 24]5 €

—2[217 22]23 [?/1; 24]-

[227 23] [yla 21, 24]
[217 Z3] [yla 29, 24]

[Zh 22] [yla Z3, Z4]

Logo, modulo 1,

[ = —2[2, z3]21[yn, 24] + 2[21, 23] 22 (Y1, 24] — 2[21, 22]23[Y1, 24].

Ja da identidade (b) do Lema 2.1, segue que z12923 =; 232221. Dali,

=1 —2([z2, z3]21 — [21, 23] 22 + [21, 22)23) [y1, 24]
= —2(222321 — 232921 — Z1R3%9 + Z32129 + 212923 — 222123)[y1, 24]
=7 0.

Portanto, f € 1. [ |

Lema 2.9. O ideal I contém o polinomio

(21, z4] (Y1, 23, 22) — [21, 2a)[Y1,22, 23] + [22, 23] (Y1, 24, 21] — [21, 23] [V, 22, 24+

+ [217 22] [yla 23, Z4]-

Demonstragao. Seja

f = [217 24] [yla 23, 22] - [217 24] [yh 22, 23] + [227 23] [3/1, 24, zl]_

- [217 23] [yla 22, 24] + [Zla Z?][yla 23, 24].
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Pelo Lema 2.8, segue que, médulo 1,
[Zh 22] [y17 23, Z4] - [Z17 23] [3/1; 22, Z4] = _[Z27 23] [yla 21, 24]'
Logo, modulo 1,

f = [217 Z4] [y17 23, 22] - [217 Z4] [yla 22, Z3] + [227 Z3][y17 24, Zl]_

- [227 23] [yla 21, 24]'
Ora, note que:
[yh Z3, Zz] - [yh 22, 23] = [y123 — 231, 22] - [9122 — 22Y1, 23]

= Y123%2 — Z3Y1%2 — 22Y123 T Z223Y1—

— Y12923 + 29Y123 + 23Y122 — Z322U1

=1 [237 22] - [23, 22]y1
= [y1, [23, 22]].
Analogamente, [y1, 24, 21] — [v1, 21, 24] = [y1, [24, 21]]. Logo, médulo I,

[ = 21, 2y, (23, 22]] + [22, 23] [y, [24, 21]]

= [21, 2a]yn[23, 20] + [22, 23ly1 (24, 21] — [21, 24] [23, 22)91 — (22, 23] (24, 21 ]
=0
pela identidades (¢) (Lema 2.1) e (i1) (Proposigao 2.2), lembrando que [z;, z;] = —[z;, zi].
[
2.2 Os Geradores do Espago [';,,(])
O espaco vetorial de todos os polinomios *-préoprios multilineares nas variaveis y,--- ,y;

e 21, ,2m na dlgebra F(Y U Z)/I ¢ o quociente (I',,, + I)/I. Temos

1—‘l,m ~ I‘l,m + I

T, () = ~
tm(1) INTm I

No restante deste capitulo, um circunflexo sobre uma variavel significa que ela estd
faltando na expressdo. Ademais, se f € I',,, a sua imagem em I',,(/) também serd
representado por f (ao invés de f).

Primeiramente, sera feito o estudo do subespago I'y,,. Nesse caso, sao considerados
apenas polinémios f(z,--- , z,) nas variaveis antissimétricas.

Lema 2.10. O espaco Iy, (I) € gerado pelos polinémios
21 Zm e 2y Zi o Zmet|Zis Zml, =1, ,m — 1.
Demonstragao. Note que [z, z;] © 2k = [2i, zj] 2k + 2x[2i, 7] € I, pois
[2i, 22k + 22, 2] = 2zizizn — Zj2i20 + 212125 — 26252

e 212923 — 232921 € I. Logo, médulo 1,

(2, 2] 2k = —21]2, 24]- (2.2.1)
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Observe entao que

212923+ ZnlZa, 2b) = 222123+ ZnlZas 20) + [21, 22]23 - - 2024, 20

(21, 20) 23 22y 2) =1 (1) 223 - 2p[21, 22)[2a, 28]

Como o segundo membro dessa congruéncia pertence a I (identidade (¢) do Lema 2.1),
segue que

[21,20]23 - 2n |20, 2] €
e dai
212223+ Znl2a, 2] =1 222123+ 2024, 28]

Logo, para qualquer o € 5,,,

ZigayBigm) """ Fiotmy (24, 2b] =1 21,260+ 20, [Za), 2b)- (2.2.2)

Sejam o € S, — {id} ei € {2,...,m} tal que o(i — 1) > o(i). Entao
Za(1) - - - Za(i=1)Z0() - - - Zo(m) = Zo(1) - - - Za(i)Zo(i=1) - - - Zo(m) T Za(1) - - - [Zo(i=1)s Zo(i)] - - - Zo(m)-
Agora, segue das congruéncias (2.2.1) e (2.2.2) que
Zo(1) - - - [Zo(i=1)s Zo(@)] - - - Zom) =1 TZ26(1) - - - Zo(i) - - - Za(i-1) - - - Zo(m) [Zo(i—1)s Za(i)]-

Aplicando esta ideia repetidamente, concluimos que I'g,,(I) é gerado pelo monémio
2129+ + Zy € pelos polindmios 2y« -+ Z, -+ Zp -+ Zm[2as 2], 1 < a < b < m.
Suponha a, b # m. Note que

Zm(Zas 2b) + Za[2b, Zm] — 2b[Zas Zm] = ZmZatb — Zm2bZa + ZaZbZm — ZaZmb — ZbZaZm + ZZmZa

pertence a I, pela identidade (b) do Lema 2.1. Logo, Iy, (/) é gerado pelo monémio
21+ Zm e pelos polindbmios zy -+ Z; -z 1[2i, 2m), =1, ;m — 1. [ |

Observagao 2.11. Observando a identidade (a) do Lema 2.1 e observando que um comu-
tador da forma [yi,, 2, , 24, € simétrico, podemos concluir que qualquer comutador
[r1,--+,rp] € F(Y UZ)/I nao nulo (onde cada r; é uma varidvel) possui no mdzimo
uma varidvel simétrica. Ademais, podemos supor que tal varidvel sempre aparece na pri-
meira entrada. De fato, € possivel mostrar que em uma dlgebra associativa, o comu-
tador [x1,- -+ ,x,,a] pode ser escrito como combinagdo linear de comutadores da forma
[a, %o1), "+, Tom)], 0 € Sn. Paran = 2, esse resultado € consequéncia direta da iden-
tidade de Jacobi (veja a Observagao 1.9). Supondo que o resultado é vdlido para algum
n > 2, seque que

(X1, Ty Tpgrs @] = [[T1, 00+ T, Tosa, df
= —[Tni1,a, [0, )] = o, [20, 2], T
= [la, zngal [z1, - ]l + [len, -+ 20, 4], 2]
= —[21, s, (@, T ]] + ([0, @0, Al Tnga]
Fazendo agora y = [a,x,41] € usando a hipdtese de indu¢ao em [xy, -+, T,,y] e em
[x1,- -+, xn,al, seque o resultado.
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Temos que a Observacao 2.11 implica que
[')(I) =0, paratodo!>m > 0.

Em outras palavras, I';,,, C I, para todo { > m > 0.

Lema 2.12. O espaco I';;(I) € gerado pelo polinomio [y, z1] - - [y, z1]-

Demonstra¢ao. Como as variaveis simétricas s6 aparecem dentro de comutadores e em
cada comutador sé aparece no maximo uma varidvel simétrica, é facil ver que I';;(I) é
gerado pelos polindmios

Yoy, 2] - - Woys )]s 0,7 € S0
Mas, da Observacao 2.4, segue que
[yo(l), 27(1)] T [yo(l), ZT(l)] =1 (—1)UT[?J1, 21] T [yz, Zl]-
Portanto, I';;(I) é gerado por [y1,z1] - - [y, 2] [
Agora, considere m = [ + k, k > 0. Para qualquer permutacao o € S;., define-se
Po = Y1, Zo1), 5 Zohn)[Y2, Zoter)] -+ W05 Zoim)- (2.2.3)
Sem =1+ 1, para o € S, define-se os polinémios
fo = Zo(l)[yb 20(2)][y27 20(3)] T [yz, Zo(l+1)]' (2-2-4)
Sem=1+k>1+1 (ouseja, k> 1), para o € Sj;, definem-se
9o = [Zo(1)7 Zo(2)][y1, RZo(3)s """ 7Zo(k+1)][y27 Za(k+2)] T [yl, Za(l—i-k)]' (2-2-5)
Lema 2.13. Sejal >0 e k > 2, seque que:
(1) O espago I'1j41(1) € gerado pelos polinémios p, e fr, para o,7 € Si41.
(2) O espago I'y i (1) € gerado pelos polindmios p, e gr, para 0,7 € Siij.

Demonstracao. Seja m > [+ 1. Os elementos de I',,,(I) sdo combinacoes lineares de
polinémios ¢; - - - ¢, (n > 1), onde ¢; ou é uma varidvel antissimétrica ou é um comutador

do tipo [y, ziy, -+, 2], comy €Y e 2z, -+ , 2, € Z. Como
s zivse sz 2l = My, 2000 20, 2]
= [ywziw... ;Zin]z_z[yazila"' 7Zin];
segue que
[y, ziss sz )2 = Yy Zigy o0 5 Zins 2]+ 2[Ys Zigs s 24, ]

Dal, qualquer elemento de I'; ,,,(I) é combinagcao linear de polinomios wc,c, - - - ¢}, onde

W= 2p(1)%p(2) """ ~B(1)

¢ um monomio de grau t > 0 em variaveis antissimétricas e

C; - [yp(i)7 ZB(t+hi+-+hi—1+1)s " Zﬁ(t+h1+"'+hi)]
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é um comutador de comprimento h;+1 > 2, para permutagoes p € S, 8 € S, e [+1-uplas
de inteiros (¢, hy, -+, hy).

Como [y1,ye] pertence ao ideal I e cada ¢, é simétrico, podemos supor p(i) =
i=1,---,l. Ademais, a identidade (vi) permite supor que h; = 1 para qualquer i > 2.
Em outras palavras, I';,,(I) é gerado pelos polinémios

P, s = 2501y 280) W1, 28(t41)  * » 2B(m—1+0)[Y2, Z8(m—132)] - - * [Y1 28(m)]

com 0 <t<m-—Ilef &S, Observe que Fyg = pg.
Sem =1+1, entdao t € {0, 1}, assim,

Py = [y1, 280): 2822, 283)) - - - Wi 2sa+1)] = ps
Py s = 21, 282 [Y2, z83)] - - - [vi 28a41)) = f3-

Agora, assuma m > [+ 2. Serd denotado por W, o subespaco de I';,,,(I) gerado pelos
polinémios p, e ¢g-, 0,7 € Sp,. Serd provado, por indugao em m, que W,, = I',,,(1).
Mas, W, é um S,,-submédulo de Iy, (1) com respeito a agao natural do grupo simétrico
Sm, permutando as varidveis z1, - - , z,, (veja no final de Segao 1.4). Assim, é suficiente
mostrar que W, contém os polinémios F; 1q para qualquer 1 <t <m —[.

Se m = | + 2, considere os polinémios P14 = 21[y1, 22, 23][Y2, 24] - - - (U1, 2m) € Paga =
2122[y1, 23| (Y2, 24] - - - (1, 2m]. Note que, pela identidade (i),

2P 1a = (—[y1, 21, 22, 23] — |21, 22) [V, 23] — |21, 23] [y, 22)—

— [22, z3][y1, 1)) [Y2, 24] -+ [, 2]
= —[y1, 21, 22, 23][Ya, 2] - - - [Y1, 2m] — [21, 22] (Y1, 23] (Y2, 24] -~ [0, 2] =
- [21, 23][%, 22][y2, 24] T [yl, Zm] - [22, Z3Hy1, 21][3/2, 24] T [yh Zm]

= —Pid — 91d — Gv1 — G2 € Wm

onde y3 = (2 3) e 2 = (1 2 3).Logo, Pi1a € W,
Ja pelo Lema 2.7, segue que

4Py 14 = (2[21, 22)[yn, 23] + (Y1, 21, 22, 23)) [Y2, 24] - - - [U1, 2]
= 2[21, 22][91, 23][92, 24] ce [yz, Zm] + [3/1, 21, 22, 23] [?Jz; 24] T [yh Zm]
= 2014 + pa € W,

Logo, Py1q4 € Wh,.
Sem =1+ k > [+ 2, entao note que pela hipdtese de indugao,

2023 2e[Y1s 2oty s 2] Y2, 2] - (Y 2]
¢ combinacao linear dos polinémios

W1, Zo(2), 5 Zo(ea 1)) (Y25 Zothr2)] - - W1, Zo(m)] ©

[2r2), 2e@) Y1, Zr(a)s -+ 5 Zr(ir)) [W2s Zrkr2)] - (U1, 2r(m)s

onde ¢ e 7 sdo permutagoes do conjunto {2,3--- ,m}. Logo, P14 ¢ combinacao linear
dos polinémios

21[Y1, 202) s Zo(er D) [Y2) Zokr2)) - (Y Zo(m) e

21 [27(2)7 Z’T(3)] [yh Zr(4), " 7ZT(k+1)][y27 ZT(k‘-‘rQ)] te [yl; ZT(’VTL)]
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onde o e T s@o permutagoes do conjunto {2,3--- ,m}.

Como [Y1, Zo(2), " ** » Zo(kt1)] € simétrico, substituindo y; na identidade (7ii) por este
polinomio, e também substituindo, na mesma identidade, z; por zyx) € 23 POr Zy(k+1), €
depois multiplicando por [ya, Zo(k+2)] - - W15 Zo(m)]; Obtemos o primeiro como combinacao
linear de polinomios de W,,.

J& para o segundo polindémio, como visto na prova do Lema 2.10, z[2-(2), 2-(3)] =1
—[2r(2), 2r(3))21. Assim, usando a identidade (iv),

21 [27(2)7 ZT(3)][y17 Zr(4)s " 7ZT(k+1)][y27 ZT(k+2)] T [3/1, ZT(m)] -

- [27(2), 27(3)]21 Y1, Zr(4), 7Zr(k+1)][?/2, Zr(k+2)] o, Zr(m)] =

1

5[2’7(2), 2@ Y1, 2rea), s Zrk)s 215 Ze (o)) [W2s Zr(er2)) - (UL Zrmy) € W

pois ¢ multiplo escalar de algum g,.
Portanto, I';,,,(I) = W,,. [ |

Proposicao 2.14. O espago I';;1(I) € gerado pelos polinémios
o f==zy, 2z [y, 2l
o p1 = [y1, 21, 2| (Y2, 28] - [y 2]
o pi = [y1, zi, 212, 2ol - -+ [Yis 2ia] - [y 2] para i =2, 1+ 1.

Demonstracao. De acordo com o Lema 2.13, I';;41(I) é gerado pelos polinomios p, =
(Y15 201), Zo@)|[Y2s 203)] - (U0, 2o0a1)] € fr = 2zelyn, 2r@))lY2, 273)] -+ - [15 2r001)], onde
0,7 € Si41. A Observagao 2.4 permite assumir 0(2) < 0(3) < --- < o(l+1)e7(2) <
7(3) < --- < 7(l +1). Assim, os geradores sdo f, p; (i > 1) e z;[y1, z1] - [y, 2j41] - -
[Y1, z1+1], para 7 > 1. Finalmente, pelo Lema 2.6, o polindmio z;[y;, 21| é combinagao linear
(médulo I) dos polindomios zi[y1, 2], (1,25, 21] € [y1, 21, 2;]. Dal, usando a Observacao
2.4, segue o resultado. [

Assuma m = [+ k > [ + 2, e considere os subespacos Uj,,, € Vi, de I';,,,(I) gerados
pelos polinomios p, e g,, respectivamente (o, 7 € S, ):

U = (Y15 2o1)s "+ + Zoha 1)) [Y2, Zoter2)] -+ W0 Zo(m)]; 0 € Sm)
Vi = ([2r(1), 2e@))[W1, Ze 3y Zees) ) [Y2, Zrian)) - (Wi Zrm)]; T € S -

Segue do Lema 2.13 que
Dim(I) = Ui + Vign, m > 1+ 2. (2.2.6)
Proposicao 2.15. O espaco U,,,, € gerado pelos polinomios
Piegy = Wi zins 5 zigs 2l [Yes 23] -+ [y, 23]
onde {1,--+ ,m} =iy, - ,igy U{j1, -, i} comm=k+1le
o i < - <y,

o 1< <.
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Demonstragao. Ora, pela Observacao 2.4, segue que, modulo I,

[Z/la Zo(1)y """ 7za(k+1)][y27 Zcr(k+2)] ce [yz, Za(m)] =

(_1>7 [[yh Zo(1)y " 720(k)]7 Zjl} [Z/Z; ZjQ] T [yl7 Zjl]
onde 7 é a permutagao do conjunto {o(k+1),0(k+2),--- ,0(m)} que organiza-o de modo
a obter j; < jo < --- < g
Pelo Lema 2.5, segue que, modulo 1,

[ylv Zo(1)s """y Ro(k)s Zj1] = [yla Zigy "ty R Zjl]

com i < --- < ig. Portanto, vale o resultado. [ |

Consideramos agora o espago V;,,. A argumentacao serd iniciada com o caso mais
facil: [ =1, e assim m > 3.

Lema 2.16. O espaco Vi, € gerado pelos polinomios

o G = [217 Zm][yla 29y 72m71];'

L GQ;(’i,j) = [Zla Zi][ylv U 727;’ U 72?]'7 Tty Rmy Z]] (2 <i< j < m);

g G3;(i) = [227 Zi][yla 23y 72i7 Ty Zmy Zl] (3 <1< m)
Demonstracao. Sejam V' o subespaco de V; ,,, gerado pelos polinomios do enunciado e g, =
[Z0(1): Z0(2)) W15 Z0(3), -+ Zo(m))- O objetivo aqui é mostrar que g, pertence a V. Pode-se
assumir o(1) < 0(2). Pelo Lema 2.5, é possivel reorganizar as varidveis 2,(3), - , Zo(m-1)
em qualquer ordem. Logo, suponha o(3) < --- < g(m—1). Assim, 1 € {o(1),0(3),0(m)}.

Suponha 1 = o(m), entdo ou temos g, = [22, zi][y1, 23, -+ , %, - ,21] = Gg,;) € V ou
9o = 21, Zi|[Yas 22, -+ Ziy o+ 2,0+ 21], com 3 < @ < j < m. Nesse tltimo caso, obtemos

pelo Lema 2.5,
9o = [Ziazj”yb' o 722'7' ce 72?]" T 7227’21]-
Pelo Lema 2.8, vemos claramente que g, ¢ combinagao linear dos polinémios
(20, zil[y1, -+ 26, 2] € [22, 2] [yn, - -+ 5 Zjoe e s 2]

que sao Gs,;) e Gs,(j), respectivamente. Logo, se o(m) = 1, entao g, € V.
Da mesma forma, se 1 = ¢(3), entao

[Zi7 Zj][yh 21yt By wfj, T 7Z<7(m)] Z[Zz‘, Zj][yh cee gy 72}', 21, Za(m)]
que é claramente combinacao linear dos polinomios
[21721][3/17"' 7’21'7"' 7ZU(m)] € [Zlazj”yb'" aZAja"' 7zo(m)]-

Logo, se 0(3) = 1, entdo g, € V.
Por fim, analisaremos o caso em que 1 = o(1). E suficiente mostrar que

[z, 2y, -+ 2y o) € V-

Isso é claramente verdade se m = 3 (basta olhar o polinomio G, j)). Logo, assumindo
que m > 4, a prova é feita através de indugao inversa sobre o(m). Se o(m) = m, entao o
polinomio é um elemento de V', pois obtém-se o polinomio G, m).
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Entao, para um certo j > 2, assumimos que a hipétese é verdadeira para o(m) > j+1.
Considerando agora o polinomio ¢ = [21, z][y1, -+ , %, -+, 2;], claramente, se i < j, esta
feito, pois g = G2, ), que é um gerador de V. Suponha entdo i > j e seja h = o(m — 1).
Sej>h,entao 2 < o(3) < ...<om—-1)=h<j<iedali=m,j=m-—1e
h = m —2 (observe que o conjunto {c(3),...,0(m—1),j,i} tem m — 1 elementos). Neste
caso, g = |21, Zm][Y1, -+ » 2m—1] = G, o primeiro gerador de V.

Assuma entao j < h. Neste caso, pelo Lema 2.9, segue que, modulo I,

[Zlvzi][yla"' 7ZA7§"" 7Zh7Zj] = Hyly 72i7"' aZO'(m—Q)])Zhvzj]
= e, zillyr, 5 %z ol = [z anllyn, sz 2+
+ [Zlazh”yly' o aZjvzi] - [Zlvzj][yla T 7Zhazi]'

A dltima parcela é o gerador Gy, ;) de V; a segunda parcela pertence a V' pelo primeiro
caso (o(m) = 1). Por fim, a primeira e a terceira parcelas pertencem a V pela hipétese
de inducao. |

Proposicao 2.17. O espaco Vi, (m=1+k com 1> 2 ek > 2) € gerado pelos sequintes
polinomios:

(1) G = [Zlazk+1][y1,22, e ,Zk] [y2,Zk+2] T [ylazl+k]>'

(2) GQ?(jlf" Jiv1) — [21’ ZjJ [ylv Rirs """ 5 Rig_as Zj2][y27 zj:s] T [yl’ Zjl-s—l]
onde2 < j1 < - <gip1<me2<0 <o <dp_g <My

(‘?) G33(j1,"'7jl) = [227 Zjl][y17 Zipyttt y Rig_gy Zl][y2> ij] e [yla Zjl]
onde3<j1<---<jp<med3<ig < - <ip_o<m;

(4) G4§(j1,"‘,jlf1) = [ZQ; Zik_1][y1a Zity "y Rig_g ZlHy% Zjl] o [yla ij—1]
onde3< j1 < <1 <med3<i < <1 <mcomj < ip_q.

Demonstragao. Seja W o subespago de V;,, gerado pelos polinomios do enunciado. Es-
crevan = k+1 e, para qualquer A C {1,--- ,m} de cardinalidade n, considere o subespago
Va de V., gerado pelos polinomios g, (polinomio (2.2.5)) tais que o(i) € A para todo
1=1,2,---,n. O objetivo é provar que V4, C W para todo A.

Sejam A = {ay, -+ ,a,} e B = {by,---,b,} subconjuntos de {1,---,m}, onde a; <
e < apeb <--- <b, Diremos que A < B se (ar, - ,a,) < (b1, ,b,) na ordem
lexicografica. Assim, a prova da afirmacao V4 C W ¢é feita através de indugao sobre A.
Primeiro, considere o conjunto A = {1,--- ;n}. Se g, € V4, entdo, pela Observacao 2.4,
pode-se assumir o(n + 1) < --- < g(m), isto é,

9o = [20(1)7 20(2)][3/17 Zo(3), """ JZO'(TL)][y27 Zn+1] T [yla Zm]~

Pelo Lema 2.16, [25(1), 20(2)) U1, 20(3), " * * » Zo(n)] ¢ uma combinacao linear (mod ) dos
polinomios
[Zla Zn][yh 29yt 7Zn—1];
[Zlazi][yhz%' o 721'7" : 72?]',2“,2]'] (2 S { <j S n)7
[ZQa Zi][yh 23, aZAZE Crty Rny 21]7 (3 S ? S TL)

Assim, ¢, ¢ uma combinacao linear dos geradores de G, Go(ijntint2,m) ©
Gg;(z‘,n+17n+27...7m) de W, e dai Vv{l’“.m} - w.
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Agora, seja A # {1,--- ,n} e assuma que Vg C W para qualquer B < A. Se g, € Vy,
entao A = {o(1),---,0(n)}. Como acima, é possivel assumir o(n + 1) < -+ < a(m).
Assim, se 1 ¢ A, entdo 1 = o(n + 1). Aplicando a Observacao 2.4 em

(Y1, 203), * » Zotn-1))s Zom)] W20 21) [U3s Zonr2)] -+ (s Zo(m)]

segue que

9o = _[za(l)y 20(2)] [917 Zo(3)y """ sy Ro(n—1) 21] [y27 Za(n)] [y?)a ZO’(?’L+2)] T [yl; Zo(m)]

pois apenas permutamos 1 e o(n). Isto significa que existe algum subconjunto B de
{1, ,m} talque 1 € Beg, € Vg. Como 1 € B, temos B < A. Logo, g, € Vg C W.

Agora serd analisado o caso onde 1 € A. Seja A = {1,as,--- ,a,}. Entao, pelo Lema
2.16 e Observagao 2.4, qualquer elemento de V4 é uma combinagao linear (mod /) dos
polindmios

(Oé) [217 Zan][ylv Ragy "t ’zanﬂ][y?) Zbl] e [yla zbz_1];
(6) [Zlvzai][ylvzaw e 7Zan72aj][y27zb1] T [ybzbzq] (2 <1<y < n>;
(7) [Zaza Zai][yla Ragy """ s Rans 21][y2, Zb1] te [yh Zbl—l] (3 <1< n)v

onde by < ---<b_re{l,--- m}={l,ag, - ,a,} U{by, - ,b_1}.
Agora, cada um dos polinomios anteriores serd considerado separadamente.
Caso (a):

9= [21, Zan ) [U15 Zass =+ 5 Zan ) [U2s 200 ) - UL 26,4 )-

Se a,_1 > by, entao pela Observacao 2.4,

g= _[217 Zan][yl? Ragy "t 7zb1][y27 Zan—l] T [Z/l, Zbl—l]'

Isso implica que g € Vg, onde B = {1,as, -+ ,an_2,b1,a,} < A, e assim g € W por
inducao.

Se a,_1 < by, entao, como 1 < ag-++ < ap_q1 < by < -+ < b_1€a,1<a,, segue que
{1,a9,++ ,ap_1}={1,2,--- ,n— 1}, pois

l<a<- - <apo<ap1<m-Il=k=n+1.
Assim,
g = [Zl7zan”ylyz27 o 7Zn—1][92,2b1] e [?thb,_l]-

Claramente, pode-se assumir que a, > n, pois caso contrario teriamos
A ={l,as,- - ,a,} = {1,2,...,n} e dai ¢ = G, o gerador de W listado em (1) no
enunciado. Logo, n € {by,--- ,b;_1} e dai by = n. Usando a identidade (vii) (Proposigao
2.2), segue que g — go — g3 + g4 € I, onde

® (o = [Z17 Z?’L] [yh 22yt 5, Zn—2, Zan][y27 Zn—l] te [yh Zblfl];
® g3 = [Zanazn—l][ybz%u : ,Zn—2721][?/2,2n] e [ylazbl_1];
® gy — [Zn—la Zn] [yla 22yt Rn—2; Zl][y27 Zan] e [yh Zbl,l]-
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Nesse caso, escreve-se g = go + g3 — g4 (médulo 7).

Mas g2 = _[zla Zn] [yh 22yttt 7Zn71][y27 Zan] e [yla zbl,1]7 e assim g2 € ‘/?[1,---,71} g W. De
modo andlogo, g4 € Vi1,... ny € W.
Pelo Lema 2.5, g3 = [za,,, Zn-1][U1, 23, - * » Zn—2, 22, 21] [Y2, Zn) = - [, 2b,_,|. Assim,

usando a identidade do Lema 2.8, segue que

gs = ([Zan; 22][91, 23yt Rp—1, 21] + [22, Zn—l][yh 23, 3 2n—2y Ran 21]) [92, Zn] T [3/17 Zb,_l]-

Note que [22, 24, |[Y1, 23, -+ Zn—1, 21)[Y2, 2n) - - [U15 26,_,] € um gerador de W do tipo (4) e

(22, Zn—1][Y1, 23, -+ Zn—2; Zan, 21)[Y2s Zn] - - - [Y1s 26,_, ] € um gerador do tipo (3). Isso conclui
o caso ().
Caso (p):
g = [Zlv ZCLiHyh Zags s Ran s Z“J'Hy27 Zbl] e [yl7 Zbl—l]'

Se a; < by, entdo o polinémio g é um gerador de W do tipo (2). Considere entao a; > b;.

Pela Observacao 2.4, g = —[21, 24,)[U15 Zag>*** » Zan» 26 )[Y25 Za;] - (Y1 25,_,]. Isso implica
que g € Vg para B ={l,as, - ,aj-1,b1,a;41, - ,an} < A. Assim, g € W, por inducao.
Caso (v):
g = [za27 Zai”ylv Zazy " s Ran Zl][y27 Zb1] e [yla Zbl_l]-

Se a; < by, entdo by > 3 e 2 € A. Logo, as = 2 e g é um gerador de W do tipo (3).
Agora, suponha a; > b; e assuma também as > by, isto é, by = 2. Usando a identidade
(vii) (Proposicao 2.2) segue que hy — hy — hg + g € I, onde

o hy = [21,2)[Y1, Zag, *** » Zan» Zas) (Y2, Zai] (Y15 20, )

L4 h2 == [21, Zai][yla Zags """ 5 Rans 22][92; ZCLQ] e [yla zbl_l];

L4 h3 - [227 Zaz][y17 Za37 Tt 7Zan7 Zl][y27 Zai] te [ylu Zblfl]‘
Assim, pode-se escrever ¢ = —hy + hy + hs. Claramente hy,hs € Vg, onde B =
{1,2,a9,--+ ,d;, -+ ,a,}. Dai, como B < A, segue por indugao que hy, hy € W. Analoga-
mente, hy € Vi1.2,45, an}, € assim hg € W, pois {1,2,as3, - ,a,} < A.

A dltima possibilidade a considerar é o caso as < b;. Entao ap, = 2 e g =
(22, Za; | [U15 Zags -+ s Zans 21) (Y25 260 | -+ - [U15 26,_,]- Lembremos que estamos assumindo a; >

by. Se i = n, entdao o polinémio g é um gerador de W do tipo (4). Sendo i < n, entao,
usando a identidade (vii) (Proposicao 2.2), segue que g = —H; + Hy + H3, onde

o Hy= (21,20, ][Y1: Zas, s Zans 22l [Y2s Za)] -+ (Y05 26, )5
o Hy = [21, 20,)[Y1: 2ag, * + Zags 200 |[Y2: 22] - [ye, 2, J;
o Hjy = [z, 20)[U1, Zagy " s Zans 21)[Y2s Zas] -+ [Y1s 20,4 -
Como acima, H; e Hjz sado elementos de Vg para B = {1,2,a3, -+ ,a;-1,b1, @41, ,

a,} < A. Assim, por indugao, Hy, H3 € W. Ademais, pela Observagao 2.4,

H2 - _{Zlu Z(M][Z/l? Zasa Tt 7Zan7 22][y27 Zbl] te [yh Zbl,l]-

Dai, Hy é uma combinagao linear dos polinomios
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o 1 = [21, Za ) (U1, Zags - 5 225 Zan) Y2, 260 ) 0 (W0 26,4 )

® (o = [227 ZanHyla Zazs "t s Rags Zl][y27 Zb1] e [yla Zbl_l];
® (3 = [Zlv ZanHyla Rags """ 5 R2; Z(li][y27 Zbl] T [yla szf1];
o g = [21, 2[Y15 Zas> s Zans Zas) Y25 26 ] - (Y0 20

pois, pelo Lema 2.9, tem-se que —Hs — q1 + ¢2 — g3 + q4 € . Pela Observagao 2.4, segue
que

¢ = —[21, Za) Y1) Zass 0 22, 260 (V25 Zan ) (Y1 20,4

isto é, ¢ € Vg, onde B ={1,2,a3,--- ,a,-1}U{b;}. Analogamente, os polinémios g3 e ¢4
pertencem a Vi, onde C' = {1,2 a3, -+ ,d;, -+ ,a,} U{b1}. Como B,C < A, segue por
inducao que ¢1, q3,q4 € W. Finalmente, pelo Lema 2.5,

q2 = [227 ZanHyh Rags """ 7Zan71721:||:y27 Zbl] o [yla Zbl—l]

isto é, go é um gerador de W do tipo (4), o que conclui a prova. [ |

2.3 A Independéncia Linear

Agora serd provado que os geradores dos espagos I';,,(I) dados nos resultados anteriores
sao linearmente independentes médulo 7 (M 1(E)). Para isso, consideremos as seguintes

matrizes em M; 1 (F):
=(3) « (3 0)
0 w M~

onde u; = €6(i—1)+1€6(i—1)+2> G = €6(i—1)+3> Vi = €6(i—1)+4€6(i—1)+5 € i = €gi, Para t € N.
Observe que Y; é um elemento simétrico e Z; é um elemento antissimétrico na algebra
com involucao (M1 (E), *).

Nao ¢é dificil ver que dois produtos de elementos distintos pertencentes ao conjunto
{ui, G, vi,m; | i € N} sdo iguais na algebra exterior se tém exatamente os mesmos fatores
(ndo necessariamente na mesma ordem). Logo, as matrizes que definimos acima serao
ideais para o que faremos a seguir.

Ademais, considere o seguinte resultado de Algebra Linear:

Lema 2.18. Sejam V um F-espaco vetorial e W, U subespacos de V', com U C W. Se
S C V é um conjunto linearmente independente modulo W e gera V- mddulo U, entao

W =U.

Demonstracao. De fato, se w € W, entao existem aq,--- ,a, € F, s1,--- ,s, € Seu e U
tais que

a8+ -+ aps, +u = w.
Logo, aysy + - + ay,s, = w —u € W. Mas, como o conjunto S é LI médulo W, temos

que cada a; é nulo, t =1,--- ,n. Assim, w=u € U.
Portanto, W = U. [
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Nos lemas a seguir, serd provado que os geradores do espaco I';,,,(I) sao linearmente
independentes moédulo T,.(M; 1(E)), e assim, com auxilio do Lema 2.18, serd provado que
Fl,m N I == Fl,m N T*(Ml’l(E))

Lema 2.19. Os sequintes polinomios
® i 2y
© =212 Zm-1|Ziy2m| (=1, ,m—1),
s@o linearmente independentes mddulo as *-identidades de My 1(E).

Demonstragao. Observe que a entrada (1,1) da matriz Z;--- Z,, é igual a vy vy, a
entrada (2,2) é igual a (—1)"v; - - - v, e a entrada (1,2) é igual a zero. De fato, note que,
para n = 2,

21Z2 _ ( V1U2 0 ) '
Thva — Uil)2  U1U2

e para n qualquer o resultado segue por indugao.
Por outro lado, note que

[Zi,Zm]:<vi 0><vm 0 )_(vm 0 ><vz 0)
/’71' —; nm —Um nm —Um 771 —U;
. ViUm 0 _ Vyn Vs 0
N\ NiUm — Vil ViU, NmVi — Ui Ui

B 0 0
N 2(77ﬂ)m - Uinm) 0 .

Como as entradas (2,2) e (1,2) de Zy-+-Z;- - Zpy_y $80 01+ 0; - Uy € zeT0,
respectivamente, segue que

ARES Zz ce Zm—l[Ziv Zm] = 32v; -0 - Um—l(Th‘Um - Umm)E21~

Logo, 21 - - - 2, nao é combinacao linear médulo T4 (M; ;(E)) dos demais polinoémios, pois
a entrada (1,1) de Z; - -+ Z,, ¢ um monémio nao nulo de FE.

Por fim, fixado ¢ € {1,--- ,m}, note que 0 mondémio vy - -+ U « - - Vy_ 17V, vai aparecer
na entrada (2, 1) apenas do elemento Z - - - Tiveo Zm-1|Ziy Zm]. Como esses mondmios sao
distintos em FE, e portanto linearmente independentes, os polinomios correspondentes sao
linearmente independentes médulo T, (M 1(E)). [

Segue entao dos Lemas 2.10, 2.18 e 2.19 que
Lom(I) =Tom(T(Mi1(E))). (2.3.1)

Lema 2.20. O polinomio [y, z1] - - - [y, z1] ndo pertence a Ty (M;1(E)).

Demonstracao. Segue que em M 1 (FE)
1Y;, Zi] = Gimi (B + Eaa) — 2Gu; Evo.

Logo, a entrada (1,1) de [Y, Z1] -+ [V}, Z;] é o mondmio (7 - -+ {7y, que nao é nulo em
E. [ |
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Logo, os Lemas 2.12, 2.18 e 2.20 implicam que
Fi(I) =T(Tu(My 1 (E))). (2.3.2)

Lema 2.21. Os sequintes polinomios

o f= z1[y1, 22] ce [yl, Zl+1];
® D1 = [y1721,22][y2723] T [yl,Zz+1];
® D= [yl, 22'721][y2722] ce [yi72i+1] T [%ZHJ; para i =2,--- [ +1,

sdo linearmente independentes modulo as *-identidades de My 1(E).

Demonstragao. Inicialmente, serao calculados os polinomios f,p;, ¢ > 1 nas matrizes Y;
e Z;. De forma andloga a prova do Lema 2.20, segue que [Y;, Z;] = (in;(E1 + Ea) —
2¢;v;E19. Deste modo, a entrada (1, 1) de [Y7, Zs][Y2, Zs] - - - [Y1, Zisa] € GimeCams - - - Qi1
enquanto sua entrada (2,1) é zero. Assim, a entrada (2,1) de Z1[Y1, Za]---[Y1, Zi41] €
mCin2Cans -« - Qg1

Por outro lado, note que a entrada (2,1) de [V}, 2, Zs] é zero, assim como a de
Y1, Z;, Z1] (veja a prova da Proposigao 2.2). Deste modo, usando um argumento anélogo
ao usado anteriormente, p; (Y1, -+ Y1, Z1, -+, Z;41) tem entrada (2, 1) nula, para todo
i=1,---,1+ 1. Assim, o polinomio f ndo é combinagao linear médulo T%.(M; ;(E)) dos
polinomios p;, © > 1.

Agora, a entrada (1,1) de p; (Y1, -+, Yio1, Z1, -+, Z141) € 220, Gy -+ < i+ - Mgt -
Logo, para ¢ = 1,---,1 + 1, os monomios obtidos sao distintos em FE. Portanto, os
polinémios p; sao linearmente independentes médulo T, (M 1 (E)). [

Segue do lema anterior, junto com o Lema 2.18 e a Proposicao 2.14 que
L (1) =T (T( M1 (E))). (2.3.3)
Proposigao 2.22. Os seguintes polinomios de I'y ,,, m > 3:

(]) G = [Zlazm][ylaz% T 7zm—1];

(2) Gy = [z, 2illyrs 22, 2o G 2my 3], 2 <0 < <y
(3) G3§(i) = [227Zi][y17237 e 72757' o 7Zm721]7 3 < i < m;
(4) Poy=lyn, 21, %5, zmy ], 1< <o,

geram I'y ,,(I). Ademais, eles sao linearmente independentes modulo as x-identidades de

M1 (E).
Demonstracao. Como m > 3, segue que
Fl,m - Ul,m + Vvl,m-

Pela Proposicao 2.15 junto com o Lema 2.16, os polinomios do enunciado geram
I'y,,(I). Basta entdo provar a independéncia linear.

Como feito anteriormente, serao calculados os polinomios dos enunciado nas matrizes
Y; e Z;. Denota-se por G, G.ij), Gsii), Pj) os elementos correspondentes em M, 1 (E).
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Primeiramente, observe que a entrada (1,1) de Py = Py(Y1,Z1, " ,Zy) 6é
(=2)™ ¢y -+ 05+ - vym;. De fato, de modo andlogo & prova da Proposicao 2.2, segue
que

m = D/IJZIJ e 7Zj7 e 7ZTYL7Z]] (_2)m*1<-11)1 t UA] c 'Umnj(Ell + E22)+

(—Q)mClvl v B,

+

Logo, a entrada (1,1) de m ¢ nao nula em £. Como 0s monomios (jv; -« - ¥; - - - Up,7); S0
todos distintos, segue que os polinomios F;), j = 1, -+ ,m, sao linearmente independentes
modulo T* (Ml,l(E))

Por outro lado, qualquer combinacao linear dos polinomios G, Gz, ;) € G'3,;) calculada
nas matrizes Y; e Z; s tem como entradas possivelmente nao nulas os coeficientes de Fo; e
Es; (observe na prova do Lema 2.19 que um comutador do tipo [Z;, Z;] s6 tem o coeficiente
de F5; nao nulo). Logo, uma combinacao linear nao nula das matrizes P(j) nao pode ser
combinacdo linear das matrizes dos tipos G, Ga.(; iy (ij) © G3 (i) -

Resta agora mostrar que os polinomios G, Ga,; ;) € G'3,(;) sao linearmente independen-
tes moédulo Ty (M;1(E)). Para isso, considere uma combina(;éo linear desses polinomios
com coeficientes a, o, j) € as,(;), respectivamente. Assuma que isto ¢ uma x-identidade
polinomial de M; ;(FE). Assim, quando computado nas matrizes Y; e Z;, segue que

aG + Z Q2:(i,5) G2 (i) + Zag =0.

2<i<j<m

Note que, usando um raciocinio analogo ao visto na prova do Lema 2.19 e o célculo
de P, as entradas (2,1) de G, Goy; ;) € G3,;) sdo, com o mesmo coeficiente 2(—2)"",

os seguintes elementos de E:

o G = (MU — 1Nm)1V2 * * * Um—2lm—1;
o éQ;(i,j) = (771%‘ - vlm)Clvz ey "UAj T UmT)y;
o Gs = (Nov; — vam;)C1v3 -+ - Ty - - - VU,

respectivamente.
Analisando os monomios onde a variavel n; nao aparece, segue que

AV N1V * U2 -1 + E Q2,3 j)V1MiC1V2 * - Vg + =+ U+ - = Uy = 0.

2<i<j<m
Dai, para cada par (7,7) com i < m — 1, segue que ag,;jy = 0. Assim,
avlnmC1'U2 ©Up—2lm—1 + aQ;(mfl,m)Ulnm—ICIUQ o Um—2Tim = 0.

Logo, & = aa,(m—1,m), j& que Nm_1, Nm € 1 sao elementos anticomutativos e vy, vy, - -,
Um—s Sa0 elementos centrais em F.
Considere 3 := ag,(m—1,m), logo a = 3 e

Ozé + ﬁéQ;(mem) + Z Oég;(i)ég;(i) =0. (234)

1=3
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Sendo m > 3, se 3 < ¢ < m — 2, entao 0 mondémio v91;(1v3 - U; + - - UMy aparece
apenas no polinomio Gs,;). Dal, as.;) = 0 para qualquer i = 3,--- ,m — 2, e assim a
equacao (2.3.4) vira

Oéé + BGQ;(m—l,m) + a3;(m—1)é3;(m—1) + a3;(m)é3;(m) = 0.

Portanto,

0 = a(Mmvm — V10m) G102 - - Upp—afm—1 + B(MVm—1 — V10m-1)(1V2 *  * Vyp—2m+

=+ 063;(m—1)(772vm4 — V2Mm—1)C1V3 " * - Upm—2Um M1 + Q3;(m) (M2Um — V2N )13 -+ + * Vp1 1.

Ora, como os elementos 1y, 72, Mm-1, Nm € (1 sd0 anticomutativos e os elementos
vy, -+, Uy SA0 centrais na algebra exterior, e a = 3 segue que

a3;(m) = —Q3;(m-1) , Q= —Q3m) € &= —Q3(m-1)-

Segue das duas primeiras igualdades que a = as,(,,—1) € assim concluimos que a = 3 =
35(m—1) = Q3;(m) = 0.
Por outro lado, se m = 3, observe que a equagao (2.3.4) fica da forma

aG + BGa ) + a3,3)Gam) =0
isto é,
a(mus — vinz)Cinz + B(mve — vin2)Gins + asy3)(M2v3 — vamz) Gy = 0.
Agora, é facil ver que a = 8 = a3,3) = 0, 0 que conclui a demonstracao. [ |
Como consequéncia desta ultima proposicao e do Lema 2.18, segue que
i) = Dy (T(Mi1(E))), m > 3. (2.3.5)
Observagao 2.23. Seja f(y1, ...y, 21, -, 2m) € K(Y UZ) tal que

f(y17 e Yz, e, 2m)[?/l+172’m+1}

¢ uma x-identidade polinomial de My, (E). Entdo f(y1,...,Y1, 21, -, 2m) € também uma
x-identidade polinomial de M,y 1(E). De fato, considerando em f uma qualquer substi-
tui¢do das varidveis por elementos de M, 1(E) (preservando simetria e antissimetria),

denotemos por ( CCL ) o elemento obtido. Fazendo agora as substituicoes

d

Y11=\ 9 1 e Zm+1 = e; —1
onde 1 # j e e; e ej nao aparecem nos elementos a, b, c e d, temos
aee; —2ae; +beie; \ [ a b [ o] = 0 0
ceie; —2ce;+dee; )\ ¢ d Yrels Zma] =\
donde concluimos que a = c =0 e também b =d = 0.

Proposicao 2.24. Sejam =1+ k. Sel > 2 ek > 2, entdo os polinomios de I'; ,,,:
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(1) G = |21, zig1) Y1, 22, -+ 5 2el (Y2, Zhs2) - [0 2ok s

(2) GQ%(jl,“‘,jl+1) = [21’ 2j1Hy17 Ri1s "y Rig_ay Zj2][y27 Zj3] U [yh ij+1]7 onde
2< < <giSme2 < <o <ldpg <My

(3) G3;(j1,~~,jl) = [Z27Zj1][y172i1’ T 7Zik_2721”y2’zj2] T [yl,zjl]; onde 3 < ji <--- <
J<med<ip < <ip_o<my

(4) G4§(j17"'7jl—1) - [227 Zikﬂ][yla Zity "y Rig_a Zl][y27 Zjl] T [yla Zjl—l]’ onde 3 < jl <
< Smed3 <y <<ty <mcom j; < lp_y;

(5) P(jl;",jl) = [y172i17 T 7Zik72j1][y27zj2] T [yl7zjl]7 onde
NnN<--<p<meip<---<ip <m,

sio os geradores de I'y,,,(I). Ademais, esses polindmios sao linearmente independentes
modulo as x-identidades polinomiais de My 1(E).

Demonstracao. Como na proposicao anterior, a primeira parte da afirmacao é uma con-
sequencia simples da decomposicao

I_\l,m = Ul,m + ‘/l,ﬂ’h

junto com os resultados das Proposigoes 2.15 e 2.22. Assim, resta provar a independéncia
linear dos polindmios dados médulo as #-identidades polinomiais de M 1 (E).

Calculando um polinémio () nas matrizes Y; e Z;, denota-se por @) o elemento corres-
pondente de M ;(E). Como na Proposi¢ao 2.22, primeiro provamos que polindémios do
tipo (5) s@o linearmente independentes médulo T, (M;1(E)), e também que o subespago
gerado por esses polinomios ¢ independente (médulo T..(M; 1(E))) do subespago gerado
pelos demais polinomios do enunciado. Para isso, como

Dflv Ziu U 7Zik7 Zjl] = (—z)kﬁ% ©r Ui My (Ell + E22)+
+ (=2)" vy, - v, 05, Bra

e [Yr, Z;] = ¢mj. (B + Ex) — 2Gvj €10, 7 = 2,--- 1, observe que a entrada (1,1) de
Py jy é o elemento (—2)*Civy, « - v;,n;,Canyy -+ Gy, ndo nulo de E. Do fato desses
monodmios serem dois a dois distintos em F concluimos a independéncia linear (médulo
T\ (My1(FE))) dos polinémios Py, ... ;).

Por outro lado, em qualquer combinacdo linear dos elementos G, 62;(3‘1;--73‘1 )
63;01,...,]-,), @4;01,‘..,]-[_1), as possiveis entradas nao nulas sao apenas os coeficientes de
Ey e Esy (andlogo a proposigao anterior). Logo, temos a independéncia dos subespagos
gerados pelos polindémios do tipo (5) e pelos polinémios dos demais tipos.

Mostremos agora a independéncia linear (médulo T..(M;1(E))) dos polindomios dos
tipos (1), (2), (3) e (4). Note que, usando um raciocinio analogo ao célculo de P, ... j) €

a prova do Lema 2.19, segue que as entradas (2,1) das matrizes G, 52;017... due)s G301 )
e 64;@1,...0-171), com mesmo coeficiente 2(—2)’“*2, sao, respectivamente,

o G'= (Muki1 — VMi1)CiV2 - - Vg 1kColirz -+ Gk
® GQ;(jlv"' Jik1) — (nlvjl - Ulnh)Clvil e Uik:—an2§2”7j3 o ClnjH.l;

o Gsji iy = (M2vj, — 021y, )iy =+ - Vi, mCamjy - - Gl
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o Gy i) = (Maviy_y — Vi )10y =+ Vi mCamyy - Qs s

onde os indices satisfazem as mesmas condicoes apresentadas no enunciado da proposicao.
Denote por G;y o conjunto de todos os geradores do tipo (i), para i = 2, 3,4, do enunciado
da proposicao. Assuma que uma combinacao linear

oG + Z agH + Z agH + Z agH (2.3.6)

HGQ(Q) HGg(g) HEg(4)

¢ uma *-identidade polinomial de M; ;(E). Logo, segue que em E

aG + Z agH + Z agH + Z agH = 0. (2.3.7)

HEg(2> H€g<3) HEQ(4)

Na Equagao (2.3.7), considerando os monomios em que 7; ndo aparece, segue que

aw + E agwy =0,
HeG(o)

onde

W = V1Me41G1V2 Vg 1MkC2Mkr 2+ Gkt
e wy = V11, Qi+ Viy 5 M55C2Mjy -~ Qg s€ H = G, gir1) € G(2)- Dai, para qualquer
H € Gy, segue que ay = 0 se H # Goy ... k1) := G2. Sendo f = ag,, a equacao (2.3.7)
se torna

aG+BGy+ Y agH+ Y ayH=0. (2.3.8)

Heg(g) HGg(4)
Agora, fixada uma sequéncia (ji,---,J), com 3 < j; < --- < 5; < m — 1, e conside-
rando os polinomios envolvidos na Equagao (2.3.8)~, observe que o conjunto dos elemen-
tos mi, mj,,---, 1; aparece somente na parcela H = Gsyj, .. j). Para ver, por exem-

plo, que este conjunto de elementos nao aparece nas parcelas correspondentes ao Gy,
basta observar que, nas condi¢oes do enunciado para os polinémios de tipo (4), tem-se
m € {ji1, -+, i1}, Pois {iy,  yig—1, 01, ,Ji-1) = {3,- -+ ,m} e ix_1 ou jj_; é o maior
elemento deste conjunto.

Assim, o coeficiente oy, com H = G ... j,), € nulo, e dai
&G _'_ /8G2 + Z a(jl:"'7jl*1)G3;(j17""j1717m) _'_ Z OéHH = 0 (239)
3<i < <gi—1<m HeGy

onde oy, .. j,_y) = am para H = Gy, . ji 4 m)-

Agora, fixada a sequéncia de inteiros (ji, - ,ji—1), com 3 < j; < - < ji1 <
m — 1, considere os polindmios envolvidos na equagao (2.3.9). Observe que o conjunto dos
elementos 71, 12, 1;,,- -+, 1;_, aparece apenas no polinomio H = Gy, ... ;,_,)- Logo seu

coeficiente deve ser zero, donde a combinagao linear em (2.3.6) vira
aG + pGy + > At i) G351 i—am)
B<j1 < <jim1<m

+ Z a(j1,~~~,jl_2)G4;(j1,~-~7jl_2,m)

3<j1<<Ji—2<m

(2.3.10)

onde A, .. j_,) = am para H = Gy, ji_ym)-
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Mostremos agora a independéncia linear dos polinémios por indugéo em [ (resta apenas
mostrar que os coeficientes envolvidos na combinacao linear (2.3.10) sao nulos, pois isso
ja foi visto para os demais). Note que se | = 2, entao o tltimo somatério da combinagao
linear (2.3.10) some, e ela vira

aG+ G+ Y ;G ko)

3< 1 <k+2

Temos entao uma combinagao linear dos polinomios

o G = [z1, 261)[Y1, 22, 5 2 (Y2 Zm);
d G2 = [Zl?zk][ylaz%'” >zk+1][y27zm];
b G3;(j1,m) = [2272']'1][?/1’ 23yt 7Z}1a e azm—lazl][y%'zm]a onde 3 S jl S m — 1,

que é uma #-identidade polinomial de M; ;(E). Colocando o termo [ya, z,,] em evidéncia
e usando a observagao anterior, chegamos a uma *-identidade polinomial de M; ;(E) que
¢ combinacao linear de polinomios dentre aqueles listados no enunciado da Proposicao
2.22. Assim, o caso | = 2 esta feito.

Supondo agora [ > 2 e observando que (2.3.10) é uma combinacao linear dos polinomios

o G = [Zl, 2k+1][y17 2y ,Zk] [3/27 Zk+2] T [3/171, meﬂ[yl, Zm]%
o Gy = [21, Zk][yl, 29yt 7Zk+1][3/2, Zk+2] T [yl—la Zm—l][yh Zm]%
i G3;(j1,~'7jz—17m) = [227 Zj1][y17 Zity "y Rig_a Zl][y27 ZjQ] te [yl—b Zjlfl][7 Yi, Zm]? onde 3 <

A< <jua<m—1e3<i3 < <ip_g<m-—1;

¢ G4§(j17"' 7jl—27m) = [227 Zik,l][yl, zilu e 7Zik,27 Zl] [312, Zjl] e [ylfl, zj172][yl7 Zm], Onde 3 S
j1<-~~<jl_2§m—1e3§i1<~~-<ik_1§m—1comj1<ik_1;

que ¢ uma *-identidade polinomial de M, ;(E), basta colocar o termo [y, z,] em evidéncia
e usar a observagao anterior para chagar a uma *-identidade polinomial de M, ;(F) que
é combinacao linear de polinomios dos tipos (1), (2), (3) e (4) do enunciado, para [ — 1.
Por inducao, concluimos que todos os coeficientes sao nulos.

Portanto, os polinémios (1)-(5) apresentados no enunciado sao linearmente indepen-
dentes médulo as x-identidades polinomiais de M 1 (E). [ |

Segue da Proposicao acima e do Lema 2.18 que
Uim(I) =0 (T (M1 1 (E))), m=1+k, 1 >2, k> 2. (2.3.11)

Portanto, as equagodes (2.3.1)-(2.3.3), (2.3.5), e (2.3.11) implicam que [ = T, (M;1(E)),
ja que o corpo K tem caracteristica zero. Assim, o Teorema 2.3 fica provado.
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Capitulo 3

Polinomios Centrais com Involucao para
M 1(E)

Neste capitulo, temos como objetivo encontrar uma base para o espaco dos polinomios
centrais com involugao de M ;(E). Utilizamos como referéncia para ele [20]. No decorrer
do capitulo, K é um corpo com charK = 0.

Seja (A, x) uma &dlgebra associativa e unitaria com involugao. Lembramos que

C(A, %) ={f(y1, " Ym, 21, " ,2n) € KXY UZ)|f(ar, -+ ,am, by, -+ ,by) €
Z(A, *), V(ZZ' S A+, bj S A_}7

e um elemento de C(A, x) é chamado de polinémio central com involugdo, ou simplesmente
polinémio x-central para (A, x). Ademais, lembre que C'(A, x) é um T,-espago de K(YUZ),
chamado de espago dos polinémios x-centrais para (A, x*), e T,(A) C C(A,*). No capitulo
anterior determinamos os geradores de T, (M; 1(E)) (veja o Teorema 2.3). Neste capitulo
temos como objetivo determinar um conjunto finito de geradores para os polindmios -
centrais para M (E).

Neste capitulo, * indica a involugao apresentada no Exemplo 1.30, R = (M 1(E), *) e
I =T,(R). Observemos que

Z(M1(E)) = Z(My1(B), %) = {( - ) ae Eo}.

Dado um polinémio f de K(Y U Z), escrevemos f = fs + fx, onde f, é a componente
simétrica de f, enquanto f, é a componente antissimétrica, ou seja,

e = f
2 2

fs € fk =
Observagao 3.1. Seja f(y1,- -+ ,Ym, 21, ,2n) € K(Y UZ) e suponha (A, *) uma dlgebra
com involucao.

1) Se Z(A,x) = Z(A), entio f € C(A,*) se, e somente se, |z, f] € uma x-identidade
polinomial de (A, *) para toda x € Y U Z.

2) Se f € C(A, %), entdao f — f* € uma x-identidade polinomial de (A,x*). De fato, temos
2f = (f+ f*)+ (f — "), sendo a primeira parcela simétrica e a seqgunda antissimétrica.
Substituindo y; por a; € A" e z; porb; € A~ , temos que 2f e f+ f* resultam em elementos
de At (lembrando que Z(A,x) C A1), enquanto f— f* resulta num elemento de A~. Logo,
f— " deve resultar em 0, o que nos da a afirmacao.
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Proposicao 3.2. Seja f = fi+ fr € K(Y UZ). Se f € C(A,x), entao f; € C(A, %) e
fr € Tu(A).

Demonstracao. Se f = fs+ fi, entao f* = fs — fr. Como f — f* é uma *-identidade
polinomial (Observacao 3.1), e f — f* = 2fy, segue que f = f-7
polinomial. Dai, fr € C(A, %), e portanto fs = f — fi pertence a C(A, ). [ |

é uma *-identidade

Proposicao 3.3. Os sequintes polinomios pertencem a C(R, *):

(a) 2 0 z;
(b) [yla 21, 22] - 2(21 o 2’2)91{

Demonstracao. De fato, sejam Y3, Z1, Z5,Y + Z € R, sendo Y] simétrico, Z; e Z5 antis-
simétricos e Y 4+ Z um elemento qualquer (lembre que R = RT @ R~). Note que, como
Z1 0 Zy é simétrico,

(71020, Y + 7] = |71 0 2o, Y] + [Z1 0 Zs, Z]
=740 [Zs, Z) + |21, Z] 0 Zy
— Z1[Z0, 2] + [Z, ) 71 + |71, Z) 7 + 70|70, 7]
= Uo7 — IN LDy + ZoZ 7y — LDy 7y +
+ LWL Ly — LD\ Ly + Lol 4 — ZoZ 2y
— 0,

pelas identidades (a) e (b) do Lema 2.1.
Por outro lado,

H}/la Zla Z2] - 2(Zl o ZQ)}/LY + Z] = [Yb Zl7 Z27Y] + D/b Z17 Z27 Z]_
— 2([(21 @) Zg)}/l,Y] + [(Zl @) ZQ)Y&, Z])

Como [Y7, Z1, Z5| e Zy o Zy sdo simétricos, segue que Y1, Z1, Z5, Y] =0 = [(Z1 0 Z5)Y1, Y],
pela identidade (a) do Lema 2.1 e pela Observagao 1.9. Assim,

(Y1, 21, 25) = 2(Zy 0 Zo)Y1,Y + Z] = Y1, 24, Zy, Z) — 2[(Zy 0 Zo)Y1, Z]
= [YIJ Zla ZQ: Z] - 2(21 © ZQ)D/lﬂ Z]_
—2[(21 OZQ),Z]}/l

pelas identidades (a) do Lema 2.1 e (i) da Proposigao 2.2, e por Z; o Z; ser central.
Portanto, os polinomios (a) e (b) pertencem a C'(R). [

Seja entao V' o Ti-espaco em K(Y U Z) gerado por I junto com os polindmios (a) e
(b) da Proposicao 3.3, ou seja, V é a soma de I com o T,-espago gerado por esses dois
polinémios. Assim, temos V' C C'(R). Mostraremos no fim deste capitulo que V = C(R).
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3.1 Polinomios Centrais *-Préprios de M, ;(F)

Nesta secao, estudaremos os polinémios centrais *-préprios para R.

H4+H*

Lema 3.4. Seja H = s51---5, € K(YUZ), onde cada s; ¢ simétrico. Temos que Q = “=

¢ simétrico e Q = H(mod I).

Demonstracao. E imediato que @ é simétrico. Como [y;,y] € [ ¢ H* = s, - - - 51, segue
que H* = H(mod I). Portanto, @ = H(mod I). |

Proposigao 3.5. Se f(y1, -+ ,y1, 21, "+, Zm) € um polindmio central *-prdprio multilinear
para R que depende das varidveis em Y , entdo f € congruente modulo I a uma combinacdo
linear dos polinomios

P(jlf-wjz) = [yluzin T >Zik7zj1][y2azj2] T [yszz]?
07’Ld6i1<i2<"'<ik,j1<"'<jl e{ila"'7ik7j17"'7jl}:{17"'am}'

Demonstracdo. Primeiramente, estamos supondo m > [, pois no caso contrario temos
f € I. Note que, se m = [, entao, pelo Lema 2.12, f é um multiplo escalar (médulo ) de
[y1, 21] -+ [y, 2]

Se m = [+ 1, entdo, pela Proposigao 2.14, f é uma combinacao linear (médulo I) dos
polinémios

9= 21ly, 2] [y, 2141],
P11 = [yl, 21, 22][312, 23] s [yz, Zl+1} e
i = Y1, i, 21)[Yas 2] - < - (Wi, Ziv1] - Ui, 2141], parat=2,--- 14 1.

Como consequéncia da Proposicao 3.2, temos f =; (f+ f*)/2 e assim f é uma combinagao
linear (médulo I') dos polinémios (g+¢*)/2 e (pi+p;)/2, parai =1,2,--- ,[+1. Segue do

Lema 3.4 que (p; +p;)/2 =1 pi, parai =1,2,--- I+ 1. Resta entdo analisar g, = J zg )
Segue que
gs = 21y, o] - [y 2] + [y 2] - [y, 20)(—21)
c 2
_alyn 2] lyn el = [y 2]y zal s
Js =1 9
o [y, 2] -+ - [y, 2141), 21
gs = — 9 .
Note que

l

[y1s 22] -+ [yn, z141], 2] = Z[yb o)+ Wiy zign, 2] - [y 2
i=1

Dai, pela Observacdo 2.4 e a identidade (vi) (Proposigdo 2.2), o comutador
[[y1, 22] - - - [w1, 21], 21] é uma combinagao linear, médulo I, dos polinémios p;, i = 2,--- |1+
1. Assim, g5 é uma combinagao linear (médulo I) dos polindémios p;, e o caso m = [ + 1
esta feito.
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Por fim, se m = [+ k, k > 2, segue do Lema 2.13 que f é uma combinacao linear
(modulo I) dos polinémios

Do = [3/1, Zo(1)y """ 7Za(k+1)][y27 Zcr(k+2)] to [yl, Zo(m)]7

9o = [za(l), ZU(Z)][y17za(3)> T azo(k+1)][y27za(l€+2)] T [ylaza(m)]

com o € 5,,. De modo analogo ao que foi feito acima, concluimos que f é uma combinacao
linear (médulo I) dos polinémios (p, + p%)/2 e (95 + g%)/2. Segue do Lema 3.4 que
(po + 1) /2 =1 po. Quanto a (g, + g5)/2, temos.

9o + g; _ [[yla Zo(3)y """ >Za(k+1)] [y27 Zo(k+2)] o [yla Zcr(m)]; [Zo(l)a ZU(Z)H

2 2

uma vez que [2,(1), Z(2)] ¢ antissimétrico.
Observemos agora que

Hylwzla o 7271]7 [Zaazb]] - [wazaa [ylazla o 7zn]]
- [?/1,217‘ o ,Zn,Za,Zb] - [91721,' o ,Zn,Zb,Za]

sendo a ultima igualdade consequéncia da identidade de Jacobi. Usando entao as Obser-
vacoes 1.9 e 2.4, e a identidade (vi) (Proposicao 2.2), concluimos que f € U,,,, e assim
usamos a Proposicao 2.15. [ |

Consideremos agora [ > 1 um numero natural, e os polinomios

Pl(yQa Yk, R, 7Zl+1) = [y27 21, 22] [y?n 23] e [yH-lv Zl+1]
e
Pi<y27 Y41, 21,00 7Zl+1) = [y2> Ziy 21] T [yi, Zzel][yiﬂ, 2i+1] te [Z/l+1, Zl+1]7

paral <@ <[+ 1.
Para [ > 1, vamos considerar também os seguintes polinomios

I+1

Cr = Z(_l)"Pn e Di=yC—[y, 2] Y, 2] (3.1.1)

n=1
Observemos que C; = Cy(y2, -+, Yie1, 21, 2141)-
Lema 3.6. O x-espaco V' contém os polinomios
Gn(z1,  ,20n) = (210 29)(23 0 24) -+ (2901 © 22p)
e 0s polinomios Cy, Dy definidos em (3.1.1).

Demonstracao. Claramente, (G; pertence a V. Facamos entao inducao sobre n. Considere
entdo H = (230 24) -+ (22n-1 © 22,). Como z; o z; € simétrico (Proposigao 1.32), segue do
Lema 3.4 que @ é simétrico e Q = H (mod ), onde Q) = % Assim, podemos escrever
() = H + s, onde s € I. Substituindo y; por @ no polinomio (b) da Proposigao 3.3, segue
que

[Qa 217Z2] - 2(21 o Zz)Q eV.
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Dai,
[H 4 s,21,20) —2(2z1020)(H +5) =[H,21,22) —2(21029)H +7 €V,

onde r = [s, 21, 29] — 2(21 0 29)s € I.

Ora, H € V| pela hipétese de inducao, e dai [H, z1, 23] € I. Logo, —2(z1029)H € V,
e assim (5, pertence a V', para todo n.

Resta provar que C; e D; pertencem a V. O polinomio

C1 = [ya, 22, 21] — [Y2, 21, 2] (3.1.2)
pertence a V', pois é consequéncia do polinomio (b) (Proposigao 3.3), ja que
[Y2, 22, 21] — Y2, 21, 22) = [y2, 22, 21] — 2(22 0 21)y2 + 2(21 0 22)y2 — [Y2, 21, 22].

Note que podemos substituir z; por (y; o z1) (que é antissimétrico) em (3.1.2), obtendo,
pela identidade de Jacobi,

[y2>Zz,yl S 2’1] - [92,91 © 21, 22] = —[22792,1/1 o 21] - [y27y1 o 21, Zz]

= [y1 0 21, 22, Y]
Dali, o polinomio

[1/1 ° Zz, 227y2] = [?/1 o [21722] + [91722] © Zlay2]
= [y1,Y2] © [21, 22 + y1 © [21, 22, Yo] + [y1, 22] © [21, yo |+
+ [y1,Z2,y2] 02z

pertence a V. Segue das identidades (a) (Lema 2.1) e (v) (Proposic¢ao 2.2) que
[y1 0 21, 22, y2] =1 Y1 0 [21, 22, Y2] + 2[y1, 21][y2, 20]

lembrando que [y, 22| € [21, y2] s@o simétricos. Novamente pela identidade de Jacobi e
pela identidade (a) do Lema 2.1

[?Jl © Z1, Zz7y2] =rYi° (—[227 Y2, Zl] - [?J27 21, 22]) + 2[917 21][y2, 22]
=7 2y1 ([y2, 22, 21] — [Y2, 21, 22]) + 2[y1, 1] [y2, 22).

Assim, como I C V, concluimos que

D1 =y1 ([y2, 22, 21] — [y2, 21, 22]) + [y1, 21][y2, 2] (3.1.3)
pertence a V. Para [ > 1, substituimos y; por @1 = ¥ onde Y = [ys, 23] - - - [yis1, 2141]

em (3.1.3), e de modo andlogo ao que foi feito acima, obtemos que

Q1 ([y2, 22, 21] — [y2, 21, 22]) + [Q1, 21] [y, 20] €V

e dai
Y ([y2, 22, 21] — [y2, 21, 22]) + [V, 21] [y, 22) € V (3.1.4)

pois Q1 =Y + s1, com s € I. Como Y = ()1 — s1 e (J1 é simétrico, concluimos que
Y([y27 22, Zl] - [y27 21, ZQ]) =7 ([y27 29, Zl] - [y27 21, ZQ])Y - P2 - Pl
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Y, 21][ya, 2] =1 [y2, 22][Y, 21].
Temos [Y, z1| = Ziié[yg, 23]+ [Yi, zis 21) - -+ [Yi41, 2101 Ademais, para 3 <i <[+ 1,

[yz, Z2][?J3, 23] ce [%‘—1, Zi—l][yia Ziy 21] T [?Jl+1, Zl+1] =I

[y, 2is 2] s, 23] - - - [Yi1, zial[yis 2] -+ - [y, 2014]
usando a identidade (vi) da Proposicao 2.2. Usando agora a Observagao 2.4, permutando
z1 em sequéncia com z;_1, ---, 23 € 29, concluimos que

[yz, Zis 22][937 23] s [%71, Zifl][yz} 21] s [ym, Zl+1] =7

(=1 [y, 20, 21 [z, 22) -~ Wi zim1) Wi 1 2i1] - -+ W1, 2101] = (=1)° P

Logo,
I+1

Y, 21][y2, 22) =1 Y _(=1)"Pn

e assim segue de (3.1.4) que C; € V.
Agora, para mostrar que D; € V', observemos primeiramente que

[Y2, Y1 © 21, 2] = [[y2, y1] © 21, 22] + [Y1 © [ya, 21], 22] =1

2[y1[y2, 21], z2) = 2[y1, 22)[y2, 21) + 2y1 (Y2, 21, 22] =1 —2[y1, 21][Y2, 22] + 2y1[ye, 21, 2]

[y, 2i, Y1 © 21] = [Y2, 21, Y1) © 21 + Y1 © [Y2, 21, 21] =1 201[Ye, 24, 1]
devido as identidades (a) do Lema 2.1 e (v) da Proposigao 2.2. Logo, substituindo z; por

(y1 0 z1) em P e P;, obtemos

P1(y2, Yk, Y10 21,00 ,Zl+1) =72y P — 2[91,21]@2,22] T [yl+1»zl+1]

Pi(y2, -+ sy, 910 21505 2141) =1 2015
e assim 2D, é congruente modulo I ao polinomio obtido de C; pela substituicao de z; por
(y1 © z1). Portanto, D; pertence a V. [ |

Sejam W o subespago de K(Y U Z) gerado pelos polinémios multilineares do tipo

Gn(ziu e 7Zi2n)

e W5 o subespaco de K(Y U Z) gerado pelos polinémios multilineares do tipo

Cl([ytl)zilv"' 7Zik1]7yt2"" 7ytl7zikazj17"' 7Zjl)'

Observemos que Wy e Wy estao contidos em V' (e portanto em C(R)) e que os elementos
de Wy U W5 sao polinémios x-proprios.

O lema a seguir lida com os polindomios *-centrais para R que dependem apenas das
variaveis em Z.

Lema 3.7. Se f(z1, -, zm) € um polinomio multilinear (nao-constante) x-central para R,
entdo f € congruente modulo I a um polinomio do subespaco Wi. Em particular, f é
congruente modulo I a um polinomio de V.
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Demonstracao. Note que 212923 — 232021 € uma *-identidade polinomial de R, logo

Ziy ** Zigny, € congruente moédulo I a um polindmio antissimétrico. De fato, como
_ * z

Ziy ZinZis =1 ZisZia iy, tEMOS que (24, 2i,2i5)" = —2iy2iy 2, € dal

Ziy Zig %ig =1 (20 %10 %5 — (20 205%35) ") /2,

sendo este dltimo antissimétrico. Agora, sendo n > 1 e supondo z;, - - - 24,,,, =7 p, com p
antissimétrico, temos que

Zi1 " Rigni1 Riant2 Fionts =r PZigni0%ion s

sendo este ultimo congruente médulo I a um polinomio antissimétrico, pelo raciocinio
anterior.

Assim, se f tem grau fmpar, temos que f(z1, -, zm) =; fi(21,++ , 2m), onde f; é um
polinémio antissimétrico e f; € C(R). Pela Proposigao 3.2, concluimos que f; pertence a
I, eassim f € [.

Agora, assumimos que f tem grau 2n. Usando a igualdade

1
Ri1Riy = 5 (21'1 O Zjy + [Zin ZiQ])

e a *-identidade polinomial [z1, z9][23, 24, temos

1
Riy Rig " Rigy_q1 Rl — 5 (Zil O Zjp + [Ziu 212]) Zig ** Rign
1 1
= 5(211 © Ziz)zi3zi4 C Zigy + §[Zi17 Zi2}2i32i4 T Zigy,
1 1 1 1
- 5(211 © Zi2>§(zi3 © Ziy + [Zi3’ Zi4])zi5 T Ry, + 5[21*1,21'2]5(21'3 © Zi4+

+ [Zisv Zi4]>zi5 T Rign

1
— (21, © 21, (245 © 2iy) Zis * * " Zigy + (20 © 2iy) |45, Zi4) Zis " Zign T

4 4
1
+ Z[Ziu Ziz]('zis © Zi4)zi5 Tt Zig, T Z[zil ) Zi2][zi37 Zi4]Zi5 T Zigy,
1
=1y (20, © 2iy) (2i5 © 2iy)Zi5  * * Zigy + (i) © 2y) 2155 20 2i5  * * Zigy T+

(Zi:s © Zi4)[zi1a Ziz]zis T ZiQn)

pois 21 0 z3 € C(R). Assim, continuando com o mesmo raciocinio, concluimos que

1
Ri1Rig """ Riay_1 Risy =I 2_n(zl1 ° Zi2> e (Zi2n—1 © ZiQn) +9 (315)
onde
n 1 e
g = 2_n(zn © Ziz) T (ZiQk—l © Zizk) T (Zizn © Zizn—1)[zi2k—1 ) Zinc]’
k=1

onde o simbolo ~ sobre o polinomio (z;,, , © 2, ) significa que ele ndo aparece no produto.

Como z; o z5 é simétrico e central, e [z1, z5] é antissimétrico, temos ¢g* =; —¢g e dai

1
g =1 §(g — g*), sendo este ultimo polinémio antissimétrico. Dai, f =; f1 + g1, onde

fi1 € Wy (e portanto f; é central) e g; é um polinomio antissimétrico.
Como f e f; sao centrais, segue que g; é central e a Proposicao 3.2 implica que
g1 € 1. [
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O préximo lema lida com os polindomios *-centrais para R que dependem apenas das
variaveis em Y.

Lema 3.8. Seja g(y1,- -+ ,Ym) um polinémio central nao constante para R. Temos que g
pertence a I.

1 €;
0 1
g multi-homogéneo, e dai, médulo I, g = /\yi€1 <o ykm - Como

y’L - ( 0 1

Demonstra¢ao. Consideramos y; = ( ) . Como o corpo K ¢ infinito, podemos supor

temos que

. . 1 ker+ -+ kpen
Dai, como este elemento estd em Z(M;1(F)) e char K = 0, devemos ter kiA = --- =
kA = 0. Sendo g nao constante, segue que A = 0. Portanto, g € I. [ |
Lema 3.9. Se f(y1, - ,y, 21, -+ ,2m) € um polinémio central *-préprio multilinear para

R que depende das varidveis em'Y e em Z, entao f é congruente modulo I a um polinomio
do subespagco Wy. Em particular, f € congruente médulo I a um polinomio em V.

Demonstrag¢ao. Denotamos por J o conjunto de l-uplas j = (ji,---,7) com 1 < j; <
<o < gy <m. Sendo j = (j1, -+ ,Ji) € J, consideramos o polinémio
Pj = P(jl»"‘vjl) = [yh Zigy """ s R Zjl][y% Zj2] T [ylu ij]

apresentado na Proposigao 2.15 (onde k = m —[). Pela Proposigao 3.5, segue que

f =7 ZO[]PJ

jed
e observemos que 1 < i < -+ < i < m.
Fixada uma l-upla (j1,--- , i), sem € {j1, -, ji}, entdo ji = medai [y, 2;,] = [y, 2m]-
Agora, se m & {j1,--- ,ji}, entao iy, = m e dal
P(]i,“',jl) = [yh Rigs """y Rig_qs Am Zjl][y27 ij] T [yla ij]'

Como C; = " (—1)"P, € V, temos que

n=1

I+1
Pl(y27"' y Y41, 21, 7Zl+1) =v Z(_]')nPn(yQu s Yl+1, 21, azl—i-l)'
n=2

Substituindo y; por y;—1, para 3 < i < I+ 1, y2 por [y1, 2y, ", Zip_,)s 21 DOL Zm € 2
por z;, ,, para 2 < ¢ < [ 4 1, nesta congruéncia e usando a Observacao 2.4 para “jogar”
a variavel z, para o ultimo comutador, concluimos que F, .. ;) € congruente moédulo
Wy + I a uma combinacao linear de produtos de comutadores, com o comutador [y, 2]
como ultimo fator de cada produto.
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Assim, existe um polindmio g tal que gly;, z,,] ¢ multilinear e f — gly;, 2] pertence a
Wy + I. Neste caso, glyi, zm] € um polinomio central para R. Vamos provar entao que
gel.

Primeiramente, observe que, como ¢[y;, z,,] é multilinear, temos que z, e y; nao
aparecem em g¢. Suponha entao que ao fazer uma certa substituicao em g, obtemos

b . o
qg= ( CCL ,a,d € Eyeb,ce E;. Considerando agora as substitui¢oes

d
=0 1 ¢ T e -1

onde ¢; e e; sao distintos e nao aparecem em a, b, ¢ nem d, obtemos o elemento

e;e; —2e;
7—[yz,2m}—< ! )
0 €€

Logo,
_ [ a b eie; —2¢ \ [ aeie; —2ae; + be;e;
97 = ( c d ) ( 0 ey ) - ( ceie; —2ce; + deje; € Z(M1(E)).
Note que se ¢ # 0, como e; e e; nao aparecem em c, segue que ce;e; 7 0, o que contradiz
o fato de gy ser central. Logo, ¢ = 0, e daf ae;e; = de;e;, ou seja, (a — d)e;e; = 0. Como

e; € e Nao aparecem em a nem em d, concluimos que a — d = 0, ou seja, a = d.
Por fim, devemos ter —2ae; + be;e; = 0 e dai (—2a — bej)e; = 0 (lembrando que

e;e; = —eje;). Segue entao que —2a = be; e assim, como e; ndo aparece em a nem em b,
devemos ter a = b = 0. Logo, g = 0, e portanto g € I. [ |
Corolario 3.10. Se w(y1, - , Y1, 21, " , Zm) € um polinémio central x-préprio para R e w

€ nao constante, entao w é congruente modulo I a um polinomio em V. Em particular,
concluimos que w pertence a V.

Demonstracao. Como char K = 0, podemos assumir que w é multilinear. O resultado é
entao direto dos Lemas 3.7 e 3.9. [ |

3.2 Polinomios *-Centrais para M, (F)

Conforme foi dito na Se¢ao 1.4, todo polinomio multi-homogéneof(y1, -+ , i, 21, , Zm)
em K(Y U Z) pode ser escrito de forma tinica como

f= Zy‘l“ e ytwg (3.2.1)

onde a = (ay, - ,a;) é uma [-upla de niimeros inteiros nao negativos e w, é um polinémio
*-proprio, e o posto de f, denotado por r(f), é a maior n-upla a = (aq,--- ,a,), na ordem
lexicografica, tal que w, # 0. Observe que se f é multilinear, entao cada w, é também
multilinear e a; = 0, 1.

Seja A uma &lgebra associativa e unitaria com involugao. Sabemos que se escrevemos
f como em (3.2.1), entdo f pertence a Ti(A) se, e somente se, cada w, pertence a T,(A)
(veja a Proposigao 1.40). Isso ndo vale para polindmios x-centrais. Um contra-exemplo
simples é o polinomio central (b) de R. Entretanto, nés temos a seguinte proposigao.
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Proposicao 3.11. Seja f(y1, -+ ,yi, 21, "+ ,2m) como em (3.2.1). Se f é um polinémio
x-central de posto a para uma dlgebra com involugcao A, entdo o polinomio w, € um
polinomio *-central para A.

Demonstracao. E imediato da Proposicao 1.40, uma vez que C(A, %) é um T,-espago de
K{Y UZ). [ |

O Lema a seguir nos ajudara na prova do Lema 3.13.

Lema 3.12. Seja f um polinomio x-central para R. Temos que
[fyi, 21, 2] =1 flyn, 21,005 20l
Demonstracao. De fato, para n = 1, temos que
[fy1, 21] = flys, 2] + [f, 21]un

Como f é x-central, segue que [f, z1] € I. Logo, [fy1,21] =1 fly1, z1]-
Supondo que a congruéncia ¢é valida para algum n > 1, segue que

[fylazh' o aznazn-‘rl] = [[fylazh' t ,Zn],Zn+1]
= [fylvzla e 7Zn]zn+1 - Zn+1[fy17217 t 7Zn]~
Dali,
[fylvzla' t 7271?2”-4-1] = [fyluzlv' o JZTL]ZH—H - Zn—l-l[fylaZl?' oo ,Zn]
=J f[ylazla e azn]zn—H - Zn+lf[ylazla e >Zn]
=1 f[ylazla T 7Zn]zn+1 - on+1[y1, Byt 7Zn]
= f[ylu 21yt 7Zn72n+1]7
pois f é x-central. [ |
Lema 3.13. Sejam w(yi, -,y 21, ,2m) € Wi UWy e yi* -y um mondémio. Se o

produto yi* - - - y'w ndo pertence a 'V, entao € congruente mddulo V- a um polindmio de
posto menor que a = (ay, - ,a;).

Demonstracao. Se w € Wi, entao sé precisamos considerar o caso w = G,. Note que

(z1029)11 — 5[3/1, 21, 29] pertence a V. Suponha que, para algum n > 1,
1
Gnyl - 2_n[y1’ Z1,%2, " 7227L] eV.
Substituindo z; por z;49, para ¢ = 1,--- ,2n no polinomio acima, segue que
1
(23024) - (22011 © Z2n42)Y1 — 2—n[y1, 23,245+ 5 Zont2] € V.

Note que, como o polindmio (z; 0 z3) o y; é simétrico, o polinomio

1

(23 o 24) s (22n+1 o 2’2n+2) ((21 o 22) o yl) - —[(21 o 22) OY1,23,24," 7Z2n+2]
2n

também pertence a V.
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Como z; 0 z5 é central, segue que (21 0 z9,71] € I C V. Por outro lado, note que
2(z10 22)y1 = (210 22) o Y1 + [21 © 22, Y1)
Logo, 2(z1 0 29)y1 =1 (21 0 29) 0 y1. Segue entao que
[(z1 020) oY1, 23, 24, * » 2ons2] =1 2[(21 0 22)Y1, 23, 24, * 5 Z2ns2)-

Ora, mas segue do Lema 3.12 que

[(Zl o ZQ)yl, 23y %4yttt 722n+2} =I (21 © 22)[917 Z3y 24yttt ,Z2n+2],
logo,
2
2Gh 1 =v 27(21 0 29)[y1, 23, 24, -+ + 5 Zona]. (3.2.2)

Substituindo no polinomio acima 2z; por 2zg,i1, 22 POr Zonio € 2; POT Z;_o, para i =

3,--,2n+ 2, como z; 0 z; é x-central e I C V', temos
1
Gni1y1 =v 2—n(zzn+1 0 Zont2)[Y1, 215 22, + 5 Zan).
1 / . 7’ .

Como (29,11 © Zopi2)y1 — §[y1, Zon+1s Zons2] € Ve [y1, 21, -+, 22n) € simétrico, segue

que
1
(22041 © Zont2)[Y1, 21, -+, Zon) — §[y17217 o Zanga] €V
Assim,
Gt — ﬁ[g/la 21,00, Zont2) €V

Logo, por inducao,

1
Gnn — Q—H[bel,ZQ, e 2] EVL (3.2.3)
Como G,, € C(R), temos G,y; = y1G,, e dai
1
nGy — 2—n[y1, 21,22, , 22n] € V. (3.2.4)

Substituindo y; por yi* - - -y nesse polinomio, concluimos que yi* - - - y;" G,, é congru-
ente modulo V' a

f e 2_n|:yi"l .. ‘y?l7217227 oo 7Z2TL]'
Temos que
l
=1

Como y;* - - - y;"w nao pertence a V, segue que f nao é uma *-identidade. Dali, usando
(3.2.5), segue que yi* - - - y;"w é congruente médulo V' a um polinémio de posto menor que
a.
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Suponha agora que w € Ws. Nesse caso, s6 precisamos considerar w = (). Substi-
tuindo y; por yi* ---y;" em

Dy =y, C) — [?Jh 21] T [Z/l+1, Zl+1]

como D; pertence a V, temos que y;* - - -y C; é congruente médulo V' a

f= [yi” e 'yzclazl] T [Z/l+1,21+1]-

Como no caso anterior, f é congruente médulo I a um polindomio de posto menor que

a. [ |

Teorema 3.14. O x-espaco C(R) é gerado por T.(R) junto com os polindmios z, o z3 e
[y1, 21, 22] — 2(21 © 22)y1. Em outras palavras, C(R) = V.

Demonstragao. J& temos a inclusao V' C C(R). Assim, s6 precisamos provar a inclu-
sao inversa. Como o corpo tem caracteristica zero, consideraremos apenas polinomios
multilineares.

Seja f um polindmio *-central multilinear para R. Pelo Lema 3.8, podemos supor
que f depende de varidveis em Z. Seja a = (a1, - ,a,) 0 posto de f e escrevamos f
como em (3.2.1). Temos que w, é multilinear e, pela Proposigao 3.11, w, é um polinémio
x-central para R. Neste caso, os Lemas 3.7 e 3.9 implicam que w, pertence a Wi + [ ou
a Wy + I, e usando o Lema 3.13 concluimos que ou y{* - - -y w, € V ou yi* - - -y w, (e
consequentemente f) é congruente médulo V' a um polinémio de posto menor que a.

Repetindo esse argumento se necessario, concluimos que f é congruente modulo V' a
um polinomio *-préprio central, e portanto o resultado segue do Corolario 3.10. [
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