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Es t e  t r a b a l h o c o n s t a  de  um e s t u d o d e t a l h a d o d o s  p r o b l e  

mas  " Fl o w- Sh o p "  e  " J o b - Sh o p " .  

Al g o r i t mo s  o x a t o s  s a o d a d o s  p a r a  e s t e s  p r o b l e ma s .  

De n t r e  o s  a l g o r i t mo s  e x a t o s ,  t e m- s e  a l g u n s  a l g o r i t mo s  

p o l i n o mi a i s  p a r a  p r o b l e ma s  mu i t o p a r t i c u l a r e s  e  a l g u n s  a l g o r i t mo s  

e n u me r a t i v o s  p a r a  p r o b l e ma s  g e r a i s .  Es t e s  p r o b l e ma s  p e r t e n c e m a  c i a s  

s e  NP- Co mp l e t a ,  uma  c l a s s e  de  p r o b l e ma s  mu i t o c o mp l i c a d o s  e  q u e  a g o 

r a  na o f o r a m e s c r i t o s  a l g o r i t mo s  ma i s  s i mp l e s  q u e  os  a l g o r i t mo s  ma i s  

s i mp l e s  q u e  os  a l g o r i t mo s  e n u me r a t i v o s  p a r a  s o l u c i o n a r  t a i s  p r o b l e ma s  

De v i d o a o c r e s c i me n t o e x p o n e n c i a l  c om o n u me r o de  j o b s  

e  ma q u i n a s  d o s  a l g o r i t mo s  e n u me r a t i v o s ,  o u t r o s  a l g o r i t mo s  s e r ã o a n a -

l i s a d o s .  Es t e s  s a o c h a ma d o s  He u r i s t i c o s ,  mu i t o i mp o r t a n t e s  na  t e o r i a  

" s c h e d u l e "  d e v i d o a  s i mp I i c i d a d e  e  v i a b i  I  i d a d e  d a s  s o l u ç õ e s .  

F i n a l me n t e ,  e  f e i t o um e s t u d o s o b r e  a  p i o r  s o l u ç ã o de  

p r o b l e ma s  " Fl o w- Sh o p "  a t r a v é s  de  a l g u n s  mé t o d o s  h e u r i s t i c o s .  



A B S T R A C T 

T h i s  wo r k i s  a b o u t  a  s t u d y i n d e t a i  I s  on " Fl o w- Sh o p "  

a nd " J o b - Sh o p "  p r o b l e ms .  

Some  o f  e x a c t  a l g o r i t h ms  we r e  s t u d i e d f o r  t h e s e  p r o -

b I e ms .  

Among t h e s e  e x a c t  a l g o r i t h ms ,  we  h a v e  s ome  p o l y n o mi a l '  

a l g o r i t h ms  f o r  p a r t i c u l a r  p r o b l e ms  a n d s ome  e n u me r a t i v e  a l g o r i t h ms  

f o r  g e n e r a l  p r o b l e ms .  Th e s e  p r o b l e ms  b e l o n g t o t h e  NP- Co mp l e t e  c l a s s .  

Th i s  i s  a  c l a s s  o f  p r o b l e ms  v e r y d i f f i c u l t  f o r  wh i c h we  d o n ' t  h a v e  

s i mp l e r  a l g o r i t h ms  t h a n t h o s e  e n u me r a t i v e  a l g o r i t h ms  t o s o l v e  s u c h 

p r o b I e ms .  

Due  t o e x p o n e n c i a l  g r o wt h wi t h t h e  n u mb e r  o f  j o b s  a n d 

ma c h i n e s  o f  t h e s e  e n u me r a t i v e s  a l g o r i t h ms ,  s ome  o t h e r  a l g o r i t h ms  '  

w i I I  be  a n a l y s e d .  Th e s e  a l g o r i t ms  a r e  c â l l e d He u r i s t i c s  a n d t h e y a r e  

v e r y i mp o r t a n t  i n S c h e d u I e " t h e o r y d u e  t h e i r  s i mp l i c i t y a n d v i a b i l i t y 

o f  s o I u t  i  o n s .  

F i n a l l y a  s t u d y h a s  b e e n d o n e  on t h e  wo r s t  s o l u t i o n o f  

" Fl o w- Sh o p "  p r o b l e ms  t h r o u g h s ome  h e u r i s t i c  me t h o d s .  
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I  N T R O D U Ç Ã O 

Os  p r o b l e ma s  " F l o w- Sh o p "  e  " J o b - Sh o p "  s a o t e ma s  de  d e s t a q u e  

n e s t e  t r a b a l h o .  Es t e s  p r o b l e ma s  s a o d o s  ma i s  i mp o r t a n t e s  na  t e o r i a  '  

" s c h e d u l i n g "  c omo t a mb é m d o s  p r i me i r o s  a  s e r e m d i s c u t i d o s .  A g r a n d e  

i mp o r t â n c i a  d e s t e s ,  s e  d e v e  a o f a t o da  a p l i c a b i l i d a d e  d e n t r o d o p r o -

c e s s o i n d u s t r i a l ,  p r e o c u p a ç ã o n a t u r a l  d o s  ú l t i mo s  t e mp o s .  J o h n s o n - [ l 3 ]  

f o i  o p r i me i r o c i e n t i s t a  a  d a r  r e s u l t a d o s  c o n c r e t o s  d e s t e  p r o b l e ma s .  

Um p r o b l e ma  " F l o w- Sh o p "  e n v o l v e  um c o n j u n t o de  ma q u i n a s  e  

1, 2 -  Os  t e r mo s  " Fl o w- Sh o p "  e  " J o b - Sh o p "  s a o u t i l i z a d o s  d u r a n t e  t o d o 

o c o n t e x t o p o r  f a l t a  d e  uma  p a l a v r a  em p o r t u g u ê s  q u e  o s  t r a d u -

z a  a d e q u a d a me n t e .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3 - 0 t e r mo " s c h e d u l i n g "  e  u t i l i z a d o p o r  f a l t a  de  uma  p a l a v r a  q u e '  

o t r a d u z a  de  ma n e i r a  c o mp l e t a .  Du r a n t e  t o d o e s c e  t r a b a l h o ,  e l e  

e  d e f i n i d o c omo a l o c a ç a o de  ma q u i n a s  s o b r e  t e mp o p a r a  e x e c u -

t a r  uma  c o l e ç a o de  t a r e f a s .  



" J o b s "  .  Ca da  " J o b "  c  f o r ma d o de  t a r e f a s ,  s e n d o c o d a  uma  d e l a s  e x e c u 

t a d a  p o r  uma  d i f e r e n t e  ma q u i n a .  É i mp o r t a n t e  s a l i e n t a r  q u e  em um p r o 

b l e ma  " Fl o w- Sh o p "  o c o n j u n t o d e  ma q u i n a s  d e v e r a  s e r  o r d e n a d o e  q u e  o 

n u me r o d e  c a d a  t a r e f a  d o s  " J o b s "  c o i n c i d a  c om o n u me r o do ma q u i n a  

que  a  e x e c u t a r a .  Uma  p o s s i v e l  a p l i c a b i l i d a d e d o p r o b l e ma  " F l o w- Sh o p "  

e  na  I n d u s t r i a  Au t o mo b i  I i s t i c a .  

De f i n e - s e  " J o b - Sh o p "  c omo um c o n j u n t o d e  " J o b s "  q u e  de ve m 

s e r  e x e c u t a d o s  p o r  ma q u i n a s .  Ca da  " J o b "  e  c o mp o s t o d e  t a r e f a s ,  a s  

q u a i s  s e r ã o p r o c e s s a d a s  p e l a s  ma q u i n a s .  Aq u i  p o d e - s e  t e r  um n u me r o 

d e  t a r e f a s  d i  f e r e n t e  d o n u me r o d e  maqu i  n a s  p o d e n d o o c o r r e r  d i f e r e n - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
A.  >•  

t e s  s e q u e n c i a s  no p r o c e s s a me n t o d o s  " J o b s "  p e l a s  ma q u i n a s .  Po r  i s s o 

" J o b - Sh o p "  e  um p r o b l e ma  ma i s  g e r a l  q u e  " Fl o w- Sh o p " .  Uma  p o s s i v e l  '  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
má s 

a p l i c a ç ã o p a r a  e l e  e  em o f i c i n a s  p a r a  r e p a r o d e  c a r r o s .  

0 c a p i t u l o I  d e s t e  t r a b a l h o ,  t r a t a  d o s  p r o b l e ma s  " F l o w- Sh o p "  

e  " J o b - Sh o p " ,  d e f i n i ç õ e s  d a s  d i v e r s a s  v a r i á v e i s  que  o s  c o mp õ e m,  c omo 

t a mb é m,  d o d i a g r a ma d e  Ga n t t ,  u t i l i z a d o na  r e p r e s e n t a ç ã o g r á f i c a  d e s  

t e s  p r o b l e ma s .  

Nos  c a p í t u l o s  2 e  3 s e r ã o d e s e n v o l v i d o s  a l g o r i t mo s  p o l i n o mi -

a i s  p a r a  a  d e t e r mi n a ç ã o d e  uma  " s c h e d u l e "  o t i ma  p a r a  a l g u n s  p r o b l e  -

mas  " Fl o w- Sh o p "  e  " J o b - Sh o p " .  E n t r e t a n t o ,  e s t e s  a l g o r i t mo s  s o s e  v e -

r i f i c a m p a r a  p r o b l e ma s  mu i t o e s p e c i f i c o s .  

No c a p i t u l o 4 t r a b a l h a - s e  c om a l g o r i t mo " Br a n c h a n d Bo u n d "  '  

p a r a  os  p r o b l e ma s  " Fl o w- Sh o p "  e  " J o b - Sh o p " .  Es t e s  a l g o r i t mo s  s a o a j _ 

g o r i t mo s  e n u me r a t i v o s ,  p o r  i s s o ,  c o mp u t a c i o n a I  me n t e ,  n a o s a o a c o n s e -

l h á v e i s ,  p o i s  e x i g e m mu i t a  me mo r i a  e  t e mp o d e  c o mp u t a ç ã o .  Em g e r a l  

4 -  Ne s t e  t r a b a l h o o t e r mo " J o b "  r e p r e s e n t a  um c o n j u n t o de  t a r e f a s  ou 

o p e r a ç õ e s  que  d e v e r ã o s e r  p r o c e s s a d a s  p o r  ma q u i n a s .  



e l e s  c r e s c e m e x p o n e n c i a l me n t e  c om o n u me r o d e  j o b s  e  ma q u i n a s .  

E x i s t e  uma  c l a s s e  de  p r o b l e ma s  c h a ma d o s  p r o b l e ma s  NP- Compl e -

t o s  mu i t o c o mp l i c a d o s  e  q u e  s e r o o t r a t a d o s  n o c a p i t u l o 5-  Es t e s  p r o 

b l e ma s  s a o t o d o s  p o I  i n o mi a  I  me n t e  e q u i v a l e n t e s ,  i s t o e ,  s e  e x i s i t r  um 

a l g o r i t mo p o l i n o mi a l  p a r a  um d e s t e s  p r o b l e ma s ,  e  p o s s i v e r  c o n s t r u i r '  

a l g o r i t mo s  p o l i n o mi a i s  p a r a  o u t r o s  p r o b l e ma s  NP- Co mp I e t o s .  Du r a n t e  

mu i t o s  a n o s ,  c i e n t i s t a s  t e n t a r a m e s c r e v e r  a l g o r i t mo s  me l h o r e s  p a r a  

s o l u c i o n a r  os  p r o b l e ma s  d e s t a  c l a s s e  n a o a l c a n ç a n d o g r a n d e  s u c e s s o ,  

p o r  i s s o e l e s  pe ns a m da  n a o e x i s t ê n c i a  d e  t a i s  a l g o r i t mo s .  Ta mb é m s_e  

r a  mo s t r a d o n e s t e  c a p i t u l o ,  q u e  p r o b l e ma s  " F l o w- Sh o p "  e  " J o b - Sh o p "  '  

ma i s  g e r a i s  p e r t e n c e  a  e s t a  c l a s s e  e ,  d a i ,  p r o v a v e l me n t e  o s  me l h o r e s  

a l g o r i t mo s  p a r a  s o l u c i o n a r  v á r i o s  p r o b l e ma s  s e j a m os  a l g o r i t mo s  e n u -

me r a t  i  v o s .  

0 c a p i t u l o 6/  t r a t a  de  a l g o r i t mo s  h e u r i s t i c o s  d e  g r a n d e  i m -

p o r t a n c i a  na  t e o r i a  " s c h e d u l i n g "  d e v i d o a  s u a  s i  mp l i c i d a d e  e  v i a b i l _ i _ 

d a d e  n a s  s o l u ç õ e s ,  e s p e c i a l me n t e  p a r a  p r o b l e ma s  NP- Co mp I e t o s .  

No c a p i t u l o 7,  a n a l i s a - s e  o p i o r  c a s o p a r a  a l g o r i t mo de  p r o -

b l e ma s  " Fl o w- Sh o p "  a t r a v é s  d e  a l g u n s  mé t o d o s  h e u r i s t i c o s .  
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C A P Í T U L O I  

P R O B L E MA S "  F L O W- S H O P "  E " J O B - S H O P "  

I . I  -  O PROBLEMA "FLOW- SHOP"  

De f i n e - s e  " Fl o w- Sh o p "  c omo s e n d o um c o n j u n t o de  n 

j o b s  J | , . . . , J ^ e  um c o n j u n t o o r d e n a d o de  m ( m ^  I )  maqu i  n a s  Mj , . . . , M̂ .  

Ca da  j o b c o n s i s t e  de  m o p e r a ç õ e s ,  de  modo q u e  a  i - e s i ma  o p e r a ç ã o d e  

c a d a  j o b s e j a  e x e c u t a d a  p e l a  ma q u i n a  M. - No t a n d o - s e  p o r  0 . .  a  i - e s i ma  

o p e r a ç ã o d o j o b J  •,  t  .  .  r e p r e s e n t a  o t e mp o de  p r o c e s s a me n t o d e s t a  

o p e r a ç ã o na  ma q u i n a  M. .  

Uma  " s c h e d u l e "  e  d e f i n i d a  c omo s e n d o uma  f u n ç ã o X 

q u e  e s p e c i f i c a o t e mp o d e  i n i c i o de  c a d a  o p e r a ç ã o .  Se  X j •  e  o t e mp o '  

de  i n i c i o do j o b J .  na  ma q u i n a  M. ,  i s t o e ,  o t e mp o de  i n i c i o da  i -

- é s i ma  o p e r a ç ã o do j o b J ^ ,  e n t ã o a s  p r o p r i e d a d e s  s e g u i n t e s  de ve m s e  

v e r i f i c a r  numa  " s c h e d u l e " J  

a )  Ca da  o p e r a ç ã o d e v e  s e r  p r o c e s s a d a  i n i n -

t e r r u p t a me n t e ;  

b )  Uma  ma q u i n a  n a o p o d e  p r o c e s s a r ,  em um 



mes mo i n s t a n t e ,  ma i s  de  uma  o p e r a ç ã o ;  

c )  0 p r o c e s s a me n t o de  uma  o p e r a ç ã o 0 .  .  .  
J /  i + l  

s o p o d e r á  s e r  i n i c i a d o a p o s  c o n c l u í d a  a  

e x e c u ç ã o da  o p e r a ç ã o 0 . . .  

Fo r ma l me n t e ,  uma  " s c h e d u I e "  p o d e  s e r  d e f i n i d a  p e l a  

s e g u i n t e  f u n ç ã o :  

X :  0 . .  —zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA> x . .  c om 
J "  J i  

1 . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA K • •  ,  •  N X •  +.  t  •  •  
J ,  l + l ^ J l  J l  

2.  [ x x + t . . )  0 [ x .  x .  •  + t .  0- k?« j  
J i  J i  J i  k i  k i  k i  J  

Ex e mp l o l . l  -  Es t e  p r o b l e ma  s e r a  i l u s t r a d o c om um '  

e x e mp l o o n d e  m=3/  n=2 e  c om os  v a l o r e s  

t - .  d a d o s  na  t a b e l a  l . l  a b a i x o .  
J  "  

M .  
J  * l i  

t 9 .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1 

N,  1 5 

M 2 5 1 

M 3 
5 3 

Ta b e l a  l . l  

De t e r mi n a - s e  uma  " s c h e d u l e "  p a r a  e s t e  p r o b l e ma  me-

d i a n t e  uma  r e p r e s e n t a ç ã o g r á f i c a  c o n h e c i d a  p o r  d i a g r a ma ,  o' e  Ga n t t  '  

q u e  e  a  a  l o c a ç ã o de  ma q u i n a s  s o b r e  o t e mp o .  



ó.  

M,  

M,  

M,  

6 7 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA14 

F i g .  l . l  -  Uma  p o s s i v e l  " s c h e d u l e "  p a r a  o e x e mp l o l . l  

Na  d e t e r mi n a ç ã o de  uma  " s c h e d u l e "  p a r a  um p r o b l e ma  " F l o w 

Shop" ,  t e m- s e  em me n t e  d e t e r mi n a d o s  o b j e t i v o s  q u e  s e r ã o e x e c u t a d o s  '  

de  a c o r d o c om o i n t e r e s s e  d e s t e  p r o b l e ma .  An t e s  de  e x p l a n a r - s e  e s t e s  

o b j e t i v o s  ( f u n ç õ e s  o b j e t i v a s ) ,  s e r ã o v i s t a s  a l g u ma s  v a r i á v e i s  a d i c i o 

n a i s  a  e s t e  p r o b l e ma .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

r • i J = ' / " ' - / n ~ t e mp o em q u e  o j o b J .  e s t a  d i s p o n i v e l  pa_ 
J  J  

r a  s e r  p r o c e s s a d o .  

d j ,  j = l , . . . , n -  t e mp o p r e v i s t o p a r a  a  c o n c l u s ã o d o j o b 

j  . .  
J  

C. ,  j —l , . . . , n -  t e mp o de  c o n c l u s ã o do j o b J . ,  i s t o e / t e m 
J  J  

p o em q u e  a  u l t i ma o p e r a ç ã o do j o b J .  '  

f o i  c o n c l u i  d a ;  a s s i m C . = x .  + t  .  .  
J  j n j n 

w ,  j = l / > - w n _ p e s o a t r i b u í d o a o j o b J .  de  a c o r d o c om 
J  J  

s u a  i mp o r t â n c i a .  Ne s t e  t r a b a l h o s e r ã o e s  
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t u d a d o s  o s  c a s o s  p a r t i c u l a r e s  w. = l  e  w . = 
J  J  

l / n .  

As  q u a n t i d a d e s  q u e  a v a l i a m uma  " s c h e d u l i n g "  s a o u s u a l me n t e  

f u n ç õ e s  de  C . .  Se r ã o v i s t a s  a l g u ma s  d e l a s :  

L. ,  j = l , . . . , n -  e s t a b e l e c e  a  d i f e r e n ç a  e n t r e  o t e mp o de  c o n 
J  * 

c l u s a o e  o t e mp o p r e v i s t o de  c o n c l u s ã o d o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
*  

J o b J . ,  i s t o e ,  L. =C. - d. .  
J  J  J  J  

As s i m,  L .  > 0 s e mp r e  q u e  o J ob J .  r o r  c o n 

c l u i d o a p o s  o t e mp o p r e v i s t o .  L . =0 s e mp r e  '  

q u e  o J ob J .  f o r  c o n c l u i d o a n t e s  do t e mp o 

p r e v i s t o e  L . < 0 s e mp r e  q u e  o J o b J .  f o r  c o r i  

c l u i d o a n t e s  d o t e mp o p r e v i s t o .  

T- ,  j = l , . . . , n -  De t e c t a  de  q u a n t o o J o b J .  a t r a s o u s e u p r o c e s  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
è  J  -

s a me n t o .  T . =max { 0,  C . - d .  j  .  É c  I  a r o q u e  T . =0 
J  J  J  J  

s e mp r e  que  o J ob J  .  f o r  p r o c e s s a d o a n t e s  ou 

na  d a t a  p r e v i s t a .  

U . ,  j = l , . . . , n -  De t e c t a  q u a n d o o J ob J j  a t r a s o u no s e u p r o c e s  

s a me n t o .  U . — 
J  

0 s e  C .  ú d .  
J  J  

' I  c a s o c o n t r a r i o 

Com b a s e  n e s t a s  v a r i á v e i s ,  p o d e - s e  a g o r a  d e s t a c a r  a s  f u n ç õ e s  

o b j e t i v a s  de  ma i o r  i n t e r e s s e  p a r a  os  p r o b l e ma s  " Fl o w- Sh o p " :  

•  )  f ( C. , . . . , C )  -  maxzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA\ C . ]  — C .  Ne s t a  f u n ç ã o ,  t e m- s e  c omo 
I  n j = 1 j  max * 

p r o p ó s i t o ,  mi n i mi z a r  o ma i o r  t e mp o de  c o n c l u s ã o de  t o d o s  o s  J o b s .  

i i )  f ( C. , . . . , C )  = max |  L . 1= L .  Ob j e t i  v a - s e  a q u i  ,  mi  
I  n . _ |  j  max — 
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n i mi z a r  a  ma i o r  d i f e r e n ç a  o c o r r i d a  no p r o c e s s a me n t o d o s  j o b s .  
n zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

y  
i i i )  f ( C. , . . . , C )  = w. C. .  P o r t i n d o - s e  d o p r i n c í p i o de  

I  n j - l  j  j  

q u e  r e p r e s e n t a  o c u s t o p r o p o r c i o n a l  a o t e mp o de  c o n c l u s ã o de  c a d a  

j o b J y ,  t e m- s e  c omo o b j e t i v o p a r a  e s t a  f u n ç ã o ,  mi n i mi z a r  o c u s t o t o 

t a l  de  p r o c e s s a me n t o .  

i v )  f ( C, , . . . , C )  = w. T. .  Cons  i  d e r a n d o - s e  q u e  w.  r e p r e  
I zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n j = l  j j j -

s e n t a  o c u s t o p r o p o r c i o n a l  a o a t r a s o o c o r r i d o em c a d a  j o b J  . ,  t e m- s e  

c omo o b j e t i v o p a r a  e s t a  f u n ç ã o ,  mi n i mi z a r  o c u s t o t o t a l  de  p e n a l i d a -

de  p e l o a t r a s o de  t o d o s  os  j o b s .  
n 

v )  f ( C l # . . . # C )  = r * . w. i l . .  Toma ndo- s e  w.  c omo c u s t o p o r  
I  n j = l  j j j 

a t r a s o d o j o b J . ,  e n t ã o t e m- s e  c omo o b j e t i v o p a r a  e s t a  f u n ç ã o ,  mi n i -
J  n 

mi z a r  o c u s t o f i x o t o t a l  de  a t r a s o .  Se  w .  = 1 ,  V. ,  e n t ã o í *.  w.  U.  
J  J  J = l  J  J  

r e p r e s e n t a  o n u me r o de  j o b s  a t r a s a d o s .  

Ex e mp l o 1. 2 -  Da r  um e x e mp l o p a r a  c a d a  uma  d e s t a s  f u n ç õ e s ,  

u t i l i z a n d o os  d a d o s  do e x e mp l o l . l  e  a  " s c h e d u l e "  da  f i g u r a  l . l .  

Obs :  Na da  g a r a n t e  q u e  a  " s c h e d u l e "  da  f i g u r a  l . l  e  o t i ma  

p a r a  c a d a  f u n ç ã o o b j e t i v a  a b a i x o ,  e n t r e t a n t o ,  o b j e t i v a - s e  n e s t e  

e x e mp l o ,  a p e n a s  mo s t r a r  c omo u t i l i z a r  e s t a s  f u n ç õ e s .  Pa r a  a  d e t e r mi -

n a ç ã o do o t i mo ,  t e m- s e  q u e  u s a r  a l g o r i t mo s  ou e n c o n t r a r  t o d a s  a s  p o s  

s í v e i s  " s c h e d u l e s "  p a r a  e n t ã o e s c o l h e r - s e  a  me l h o r .  

Ana  I  i s a n d o - s e  a  " s c h e d u l e "  da  f i g u r a  l . l ,  t e m- s e :  

i )  f CC. / Cn ) 3 3 ma x { C| , C^ =l 4 q u e  r e p r e s e n t a  o t e mp o mí n i mo '  

de  c o n c l u s ã o a p o s  o p r o c e s s a me n t o d o s  j o b s .  

Pa r a  a s  f u n ç õ e s  o b j e t i v a s  s e g u i n t e s ,  t o ma - s e  c omo t e mp o 

p r e v i s t o p a r a  a  c o n c l u s ã o d o s  j o b s  d |  = l 2 e  d 2 = ' 3 > 

i i )  f ( C . , C 9 ) = max {zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA l. .) = I  q u e  r e p r e s e n t a  o ma i o r  a t r a s o 

'  1 j  J  



o c o r r i d o e n t r e  os  j o b s .  

i i i )  Co n s i d e r a n d o - s e  q u e  w. =w =1 r e p r e s e n t a  o c u s t o p r o p o r  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

I ZzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2 — 

c i o n a l  a o t e mp o de  c o n c l u s ã o de  c a d a  j o b ,  e n t ã o f ( C. , C )  = A w . CzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA . =2 5 

' 2 j — I  j j 
q u e  r e p r e s e n t a  o c u s t o t o t a l  de  p r o c e s s a me n t o d o s  j o b s  J  .  e  J „ .  

J  2 

i v )  Co n s i d e r a n d o - s e  a g o r a  q u e  o c u s t o p r o p o r c i o n a l  a o '  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

* *  * * * * * *  

a t r a s o p e l o j o b J j  e  Wj =2 e  p e l o j o b  e  w £  = ^  e n t ã o ' f ( Cj , C„ )  = 

2 

= w.  T.  =3. ^ 
J - l  J  J  

v )  Toma ndo- s e  w.  = l  c omo c u s t o f i x o p o r  a t r a s o d o j o b J .  e  
1

 .  2
 1  

w = 3 d o j o b J  ,  e n t ã o f ( C. , C — w.  U.=3 r e p r e s e n t a  o c u s t o f i x o 
2 2 ' 2 J  I J  J  

t o t a l  p e l o a t r a s o d o s  j o b s .  

Po r  s  i  mp I  i  c  i  d a d e ,  o s  p r o b l e ma s  " F l o w- Sh o p "  s e r ã o r e p r e s e r i  

t a d o s  na  f o r ma  n / m/ F / l / f  o n d e :  

n = r e p r e s e n t a  o n u me r o de  j o b s .  

m = r e p r e s e n t a  o n u me r o de  ma q u i n a s .  

F = p o r  s e  t r a t a r  de  um p r o b l e ma  " Fl o w- Sh o p "  

I  —'  r e p r e s e n t a  o v a l o r  de  r . .  

f  = r e p r e s e n t a  a  f u n ç ã o o b j e t i v a  em q u e s t ã o .  

Ex e mp l o 1 .3 -  Um p r o b l e ma  " Fl o w- Sh o p "  c o m 3 j o b s ,  2 ma-

q u i n a s ,  c om os  j o b s  d i s p o n i v e i s  p a r a  s e r e m p r o c e s s a d o s  no t e mp o 0 '  

( z e r o )  e  c om o b j e t i v o C ,  p o d e  s e r  r e p r e s e n t a d o do s e g u i n t e  modo :  
max 

3/2/ F/ r . = O/ C p a r a  j = l , 2 , 3 -
j max 

Na  s e c ç ã o s e g u i n t e ,  s e r ã o t r a t a d o s  p r o b l e ma s  ma i s  g e r a i s ,  

d e n o mi n a d o s  p r o b l e ma s  " J o b - Sh o p " .  



10.  

1 . 2 - 0 PROBLEMA " J 03- SH0P'  

De f i n e - s e  " J o b - Sh o p " ,  c omo s e n d o um c o n j u n t o d e  n j o b s  

J j , . . . ,  J ^ q u e  de ve m s e r  p r o c e s s a d o s  p o r  m ma q u i n a s  Mj , . . . ,  M .  0 

j o b J .  ( j = l , . . . , n )  c o n s i s t e  de  n .  o p e r a ç õ e s  0 ..  .  ,  o n d e  0. .  .  r e p r e s e n 
J  J  J KzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I J K I -

t a  a  k - e s i ma  o p e r a ç ã ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \ V. — \ ,  .  .  .  , n . )  do j - e s i mo j o b q u e  d e v e  s e r  e x e c u 

t a d a  p e l a  i - e s i ma  ma q u i n a .  Ca da  o p e r a ç ã o 0 .  .  r e q u e r  um t e mp o de  p r o 
ji<zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i  

c e s s a me n t o t  ..  .  .  
J l < i  

Uma  " s c h e d u l e "  p a r a  um p r o b l e ma  " J o b - Sh o p "  e  d e f i n i d a  d o 

mes mo q u e  p a r a  " Fl o w- Sh o p " .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

t * m 

No t a - s e  p o r  x o t e mp o d e  i n i c i o da  k - e s i ma  o p e r a ç ã o '  
j k  i  

d o j o b J j  na  i - e s i ma  ma q u i n a .  Fo r ma l me n t e  uma  " s c h e d u l e "  p a r a  um p r o 

b I  ema  " J o b - Sh o p "  p o d e  s e r  d e f i n i d a  p e l a  f u n ç ã o .  

X :  0 ..  .  > x ..  .  c om 
j k i  j k i  

* j , l < + l , j  > y X J I < I  + t j l < l  

2.  [ x . . .  x + t  ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA O [ x ,  x + t  )  = 0 
J K 1 /  j ' < 1 J ' 4 1 I  h  i  I  h  i  I  h  i  

p a r a  d i f e r e n t e s  o p e r a ç õ e s  0 . ^ .  e  0 ^ ^ . -

0 p r o b l e ma  " J o b - Sh o p "  s e r a  i l u s t r a d o c om o e x e mp l o 1. 2 a  

s e g u i  r :  

Ex e mp l o 1 . 2 -  As  t a b e l a s  1 . 2 a  s e g u i r  d e t e r mi n a m os  d a -

d o s  p a r a  um p r o b l e ma  " J o b - Sh o p "  d e  4 j o b s ,  3 ma q u i n a s  e  os  s e g u i n t e s  

n u me o r s  de  o p e r a ç õ e s :  

n |  = 5*  n 2  = 2 /  n 3  = 4 ,  n 4  = 3 



Ta b e l azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1.2 

Ope r .  

J o b I  2 3 4 5 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2 1 5 3 1 

2 3 - - -

I 3 I 2 -

4 3 5 - -

( a )  Te mpo de  p r o c e s s a me n t o 

d a s  o p e r a ç õ e s .  

I  2 3 4 5 

3 2 3 1 

2 3 - - -

2 1 3 2 

3 2 I  

( b )  Ma q u i n a s  o n d e  a s  o p e r a ç õ e s  s e -

r ã o e x e c u t a d a s .  

No t a :  Uma  ma n e i r a  ma i s  f o r ma l  e  s i mp l i f i c a d a d e  r e p r e s e r i  

t a r - s e  o s  d a d o s  d e s t e  e x e mp l o s e r i a :  

+-  = o t  
I I I  '  123 

t . 3 2 = 5 

* I 4 3
 = 3 

t . . .  = I  
I  5"  

t 2 l 2 2 / t 223 3 

' 312 * 3 2 l  = 3 * 333 ' '  * 3 4 2
 = 2 

t 4 l 3 4 '  t 4 22 3 '  t 4 3 l 5 

De t e r mi n a - s e  uma  " s c h e d u l e "  p a r a  e s t e  p r o b l e ma -  e x e mp l o 

me d i a n t e  o d i a g r a ma de  Ga n t t .  
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Mi  

M,  

M,  

I I 121 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
%4 

43 

212 312 132 342 

223 3 143 
2 3 6 7 8 IÕ 

413 
I 12 13 18 23 

FI GURA 1.2 -  Uma  p o s s i v e l  " s c h e d u l e "  p a r a  o e x e mp l o 1.2 

As  f u n ç õ e s  o b j e t i v a s  e  d e ma i s  v a r i á v e i s  de  um p r o b l e ma  

" J o b - Sh o p "  s ã o d e f i n i d a s  c omo no " FI o w- Sh o p " .  

Os  p r o b l e ma s  " J o b - Sh o p "  pode m s e r  e x p r e s s o s  na  f o r ma  

n / m/ j / l / f  onde  n,  m,  f  s ã o d e f i n i d o s  c omo no " Fl o w- Sh o p " ,  J  i n d i c a  

q u e  s e  t r a t a  de  um p r o b l e ma  " J o b - Sh o p "  e  I  p o d e  r e p r e s e n t a r  r e s t r i  -

c o e s  p a r a  r . ,  n .  e  t  ..  .  .  
v J  J  J k '  

No t a :  Po r  s i mp l i c i d a d e de  n o t a ç ã o p o d e r i a - s e  u s a r  em c a d a  

b l o c o d o d i a g r a ma de  G a n t t ,  a p e n a s  o n u me r o d o j q b .  



C A P Í T U L O I I  

ALGORÍ TMOS POLI NOMI AI S PARA PROBLEMAS 

"FLOW- SHOP"  

2. 1 -  " SCHEDULES"  PERMUTAÇÃO zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

( D 

A ma i o r i a  d o s  " p a p e r s "  que  d e s e n v o l v e m a l g o r i t mo s  p a r a  

p r o b l e ma s  " Fl o w- Sh o p " ,  e v i d e n c i a m a s  " s c h e d u l e s "  p e r mu t a ç ã o ,  i s t o e ,  

" s c h e d u l e s "  c om a  mes ma  s e q u e n c i a  de  j o b s  em t o d a s  a s  ma q u i n a s ,  d e v j _ 

d o a  s u a  p a r t i c i p a ç ã o em b u s c a  da  s o l u ç ã o o t i ma .  E n t r e t a n t o ,  s e r ã o 

v i s t o s  a t r a v é s  de  e x e mp l o s ,  q u e  nem s e mp r e  e s t a s  " s c h e d u l e s "  da o uma  

s o l u ç ã o o t i ma ,  a  me nos  q u e  s e  t r a t e m de  p r o b l e ma s  mu i t o e s p e c i f i c o s ,  

o s  q u a i s  s e r ã o d i s c u t i d o s  n o s  e x e mp l o s  e  t e o r e ma s  s e g u i n t e s .  

Ex e mp l o 2. 1 -  V e r i f i c a r  s e  uma  s c h e d u l e  o t i ma  p a r a  o p r o 
b l e ma zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2/ â/ F/ r . —0/ C c om os  d a d o s  da  t a b e l a  2. 1 a  s e g u i r ,  o c o r r e  '  

J  max 

em uma  " s c h e d u l e "  p e r mu t a ç ã o .  

( l )  t r a b a l h o s  p u b l i c a d o s .  



14 

To. be  l a  2. 1 

M.  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
i  * l i  2  i  

M i  .  
2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

C
O

 

M 2 

C
O

 2 

M 3 
8 2 

M 4 
2 8 

http://To.be


P o r t a n t o na  f i g u r a  2 . l ( c ) ,  t e m- s c  uma  " s c h e d u l e "  me l h o r  

q u e  a s  d u a s  p o s s í v e i s  " s c h e d u l e s "  p e r mu t a ç ã o mo s t r a d a s  n a s  f i g u r a s  

2 . I ( a )  e  ( b ) .  

TEOREMA 2 . I  -  Pa r a  mi n i mi z a r - s e  um p r o b l e ma do t i p o n /  

m/ F / l / f  o n d e  f  e  q u a l q u e r  f u n ç ã o o b j e t i v a  d e f i n i d a no c a p í t u l o l , ba s _ 

t a  c o n s i d e r a r  a s  " " s c h e d u l e s "  n a s  q u a i s  a  mes ma  s e q u e n c i a  de  j o b s  '  

o c o r r e r a  n a s  ma q u i n a s  Mj  e  M̂.  

P r o v a :  Se  uma  " s c h e d u l e "  n a o t e m a  mes ma  s e q u e n c i a  d e  

j o b s  na s  d u a s  p r i me i r a s  ma q u i n a s ,  e n t ã o e x i s t i r ã o d o i s  j o b s  J .  e  J .  
k I  

d e  modo q u e  o j o b J .  e  i me d i a t a me n t e  p o s t e r i o r  a o J o b J .  na  ma qu i  n a '  
I  k 

Mj  e n q u a n t o o j o b J _̂ e  p o s t e r i o r  a o j o b J |  ( p o s s i v e l me n t e  c om j o b s  '  

i n t e r me d i á r i o s )  na  ma q u i n a  M_ ( v e r  f i g u r a 2 . 2 )  

M,  

M,  

FI GURA 2. 2 

E o b v i  o q u e  s e  p o d e  t r o c a r  a  o r d e m d e s t e s  d o i  s  j o b s ,  na  

ma q u i n a  M|  s em a c a r r e t a r  q u a l q u e r  a c r é s c i mo no t e mp o d e  i n i c i o d o s  

j o b s  na  ma q u i n a  M̂  e  c o n s e q u e n t e me n t e  n a s  ma q u i n a s  s u b s e q u e n t e s .  Des_ 

t e modo /  n a o h a v e r á  a c r é s c i mo n o t e mp o de  c o n c l u s ã o d o s  j o b s  e p o r t a n 

t o em q u a l q u e r  f u n ç ã o o b j e t i v a .  
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Ob s e r v a ç ã o :  Na  r e a l i d a d e o q u e  p o d e r á  o c o r r e r  a p o s  Q t r o 

c a ,  e  um d e c r e s c zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i  me n t o no t e mp o de  i n i c i o d o s  j o b s  da  ma q u i n a  d a i ,  

n a s  ma q u i n a s  s u b s e q u e n t e s  e  p o r t a n t o ,  um d e c r e s c  i  me n t o na  f u n ç ã o o b j e _ 

t i v a .  Es t e  f a t o e  i l u s t r a d o p e l a  f i g u r a 2. 3-

t e mp o oc  i  o s o 

FI GURA 2. 3 

TEOREMA 2. 2 -  Em um p r o b l e ma d o t i p o n/ m/ F/ l / C ,  b a s t a  
max 

c o n s i d e r a r - s e  a s  " s c h e d u l e s "  c om a  mes ma  o r d e n a ç ã o d o s  j o b s  n a s  ma  -

qu i  n a s  M .  e  M .  
m- 1 m 

P r o v a :  Se  uma  " s c h e d u l e "  n a o t e m a  mes ma  s e q u e n c i a  d e  

j o b s  s o b r e  a s  d u a s  u l t i ma s  ma q u i n a s ,  e  p o r q u e  e x i s t i r ã o d o i s  j o b s  

e  J .  com J,  i me d i a t a me n t e  p o s t e r i o r  a  J .  na  ma q u i n a  M e n q u a n t o o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
I k I m 

j o b J .  e  p o s t e r i o r  do j o b J ,  ( p o s s i v e l me n t e  c om j o b s  i n t e r me d i á r i o s )  
I  K 

na  ma q u i n a  M .  ( v e r  f i g u r a  2 . 4 ) .  
m-  I 
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M m- l  

M 
m 

FI GURA 2. 4 

Ob v i a me n t e  a  p o s i ç ã o d e s t e s  d o i s  j o b s  p o d e  s e r  t r o c a d a  na  

ma q u i n a  M de  modo q u e  o maxzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA {C.  ,  C. } n a o s e j a  a u me n t a d o e  c o n s e q u e n t e  
m k l  — 

me n t e  o t e mp o de  c o n c l u s ã o d o s  d e ma i s  j o b s .  

Ob s e r v a ç ã o :  Na  r e a l i d a d e o q u e  p o d e r á  o c o r r e r  a p o s  a  t r o 

c a  e  uma  d i mi n u i ç ã o em max f C , C. } e  c o n s e q u e n t e me n t e  uma  d i mi n u i  -
K I  

ç a o no v a l o r  C .  Uma  j u s t i f i c a t i v a  p a r a  e s t e  u l t i mo f a t o e  d a d a  na  
max 

f i g u r a 2. 5 a  s e g u i r :  

M 
m-

M 
m 

t e mp o oc  i  o s o 

FI GURA 2. 5 
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No e x e mp l o 2. 1 v i u - s e  q u e  uma  " s c h e d u l e "  o t i ma  p a r o um 

p r o b l e ma  " Fl o w- Sh o p "  de  4 ma q u i n a s  e  c om o b j e t i v o C ,  p o d e  n ã o '  
max 

s e r  uma  " s c h e d u l e "  p e r mu t a ç ã o .  P o r t a n t o ,  d a  u n i ã o d o s  t e o r e ma s  2. 1 

e  2 . 2 ,  c o n c l u i - s e  q u e  o v a l o r  C mf n i mo ,  o c o r r e  em uma  " s c h e d u l e "  
max 

p e r mu t a ç ã o q u a n d o t r a t a r - s e  de  um p r o b l e ma  " Fl o w- Sh o p "  c om m ^ 3> 

Qua ndo t r a t a r - s e  de  um p r o b l e ma  de  3 ma q u i n a s  c om f u n ç ã o 

o b j e t i v a  d i f e r e n t e  de  C ,  a  " s c h e d u l e "  o t i ma  t a mb é m p o d e r á  n a o '  
max 

s e r  uma  " s c h e d u l e "  p e r mu t a ç ã o .  Pa r a  i l u s t r a r  e s t e  f a t o ,  d e s e n v o l v e -

- s e  o e x e mp l o a b a i x o :  
2 

Ex e mp l o 2. 2 -  V e r i f i c a r  s e  o p r o b l e ma  2 / 3 / F / r = 0 / £ C.  
J  j - l  J  .  

c om os  d a d o s  da  t a b e l a  2. 2 a b a i x o t e m s o l u ç ã o o t i ma  em uma  " s c h e d u l e "  

p e r mu t a ç ã o .  

M.  
i  * l i  * 2 i  

M.  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
8 2 

Mo 2 8 
2 

M„  2 8 
3 
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2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

( a )  " S c h e d u l e "  p e r mu t a ç ã o £ C.  =38 
j - l  J  

( c )  " s c h e d u l e "  q u e  n a o e  uma  " s c h e d u l e "  p e r mu t a ç ã o .  SzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA r  .=36 
j = l  J  

FI GURAzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2 . 6 



Vi u - s e  p o r t a n t o ,  q u e  a  " s c h e d u l e "  d a  f i g u r a  2 . 6 ( c )  é  me l h o r  q u e  

a s  d u o s  p o s s í v e i s  " s c h e d u l e s "  p e r mu t a ç ã o da  f i g u r a  2 . 6 ( a )  e  ( b ) .  

Do Te o r e ma  2. 1 e  e x e mp l o 2 . 2 ,  c o n c l u i - s e  que  a  s o l u ç ã o '  

o t i ma  de  um p r o b l e ma  cor a  uma  f u n ç ã o o b j e t i v a  q u a l q u e r  s o o c o r r e  em 

uma  " s c h e d u l e "  p e r mu t a ç ã o q u a n d o t r a t a r - s e  de  um p r o b l e ma  c om m=2.  



2 . 2 - 0 PROBLEMA zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAn / 2 / F / r . - 0 / C zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
j max 

J o h n s o n [ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 14 ]  f o i  o p r i me i r o c i e n t i s t a  a  d a r  r e s u l t a d o s  

c o n c r e t o s  p a r a  p r o b l e ma s  " Fl o w- Sh o p " .  El e  e s c r e v e u um a l g o r i t mo ,  a t r a  

v e s  d o q u a l ,  d e t e r mi n a - s e  uma  s e q u e n c i a  o t i ma  p a r a  o s  j o b s  de  um p r o -

b l e ma  de  2 ma q u i n a s  e  n j o b s  na  o r d e m de  n l o g n p a s s o s ,  d a í ,  s e r  c ha ma  

d o a l g o r i t mo p o l i n o mi a l ,  i s t o e ,  um a l g o r i t mo c u j a  o r d e m de  c o mp l e x i -

d a d e  ( n u me r o de  p a s s o s )  e  l i mi t a d a p o r  um p o l i n ó mi o q u e  d e p e n d e  do nu 

me r o de  j o b s .  

ALG0 RÍ TM0 2 . I  ( ALG0 RÍ TM0 DE J OHNSON)  

Os  d a d o s  e  v a r i á v e i s  d e s t e  a l g o r i t mo s a o o s  s e g u i n t e s :  

n -  Nume r o de  j o b s  

X — -  Co n j u n t o de  j o b s  do p r o b l e ma  
I n 

t . . , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA j
s a

\ t . . . , n ;  i  = l , 2 -  r e p r e s e n t a  o t e mp o de  p r o c e s s a me n t o r equer  \ _ 

y 
d o p e l o j o b J .  na  ma q u i n a  M. .  

J  i  
A,  y y 

Sj  -  S e q u e n c i a  de  j o b s  c u j o t e mp o de  p r o c e s s a me n t o na  ma q u i n a  M e  me  
y 

n o r  q u e  o t e mp o d e  p r o c e s s a me n t o na  ma q u i n a '  
y y» m 

Em c a s o c o n t r a r i o ,  t e m- s e  a  s e q u e n c i a  S£ 

L = S. S -  r e p r e s e n t a  a  s e q u e n c i a  o t i ma  p a r a  o p r o b l e ma .  
IzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA aU zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ff ' 

0  d e s e n v o l v i me n t o d e s t e  a l g o r i t mo s e  da  do s e g u i n t e  modo:  

P r o c u r a - s e  o mi n i  mo t e mp o de  p r o c e s s a me n t o d e  t o d a s  a s  '  



o p e r a ç õ e s  d o s  j o b s .  Sc  e s t e  v a l o r  o c o r r e r  em uma  o p e r a ç ã o e x e c u t a d a  

p e l a  ma q u i n a  M|  r e s p e c t i v a me n t e  N̂ ,  e n t ã o o j o b em q u e s t ã o s e r a  o 

p r i me i r o e l e me n t o da  p e s q u i s a  Sj  r e s p e c t i v a me n t e  S^ e  e l i mi n a - s e  e s  

t e  j o b d o c o n j u n t o X.  P r o s s e g u e - s e  c om a  p e s q u i s a  a t é  e l i mi n a r - s e  '  

t o d o s  os  j o b s  de  X e  t a l  q u e  c a d a  j o b cm S|  e  c o l o c a d o a  d i r e i t a  '  

d o s  d e ma i s  e  em S^ a  e s q u e r d a .  A s e q u e n c i a  o t i ma  p a r a  o p r o b l e ma  e  

a  s e q u e n c i a  L f o r ma d a  p e l a  c o n c a t e n a ç a o d a s  s e q u e n c i a s  S.  e  S na  

o r d e m em q u e  s e  e n c o n t r a m.  

1 .  (  I  n i  c  i  a  I  i  z a ç a o )  X « —zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA\ j ,  . . . ,  J  \  ;  S . <—zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA0 ;  S <—0 ; 

I  I I  I zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Zé  

2.  Wh í l e  XzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f  0 do 

b e g i  n 

t h e n 

e  I  s e  

t h e n 

3- i  f  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAV i — mi nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA { t . .  
J  i  

/ J j £ 
X, i  i - 1 , 2 

4.  S,  J . „  
1 J * 

5- i f  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
V 2 

— mi n { t .  .  
J  '  

/ J  .  6 
J  

x ,  i  = l  ,  2 

6.  J  . * S_ ;  
J  2 

7- X *--  X \  l  J . „  1 
J~"~ 

8 .  e n d •  

9 .  L < S, S 
2 

i ô.  e n d a l g .  2.  1.  

Pa pa  e f e i t o de  p r o g r a ma ç ã o ,  e  f á c i l  n o t a r  q u e  e s t e  a l g o -

r i t mo n a o e s t a  d e f i n i d o de  ma n e i r a  ú n i c a  p o r q u e  n o s  p a s s o s  j  e  5 P £ 

dem o c o r r e r  q u e  o v a l o r  mi n { t ^ . / J j  £ X, i  = 1 , 2 } n a o s e j a  ú n i c o .  Pa_ 

r a  t o r n a - l o ú n i c o ,  c e r t a s  r e g r a s  de  p r i o r i d a d e  d e v e r ã o s e r  i n t r o d u z j _ 
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d a s  no p r o g r a ma ,  c omo p o r  e x e mp l o :  

i  )  Se  t  .  -  t .  „  .  = m i  n { t  . .  /  J  . £ X ;  i  = I  ,  2 I  c om j * < k* ,  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
J ' r i  k * i  J I j  

i i )  Se  t j # .  

p r o c e s s a r  J  . * a n t e s  de  J .  .  
J k"'  

t  .  „ _ c o l o c a r  o j o b J .  no i n i c i o d a  s e q u e n 
J"""2 j  -

c i a  S^.  

A o r d e m de  c o mp l e x i d a d e  p a r a  e s t e  a l g o r i t mo e  n I o g n c o n -

s i d e r a n d o - s e  q u e  o s  v a l o r e s  t . .  de ve m s e r  o r d e n a d o s .  E x i s t e  uma  e s  -
J ' 

t r u t u r a  de  d a d o s  q u e  e x e c u t a  o wh i  I e - I o o p d e s t e  a l g o r i t mo na  0 ( n )  [ I ]  

Ex e mp l o 2. 3 -  Ut  i  I  i  z a n d o - s e  o b a l g o r i t mo 2 . 1 ,  e n c o n t r a r  '  

uma  s e q u e n c i a  o t i ma  p a r a  o p r o b l e ma de  2 ma q u i n a s  e  5 j o b s  c u j o s  d a -

d o s  e s t ã o na  t a b e l a  2. 3 a  s e g u i r :  

t a b e l a  2. 3 
v Op 

maq N.  
J 2 J 3 

J 4 J 5 

M i  4 3 3 1 8 

M 2 
8 3 4 4 7 

No t a :  De t e r mi n a r  a  s e q u e n c i a  o t i ma c om b a s e  n a s  r e g r a s  
y y 

de  p r i o r i d a d e  d e s c r i t a s  a p o s  o a l g o r i t mo 2 . 1 .  



XzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA* - U , , J 2 ,  J 3 ,  J 4 ,  J 5 )  ;  S, <—0 ;  S 2 * - 0 ; 

t  .  .  — mi n t  .  .  — t . . .  Como i — I  e n t o o c o l o c a r  o J o b J .  

J *« J ' zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 41 j -
me i r a  p o s i ç ã o da  s e q u e n c i a ,  i s t o e ,  S. « —J  .  

— J  .  na  p r  i  
4 ~ 

Ag o r a  X« —í J  (  ,  J ^ J ^ ,  J ^ l  

t . „ . = mi n { t . . ,  J . e X,  i  = l , 2 l = t  .  
J " zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i  J  1 J zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2 Z 

ComozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \ =2 e n t ã o c o l o c a r  o j o b J  . W = J 0 na  u l t i ma p o s i ç ã o da  s e q u e n c i a  ,  
•  J  2 

S^,  i s t o e ,  ^ 2 * - " ^ 2 "  ^ e s ^ e P a s s o f o r a m a p l i c a d a s  a s  d u a s  r e g r a s  de  

p r  i  o r  i  d a d e .  

Ag o r a  X <—(  J .  ,  J  ,  J  > .  t  .  .  = m i  nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA { t  . . ,  J . C X,  i  = 1 ,  2 l  = t  
J  i  '31 

Como i — I  e n t ã o c o l o c a r  o j o b J  . „ =J „  a  d i r e i t a d o J o b J , ,  I  o q o S. ^- J . J  

J"' r 3 4 I  4 
Co n t i n u a n d o - s e  c om o p r o c e s s o ,  t e m- s e  a  s e q u e n c i a  L a b a i x o :  

J .  

M,  M,  

J „ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

má s y 
L = S. S = J  J  J . J _ J 9 c u j a  r e p r e s e n t a ç ã o g r á f i c a  s e r a  
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•  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA•  

J3 J 5 J 2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
.  ,  —r  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 J 4 J 3 J l  
J 2 > 

4 5 8 9 16 17 ' 9 

FI GURA 2. 7 

2 4 27 

Gu p t a ,  a p o s  a n a l i s a r  o a l g o r i t mo de  J o h n s o n ( a  I g . 2 .  I ) , v e r i f i  - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
y y*  

c o u q u e  e r a  p o s s i v e l  d e s c r e v e - l o do s e g u i n t e  modo:  

ALGORÍ TMO 2. 2 

/ /  Da d o s :  o s  me s mos  do a l g o r i t mo 2. 1 / /  

/ /  Va r i a v e i s :  S ( J . )  -  uma  q u a n t i d a d e  r e l a t i v a a o j o b J .  e  a  p a r t i r  da  
J  J  

q u a l  s e r a  d e t e r mi n a d a  a  p o s i ç ã o do j o b J  .  na  s e  
•J  

q u e n c i a  o t i ma / / .  

|  .  ( I n i c i a ç ã o )  X * — [ j . # . . . , J ^ } a  

2.  Fo r  j = l  t o n d o b e g i  n 

3. 

4.  

i f  t . w |  < t '  
j * l  j " 2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

s( J. » ) « - i / t j 4 M 

t h e n 

e  I  s e  

S ( J  . , , ) «-  -  l / t  ;  
j  J '  * 

6 .  e n d ;  

7.  Or d e n a r  J .  de  ma n e i r a  n a o c r e s c e n t e  d o s  S ( J . ) ;  
J  J  

8.  e n d a  I g 2.2 . 



Es t e  a l g o r i t mo t a mb é m n a o e s t a  d e f i n i d o de  ma n e i r a  ú n i c a , p o i s  

p o d e  o c o r r e r  o c a s o d e  S ( J k ) = S ( j | ) ,  kzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f  I  e  J  J  £ X.  Pa r a  e f e i t o 

d e  p r o g r a ma ç ã o ,  c o l o c a r  a n t e s  de  J j  s o me n t e  q u a n d o k < I .  

Ob v i a me n t e  e s t e  -  a  I g o r i t mo d e t e r mi n a a  mes ma  s e q u ê n c i a  do a l g o 

r  i  t mo 2 . 1 .  - - -  -  •  

A o r d e m d e  c o mp l e x i d a d e  d e s t e  a l g o r i t mo é  t a mb é m n l o g n .  0 d o 

- 1 o o p de  2 a t e  6 e  e x e c u t a d o na  0 ( n )  e  o p a s s o 7 na  o r d e m n l o g n [  I  ] .  

Ex e mp l o 2 . 4 -  Ap I i c a n d o - s e  o a l g o r i t mo 2. 2 n o s  d a d o s  da  t a b e -

l a 2. 3/  t e m- s e  :  

Como t .  .  < t . „  e n t ã o S ( J  ) = — —— .  Os  o u t r o s  v a I  o r e s  de  
I I  12 I  t | .  4 

S ( J  . )  s a o :  

S ( J 2 )  -  - 1 / 3 

S ( J 3 )  -  1/ 3 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

S ( J 4 )  -  I  

S ( J 5 )  = - 1 / 7 

Or d e n a n d o - s e  o s  v a l o r e s  d e  S ( J  . )  d e  ma n e i r a  n a o c r e s c e n t e , t e m 

- s e  a  s e q u e n c i a  o t i ma J  J  J . J _ J  q u e  e  a  mes ma  o b t i d a  p e l o a l g o r i t -

mo 2 . 1 .  

Ag o r a ,  a  o t i ma l i d a d e d a s  s e q u e n c i a s  o b t i d a s  p e l o a l g o r i t mo 2. 1 

s e r ã o p r o v a d a s  me d i a n t e  o s  l e ma s  e  t e o r e ma  s e g u i n t e s :  

Lema 2. 1 -  s e j a  L=»L(  J  j  ) .  .  .  L.  ( J )  a  l i s t a  ( s e q u e n c i a )  c o n s t r u i  -

d a  p e l o a l g o r i t mo 2 . 1 .  Se  mi n { t . .  , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA t  .
n

)  • C.  mi n { t  .  ,  ,  t .  „  )  e n t ã o o 
i  I  j 2 j  I  i  2 

j o b J .  p r e c e d e  o j o b J j  na  I i s t a  ( s e q u e n c i a )  L.  

P r o v a :  A p r o v a  d e s t e  l e ma  c o n s i s t e  de  d o i s  c a s o s :  

i )  t , / m i n {  t . l ( t . „ |  e n t ã o t .  . < t . .  I o g o J .  e s t a  em S,  ,  
i l  j l i 2 i l  i 2 i  I  

c omo t . .  < t . .  e n t ã o J .  p r e c e d e r a  J  . .  Se  J  .  e s t i v e r  em S 0 ,  c omo a  
i  I  J I  i  J  J  2 
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s e q u e n c i a  d o s  j o b s  de  S 2 s a o c o l o c a d o s  a  d i r e i t a  da  s e q u ê n c i a  d o s  '  

j o b s  de  S.  na  s e q u e n c i a  L e n t ã o o b v i a me n t e  J .  p r e c e d e r a  J  .  
1 1 j  

i i ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA t  < mi n ( t  t  } e n t ã o t  < t .  l o g o J .  e s t á  em S 0 .  
J zzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

 J i  i 2 j 2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA J I
 J j  2 

Se  J  t a mb é m e s t i v e r  em S ,  c omo t . _ < t "  e n t ã o J .  é  p r e d e c e s s o r 7 

1 2 j 2  i  2  i  •  

d e  J . .  Se  J .  e s t i v e r  em S.  p o r  ma i o r  r a z ã o J .  p r e c e d e  J .  v i s t o q u e  a  
1 1 J  

s e q u e n c i a  S.  p r e c e d e  a  s e q u e n c i a  S em L.  

Lema  2. 2 -  S e j a  M uma  l i s t a  ( s e q u ê n c i a )  a r b i t r á r i a  e  J .  s u -
J 

c e s s o r  i me d i a t o de  J .  em k.  

Se  mi n { t  t j 2 } ^ m i n { t .  t ; o } e n t ã o é  p o s s í v e l  t r o 
J •  i  I  J 2 J  

c a r  a  o r d e m de  J . e  J .  s em c r e s c e r  o v a l o r  da  f u n ç ã o o b j e t i v a .  
i  J  

P r o v a ;  Se  J  .  e  um s u c e s s o r  de  J .  e n t ã o um d o s  s e g u i n t e s  c a s o s  

p o d e r á  o c o r r e r .  

•  *  •  J i  
J  

j  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAu • • 

•  •  •  J i  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAWm *  •  •  

t e mp o oc  i  o s o 

( a )  

e mpo o c i o s o 

( b )  
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X zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

( c )  

FI GURA 2.8 

P o r t a n t o o t e mp o d e  p r o c e s s a me n t o W.  .  d o s  j o b s  J .  e  J  .  s e  J  .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

i  j  J  J  

é  um s u c e s s o r  de  J .  e :  

Wi  j  = max zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
1 * 1 1

 +  ' j l  +  * J 2 '  ' i l  +  V  X +  * i 2  + * j 2 ^ 

-  max Çt . ,  + t j 2 + maxzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA [ t . { ,  t . ^ ,  x + t | 2 + t j 2 \ _ 

Si  mi  I a r me n t e ,  

W. .  -  max U. ,  + t . 2 + max U.  ,  ,  t zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \  ,  x + t j 2 + t  .  V^ - s e  q u e  em 

a mbos  os  c a s o s ,  x i n d e p e n d e  d o s  j o b s  J .  ,  J j  .  

Da  c o n d i ç ã o do l e ma ,  

m i n U ,  , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA t .
2
)  < mi n U.  ,  ,  t  l o g o ,  max l -  t  . ,  -  t .  2 i  >/  max \ -

- t .  ,  -  t .  }  •  Ad i e i  o n a n d o - s e  a o s  d o i s  me mbr os  t .  (  + t - 2 + + t ^ ,  
.  i  I  '  J2 

o b t e m- s e :  

t . .  + t i 2 4 - m a x { t .
r
 t j 2 ) < t M + t j 2 + ma x U j r  t j 2 i  ,  

ou s e  i a  W < W.  .  .  P o r t a n t o ,  é  s e mp r e  p o s s í v e l  p r o c e s s a r  J .  a n t e s  

d e  J .  ( o n d e  t ' v t . ^  k = l  ,  2 s a t i s f a z e m a  c o n d i ç ã o d o l e ma  2.2) v i s t o 

q u e ,  o t e mp o de  p r o c e s s a me n t o VI  .  d o s  j o b s  n e s t a  o r d e m é  me n o r  ou i g u a  
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W.  .  (  t e mp o de  p r o c e s s a me n t o d o s  j o b s  J . ,  J .  o n d e  J  ..  é  p r e d e c e s s o r  
1 J zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i  J  i  

de  J  .  )  .  
J 

TEOREMA 2 . 3 -  A l i s t a  ( s e q u ê n c i a )  L = L ( I ) . . . L ( n )  c o n s t r u í d a  '  

p e l o a l g o r i t mo 2 . I  e  o t i ma .  

P r o v a :  S e j a  S uma  s e q u e n c i a  o t i ma e  L o c o n j u n t o d e  t o d a s  a s  

s e q u e n c i a s  que  pode m s e r  c o n s t r u í d a s  a . p a r t i r  de  S me d i a n t e  a  o p e r a -

ç a o de  t r o c a r  j o b s  c o n s e c u t i v o s  s em q u e  o v a l o r  da  f u n ç ã o o b j e t i v a  '  

s e j a  a u me n t a d o .  P o r t a n t o ,  s e  L £zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA áS)  e n t ã o L e  uma  s e q u e n c i a  o t i ma .  

Su p o r  q u e  ,  e n t ã o e x i  s t e  uma  s e q u e n c i  azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA K £ dD c om L(  i  )  

= K( i )  p a r a  i = l , . . . , s - l  e  L ( s ) / K( s )  ( s < n ) ,  o n d e  K e s c o l h i d o d e s t a  

ma n e i r a  e  a  s e q u e n c i a ,  q u e  p o s s u i  o ma i o r  n u me r o d e  e l e me n t o s  c o mu n s ,  

i s t o e ,  s  e  má x i mo .  S e j a  K ( S ) = J .  e  L ( s ) = J . ,  e n t ã o J .  e  um s u c e s s o r  '  
J  '  i  

d e  J .  em K.  P e l o I  ema  2.1 c a d a  j o b d e  J.  de  L e n t r e  J .  e  J .  i n c l u s i -
i  k i  j  

ve  i .  =J  .  e  t a  I  q u e  
k j  

m i  n { t ,  .  , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA t . J >y  m i  n U. „ ,  t .  . )  p o i s  em c a s o c o n t r a r i o J  
k l  i  2 k / i l  .  k 

s e r i a  um p r e d e c e s s o r  de  J . .  

P e l o l e ma  2.2 p o d e  s e  t r o c a r  em K o j o b J . p o r  t o d o s  o s  j o b s  
i  

s em c r e s c e r  o v a l o r  da  f u n ç ã o o b j e t i v a ,  g e r a n d o - s e  a s s i m uma  s e -

q u e n c i a  K
r

 £ L c om K' ( i ) = L ( i )  p a r a  i = l , . . . , s ,  c h e g a n d o - s e  d e s t e  '  

modo a  c o n t r a d i ç ã o da  ma x i  ma l  i d a d e  de  s .  Lo g o L p o r t a n t o e  uma  

s e q u e n c i a  o t i ma .  

Na  s e c ç ã o s e g u i n t e  s e r ã o t r a t a d o s  a l g u n s  p r o b l e ma s  e s p e c i a i s  
'  ' 2 

de  3 ma q u i n a s ,  p a r a  os  q u a i s  o a l g o r i t mo J o n h n s o n p o d e  s e r  a p l i c a d o .  

0 a l g o r i t mo d a d o na  u n i d a d e  2.2 
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2.3zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA -  EXTENSÃO DO PROBLEMA n /2/ F/ r .=0 / C 
j  max 

Vi u - s e  na  u n i d a d e  I  d e s t e  c a p i t u l o q u e  em um p r o b l e ma do t i p o 

n /3/ F / r  .=0/0 ,  o o t i mo o c o r r e  s e mp r e  em uma  " s c h e d u l e "  p e r mu t a ç ã o ,  
j  max  Y 

J o h n s o n [ l 4 ]  mo s t r o u q u e  e  p o s s i v e l  u t i l i z a r  o a l g o r i t mo 2.1 ( me d i a n -

t e  a l g u ma s  mo d i f i c a ç õ e s )  em c e r t o s  p r o b l e ma s  bem p a r t i c u l a r e s  de  3zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA má 

qu i  n a s .  

I 9 )  0 a l g o r i t mo 2.1 p o d e  s e r  a p l i c a d o em um p r o b l e ma d o t i p o 

n /3/ F / r  =0/ C [ I 4 ]  s e mp r e  q u e  o s  t e mp o s  de  p r o c e s s a me n t o d o s  j o b s  
j  max 

f o r e m t a i  s  que  mi  n { t .  .  } ^  max { t .  „  \  ou 
K k l  K k 2 

mi nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i  t ,  J  2 maxzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i  t , A [ 14]  •  Ne s t e  c a s o ,  o a l q o r i t mo 2.3 a  s e q u i r  d i -
K K k2 

f e r e  do a l g o r i t mo 2.1 n o s  s e g u i n t e s  p a s s o s :  

ALGORI TMO 2.3 

3- i f  t . „ .  + t . „ = m i n l t . .  + t . 0 ,  t . „  + t . „  /  J .  € X̂  t h e n 
J * l  J"""2 j l  j 2 12 13 j  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

S . « — S .  J  .  M 

1 I  j * 

e  I  s e  

i f  t  . „„  + t  -  mi n { t  + t . 0 ,  t . 0 + t . - / J . É X \  t h e n 
J""2 j * 3 j l  j 2 j 2 j3 J  

S 9 * - J . , ,  S ;  

2 j *  2 

Os  o u t r o s  p a s s o s  e  a s  r e s t r i ç õ e s  p a r a  e s t e  a l g o r i t mo s a o 

i g u a i s  a o a l g o r i t mo 2.1, a s s i m c omo,  s u a  o r d e m da  c o mp l e x i d a d e .  

Ex e mp l o 2.5 -  Ut i l i z a n d o o a l g o r i t mo 2-3, e n c o n t r a r  uma  s e  

q u e n c i a  o t i ma  p a r a  os  j o b s  d e  um p r o b l e ma de  3 ma q u i n a s ,  4 j o b s , c u j o s  

d a d o s  e s t ã o na  t a b e l a  2.4 a  s e g u i r :  



Ta be  l a  2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA.4 J o b 
ma q.  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

J

.  
J 2 J 3 J 4 

M,  5 4 6 8 

'  M 2 
2 1 3 2 

M 3 _ 
6 5 2 7 

Obs :  max m i  n 
k Z k I  

S'  v 

J 2 J I  

i  I  
+ t .  

i  2 

4-0-

t . 9 + t . _ 
i  2  i  3 

J 4 J 3 
-> s .  

A s e q u e n c i a  o t i ma ,  e n c o n t r a d a  f o i  L—J ^ J j J ^ J - ^  c u J a r e p r e s e n t a  

ç a o g r á f i c a  s e r a :  

M 

M,  

M 
3 I 7 7 

3_ 
4 5 9 10 I  I  17 19 23 20 28 

FI GURA 2. 9 -  " S c h e d u l e "  ó t i ma  p a r a  o e x e mp l o 2. 5 
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Gu p t o e x p r e s s o u a  Ex t e n s ã o do p r o b l e ma  de  J o h n s o n a t r a v é s  do 

a l g o r i t mo 2. 2 me d i a n t e  a  mo d i f i c a ç ã o n o s  s e g u i n t e s  p a s s o s .  

ALGORÍ TMO 2. 4 

3.  

4 .  

5.  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

J * I  j* 3 
t h e n 

S ( J  . , )  — l / ( t  + t  )  
J "  J "  I  J  -  2 

e  I  s e  

S ( JzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA w ) « - - - i / 0 t . „  + t  ) .  
J  J "  * J "  o 

2 2 )  Da do um p r o b l e ma  d o t i p o n / 3 / F/ r . =0 / C ,  s e  a p o s  a p l i c a r  
j  max "~ 

- s e  o a l g o r i t mo 2. 1 s e p a r a d a me n t e  p a r a  a s  ma q u i n a s  Mj ,  e  M̂<•  M« '  

c o n s t a t a r - s e  que  o c o r r e u a  mes ma  s e q u e n c i a  o t i ma  p a r a  o s  d o i s  s u b 

- p r o b l e ma s ,  e n t ã o e s t a  s e q u e n c i a  s e r a  o t i ma  p a r a  o p r o b l e ma  g l o b a l .  

Ex e mp l o 2. 5 -  Ut i  I i z a n d o - s e  o a l g o r i t mo 2 . 1 ,  e n c o n t r a r  uma  

s e q u ê n c i a  o t i ma  p a r a  o p r o b l e ma  de  3 ma q u i n a s ,  4 j o b s ,  c u j o s  d a d o s  e £ 

t a o na  t a b e l a  2. 5 

Ta b e l a  2. 5 . J o b 

ma q \  
J l  J 2 J 3 J 4 

M,  1 4 6 2 

M 2 
3 2 4 5 

M 3 
4 1 3 6 



Ap I i c a n d o - s e  o a l g o r i t mozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA. 1 p a r a  a s  má q u i n a s M.  e  M~ e  d e -

p o i s  p a r a  e  M̂,  t e m- s e :  

• J .  J  

maq.  

J o b 

7 

4 

J l V " S l  

M.  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

-A-

S 2 — J 3 J 2 

Vi u - s e  q u e  o c o r r e u a  mes ma  s e q u e n c i a  o t i ma  p a r a  os  j o b s  n o s  

d o i s  s u b _ p r o b I  e ma s ,  d a i  uma  s e q u e n c i a  o t i ma  p a r a  o p r o b l e ma  g l o b a l .  A 

r e p r e s e n t a ç ã o g r á f i c a  s e r á :  

J l  
J 4 J 3 J 2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

^ 
'% zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

w/ t  

J | J 4 

J 3 
J 2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

H l J '  i 
J 4 

1 3 4 8 9 13 ! 5 1 8 1 9 

FI GURA 2 .10 -  " S c h e d u l e "  o t i ma  p a r a  o e x e mp l o 2 . 5 



3 4 

C A P Í T U L O I I I  

ALGORÍ TMOS POLI NOMI AI S PARA PROBLEMAS 

" J O B - S H O P "  

O p r o b l e ma  g e r a l  " J o b - Sh o p "  t e m s i d o um c o n s t a n t e  d e s a f i o p a  

r a o s  c i e n t i s t a s .  Ap e s a r  da  f á c i l  e x p o s i ç ã o e  v i s u a l i z a ç ã o do que  s e  

p r e t e n d e  d e l e ,  uma  s o l u ç ã o o t i ma e  mu i t o d i f i c i l  de  s e r  a l c a n ç a d a .  

At e  a g o r a ,  p o u q u f s s l mo s  a l g o r i t mo s  p o l i n o mi a i s  p a r a  a  d e t e r mi n a ç ã o 

de  uma  s o l u ç ã o o t i ma  f o r a m d e s e n v o l v i d o s  e  a l e m do ma i s ,  p a r a  p r o b l e  

mas  mu i t o p a r t i c u l a r e s .  Do i s  d e l e s  s e r ã o v i s t o s  a  s e g u i r .  

3. 1 -  0 PROBLEMA n / 2 / J / n .  é  2/ C 
j  max 

J a c k s o n [ 1 3 ]  mo s t r o u q u e  o p r o b l e ma  n / 2 / J / n . ^ 2 / C 
•  j  max 

p o d e  s e r  s o l u c i o n a d o u s a n d o o a l g o r i t mo d e s e n v o l v i d o p o r  e l e , me d i a n -

t e  a l g u ma s  a l t e r a ç õ e s :  

0 p r o c e d i me n t o i n i c i a  p a r t i c i o n a n d o - s e  o s  n j o b s  em 

4 d i f e r e n t e s  c o n j u n t o s  d o s e g u i n t e  modo:  



3 5 

I j  -  c o n j u n t o d o s  j o b s  c om uma  ú n i c a  o p e r a ç ã o e  q u e  

d e v e  s e r  e x e c u t a d a  p e l a  ma q u i n a  M.  .  

\ ^ -  c o n j u n t o d o s  j o b s  c om uma  ú n i c a  o p e r a ç ã o e  q u e  

d e v e  s e r  e x e c u t a d a  p e l a  ma q u i n azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA M̂ .  

I I zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1 ^  _ c o n j u n t o d o s  j o b s  c om d u a s  o p e r a ç õ e s  de  modo q u e  

a  p r i me i r a  s e j a  e x e c u t a d a  p e l a  ma q u i n a  Mj  e  a  s e  

g u n d a  p e l a  ma q u i n a  M̂ -

I I  

2 I  -  c o n j u n t o d o s  j o b s  c om d u a s  o p e r a ç õ e s  de  modo que .  

a  p r i me i r a  s e j a  e x e c u t a d a  p e l a  ma q u i n a  e  a  s £ 

g u n d a  p e l a  ma q u i n a  M. .  

Ag o r a ,  o r d e n a r  c a d a  c o n j u n t o s e p a r a d a me n t e .  Pa r a  o r d e n a r  o s  

c o n j u n t o s  I j l o  e ^ ' l '  u s a _ s e °  a l g o r i t mo 2. 1 ( Al g o r i t mo de  J o h n s o n ) ,  

A d i s p o s i ç ã o p a r a  e s t e s  c o n j u n t o s  e  q u e  e  f u n d a me n t a l  na  d e -

t e r mi n a ç ã o da  " S c h e d u l e "  o t i ma e  d e v e  s e r  f e i t a d o s e g u i n t e  modo:  

Pa r a .  a  ma q u i n a  M. :  a s  o p e r a ç õ e s  de  ' j ' ^ '  s e 9 u ' d a s  d a s  de  I j ,  

s e g u i d a s  d a s  de  ^ ' l "  

Pa r a  a  ma q u i n a  M„ :  a s  o p e r a ç õ e s  de  ^ ' l '  s e 9 u ' d a s  d a s  d e  I ^ ,  

s e g u i d a s  d a s  de  I | I „ •  

TEOREMA 3 - 1 - 0 a l g o r i t mo d e s c r i t o a c i ma ,  e  o t zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAi mo p a r a  c o d o 

p r o b l e ma do t i p o n / 2 / J / n . ^ 2/ C K j  max 

PROVA:  

I
9 c a s o :  Qua ndo n a o e x i s t i r  t e mp o o c i o s o n a s  ma q u i n a s .  

Ne s t e  c a s o a  " s c h e d u l e "  e  o t i ma .  

2 9 c a s o :  É c l a r o q u e  na o é  p o s s i v e l  o c i o s i d a d e n a s  d u a s  

má q u i n a s  a o mes mo t e mp o ,  v i s t o q u e ,  pode m o c o r r e r  s o me n t e  uma  d a s  s j _ 



t u a ç o e s  a b a i x o c om r e l a ç ã o a o s  j o b s  I . 1 e  I  I  .  

i )  0 t e mp o de  p r o c e s s a me n t o d o s  j o b s  de  ! , ! . « p e l a  má  -

q u i n a  M.  e  ma i o r  ( o u i g u a l )  que  o t e mp o de  p r o c e s s a me n t o d ° s  j o b s  d e  

^ I j  p e l a  ma q u i n a  ( v e r  f i g u r a 3- 1 a b a i x o ) .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

N,  1 |  >2 

> 

M 2 
l 2 l |  

> 

FI GURAzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 3. 

Ne s t e  c a s o a  ma q u i n a  M.  n a o t e r a  o c i o s i d a d e .  

i i )  Em c a s o c o n t r a r i o ( v e r  f i g u r a 3- 2 a b a i x o ) ,  n a o 

h a v e r á  o c i o s i d a d e  na  ma q u i n a  M„ .  

i  

'  ,  * 2 

M 2 '  2« .  > 

FI GURA 3- 2 



Ne s t e  c a s o ,  o v a l o r  C f o i  a l c a n ç a d o u n i c a me n t e  p e l o s  i o b s  
max *zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA r  o 

de  l | ' 2 '  c u J a  s e q u e n c i a  f o i  o b t i d a  p e l o a l g o r i t mo de  J  o h n s o n .  É ób v i  o,  

q u e  n a o s e r i a  p o s s í v e l  p r o c e s s a r  ma i s  c e d o o s  j o b s  de  I  I  _ na  máqu_i _ 

na  M̂ Cpor  e x e mp l o no l u g a r  d o s  j o b s  de  I  ) ,  v i s t o q u e  j á  e x i s t e  o c i o 

s r d a d e  na  ma q u i n a  M9,  a p o s  o s  j o b s  de  I  ( e n t r e J .  e  J  . ")  .  P o r j  
s s o T 

2' zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA —zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — - 2 •  i  j  

e  o me nor  v a l o r  p o s s i v e l  p a r a  o t e mp o de  c o n c l u s ã o d o s  j o b s  d o p r o 

b l e ma  g e r a l ,  l o g o e s t a  " s c h e d u l e "  t a mb é m e  o t i ma .  

Es t e  p r o b l e ma  s e r a  i l u s t r a d o a  s e g u i r :  

Ex e mp l o 3- 1 -  Re p r e s e n t a r ,  a t r a v é s  do d i a g r a ma de  Ga n t t ,  uma  

" s c h e d u l e "  o t i ma  p a r a  um p r o b l e ma  " J o b - Sh o p "  de  2 má q u i n a s ,  10 j o b s ,  

c a d a  j o b c om no má x i mo 2 o p e r a ç õ e s  e  c om os  d a d o s  d a s  t a b e l a s  a b a i x o 

TABELA 3 - I  

J ,  J 2 J 3 J 4 J 5 J 6 J ? J } J 9  J I 0 

I  

2 

a )  ma q u i n a s  o n d e  a s  o p e r a ç õ e s  s e r ã o e x e c u t a d a s ,  

\ J o b 

o p e r v ^ 
J

.  
J 2 J 3 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

J 4 J 5 
J 6 J 7 

J 8 J 9 
J . o 

1 2 8 4 2 1 8 3 2 3 4 

2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA— 2 3 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA- - 1 2 - 4 1 

( b )  t e mp o s  d e  p r o c e s s a me n t o r e q u e r i d o s  p e l a s  o p e r a ç õ e s .  

P a r t i c i o n a n d o - s e  o s  j o b s  em s e u s  r e s p e c t i v o s  c o n j u n t o s ,  



t e m- s e  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

I  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2 

l »-2 

2' l  

« í l , 8 )  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

* UzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA, 5)  

= \ 2,6 ,9 , I O)  

= Í 3 , 7 l  

d e  1 |  >2

 e '2' | '  t e m- s e :  

Ap l i c a n d o - s e  o a  I  g o r  i  t mo"  2.  I  p a r a  a  o r d e n a ç ã o d o s  j o b 

i )  Pa r a  o c o n j u n t o !  I  
I  '2 

S e q u e n c i a  ó t i ma  J N J N J , ^ J . 

9 2 10 o 

i i )  Pa r a  o c o mj u n t o I I  :  
— I  

. 0 

\ r n a q 
J o b \ ^ 

N,  M2 

J  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAA i  
3 

1 

*t á  

1 n 
J 7 ô —•£ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1  
J  
i  * 

0  J  

Se q u e n c  i a  o t  i  ma  J 3  J 7 

file:///rnaq


3 9 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Sem p e r d a  de  g e n e r a l i d a d e ,  v a i - s e  c o n s i d e r a r  o c a s o em q u e  '  

o c o r r e  o c i o s i d a d e  na  ma q u i n a  M« -  Ne s t e  c a s o pode m o c o r r e r  a s  s e g u i n -

t e s  s i t u a ç õ e s :  

t  

' l  " 2 l |  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
^  

' 2 ' .  >2 1 |  |  v 
i  T > 

FI GURAzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 3-3 ( a )  

P e l a  f i g u r a  3-3 ( a ) ,  e  c l a r o q u e  e s t a  " s c h e d u l e "  e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ot \ _ 

ma,  v i s t o q u e ,  T=C f o i  d a d o p e l a  ma q u i n a  M, ,  na  q u a l  n a o h o u v e  '  
max I  

oc  i  os  i  d a d e .  

' l  ' 2 i i  l 2« |  

' 2  1 1 

1 I  '  2 

FI GURA 3 - 3 ( b )  



Pa r o ! |  ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1̂ , s e r ã o t o ma d a s  a s  s e g u i n t e s  s e q u e n c i a s  a r b i  

t r a r zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAi a s :  

'  I  — ^  J .  J 8 

l 2 — J 4 J 5 .  

Re p r e s e n t a n d o - s e  e s t e s  c o n j u n t o s  g r a f i c a me n t e ,  c o n f o r me a  '  

d i s p o s i ç ã o p o r p o s t a  p o r  J a c k s o n ,  t e m- s e  a  s e g u i n t e  " s c h e d u l e "  o t i ma :  

J 9 
J ,  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

tá 
J 10 J ó zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAJ 8 

J3 J 2 

<— 
J3 J 7 J 4 '5 J 9 J 2 

3 4 7 9 I ON 14 16 17 23 24 9zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA K 27 30 3 2 

FI GURA 3-5 -  " S c h e d u l e "  o t i ma  p a r a  o p r o b l e ma  

10/2/ J / n .  é  2/ C 

j  max 
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3 . 2 - 0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA PROBLEMA n / 2 / J / t  . ,  .  = I / C 
j k i  max 

Vi u - s e  na  u n i d a d e  3 - I / 0 a l g o r i t mo s u g e r i d o p o r  J a c k s o n 

p a r a  o p r o b l e ma  n / 2 / J / n . ^ 2 / C e  a g o r a  s e r á  d i s c u t i d o um a l q o r í t mo 
j  max  3 

p a r a  o p r o b l e ma  n / 2 / J / t . .  .  = I / C q u e  e mb o r a  s e n d o t a mb é m p o l i n o mi a l  
j k i  max 

e  bem ma i s  d i f i c i  I  que  o a n t e r i o r .  

0 p r o b l e ma  n / 2 / J / t . .  .  = 1/ 0 e  f o r ma d o d e  n j o b s  J , ,  
j k i  max I  

. . . , J  e  2 ma q u i n a s  M. , M_.  Ca da  j o b J .  c o n s i  s t e  de  n .  o p e r a ç õ e s ,  a s  
n I z  j  j  

q u a i s  d e v e r ã o s e r  p r o c e s s a d a s  a l t e r n a d a me n t e  p e l a s  2 ma q u i n a s .  

Como n e s t e  p r o b l e ma ,  s e  f o r  c o n h e c i d a  a  ma q u i n a  q u e  '  

p r o c e s s a  a  p r i me i r a  o p e r a ç ã o d e  c a d a  j o b ,  a s  d e ma i s  t a mb é m o s e r ã o ,  

u s a - s e ,  p o r  s i mp l i c i d a d e ,  a  n o t a ç ã o 0. ,  em v e z  de  0 . . .  :  
j k j k i  

Uma  o p e r a ç ã o 0 ^ p r e c e d e  uma  o p e r a ç ã o O. j  s e  k < I  .  Uma  

o p e r a ç ã o e s t a  d i s p o n í v e l  p a r a  s e r  p r o c e s s a d a  q u a n d o t o d a s  a s  o p e r a  -

c o e s  p r e c e d e n t e s  a  e l a  j a  o f o r a m.  

•  As  o p e r a ç õ e s  d o s  j o b s  d e s t e  p r o b l e ma  s e r ã o p r o c e s s a d a s  

de  a c o r d o c om o a l g o r i t mo a  s e g u i r :  

ALGORI TMO 3- 2 

1 -  Ro t u I  a r  c a d a  o p e r a ç ã o 0 s e g u n d o a  f o r mu I  a  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

° ^ ( 0 . ,  ) =n .  -  k + l  (  oí - Í O. .  )  e  o r o t u l o da  k - e s i ma  o p e r a ç ã o d o 
j k j  j k 

j o b J  . )  .  
J  

2 -  P r o c e s s a r  p r i me i r o a  o p e r a ç ã o de  ma i s  a l t o r o t u l o '  

na  ma q u i n a  r e q u e r i d a  p e l a  mes ma  e  no t e mp o ma i s  c e d o p o s s i v e l .  ( No '  

c a s o de  o p e r a ç õ e s  c om o mes mo r o t u l o ,  e s c o l h e r  a r b i t r a r i a me n t e  a  ope_ 

r a ç ã o q u e  s e r a  p r o c e s s a d a  p r i me i r o ) .  



3 -  Re move r  d o p r o b l e ma ,  a  o p e r a ç ã o p r o c e s s a d a .  Re t o r -

n a r  a o p a s s o 2 a t e  q u e  t o d a s  a s  o p e r a ç õ e s  s e j a m p r o c e s s a d a s .  

Pa r e .  

. — Es t e  a l g o r i t mo p o d e  s e r  i mp l e me n t a d o em 0 ( N)  p a s s o s  '  

a t r a v é s  de  uma  e s t r u t u r a d e  d a d o s  a p r o p r i a d a .  Aq u i  N e  o n u me r o d e  
n 

o p e r a ç õ e s  de  t o d o s  o s  j o b s  J  .  j = l , . . . , n ( N= n . )  [ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 4 , N ] •  

Se j a m 

do a l g o r i t mo 3- 2 ,  

t  + I  o t e mp o d e  p r o c e s s a me n t o da  " s c h e d u I e  
max 

A( 0 ) , . . . , A( t  )  a s  o p e r a ç õ e s  d o s  j o b s  J  .  ,  
max  s j  

j = l , . . . , n p r o c e s s a d a s  p e l a  ma q u i n a  M. .  

B ( 0 ) , . . . , B ( t  )  a s  o p e r a ç õ e s  d o s  j o b s  j .  ,  
max  5 j  

j = l , . . . , n p r o c e s s a d a s  p e l a  ma q u i n a  M_.  

( A, B)  a " s c h e d u I e " c o n s t r u i d a  p e l o a l g o r i t mo 3- 2 .  

Se j a m:  A( t zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA) = 0 r e s p e c t i v a me n t e  B ( t ) = 0 s e  ne nhum j o b 

é  p r o c e s s a d o no t e mp o t  p e l a s  ma q u i n a s  M. ,  r e s p e c t i v a me n t e  e  Tj  

r e s p e c t i v a me n t e  T 0 o n u me r o de  o p e r a ç õ e s  d o s  j o b s  p a r a  s e r e m p r o c e s  

s a d a s  p e l a  ma q u i n a s  Mj  r e s p e c t i v a me n t e  M̂-

TEOREMA 3. 2 -  A" Sc h e d u I  é'  ( A,  B)  é  ó t i ma .  

PROVA:  

I  -  Se  A ( t ) /  0 e  B( t ) ? 4

 0 p a r a  t o d o t = 0 , . . . , t  ,  e n 
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t a o t . = t  = t zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA +1 l o g o ( A, B)  e  o t i ma ,  
I  2 max 

2 -  Se  A( O) - 0 e  A( t ) ^ 0 , B( t ) ^ 0 p a r a  t = l , . . . , t  ,  t e m 

max — 

- s e  B( O) / 0 e  p o r t a n t o T = t  +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 ,  l o g o ( A, B)  é  ó t i ma .  S i mi  I a r me n t e  '  

2 max 

( A, B)  e  o t i ma  p a r a  o c a s o em q u e  B( O)=0 e  A( t ) ^ 0 , B( t ) ^ 0 p a r a  

t  I  /  >zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA á a * t  •  

max 

Co n s i d e r a r  a g o r a  o c a s o o n d e :  

3 -  A( t ) = 0 ou B( t ) = 0 p a r a  a l g u m I  < t  £ t  .  Es c o l h e r  

max 

o mi n i mo t  > I  q u e  s a t i s f a z  3- Sem p e r d a  de  g e n e r a l  i d a d e  s u p o r  q u e  

A( t ) = 0 . De s t e  modo,  2 c a s o s  de ve m s e r  c o n s i d e r a d o s :  

c a s o I :  A( t + I ) = 0 . 
Mo s t r a - s e  n e s t e  c a s o q u e  A( >> )=0 p a r a  t o d o '  

\ )  > t .  S e j a  B( t ) = 0 .,  ,  e n t ã o ° ^( 0. ,  ) = I  .  p o i s  c a s o c o n t r a r i o 0 
j k J K j , k + l  

s e r i a  p r o c e s s a d a  p e l a  ma q u i n a  M.  ,  no t e mp o t + l .  S e j a  a g o r a  A( t + 2 ) ^  0 

e n t ã o B ( t + I )  e  A( t + 2 )  de  vem p e r t e n c e r  a o mes mo j o b p o i s  em c a s o c o n -

t r a r i o ,  A( t + 2 )  d e v e r i a  s e r  p r o c e s s a d a  ma i s  c e d o .  As s i m o £ , ( B ( t + l ) ) ^ 2 

q u e  e  uma  c o n t r a d i ç ã o c om 0 6 ( 0 . ,  )  = l .  Logo t e m- s e  A( t + 2 ) = 0 . Da  mes ma  

j k 

ma n e i r a  o b t e m- s e  A( V )=0 p a r a  t o d o "P > t + 2 e  p o r t a n t o B( VzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA )j
i

 0 p a r a  t o 

do V = t , . . . , t  .  
max 

Qu a l q u e r  s c h e d u l e  n e s t e  c a s o t o ma uma  d a s  d u a s  f o r ma s  mo s t r a  

d a s  na  f i g u r a  3-4 a  s e g u i r :  



M,  

M,  

( a )  

4 4 

( b )  

FI GURA 3 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-4 

No c a s o ( a ) ,  c a d a  j o b r e q u e r  p a r a  e x e c u ç ã o d e  s u a  p r i me i r a  

o p e r a ç ã o a  ma q u i n a  M.  .  As s i m o t e mp o de  p r o c e s s a me n t ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 7^+1 e  o t i ma  .  

No c a s o ( b )  t e m- s e  c omo t e mp o de  p r o c e s s a me n t o q u e  t a mb é m e  o t i ma .  

CASO 2:  A( t + I  

Ne s t e  c a s o J o b J  .  e  p r o c e s s a d o i n i n t e r r u p t a me n t e  do zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
J 

t e mp o 0 ( z e r o )  a t e  t  e  a s s i m a  s c h e d u l e  ( A, B)  e  o t i ma  ( v e r  p r o v a '  
max 

a  s e g u i r :  

A ( t + I )  e  B ( t )  d e  vem p e r t e n c e r  a o mes mo J o b J  . ,  p o i s  em 

c a s o c o n t r a r i o ,  A( t + I )  s e r i a  p r o c e s s a d a  ma i s  c e d o .  É c l a r o q u e  B ( t - l )  

n a o t e r a  um s u c e s s o r ,  p o r q u e  em c a s o a f i r ma t i v o e s t a  s e r i a  p r o c e s s a -

da  p e l a  ma q u i n a  M. , no t e mp o t .  As s i m 06 (  B(  t -  I  )  )  = I  .  Ta mb é m o <l ( B( t ) ) $ 2 .  

A ( t - l )  d e v e  p e r t e n c e r  t a mb é m a o J o b J ^ ,  p o i s  em c a s o c o n t r a r i o B ( t ) '  

d e v e r i a  s e r  p r o c e s s a d a  no l u g a r  de  B ( t - I  ) .  

Te m- s e  t a mb é m < ^ ( B ( t + l ) )  ^  I ,  p o r q u e  em c a s o c o n t r a r i o 

B ( t + I )  s e r i a  p r o c e s s a d a  no t e mp o t - I .  F i n a l me n t e  A( t + 2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA) = 0 , p o i s  um 
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j o b p a r a  s e r  p r o c e s s a d o p e l a  ma q u i n a  Mj  no t e mp o t +2, '  nem p o d e  p e r  -

t e n c e r  a o j o b J . ,  nem p o d e  s e r  um s u c e s s o r  de  B ( t + l )  e  c o n s e q u e n t e -

me n t e  s e r i a  p r o c e s s a d a  p e l a  ma q u i n a  Mj ,  no t e mp o t .  E a g o r a  s u r g e  

uma  s i t u a ç ã o i d ê n t i c a  a  s i t u a ç ã o do t e mp o t  em M. ,  ou s e j a  B( t +2) e  

A ( t + l ) ,  de ve m p e r t e n c e r  a o mes mo j o b ,  p o i s  em c a s o c o n t r a r i o B( t + 2) , 

s e r i a  p r o c e s s a d o a n t e s .  As s i m o r a c i o c i n i o e mp r e g a d o em t  e  t +2 deve_ 

r a  s e r  r e p e t i d o a t e  t  e  o j o b J .  s e r a  p r o c e s s a d o i n i n t e r r u p t a me n -
max j  

t e  a t e  t  + 1 .  
max 

Po r  o u t r o l a d o ,  t e m- s e  o£ ( A( t - 2 ) ) — 2, p o i s  em c a s o c o n 

t r a r i o ,  e x i s t i r i a  uma  o p e r a ç ã o d e s t e  j o b p a r a  s e r  p r o c e s s a d a  p e l a  ma  

q u i n a  Mj  no t e mp o t  e  ^ ( À( t - l ) )  ^  3, p o r q u e  v i u - s e  q u e  e s t e  j o b s e  

r a  p r o c e s s a d o n o s  t e mp o s  t , t + l  e  t +2 r e s p e c t i v a me n t e  p e l a s  ma q u i n a s '  

^2'  ^ 1 '  ^2"  ^ 3 d e s i g u a l d a d e  c*4 ( A(  " t -  I  ) )  ^  3 s e g u e - s e  q u e  S ( t - 2 ) 

d e v e  p e r t e n c e r  a  J j  e  p o r t a n t o <^ . ( B( t -2) ) ^ 4- Co n t  i  n u a n d o - s e  c om 

e s t e  r a c i o c i n i o ,  c o n c l u i - s e  q u e  o j o b J .  e  p r o c e s s a d o i n i n t e r r u p t a  -

me n t e  d o t e mp o 0 ( z e r o )  a t e  o t e mp o t  +1. d a i ,  t  — n . .  
max max j  

0 a l g o r i t mo 3-2 s e r a  i  l u s t r a d o c om o e x e mp l o a  s e g u i r :  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

M fé 

Ex e mp l o 3-2 -  U t i l i z a r  o a l g o r i t mo 3-2 na  d e t e r mi n a ç ã o de  '  

uma  " s c h e d u l e "  ó t i ma  p a r a  o p r o b l e ma  d o t i p o 3/ 2/ J / t  . =I / C c om 
j k i  max 

r i | =6 f

 n 2 = ' '  n 3 = '  e  c o m a s ° P e r a Ç o e s 01 |  e  O^ j  e x e c u t a d a  na  ma q u i n a  '  

fé A 

Mj  e  a  o p e r a ç ã o 0^.  na  ma q u i n azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \A^. 

Ro t u l a n d o - s e  c a d a  o p e r a ç ã o ,  t e m- s e  :  

o 4 ( 0 | | ) = n .  -  l + l  = n| =6. An a l o g a me n t e ,  

• í ( o | 2 ) - 5 , < ° i 3 ) =4. ° i ( o 1 4 ) - 3 , < o 1 5 ) = 2 , ^ ( o l 6 ) = 2 

« i ( o 2 | ) - i zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

c t ( 0 3 | ) - l  



P r o c e s s a n d o - s e  a s  o p e r a ç õ e s  na  o r d e m n a o c r e s c e n t e  d e  s e u s  '  

r ó t u l o s ,  e n c o n t r a - s e  a  " s c h e d u l e "  o t i ma  mo s t r a d a  na  t a b e l a  a  s e g u i r :  

Ta b e l azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 3 - 2 -  Es que ma  u t i l i z a d o na  d e t e r mi n a ç ã o da  " s c h e d u l e "  o t i ma  '  

p a r a  o e x e mp l o 3 - 2 

a s s o s  

Ro t u l o s  ( 0 ) 

o r d e n a d o s  de  

ma n e i r a  n a o '  

c r e s c e n t e  

Op e r a ç õ e s  c o r r e s  

p o n d e n t e s  a o r o -

t u l o ( 0 ., ) 

1nd i  c e  da  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
f 

maq.  p a r a  

e s t a s  ope  

r a ç õ e s .  

S c h e d u l e s '  p a r c i a i s  

1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA6 
° n -

1 

i 

1 
— > zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

?> 

2 5 
° I 2 

2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

•  

1 

i  > 
2 5 

° I 2 
2 

•  

1 

2 5 
° I 2 

2 

3 4 
° I 3 

1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

*  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
• 

3 4 
° I 3 

1 

*  

i  m 

m i  
- 1 ;  

3 4 
° I 3 

1 

4 3 
° I 4 

2 

4 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
^  

4 3 
° I 4 

2 

4 

1 » i  
— 

\  
4 3 

° I 4 
2 

4 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Wk
 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA. ' . / . 

•  '  \  
i  I 

4 3 
° I 4 

2 

•  •  •  •zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA / 

5 2 
° I 5 

1 

/ 

5 2 
° I 5 

1 

/ 

1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
"7/7/// 

t M 
i  

1 T 

—1_ ^ 
5 2 

° I 5 
1 

6 1 
° 3 I 

1 

1 

6 1 
° 3 I 

1 

1 

1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAw/A I l i  i  !  ;  
6 1 

° 3 I 
1 

1 

i  •  1 
6 1 

° 3 I 
1 

* 

7 1 
° 2 I 1 

t 
. ~\. 

* 

7 1 
° 2 I 1 

t 

1 Wi i  m 
7/̂ -/ 

i  
y 

* 

7 1 
° 2 I 1 

t 

3 i  2 1 

* 

7 1 
° 2 I 1 

8 1 
° I 6 

2 8 1 
° I 6 

2 i  M i  
-tf zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
>  8 1 

° I 6 
2 

3 I 2 > I  i  '  
8 1 

° I 6 
2 

" S c h e d u l e "  o t i ma  
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C A P Í T U L O I V 

ALGORÍ TMOS ENUMERATI VOS PARA PROBLEMAS 

"FLOW- SHOP"  E " J OB- SHOP"  

Em c a p í t u l o s  a n t e r i o r e s  f o r a m d e s e n v o l v i d o s  a l g o r i t mo s  p o l i n c > 

mi a i s  p a r a  p r o b l e ma s  " F l o w- Sh o p "  e  " j o b - S h o p " .  E n t r e t a n t o e s t e s  a l g o -

r i t me s  s o s e  v e r i f i c a m p a r a  p r o b l e ma s  de  2 ma q u i n a s  e  p a r a  a l g u n s  p r o 

b l e ma s  " Fl o w- Sh o p "  mu i t o p a r t i c u l a r e s  d e  3 ma q u i n a s .  P o r t a n t o , n e s t e  '  

c a p i  t u I  o,  s e r ã o d e s e n v o l v i d o s  a l g o r i  t mo s  p a r a  p r o b l e ma s  ma i s  g e r a i s  -

Es t e s  a l g o r i t mo s  s a o c h a ma d o s  a l g o r i t mo s  " Br a n c h a n d Bo u n d "  e  c o n s i s -

t e m de  um p r o c e s s o e n u me r a t i v e  

Como t o d o a l g o r i t mo e n u me r a t i v o ,  e s t e s  t a mb é m t e m uma  i n e v i t a  

v e I  d e s v a n t a g e m: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0 t e mp o c o mp u t a c i o n a l  e  a  me mo r i a  r e q u e r i d a  c r e s c e m zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

s t* 

e x p o n e n c i a l me n t e  c om o n u me r o de  j o b s  e  ma q u i n a s .  

No c a p i t u l o 2 v i u - s e  q u e  uma  " s c h e d u l e "  o t i ma s o o c o r r e r a  em 

u ma " s c h e d u I e " p e r mu t a ç a o q u a n d o s e  t r a t a r  de  um p r o b l e ma  " Fl o w- Sh o p "  '  

c om m 3 - 0 p r o c e d i me n t o " Br a n c h a n d Bo u n d "  e  a p l i c a d o em p r o b l e ma s  

ma i s  g e r a i s  ( m 3 ) e  d e t e r mi n a  a  s e q u e n c i a  de  j o b s , p a r a  a  q u a l ,  a  " s c h e  

d u I e "  p e r mu t a ç ã o e mb o r a  n a o s e n d o a  " s c h e d u l e "  o t i ma  p a r a  o p r o b l e ma  



e s t a  mu i t o p r ó x i ma  d e s t a .  E i mp o r t a n t e  s a l i e n t a r  que  r i a  p r a t i c a  s e m-

p r e  e s t a r - s e  i n t e r e s s a d o s  e m" s c h e d u I  e s " p e r mu t a ç ã o .  

4 . 1 -  ALGORI TMO "BRANCH AND BOUND"  PARA PROBLEMAS "FLOW- SHOP 

Os  p r i me i r o s  c i e n t i s t a s  a  d e s e n v o l v e r e m o p r o c e d i me n t o 

" Br a n c h a n d Bo u n d "  p a r a  p r o b l e ma s  " Fl o w- Sh o p "  f o r a m I g n a l l  e S c h r a g e .  

Es t e  p r o c e d i me n t o c o n s i s t ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA na d e t e r mi n a ç ã o de  uma  a r v o r e ,  o n d e  c a d a  

n o d o e  r e p r e s e n t a d a p o r  uma  s e q u e n c i a  p a r c i a l  de  j ò b s .  Pa r a  c a d azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA r\ o 

d o d e s t a  a r v o r e  e  a s s o c i a d o um l i mi t e  i n f e r i o r  p a r a  o v a l o r  C .  Es  
max — 

t e d e p e n d e  da s e q u e n c i a  d o s  j o b s  j a  p r o c e s s a d o s  e  d o s  t e mp o s  de  p r o 

c e s s a me n t o s  d o s  d e ma i s  j o b s .  0 p r o c e d i me n t o t e r mi n a  q u a n d o f o r  e n c o n 

t r a d a uma  s e q u e n c i a  de  t o d o s  o s  j o b s ,  de  modo q u e  o l i mi t e  i n f e r i o r  

d e s t a ,  s e j a  me nor  ou i g u a l  a o s  d e ma i s  l i mi t e s  d a s  s e q u e n c i a s  p a r e i  -

a i s  d o s  n o d o s  f i n a i s .  

Es t e  a l g o r i t mo s e r a  d e s e n v o l v i d o p a r a  un p r o b l e ma '  

" Fl o w- Sh o p "  de m ma q u i n a s  M M e  n j o b s  J J  .  0 n o d o i n i 

I m I n -

c i a i  e  r e p r e s e n t a d o p e l a  l e t r a e  s i g n i f i c a q u e  a  s e q u e n c i a  de  

j o b s  e  v a z i a .  A p a r t i r  d e s t a ,  s e r ã o d e t e r mi n a d a s  s e q u e n c i a s  me d i a n t e  

a  o p e r a ç ã o U<-  o n d e  J .  e  um j o b d o c o n j u n t o a i n d a n a o p r e s e n t e  na  

s e q u e n c i a  <T.  0 l i mi t e  i n f e r i o r  p a r a  o v a l o r  C de  c a d a  s e q u e n -
max 

c i a d"  e  d e n o t a d o p o r  B̂  onde  B̂  = max ( b . ( <T ) )  e  b.  (  <T )  é  c a  I  c u zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
0

 j = |  i  i  

l a d o c omo s e g u e :  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

CT )  — u l t i mo e l e me n t o da  s e q u e n c i a  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

O ) — s e q u e n c i a  e x c l u i n d o - s e  o u l t i mo e l e me n t o 

( c ( GT ) = ^ u ( < T ) )  

0 = c o n j u n t o d e  t o d o s  os  j o b s  do p r o b l e ma e  q u e  

n a o e s t ã o na  s e q u e n c i a  ( T .  ( 6"
 = ^  J  |  ,  .  .  .  ,  J  •  

q.  (  <S* )  = f |  t  . .  e o t e mp o de  c o n c l u s ã o d o s  j o b s  de  <T 
1

 j e<r  J 1 

na  ma qu i  na  M.  .  



q . ( zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 6" )  ~ max q . ( c ( ( T ) ) ,  q.  (  <S"  )  + t  > v é  o t e m-
i  i  i  - 1 uzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA )  i  

p o de  c o n c l u s ã o d o s  j o b s  de  Ç"  na  ma q u i n a  M. .  

No v a l o r  de  q.  ( ( T )  e  n e c e s s á r i o v e r i f i c a r - s e  

o má x i mo ,  p o r q u e  d u a s  p o s s i b i l i d a d e s  pode m o c o r r e r  c om r e l a ç ã o a o '  

p r o c e s s a me n t o d o s  j o b s  de  6" ( v e r  f i g u r a  4 .  I  ( a )  e  ( b ) )  .  

M.  

J j  , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA J e  c ( t r  )  

q ;  ( c ( C ) )  q ( 6 )  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
-> 

( a )  

M.  
1 

J j  ,  j  £ c ( <r  )  J u ( < r )  

M.  
i  

/  

M.  
i  J j  ,  j  £ c ( < T )  

1 •  JUt <5" )  

q j ( c ( < S - ) )  q.  ( f f )  

( b )  

FI GURA 4 - I  

P o r t a n t o ™ 

b . ( <T )  -  q . ( « " ) +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ]P t  + mi n { 7_1 t  )  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

j eo -'  J c k - i  + l 
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onde  b.  ( 6 "  )  r e p r e s e n t a  um !  i mi t e  i n f e r i o r  p a r a  C b a s e a d o n o s  j o b s  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
i  max 

j a  p r o c e s s a d o na  ma q u i n a  M. .  

Es t e  f a t o p o d e  s e r  mo s t r a d o na  f i g u r a  4 - 2 a b a i x o 

M.  

M.  

J j ' j  E<T 

J  s Ê & zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

S'  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
A_ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+ 1 

m zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
• • • km 

m 
. ( f f )  

FI GURA 4- 2 

0 a l g o r i t mo u s a  uma  l i s t a  L f o r ma d a  p e l a s  s e q u e n c i a s  

p a r c i a i s  c r i a d a s  d u r a n t e  o d e s e n v o l v i me n t o d o a l g o r i t mo .  

Com b a s e  n e s t e s  r e s u l t a d o s ,  p o d e - s e  a g o r a ,  e s c r e v e r  o 

a l g o r i t mo d e  I g n a l l  e  S c h r a g e .  



ALGORI TMOzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 4- I  

1.  L < A 

2. B < 0 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3. wh i I e  LzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f  0 d o 

Be g i  n 

4- Re mova  de  L a  s e q u e n c i a  <T c om o me nor  v a l o r  B̂-  ;  

5-  I  f  (T t e m n e l e me n t o s  

t h e n 

6.  S a i a  c om a  s e q u e n c i a  o t i ma  

e  I  s e  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

7-  Ad i c i o n e  em L,  p a r a  c a d a  J . £ 6~'  a  s e q u e n c i a  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

O J .  e  c a l c u l e  o c o r r e s p o n d e n t e  v a l o r  B- T 

8. e n d .  

0 n u me r o de  p a s s o s  d e s t e  a l g o r i t mo c r e s c e  e x p o n e n c i a l -

me n t e  c om o n u me r o de  j o b s .  

Pa r a  i l u s t r a r  o a l g o r i t mo 4 -1, s e r a  d e s e n v o l v i d o o e xe m 

p I  o s e g u i  n t e :  

Ex e mp l o 4.1 -  Ut i  I i z a n d o - s e  o a l g o r i t mo 4 -1, d e t e r mi n a r  

"  "  
a  s c h e d u l e  p e r mu t a ç ã o o t i ma  p a r a  um p r o b l e ma  " Fl o w- Sh o p "  de  3 ma qui  -

n a s ,  4 j o b s  c om o b j e t i v o C e  c u j o s  t e mp o s  d e  p r o c e s s a me n t o d a s  ope  
max — 

r a ç õ e s  s a o d a d o s  na  t a b e l a  4-1 -  a b a i x o :  

Ta b e l a  4-1 J ,  J  2 J  3 J 4 

Mj  2 8 10 I  I  

M2 3 9 I  13 

M3 9 14 4 3 

Ap l i c a n d o - s e  o a l g o r i t mo 4-1 n e s t e s  d a d o s ,  t e m- s e :  
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LzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA < — *zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA B ,  = CO 6" = i j  J  J  J  } 
*  1 2 3 4 

L * ~ ~ J | J 2 J 3 J 4zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA O N D E P A R A < 5 ' = J I ' T E M - S E ^ ~ ^ J 2 ' J 3 , J 4 ^ "  0 v a , o r d e 

B.  e  c a l c u l a d o d o s e g u i n t e  modo:  

q , ( J , )  -  t , |  = 2 

q 2 ( j | ) = ma x l 0 / 2 W t . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA% = 2+3=5 

q 3 ( J | ) = m a x { 0 , 5^  + t .  = 5+9=14 

b , ( J , )  = q | ( J , )  + t 2 ,  + t 3 |  + t 4 |  + mi n l t j 2 +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA t \ = 2+29+5=36 

An a l o g a me n t e  J ( )  = 31 e  b ^ J ^ )  = 35 

Logo B .  •  = max ^36, 31, 35)= 36. P r o c e d e n d o - s e  d e s t e  modo,  t e m- s e  
J |  

Bj  -  47 Bj  = 43 Bj  -  54 
2 3 4 

A s e q u e n c i a  q u e  d e v e r a  s e r  r e mo v i d a  de  L e  a  s e q u e n c i a  

6" = J  p o i s  B.  e  o mi n i  mo,  e  p o r t a n t o a  l i s t a L t e m a s  s e g u i n t e s  
I  J ,  

s e q u e n c i a s  p a r c i a i s .  

L J 3 J 4 j ,  J 2 J (  J 3 J (  J 4 

Co n t i n u a n d o - s e  c om o p r o c e s s o ,  t e m- s e  a  a r v o r e  mo s t r a -

da  a  s e g u i r ,  na  q u a l  a  s e q u e n c i a  o t i ma  s e r a  i n d i c a d a .  0 n u me r o ac_i _ 

ma  de  c a d a  n o d o ,  r e p r e s e n t a  o l i mi t e  i n f e r i o r  B̂  ,  o n d e  Cf  e  a  s c h e -
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4-2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA -  ALGORÍ TMO "BRANCH AND BOUND"  PARA PROBLEMAS " J OB- SHOP"  

Os  p r i me i r o s  c i e n t i s t a s  a  d a r e m r e s u l t a d o s  c o n c r e t o s  '  

na  d e t e r mi n a ç ã o de  a l g o r i t mo s  e n u me r a t i v o s  p a r a  p r o b l e ma s  " J o b - Sh o p "  

f o r a m G i f f l e r  e  Thomps on q u e  c o n s t r u f r a m um a l g o r i t mo d e  e n u me r a ç ã o '  

t o t a l  [  2 ]  . 

Ne s t e  t r a b a l h o ,  f o r a m f e i t a s  mo d i f i c a ç õ e s  t o r n a n d o e s - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

* f  t  

t e  a l g o r i t mo da  mes ma  l i n h a d o Al g o r i t mo de  I g n o l l  e  S c h r a g e ,  ou s e  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
# mi tP 

j a ,  c o n s t r u ç ã o de  uma  a r v o r e  o n d e  c a d a  n o d o r e p r e s e n t a  uma  " Sc h e d u -

I  e "  p a r c i a l  S e  a s s o c i a d o a  c a d a  um d e l e s  e s t a  um l i mi t e  i n f e r i o r  p a  

r a o t e mp o de  p r o c e s s a me n t o .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
f é * , 

Es t e  a l g o r i t mo e  d e s e n v o l v i d o p a r a  um p r o b l e ma de  m ma  
q u i n a s  M. , . . . , M e  n j o b s  J J  o n d e  c a d a  j o b J .  c o n s t a  de  n .  '  

I  m I  n j  j  

o p e r a ç õ e s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA .̂  _̂.  .  0  n u me r o t o t a l  de  o p e r a ç õ e s  d o p r o b l e ma e  d a d o p o r  

N (  N= £ n .  )  .  
j = l  J  

S e j a  ( T. ,  .  o t e mp o ma i s  c e d o no q u a l  a  o p e r a ç ã o 0 . , .  po 
j k i  ^  j k i  K -

d e r a  s e r  p r o c e s s a d a -  Es t e  t e mp o e  d e t e r mi n a d o p e l o má x i mo e n t r e  o 

t e mp o de  c o n c l u s ã o d a s  o p e r a ç õ e s  0 . .  .  .  o n d e 0 .  e  a  u l t i ma '  
J , k - 1,1 r s i  

o p e r a ç ã o p r o c e s s a d a  p e l a  ma q u i n a  M. .  No t a - s e  p o r zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0 ..  .  o t e mp o ma i s  

i  j k i  

c e d o p o s s i v e l  no q u a l  a  o p e r a ç ã o 0 .,  .  p o d e r á  s e r  c o n c l u i d a ,  i s t o e ,  

0. ,  .  = 0  .  + t  ..  .  o n d e  t  . .  .  e  o t e mp o de  p r o c e s s a me n t o r e q u e r i d o '  
j k i  j k i  j k i  j kzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 

p e l a  o p e r a ç ã o 0 .  Pa r a  a c l a r a r  e s t e s  f a t o s ,  o s e g u i n t e  e x e mp l o s e -
j k 1 

r a  a n a I i  s a d o :  

Co n s i d e r a r  a  s c h e d u I  e"  p a r e  i  a  I  a b a i x o 

M 2 
M 3 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

t  
0 111 

c 312 

° 2 I 3 . 1 , , > 
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S e j a  ^ j k j = ^ 2 2 l  C ° m ^ 2 2 l = ^  9 o p e r a Ç a o P a r a  s e r  p r o c e s s a d a  

n e s t a  " s c h e d u l e " ,  e n t ã o CT ^ ^ ma x l  2 ,  3 ^ = 3 ,  o u s e j a ,  o p r o c e s s a me n t o d a  

o p e r a ç ã o 0 d e v e r a  s e r  i n i c i a d o n o t e mp o 3 e  c o n c l u í d o n o t e mp o '  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0
2 2

, = 3 + 2 = 5 - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0 a l g o r i t m o u s a  u ma  l i s t a  L f o r ma d a  p o r  u ma  s e q u e n c i a  d e  

" s c h e d u l e i '  n a  o r d e m n a o d e c r e s c e n t e  d e  s e u s  l i m i t e s  i n f e r i o r e s  B c p a -

r a  t e mp o d e  p r o c e s s a me n t o e  0 ( S )  o c o n j u n t o d o s  o p e r a ç õ e s  0 .  p r o c e s  
j k i  -

s á v e i s  e m c a d a  u ma  d e s t a s  " s c h e d u l e s "  S.  

A i n i c i a  I  i z a ç a o d e s t e  a l g o r i t m o s e  d a  d o s e g u i n t e  mo d o :  

C o l o c a - s e  n a  l i s t a  L a  " s c h e d u l e "  v a z i a  e  a s s o c i a d o a  

n .  

X o v a l o r  b '  = ma x l  t .  \ .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

* y=\
 J

^  

Em um p a s s o g e r a l ,  e s t e  a l g o r i t m o s e  c o mp o r t a  d o s e g u i n -

t e mo d o :  

Re mo v e - s e  d e  L a  p r i m e i r a  " s c h e d u l e "  S.  Se  S t i v e r  N o p e  

r a ç õ e s  p r o c e s s a d a s ,  e n t ã o e s t a  e  a  " s c h e d u l e "  o t i ma ;  s e  n a o ,  p a r a  c a -

d a  o p e r a ç ã o 0 ,  E 0 ( S )  c o mzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA <T .  ,  < 0  -  * k *-  i  * ° n d e ^ J ' k ' ' '  Q'  "  £ S 

j k i  

{ 0 . ,  A ,  s e r a  c r i a d a  u ma n o v a  " s c h e d u l e "  p a r c i a l  S me d i a n t e  o p r o c e s -
j k i  

s a me n t o d e s t a  o p e r a ç ã o n o t e mp o 0"  . ,  .  D e t e r mi n a r  s e u c o r r e s p o n d e n t e  
j k i  

v a l o r  Bg" ; ;" .  I n s e r i r  e s t a s  " s c h e d u l e s "  e m L a t e n t a n d o p a r a  o s  v a l o r e s  '  

Bg" ; ;" ,  a p o s  t e r  v e r i f i c a d o a  n a o e x i s t ê n c i a  d e  " S c h e d u l e s "  p a r c i a i s  '  

i  g u a  i  s  e m L.  

B r e p r e s e n t a  o l i m i t e  i n f e r i o r  p a r a  o t e mp o d e  c o n c l u s ã o d a  " s c h e  

d u I e "  A .  
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No t a :  V i u - s e  q u e  a  c o n d i ç ã o p a r a  s e  c r i a r  u ma  n o v a  

" s c h e d u I  d"  p a r e  i  a  I  e  q u e  0 . . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA .  .  < 0  • ,  •  ,  •  ,  » I  s t o s e  e x p I  i  c a  p e  I  o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
j k i J K i 

f a t o d e  q u e  s e  5". .  .  , ^  f i f . . .  .  .  .  ,  e n t ã o e x i s t e  u ma  o u t r a  o p e r a ç ã o '  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Jki  j  k i  

q u e  d e v e r a  s e r  p r o c e s s a d a  n e s t e  e s p a ç o ,  p o i s  e m c a s o c o n t r a r i o ,  a  ma  

q u i n a  Mj ,  f i c a r i a  o c i o s a  d u r a n t e  e s t e  t e mp o .  P a r a  me l h o r  e s c l a r e c i  -

me n t o ,  v e r  o e x e mp l o a b a i x o :  

C o n s i d e r a r  a  " s c h e d u I  e  " p a r e  i  a  I  S a b a i x o e  s e j a  0 ( S )  = 

= U 3 I 2 ' ° I 2 3 ' ° 2 2 2 ^  c o m t

3 l 2 = 2 '  t l 2 3 = 3zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA & t

222
=2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

M, 

M,  

M,  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0  
2 1 

0 ,  

F I GURA 4 - 3 -  SCHEDULE S 

Ob v i a me n t e ,  ^ 3 I 2 ~ ' '  1 2 3 " " ' '  6 = 3 e  
2 2 2  J  

0 3 I 2 = 3 '  0 I 2 3 = 4 '  ^ 2 2 2  5 

P o r t a n t o 0*,
K
,  .  ,  = mi n .  ( 3 , 4 , 5 * -  3 l o g o i  ' = 2 

c o mo ^ 0 i 9

= l  ^  3 e n t ã o c r i a r  u ma  n o v a  s c h e d u l e  
3 I  « '  

p r o c e s s a n d o n a  " s c h e d u l e "  d a  f i g u r a  4 - 3 ,  a  o p e r a ç ã o 0 ^ 1 2  n °  t e m p o * 



5 7 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 i 

N,  ° 2 I I  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

; —  — i V 

M 2 ° l 12 ° 3 I 2 

M 3 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

f -

• _ _ _ _ _ — > 

F I GURA 4 - 4 - " SCHEDULE" S .  

Co mo ( T =3 =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0- r ,  i i  n a o s e d e v e  p r o c e s s a r  e s t a  o p e -

_w  Ld JzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA K I 

r a ç ã o ,  p o i s  e m c a s o c o n t r a r i o ,  t e r i a - s e a " s  c h e d u I  e " (  v e r  f i g .  4 - 5 ) c o m 

um e s p a ç o v a z i o n o q u a l  s e r i a  p o s s i v e l  p r o c e s s a r  a  o p e r a ç ã o 0 ^ ^ ^ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

M, 0 
2 1 

M,  

M,  

F I GURA 4 - 5 -  " S c h e d u I  e "  i  mp o s s í  v e  I  d e  s e r  '  

c r i a d a  p e l o a l g 4 - 2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0  a l g o r i t m o e m q u e s t ã o p o d e  s e r  f o r m a l i z a d o d o s e g u i n t e  mo d o 
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AL GOR Í T MOzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 4-2 

I .  L * — X 

Wh i ! e  L ^zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0  d o 

2. B < ma x ,  ,  
P=: |

 J V 

b e g i  n 

4- Re mo v a  d e  L a  p r  i  me  i  r a  " s c h e d u I  e  " S.  ( o b v i a me n t e  B e  o me  -
S 

n o r  v a l o r  d a s  s c h e d u l e s  S d e  L )  

5« i f  S t e m N e l e me n t o s  

t h e n 

6.  S a i a  c o m a  " s c h e d u I zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA é '  o t  i  ma  S.  

e  I  s e  

b e g i  n 

7. F o r me  o c o n j u n t o 0 ( S )  c o m t o d a s  a s  o p e r a ç õ e s  

0.. .  p r o c e s s á v e i s  e m S;  
j k '  

8 .  0*,
K
, . ,  mi nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA { 0

J K J
} ;  

o. , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e  o ( s )  
j k i  

9. Wh i l e  0 ( S )  - /  0  d o 

b e g i  n 

10. e s c o l h e r  0 ., . , €. 0 ( S ) /  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
j k i 

11. i f  ( T . , . , < í t h e n 
j k i  j  k i  

b e g i  n 

12. c r i a r  u ma  n o v a " s c h e d u I e " p a r e i a  I  

S o n d e  a  o p e r a ç ã o 0 ^ . , e  p r o 

c e s s a d a  n o t e mp o &. . .  ,  ?  

13- B « —m a x \ .  B_ .  < f . ,  .  + /  [ t  .  .  ,  * 

S
 1

 S j k i '  v r * J V - ( P ) ;  

14- I n s e r i r  a s  s c h e d u l e s  S n a  I  i s  

t a  o r d e n a d a  L;  
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15 

16.  

17.  

18.  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

e n d ;  

e n d ;  

e n d ;  

e n d .  

P a r a  e f e i t o d e  p r o g r a ma ç ã o ,  e  f a c i  I  n o t a r  q u e  e s t e  a l -

g o r i t m o n a o e s t a . d e f i n i d o d e  mo d o ú n i c o . No p a s s o 8 p o d e  o c o r r e r  d e  

m i  

d e  p o d e r á  s e r  i mp l a n t a d a  

l i n ^ , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0  . } n a o s e r  ú n i c o .  Ne s t e  c a s o ,  a  s e g u i n t e  r e g r a  d e  p r i o r i d a -

Se  0  = 0  = mi nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA {  0 . }  o n d e  0 e O € 0 ( S )  e  r  < v 
p q r  s u v j k i  p q r  s u v 

e n t ã o e s c o l h e r  p r i m e i r o 0 
p q r  

P a r a  i l u s t r a r  e s t e  a l g o r i t m o ,  o s e g u i n t e  e x e mp l o s e r a  

d e s e n v o I v i  d o .  

E x e mp l o 4 - 2 -  U t i l i z a n d o o a l g o r i t m o 4 > 2 ,  d e t e r m i n a r  a  

" s c h e d u I e " o t i ma  p a r a  o p r o b l e ma  " J o b - S h o p "  d e  3 ma q u i n a s ,  3 j o b s , n | = 3 

n 2 = ' '  n 3 = 2 6 C ° m ° S c ' a c ' o s ^ a s  t a b e l a s  4 - 2 ( a )  e  4 - 2 ( b )  a b a i x o :  

T a b e l a  4 - 2 

J o b "  

3 -

2 4 

Ma q u i n a s  o n d e  a s  ope _ 

r a ç õ e s  s e r ã o p r o c e s -

s a d a s .  

b )  Te mp o s  d e  p r o c e s s a me n t o 

d a s  o p e r a ç õ e s .  
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I .  L 

< ' S c h e d u I  e "  v a z  i  a  S 

0 ( A ) - 0 ( S ) -  t 0 M 2 # 0 2 I | f zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0 3 l 2 )  

i '  = 2 

p a r a  0 j | 2 '  t e m- s e  

7 t  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

f , | 2 = O < 0 logo s  = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAõ T T J 

p a r azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ^ ^12 '  ^
e m _ s e 

3 1 2  = °  * I I 2 
I 0 0 0  S = 

0  3 1 2 

o 3 1 2 o 

Re mo v e - s e  a  p r i m e i r a " s c h e d u I e " S d e  L 

~0 3 1 2 

o ( s ) = í o 1 | 2 ,  o 2 | | ,  o 3 2 , i  

0 j / k / j f  = m i n l ^ | | 2 '  ^ 2 1 1 '  ^ 3 2 l ^  = m i n ^  3 ' 3 ' 6 ^  = 3 
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p a r a  i '  -  I ,  t e m- s e  a  o p e r a ç ã o 0 e  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
JzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA- I I 

I o g o S = 

1 

> zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
« 2 1 1 >  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

> 

2 3 

p a r a  i '  —zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2,  t e m- s e  a  o p e r a ç ã o 0 e  

1 1 2 -  2 < 0 j ' k ' i '  

o g o S = 

. 1 

— _ 

U 3 I  2 « l i ;  > s  

> 

L :  

B s * - 9 

, 1 

U 2 I I  
.  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

> 

° 3 1 2 ° I I 2 |  

L „  ,  > zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
,  ̂

1 — ^ 

3 1 2 

2 3 

C o n t i n u a - s e  c o m o p r o c e s s o a t e  s e r  r e mo v i d a  u ma  s c h e  

d u I e  c o m N o p e r a ç õ e s  p r o c e s s a d a s .  
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C A P Í T U L O V 

COMPLEXI DADE DOS PROBLEMAS " F L O W -  S H O P"  E " J  O B -  S H O P"  

5 . 1 -  TEORI A DOS PROBLEMAS NP- COMPLETOS.  

No s  c a p i t u l o s  2 e  3 F o r a m d e s e n v o l v i d o s  a l g u n s  a  I g o r i t  

mo s  p o l i n o m i a i s  p a r a  p r o b I  e ma s  " F l  o w- S h o p "  e  " J o b - S h o p "  b e m p a r t i c u l a r e s  

e  n o c a p i t u l o 4 ,  a n a l i s o u - s e  a l g u n s  a l g o r i t m o s  e n u me r a t i v o s  p a r a  p r o 

b l  e ma s  ma i s  g e r a i s .  E s t e s  a l g o r i t m o s  s a o t a mb é m c h a ma d o s  ALGORI TMOS'  

DE T E R MI NÍ S T I C OS p o r  g o z a r e m d a  p r o p r i e d a d e d e  c a d a  o p e r a ç ã o s e r  u n i -

c a me n t e  d e f i n i d a .  T o d o s  o s  a l g o r i t m o s  q u e  p o d e m s e r  e s c r i t o s  n u ma '  

l i n g u a g e m a c e s s i v e l  a  um c o mp u t a d o r  c o mu m s a o d i t o s  d e t e r mi n í s t i c o s .  

A c l a s s e  d e  t o d o s  o s  p r o b l e ma s  q u e  p o d e m s e r  s o l u c i o n a ^ 

d o s  a t r a v é s  d e  um a l g o r i t m o d e t e r mi n í s t i c o e m t e mp o p o l i n o m i a l  e  c h a _ 

ma d a  c l a s s ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA "P" .  

S a b e - s e  q u e  o s  a l g o r i t m o s  e n u me r a t i v o s  c r e s c e m e x p o n e r i  

c i a l m e n t e  c o m o n u me r o d e  j o b s  e  ma q u i n a s ,  t o r n a n d o - s e  a s  v e z e s ,  i n _ 

t r a t á v e i s  e m c o mp u t a d o r e s  c o mu n s .  A s e g u i n t e  p e r g u n t a  p o d e r i a  s e r  

l a n ç a d a :  E x i s t e  a l g u m a l g o r i t m o c a p a z  d e  r e s o l v e r  e s t e s  p r o b l e ma s  e m 
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t e mp o p o l i n o m i a l  n u m c o mp u t a d o r  c o mu m?  D u r a n t e  d é c a d a s ,  c  i  e n t  i  s t a s  t e n _ 

t a r a m d a r  u ma  r e s p o s t a  a f i r m a t i v a  p a r a  e s t a  p e r g u n t a  n a o a l c a n ç a n d o '  

b o m r e s u l t a d o ,  d a i ,  e l e s  a c r e d i t a r e m n a  n a o e x i s t ê n c i a  d e s t e s  a l g o r í t  

mo s ,  p r i n c i p a l m e n t e  p e l o f a t o d a  e x i s t ê n c i a  d e  u ma  t e o r i a  c h a ma d a  NP-

- C o mp l e t a  n a  q u a l  a r g u me n t o s  ma i s  f o r t e s  s a o d a d o s  p a r a  t a l  a f i r ma ç ã o .  

An t e s  d e  s e  d e s e n v o l v e r  a  t e o r i a  NP —Co mp l e t a ,  v a i —s e  i n t r o d u z i r  o c o n 

c e i t o d e  um a l g o r i t m o " NÃO DE T E R MI NÍ S T I C O"  m u i t o i m p o r t a n t e  n e s t a  t e o 

r i a .  P a r a  i s t o ,  e l e s  p e n s a r a m e m u ma  ma q u i n a  f i c t í c i a ,  i s t o e ,  u ma  má  

q u i n a  n a o d e t e r m i n i s t i c a  c a p a z  d e  r e s o l v e r  p r o b l e ma s  a t r a v é s  d e  a l g o - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

t  ~ .  t  
r i t m o s  n a o d e t e r mi n í s t i c o s  e m t e mp o p o l i n o m i a l .  

Um a l g o r i t m o é  d i t o NÃO DE T E R MI NÍ S T I C O q u a n d o s e  f i z e r e m 

p r e s e n t e s ,  a s  s e g u i n t e s  f u n ç õ e s :  

i )  C h o i c e  ( ( T )  o n d e  6"  e  um c o n j u n t o f i n i t o .  E s t a  o p e r a -

ç ã o c h o i c e  ( zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA<ò )  e s c o l h e  a r b i t r a r i a m e n t e  um e l e me n t o d e  ( f .  S e j a  p o r  

e x e mp l o o c o n j u n t o í * = ^ J j , . . . ,  J  | .  E s t a  o p e r a ç ã o p o d e  s e r  r e p r e s e n -

t a d a  d o s e g u i n t e  mo d o :  X < zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA— c h o i c e  | J . , . . .  J  j  .  

í i )  S u c c e s s ,  s e  a  c o n c l u s ã o f o i  b e m s u c e d i d a ,  

i i i )  F a i l u r e ,  s e  a  c o n c l u s ã o f o i  ma l  s u c e d i d a .  

Uma  ma q u i n a  n a o d e t e r mi n í s t i c a  e  u ma  ma q u i n a  f i c i t i c i a '  

q u e  e x e c u t a  a l g o r i t m o s  n a o d e t e r mi n í s t i c o s  d o s e g u i n t e  mo d o :  

Se  d e n t r e  o s  e l e me n t o s  d a s  f u n ç õ e s  " c h o i c e "  e x i s t i r  u ma  

s e q u e n c i a  q u e  c o n d u z  p a r a  um s u c e s s o ,  e n t ã o o a l g o r i t m o d e v e r a  s e g u i r  

e s t a  s e q u e n c i a  p a r a  c o n c l u i r  o p r o b l e ma c o m s u c e s s o .  0 a l g o r i t m o t e r -

mi n a  c o m i n s u c e s s o ,  s e  n a o e x i s t i r  t a l  s e q u e n c i a .  P a r a  me l h o r  e n t e n d _ i _ 

me n t o d e  um a l g o r i t m o n a o d e t e r m i n i s t i c o e  c o n s e q u e n t e me n t e  d e  u ma  '  

ma q u i n a  n a o d e t e r mi n í s t i c a ,  o p r o b l e ma d e  Kn a p s a c k ,  d e f i n i d o a  s e g u i r ,  

s e r a  d i s c u t i d o .  

0 p r o b l e ma d e  Kn a p s a c k e  d e f i n i d o d o s e g u i n t e  mo d o :  

Da d o s  i n t e i r o s  p o s i t i v o s  b ,  n ,  a .  p a r a  i = l , . . . , t  e n c o n 
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t r a r  x . e \ 0 , l } p a r a  i = l , . . . , t  d c  t a l  ma n e i r a  q u e  a ^ + . . . . + a t x t = b 

Um a l g o r i t m o p a r a  e s t e  p r o b l e ma  s e r i a :  

b e g i  n 

2 .  

F o r  i zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA <zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA—  I  t o t  d o 

x « —c h o i c e  1 0 , 1 } ;  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
i  

i f  r  a  x = b t h e n zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3. S u c c e s s  

e  I  s e  

4. f  a  i  I  u r e  .  

5 .  e n d "  

Ob v i a me n t e  n e s t e  a l g o r i t m o ,  t o d a s  a s  f u n ç õ e s  d e  um a l -

g o r i t m o n a o d e t e r m i n i s t i c o ,  d a d a s  a n t e r i o r m e n t e ,  e s t ã o p r e s e n t e s  n e -

l e .  

T o ma n d o - s e  c o mo b a s e  e s t e  a l g o r i t m o ,  v a i - s e  a g o r a  e x -

p l i c a r  c o m ma i s  d e t a l h e s  u ma  ma n e i r a  d e  e n c o n t r a r  o s  r e s u l t a d o s  d e  um 

a l g o r i t m o n a o d e t e r mi n í s t i c o e m u ma  ma q u i n a  n a o d e t e r mi n í s t i c a :  

P a r a  i = l ,  a  f u n ç ã o " c h o i c e "  t e m d u a s  p o s s i b i l i d a d e s  '  

0 o u I  p a r a  o v a l o r  d e  X| e n t ã o d u a s  ma q u i n a s  i d ê n t i c a s  s a o c r i a d a s .  

Nu ma  o n u me r o 0 ( z e r o )  e  o e s c o l h i d o e  n a  o u t r a  o n u me r o I .  Amb a s  c c )  

me ç a m a  t r a b a l h a r  p a r a l e l a m e n t e  e x e c u t a n d o o me s mo a  I g o r i t m o . P a r a  '  

i = 2 ,  c a d a  u ma  d a s  d u a s  ma q u i n a s  c r i a d a s  n o p a s s o I  t e m n o v a me n t e  '  

d u a s  p o s s i b i l i d a d e s ,  s e n d o c r i a d a s  p o r t a n t o n e s t e  p a s s o ,  4 ma q u i n a s .  

0 a l g o r i t m o c o n t i n u a  a t e  q u e  u ma  d a s  ma q u i n a s  e x e c u t e  a  f u n ç ã o '  
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" s u c c e s s " .  Se  n e n h u ma  ma q u i n a  e x e c u t a r  t a l  f u n ç ã o ,  o a l g o r i t m o t e r m i  

n a  a p o s  t o d a s  a s  ma q u i n a s  t e r e m e x e c u t a d o a  f u n ç ã o " f a i l u r e " .  E s t e  

p r o c e d i me n t o p o d e r á  s e r  r e p r e s e n t a d o p e l a  s e g u i n t e  á r v o r e :  

F I GURA 5-  I  
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Ob v i a me n t e  n o p a s s o i = t  t e m- s e  2 ^ ma q u i n a s  t r a b a l h a n d o 

e m p a r a l e l o .  De s t e  mo d o t e m- s e  t o d a s  a s  p o s s í v e i s  s e q u e n c i a s  d o s  v a -

l o r e s  d e  x . ,  v e r i f i c a n d o - s e  a q u e l a  ( s e  e x i s t i r )  q u e  t o r n a r a  

t  1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

E a  .  x .  = b zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
i i 

i  = l  

A c o mp l e x i d a d e  d e s t e  a l g o r i t m o e  d e f i n i d o p o r  t  ( n -  d e  

p a s s o s )  ma i s  o t e mp o g o s t o p e l a s  2 ^ ma q u i n a s ,  t r a b a l h a n d o e m p a r a l e l o ,  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

AzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA s  

p a r a  d e t e r m i n a r  a  s e q u e n c i a  o t i ma .  C o n s e q u e n t e me n t e ,  t r a t a - s e  d e  um 

a l g o r i t m o n a o d e t e r mi n í s t i c o s o l ú v e l  e m t e mp o p o l i n o m i a l .  

G e n e r i c a me n t e ,  a  o r d e m d e  c o mp l e x i d a d e  d e  um a l g o r i t m o 

n a o d e t e r mi n í s t i c o e  d a d a  p e l o me n o r  n u me r o d e  p a s s o s  n e c e s s á r i o s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA pa 

r a  a t i n g i r  u ma  s o l u ç ã o " s u c c e s s " .  Se  n a o e x i s i t i r  u ma  s e q u e n c i a  q u e  

c o n d u z a  a  t a l  s o l u ç a o ^ a  c o mp l e x i d a d e  e  d a d a  p e l o ma i o r  n u me r o d e  p a s  

s o s  e mp r e g a d o s  n a  d e t e r mi n a ç ã o d e  t o d a s  a s  s o l u ç õ e s  " f a i  l u r e " .  

A c l a s s e  d e  t o d o s  o s  p r o b l e ma s  q u e  p o d e r e m s e r  r e s o l v j _ 

d o s  a t r a v é s  d e  um a l g o r i t m o n a o d e t e r m i n i s t i c o e m t e mp o p o l i n o m i a l  e  

c h a ma d a  " c l a s s e  KP " .  Co mo e x e mp l o d e  um p r o b l e ma  j / P ,  t e m - s e  o p r o b l e  

ma  d e  Kn a p s a c k ,  v i s t o a c i ma .  O u t r o p r o b l e ma  j sÍP e  o p r o b l e ma  " s a t  i  s f j _ 

a b i l i t y "  o q u a l  d e t e r mi n a  s e  u ma  e x p r e s s ã o b o o l e a n e  v e r d a d e i r a .  

Um c o n c e i t o d e  v i t a l  i mp o r t â n c i a  n a  t e o r i a  d a  c o mp l e x j _ 

d a d e  e  o c o n c e i t o d a  r e d u t i b i I  i d a d e  d e f i n i d o a  s e g u i r :  

P j  e  r e d u t i v e I  p a r a  s e  e  s o me n t e  s e  e x i s t i r  um a l g o 

r í t mo A q u e  r e s o l v e  P|  c o m a s  s e g u i n t e s  p r o p r i e d a d e s :  

1 .  0  a l g o r i t m o A u s a  c o mo s u b r o t i n a s ,  um a l g o r i t m o q u e  

r e s o I v e  P 0 .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

L 

2 .  A c o mp l e x i d a d e  d o a l g o r i t m o A e  p o l i n o m i a l  s e m s e  

c o n t a r  o t r a b a l h o u t i l i z a d o p e l a s  s u b r o t i n a s  q u e  r e  

s o l  v e m P2 > 

P o r t a n t o s e  f o r  p o s s í v e l  r e s o l v e r  e m t e mp o p o l i  n o -

m i a l ,  a  c o mp l e x i d a d e  d e  A s e r a  t a mb é m p o l i n o m i a l .  



O u t r o c o n c e i t o i m p o r t a n t e  d e s t a  t e o r i a  e  o c o n c e i t o d a  

e q u i v a l ê n c i a .  D o i s  p r o b l e ma s  P.  e  s a o d i t o s  e q u i v a l e n t e s  ( n o t a ç ã o 

P , "  P 2 )  s e  P, OC P 2 e  P 2 OC P | .  

A p a r t i r  d e s t e s  c o n c e i t o s ,  p o d e - s e  a g o r a  d e f i n i r  o s  

p r o b l e ma s  f u n d a me n t a i s  d a  t e o r i a  d a  c o mp l e x i d a d e  q u e  s a o c h a ma d o s  

" NP- Co mp I  e t o s " .  T o d o s  o s  p r o b l e ma s  e q u i v a l e n t e s  a o p r o b l e ma  " s a t i s f _ [ _ 

a b i l i t y " ,  d e f i n i d o a n t e r i o r m e n t e ,  s a o c h a ma d o s  " NP - Co mp I  e t o s " . Os  p r o 

b l e ma s  " NP - C o mp I e t o s "  s a o t o d o s  e q u i v a l e n t e s  e n t r e  s i ,  i s t o e ,  s e  

e x i s i t i r  um a l g o r i t m o p o l i n o m i a l  p a r a  um d e l e s ,  e  p o s s i v e l  c o n s t r u i r  

a l g o r i t m o s  t a mb é m p o l i n o m i a i s  p a r a  c a d a  u m,  ma s  c o mo f o i  d i t o a n t e  -

r i o r m e n t e ,  o s  c i e n t i s t a s  a c r e d i t a m n a  n a o e x i s t ê n c i a  d e s t e s  a l g o r i t -

mo s  .  

0 t e o r e ma  a  s e g u i r  e  o ma i s  i m p o r t a n t e  d a  t e o r i a  NP-

- C o mp l e t a .  E s t e  t e o r e ma  f o i  f o r m u l a d o p o r  S. A Co o k [ 6 ] .  

TEOREMA 5 - 1 -  T o d o s  o s  p r o b l e ma s  e m NP s a o r e d u t í v e i s  

p a r a  o p r o b l e ma  " s a t i s f i a b i  i i t y " ,  ( v e r  d e mo n s t r a ç ã o 

A p a r t i r  d e s t e  T e o r e ma ,  s u r g e  o i m p o r t a n t e  c o r o l á r i o .  

C o r o l á r i o 5 '  I  -  Um p r o b l e ma  P e  NP - Co mp l e t o s e  e  s o me i n 

t e  s e :  i  )  P £ >Í P 

i i )  E x i s t e  u m p r o b l e ma  NP - C o mp l e t o P'  

c o m P' CC P.  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

' —$\  P é  NP - Co mp l e t o e n t ã o P r o " s a t i s -

f i a b i l i t y " .  P o r t a n t o P s a t i s f a z  i )  

é  i  i  )  

<^_- ~ |  P a r t i n d o - s e  d o p r i n c i p i o d e  q u e  i )  e  i i )  

s a o s a t i s f e i t o s ,  e n t ã o p o r zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 )  e  t e o r e ma  

5-  I ,  P c C* s a t  i  s f  i  a b i  I  i  t y "  e  p o r  i  i  )  " s a t  i  s -

f i a b i  I  i t y " r v P c c P ,  l o g o P N " s a t i s f  i a b i  l j _ 

t y "  e n t ã o P e  NP - Co mp l e t o .  
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Ne s t a  u n i d a d e ,  o s  p r o b l e ma s  a t e  a g o r a  d i s c u t i  v o s  f o r a m p r o -

b l e ma s  d e  d e c i s ã o o u s e j a  p r o b l e ma s  q u e  t e m c o mo s o l u ç ã o u ma  d a s  r e s  

p o s t a s  " s u c c e s s "  o u " f a i l u r e " .  E s t e  f a t o e  j u s t i f i c á v e l  v i s t o q u e  e s  

t a r - s e  i n t e r e s s a d o s  p r i n c i p a l m e n t e  n a  c l a s s e  ^Í P c u j o s  p r o b l e ma s  s ã o 

s o l u c i o n a d o s  p o r  a l g o r i t m o s  n a o d e t e r m i n i s t i c o s , o s  q u a i s  t e m e s t a s  

p a l a v r a s  c o mo p a l a v r a s  c h a v e .  A s e g u i r  s e r ã o t r a t a d o s  p r o b l e ma s  '  

" F l o w- S h o p "  e  " J o b - S h o p "  q u e  c o mu me n t e  s a o f o r mu l a d o s  c o mo p r o b l e ma s  

d e  o t i mi z a ç a o .  Aq u i  e l e s  d e v e r ã o s e r  f o r mu l a d o s  c o mo p r o b l e ma s  d e  d e  

c i s ã o ,  p a r a  p o d e r - s e  d e mo n s t r a r  c e r t o s  f a t o s  d e  i n t e r e s s e  d e s t e  t r a -

b a l h o .  E s t a  f o r mu l a ç ã o p o d e  s e r  f e i t a d o s e g u i n t e  mo d o :  

Da d o um p r o b l e ma d e  mi n i mi z a ç ã o f  ( x ) « —m i n ,  o p r o b l e ma d e  '  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

e I  

d e c i s ã o c o r r e s p o n d e n t e  s e r i a :  e x i s t e  um X p o s s i v e l ,  t a l  q u e  f { \ ) í  Y 

Na  u n i d a d e  2 a  s e g u i r ,  s e r ã o r e l a c i o n a d o s  a l g u n s  p r o b e l ma s  '  

" F l o w- S h o p "  e  " J o b - S h o p "  p e r t e n c e n t e s  a s  c l a s s e s  P e  NP - Co mp I  e t  a * 

T a mb é m n e s t a  u n i d a d e  a l g u n s  p r o b l e ma s  " F l o w- S h o p "  e  " J o b - S h o p "  

c o m d i f e r e n t e s  f u n ç õ e s  o b j e t i v a s  s a o d e mo n s t r a d o s  s e r e m NP - Co mp I e t o s .  

P a r a  i s t o ,  u s a - s e  o f a t o d e  q u e  Kn a p s a c k e  r e d u t í v e l  n e l e s .  A d e mo n s  

t r a ç a o d e  q u e  Kn a p s a c k e  um p r o b l e ma e  NP - Co mp l e t o [  1 5 ]  s e r a  o m i t i -

d a  d e s t e  t r a b a l h o .  

5 . 2 -  RESULTADOS DA COMPLEXI DADE DE PROBLEMAS " FLOW- SHOP"  E 

" J OB- SHOP" .  

Aq u i  s e r a  l i s t a d a u ma  s e r i e  d e  p r o b l e ma s  " F l o w- S h o p "  e  

" J o b - S h o p "  p e r t e n c e n t e s  a s  c l a s s e s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA y  e  NP - Co mp l e t a .  De  a c o r d o c o m a  

l i s t a a  s e g u i r ,  d e  t o d o s  o s  p r o b l e ma s  " F l o w- S h o p "  ma i s  i m p o r t a n t e s  ,  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

o p r o b l e ma  n / 2 / F / r . = 0 / C e  o ú n i c o p e r t e n c e n t e  a  c l a s s e  P. Qual que r  

j ma x 
a l t e r a ç ã o e m um d o s  s e u s  p a r â me t r o s  o t o r n a r a  NP - Co mp l e t o .  

I  -  y e  um l i m i t e  s u p e r i o r  p a r a  f ( X ) .  
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Qu a n t o a o s  p r o b l e ma s  " J o b - S h o p " ,  t a mb é m. s ã o p o u c o s  o s  

p e r t e n c e n t e s  a  c l a s s e  P e  p e q u e n a s  a l t e r a ç õ e s  t a mb é m o s  t r a n s f o r m a -

r a o e m p r o b l e ma s  NP - Co mp 1 e t o s .  As  r e f e r e n c i a s  p a r a  c a d a  p r o b l e ma s ã o 

d a d a s  a o l a d o d e l e s .  

CI  a s s e  P C l a s s e  NP - Co mp l e t a  

n / 2 / F / r . = 0 / C 11 4-3 
j  ma x 

n / 2 / F / r  .  0/ C 
j  ma x 

n / 3 / F / r  . = 0/ C 
j  ma x zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

n / 2 / F / r . = 0 / £ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

n/ 2/ F/ r . = 0 / £ T.  

n / 2 / F / r  . = 0 / L 

j  ma x 
n / 2 / F / r  = 0 / £ q 

[ 1 8 ]  

[ 1 8 ]  

[  7 ]  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Lis]  

[ 1 8 ]  

[ 1 8 ]  

n / 2 / J / r  =0 , n .  £ 2/ C [ l  3 ]  
J  J  ma x 

n / 2 / J / r . = 0 ,  n .  < 3/ C 
ma x 

n / 3 / J / r  =0 ,  n . ^ 2/ C 
J  J  ma x 

[ 1 8 ]  

[ 1 8 ]  

n / 2 / J / r  = 0 , t  . .  .  = I / C r ,  , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 
J  j k 1 ma x LI  I  J  n / 2 / J / r  = 0 , t  . = I , 2 / C [ i ç l  

J  j k i  ma x 

n / 3 / J / r . = 0 , t  .  = I / C [ I 9 l  
j  j k i  ma x 

2 / m/ J / r  =0 / C 
j  ma x 

[ 2 0 ]  

Ag o r a  v a i - s e  e s c o l h e r  o s  p r o b l e ma s  " F l o w- S h o p " e  " J o b -

- S h o p "  n / 3 / F / r . = 0 / C ,  n / 2 / J / n .  ^  3/ C e  n / 2 / F / r  =0 / L d a  
j  ma x j  ma x j  ma x 

l i s t a  NP - Co mp l e t a  p a r a  d e mo n s t r a r - s e  t a l  f a t o .  



No t a :  P o r  c o n v e n i ê n c i a  v a i - s e  r e p r e s e n t a r  e s t e s  p r o b l e _ 

ma s  p e I  a  I e t r a  P.  

E s t a  d e mo n s t r a ç ã o e n v o l v e  2 p r o v a s :  

-  i )  P e  / / P.  

i i )  E x i s t e  um p r o b l e ma  P'  NP - Co mp l e t o c o m PzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA'cc P.  

P r o v a  d e  i )  E p o s s í v e l  c o n s t r u i r  um a l g o r i t m o d e  e n u me  

r a ç ã o t o t a l  p a r a  r e s o l v e r  P.  Co mo j a  f o i  v i s t o a n t e s ,  n o d e s e n v o l v i -

me n t o d e  um a l g o r i t m o e n u me r a t i v o p a r a  p r o b l e ma s  " F l o w- S h o p "  e  " J o b -

- S h o p "  e  g e r a d a  u ma  a r v o r e ,  o n d e  c a d a  n o d o r e p r e s e n t a  u ma  " S c h e d u l e "  

p a r c i a l .  P e n s a n d o - s e  e m t e r mo s  d e  um a l g o r i t m o n a o d e t e r m i n i s t i c o , s a  

b e - s e  q u e  e s t e s  p r o b l e ma s  s a o s o l ú v e i s  e m t e mp o p o l i n o m i a l  c o n f o r me '  

d e f i n i ç ã o d a d a  p a r a  o r d e m d e  c o mp l e x i d a d e  d e  a l g o r i t m o s  n a o d e t e r m i -

n i  s t  i  c o s .  

P r o v a  i i )  C o n s i d e r a n d o - s e  o p r o b l e ma  NP - C o mp l e t o P'  c o 

mo s e n d o o p r o b l e ma  d e  Kn a p s a c k ,  e n t ã o d e v e - s e  p r o v a r  q u e  Kn a p s a c k e  

r e d u t í v e l  p a r a  o s  s e g u i n t e s  p r o b l e ma s :  

a )  n / 2 / J / n .  ^  3/ C 
•  J  ma x 

b )  n / 3 / F / r  = 0 / C 
j  ma x 

c )  n / 2 / F / r  = O/ L 
j  ma x 

A i d e i a  d e s t a  d e mo n s t r a ç ã o c o n s i s t e  e m p a r a  c a d a  p r o -

b l e ma  " F l o w- S h o p "  e  " J o b - S h o p "  a c i ma ,  f o r m u l a r  um c o r r e s p o n d e n t e  p r o 

b l e ma  p a r t i c u l a r  P b a s e a d o n o s  d a d o s  d o p r o b l e ma  d e  Kn a p s a c k e  d e t e r ,  

mi n a r  t a mb é m um l i m i t e  s u p e r i o r zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ) J  p a r a  a  f u n ç ã o o b j e t i v a  f  d e  P.  En_ 

t a o Kn a p s a c k t e m s o l u ç ã o ^ — P t e m u ma  s o l u ç ã o S c o m f ( S ) ^ y .  

t  

S e j a  A= 5 ^  a - /  o n d e  a .  e  d e f i n i d o n o p r o b l e ma  d e  Kna_ 
J  I  J  J  

p s a c k n a  u n i d a d e  5 . I -



P a r a  s i m p l i f i c a r  a  n o t a ç ã o ,  v a i - s e  c o n s i d e r a r  o c o n j u n _ 

t o d o s  j ' s  t a i s  q u e  X. = 1 c o mo s e n d o um c o n j u n t o U e  0 c o n j u n t o d e  t o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
J 

d o s  o s  j ' s  c o mo s e n d o T ( T = j  ,  .  .  .  ,  J ^_\  )  

a )  Kn a p s a c kzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA oc n / 2 / J / n .  ^  3 / C 

_ . . . .. , -j - max 

S e j a m n — t  + 

t  = 3 j  ( j  e T )  

t  l n = b ,  t zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA , =1 ,  t  _ = A- b 
n I  2 n 2 1 n 3 2 

= A + 

: —\ > |  Se  Kn a p s a c k t e m s o l u ç ã o ,  u ma  ' s c h e d u I  e "  o t  i  ma  

p a r a  e s t e  p r o b l e ma  s e r a  a " s c h e d u I e " d a  f i g .  5 - 2 c o m v a l o r  C = A+ I = y zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
f  r  ° max zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

M, jzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e u J  
n 

J  j _ Ts  U zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
V 

M 
2 

j 
n 

J  
n > 

b + l  A + 1 

F I GURA 5 . 2 

. 1 A> ~  A,  

<;  Se  Kn a p s a c k n a o t e m s o l u ç ã o e n t ã o n a o e x i s -

t e  u ma  " s c h e d u I  é'  c o m v a  I  o r  C ^ y ,  
ma x 

C o n s i d e r e u ma  ' s c h e d u I  e "  o t  i  ma  e  s e j a  U o 

c o n j u n t o d o s  j o b s  p r o c e s s a d o s  p e l a  ma q u i n a  Mj  a n t e s  d o j o b J ^ , e n t ã o 

y  ^  a  .  b l o g o y> ^ a  j - b = c ^ O e  p o r t a n t o  :  

j £ U j _ U 
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c a s o !  :  c  > 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

C > _ C t i i + t o i + t o o b + c + l + A- b = A+ c + l  > V ma xzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA o *• zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA—' j l I n 2 l  n 3 2 '  

j zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e u 

•  c a s o 2 :  c  < 0 

C l o +  t o l +  t. . , = b + l+ A-b - c  
ma x n I 2 n 2 1 j  I I 

j  G T- U 

-  A -  c  + i  > y •  

b) Kn a p s a c k oc n / 3 / F / r  =0 / C 

j  ma x 

S e j a m n = t + l  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

^ i " 1 - V * ! '  V ( j e T ) 

t . - tb , t - I , t - t (A-b ) 
n !  n 2 n 3 

y =  t (A+ 1 ) +  I 

Se  Kn a p s a c k t e m s o l u ç ã o ,  u ma  " s c h e d u l e "  o t i ma p a  

r a  e s t e  p r o b l e ma  s e r a  a  " s c h e d u l e "  d a  f i g u r a 5- 3 c o m v a l o r  C 

t(A+ i)+  i = y 

ma x zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

M,  

A 
J. e U 

. i  J n J . £ T s U 

J . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA E 
J  

u J  
n 

J . _ T * U [  
>  

J j G U 
J  

J n J : e  T -  u 
j  

1 u 1 tb+| U| +l  t A + I Ul + l  t(A+l ) +l = 

FIGURA 5 - 3 



Kn a p s a c k n a o t e m s o I u ç a o /  e n t ã o n a o e x i s t e  u ma  " s c h e -

d u l e "  c o m v a  I  o r  C é  y .  
ma x 

C o n s i d e r e  u ma  " s c h e d u l e "  o t i ma  e  s e j a  U o c o n j u n t o '  

d o s  j o b s  p r o c e s s a d o s  p e l a  ma q u i n a  a n t e s  d e  J ^ ,  e n t ã o :  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2 '  a  . ^ b l o g ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA y  '  a  . - b ^ c ^ O e  p o r t a n t o :  

j € U j c U 

c a s o I  :  c  > 0 

CzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA > X t a . + t  + t  = t  ( b + c )  + 1 + t ( A - b )  
ma x  1 i  n Z n 3 

= t ( A + c )  + i  >> y .  

c a s o 2 :  c  < 0 

C > t  ,  + t  „zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA + I 3 t a .  = t b + l  + l + t ( A - b - c ) - t ( A - c )  + l :  

ma x n l  n Z . j  
j E T - U 

c )  Kn a p s a c k CC n / 2 / F / r  . = 0 / L 
7 j  ma x 

S e j a m n —t + l  b > l  ( p a r a  b = l  o p r o b l e ma  e  t r i v i a l )  

t . .  = l ,  t  = t a  d . = t ( A + l )  + 1 j  £ T 
J  i J  * J  j  

t  ;  = t b ,  t  = i ,  d = t ( b + i ) + i  
n l  n 2 n 

y=o 

Se  Kn a p s a c k t e m s o l u ç a o / e n t ã o u ma  " s c h e d u l e "  o t i ma  

p a r a  e s t e  p r o b l e ma  s e r á  a  " s c h e d u l e "  d a  f i g u r a  5 - 4 

M, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

J. E U 

ÉH J zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e u j  J  .  £ T v U 
í  , i  n i  > 

l u l  t b + I U |  t b + l l l  | + l  

F I GURA 5 - 4 

t A + | U | + l  
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P a r a  J  ,  t e m- s e  C = t  . + t  = |  U |  + t b zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+lzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA < t + t b + l = d zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

n . ,i n I n_! 

P a r a  J  . ,  t e m- s e  C .  £zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA J \  t . ,  + t  .  + t  n+zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA E t . „  B U + t b + l  + 
J  J  j l  n l  n2 ,  j 2 

j E U J E T - U 

+ t ( A - b )  < t + t b + l + t ( A - b ) = t + l  + t A = t ( A + l )  + l = d . .  

~ I  Se  Kn a p s a c k n a o t e m s o l u ç ã o ,  e n t ã o n a o e x i s t e  u ma  

" S c h e d u l e "  c o m L . $ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA0 f j = I , . . . , n 

C o n s i d e r e  u ma  " s c h e d u l e "  o t i ma  e  s e j a  U o c o n j u n t o '  

d o s  j o b s  p r o c e s s a d o s  a n t e s  d e  n a  ma q u i n a  M0 ,  e n t ã o £ a  . - b = c ^ 0 

e  d a  i  ,  
j £ u 

c a s o I  :'  c  > 0 

Hjt ..+t  ,+t  =t(b+c)+tb+l ^  t (b+l) +2>d 
j I  n I  n Z n 

J É U 

l o g o L y  0 -  c o n t r a d i ç ã o 

c a s o 2 : c < 0 e U ^ 0 

£t . .+t  ,+t  9 + £ t  = 
*—1 j  n I  n Z i Z 

j e u 

u | + t b + l + t (  A- b - c ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA >y 1 + 

j £ T - u ' ~ 

+ b + l + t ( A - b - c ) = t ( A - c ) + 2 > d •  p a r a  t o d o j  

e n t ã o L .  ^  0 -  c o n t r a d i ç ã o 
J  

Se  U =0 n a o e x i s i t i r a  n e n h u ma  " s c h e d u l e "  o t i ma ,  v i s t o 

q u e , p a r a  q u a l q u e r  o r d e m e m q u e  o s  j o b s  J .  f o r e m p r o c e s s a d o s  t e m- s e '  

s e mp r e  u ma  " s c h e d u l e "  ( v e r  f i g 6 . 5 ) o n d e  C . = t b + I + ^ A * t ( A + b ) + l  > d .  p a  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

J J 

r a  a l g u m j  £ T.  

M,  J  . E T 

J . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA E T 

t b t b + l  t b + t  t b + l + t A 

F I GURA 5. 5 
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C A P Í T U L O V I  

APROXI MAÇÕES HEURI STÍ CAS 

6. 1 -  MÉTODOS HEURÍ STI COS PARA PROBLEMAS "FLOW- SHOP".  

No c a p i t u l ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 4r  v i u - s e  o mé t o d o e n u me r a t i v o " Br a n c h a n d 

3 o u n d "  e  c om e l e ,  v i t a i s  d e s v a n t a g e n s .  

Aq u i ,  s e r ã o t r a t a d o s  o s  mé t o d o s  He u r i s t i c o s  p a r a  p r o -

b l e ma s  " Fl o w- Sh o p " ,  o s  q u a i s  e v i t a m t a i s  d e s v a n t a g e n s ,  c o n t u d o a p r e - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

•s  

s e n t a m o u t r a s ,  c omo p o r  e x e mp l o ,  a  i n c e r t e z a  q u a n t o a  q u a l i d a d e da  

s o l u ç ã o .  Aq u i  s o s e  e s t a r  i n t e r e s s a d o n a s  " Sc h e d u I  e s "  p e r mu t a ç ã o .  

Se r ã o a b o r d a d o s  n e s t a  u n i d a d e ,  t r e s  a l g o r i t mo s  h e u r í s -

t i c o s .  0 p r i me i r o f o i  d e s e n v o l v i d o p o r  P a l me r .  Os  d o i s  ú l t i mo s  s e  ba  

s e a m no a l g o r i t mo 2 . 1 ,  s e n d o q u e  o s e g u n d o f o i  a b o r d a d o p o r  Gu p t a  e  

o t e r c e i r o p o r  Ca mp b e l l ,  Dude k e  S mi t h ,  t a mb é m c o n h e c i d o p o r  a l g o r i t  

mo CDS.  

i )  Pa l me r  s e g u i u a  s e g u i n t e  l i n h a na  d e s c r i ç ã o de  s e u 

a l g o r i t mo :  a s s o c i a r  a  c a d a  j o b J  .  um p e s o a  p a r t i r  da  e x p r e s s ã o 
J  

m 

S ( j )  - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA JZ ( m+ l - 2 k ) t j  m + | _ k o n d e  j = l , . . . , n 
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s a o o s  n ú me r o s  d o s  j o b s  e m a  q u a n t i d a d e  de  ma q u i n a s .  Ap ó s  d e t e r mi n a r  

S ( j )  p a r a  c a d a  j o b J . ,  s e q u e n c i a - l o s  u t i l i z a n d o os  Va l o r e s  de  S ( j ) d e  

ma n e i r a  n a o c r e s c e n t e .  Es t e  a l g o r i t mo n a o e s t a  d e f i n i d o d e  ma n e i r a  '  

ú n i c a ,  p o i s  p o d e  o c o r r e r  de  S ( k ) = S ( I zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA) k f I .  Pa r a  t o r n á - l o ú n i c o , d e v e - s e  

c o l o c a r  o j o b na  s e q u e n c i a  a n t e s  do j o b J . ,  s o me n t e  q u a n d o k < I .  

A d e t e r mi n a ç ã o de  t o d o s  o s  v a l o r e s  S ( j )  é  f e i t a  em '  

O( m. n)  o p e r a ç õ e s .  A o r d e n a ç ã o d o s  j o b s  em O( n l o g n )  o p e r a ç õ e s  e  p o r t a r ^ 

t o a  c o mp l e x i d a d e  d e s t e  a l g o r i t mo e  d a • o r d e m ma x i m. n ,  n l o g n } .  

Es t e  a l g o r i t mo s e r a  i l u s t r a d o a t r a v é s  d o e x e mp l ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 6 . 1 

a b a  i  x o :  

Ex e mp l o 6 . 1 -  Ut i  I  i z a n d o - s e  d o a  I g o r i t mo d e  Pa l me r , d e t e £ 

mi n a r  uma  s o l u ç ã o p a r a  os  p r o b l e ma s  c om os  d a d o s  e s p e c i f i c a d o s  na  t a -

b e l a  6 . 1 a ba  i  x o :  

TABELA 6 . I  
j o b 

maq 

M,  

M,  

M,  

M 

J l  J 2  J 3  J 4  J 5 

Como m—4/  S ( j )  t o ma  a  s e g u i n t e  f o r  ma  

S ( j ) = 12 ( 5 ~ 2 k ) t .  e  p o r t a n t o p a r a  j = l , . . . , 5 ,  
k = I  J / J - ^ 

t e m- s e  

S ( l ) = 3 t | 4 + t , 3 - t | 2 - 3 t M = I O 

Ana  I o g a me n t e ,  

S ( 2 ) = - 4 ,  S ( 3 ) = 8 ,  S ( 4 ) = - 4 e  S ( 5 ) = - 6 



78 

A s e q u e n c i a  o t i ma  p a r a  e s t e  e x e mp l o e  J . J  J  J  J  c u j a  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
~  h 3  1 4 5 

r e p r e s e n t a ç ã o g r á f i c a  e  mo s t r a d a  n a  f i g u r a  6 . 1 a b a i x o :  

M 

M,  

M 

I  3 5 6 7 10  12 13 16 18 19 21 2 4 26 2 7 

FI GURA 6 . 1 -  " S c h e d u l e "  c o n s t r u í d a  a  p a r t i r  da  s e quê ni  

c i a  o b t i d a  p e l o a l g o r i t mo de  P a l me r .  

i i )  0 a l g o r i t mo a q u i  d i s c u t i d o e  o a l g o r i t mo d e  Gu p t a .  

Gu p t a  a p l i c o u s e u a l g o r i t mo e  o a l g o r i t mo de  Pa l me r  em um n u me r o muj _ 

t o g r a n d e  de  p r o b l e ma s ,  e  na  ma i o r i a  d o s  c a s o s  s e u a l g o r i t mo de mons  -

t r o u ma i o r  e f i c i ê n c i a .  

Gu p t a  p a r a  d e s e n v o l v e r  s e u a l g o r i t mo h e u r í s t i c o ,  t o mo u 

c omo b a s e  a  e x t e n s ã o do a l g o r i t mo 2 . 4  p a r a  3 ma q u i n a s .  

Com b a s e  n e s t e  f a t o ,  Gu p t a  g e n e r a l i z o u o a l g o r i t mo 2 . 4 

do s e g u i  n t e  modo:  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

S(j) = 
e  .  

J  

mi n 
I  é k £ m- l  

o n d e  

J  = 

s e  t  . , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA C t  .  

J I  j m 
s e  t  . .  > t  .  

j - l , . . . , n 



A s e q u e n c i a  d o s  j o b s  e  o b t i d a  u t i I i z a n d o - s e  o s  v a l o r e s  

de  S ( j )  de  ma n e i r a  n a o c r e s c e n t e .  As  r e s t r i ç õ e s  p a r a  a  o r d e n a ç ã o d o s  

S ( j )  s a o a s  mes mas  f e i t a s  no a l g o r i t mo d e  Pa l me r .  

A o r d e m de  c o mp l e x i d a d e  d e s t e  a l g o r i t mo ,  t a mb é m e  d a d a  

p o r  max ( m. n f n l o g n ) .  

Ex e mp l ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 6 . 2 -  Ap l i c a n d o - s e  o a l g o r i t mo d e  Gu p t a  n o s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA da 

d o s  da  t a b e l a  6 . 1 t e m- s e  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

s( i) - l! -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA j  

minUM+ t | 2 ,  t | 2 + t , 3 ,  t , 3 + t , 4 * 

Ana  I o g a me n t e ,  

S ( 2 ) = - 1 / 5 , S ( 3 ) = l / 3 , S ( 4 ) = - l / 5 e  S ( 5 ) = - l / 6 . 

A s e q u e n c i a  p a r a  os  j o b s  e  J ^ J j J ^ ^ J ^ c u j a  r e p r e s e n t a -

ç a o g r á f i c a  e :  

M,  

M,  

M 

ú 1 4 .  

^ÉHH J 3 Hi j

 i  J C Í  J 2 

J  ^ 

2 3 6 7 9 0 1 2 15 16 17 18 19 21 2 2 2 7 

FI GURA 6 . 2 -  " S c h e d u l e "  c o n s t r u í d a  a  p a r t i r  da  s e que i n 

c i a  o b t i d a  p e l o a l g o r i t mo d e  Gu p t a .  
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i i i )  0 t e r c e i r o e  u l t i mo a l g o r i  t mo he u r  i  s t  i  c o p a r a  p r o b I  e_ 

mas  " Fl o w- Sh o p "  q u e  s e r a  d i s c u t i d o n e s t e  t r a b a l h o , e  o a l g o r i t mo CDS.  

Ta l v e z  e s t e  e  o ma i s  e f i c i e n t e  a l g o r i t mo h e u r í s t i c o p a r a  p r o b l e ma s  '  

" Fl o w- Sh o p " .  I s t o e  bem r a c i o n a l  d e v i d o a o s  d o i s  f a t o s  a b a i x o :  

.  i )  . 0 u s o da  r e g r a  de  J o h n s o n '  c a d a  v e z  q u e  o a l g o r i t mo '  

e  a t  i  v a d o .  

i i )  Du r a n t e  a  e x e c u ç ã o d o a l g o r i t mo ,  mu i t a s  " S c h e d u l e s " '  

s a o c r i a d a s  p o d e n d o - s e  e s c o l h e r  a  me l h o r .  

Al g o r i t mo CDS ( Al g o r i t mo d e  Ca mp b e l l ,  Dude k e  S mi t h )  

Pa r a  c l a r i f i c a r ,  u s a - s e  S. .  em v e z  de  t  .  .  c omo s e n d o o 
J i  J  1 

t e mp o d e  p r o c e s s a me n t o d o j o b J j  na  ma q u i n a  M.  

I  .  Fo r  i zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - t — I  t o m- 1 d o 

b e g i  n .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2 ' ^ j f k - l  S j k ' '  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3 ' t J 2 *~ k Ç| Sj,m-k+l; 

4.  Ca l c u l a r  a  s e q u e n c i a  S.  e  o v a l o r  da  f u n ç ã o o b j e t i v a  f j  c om o 

a l g o r i t mo 2 . 1 de  J o h n s o n ,  u s a n d o os  v a l o r e s  t ^ . . ;  

e n d ;  

5 . Es c o l h e r  a  me l h o r  s e q u e n c i a  S. ^".  

I  -  v e r  u n i d a d e  2 . 2 
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A o r d e m de  c o mp l e x i d a d e  d e s t e  a l g o r i t mo é  m v e z e s  a  o r -

dem de  c o mp l e x i d a d e  d o a l g o r i t mo de  J o h n s o n ,  ou s e j a  m. n l o g n .  

Ca mp b e l l ,  Dude k e  S mi t h a p l i c a r a m o a l g o r i t mo CDS em um 

n u me r o mu i t o g r a n d e  de  p r o b l e ma s  e  a p o s  c o mp a r a r e m e s t e s  r e s u l t a d o s '  

c om os  r e s u l t a d o s  o b t i d o s  p e l o a l g o r i t mo d e  Pa l me r ,  c o n c l u í r a m q u e  

s e u a l g o r i t mo e  ma i s  e f i c i e n t e  t a n t o p a r a  p r o b l e ma s  g r a n d e s  ( mu i t a s '  

ma q u i n a s )  c omo p a r a  p r o b l e ma s  p e q u e n o s .  

Es t e  a l g o r i t mo s e r a  i l u s t r a d o no e x e mp l o a  s e g u i r :  

Ex e mp l ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 6 . 3 -  Ap l i c a r  o a l g o r i t mo CDS n o s  d a d o s  da  t a b e  

l a  6 . I  

Pa r a  i  = I ,  t e m- s e  

J ,  J 3 

j l  
t  . 0 

j 2 

J 4  J 2  J 5 

S,  J |  J 3 J

4

J 2 J 5 
c om C =28 

max 

Pa r a  i —2 ,  t e m- s e  

J 3
 J l  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

*JJ J 2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

n 
J 4  J 5  J 2 



S 2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA V l J 4 J 5 J 2 

Pa na  i = 3 /  t e m- s e  

c om C =2 7 
max 

S 3  J 3 J I J 5 J 4 J 2 
c om C = 2 9 

max 

A me l h o r  s e q u e n c i a  f o i  a  S 2 c u j a  r e p r e s e n t a ç ã o '  

g r a f i c a  s e g u e -  s e  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

M,  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

M: 

M,  

M 

' 4 

J 3 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1 J  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
J |  

J 4 P j  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

U/ / w / m MÁ U/ / w / m MÁ . 1  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAJ ,  
J  

4 Ml  
2 3 6 7 9 10 12 14 15 16 17 20 22 23 2 4 21 

FI GURA 6*3 " S c h e d u l e "  c o n s t r u i d a  a  p a r t i r  da  s e q u e n 

c i a  S^  o b t i d a  p e l o a l g o r i t mo CDS.  

Ana  I  i s a n d o - s e  a s  s e q u e n c i a s  d e t e r mi n a d a s  p e l o 3 a l g o r i t mo s , '  

c o n s t a t a - s e  q u e  n e s t e  e x e mp l o ,  t o d a s  d e r a m o mes mo r e s u l t a d o .  
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8 3 

' Vi u - s e  na  u n i d a d e 4 - 2 q u e  os  mé t o d o s  e n u me r a t i v o s  p a r a  

p r o b l e ma s  " J o b - Sh o p "  n a o s a o a c o n s e I h a v e i s ,  d a d o o s e u c r e s c i me n t o e_x 

2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA > •  f  .  

p o n e n c i a l  c om os  d a d o s  d o p r o b l e ma ,  t o r n a n d o - s e  a s  v e z e s ,  i mp o s s í v e i s  

d e  s e r e m s o l u c i o n a d o s .  Ne s t a  u n i d a d e ,  s e r ã o t r a t a d o s  o s  mé t o d o s  he u -

r i s t i c o s  q u e  e v i t a m t a i s  p r o b l e ma s .  

En q u a n t o n o mé t o d o e n u me r a t i v o " Br a n c h a n d Bo u n d "  em 

c a d a  p a s s o s a o c r i a d a s  v a r i a s  " s c h e d u l e s "  p a r c i a i s  p a r a  a t i n g i r - s e '  

a q u e l a  c om N e l e me n t o s  e  C mi n i mo ,  no p r o c e d i me n t o h e u r i s t i c o a q u i  
max 

d e s e n v o l v i d o ,  e  c r i a d a  a p e n a s  uma , ou s e j a , a q u e l a  q u e  c o n d u z a  s o l u ç ã o 

v i á ve l  a t e n t a n d o - s e  p a r a  uma  d a s  r e g r a s  de  p r i o r i d a d e  d a d a s  a b a i x o :  

SPT ( S h o r t e s t  P r o c e s s i n g Ti me )  -  s e l e c i o n a r  a  o p e r a ç ã o de  me-

n o r  t e mp o de  p r o c e s s a me n t o .  

MWK ( Mo s t  V/ or k Re ma i n i n g )  -  s e l e c i o n a r  a  o p e r a ç ã o do j o b q u e  

t i v e r  o ma i o r  t r a b a l h o r e s  -

t a n t e  p a r a  s e r  p r o c e s s a d o .  

MOPNR ( Mo s t  Op e r a t i o n Re ma i n i n g )  -  s e l e c i o n a r  a  o p e r a ç ã o q u e  

t i v e r  o ma i o r  n u me r o de  s u -

c e s s o r e s .  

LWKR ( L e s t  Wor k Re ma i n i n g )  -  s e l e c i o n a r  a  o p e r a ç ã o d o j o b q u e  

t i v e r  o me nor  t e mp o de  t r a b a _ 

l h o r e s t a n t e  p a r a  s e r  p r o c e s  

s a d o .  

RANDOM ( r a n d o n )  -  e s c o l h e r  a  o p e r a ç ã o a l e a t o r i a me n t e .  

2 -  n u me r o de  j o b s  e  ma q u i n a s .  
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NOTA:  e x i s t e m o u t r o s  r e g r a s  de  p r i o r i d a d e  mas  s ã o d e  

me n o r  i n t e r e s s e  e  p o r  i s s o s c r a o o mi t i d a s  d e s t e  

t r a b a I h o .  

" J e r e mi a h La l c h a n d a n i  e  S c h r a g e  f i z e r a m um e s t u d o d e  t o 

d a s  e s t a s  r e g r a s  de  p r i o r i d a d e  p a r a  a  e s c o l h a  da  ma i s  e f i c i e n t e . E I  e s  

o b s e r v a r a m que  c om o o b j e t i v o C , e  i mp o s s i v e l  d e t e r mi n a r  p r e c i s a  -
max 

me n t e  a  me l h o r ,  mu i t o e mb o r a  t e n h a m o b s e r v a d o q u e  na  ma i o r i a  d o s  p r o 

b l e ma s ,  a  me l h o r  " s c h e d u l e "  e  o b t i d a  a t r a v é s  da  r e g r a  de  p r i o r i d a d e '  

MWKR ou uma  de  s u a s  v a r i a ç õ e s .  

Es t e s  c i e n t i s t a s  t a mb é m a n a l i s a r a m o u t r o s  t i p o s  d e  f u n 

c oe s  o b j e t i v a s  a s  q u a i s  n a o s e r ã o t r a t a d a s  a q u i .  

0 a l g o r i t mo h e u r í s t i c o q u e  s e r a  a q u i  d i s c u t i d o ,  e  a p l j _ 

c a d o p a r a  o mes mo t i p o d e  p r o b l e ma  d e s c r i t o na  u n i d a d e  4 - 2 .  To d a s  a s  

v a r i á v e i s ,  que  s e r ã o u s a d a s  n e s t e  a l g o r i t mo ,  j a  f o r a m d e f i n i d a s  no '  

a l g o r i t mo 4- 2 c om e x c e s s a o de  n ( S )  q u e  s i g n i f i c a  o n u me r o d e  o p e r a  -

c oe s  p r o c e s s a d a s  em S.  

ALGORÍ TMO 6. 2 

S < _ % 

Whi  I e  n ( S )  é  N do 

b e g i  n 

For me  o c o n j u n t o 0 ( S )  c om t o d a s  a s  o p e r a ç õ e s  '  

0. .  .  p r o c e s s á v e i s  em S:  
j l < i  

^ j ' k ' i '  « -  m Í n *  0 j k i  ^  ;  

Whi  l e  O( S) ^ 0 do 

b e g i  n 

Es c o l h e r  0 . ,  .  ,  € 0 ( S )  

i  f  <T. .  .  ,  < 0-: ,  .  ,  t h e n 
.  j k i  j k i  



8 5 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

U t i l i z a r  uma  r e g r a  d e  p r i o r i d a d e  e s p e c i f i c a _ 

d a , p a r a  a  e s c o l h a  da  o p e r a ç ã o q u e  d e v e r a  '  

s e r  a c r e s c e n t a d a  a  " s c h e d u l e "  S;  

er í d;  

e n d .  

As  r e s t r i ç õ e s  p a r a  e f e i t o d a  p r o g r a ma ç ã o , s e  c o mp o r t a m'  

e x a t a me n t e  c omo no a l g o r i t mo 4 - 2 .  

Ex e mp l o 6 . 4 -  Ap l i c a r  e s t e  a l g o r i t mo h e u r í s t i c o n o s  da^ 

d o s  d a s  t a b e l a s  4 - 2 ( a )  e  ( b )  e  u t i l i z a r  a  r e g r a  de  p r i o r i d a d e MWKR '  

p a r a  a  e s c o l h a  da  o p e r a ç ã o q u e  d e v e r a  s e r  p r o c e s s a d a  em c a d a  p a s s o .  

Em c a s o de  o p e r a ç õ e s  c om a  mes ma  p r i o r i d a d e ,  u t i l i z a r  ( s o me n t e  n e s t e s  

c a s o s )  a  r e g r a  d e  p r i o r i d a d e  SPT.  
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Pa s s o s  MWKR (  J  . )  
S c h e d u l e  p a r c i a l " ' S zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0 

° 2 I I 

° 3 I 2 

7* 

6 

> 0 

° 2 I I 

° 3 I 2 

7* 

6 

> 0 

° 2 I I 

° 3 I 2 

7* 

6 
° I I 2 

0 

° 2 I I 

° 3 I 2 

7* 

6 

0 

° 2 I I 

° 3 I 2 

7* 

6 

1  > 

1 

° I 2 3 

° 2 M 

° 3 I 2 

3 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

#  
6 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

i  

1 

° I 2 3 

° 2 M 

° 3 I 2 

3 

#  
6 

i  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

T 1 

° I 2 3 

° 2 M 

° 3 I 2 

3 

#  
6 

i  

0. 31 2 

1 

° I 2 3 

° 2 M 

° 3 I 2 

3 

#  
6 

i  

1 

° I 2 3 

° 2 M 

° 3 I 2 

3 

#  
6 

1 3 ' 

2 
° I 2 3 

° 2 M 

° 3 2 l 

3 * 

t  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAi 

2 
° I 2 3 

° 2 M 

° 3 2 l 

3 * 

t  

° 2 I I 
2 

° I 2 3 

° 2 M 

° 3 2 l 

3 * 

t  

3 I  1 2 ° 3I  2 
2 

° I 2 3 

° 2 M 

° 3 2 l 

3 * 

t  

2 
° I 2 3 

° 2 M 

° 3 2 l 

3 * 

1 ?  > 

3 
° I 2 3 

° 3 2 l 

6 * zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
4 i  

3 
° I 2 3 

° 3 2 l 

6 * 
4 

° 2I  1 3 
° I 2 3 

° 3 2 l 

6 * 
4 

0112 ° 3 I 2 

3 
° I 2 3 

° 3 2 l 

6 * 
4 

° I 2 3 

3 
° I 2 3 

° 3 2 l 

6 * 

3 q 

4 
° I 3 I 

° 3 2 l 

2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

•  

4 

i  i 

4 
° I 3 I 

° 3 2 l 

2 

•  

4 

i  

021 1 0- J 9I  
4 

° I 3 I 

° 3 2 l 

2 

•  

4 

i  

° 3 1 2 
4 

° I 3 I 

° 3 2 l 

2 

•  

4 

i  

° I 2 3 
• — s  

4 
° I 3 I 

° 3 2 l 

2 

•  

4 

1 3 5 7 '  

5 °I 3 I 
2* 

i  k 

5 °I 3 I 
2* 

i  

° 2I I  ° 32l  ° i ã i  -5 °I 3 I 
2* 

i  

° I I 2 ° 3 I 2 

5 °I 3 I 
2* 

i  

° I 2 3 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA>-

5 °I 3 I 
2* 

i  

1 3 5 7 0 

FI GURA 6 . 4 

Como a  " s c h e d u l e "  S d e  L no p a s s o 5 t e m N e l e me n t o s ,  e n t ã o 

de  a c o r d o c om e s t e  a l g o r i t mo h e u r í s t i c o e s t a  d e v e r a  s e r  a  e s c o l h i d a .  
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C A P Í T U L O V I I  

ANÁLI SE DO PI OR CASO PARA PROBLEMAS "FLOW- SHOP"  COM OBJ  ET I  VOS C 

max 
E Z c . .  

J  

Em c a p í t u l o s  a n t e r i o r e s  e s t u d o u - s e  os  p r o b l e ma s  " F l o w-

Shop" ,  s u a  c o mp l e x i d a d e ,  a l g o r i t mo s  e x a t o s  p a r a  c a s o s  e s p e c i a i s ,  a l  

g o r i t mo s  e n u me r a t i v o s  e  s u a s  r e s p e c t i v a s  d e s v a n t a g e n s ,  s o l u ç õ e s  '  

a p r o x i ma d a s  de  um p r o b l e ma  " Fl o w- Sh o p "  me d i a n t e  mé t o d o s  h e u r í s t i c o s  

e  a g o r a  a n a I i s a r - s e - a o a s  p i o r e s  " s c h e d u l e s "  o b t i d a s  me d i a n t e  s i m -

p i e s  a l g o r i t mo s  de  a p r o x i ma ç ã o ( a l g o r i t mo s  h e u r í s t i c o s ) .  Pa r a  i s t o ,  

s e r ã o e s t a b e l e c i d o s  l i mi t e s  s u p e r i o r e s  p a r a  a  r a z ã o e n t r e  o v a l o r  '  

d a  f u n ç ã o o b j e t i v a d e  uma  " s c h e d u l e "  o b t i d a p o r  um p r o c e s s o h e u r í s -

t i c o q u a l q u e r  e  o v a l o r  da  f u n ç ã o o b j e t i v a d a  " s c h e d u l e "  ó t i ma d o 

p r o b l e ma .  

Po r  s i mp l i c i d a d e ,  na  a n a l i s e  d a  p i o r  "  s c h e d u l e  "  s e -

r ã o c o n s i d e r a d a s  a p e n a s  a s  "  b u s y s c h e d u l e s  " ,  i s t o e ,  "  s c he du_ 

I  e s  "  o n d e  n a o o c o r r e  o c i o s i d a d e em p e l o me nos  umai  ma q u i n a  d o 

p r o b l e ma .  Ta mb é m n e s t a  a n a l i s e  s o s e r ã o t r a t a d a s  a s  f u n ç õ e s  o b -

j e t i v a s  t  e  S C.  d e f i n i d a s  no c a p i t u l o I .  Uma  "  s c h e d u l e "  
max j  

q u a l q u e r  e  n o t a d a  p o r  S e  a  "  s c h e d u l e  "  o t i ma p o r  S'  .  Ta mb é m 

p o r  c o n v e n i ê n c i a  d e  n o t a ç ã o FT ( S )  ( f i n i s h t i me ) r e p r e s e n t a  o t e mp o '  
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de  c o n c l u s ã o d o u l t i mo j o b do p r o b l e ma na  " s c h e d u l e "  S (  FT=C )  e  
max 

MFT( S)  ( me a n f l o w t i me )  r e p r e s e n t a  a  me d i a  e n t r e  o s  t e mp o s  de  c o n c l u _ 

s a o de  t o d o s  os  j o b s  na  " s c h e d u l e "  S ( MFT = — C- ) -
n j = l  J  

Du r a n t e  e s t e  c a p i t u l o c e r t a s  h e u r í s t i c a s  s a o u t i l i z a -

d a s  e  p o r  i s s ó de ve m s e r  d e f i n i d a s  a q u i .  Pa r a  i s t o p r e c i s a - s e  d e f i  -

n i r  t e mp o de  p r o c e s s a me n t o d e  um j o b .  De f i n e - s e  t e mp o de  p r o c e s s a me n 

t o de  um j o b J .  c omo s e n d o a  s oma d o s  t e mp o s  r e q u e r i d o s  p o r  c a d a  ope  
J  m ~~ 

V 
r a ç ã o d e s t e  j o b ,  •  i  s t o e ,  , £->.  t  ..  .  

k =l  .  j k 

E i mp o r t a n t e  l e mb r a r  que  n e s t e  c a p i t u l o s o s e  e s t a r  i n 

t e r e s s a d o n a s  " s c h e d u l e s "  p e r mu t a ç ã o .  

De f i  n e - s e  " LPT -  " S c h e d u l e "  ( L a r g e s t  P r o c e s s  i  ng Ti  me'  

F i r s t )  c omo s e n d o a  h e u r i s t i c a q u e  e x e c u t a  p r i me i r o o j o b c om ma i o r '  

t e mp o de  p r o c e s s a me n t o e  SPT -  " S c h e d u l e "  ( S h o r t e s t  P r o c e s s i n g t i me  

F i r s t )  a q u e l a  q u e  p r o c e s s a  os  j o b s  na  o r d e m n a o d e c r e s c e n t e  de  s e u s '  

t e mp o s  de  p r o c e s s a me n t o .  

.  Nos  t e o r e ma s  s e g u i n t e s ,  s e r ã o d i s c u t i d o s  os  l i mi t e s  s u 

p e r i o r e s  p a r a  a s  r a z o e s  FT( S) / FT( S )  e  MFT( S) / MFT( S ) .  

7. 1 -  ANALI SE DO PI OR CASO ATRAVÉS DE HEURÍ STI CAS PARA PRO -

BLEMAS COM OBJ ETI VO C 
max 

TEOREMA 7- 1 -  Se j a m S uma  " S c h e d u l e "  o t i ma  p a r a  um '  

p r o b l e ma d o t i p o n/ m/ F/ r  . =0/ C ,  ( m> 2 )  e  S uma  " b u s y s c h e d u l e "  '  
j  max 

q u a l q u e r  p a r a  e s t e  p r o b l e ma .  En t ã o F T( S ) / F T( S " )  — m.  

P r o v a :  Se j a m R.  o t e mp o r e q u e r i d o p o r  t o d a s  a s  o p e r a  -
•  J  m n 

c o e s  do j o b J .  j —. . . . . . , n ,  i s t o e ,  R.  = E t . .  e  R=zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA J l ,  R. .  
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Pa r a  q u a l q u e r  " b u s y - s c h e d u I e "  S t e m- s e  q u e  FT( S)  ^ R.  

Lo g i c a me n t e  a  " s c h e d u l e "  o t i ma  S e  t a  I  q u e  FT( S'  )  x R e  a s s i m F T( S ) /  

/ F T( S * ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA S m . m 

Um p r o c e d i me n t o p a r t i c u l a r  de  " b u s y s c h e d u l e "  e  o LPT 

-  " s c h e d u I e " . . P o r t a n t o e s t e  t e o r e ma  t a mb é m e  v a l i d o p a r a  o p r o c e s s a -

me n t o h e u r í s t i c o LPT -  " S c h e d u l e " .  

Pa r a  i  l u s t r a r  e s t e  a l g o r i t mo e  p a r a  mo s t r a r  q u e  e s t e  '  

l i mi t e  e  o me nor  p o s s í v e l ,  u s a - s e  o e x e mp l o p a r t i c u l a r  a b a i x o :  

Ex e mp l o 7- 1 -  Co n s i d e r e  o p r o b l e ma  " F l o w- Sh o p "  de  m ma  

q u i n a s ,  n j o b s  e  t e mp o s  de  p r o c e s s a me n t o d a d o s  p o r :  

t . .  = k £ i  < n 

J  •  J  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

í .  > í . . .  
J  J + l  

€ j  * n I  £ i  < m 

p a r a  I  < j  m -  I  e  £ < < k.  

A " s c h e d u l e "  S o b t i d a  p e l o LPT-  " s c h e d u l e "  e  d a d a  na  

f i  g u r a  7. 1 ( a )  

A " s c h e d u l e "  o t i ma  S e  d a d a  na  f i g u r azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 7- 1.  ( b )  

M 

M,  

M,  

K £ 2 .  .  .  
6 m zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

W ÊÊÊÊk  El  K •  •  •  h\  

K 

FI GURA 7. 1 ( a )  " S c h e d u I e "  (  p e r mu t a ç ã o )  o b t i d a  a t r a v é s  

d a  h e u r i s t i c a  LPT- " Sc h e d u I e " .  
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M,  

M,  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

IH 

LmJ5a=l  

Em zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBASn-J zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

£2 

.m zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
VÀ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Í5ad zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

^ 2 € |  

La i  =1 

FI GURA 7- 1 ( b )  -  " S c h e d u l e "  ó t  i  ma  p a r a  o e x e mp l o 7. 1 

No t a :  Es t a  " s c h e d u l e "  e  o t i ma  p o r q u e  os  j o b s  d i s p o s t o s  d e s t a  

ma n e ; r a  d a o o me nor  e s p a ç o o c i o s o p o s s í v e l .  m _ |  

0 t e mp o d e  c o n c l u s ã o d a  " s c h e d u l e "  S e  FT( S) =mk +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA J ^ - j  ^  .  
J = '  J  

m 
d a  " s c h e d u l e "  o t i ma  S é  FT( S )  - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ]T £ + k + ( m- I )  6 e  

j = 2 j  
m- l  

mk +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA T £ .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
j d J 

p o r t a n t o F T( S ) / F T( S " )  < l i  m m 

m 

I  A» C + k + ( m- l )  E,  
j = 2 j  

ComozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA £ . - * 0 e  £ .  < £ .  V . > |  ~ 
I I j  j  e n t ã o £.  —> 0 p a r a  q u a l q u e r  ;  

J  J  

Em s e  t r a t a n d o d a  a n a l i s e  d o p i o r  c a s o p a r a  p r o b l e ma s  

Fl o w- Sh o p "  q u e  o b j e t i v a m C e  p o s s i v e l  u t i l i z a r  um o u t r o p r o c e d i -
max 



me n t o h e u r i s t i c o de  modo q u e  a  r a z ã o e n t r e  a  " s c h e d u l e "  d e t e r mi n a d a  

p o r  e s t a  h e u r í s t i c a  e  a  " s c h e d u l e "  o t i ma d o p r o b l e ma  s e j a  me nor  ou 

i g u a l  a  \  IS ]  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
2 

Es t e  p r o c e d i me n t o h e u r i s t i c o e  d e n o t a d o p o r  P a r t i c i o n e i  

me n t o - He u r i s t i c a  e  c o n s i s t e  em d i v i d i r  a s  ma q u i n a s  em g r u p o s  t a l  q u e  

2 k + l  e  2k+2 ,  k £zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (o, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \  m/ 2]  } p e r t e n ç a m a o mes mo ' g r u p o ;  no c a  

s o de  um n u me r o i mp a r  d e  ma q u i n a s  a  u l t i ma ma q u i n a  s e r a  a n a l i s a d a  s o 

2 

z i n h a .  De p o i s  a p l i c a r  o a l g o r i t mo d e  J o h n s o n p a r a  c a d a  g r u p o e  f i  -

na  I  me n t e  c o n c a t e n a r  a s " s c h e d u I  es' . '  Ob v i a me n t e  e s t a  " s c h e d u l e "  f i n a l  S 

g e r a l me n t e  na o e  uma  " s c h e d u l e "  p e r mu t a ç ã o .  Com b a s e  n e s t a s  d e f i n i  -

c o e s ,  p o d e - s e  a g o r a  d e mo n s t r a r  o t e o r e ma  s e g u i n t e :  

TEOREMA 7- 2 -  Se j a m S uma  " s c h e d u l e "  o t i ma  p a r a  um '  

p r o b l e ma d o t i p o n/ m/ F/ r . =0/ C ( m > 2)  e  S a  " s c h e d u l e "  g e r a d a  p e  
j  max ^ — 

l o a l g o r i t mo p a r t i c i o n a me n t o - h e u r i s t i c a  p a r a  e s t e  p r o b l e ma .  En t ã o 

F T( S ) F T( S * )  f / 2 | : -

P r o v a :  S e j a  F T ( S j )  (  i  = I  ,  .  .  .  ,  [  m/ 2 ]  )  o c o mp r i me n t o '  

d e  c a d a  " s c h e d u l e "  S,  o b t i d a  p e l o a l g o r i t mo p a r t i c i o n a me n t o - h e u r i s t j _ 

c a .  En t ã o FT( S max { F T( S . ) } p o i s  c a d a  " s c h e d u l e "  S j  e  o b t i d a  pa_ 

r a  o s u b - p r o b I  ema.  Po r  o u t r o l a d o ,  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

N 

F T( S ) £ E FT( S-  )  < [ m / 2 l  max { F T ( S . ) j  .  As s i m F T( S ) / F T( S * )  ^ 

^  r / 2 ] . 

|  -  f "  — 1 r e p r e s e n t a  o me nor  i n t e i r o ma i o r  ou i g u a l  a  

2 -  Al g o r i t mo d e s e n v o l v i d o na  u n i d a d e  2. 2 
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Pa r a  i  l u s t r a r  e s t e  t e o r e ma  e  p a r a  mo s t r a r  q u e  e s t e  1 i  m_i_ 

t e  e  o me nor  p o s s í v e l ,  o s e g u i n t e  e x e mp l o s e r a  d i s c u t i d o :  

Ex- emp I  o 7- 2 -  Cons  i  d e r a n d o - s e  o p r o b l e ma  "  FI  ow- Shop"  d e  

m ma q u i n a s  (.  m i mp a r ) ,  n j o b s  e  t e mp o s  de  p r o c e s s a me n t o d a d o s  p o r :  

t . O I = £ o l  , t . 9 = k t .  =0 ,  
J , 2 r - I  2 r - l  j , 2 r  j , m j = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAI , . . . , n - I 

m- l  r = i  

t  . = t  = (  n- 1 ) k i  = l , . . . , m- l  o n d e  
n i  m- 1,  nm 

2 j - l  2 j + l  m- l  K J

 2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

t p f  f  

Apos  a p l i c a r - s e  o a l g o r i t mo p a r t i c i o n a me n t o - h e u r i s t i c a '  

p a r a  e s t e  e x e mp l o ,  t e m- s e  c omo r e s u l t a d o a  " s c h e d u l e "  d a d a  na  f i g u r a '  

7 . 2 ( a ) .  A " s c h e d u l e "  o t i ma  p a r a  e s t e  p r o b l e ma  e  d a d a  na  f i g u r a  7 - 2 ( b )  







OzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA t e mp o d e  c o n c l u s ã o d a  " S c h e d u l e  S 

m-  I  

F T( S )  = f  1 (  ( n _ , )  k + t  , ) + . £ * £ 
m _ r  j = i  2 j - 1 + ( n _ I )  k 

e  d a  " S c h e d u l e "  S é  

m-  I  

F T( S )  = ( m- l )  £ + ( n _ | )  k + E É 

m- I  '  n =2 2 r -

0 m-1-2-, — 
Í zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA^ T (  ( n - . ) k  + e  

- | } ~ £ E „ .  -  ( n - l )  k 

i  m F T( S - )  
c — *  0 ,  N ( m- l ) / 2 
C-  ( m- l )  £ + ( n - l )  k + T 

m - '  r =2 C 2 r - I  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1" ^ ]  ( n - l )  k + ( n - l )  k 

( n - i ) k ~ 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ~T[
 1 = 1 2 1 '  C o m o E

m _7* ° 

e n t ã o t o d o s  o s  v a l o r e s  £ t e n d e r ã o a  0 ( z e r o )  v i s t o q u e  £ é  o 

d e  I  e s .  

ma  i  o r  
m-

0 me s mo r a c i o c í n i o é  u t i l i z a d o q u a n d o m f o r  um nume  
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7 . 2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA -  ANÁLI S E DO PI OR CASO ATRAVÉS DE HEURÍ S TI CAS PARA PROBLE 

MAS COM OBJ  ET I VO C . .  
J  

TEOREMA 7 . 3 -  S e j a m S uma  " S c h e d u l e "  o t  i  ma  p a r a  um p r o 
n — 

b I  e ma  d o t i p o n / m/ F / r . =0 / Ç .  C .  e  S uma  " b u s y - s c h e d u I e "  q u a l q u e r  p a r a  
J  J  '  J  

e s t e  p r o b I  e ma .  

En t ã o MF T( S )  /  MFT ( S * )  é  n .  

P r o v a :  P a r a  q u a l q u e r  " b u s  y s c h e d u l e "  S s a b e - s e  q u e  C .  £ R 
n m J  

j = l , . . . , n o n d e  R = .II. R .  e  R . = A» ,  t  .  .  ,  e  p o r t a n t o MF T( S )  < R.  

P o r  o u t r o l a d o ,  p a r a  a  " s c h e d u l e "  o t i ma S ,  t e m- s e  R.  ( S )  ^ C. ( S )  e  

a s s  i  m 

n 
M FT ( S * )  = i E C.  ( S * ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA > i Z R.  

"  j - l J n 

Lo g o MF T( S ) / MF T( S " )  ^  n.  

P a r a  i  l u s t r a r  e s t e  t e o r e ma e  mo s t r a r  q u e  e s t e  I  i mi t e e  

o me n o r  p o s s i v e l  p a r a  e s t e  a l g o r i t mo ,  o e x e mp l o s e g u i n t e  s e r a  d i s c u t _ i _ 

d o .  



Ex e mp l o 7 - 3 -  C o n s i d e r a r  o p r o b l e ma  " F l o w- S h o p "  d e  2 ma q u i  

n a s ,  n j o b s  e  t e mp o s  d e  p r o c e s s a me n t o s  d a d o s  p o r  t  .  .  = £ ,  I  í  j  í  n 
J  '  

t , 2 = k e  t j 2 = ^ 2 ^ j ^ n e  j ^ .  

Em s e  t r a t a n d o d a  f u n ç ã o o b j e t i v a  C . ,  a  " s c h e d u l e "  

o t i ma  S p a r a  e s t e  p r o b l e ma  e  a  " s c h e d u l e "  d a  f i g u r a  7 - 3 ( b ) .  P o r  o u 

t r o l a d o ,  q u a n d o a p l i c a d a  a  h e u r í s t i c a  " b u s y s c h e d u l e " ,  e n c o n t r a - s e  

uma  " s c h e d u I e " S mo s t r a d a  n a  f i g u r a  7 - 3 ( a ) .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

•  a * zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ò 6 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAr n  

( a )  -  " S c h e d u l e "  S p a r a  o e x e mp l o 7- 3 c om o b j e t i v o z _zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAC 

M,  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA£ £ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

•EBE 

( b )  -  " S c h e d u l e "  ó t i ma  S p a r a  o e x e mp l o 7 - 3 c o m o b j e t  

C . .  v o 

FI GURA 7 - 3 



A me d i a d o s  t e mp o s  de  c o n c l u s ã o d o s  j o b s  n a " s c h e d u l e  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

S e  d a d a p o r  

M FT ( S ) = £ [  ( £ + k )  + ( £ + k zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+6  )  + ( £ + k + 2 S )  + . . . + (zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAE+k  + ( n - l ) S ]  

= ( k + E) + ( n - l )  S / 2 e  p a r a a " s c h e d u l e " ó t  i  ma S é  

M FT ( s " )  = i [ ( E + £ ) + ( 2 E+ S ) + . . . + ( ( n - l )  E +t>) + ( n E+ k )  J = 

= ( n + l  ) E / 2 + 6 -  V n +
 k

/ n 

As s i m MF T( S )  < Mm _ .  £ ,  x  £ .  

Como £ —»  0 e n t ã o & —?  0 p o i s  £  > \S 

Va l e  o b s e r v a r  q u e  a h e u r í s t i c a  u t i l i z a d a na d e t e r mi n a 

ç a o d a " s c h e d u l e " S do e x e mp l o  7-3 F o i  p r o c e s s a r  o s  j o b s  em o r de m zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
o 

n a o c r e s c e n t e  de  s e u s  t e mp o s  de  p r o c e s s a me n t o T"" t  .  E s t a h e u r í s t  
j  i  

i  = l  

c a e  c o n h e c i d a p o r  S P T - " s c h e d u I e " .  

TEOREMA 7 - 4 -  S e j a m S uma " s c h e d u l e " o t i ma p a r a um 

p r o b l e ma do t i p o n / m/ F/ r . =0 / Z? C.  e  S um S P T- " S c h e d u I  e " p a r a e s t e  

J  J  
p r o b l e ma .  En t ã o 

MFT(  S )  <  m i n { m, n l  .  

MF T( S * )  ^ 

PROVA:  

i )  De  a c o r d o c o m o t e o r e ma  7 - 3 /  

MFT( S ) / MFT( S
J

" " )  ^ n.  



i i )  Se m p e r d a de  g e n e r a l i d a d e ,  s u p o r  q u e  R , « R < . . .  < R 

e n t ã o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

C j ( s ) ^zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA HzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA R- e p o r t a n t o M F T ( S ) - ^ E C ; ( S ) ~ £zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA T  R. 

j = l
 i = l

 i = l  j = l
 J  

P o r  o u t r o l a d o ,  s e  i azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( I i  ^ J r  
J 1

 j .
 J

j  '
 a  o r d e m

 d o s  j o b s  de  a c o r d o 
1

 n 

s e u s  t e mp o s  de  c o n c l u s ã o d a " s c h e d u l e " ó t i ma S * .  A 
i ssi m, 

^
S

 ^ m ' f-1
 R

j  ^ ~ ^~
 R

 ;  P °
r

 c a u s a da o r de m d o s  R 
K

 J =l m

 j = l
 J

 J  

Lo g o MF T ( S * ) £ — V T 
mn 

i 

Rj  e  c o n s e q u e n t e me n t e  

MFT( S) / MFT( S~ "~ )  < m.  

P a r a i l u s t r a r  e s t e  t e o r e ma e  mo s t r a r  q u e  e s t e  l i mi t e  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

o me no r  p o s s í v e l  p a r a e s t e  a l g o r i t mo ,  o e x e mp l o s e g u i n t e  s e r ã d i s c u t  

d o :  
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Ex e mp l o 7 -4 -  C o n s i d e r a r  o p r o b l e ma  " F l o w- S h o p "  d e  m má q u i n a s ,  

mn j o b s  e  t e mp o s  d e  p r o c e s s a me n t o d a d o s  p o r :  

* j l  "  k * j 2 " ^ 3 ~ ~ t j m ~ E |  '  j " ' n 

E 2 '  t j 2 = k * j 3 "  " '  = * j m = Ê 2 "  J = n + ' 2 n 

t  = t  -  £ t  = k t . .  = . . .  = t .  = £, ,  j = 2 n + l , . . . 3 n 
J l  j 2 3 j 3 j 4 j m 3 

t . .  — t  . 0 -  . . .  — t .  .  — E ,  t .  — k ,  j - (  m-  I  ) n +1 ,  .  .  .  , mn 
j l  j 2 j , m- I  m j m 

o n d e  £ . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA < £ .  ,  I '  < j £ ( m- l )  £ < < - 0 j  j + l  m 2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
n 

De  a c o r d o c om o a l g o r i t mo SPT,  a  " s c h e d u l e "  S s e r a  a  

" s c h e d u l e "  d a  f i g u r a  7 - 4 ( a ) .  P o r  o u t r o l a d o ,  a  " s c h e d u l e "  o t i ma  S 

p a r a  e s t e  p r o b l e ma  e  a  " s c h e d u l e "  d a  f i g u r a  7 -4 ( b ) .  







•* —zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA M zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A me d i a  e n t r e  os  t e mp o s  de  c o n c l u s ã o d o s  j o b s  da  " s c h e  

d u l e "  S ( F i g u r a  7 - 4 ( a )  )  é :  

MFT( S) = ~ -  [ ( ( m-  I  ) E, + k )  + ( ( m- 1 ) £ | + 2 k + . .  .  + ( ( m-  I  ) E, + n k ) + 

+ "' (  ( m- 2 )  E 2 + E 2 + ( f i + l ) k )  + ( m- 2 ) € 2 + E 2 + ( n + 2 )  k )  + + 

••+ (  ( m- 2 )  E 2 + E 2 + 2 n k )  + (  ( m- 3 )  E 3 + £ 2 + E3 + ( 2 n + | ) k + . . . + 

+ (  ( m- 3 ) E 3 + E 2 + E 3 + 3 n k )  + . . . + (  ( m- 4 )  £ 4 + E 2 + E 3 + E 4 + 

+ ( 3 n + l ) k ) + . . . + ( E 2 + » - + E m |  + ( m- l ) n k + . . . . + 

+ ( £ „ + £ . + . . . + £ + m n k ) )  = 
l  3 m 

= _ i _ [  ( n ( m- l )  E + k + 2k + . . , +n k )  + ( n ( m- 2 )  E + n £ + 
mn •  

+ ( n + l )  k + . . . + 2 n k )  + n ( m- 3 )  E3 + n ( E £ + E )  + 

+ ( 2 n + l ) k + . . .  + 3 n k )  + n ( m- 4 )  E^  + n ( E ^ E ^ + E ^ )  + 

+ ( 3 n + l )  k + . . .  ' + 4 n k + . . .  + n ( £ o + £ 0 + . . . + £ )  + 

+ ( ( m- l )  n + l zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA)k + + mnk) = 
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mn 
[  k +- 2k + . .  + nk + (  n + i )  k + . .  + 2nk + . ,  + mnk + n / m- l ) £ 

+ . n ( m- 2 ) E 2 + n £ 2 + n ( m- 3 ) E +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n( E2+E )  + n ( m- 4 )  + 

+ n ( E 2 + ^ 3

+ E 4 )  + + n ( É 2 + Ê 3  + • • •  + £ m )  ^  

mn 
[  ( '  +

 2

m n )  m " k + n (  £ ( - J )  E.  + Z?  ( J - D Em > &0 ]  

j - l  J  

m 

(  1 + mn )  k ' 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAE x . £ .  )  
2 m i - l  J  J  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — 1 

Pa r a  os  j o b s  d a " s c h e d u l e "  ó t i ma  S ( F i g .  7 . 4 ( b )  ) ,  t e m- s e  

MFTÍ S* )  = — [  (  ( m- l  )  Ém + k )  + ( m- l  )  £ + k + £ . )  + 1 "  •  v '  mn m m- l  

m-

+ ( ( m- l ) E +k +E . + £  0 )  + . . .  + ( m- l )  £ +k + 2L, £.) 

m m- l  m- 2 m . _.  j  
J - l  

+ 

m m 
+ (  ( m- l )  E + k + T £ . + k )  + ( ( m- l ) E +k +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA V  E . +k+E , ) + . . . + v v m J  m Z _ : j m - I  

j = 2 j = 2 

m .  m-

+ . . . + ((m- l )  E + k + E E.  + k +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Yl E. )  ]  + ((m- l )  £ m + 
j = 2  J j - l  J  
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m m 

+ k + 2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (  E E . + k ) ) + . . . + (  ( n - I )  £ „ +k +2 (  E E :  + k )  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+ 
j = 2 m zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

J zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA- i 

m- l  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

C m 
E + (  ( m- l )  E + k + 3 (  £ £ .  + k )  )  + ( ' ( m- l ) E + k + 

J  j = 2 J  •  m 

m 

+ 
m 

3 (  £ £ .  + k ) + £ .  )  + .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
J - 2 - J m-

.  + (  ( m- l )  E +k +3 (  £ £ +k + 
j = 2  J  m 

m 

+ E 
m 

£ ,  E.  + . . . + (  ( n , - ! )  Em + k + ( n - l )  E . + k )  )  + . . . + 

j = 2 

m m 
+ (  ( m- 0  £ m + k  + ( n - l ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( E £ .  + k ) + E . £. ] = 

j = 2 
j = l  

— mn 
r mn ( ( m- l )  £ + k )  + m k + 2 m k + . . .  + ( n - l ) m k + 

m 

+ Y.  £ .  
J  J  m — 

— [  mk + 2 mk+. .  + ( n - l )  mk + mnk + 2 -  £ •  1 
J  J  '  mn 

(  I  + n )  k 
2 

+ 

Z .  £ .  
J  J  

mn 



As s  i  m,  

MFT( S)  
MFT( S^ )  

k ( I  + mn)  + J _ x .  £ 

i  m m 
J  J  

n - * 00 k (  l + n )  + I  Z £ 
2 — J  J  

mn 
E. - s» 0 

J  

i  m 

n- »00 

I  + m n 

I  + n 
— m 

Aq u i ,  e n c o n t r o u - s e  c omo l i mi t e  o v a l o r  m e  no e x e mp l o 

,  o v a l o r  n,  l o g o a  s o l u ç ã o f i n a l  e  mi n { m ,  n } .  
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C O N C L U S Ã O 

Ne s t e  t r a b a l h o f o i  f e i t o um a p a n h a d o g e r a l  d o s  d i v e r s o s  me t o 

d o s  de  s o l u ç ã o p a r a  p r o b l e ma s  " F l o w- Sh o p "  e  " J o b - Sh o p " .  Co n f o r me  f o i  

v i s t o d u r a n t e  t o d o o c o n t e x t o ,  e s t e s  p r o b l e ma s  t e m d e s p e r t a d o g r a n d e  

i n t e r e s s e  e n t r e  o s  p e s q u i s a d o r e s  o p e r a c i o n a i s ,  d e v i d o a  s u a  a p l i c a b i  

I i d a d e  no p r o c e s s o i n d u s t r i a l  e  t a mb é m a  g r a n d e  q u a n t i d a d e  de  p r o b l e  

mas  cm a b e r t o .  

Qu a n t o a o c a p i t u l o ! 1 :  

0 ú n i c o a l g o r i t mo e x a t o c a p a z  de  r e s o l v e r  p r o b l e ma s  " F l o w-

- Sh o p "  em t e mp o p o l i n o mi a l ,  f o i  e s c r i t o p o r  J o h n s o n e  r e s o l v e  t o d o s  

o s  p r o b l e ma s  do t i p o n / 2 / F/ r  . =0/ C .  Sua  o t i ma l  i d a d e  f o i  d e mo n s t r a -
j  max 

da  n e s t e  t r a b a l h o .  

Al g u n s  p r o b l e ma s  " F l o w- Sh o p "  mu i t o p a r t i c u l a r e s  d e  3 ma q u i n a s  

c om f u n ç ã o o b j e t i v a  C ,  pode m s e r  r e s o l v i d o s  t a mb é m em t e mp o p o l i -5 max 
n o mi a l ,  u s a n d o o a l g o r i t mo d e  J o h n s o n me d i a n t e  a l g u ma s  mo d i f i c a ç õ e s .  
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Qu a n t o a o c a p i t u l o I I I :  

Os  p r o b l e ma s  " J o b - Sh o p "  d o t i p o n / 2 / J / n , £2/ C e  n / 2 / J / t  
j  max zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAjk 

—l / C pode m s e r  r e s o l v i d o s  p o r  a l g o r i t mo s  e x a t o s  em t e mp o p o l i n o mi -
max 

a l .  Me l h o r o u - s e  de  ma n e i r a  c o n s i d e r á v e l  a  d e mo n s t r a ç ã o d a  o t i ma  I i d a d e  

d e s t e  a l g o r i t mo s .  

Ex i s t e m o u t r o s  a l o g r í t mo s  e x a t o s  e  p o l i n o mi a i s  p a r a  p r o b l e ma s  

" j o b - S h o p " ,  c omo p o r  e x e mp l o o a l g o r i t mo r e c e n t e me n t e  e s c r i t o p o r  P.  

Br u c k e r '  p a r a  o p r o b l e ma do t i p o n / 2 / J / t . ,  .  = I / L .  A i d e i a e  a  mes ma  
j k i  max 

d o a l g o r i t mo p a r a  o p r o b l e ma  n zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA/ 2 / j / t \ ^ .  — I  / ^ m a x ° n d e  a s  o p e r a ç õ e s  0 •| c ' 

c om r ó t u l o s  d a d o s  p o r zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( 0 . . ) = d . - n . +k de ve m s e r  p r o c e s s a d o s  d e  ma n e i -
j k j  J  

r a n a o d e c r e s c e n t e .  

Qu a n t o a o c a p i t u l o I V:  

Co n c l u i - s e  que  os  a l g o r i t mo s  " Br a n c h a n d Bo u n d "  p a r a  p r o b l e  -

mas  " Fl o w- Sh o p "  e  " j o b - S h o p "  a p e s a r  d e  r e s o l v e r e m,  de  ma n e i r a  e x a t a  ,  

p r o b l e ma s  d e s t e  t i p o ,  s a o mu i t a s  v e z e s  d e s a c o n s e l h á v e i s  ou mes mo i n -

t r a t á v e i s ,  d e v i d o a o s e u c r e s c i me n t o e x p o n e n c i a l  c om o s  d a d o s  d o p r o -

b I  ema .  

Ne s t e  t r a b a l h o ,  o a l g o r i t mo " Br a n c h a n d Bo u n d "  p a r a  p r o b l e ma s  

" Fl o w- Sh o p "  a l é m de  t e r  s i d o g e n e r a l i z a d o ,  f o i  e s c r i t o u t i  I i z a n d o - s e '  

I  -  Es t e  a l g o r i t mo a i n d a  n a o f o i  p u b l i c a d o .  
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uma  l i s t a ,  t o r n a n d o d e s t e  modo,  f á c i l  de  e n t e n d e r  e  i mp l e me n t a r .  0 a j _ 

g o r i t mo " Br a n c h a n d Bo u n d "  p a r a  p r o b l e ma s  " J o b - Sh o p " ,  f o i  e s c r i t o a  

p a r t i r  do a l g o r i t mo d e  e n u me r a ç ã o t o t a l .  Aq u i  t a mb é m u s o u - s e  uma  l i s  

t a  p a r a  me l h o r  e n t e n d i me n t o .  

Qu a n t o a o c a p i t u l o V:  

Es t e  c a p í t u l o t r a t a  da  t e o r i a  NP- Co mp l e t a  a s s u n t o de  ma i o r  '  

p o l e mi c a  e n t r e  o s  p e s q u i s a d o r e s  o p e r a c i o n a i s  da  a t u a  I  i d a d e .  

A p a r t i r  d e s t a  t e o r i a  t e m- s e  a r g u me n t o s  c o n t r a  a  p o s s i b i l i d a  

de  de  r e s o l v e r  p r o b l e ma s  NP- Co mp l e t o s  u s a n d o a l g o r i t mo s  p o l i n o mi a i s '  

em um c o mp u t a d o r  comum.  

F u n d a me n t a i s  d i f e r e n ç a s  f o r a m d a d a s  a s  c l a s s e s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f  e  j í p.  Tam -

bem f o r a m d a d o s  v á r i o s  c o n c e i t o s  e  d e mo n s t r a ç õ e s  t o r n a n d o - s e  p o s s i  -

v e I  v e r i f i c a r  q u a n d o um p r o b l e ma e  NP- Co mp l e t o ,  c o n f o r me  f o i  f e i t o '  

c om v á r i o s  p r o b l e ma s  " F l o w- Sh o p "  e  " J o b - Sh o p " .  

Es t e  c a p i t u l o e s t a  i n t e i r a me n t e  l i g a d o a  o r de m de  c o mp l e x i d a  

de  de  a l g o r i t mo s .  

Qu a n t o a o c a p í t u l o VI  :  

Os  a l g o r i t mo s  h e u r í s t i c o s  p a r a  p r o b l e ma s  " F l o w- Sh o p "  e  " J o b - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
é 

Sh o p "  s a o a l g o r i t mo s  p o l i n o mi a i s  e  a p l i c á v e i s  p a r a  q u a l q u e r  t i p o d e  

p r o b l e ma .  E n t r e t a n t o ,  e I  e s  a p r e s e n t a m c e r t a s  d e s v a n t a g e n s ,  c omo p o r  

e x e mp l o ,  a  i n c e r t e z a  q u a n t o a  q u a l i d a d e  da  s o l u ç ã o .  Qu a n t o s  a o s  me t o 

d o s  h e u r í s t i c o s  p a r a  p r o b l e ma s  " f l o w- S h o p "  d e s e n v o l v i d o s  n e s t e  t r a -

b a l h o ,  Ca mp b e l l ,  Dude k e  S mi t h f i z e r a m um e s t u d o c o mp a r a t i v o d e  s e u s  

r e s u l t a d o s  c o n s t a t a n d o ,  na  ma i o r i a  d o s  c a s o s ,  ma i o r  e f i c i ê n c i a  n o 

a l g o r i t mo e s c r i t o p o r  e l e s ,  t a mb é m c h a ma d o a l g o r i t mo s  CDS.  
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Me l h o r o u - s e  a  l i n g u a g e m d e s t e  a l g o r i t mo a  p a r t i r  do a l g o r i t -
2 

mo de  J o h n s o n .  

Qu a n t o a o c a p i t u l o VI I  ..  _ .  . _ . . . .  

A p a r t i r  d e  c e r t a s  h e u r í s t i c a s ,  e  p o s s i v e l  d e t e r mi n a r  a  q u a l j _ 

d a d e  da  s o l u ç ã o de  um p r o b l e ma  d e t e r mi n a n d o um l i mi t e  s u p e r i o r  p a r a  a  

r a z ã o e n t r e  o v a l o r  da  f u n ç ã o o b j e t i v a  de  uma  " s c h e d u I e "  o b t i d a  p a r a '  

um p r o c e s s o h e u r í s t i c o q u a l q u e r  e  o v a l o r  da  f u n ç ã o o b j e t i v a  da  " s c h t j  

d u I e "  o t i ma  d o p r o b l e ma .  

Aq u i  f o r a m d i s c u t i d o s  s o me n t e  p r o b l e ma s  " F l o w- Sh o p "  e  a s  f u n -

ç õ e s  o b j e t i v a s  C e  7]  C .  com r e s u l t a d o s  mu i t o s i mp l e s .  De s e n v o l v e u 
T max j  — 

- s e e x e mp l o s  g e n é r i c o s  p a r a  mo s t r a r  que  e s t e s  l i mi t e s ^ p a r a  e s t e s  a l g o 

r i t mo s ,  s a o os  me n o r e s  p o s s í v e i s .  Na  b i b I  i o g r a f i a  s o t i n h a - s e  e x e mp l o s  

c om m=2.  

É p r o v á v e l  que  s e j a  p o s s i v e l  c o n s t r u i r  o u t r a s  r o t i n a s  q u e  t o £ 

nem e s t e s  l i mi t e s  me l h o r e s  c omo t a mb é m t r a b a l h a r  c om o u t r a s  f u n ç õ e s  '  

o b j e t i v a s  e  com os  p r o b l e ma s  " J o b - Sh o p " .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2 - Al o g Dr i t mo d e s e n v o l v i d o na  u n i d a d e  2. 2 
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