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Resumo

A teoria da informagao consolida abordagens matematicas para medir a influéncia causal
entre séries temporais multivariadas. Embora as formulagoes matemaéticas das medidas
de informagao sejam objetivas, na pratica, sua estimacao pode ser um processo complexo,
uma vez que os estimadores assumem a falta de conhecimento das propriedades estatisti-
cas dos processos estocésticos analisados. Atualmente, algumas das areas com aplicagao
de medidas de informacao sao: economia, neurociéncia, diagnostico biomédico, deteccao
de conectividade em plantas de processo industrial, e assim por diante. Nesta disserta-
¢ao, um método é proposto para caracterizagao de suporte efetivo para a aplicabilidade do
método de aprendizado supervisionado, Maquina de Vetor de Suporte (SVM, do inglés:
Support Vector Machine), para estimagao de entropia de variaveis aleatérias continuas.
Esse método fornece resultados assintoticamente bons quando comparados com valores
analiticos e valores estimados a partir de técnicas de histograma, suavizagao de kernel e
distancias de vizinhos. Além disso, discute-se o uso da entropia de transferéncia, esti-
mada a partir do estimador baseado em distancias entre vizinhos, como um auxilio no
diagnostico biomédico em casos de lesoes cerebrais e na deteccao da conectividade entre

equipamentos industriais em um sistema com quatro tanques conectados.

Palavras-chave: SVM. Entropia diferencial. Entropia de transferéncia. Lesao Cerebral.

Processos industriais.



Abstract

Information theory consolidates a mathematical approach to measure the causal influ-
ence among multivariate time series. Although the concepts in information theory are
relatively simple and mathematical formulations are objective, in practice, their estima-
tion can be a complex process, since the estimators have few or none knowledge about
the statistical properties of the stochastic processes. Currently, some of the areas with
application of information measures are: economics, neuroscience, biomedical diagnosis,
connectivity detection in industrial process. In this dissertation, a method is proposed
for characterization of effective support for the applicability of the supervised learning
method, Support Vector Machine (SVM), in estimation of entropy of continuous random
variables. This method provides asymptotically good results when compared to analytical
values and values estimated from histogram techniques, kernel smoothing and distances
of nearest neighbors. In addition, we discuss the use of transfer entropy, estimated from
the estimator based on distances between nearest neighbors, as an assist in the biomedical
diagnosis in cases of brain lesions and in the detection of connectivity in a system with

four tanks.

Keywords: SVM. Differential entropy. Transfer entropy. Traumatic brain injury. Indus-

trial processes.
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Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo serao apresentados a motivacao, a notagao e terminologia, as contribuicoes
e a organizacao do texto desta dissertacao. No cenario da motivacao inclui-se a revisao
bibliogréfica, bem como o estado da arte, a fim de auxiliar nos fundamentos desenvolvi-
dos ao longo desta pesquisa. A notacao e terminologia tem o intuito de padronizar as
discussoes subsequentes. E, as contribuigoes visam identificar os pontos nos quais esta

dissertacao colabora com a comunidade cientifica.

1.1 Motivacao

Apesar de ser uma ciéncia relativamente recente, a teoria da informacao, originalmente
proposta por Claude Shannon em 1948 com a publicacao do artigo “A Mathematical
Theory of Communication”, consolida uma abordagem matemaética para o estudo de trés
principais areas: armazenamento, comunicac¢ao e quantificagdo de informagao [1]. Nesse
contexto, o significado técnico da palavra “informacao” nao difere totalmente do significado
comum. Se uma mensagem é conhecida, entao a quantidade de informacao que a mesma

transmite é nula.

Claude Shannon introduz os conceitos de entropia, entropia diferencial e informacao
mutua a partir do estudo da compressao e transmissao de dados [1]. Além disso, medidas
de informacao como distancia de Kullback-Leibler [2], informacao direcional [3, 4] e entro-
pia de transferéncia [5|, desempenham um papel importante na teoria da informagao. A
escolha da base logaritmica para essas medidas determina a unidade da grandeza, sendo

as mais comuns: bit (logaritmo na base 2) e nat (logaritmo na base neperiana).

Embora os conceitos da teoria da informagao e as formulagoes mateméticas sejam
objetivas, na pratica, sua estimacao pode ser um processo complexo. Portanto, esforcos
cientificos sao destinados ao estudo de técnicas que refinem estas estimativas. Em geral,
recorre-se a estimadores que assumem o desconhecimento das propriedades estatisticas

das varidveis aleatorias envolvidas.
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Limitagoes como o numero finito de amostras e propriedades intrinsecas dos dados
da série temporal, podem resultar em estimativas divergentes do valor verdadeiro do
parametro, neste caso, diz-se que o estimador é enviesado, tendencioso ou viciado. Para
varidveis discretas, a abordagem para estimativa numérica pode ser simples e feita a partir
da contagem das configuracoes para cada probabilidade a ser estimada, também chamada
de plug-in, ou mais complexa a partir do algoritmo da arvore de contexto ponderada
(CTW, do inglés: Context-Tree Weighting) [6, 7|.

Contudo, o processo de estimagao das medidas de informacao para varidveis continuas
deve ser mais cuidadoso. Embora seja possivel discretizar os dados e usar os estimadores
para variaveis discretas, essa metodologia pode comprometer a precisao dos resultados.
Portanto, ao longo das tultimas décadas, foram propostos algoritmos com foco na estimacao
dessas medidas. Esses algoritmos podem depender da estimativa da funcao densidade de

probabilidade, ou ser estimadores diretos da medida de informacao.

A abordagem mais simples e comum é baseada em histograma, que representa grafi-
camente através de barras (retangulos) um conjunto de dados dividido em classes. Sendo
assim, a distribuicao de frequéncia tende a uma distribuicao de densidade de probabili-
dades quando o volume de dados aumenta indefinidamente e o intervalo de classes tende
a zero. Hssa estimacao é enviesada, portanto, alguns métodos para correcao foram desen-

volvidos, por exemplo, o Panzeri-Treves [8] e extrapolagao quadratica [9].

Outro estimador de densidade de probabilidade é o de densidade kernel (KDE, do
inglés: Kernel Density Estimator) que depende essencialmente de dois parametros: fungao
de suavizacao e largura de banda para controle da suavidade da curva de densidade
resultante. Bowman e Azzalini (1997) [10] discutem técnicas para determinar de forma

Otima esses parametros.

Estimar diretamente a medida de informacao, isto é, sem necessariamente estimar
a funcao densidade de probabilidade da varidvel, pode reduzir os problemas de envie-
samento. Tém-se, entao, os estimadores que se baseiam nas distancias e contagem de
vizinhos e estimam: entropia diferencial [11, 12|, informagao mutua [13, 14] e entropia de
transferéncia [15|. Além disso, a estimagao de suporte, a partir da técnica de aprendizado
supervisionado de uma classe da méaquina de vetor de suporte (SVM, do inglés: Support

Vector Machine), também tém sido explorada [16, 17].

Nesse contexto, a aplicabilidade do SVM foi investigada para estimacao da densidade
de variaveis [18, 19| e estimacao de medidas de informacao considerando a formulagao
de Alfréd Rényi (1961) [20] para entropia diferencial de ordem zero [17]. A propriedade
de equiparti¢ao assintotica (AEP, do inglés: Asymptotic Equipartition Property) garante
que a diferenca entre entropia diferencial de Réyni de ordem zero e entropia diferencial de
Shannon esta na caracterizacao do suporte [21]. Sendo assim, dependendo da caracteri-

zacao desse suporte, a estimacao pode convergir para quaisquer uma das duas entropias.
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A possibilidade de utilizar o algoritmo SVM de uma classe para estimacao da entropia
diferencial de Shannon é apontada originalmente por Scholkopf et al. (2001) [16]. Con-
tudo, na literatura ainda existe espaco para investigar metodologias de caracterizacao do

conjunto de suporte efetivo a fim de expandir o uso do algoritmo SVM.

Atualmente, essas medidas e técnicas de estimagao tem sido aplicadas em areas como
economia [7], neurociéncia [22, 23|, diagnostico biomédico [24, 25|, detecgao de conectivi-
dade em plantas de processos industriais [26, 27, 28] e etc. Nessa dissertacao, investiga-se
a convergéncia de estimadores para entropia diferencial e discute-se o uso da entropia
de transferéncia para deteccao de causalidade e conectividade em sistemas de processos

continuos.

Contudo, identificar as relagoes causais entre componentes de um sistema a partir de
observagoes de séries temporais é desafiador quando o conhecimento sobre a dindmica
subjacente é parcial. Embora essas relagoes possam ser detectadas, também, por meio da
modelagem matematica, para processos complexos em grande escala é dificil estabelecer

modelos matematicos praticos e precisos.

A teoria da informagao fornece uma variedade de abordagens para medir a influéncia
causal entre séries temporais multivariadas. A primeira definicao de causalidade foi pro-
posta por Wiener (1956) [29] na qual, um processo é dito causar outro se a capacidade de
prever o segundo é melhorada pela incorporacao de informagoes sobre o primeiro. Posteri-
ormente, essa definigao foi formalizada por Granger (1969) [30] que aplicou principalmente

para analises na economia.

Supondo dois processos estocasticos X e Y, considera-se duas situagoes: 1) tentar
prever X,, .1 usando apenas termos passados de X e; 2) tentar prever X,,;1 usando termos
passados de X e Y. Se a segunda situagao atinge significativamente mais éxito, entao o
passado de Y contém informacao ttil para predizer X,, ;1. Neste caso, Y é dito causar X

no sentido da causalidade de Wiener e Granger [31].

Barnett, Barrett e Seth (2009) [32] demonstrou a equivaléncia entre a causalidade no
sentido de Wiener e Granger e a entropia de transferéncia para variaveis com distribuicoes
gaussianas. Ambas as medidas fornecem valiosas informacoes estatisticas sobre os sinais

observados e sua conectividade.

Denomina-se de conectividade a identificacao das vias de propagacao direta de infor-
macao em um sistema. Ou seja, detectar a conectividade de um sistema significa detectar
se a influéncia causal entre um par de varidveis é ao longo de uma via direta sem quaisquer
varidveis intermediarias, ou ao longo de vias indiretas através de variaveis intermediarias,
Figura 1.1. Em geral, a conectividade dos sistemas é representada por meio de grafos

direcionais.
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Y
(a) (b)
Figura 1.1 — Grafos de mapa causal direcional para relagoes entre os processos X e Y

a fim de identificar se a relacdo é: a) ao longo de um caminho direto ou
indireto através de Z ou; b) a partir de uma fonte comum, Z.

1.1.1 Aplicagoes em Biomédica

Recorrer aos métodos da teoria da informacao pode ser valioso para a solucao de pro-
blemas de processamento de dados biomédicos. Avancos nas pesquisas em neurociéncia e
medicina, como por exemplo, detecgao de interagoes cérebro-maquina [33], é um poten-
cial no suporte do diagnostico médico e no desenvolvimento de tecnologias que tragam

seguranca e comodidade a saude das pessoas.

Segundo Blokh e Stambler (2014) [34], dados biomédicos sao processos complexos com
caracteristicas nao-lineares, estocasticas e nao-analiticas, além disso, essas caracteristicas
sao determinadas pela propria natureza do objeto em estudo: o organismo humano. Por-
tanto, embora os processos nao possam ser adequadamente descritos por modelos simples,

a modelagem adequada é crucial para o processamento dos dados.

Na area de biomédica as aplicacoes sao diversas e as contribuigoes visam oferecer
mais uma ferramenta para o suporte no diagnostico clinico. Vicente et al. (2011) [25]
investiga a aplicabilidade da entropia de transferéncia como uma medida em um teste
para conectividade efetiva de dados eletrofisiologicos baseados em simulagoes e gravacoes

de magnetoencefalografia (MEG) em uma tarefa motora simples.

Buscando um método livre de modelo, Marzbanrad et al. (2015) [24] utiliza a entro-
pia de transferéncia para quantificar os acoplamentos da frequéncia cardiaca materna e
fetal em ambas as diregoes, revelando informagoes que podem fornecer novos marcadores

clinicos de desenvolvimento fetal e bem-estar.

Gao et al. (2018) [35] analisa acoplamentos eletromiograficos no acidente vascular
cerebral a partir da entropia de transferéncia simbélica. O autor conclui que a abordagem
de analise de entropia de transferéncia simbolica de escala variavel proposta pode ser
usado para caracterizar quantitativamente as caracteristicas de sincronizagao nao linear

e a interagao de informagoes entre o cortex motor primario e os musculos.

Embora a entropia de transferéncia assuma um espacgo importante para o desenvolvi-
mento de pesquisas nessa area, medidas como informacao mutua, informacao direcional e

causalidade de Granger, também sao investigadas e aplicadas 36, 23, 7, 22, 37|.
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1.1.2 Aplicagoes em Processos Industriais

Com o atual estagio da industria e com o desenvolvimento da automacgao e da mecatro-
nica vivencia-se a industria 4.0 ou quarta revolugao industrial. A industria 4.0 acontece
apos trés processos historicos transformadores [38], entre os quais: a primeira revolugao
industrial que marcou o ritmo da producao manual a mecanizada, entre 1760 e 1830; a
segunda revolugao industrial, por volta de 1850, que trouxe a eletricidade e permitiu a
manufatura em massa, e; a revolucao digital, em meados do século 20, com a chegada da

eletronica, da tecnologia da informacao e da telecomunicacao.

Mecanismos para automatizar a deteccao e o diagnoéstico de anormalidades e distir-
bios em toda a planta sao desafios importantes na industria de processos, além de ser
alvo de estudo da industria 4.0 de modo a ter um processo flexivel, no qual, a planta é

dinamicamente alterada de acordo com a demanda.

Em um processo industrial complexo, os elementos nao estao apenas conectados entre
si, também sdao mutuamente dependentes [17]. Portanto, é possivel utilizar o conceito de
causalidade para descrever as relagoes causa-efeito entre variaveis ou eventos através de

grafos direcionais, estabelecendo uma rede chamada de mapa causal [28|.

Publicagoes recentes exploram a aplicabilidade de medidas de informacao, principal-
mente da entropia de transferéncia, no setor industrial. Yao et al. (2017) [39] propoe o
estudo da transferéncia de informacao entre os dados de consumo de eletricidade entre in-
dustrias com base na entropia de transferéncia e no modelo arvore de abrangéncia minima

(MST, do inglés: Minimum Spanning Tree).

Em dois artigos, Duan et al. (2013, 2015) [27, 17| propoe métodos para explorar
aplicagoes em plantas de processos industriais utilizando entropia de transferéncia a partir
de metodologias e algoritmos diferentes, entre os quais: estimador kernel e estimador SVM
de uma classe. A aplicabilidade do método foi testada a partir de simulagoes que incluem

desde modelos autoregressivos (AR) até o estudo de caso de processos industriais.

Além disso, em 2014, Yang et al. [26] publicou o livro intitulado "Capturing Connec-
tivity and Causality in Complex Industrial Processes” que discute sobre as andlises de

causalidade e conectividade em processos industriais complexos.

1.2 Notacao e Terminologia

Com o intuito de padronizar nossas discussoes, nesta dissertacao, denotamos varidveis
aleatorias com letras maitsculas, processos estocasticos com letras maitsculas em ne-
grito, seus alfabetos com letras caligraficas (por exemplo, X' denota o alfabeto da va-
riavel aleatoria X) e sua fun¢ao de densidade de probabilidade com f(-). Sobrescritos

de uma variavel aleatéria indicam sequéncias de comprimento n e é representado por
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X" ={X1,Xs,...,X,}. A n-ésima saida de um processo ¢ indicada por subscritos, X,,.
A sequéncia de comprimento finito com a ordem (k) de um processo estocéstico é deno-
tado por sobrescritos, X', .1 = {Xp_g+1,...,Xn}. Ao longo deste trabalho, log refere-se

a base neperiana, e, neste caso, a informacao medida sera em nats.

1.3 Contribuicoes

As principais contribui¢oes nesta dissertacao que a distingue de outros trabalhos estao

listadas abaixo:

1. Proposta de caracterizacao do suporte de uma variavel aleatéria para utilizacao do

algoritmo SVM de uma classe na estimagao da entropia diferencial de Shannon.

2. Avaliacao da convergéncia de quatro estimadores, para entropia diferencial de Shan-
non, baseados em técnicas de: histograma, suavizagao kernel, distancias de vizinhos

e aprendizado supervisionado.

3. Discussao sobre metodologias de suporte para decisao clinica em casos de lesoes

cerebrais.

4. Demonstracao da aplicabilidade do estimador baseado nas distancias entre vizinhos
para entropia de transferéncia na detecgao de causalidade e conectividade em siste-

mas industriais.

1.4 Organizacao do texto

No capitulo 2 sera apresentado o uso do método de aprendizado supervisionado, Méa-
quina de Vetor de Suporte (SVM, do inglés: Support Vector Machine), para estimagao de
entropia diferencial de Shannon em comparagao com valores analiticos e outros valores es-
timados a partir de estimadores baseados em: histograma, suavizacao kernel e distancias

de vizinhos

No capitulo 3 sera discutido a utilizagao da entropia de transferéncia como abordagem
para deteccao da causalidade e da conectividade em sistemas continuos. Além disso,
serd demonstrado a aplicabilidade da medida estimada a partir do estimador baseado em
distancias dos vizinhos no auxilio de diagnostico biomédico e na deteccao de conectividade

entre equipamentos industriais.

Por fim, no capitulo 4 serao apresentadas as conclusoes gerais dessa dissertacao e,
serao apontados os trabalhos futuros em relacao ao estudo sobre estimadores de medidas
da Teoria da Informagao para varidveis continuas, e em relagao a importancia do estudo

sobre detecgao de causalidade e conectividade em sistemas continuos.
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Capitulo 2

Estimacao de Entropia Diferencial

Neste capitulo seré apresentado o uso do método de aprendizado supervisionado, maquina
de vetor de suporte (SVM, do inglés: Support Vector Machine), para estimagdo de en-
tropia de variaveis aleatorias continuas. O método baseia-se na estimativa do suporte da
funcao densidade de probabilidade e, dependendo da caracterizacao deste suporte, pode
convergir tanto para entropia de Shannon quanto para entropia de Rényi de ordem zero.
Resultados obtidos a partir de simulagoes indicam que o método proposto para caracteri-
zacao do suporte fornece resultados assintoticamente bons para a estimacao da entropia
de Shannon. Esses resultados foram comparados a valores analiticos e valores estimados

a partir das técnicas de: histograma, suavizagao kernel e distancias de vizinhos.

2.1 Introducao

A entropia é o conceito mais comum da teoria da informacao, ciéncia originalmente pro-
posta em 1948 por Claude Shannon [1]. Em geral, a entropia refere-se ao grau de desor-
dem, incerteza ou quantidade de informacao. Algo é dito informativo quando transmite
mensagens pouco esperadas ou desconhecidas. Quantitativamente, mais informacao é
transmitida a partir de mensagens menos provaveis, ou seja, quando a mensagem trans-

mitida é conhecida, entao a quantidade de informacao recebida ¢é nula.

Contudo, o interesse sobre medidas de informacao é anterior ao trabalho de Claude
Shannon que tratou as medidas de informacao em um sentido estatistico. Em 1928, Ralph
Hartley [40] sugeriu que a quantidade de informagao de uma mensagem esta associada ao
logaritmo do numero de mensagens possiveis. Anos depois, em 1961, Alfréd Rényi [20]
propoe uma generalizacao destas medidas atribuindo-as uma ordem e servindo como base

para o conceito de dimensoes generalizadas.

Embora os conceitos da teoria da informacao sejam relativamente simples e as for-
mulac¢oes matematicas sejam objetivas, na pratica, sua estimacao pode ser um processo

complexo. Estimadores para varidveis continuas baseados em histograma e em funcoes
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kernel de suavizagao sao amplamente usados para estimar a entropia diferencial. Entre-
tanto, quando aplicados para estimacao de outras medidas podem produzir viés [13, 37].
Tais problemas sao minimizados utilizando estimadores baseados nas distancias de vizi-

nhos tanto para estimagao de entropia quanto de outras mediadas [11, 13].

Além disso, o algoritmo de uma classe do SVM foi desenvolvido para estimagao de
suporte [16]. Contudo, embora alguns autores abordem a estimagao da densidade de
variaveis [18, 19|, e diagnostico de causalidade em plantas industriais com base na en-
tropia de Rényi de ordem zero [17], o algoritmo ainda nao foi amplamente aplicado para

estimacao de entropia diferencial de Shannon.

A propriedade de equiparti¢ao assintotica (AEP, do inglés: Asymptotic Equipartition
Property), para variaveis continuas, interpreta a entropia diferencial de Shannon como
o logaritmo do menor volume (suporte) que contém amostras com maior densidade [21],
e, assim, viabiliza o uso do algoritmo SVM de uma classe para estimagao da entropia
de Shannon. Isso porque, a diferenga entre entropia diferencial de Réyni de ordem zero
(logaritmo da medida de Lebesgue [41] do suporte) e entropia diferencial de Shannon

(logaritmo do suporte efetivo) esta na caracterizagao do suporte.

2.2 Entropia Diferencial

Embora uma generalizacao para entropia tenha sido proposta por Alfréd Rényi, o con-
ceito mais comum na Teoria da Informacao foi estabelecido por Claude Shannon. De
acordo com Shannon, a entropia é uma medida do nimero de bits necessarios, em média,
para descrever varidveis aleatérias discretas e, a entropia diferencial esté relacionada ao
logaritmo do volume efetivo no qual varidveis aleatorias continuas estao inseridas. Ao con-
trario da entropia, a entropia diferencial pode ser negativa e ocorre quando esse volume

é menor que um.

Defini¢ao 2.1 A entropia de Rényi de ordem « de uma varidvel aleatoria continua X

com fung¢ao densidade de probabilidade f(x) € definida como

1ialog V fa(a;)dx] , (2.1)

em que 0 < a < 00, a # 1 e log € o logaritmo natural e expressa a entropia em nats.

ha(X) =

Quando o — 1 tém-se a entropia de Shannon

) = () = = [ (o) log f(a)d (22)
e quando o — 0, tém-se a entropia de Rényi de ordem zero

ho(X) =log ¢ ([X]), (2.3)

em que ¢(-) € a medida de Lebesque e [[-] € o conjunto no qual f(x) > 0 (suporte).
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Exemplo 2.1 Considerando uma varidvel aleatoria X, normalmente distribuida, com
pardmetros ji e o* que identificam a média e a varidncia da distribuicdo, respectivamente,

cuja funcao densidade de probabilidade é:

1 _(@-w?
f(x) = \/We & (24)

em que x € (—o0,00). A entropia diferencial para esta varidvel aleatdria é dada por:

@ 1 [ [ 1 _@w2\”
ho(X) = 1 o2 d
() 1—a ® _/—oo (v27r02€ 2 ) Z}
(b) 1 | -\/ 27T021_a © 03 _o¢(907—2u)2 J
= 0 e 2 x
& az —oo V2m0?2

1 -«
c 1 i -« 1
© log | V2702 ofi}

11—«

1
= §log [QWUQCIﬁ} : (2.5)

em que a igualdade (a) seque da defini¢ao, equacdo (2.1), a igualdade (b) resulta da
reorganiza¢ao das varidveis de modo a obter a integral de uma f(x) com varidncia %, em
(c) a integral tem valor unitdrio e em (d) a equagdo € reescrita. Fazendo o — 0 e v — 1
na equagdo (2.5) obtém-se ho(X) — oo e h(X) = L log(2mec?), respectivamente.

A entropia diferencial esta relacionada ao grau de dispersao de uma variavel aleatoria.
Isto é, pequenos valores de entropia implica que a variavel aleatoria esta confinada a um
pequeno volume e conforme a entropia aumenta indica que o volume no qual a variavel

aleatoria esta inserida estd aumentando, aumentando assim, sua dispersao.

Uma das fungoes importantes da entropia para varidveis aleatorias continuas esta na
propriedade de equiparticao assintotica. As defini¢oes e teoremas que formalizam a AEP
permitem definir um conjunto tipico e caracterizar o comportamento de sequéncias tipicas.
De forma geral, é possivel dividir o conjunto de todas as sequéncias em dois conjuntos, o
conjunto tipico (a entropia de amostra esta proxima da entropia verdadeira) e o conjunto
nao-tipico (demais sequéncias). Qualquer propriedade comprovada para as sequéncias
tipicas é verdadeira, com alta probabilidade, e determina o comportamento médio de

uma amostra grande [21].

Teorema 2.1 Seja X1, Xo,..., X, uma sequéncia de varidveis aleatorias independentes

e identicamente distribuidas (i.i.d.) com func¢ao densidade de probabilidade f(x). Entao,

—% log f(X1, Xa, ..., X,) — E|—log f(X)] = h(X), (2.6)

converge em probabilidade isto €, para todo € > 0,

Pr{‘—%logf(Xl,Xg,...,Xn)—h(X)‘>e}—>0. (2.7)
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A prova do Teorema 2.1 é uma consequéncia direta da lei fraca dos grandes nime-
ros, na qual, para variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.),

L3 1 X; se aproxima do valor esperado E[X] ao considerar grandes valores de n.

Definicao 2.2 Para € > 0 e qualquer n, um conjunto tipico AE") com realacao a funcao

densidade de probabilidade f(x1,xs,...,x,) € definido como

A0 = {ram ) € XD |2 og flaaa ) ~hX)| S ¢} (29

em que (xq,xs,...,T,) sao realizag¢oes independentes e identicamente distribuidas da va-

ridvel aleatoria X e f(x1,x2,...,x,) = [ [y f:).

Teorema 2.2 O conjunto tipico A" tem as sequintes propriedades:

1. Pr (AE")) > 1 — € para n suficientemente grande.
2. Vol <A£n)> < 22X+ para todo n.

3. Vol <A£n)> > (1 — €)2" =9 para n suficientemente grande.

Uma interpretacao para entropia diferencial segundo Shannon de uma variavel aleato-
ria é resultante das defini¢oes e propriedades da AEP: logaritmo do menor hiper-volume
que contém maior densidade de amostras. De acordo com o Teorema 2.2 esse hiper-volume

¢ aproximadamente 2(X),

Exemplo 2.2 Considerando um hipercubo de dimensao n, aresta a e volume a". Cada

1
aresta tem medida (Z”h(x)) n = oh(X)

Desta forma, para variaveis aleatorias continuas, pode-se estabelecer uma relagao entre
entropia de Rényi de ordem zero e entropia diferencial de Shannon ao que remete &
caracterizagao do suporte no qual cada medida se refere. Para entropia de Réyni de ordem
zero tém-se o logaritmo da medida de Lebesgue do suporte e para entropia diferencial de

Shannon tém-se o logaritmo do suporte efetivo [21].

2.3 Estimadores

O processo de estimacao de entropia para variaveis continuas requer atencao e solugoes
aparentemente simples podem comprometer esse processo, por exemplo, a discretizagao
dos dados pode resultar em estimativas enviesadas. Nesta secao, quatro estimadores para
entropia diferencial serao apresentados, dentre os quais dois dependem da estimativa da

funcao de densidade de probabilidade e dois sao estimadores diretos de entropia diferencial.
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2.3.1 Histograma

A abordagem mais simples e comum para estimar entropia de uma variavel aleatoria
continua é a técnica baseada em histograma, que representa a distribuicao de frequéncia
(absoluta ou relativa) por meio de retangulos, cujas larguras representam intervalos e

cujas areas sao proporcionais as frequéncias.

Na técnica de histograma por frequéncia relativa, o suporte no qual N realiza¢oes
de uma variavel aleatoéria estao inseridas, é quantizado em intervalos de comprimento
A e, portanto, assume-se que a funcao densidade de probabilidade é constante em cada
intervalo. O nimero de amostras presentes no mesmo intervalo de quantizacao é contado
e a estimacao da funcao densidade de probabilidade da varidvel aleatoéria, para qualquer

valor real de x, é dada por:

~ nimero de observagoes no mesmo intervalo

f(z) = A : (2.9)

Apos determinacao da funcao densidade de probabilidade, estima-se a entropia dife-

rencial utilizando a relagdo entre variaveis aleatorias discretas e continuas [21],
H(X) +log A — h(X), (2.10)
em que H (X) € a entropia da variavel quantizada,

H(X) ==Y Af(z)log f(z) —log A, (2.11)

sendo uma estimagao verdadeira quando a funcao densidade de probabilidade é integréavel

segundo Riemann.

2.3.2 Estimador de Densidade Kernel

O estimador de densidade Kernel (KDE, do inglés: Kernel Density Estimator) ¢ uma
estimativa nao-paramétrica da funcao de densidade de probabilidade de uma variavel
aleatoria continua [42, 43]. Essa densidade é estimada, essencialmente, a partir de dois
parametros: 1) fungao de suavizagao (estabelece a forma da curva usada para estimagao)

e; 2) valor de largura de banda (controla a suavidade da curva de densidade resultante).

Algumas das funcoes kernel de suavizagao comumente utilizadas sao: uniforme, trian-
gular, epanechnikov e gaussiana. Uma fungao kernel deve ser nao negativa, de valor real

e satisfazer dois requisitos:

1. Normalizagao: [*°_ O(u)du =1;e

2. Simetria: O(u) = O(—u).
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Nessa técnica, a estimativa é um problema fundamental de suavizagao de dados. Con-
siderando x1, s, -+ ,xy realizagoes de uma variavel aleatéria, em cada realizacao x; é
alocada uma funcao kernel e o somatoério destas fungoes resulta na estimativa de den-

sidade. Desta forma, para qualquer valor real z, o estimador de densidade Kernel é,

N
-~ 1 T — x;
x) = — © 2.12
fo =2 (7). (2.12)
em que T, To, - ,xy sao realizacoes da variavel aleatoria, N é o total de amostras ana-

lisadas, r é a largura de banda e, ao longo deste capitulo, O(:) serda a fungao kernel

Gaussiana

O(u) = \/%6_5“ . (2.13)

Apos determinacao da fungao densidade de probabilidade, a estimagao da entropia

diferencial ocorre através da relagao (2.10).

Ezxemplo 2.3 Considerando um wvetor de realizagoes de uma varidvel aleatoria desco-
nhecida, x = [ -6 —4,2 -1 0,5 1 3 ], a func¢ao densidade probabilidade pode ser
estimada a partir das técnicas:

1. Histograma: Divide-se o suporte de x em intervalos igualmente espacados, nesse
caso, A = 1,5 e entao, estima-se a f(x) por meio da equacao 2.9. Esse método é

tlustrado na Figura 2.1a.

2. Densidade kernel: Define-se a largura de banda, nesse caso r = 1 e seis fungoes
kernel Gaussiana (equagio (2.13)) com varidncia unitdria e ponderadas por =

estio centradas em cada uma das amostras do vetor v (curvas pretas tracejadas da

Figura 2.1b). A soma dessas seis curvas resulta na estimativa da f(x) (curva azul

da Figura 2.1b).

0.25 T T T T T T 0.25

021 1 021

0.05

(a) Histograma. (b) Estimativa densidade kernel.

Figura 2.1 — Estimativa da fun¢ao densidade de probabilidade por meio das técnicas ba-
seadas em: a) histograma e; b) densidade kernel (curva azul).
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2.3.3 Estimador Kozachenko-Leonenko

Ao contrario dos ultimos dois métodos de estimagao apresentados, o estimador proposto
por Kozachenko e Leonenko (1987) [11] é um método direto, isto ¢, estima entropia sem

necessariamente estimar a funcao densidade de probabilidade das amostras.

O estimador Kozachenko-Leonenko (KL) considera que a distribui¢ao de probabilidade

da distancia entre x; e seu k-ésimo vizinho é igual a chance de ter:

1. 1 amostra com distancia r € [¢/2,€/2 + de/2] até x;;
2. k — 1 outras amostras com distancias menores que €/2, e;

3. N — k — 1 amostras com distancias maiores que €/2.

Desta forma, modela-se uma distribuicao trinomial e apds manipulagoes algébricas,
que podem ser acompanhadas no Apéndice A, obtém-se o seguinte estimador para entropia
diferencial:

N
~ d .
h(X) = —p(k) + (N) +logea + — > loge(i), (2.14)
N i=1
em que ¢(-) é a fungao digamma', N é o ntimero total de amostras analisadas, ¢; é o
volume da bola unitéria d-dimensional (para norma Euclideana c¢; = 7%2/I'(1 + d/2)) e

€(i) é duas vezes a distancia de z; ao seu k-ésimo vizinho.

Exemplo 2.4 Considerando o vetor de realizagoes de uma varidvel aleatoria desconhe-
ctda do Exemplo 2.3, x = [ -6 —4,2 -1 0,5 1 3 ], a representacao grifica para
interpretacao do estimador Kozachenko-Leonenko € expressa na Figura 2.2. Nesse caso,

N =6,d=1 ecy =2. Deve-se fixar o k-ésimo vizinho analisado assim,

e se k=2, entao para x; = —1 tém-se €(i) =4 e para x; = 0,5 tém-se (i) = 3;
e se k=3, entao para x; = —1 tém-se €(i) = 6,4 e para x; = 0,5 tém-se €(i) = 5.
| e(i) = 6,4 |
© & @ *—o —O
| z;=—1 |

Figura 2.2 — Representacao grafica da interpretagao do estimador Kozachenko-Leonenko
considerando k£ = 3 entao tém-se pelo menos uma amostra com distancia
r € [€/2,¢/2+de/2] até x; (em azul), k — 1 amostras com distancias menores
que r (em vermelho) e, N — k — 1 amostras com distancias maiores que r
(branco).

L A fungao digamma é definida como a derivada do logaritmo da fun¢ao gamma: ¥ (z) = % log (T'(z)).
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2.3.4 SVM de uma classe

O algoritmo SVM de uma classe foi proposto por Scholkopf et al. (2001) [16] para estimar
o suporte de uma distribuicao de grande dimensao. Além disso, foi originalmente usado

para a estimar entropia de Rényi de ordem zero por Duan et al. (2015) [17].

Por ser um método de aprendizado supervisionado, o algoritmo SVM de uma classe
recebe como entrada um conjunto de dados, chamado de dados de treinamento. Esses
dados, pertencentes a uma unica classe, sao projetados em um espago caracteristico a

partir de uma funcao kernel por intermédio da operacao produto interno.

Apos essas etapas, um modelo para o conjunto de amostras é definido, isto é, é deter-
minado a linha de separagao, mais comumente chamada de hiperplano, que isola os dados
da classe avaliada dos chamados outliers (esse método é ilustrado na Figura 2.3.). Para

tanto, Scholkopf et al. (2001) [16] propoe o seguinte problema quadratico,
1
min 5 Z a0k (v, vj)
ij
jei 0<a < 1 =1
sujeitoa 0 < a; < N Z&i =1, (2.15)
em que « é um vetor com os coeficientes dos vetores de suporte, v € (0,1) indica um

limite superior na fracdo de pontos de treinamento fora da regiao (outliers) e k(v;,v;) =

_ w2 . . ~ .
e~ Mvi=vill" mapeia as amostras por meio da operacao produto interno.

Desta forma, amostras, até entao desconhecidas, podem ser classificadas a partir do
modelo delimitado por vetores de suporte. Para isso, uma regiao de interesse na qual, o
suporte da variavel aleatoria esta inserida, é delimitada e quantizada em nbins intervalos

de volume A. Entao, a estimativa de entropia diferencial para uma variavel aleatoria é,
h(X) =log(n x A), (2.16)

em que n é o nimero de pontos classificados como pertencentes a tnica classe treinada.

Outliers Vetores de Suporte  f >0
o Y
] A )
> o o
Amostras o
Treinamento

Projecao no espaco caracteristico <0

Figura 2.3 — Classificagao baseada no algoritmo SVM de uma classe: amostras de treina-
mento sao separados no espago caracteristico por meio de vetores de suporte.
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A formulagao matemaética e o pseudocddigo do estimador de entropia a partir do SVM
de uma classe estao no Apéndice A. O método atende a estimagao da entropia de Rényi
de ordem zero ao considerar que a fragao de outliers é muito pequena [17] contudo, para

atender a entropia de Shannon, é necessario caracterizar o suporte efetivo das amostras.

Caracterizagao do suporte efetivo

As aplicagoes que recorrem ao algoritmo SVM de uma classe para estimar a entropia foram
usados para atender a entropia de Rényi de ordem zero [17]. Contudo, ja foi discutido
que a partir da AEP, ambas as estimativas, entropia de Rényi de ordem zero e entropia

de Shannon, diferem apenas na caracterizacao do conjunto de suporte.

Visto que as estimativas de entropia de Shannon sao feitas a partir do logaritmo do
tamanho do conjunto de suporte efetivo, é necessario caracterizar esse suporte. O suporte
efetivo é definido como aquele que contém a maior parte da amostra de dados. Nesta secao,
propomos uma maneira de caracterizar o suporte efetivo, a fim de utilizar o algoritmo
SVM de uma classe na estimacao da entropia de Shannon, por meio do ajuste da fracao

de outliers no algoritmo.

Considerando a funcao densidade de probabilidade de alguma distribuicao bem defi-
nida, propomos que a fracao de outliers equivale a fracao de amostras que ocorre com
densidade menor que 15% do valor de densidade méaxima (respectivo & moda da distri-

buigao). Se essa area é nula ou infinita, v = 0, 01.

Exemplo 2.5 Considerando uma varidvel aleatoria X, gamma-distribuida, com pardme-
tros k e 0 que identificam a forma e a escala da distribuicao, respectivamente, sua fungao
densidade de probabilidade é:

1

fz) = F<k)9kxk‘le‘x/9, (2.17)

em que I'(+) € a fung¢ao gamma e x € (0,00). Supondo k =3 e 0 = 2, o valor mdzimo de
f(z) € 0,1853. A drea com probabilidade menor que 0,15 x 0,1353 = 0,0203 representa

aproximadamente 6% de toda a drea de densidade das amostras, entao, v = 0, 06.

2.4 Resultados

Com o propésito de avaliar a técnica de caracterizacao de suporte efetivo proposta para o
estimador SVM de uma classe, e compara-la com os demais métodos de estimagao apre-
sentados, foram consideradas 10° amostras independentes e identicamente distribuidas de
varidveis aleatorias continuas com densidade de probabilidade bem definida, dentre as
quais: exponencial, gamma, normal e uniforme. Além disso, os valores teodricos para a
entropia diferencial de Shannon dessas distribuigoes, Tabela 2.1, serdao nossos referenciais

durante as simulagoes.
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Para o algoritmo de estimacao SVM de uma classe, a caracterizacao do suporte, para
cada uma das quatro distribui¢oes supracitadas, esta ilustrado na Figura 2.4. Na Tabela
2.2 estao dispostos os valores do parametro v (indicador da fragao de outliers) utilizando

a metodologia ja apresentada e considerando dois conjuntos de parametros em cada caso.

Tabela 2.1 — Entropia diferencial de Shannon para as distribui¢oes exponencial, gamma,
normal e uniforme.

\ Distribuigao H Entropia \

Exp(A) 1 — log(\)

I'(k,0) log(0) +log(I'(k)) + (1 — k)Y (k) + k
N (i, 0%) 5 log(2meo?)

U(a,b) log(b — a)

Tabela 2.2 — Parametros v para as distribuicoes exponencial, gamma, normal e uniforme.

| Distribuigdo || Exp(1) | T(3,2) | N(2,9) |U(-11) |
I | 015 | 0 0606 \ 0,0514 \ 0,01 |
| Distribuigao || Exp(2) | I'(2,0.5) | N(0,1) | U(0,0.5) |
v | 015 | 00694 | 0,0478 | 0,01 |
Exp(1) I'(3,2)
0.15
= Ol
@—: v (::’ 0.05
0 0
0 2 4 0 10 20
N(Oal) u(—]‘?]‘)
0.4 0.6
® Ol
~— 0.2 ~—
e = 02
0 0
4 2 0 2 e 2 0 2

Figura 2.4 — Funcao densidade de probabilidade para uma variavel aleatoria X com dis-
tribuicao exponencial, gamma, normal e uniforme. A area preenchida indica
a regiao com densidade menor que 15% da densidade méaxima.
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Em cada método de estimagao foram utilizados os seguintes parametros de simulacao:

1. Histograma: 100 intervalos;
2. Estimador de densidade Kernel: r = 0, 01;
3. Kozachenko-Leonenko: k£ = 1;

4. SVM de uma classe: Tabela 2.2.

Sao apresentados nas Figuras 2.5, 2.6, 2.7 e 2.8 os resultados para estimativa de en-
tropia em fun¢ao do crescimento do nimero de amostras, considerando dois conjuntos
de parametros diferentes para as distribui¢oes exponencial, gamma, normal e uniforme,
respectivamente. Em todas as figuras, as linhas preta indicam o valor de entropia ana-
litica e as linhas magenta, verde, vermelha e azul indicam a utilizacao das técnicas de
estimagao por histograma, densidade kernel, distancias de vizinho e SVM de uma classe,

respectivamente.

Nas simulagoes considerando as amostras com distribuicao exponencial, gamma e nor-
mal, o estimador de densidade kernel foi o que precisou de um maior ntimero de amostras
para garantir uma boa convergéncia. Contudo, a largura de banda é um importante pa-
rametro para essa estimacao e, nas simulagoes realizadas esse parametro foi considerado
o mesmo em todas as situacoes. Métodos de otimizacao desse parametro podem melhorar

esses resultados.

Os algoritmos que nao dependem da estimagao da funcao densidade de probabilidade
(Kozachenko-Leonenko e SVM de uma classe) apresentaram convergéncia mais rapida
em fun¢ao do namero de amostras quando comparados aos algoritmos baseados em his-
tograma e kernel. O termo de correcao introduzido por meio da funcao digamma no
estimador KLi é importante para reducao do viés do estimador, principalmente quando

considera-se um grande ntmero de amostras [14].

Um diferencial do método SVM de uma classe é que agregando a proposta de carac-
terizagao de suporte efetivo, é possivel optar por estimar tanto a entropia de Rényi de
ordem zero quanto a entropia de Shannon. O algoritmo proposto forneceu resultados
que convergem para o valor analitico de entropia, além disso, em algumas situagoes, o

algoritmo foi o primeiro a convergir.

No entanto, se a funcao densidade de probabilidade tende a assumir valor infinito em
alguma realizagao da variavel aleatoria, a caracterizagao de suporte, conforme proposto,
nao sera eficiente para estimacao da entropia de Shannon. Nas simulacoes realizadas, isso
acontece quando X' ~ I'(0,5;1), Figura 2.6, e, nesse caso, a estimativa converge para a
entropia de Rényi de ordem zero. Além disso, a técnica de histograma e o KDE também

apresentaram erros mais significativos para essa estimacao.
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—A— Analitico
—®— Histograma

1 |—=—KDE
10* 10° ——KL
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N

Figura 2.5 — Estimacdo de entropia considerando 10° realizacoes de varidveis aleatoérias
exponencialmente distribuidas: X; ~ Exp(2) com h(X;) = 1,69 nats, curvas
mais acima e; Xo ~ Exp(1) com h(X3) = 1 nat, curvas mais abaixo.

—A— Analitico
—®&— Histograma
—a— KDE
——KL

—4— SVM

—&— Analitico
—®— Histograma
—a— KDE
——KL

—+— SVM

10’ 102 108 10* 10°

Figura 2.6 — Estimacdo de entropia considerando 10° realizacoes de varidveis aleatoérias
gamma distribuidas: X; ~ I'(3;2) com h(X;) = 2,09 nats, curvas mais
acima e; Xy ~ I'(0,5;1) com h(X3) = 0,09 nats, curvas mais abaixo.
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—A— Analitico

—®— Histograma
—=a— KDE
——KL

—— SVM
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4
2
;f ’ —A— Analitico
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0¢ 10° | |——KL
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Figura 2.7 — Estimacdo de entropia considerando 10° realizacoes de variaveis aleatoérias
normalmente distribuidas: X; ~ N (2;3) com h(X;) = 2,51 nats, curvas
mais acima e; Xy ~ N (0;1) com h(X3) = 1,41 nats, curvas mais abaixo.

—A— Analitico
—®&— Histograma
—a— KDE

——KL
—+— SVM

—&— Analitico
—®— Histograma

—=— KDE
——KL
. ) —4— SVM
10’ 102 108 10* 10°
N

Figura 2.8 — Estimacdo de entropia considerando 10° realizacoes de varidveis aleatoérias
uniformemente distribuidas: X; ~ U(—1;1) com h(X;) = 0,69 nats, curvas
mais acima e; Xy ~ U(0;0,5) com h(Xs) = —0,69 nats, curvas mais abaixo.
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Quanto ao tempo de estimagao, por ser um algoritmo de aprendizado de maquina,
o estimador SVM de uma classe é o que mais demanda tempo de processamento. FEsse
tempo esta diretamente relacionado ao pardmetro v. Quando v assume o valor minimo,
ou seja, v = 0,01, cada simulacdo, com 2 x 10* realizacoes, demanda aproximadamente
0,15 s, enquanto que os métodos histograma, KDE e KL, demandam 0,05 s, 0,006 s e
0,015 s, respectivamente. Nas simulagoes realizadas, o valor maximo de v foi 0,15 e
cada tentativa demandou aproximadamente 2,7 s. As simulac¢oes foram realizadas em

um computador com um processador de 2,70 GHz.

2.5 Consideracgoes

Embora o algoritmo do SVM de uma classe tenha sido inicialmente aplicado para estimar
entropia de Rényi de ordem zero, a AEP para variaveis continuas inclui uma interpreta-
¢ao para entropia de Shannon que relaciona as duas defini¢oes de entropia supracitadas,

diferindo-as apenas ao que concerne a caracterizacao do suporte das amostras.

Foram realizadas oito simulacoes a fim de avaliar e comparar os quatro estimadores de
entropia de Shannon ja discutidos. Em cada simulagio, foram analisadas 10° realizagoes
de uma variavel aleatéria bem definida. Os resultados indicaram que nao hé diferenca
significativa entre os métodos de estimagao. Contudo, em algumas situacoes, o algoritmo
proposto para a caracterizacao do suporte efetivo aplicado & técnica do SVM de uma

classe converge mais rapido em fungao do nimero de dados amostrais analisados.

Os algoritmos de estimagao direta de entropia: estimador KL e estimador SVM de
uma classe, estimam entropia sem priorizar a estimativa da fungao densidade de probabi-
lidade da varidvel aleatoria, desta forma, apresentaram melhor convergéncia no processo
de estimacao em fun¢ao do ntmero de realizacoes da variavel. Isso é fundamentalmente
importante para reduzir os erros de enviesamento do estimador. Contudo, o algoritmo

SVM de uma classe ainda apresenta restri¢oes de aplicagao.

Com base na relagao entre a entropia de Rényi de ordem zero e a entropia de Shannon,
propusemos a caracterizacao do suporte efetivo que torna aplicavel o método do SVM de
uma classe nos dois casos. O método proposto fornece resultados assintoticamente bons
para a estimativa da entropia de Shannon em sete dos oito casos analisados. O caso
analisado que nao converge, é um caso especial e, acontece quando a funcao densidade
de probabilidade tende a assumir valor infinito. Nesse caso, o algoritmo estima todo o

suporte da distribuicao e a estimativa converge para a entropia de Rényi de ordem zero.

Apesar de o SVM de uma classe ser o algoritmo que requer mais tempo de processa-
mento, ele pode ser util em diversas aplicacoes, dentre as quais, na analise de causalidade

considerando sinais nao estacionarios e aplicado a estimativa de outras medidas como

entropia de transferéncia de ordem zero [17].
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Capitulo 3

Abordagens para Deteccao de

Causalidade em Sistemas Continuos

Neste capitulo seré discutido a utilizagao da entropia de transferéncia como abordagem
para deteccao de causalidade e conectividade em sistemas continuos. A entropia de trans-
feréncia é uma medida assimétrica que identifica e quantifica relagoes direcionais lineares
ou nao lineares entre duas varidveis. Para estimacao da medida, foram utilizados estima-
dores baseados em distancias entre vizinhos. Os resultados obtidos a partir de simulagoes
demonstram a aplicabilidade da medida na deteccao de conectividade entre equipamentos

industriais e no auxilio de diagnostico biomédico.

3.1 Introducao

No contexto da Teoria da Informacao, os conceitos de transferéncia de informacao como:
informacao direcional [3, 4] e entropia de transferéncia [5], sdo usados como indicadores
de causalidade [25, 23, 7, 24, 22|. Essas medidas quantificam a influéncia causal e a

direcionalidade dessa influéncia entre dois processos.

Um processo X ¢ dito causar o processo Y no sentido de Wiener (1956) [29] e Granger
(1969) [30], se os valores passados de X ajudam a prever o valor presente de Y. O objetivo
de usar medidas de informagao ¢ identificar e distinguir se a relagao entre os processos X
e Y é mutua (ambos influenciam aos outros) ou unidirecional (X influencia Y, mas Y

nao influencia X).

A entropia de transferéncia sera explorada neste capitulo em aplicagoes com processos
continuos que inclui a detecgao da conectividade em redes de processos (reproduzindo a
verdadeira conectividade em plantas industriais) e a identificagdo de padroes (em sinais
biomédicos). A captura da conectividade dos processos dar-se-a a partir da extensao da
entropia de transferéncia proposta por Duan et al. (2013) [27]: a entropia de transferéncia

direta.
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Identificar a conectividade de um sistema ¢ importante para distinguir se a influéncia
causal ocorre ao longo de uma via direta sem quaisquer variaveis intermediarias, ou por
meio de vias indiretas através de variaveis intermediarias. Os processos também podem
estar relacionados a partir de uma fonte comum (causalidade espuria). Nesse caso, se o
processo X causa o0 processo Y e 0 processo X causa o processo Z, entao, os processos Y

e Z podem estéa relacionados devido & influéncia do processo X.

Durante o estudo de causalidade de processos estocasticos, as medidas que quantificam
essas relagoes sao resultantes de um processo de estimagao isto porque analises analiticas
nao sao triviais e portanto, recorre-se ao uso de estimadores de medidas da Teoria da

Informacgao.

Neste capitulo as medidas de informacao utilizadas podem ser interpretadas como
somas de entropias diferenciais de Shannon sendo assim, diante dos resultados obtidos
no capitulo 2, optou-se por utilizar estimadores diretos para cada medida de informacao.
Esses estimadores baseiam-se nas distancias entre vizinhos (estimador KL) [13, 15] e,
dessa forma, pode-se evitar o acimulo de erros resultantes da soma de estimativas de

entropias.

3.2 Entropia de Transferéncia

A entropia de transferéncia é uma medida nao linear introduzida por Schreiber (2000)
[5] com o objetivo de quantificar a troca de informagao entre dois processos estocasticos,
dependendo do acoplamento direcional existente, quando eles nao sao independentes e

podem ser aproximados por um processo estacionario de Markov.

Inicialmente, a entropia de transferéncia foi definida para processos discretos [5] e es-
tendida para processos continuos [44]. Antes de introduzir sua interpretacdo matematica,
¢ importante notar que os conceitos que envolvem entropia de transferéncia estao rela-
cionados a teoria desenvolvida por Shannon, portanto, entropia refere-se a entropia de

Shannon (segao 2.2).

Definicao 3.1 Dados dois processos estocdsticos continuos X e Y, a entropia de trans-
feréncia de X para Y € definida como
f (Yn+1|Ynn—l+1aXn

nfk+1)
dv, 3.1
A 31

Tx sy = /f (Yn+1>Ynn—l+17Xg—k+l)log

em que V € o vetor aleatorio [YnH,Y,?_lH,Xg_HJ, X7 i1 = { Xnokgr, .-, X} e

Y70 = {Yaig41,..., Yo}, isto € k el sao os comprimentos das sequéncias de varid-

veis aleatorias de X eY respectivamente.
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A entropia de transferéncia mensura quanto de informacao do processo X esté pre-
sente no processo Y. Sua formulagao matematica pode ser reescrita através da soma de

entropias diferenciais ou por meio da informagao mitua condicionada,

Ixwy = h ( :—k—&-l? YT?—Z—‘,—I) —h (Yn+1’X3—k+1v Ynn—l-l-l)
th (Yo, Yol) = b (Yiln) (3.2)
= IV X0 el Yoi)- (3.3)

n

Exemplo 3.1 Considerando um modelo autorregressivo bidimensional orientado por rui-

dos Gaussianos,

Y

Xn+1 = 777)5
Yn+1 = BXn + 7731/

em que X, nY ~ N(0;1) e 0 < B < 1 (sistema ¢ estdvel quando os pdlos estio defini-
dos dentro do circulo de raio unitdrio). Fazendo k = 1 = 1 o vetor aleatério para as
duas possiveis andlises da entropia de transferéncia € [X,, Y, Xpi1, Ynr1]| cuja matriz de

covaridncia € dada por,

1 0 0 B
0 f2+1 0 0
o 0 1 0
B0 0 B+1

cov ([ X, Yo, Xpg1, Yoqa]) =

E tmportante lembrar que a entropia diferencial de um conjunto de varidveis aleatorias

normalmente distribuidas com média |1 e matriz de covaridncia K €,
1
h(Xh X27 s 7Xn) = 5 log [(27’(’6)”‘[(‘] )

em que |K| corresponde ao determinante de K. Sendo assim, a entropia de transferéncia

¢ determinada analiticamente utilizando a equacgao 3.2,

L1 Jeov (X, Yo [leov (Mo Yal) |
T = o (Vs X Yal) [ fcov (Vo)

_ L, P HDE 1)

T 2% EIn@E )

Z%MW+L

1 |COV ([Xm Yn]) ||COV ([Xn+1Xn]) |

Teox = B (X, X, Yal) 0w (X)) |

_ L,

2%

= 5Og =
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Contudo, a entropia de transferéncia nao é suficiente para detectar a conectividade de
uma rede de processos. Por exemplo, supondo trés processos continuos em que Tx_ .y,
Tx_,7 e Tz_.yv sao todos maiores que zero, diz-se que X causa Y, X causa Z e Z causa Y.
No entanto, este resultado nao indica se o fluxo de informacgoes de X para Y é ao longo
de um caminho direto ou indireto, em outras palavras, se Z é um processo intermediério.

Essa verificagdo ¢ dada a partir da entropia de transferéncia direta [27].

Definicao 3.2 Dados os processos estocdsticos continuos X, Y, Zq,--- ,2Zq, a entro-
pia de transferéncia direta de X para Y, considerando Zq,--- ,Zq potenciais processos

intermedidrios, € definida como
Dx .y = /f (Yn+1> Ynanlv 1n,nfj1+17 T Zanjanh ngchrl)
f (Yn+1| nn—l—f—l’ ﬁn*‘h‘i’l’ T ;,nquJrlv X:zl—k;—&-l)
f (Yn+1| nnfl+1> Z{L,nfjﬁrl? T Z(?,nqu+l>

5 L on n n n n 5 7
em que W € o vetor aleatorio |:Yn+1’Yn7l+17ZLn—j1+17 e ’Zq,n—jq+17Xn7k+1i|7 q € o nu-

log dW, (3.4)

mero de processos intermedidrios e k, [ e ji,--- ,j, sao os comprimentos das sequéncias

de varidvers aleatorias de X, Y e Zq,--- ,Zq respectivamente.

De forma analoga a formulagao matematica de entropia de transferéncia, considerando

apenas uma variavel aleatoria intermediaria, tém-se:

Dx .y = h( g—k+1aYnn—l+1a Z—j+1) —h (Yn+17Xg—k+1aYnn—l+1a TTLL—j-H)
+h (Yosr, Yol ngjJrl) —h (Yol Z;ijﬂ) (3.5)
= 1Yoy XZLLkarl‘YnnflJrla :fj#l)‘ (3.6)

Entao, se Dx_,y ¢ maior que zero, existe um caminho direto entre os processos, caso
contrario, a influéncia causal é através da variavel intermediaria. Além disso, se houver
uma causalidade direta entre X e Y, é possivel que Z nao cause Y e esta causalidade es-
piria esta sendo gerada por uma fonte comum: X. Portanto, Dz ,y precisa ser calculado.
Apos esses procedimentos, a conectividade do sistema pode ser capturada e reproduzida

em um mapa causal direcional, como ilustrado na Figura 3.1.

Z A

X—>Z—>Y
Y Y
(a) (b) ()

Figura 3.1 — Grafos de mapa causal direcional para os processos X, Y e Z quando ape-
nas Ix_,vy, Tx_z e Tz_,y sao maiores que zero. Além disso, as possiveis

situagoes de conectividade dos processos acontecem quando: (a) Dx_,y > 0;
(b) Dx_ v >0e Dg_y = O; (C) Dx_v = 0.
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3.3 Estimadores

Conforme exposto no capitulo 2, o processo de estimacao de medidas da Teoria da In-
formacao para variaveis continuas requer atengao, uma vez que solucoes aparentemente
simples, como discretizacao dos dados, podem comprometer as estimativas. Além disso,
entre os quatro estimadores discutidos, o estimador para entropia diferencial proposto
por Kozachenko e Leonenko (1987) [11] (baseado nas distancias dos vizinhos) foi o que
demonstrou melhor desempenho, isto porque é um estimador direto e sem restrigoes de

aplicabilidade. Nessa abordagem,
N

R(X) = (k) + (N) + log cq + % D “loge(i), (3.7)

i=1
em que ¥(-) é a fun¢do digamma, N é o numero total de amostras analisadas, ¢4 é o
volume da bola unitéria d-dimensional (para norma Euclidena c; = 7%2/T'(1 + d/2)) e

€(i) é duas vezes a distancia de z; ao seu k-ésimo vizinho.

Essa formulagao foi expandida em dois algoritmos para estimacao de informagao mutua
por Kraskov, Stogbauer e Grassberger (2004) [13]. Ambos os algoritmos, para estimar
informagao mutua entre duas variaveis aleatérias X e Y, usam a norma maxima para o

espago conjunto Z = (X,Y),

||z = 2'|| = max{||z — ||, |ly — ¥/[|},

contudo, qualquer norma pode ser usada para ||z — 2’|| e ||y — ¥'|| visto que os espagos
sao diferentes. Nesse contexto, utilizar-se-a4 a norma Euclidiana dada a sua ampla apli-
cabilidade na literatura. Seja €(i)/2 a distancia entre z; e seu k-ésimo vizinho, e €,(7)/2

e €,(i)/2 as distancias entre os mesmos pontos projetados nos subespagos X e Y, entdo,
€(i) = max{e, (i), €,(7)}.

O estimador para informagdo mutua, I(X,Y) = h(X) + h(Y) — h(X,Y), ¢é obtido
a partir da soma de estimativas conforme (3.7) para entropia diferencial. No espago

conjunto, a entropia diferencial é obtida substituindo d por d, + d, e ¢4 por ¢q,cq,,

N
(X, Y) = —p(k) + O(N) + log cq, ca, + dfﬁ;d@/ > "loge(i). (3.8)
=1

Contudo, para qualquer k fixo, a distancia entre uma amostra e o seu k-ésimo vizinho no

espago conjunto é maior do que no espago marginal. Desta forma, mantendo o k fixo, o

viés em E(X), /H(Y) e ﬁ(X, Y') néo é cancelado.

Portanto, a fim de minimizar esse viés, se houver n, (i) pontos dentro da regiao deli-
mitada pelas linhas verticais x = x; & €(i)/2 entao, €(i)/2 é a distancia entre x; e o seu

(ng (i) + 1)-ésimo vizinho, assim,

hX) = —% S 0na(i) + 1)+ Y(N) +logeu, + dﬁ S loge(i). (3.9)
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Figura 3.2 — Determinagao dos parametros para os estimadores propostos por Kraskov,
Stogbauer e Grassberger. (a) Considerando o primeiro algoritmo com k = 1,
ny =5 en, = 3; (b) Considerando o segundo algoritmo com k =2, n, =5
en, =4

A diferenca entre os dois algoritmos esta nas consideracoes de delimitacao da regiao
de busca de vizinhos. No primeiro algoritmo, n,(i) e n,(i) correspondem ao nimero de

pontos com ||z; — ;|| e ||y; — y;|| menores que €(i)/2, Figura 3.2a, e a estimativa é,

N [(ng (1) + 1) + (ny (1) + 1)] + Y (N), (3.10)

=1

IV(X;Y) = (k) -

em que N é o total de amostras analisadas. No segundo algoritmo, n,(7) e n,(i) corres-
pondem ao nimero de pontos com ||z; — z;|| < €,(7)/2 e ||y; —y;]| < €,(i)/2. Além disso,
€z € €, sao determinado com base no mesmo ponto, Figuras 3.2b, e a estimativa ¢ dada

por,

IP(X;Y) = (k) -

| =

- %Z )+ o)D) +P(N). @)

Em geral, as duas formulagoes apresentam resultados semelhantes, entretanto, em
dimensoes muito altas, €(i) tende a ser muito diferente das distdncias marginais, €,(i) e
€,(7), entao, nesse caso, é preferivel usar o segundo algoritmo [13]. Porém, nas aplicacoes
que serao exploradas ao longo deste capitulo, os processos estocasticos sao de dimensao
unitaria, entao, optou-se por explorar apenas as extensoes do primeiro algoritmo, para
estimacao de entropia de transferéncia, visto que sua formulagao computacional é mais

simples e objetiva.

Analogamente, Frenzel e Pompe (2007) [15] generalizam o primeiro algoritmo supra-

citado para formulacao do estimador para informacao mutua condicionada e, como con-
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sequéncia da formula¢do matematica (3.3), este estimador é também um estimador para

entropia de transferéncia,

foY = T(X;Y|Z)
% [h(n:(i) + 1) = (ne.(i) + 1) — d(ny. (1) + 1)}, (3.12)

=1

= )+

em que n,(i), ng. (1) e ny (1) sdo o namero de amostras inseridas nas regides projetadas

no subespaco Z, X7 e Y Z, respectivamente, e delimitadas pelo k-ésimo vizinho.

Seguindo a mesma formulagao, propoe-se o seguinte estimador para entropia de trans-

feréncia direta,

~

Dxy = I(X;Y|Z,W)

= U0+ 5 D 1) + 1) = Glaanli) + 1) = (gl + 1)), (3.13)

(A
e qUE N4y (1), Nz (1) € My (7) 580 0 Nimero de amostras inseridas nas regiodes projetadas

no subespago ZW, XZW e Y ZW  respectivamente, e delimitadas pelo k-ésimo vizinho.

3.4 Resultados

Nas aplicagoes subsequentes recorre-se estimadores (3.12) e (3.13), e em todas as situagoes
considerou-se k = 4. A escolha baseia-se no trabalho de Kraskov, Stogbauer e Grassberger
(2004) [13] que sugere que em aplicagoes praticas, deve-se escolher k& > 1 para reduzir
erros estatisticos, evitar valores altos de k£ e usar tipicamente k£ = 2, 3, ou 4. Por razoes
computacionais, os comprimentos das sequéncias de variaveis aleatérias analisadas foram

considerados iguais a 1.

3.4.1 Modelo Autorregressivo Tridimensional

Esta aplicacao é fundamentalmente importante pois, entre processos estocésticos Gaussi-
anos, podem ser obtidos os resultados analiticos das medidas de entropia de transferéncia
e entropia de transferéncia direta. Desta forma, é possivel analisar a confiabilidade dos

estimadores (3.12) e (3.13) para a anélise de causalidade e conectividade.
Considerando o modelo autorregressivo tridimensional,

Xn1 = aX, + 7735
i1 = O0Y% + €Z, + n?

em que 7.5,nY nZ ~ N(0;1), quando 0 < «, 3,7,d,¢ < 1 (polos definidos dentro do

circulo de raio unitério), existe fluxo de informagao direto de X para Y e de Y para Z, e

o fluxo de informacao de X para Z é indireto através da variavel intermediaria Y.
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x Ly e

Figura 3.3 — Grafo direcional do fluxo de informagao para o modelo autorregressivo tri-
dimensional (B.1) com a = 0.8, 8 = 0.6, vy =0.4, § = 0.5 e e = 0. Os dois
primeiros grafos sao resultantes do calculo da entropia de transferéncia que
representa a causalidade total do sistema. O tltimo grafo é obtido apés a
analise com a entropia de transferéncia direta e corresponde a causalidade
direta e verdadeira, interpretada como a conectividade do sistema.

A anélise tedrica de causalidade e conectividade desse sistema inicia com a definicao
arbitraria do conjunto de parametros que o descrevem, portanto, « = 0,8, 8 = 0,6,
v=20,4,0 =0,5ee=0. Analiticamente, a entropia de transferéncia, considerando todos
os possiveis pares de processos presentes nesse sistema, é dada por: Tx_,y = 0,2365 nats,
Ty_z = 0,2516 nats, Tx_—z = 0,0666 nats e Ty_x = Tz—x = Tz_y = 0. Assim, as

relagoes de causalidade sao: X causa Y, Y causa Z e X causa Z.

Embora sejam assumidos trés caminhos para o fluxo de informagao, eles nao repre-
sentam a conectividade verdadeira do sistema. Nesse caso, é necesséario verificar se existe
troca de informacao direta do processo X para Z, ou se o processo Y é uma variavel

intermediaria que esta influenciando esse fluxo de informacao.

Para tal analise, recorre-se & entropia de transferéncia direta. Visto que Dx_,z = 0,
entao, nao existe causalidade direta de X para Z. Portanto, conclui-se a analise teorica
obtendo como resultado o grafo de representagao da conectividade do sistema, ilustrado
na Figura 3.3. Um detalhamento analitico da entropia de transferéncia e entropia de

transferéncia direta é apresentado no Apéndice B.

Seguindo para a analise de convergéncia dos estimadores, sao simuladas 8000 amostras
de cada processo, dentre as quais foram descartadas as 3000 primeiras de modo a garantir
a estabilidade dos processos autorregressivos [27]. A medida que o ntimero de amostras
que compoe o processo de estimacao cresce, espera-se que as estimavas convirjam para os

valores analiticos.

As relagoes de causalidade sao identificadas por meio do estimador (3.12) e aquelas
estimativas negativas ou positivas e da ordem de 1072, considera-se que nio ha relacao
de causalidade entre os processos. Neste exemplo, para as estimativas positivas, essa
convergéncia é evidenciada no grafico da Figura 3.4. Além disso, as estimativas para

todas as possiveis relagoes de causalidade estao dispostas na Tabela 3.1.
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Figura 3.4 — Convergéncia do estimador de entropia de transferéncia baseado nas distan-
cias entre vizinho para para as relagoes com valores analiticos maiores que
zero: Tx_ov = 0,2365, Ty_z = 0,2516 and Tx_,z = 0, 0666.

Tabela 3.1 — Valores estimados de entropia de transferéncia usando o estimador (3.12)
para o sistema autorregressivo tridimensional (B.1) com a = 0.8, 8 = 0.6,
v=04,0=05ee=0.

’ H Tvlin%col ‘
X Y Z
NA 0.2357 | 0.0606

-0.0127 NA 0.2439

-0.0036 | -0.0361 | NA

N | >4

Assim como na anélise teorica, para determinar a conectividade verdadeira do sistema
é necessério determinar se existe causalidade direta entre X e Z. Essa relacao é identificada
por meio do estimador (3.13), e, novamente, em caso de estimativa negativa ou positivas
e da ordem de 1073, esta sera considerada nula. Visto que, ﬁxﬁz = —0, 0066, entao, nao
existe causalidade direta de X para Z. O grafo direcional de conectividade desse sistema,
obtido por meio de simulagao e desconsiderando qualquer conhecimento estatistico dos

processos, ¢ exatamente igual ao obtido analiticamente e apresentado na Figura 3.3.
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3.4.2 Causalidade e Conectividade em Sistema com Quatro Tanques

O sistema é composto por quatro reservatérios com agua conectados conforme ilustrado
na Figura 3.5. A bomba bombeia a dgua para os tanques 4 e 3, além disso, a vazao do

tanque 4 e tanque 3 é conduzida para as entradas do tanque 1 e tanque 2, respectivamente.

Cada tanque que compoe o sistema foi simulado de acordo com o modelo base dispo-
nibilizado pela MathWorks no qual, a 4gua entra pelo topo a uma taxa proporcional a
tensao aplicada & bomba e sai através de uma abertura na base do tanque a uma taxa
proporcional & raiz quadrada da altura da agua no tanque. A equacao diferencial que

descreve cada tanque é

d dh
Vol = A = bV — av'h (3.15)

em que Vol é o volume de agua, h é a altura de agua no tanque, V' é a tensao aplicada a
bomba, A é a area da secao transversal do tanque, b é uma constante relacionada a vazao

de entrada no tanque e a é uma constante relacionada a vazao de saida do tanque.

A Tabela 3.2 relaciona os parametros de operacgao de cada tanque para simulagao do
sistema. A bomba apresenta comportamento gaussiano, na qual, a taxa de fluxo da dgua

para fora da bomba varia com o valor médio 4 m?/s e variancia 0.1 m3/s.

As estimativas de entropia de transferéncia entre cada par dos processos x, hy, ha, hs
e hy estao dispostas na Tabela 3.3. Para aquelas estimativas negativas ou positivas e da

ordem de 1073, considera-se que nao ha relacao de causalidade entre os processos.

Tabela 3.2 — Parametros de operagao dos quatro tanques que compoem o sistema da
Figura 3.5 em que ¢ = 1, 2, 3, 4.

’ Parametro H Valor ‘

A; 1,44; 1,44; 2,25; 2,25
a; 1; 15 2; 2
b; 0,85; 0,6; 0,4; 0,9

Tabela 3.3 — Valores estimados de entropia de transferéncia usando o estimador (3.12)
para o sistema com quatro tanques ilustrado na Figura 3.5.

’ H T‘linﬁcol

h, h, hg hy e
h, NA 0,1017 | 0,0171 | 0,0086 | -0,0024
h, || 0,3618 NA 0,0013 | -0,0051 | -0,0003
hg || 0,3136 | 0,4269 NA -0,0037 | 0,0004
h, || 0,2001 | 0,2858 | -0,0045 NA -0,0018
x || -0,0487 | -0,0462 | 0,9229 | 1,0876 NA
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byx > T 4 bsx
* anque Tanque 3 ’
hy hs
asg\/ ha Tanque 1 Tanque 2 as\/ hs
hl h2
" a1/ hl as\/ h2

Bomba

Figura 3.5 — Esquemaético do sistema com quatro tanques (reservatorios) com dgua e uma
bomba cuja taxa de fluxo da 4gua varia com o valor médio 4 m? /s e variancia

0.1m3/s. em um comportamento gaussiano.
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/h4%h1
X
\hg%hz

Figura 3.6 — Grafo direcional do fluxo de informacao para o sistema com quatro tanques
com agua resultante do calculo da entropia de transferéncia que representa
a causalidade total do sistema.

Tabela 3.4 — Entropia de transferéncia direta para relagoes direcionais que podem ter uma
ou mais variaveis intermediarias.

H Processos intermediérios | Dx_y

h; — hy hs, hy, x 0,00005
hy — hy Iy, x 20,0002
hy — I by, by, x 0,0002
hy — Iy hy, X 0,0071
I, — hs X 0,0001
h4 — hl h2 0,0432
hs — hs h, 0,0689

Sendo assim, com base na Tabela 3.3, o fluxo de informagao nesse sistema é ilustrado
no grafo da Figura 3.6. Entretanto, o objetivo é identificar a verdadeira conectividade
do sistema, isto é, determinar se essas relacoes sao diretas ou indiretas. Para tal anélise,

recorre-se & entropia de transferéncia direta.

Na Tabela 3.4 estao relacionadas as estimativas da entropia de transferéncia direta
bem como os possiveis processos intermediarios entre um par de sinais. Da mesma forma,
aquelas estimativas negativas ou positivas e da ordem de 1073, considera-se que nao ha
relacao de conectividade entre os processos. As etapas de célculo e identificagao das vias

de fluxo de informacao sao apresentadas na Figura 3.7.

Primeiro verificou-se se a causalidade entre h; e hs é verdadeira e direta considerando
h3 como as possivel variavel intermediaria e hy e x como possiveis variaveis fonte comum.
Visto que a entropia de transferéncia direta ente hy e hy é muito pequena, conclui-se que
nao ha causalidade direta entre eles. Em seguida, investigou-se outras quatro relagoes
de causalidade direta de hy — h;, hy — hy, hg — h; e h;y — hg, contudo, todas
essas estimativas ou sao negativas ou sao pequenas, descartando-se assim, a conectividade

dessas variaveis.
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/h44’h1 /h4%h1 /h4%h1
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Figura 3.7 — Grafos direcionais do fluxo de informagao para o sistema com quatro tanques
com agua. O primeiro grafo é resultante do calculo da entropia de transfe-
réncia que representa a causalidade total do sistema. Os grafos seguintes sao
obtidos sequencialmente a partir da anélise de conectividade das variaveis
que estao interligadas por meio de uma seta vermelha. O tltimo grafo corres-
ponde a causalidade direta e verdadeira, interpretada como a conectividade
do sistema.
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Além disso, nao é necessario detectar se existe causalidade em © — hs e © — hy uma
vez que nao existe uma variavel intermedidria ou uma variével que é fonte comum em suas
vias. Por fim, com base em todas as estimativas conclui-se que, exceto pela causalidade
de hy — hi e h3 — ho, as demais causalidades detectadas sao indiretas ou espurias. O

ultimo grafo da Figura 3.7 corresponde & verdadeira conectividade do sistema.

3.4.3 Identificacao de Padrao para Diagndstico de Traumatismo Craniano

A lesdo cerebral traumatica (TBI, do inglés: Traumatic Brain Injury) é uma agressao nao
degenerativa e nao-congénita ao cérebro causada por uma for¢a mecanica externa, levando
a danos permanentes ou temporarios das func¢oes cognitivas, fisicas e psicossociais, com

um estado associado de redugao ou altera¢ao da consciéncia [45].

Informacoes sobre os casos de TBI no Brasil estao disponiveis no banco de dados
do Departamento de Informética do Sistema Unico de Satide (DATASUS), mantido pelo
Ministério da Saude e disponivel online em <http://datasus.saude.gov.br/>. Segundo os
registros, entre janeiro de 2008 e dezembro de 2016, ocorreram mais de 130 mil internagoes
hospitalares com diagnoéstico de TBI, correspondendo a uma incidéncia de 65,2 internacoes
por 100 mil habitantes por ano. Além disso, o custo médio das despesas hospitalares por

internacao foi de quase US$ 500 e a taxa de mortalidade foi de 7,6%.

Nesse cenario, com o objetivo de auxiliar no diagnoéstico médico, foram analisados
para individuos saudaveis e diagnosticados com TBI e lesoes associadas, sinais de pressao
sanguinea (ABP, do inglés: Arterial Blood Pressure) e eletrocardiograma (ECG). Estes
sinais integram dois bancos de dados de acesso livre da PhysioNet [46] e estao disponibili-
zados sob a licenga e dedicagao de dominio publico v1.0 (PDDL, do inglés: Public Domain
Dedication and License). Além disso, é oferecida uma biblioteca de fungdes (WEFDB, do
inglés: WaveForm DataBase), para leitura, escrita e processamento dos sinais fisiologicos

que compoem a PhysioNet [47].

No caso dos individuos saudéaveis e que nao apresentam sinais de doenca cardiovascular,
os sinais estao disponiveis na base de resposta fisiologica & mudangas na postura (PRCP,
do inglés: Physiologic Response to Changes in Posture) [48]. Enquanto que para os
individuos com diagnéstico de lesao craniana, os sinais estao disponiveis na base de dados
de sistema de informagao autorregulatério hemodinamico cerebral (CHARIS, do inglés:

Cerebral Haemodynamic Autoregulatory Information System) [49].

O conjunto de amostras dessas bases compreende vinte e um sujeitos (9 homens, 8
mulheres e 4 nao identificados) com idade média de 38,9 + 18,6 anos, entre os quais, dez
eram voluntarios saudaveis e onze com diagnostico de lesao cerebral traumética. Séries
temporais de sinais ABP e ECG para quatro voluntarios em cada banco de dados sao

apresentadas nas Figuras 3.8 e 3.9.
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Figura 3.8 — Sinais de pressao sanguinea (ABP) e eletrocardiograma (ECG) para indivi-
duos saudéaveis.
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Figura 3.9 — Sinais de pressao sanguinea (ABP) e eletrocardiograma (ECG) para indivi-
duos diagnosticados com traumatismo craniano e lesoes associadas.
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Tabela 3.5 — Média e desvio padrao de 10 amostras, cada uma com 30 segundos, para en-

tropia de transferéncia (em bits). Sao considerados os dois possiveis sentidos
de fluxo de informacao entre os sinais de ABP e ECG para cada voluntério
saudavel que compoe a base de dados PRCP.

’ Voluntario H ABP — ECG ‘ ECG — ABP ‘

12726

0,2063 & 0, 0303

0,3435 £ 0,0139

12734

0, 1244 £ 0, 0085

0,1340 £ 0,0165

12744

0,2849 + 0, 0086

0,3718 £+ 0,0093

12754

0,1890 £ 0, 0246

0,2765 £ 0,0311

12755

0,2686 £ 0, 0284

0,4015 £ 0,0335

12814

0,1488 £ 0,0075

0,2414 £ 0, 0158

12815

0, 1645 £ 0, 0069

0,3121 £ 0, 0362

12819

0,3095 & 0,0173

0,3707 & 0, 0286

12821

0,2748 £+ 0,0052

0,4431 £+ 0,0073

13960

0,1312 £ 0, 0242

0,3051 += 0, 0404

wEto

0,2102 = 0,0161

0,3200 + 0,0233

Tabela 3.6 — Média e desvio padrao de 10 amostras, cada uma com 30 segundos, para en-

tropia de transferéncia (em bits). Sao considerados os dois possiveis sentidos
de fluxo de informacao entre os sinais de ABP e ECG para cada voluntério
diagnosticado com TBI ou lesoes associadas que compoe a base de dados

CHARIS DB.

’ Voluntario H ABP — ECG ‘ ECG — ABP ‘

charis01

0,4945 £ 0, 1319

0,2652 £ 0, 1083

charis03

0,5935 & 0, 0585

0,3752 £ 0, 0211

charis04

0, 3548 £+ 0,0990

0,0305 £ 0, 0260

charis06

0,6110 +0,0514

0,4666 £ 0,0729

charisQ7

0,7500 £ 0,0514

0,5089 £ 0, 0384

charisO8

0,7672 £ 0, 0666

0,2403 £ 0, 0345

charis09

0,3529 £ 0,0731

0, 1000 £ 0, 0670

charis10

0,5762 & 0, 0698

0, 3665 & 0, 0323

charis11

0,7900 £ 0, 1111

0,4138 + 0, 0302

charis12

0, 1611 & 0, 0837

0,1244 £ 0, 0781

charis13

0,8637 £ 0,0601

0,5200 + 0, 0220

urto

0,5741 £0,0779

0,3101 £ 0, 0483
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0
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Figura 3.10 — Gréfico de barra de erro vertical para a média e o desvio padrao médio das
medidas de entropia de transferéncia para individuos saudéaveis e individuos
diagnosticados com TBI e lesoes associadas.

Portanto, com o auxilio da entropia de transferéncia, foram identificados padroes ao
que se refere a direcionalidade do fluxo de informacao entre os sinais de ABP e ECG,

permitindo assim, a caracterizacao de individuos saudaveis e com patologia.

Considerando os sinais fisiologicos de cada sujeito estimou-se a entropia de transfe-
réncia em ambas as direcionalidades para 10 amostras diferentes de 30 segundos cada e,

foram anotados a média () e o desvio padrao (o) das medidas nas Tabelas 3.5 e 3.6.

Para individuos saudéaveis, a entropia de transferéncia média no sentido ABP para
ECG é menor que no sentido ECG para ABP. Contundo, para pacientes diagnosticados
com TBI e lesoes associadas ocorre o inverso, a medida no sentido ABP para ECG é maior
que no sentido ECG para ABP. Além disso, o desvio padrao médio das estimativas de
causalidade dos sinais de pessoas saudaveis é menor quando comparadas as estimativas

dos sinais de individuos com patologia.

Na Figura 3.10 tém-se um grafico de barra de erro vertical no qual, o ponto central
representa a média e os valores méaximos e minimos indicam o desvio padrao médio das

medidas de entropia de transferéncia.
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3.5 Consideracoes

A identificagao das relagoes causais e da conectividade entre sinais continuos de um sis-
tema complexo é desafiador, visto que, em geral, o conhecimento sobre a dindmica subja-
cente é parcial. Entretanto, a teoria da informagao fornece uma variedade de abordagens
para medir essas relagoes entre séries temporais multivariadas, por exemplo, a entropia

de transferéncia.

De acordo com a abordagem apresentada, valores nao nulos da entropia de transferén-
cia indicam uma relagao de causalidade entre os sinais analisados e, valores nao nulos da
entropia de transferéncia direta indicam conectividade entre os sinais. O estudo analitico
de causalidade e conectividade do sistema tridimensional autorregressivo, combinado com
simulagoes que desconsideram qualquer conhecimento estatistico dos processos, é essencial
para demonstrar, nesses casos, a confiabilidade dos estimadores baseados nas distancias
de vizinhos, (3.12) e (3.13).

A deteccao de causalidade e conectividade no sistema com quatro reservatorios com
agua ¢é a aplicacao base para introduzir a discussao da aplicabilidade do método em
processos industriais. Assim como para a anélise do sistema autorregressivo, nesse caso
também foi possivel recuperar a conectividade dos sistemas assumindo o desconhecimento

estatistico dos processos.

Além disso, a partir dos resultados com sinais fisiologicos, pode-se introduzir uma
nova discussao sobre metodologias de suporte para decisao clinica em casos de lesoes
cerebrais. Embora, para as duas classes analisadas: saudéveis e com diagnostico de TBI,
o fluxo médio de informacgao no sentido ECG para ABP sejam aproximadamente iguais, o
suporte clinico esta em identificar, para os sinais de ABP e ECG, em qual direcionalidade

o fluxo de informagao é maior.
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Conclusoes

Um dos desafios da teoria da informagao é identificar causalidade entre sinais a partir
da estimacao de medidas de informacao. Esta dissertacao apresenta resultados ao que
concerne uma nova metodologia para estimagao de entropia diferencial de Shannon bem
como metodologia para andlise de causalidade em sinais biomédicos para diagnosticos de
lesoes cerebrais e, analise de causalidade e conectividade em sinais provenientes de um

sistema com quatro reservatérios com agua e uma bomba.

O capitulo 2 foi dedicado ao estudo e anéalise de quatro estimadores para entropia
diferencial de Shannon fundamentados em métodos como: histograma, suavizagao kernel,
distancias dos vizinhos mais préximos e aprendizado supervisionado de maquina. Além
disso, foi proposta uma metodologia para caracterizacao do suporte de uma variavel ale-
atoria a fim de expandir a aplicabilidade de algoritmos de aprendizado supervisionado,
como maquina de vetor de suporte (SVM, do inglés: Support Vector Machine), também
para estimacao da entropia diferencial de Shannon, que foi justificada a partir da propri-

edade de equipartigao assintotica (AEP, do inglés: Asymptotic Equipartition Property).

Com suporte na AEP, para variaveis aleatorias continuas a relagao entre entropia de
Rényi de ordem zero (logaritmo da medida de Lebesgue do suporte) e entropia diferencial
de Shannon (logaritmo do suporte efetivo) remete a caracterizagao do suporte no qual cada
medida se refere. A aplicabilidade dos estimadores e do método proposto foi evidenciado
a partir da simulacdo de 10° amostras independentes e identicamente distribuidas de
variaveis aleatorias continuas com densidade de probabilidade bem definida, dentre as

quais: exponencial, gamma, normal e uniforme.

Quando comparados os resultados obtidos para estimagao da entropia diferencial de
Shannon pelos quatro estimadores supracitados com o valor analitico, observou-se que o
algoritmo proposto forneceu resultados assintoticamente bons para as estimativas em sete
dos oito casos analisados. O tnico caso que nao convergiu, foi considerado um caso especial
e, aconteceu quando a funcao densidade de probabilidade tender a assumir valor infinito

para alguma realizacao. Nesse caso, o algoritmo estimou todo o suporte da distribuicao e
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a estimativa convergiu para a entropia de Rényi de ordem zero. Além disso, o algoritmo
proposto demandou mais tempo de processamento contudo, em algumas simulagoes o

método convergiu primeiramente em fun¢ao do niimero de amostras analisadas.

Ao longo do capitulo 3 foram utilizados os conceitos de entropia de transferéncia
e entropia de transferéncia direta para identificacao das relagoes de causalidade e co-
nectividade, respectivamente, entre varidveis continuas. O primeiro sistema analisado
foi um modelo autorregressivo tridimensional, fundamentalmente importante pois, entre
processos estocésticos gaussianos, é possivel obter os resultados analiticos das medidas de
informagao supracitadas. Desta forma, estas simulagoes, que desconsideravam qualquer
conhecimento estatistico dos processos, foram essenciais para demonstrar a confiabilidade
dos estimadores baseados nas distancias de vizinhos mais proximo na analise de causali-

dade e conectividade.

Também foi explorada a aplicabilidade da entropia de transferéncia como medida de
causalidade em sinais fisioloégicos para auxilio no diagndstico clinico em casos de lesoes
cerebral. A partir dos sinais de pressao sanguinea (ABP, do inglés: Arterial Blood Pres-
sure) e eletrocardiograma (ECG) de voluntario saudéaveis e diagnosticados com algum
tipo de les@o cerebral traumatica (TBI, do inglés: Traumatic Brain Injury), observou-se
um comportamento padrao no fluxo de informagao entre os dois sinais analisados. Isto é,
para individuos saudéveis, a entropia de transferéncia média no sentido ABP para ECG
é menor que no sentido ECG para ABP e para pacientes diagnosticados com TBI e lesoes
associadas ocorre o inverso, a medida no sentido ABP para ECG é maior que no sentido
ECG para ABP.

Identificar a conectividade verdadeira de um sistema é importante para distinguir se a
influéncia causal ocorre ao longo de uma via direta sem quaisquer variaveis intermediarias,
ou por vias indiretas através de variaveis intermediérias e/ou varidveis que sdo fonte
comum. Nesse sentido, diante da aplicacao analisada, um sistema com quatro tanques
com agua e uma bomba, foi possivel, utilizando abordagens da teoria da informacao,

recuperar fielmente a conectividade do sistema.

Desta forma, conclui-se que o trabalho alcangou os objetivos almejados e tras contri-

buigoes no cenario ao qual esta incluido.

4.1 Trabalhos Futuros

A pesquisa sobre anélise de causalidade e conectividade em sistemas com variaveis con-
tinuas é uma area ativa e ainda existem algumas questoes que nao foram totalmente

exploradas portanto, merecem atencao e continuidade da pesquisa, entre as quais:
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e Estimacao de medidas de informacgao

Quatro algoritmos para estimacao de entropia diferencial de Shannon foram abor-
dados, entre os quais, trés sao amplamente utilizados na literatura e um foi proposto
nessa dissertacao. Além disso, o algoritmo baseado nas distancias entre vizinhos foi
explorado para estimagao da entropia de transferéncia na analise de causalidade e
conectividade em sistemas continuos. Contudo, embora as estimativas convirjam
ao valor analitico para ambas as medidas de informacao supracitadas, cada algo-
ritmo apresenta limitagoes e portanto, esforcos ainda podem ser destinados para o

desenvolvimento de estimadores mais precisos e eficientes.

e Estimador SVM de uma classe para entropia diferencial

Foi proposto um método de caracterizacao para o algoritmo SVM de uma classe a
fim de aplica-lo na estimacao da entropia diferencial de Shannon. Embora em alguns
testes o algoritmo seja o primeiro a convergir em fun¢ao do nimero de amostras ana-
lisadas, quando a variavel aleatéria apresenta valor infinito na fungao densidade de
probabilidade para alguma realizagao, o algoritmo converge para entropia diferencial
de Rényi. Portanto, nesse cenario, pode-se aprimorar o método de caracterizacao do
suporte a partir de parametrizagoes mais eficazes e, explorar a analise matematica

de variancia e convergéncia do estimador.

e Analise de causalidade em sinais biomédicos

A aplicacao explorada nessa dissertacao visou introduzir um auxilio no diagnoéstico
de traumatismo craniano a partir da analise de causalidade dos sinais fisiologicos:
eletrocardiograma e pressao sanguinea. Nesse cenario, é necesséario validar a meto-
dologia proposta e expandir os resultados obtidos. Isso pode ser feito a partir da

analise de outras bases de dados e até mesmo a partir de ensaios reais.

e Analise de causalidade e conectividade em sinais de plantas industriais

A aplicagao explorada nessa dissertacao foi introdutoéria e analisou um sistema nao-
linear composto por quatro reservatérios com agua. Apesar de sistemas industriais
também terem sido explorados por Duan et al. (2013) [27], exploramos o uso do
estimador baseado nas distancias dos vizinhos nessa aplicacao. Nesse cenario, é
interessante investigar a deteccao de faltas a partir dos grafos de conectividade
reproduzidos. Além disso, é pertinente aumentar o grau de complexidade do sistema

analisado.

4.2 Producao Cientifica

Como resultado deste trabalho, dois artigos foram publicados ou aceitos em congresso

nacional da area, sendo eles:
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e “Transfer Entropy Characterization of TBI cases”
Autores: Milena M. Arruda, Luciana R. Veloso e Francisco M. de Assis

Publicado em: XXXV Simpésio Brasileiro de Telecomunicagoes e Processamento
de Sinais (SBrT), 2017.

e “Differential Entropy Estimation via One-Class SVM”
Autores: Milena M. Arruda, Luciana R. Veloso e Francisco M. de Assis

Aceito em: XXXVI Simposio Brasileiro de Telecomunicacoes e Processamento de
Sinais (SBrT), 2018.
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APENDICE A

Estimadores de Medidas de Informacao

A.1 Estimador Kozachenko-Leonenko

Considerando uma variavel aleatéria X com fungao densidade de probabilidade f(z) e
cujas distancias entre quaisquer duas realizagoes de X podem ser calculadas por meio de
alguma métrica, por exemplo, norma maxima ou norma Euclidiana, a entropia diferencial

segundo Shannon ¢é definida como:

W) = [ Fla)log f(a)ds (A1)

em que log é o logaritmo natural e expressa a entropia em nats. O estimador proposto
por Kozachenko e Leonenko (1987) [11] para a equagao A.1 objetiva determinar, para N

amostras de uma variavel aleatoria, uma média de log f(x), isto é:

h(X)=-N""! Zlom» (A2)

Para estimar log f(z;), os autores consideram que a distribui¢ao de probabilidade da

disténcia entre x; e seu k-ésimo vizinho, Py(€) é igual a chance de ter:

1. 1 amostra com distancia r € [¢/2,€/2 + de/2] até x;;
2. k — 1 outras amostras com distancias menores que r e;

3. N — k — 1 amostras com distancias maiores que r.

Portanto, seja p; a massa da bola centrada em x;, p;(€) = fl\&*ﬂf'lKe/? f(&)d¢, modela-se a

seguinte distribuicao trinomial:

(N —1)! " dp;(€)
Uk —-1NN—k—=1) de

Py(e)de = de x pi(€)* ' x (1 —pi(e) 1 (A3)
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O estimador do logaritmo da funcao densidade de probabilidade, 1@), é obtido

assumindo que f(x) é constante no entorno da amostra z;, assim:

pile) & cqe f(;), (A.4)

em que d é a dimensao da variavel aleatoria X e ¢y é o volume da bola unitaria d-

dimensional (para norma Euclideana c¢; = 7%2/T'(1 + d/2)).

Calculando o valor esperado do logaritmo em ambos os lados da equagao A.4, tém-se:

Elog f(x;) ~ log p;(€) — dElog € — log cq, (A.5)

mas,

Elog pi(€)) — / " Pu(e) log pi(e)de
= k ( Nk_l > /0 pi(G)kfl(l —pi(E))kafl logpi(e) dpi(E)
= P(k) - B(N), (A.6)

em que p; pode ser interpretada como uma variavel aleatoria beta-distribuida na qual, a

funcao densidade de probabilidade é:

k—1 N—k—1
pi (1—pi)
kN k) =
f(pl7k7 k) B(k’N _ k)

Portanto,

h(X) = —1(k) + (N) +logcq + % Z log €(7) (A.8)

i=1

em que €(i) é duas vezes a distancia entre x; e seu k-ésimo vizinho.

A.2 Estimador SVM de uma classe

O algoritmo SVM de uma classe foi proposto por Scholkopf et al. (2001) [16] para estimar

o suporte de uma distribuicao de grande dimensao.

Seja v um vetor d-dimensional de realizacoes de variaveis aleatorias definido por uma

matriz 1 X d, denominado vetor de treinamento,
v=|a 1y -0 g | (A.9)

e, vi,Va, -+, vy € YV em que N é o niimero de observagoes de v, VV é um subconjunto de
R? e d é a dimensao do vetor de treinamento. Uma funcao de mapeamento denominada,
U(-), mapeia esses vetores em um espago caracteristico de produto interno ¥V — F tal que

a imagem ¢ calculada por alguma funcao kernel [16],

k(vi,vi) = (¥ (vi), ¥(vj)), (A.10)
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em que (-) denomina o produto interno. Nesta dissertacdo foi utilizada a fungao kernel

gaussiana (RBF, do inglés: Radial Basis Function) dada por:

k(vi,v;) = e Mvimvill®, (A.11)

Duan et al. (2015) [17] recorre a técnica de validagdo cruzada para determinar -y na
equacao (A.11). Entretanto, visto que trata-se de um algoritmo de aprendizado supervisi-
onado, para aplicar a validagao cruzada no SVM de uma classe é necessario pré-especificar
uma taxa de acerto desejada e, em seguida, procurar o parametro cuja precisao de vali-

dacao cruzada é semelhante.

Contudo, especificar essa taxa é equivalente a razao entre a quantidade de pontos que
compoem o suporte das amostras e a quantidade total de pontos de uma regiao delimitada
na qual o suporte esté inserido, mas, essa configuracao nao é conhecida. Sendo assim, a

partir de simulagoes optou-se por utilizar v = 0, 1.

A ideia base do SVM de uma classe consiste em mapear o vetor de treinamento em
um espago caracteristico com o objetivo de separar os vetores da origem com margem

méxima. Para tanto, Scholkopf et al. (2001) [16] propde o seguinte problema quadratico,

1
min 5 Z OéiOéjk’(Vi, Vj)

a
vy

jel < < L =1
sujeito a 0 < «; < N Zai =1 (A.12)

em que « é um vetor com os coeficientes dos vetores de suporte e v € (0, 1) indica um

limite superior na fragdo de pontos de treinamento fora da regiao (outliers).

Os parametros e solugoes determinados a partir das equagoes (A.11) e (A.12) sdo
denominados modelo do sistema. Apoés determinacao do modelo, utiliza-se a funcao de
decis@o, f(v), para verificar quantos pontos em uma regiao de interesse e quantizada

fazem parte do conjunto de suporte do modelo,

f(v) =sgn (Z ai(vi, V) — P) ) (A.13)

em que p= > ; a;k(v;,v;) é a distancia entre o hiperplano modelado até a origem e,

1 >0
sgn(u) = = ' (A.14)
—1, caso contréario.

A regiao de interesse supracitada identifica a regiao maxima na qual o conjunto de
suporte esta definido. Esta regiao é delimitada por um limitante inferior (x;) e o limitante

superior (x,;) que s@o definidos como valores minimo e maximo das amostras contidas no
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Algoritmo 1: SVM de uma classe para estimacao de entropia

Entrada: X, nbins // X & uma matriz N xd
Saida: h
1v=0,1 // parédmetro do kernel
2 v=0,01 // fragdo de outliers
3 vbins =1
4 para ; = 1 até d faga
5 Determine os vetores de suporte e o § para X (:,1)
// Equagdes (A.12) e (A.15) ou (A.16)
// X(:,i) & um vetor coluna
6 Ib(i) = miny., X(:,7) — 9
7 | ub(i) = maxy, X(:,i)+0
o | o - st
9 vbins = vbins x A(i)

10 supp(X) = [Ib(1) : A(1) : ub(1)] x - -+ x [Ib(d) : A(d) : ub(d)]

// delimita a regido de busca de suporte
11 Determine os vetores de suporte para X // Equagdo (A.12)
12 n = |f(SPD(X)) == 1
13 h = log(n x vbins)
14 retorna h

vetor de treinamento compensados de um fator § de acordo com as seguintes desigualdades

N N

Z aie*WHVZb*Vz‘HQ < Z aief’YHvlb*anHz — 6*’752 (A_15)
=1 i=1

N N
Z e MVur—vill® Z e MIVe—Vmaal® — g=98% (A.16)
=1 =1

—~82 .. ~ .~
em que Vip = Viin — 0, Vup = Vimae +0 € €77 = p. Para delimitacdo dessa regido no
caso de varaveis multivariadas deve-se calcular p e § considerando variaveis unidimensi-
onais e entao ,determina-se o suporte maximo através do produto cartesiano das regioes

delimitadas em cada dimensao.

Em seguida, o suporte maximo é uniformemente quantizado em nbins intervalos de

volume A. Entao, a estimativa de entropia diferencial para uma variavel aleatéria é,

-~

h(X) =log(n, x A), (A.17)

em que n é o numero de pontos classificados como pertencentes & tnica classe treinada.
O Algoritmo 1 relaciona o pseudocodigo do estimador de entropia a partir do SVM de

uma classe para variaveis aleatorias multivariada.
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APENDICE B

Modelo Tridimensional Autorregressivo

Considerando o modelo autorregressivo tridimensional do estudo realizado no capitulo 3

secao 3.4.1,

Xnp1 = aX, + 777)5
Yoy = BX, + Y, + 777}: ) (B'l)
Zn+1 - (SYn + EZn + 775

em que nX,nY nZ ~ N(0;1), quando 0 < «,3,7,d,¢ < 1 (sistema é estével quando os

polos estao definidos dentro do circulo de raio unitario). Fazendo k& = [ = 1 o vetor
aleatorio para as analises de entropia de transferéncia e entropia de transferéncia direta é

(X0, Yo, Zny Xns1, Yor1, Zni1], cujas covariancias sao:

02 = cov (X,, X,) = aQ Opy = Oyz = cOV (X, Y),) = f‘_ﬁgg

O’Z =cov (Y, Y,) = w Opz = Oy = OV (X, 7)) = Cf_%

02 =cov(Zn, Z,) = —52 2?6:20 ptl Oys = Oy = cov (Yy, Z,) = ﬁéazﬁszﬁwa‘g
Oper = cov (X, Xpy1) = ao? Oprt = COV (X, Zny1) = 004y + €04
Oy = cov (Yy,, Yoi1) = Bog, + 702 Osgt = €OV (Zy, Xpi1) = @Oy,

0ot = COV (Zp, Zni1) = 60y, + €02 Oyt = cov (Y, Zpyq) = (503 + €0y,

Oyt = COV (X, Y1) = B2 + 704y Ouyt = OV (Zpn, Y1) = B0s. + Y0y

Oyat = cov (Vy,, Xop1) = a0y,

Na analise ja realizada foi visto que nesse caso existe fluxo de informacao direto de
X para Y e de Y para Z, e o fluxo de informagao de X para Z ¢é indireto através da
varidvel intermediaria Y. Portanto, tém-se as seguintes expressoes analiticas para todas
as relagoes de entropia de transferéncia e para a relagao que é maior que zero de entropia

de transferéncia direta:
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1 feov ([Xn, Yal) [lcov (Y41, Yo]) |

Txoy = =1
YT 2 Joov (Y, X, Yal) [lov (V) |
1 1 —a*y? + 203y + a4t — a? — 208%y — 20y + 4282 + 1
= — 10 — ?
5 8 (ay = 1)(ya? — a2 +yaf? —ya + % + 1)
T _ L eov ([Xn, Ya)) lleov ([Xnqa, X)) |
b 27 eov ([Xnt1, Xn, Ya]) [|cov ([Xy]) |
1
= élogl =0,
1 XTL? Zn Zn 7Z’I’L
e Ly l00v (X Za) oy ([Zac1, 2]

3% Jeot (Zurs. X Z2]) feov ([Z)
_ llog (—a?B329%5% + a2 320% — a®y* + a?926% + a®y? + 2093 — 20762 — 2ary
2 (ay — 1)(=a®y3 + 3902 + o®y + a?9? — 0262 — a?
+6252 _ 72 + 52 + 1)(—@4’}/4 + 044’)/254 + 20447252 + 044”)/2 + 20[373 - 20[3754
+af2y0% + ay? — ayd? — ay + f202 — 2 + 0% 4 1) (—a?[F2202
—40376% — 203y + 202324252 + oyt — a?y20t — 2024257 — 20242 + o2t
+a?[204 + a2820% — a2yt 4 a?920* + 20?9202 4+ a?y? — 2052764
+2028% + a? 4 208%76* — 207 + 2ay0* + 4ayd? + 2ary — 6t — 25%5%
+2ay3 — 290 — dayd? — 2ary + [0 + 2520% + 23262
—2%6% + 42 — 61 — 262 — 1)
—2 4+ 04 +202+1) ’
rr e = Lo leov (DX Za) llcov (Ko, Xa)
27 Jeov ([Xn1, Xn, Zn]) [[cov ([X,]) |

1
= —logl=0,

2

Log |cov ([Yn, Zn]) llcov ([Zn11, Z0]) |
27 |eov ([Zng1, Y, Zn]) [lcov ([Zn]) |
1

2

TY—)Z -

—atyt - aty20t + 2049202 + aty? + 20393 — 203960 — 403452 — 203y
(ay — 1)(—ay3 + a®y0% + o®y + a?y?
120262726% + a2t — a24284 — 202726 — 20272 + 284 + 2026 + o + 20525
—a26? — a? + aff2y02 + ayd — avyo?
2073 + 2070* + 4ayd? + 20y — B0 — 28262 — 23257 + 42 — 5t — 267 — 1
—ay + 5262 — A2 + 02+ 1
1 Jeov (Yo Za) llcov (Vasr, Ya) |
Tz .y = glog
27 [eov ([Yar1, Y, Zn]) [[cov ([Ya]) |

log

= 0
2 Y

1 Jeov (X, Yo Za)) |eov ([Znsn, Yo Z0]) |
2 |COV([Zn+1?Xn7YmZn]) HCOV([YmZn])’

DX—)Z -

—11 1=0
= 5logl=0.
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