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Resumo

Nesta tese de doutorado sdo investigadas aplicacOes de cddigos algébrico-geométricos
na construcao de cddigos estabilizadores, codigos quanticos assistidos por emaranhamento e
codigos convolucionais cldssicos e quanticos. Uma andlise comparativa dos cédigos criados
com os codigos presentes na literatura também € feita. O primeiro resultado mostrado €
sobre a obtencdo de novos codigos algébrico-geométricos a partir de consideracdes sobre
divisores de corpos de funcdes. Posteriormente, para a classe de cddigos estabilizadores, dois
tipos de métodos de construcdes de codigos estabilizadores com comprimento finito, € um
para andlise assintética de codigos derivados de uma torre de codigos algébrico-gemétricos,
sdo apresentados. Essa andlise assintdtica é feita sobre expansdao de codigos algébrico-
geométricos, o que difere dos trabalhos anteriores da literatura. Partindo para os cdédigos
quanticos assistidos por emaranhamento, ¢ mostrado que a utilizacdo de cddigos algébrico-
geométricos na constru¢do de codigos quanticos assistidos por emaranhamento € possivel
através de um resultado mostrado também nesta tese. Com isso, sdo construidas trés familias
de codigos quanticos assistidos por emaranhamento utilizando a constru¢do euclidiana destes
codigos quanticos, além de mais uma pela construcdo hermitiana. Também € mostrado a
existéncia de uma familia assintoticamente boa, em termos de taxa e emaranhamento relativo,
de codigos quanticos assistidos por emaranhamento. Cédigos ciclicos também sdo aplicados na
constru¢do de cddigos quanticos assistidos por emaranhamento. Descrevendo cddigos ciclicos
via conjunto de defini¢do € possivel diminuir a complexidade de criacdo e descricao dos c6digos
quanticos criados. Duas familias com pardmetros 6timos sdo construidas através da utilizacdo
de cddigos ciclicos. Por fim, para a construcio de c6digos convolucionais cldssicos via c6digos
de blocos, € utilizado o método de construgdo proposto inicialmente por Piret. Uma andlise
deste método é feita por meio da construcio de uma matriz geradora na forma candnica
controladora e pelo célculo da identidade de MacWilliams. Aplicando cddigos algébrico-
geométricos ao método de Piret sdo criados novos cddigos convolucionais com parametros
melhores que os cddigos convolucionais existentes na literatura. Também sdo construidos

cddigos convolucionais quanticos a partir de codigos algébrico-geométricos.

Palavras-Chave:  Codigos Algébrico-Geométricos, Cddigos Estabilizadores, Cdédigos

Quanticos Assistidos por Emaranhamento e Codigos Convolucionais Cléssicos e Quanticos.



Abstract

In this thesis, applications of algebraic geometry codes in the construction of stabilizer
codes, entanglement-assisted quantum error correcting codes, and classical and quantum
convolutional codes are investigated. A comparative analysis of the codes created with the codes
present in the literature is also made. The first result shown is about obtaining new algebraic
geometry codes from considering divisors from algebraic function field with some properties.
In the following, for the class of stabilizer code, two types of finite-length stabilizer code are
constructed and a asymptotic analysis of codes derived from a tower of algebraic geometry
are presented. This asymptotic analysis is made from the expansion of algebraic geometry
codes, which differs from previous works in the literature. In the area of entanglement-assisted
quantum codes, it is shown that the use of algebraic geometry codes in the construction of
entanglement-assisted quantum codes is possible through a result also shown in this thesis.
Applying this result, three families of entanglement-assisted quantum codes are constructed
using the Euclidean construction of these quantum codes, and one more by the Hermitian
construction. It is shown the existence of an asymptotically good family, in terms of rate
and relative entanglement, of quantum codes assisted by entanglement. Cyclic codes are also
applied in the construction of entanglement-assisted quantum codes. By describing cyclic codes
via the defining set, it is possible to easily create and describe the quantum codes created.
Two families with optimal parameters are constructed using cyclic codes. Finally, for the
construction of classical convolutional codes via block codes, the method proposed by Piret is
used. An analysis of this method is made by constructing a generating matrix in the controller
canonical form and by computing the MacWilliams identity. As shown, applying algebraic
geometry codes to the Piret method create new convolutional codes with better parameters than
existing ones in the literature. Quantum convolutional codes are also constructed from algebraic

geometry codes.

Key-Words: Algebraic Geometry Codes, Stabilizer Codes, Entanglement-Assisted Quantum

Error Correcting Codes, and Classical and Quantum Convolutional Codes.
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CAPITULO 1

Introducao

1.1 — Motivacao e Contextualizacao

Singularidades s3o eventos que mudam totalmente o meio em que estdo inseridas.
Estas impdem mudancas nos meios social, comercial e tecnoldgico que sdo, muitas vezes,
imprevisiveis. Isso também ocorre nas esferas cientificas. O artigo de Claude Elwood Shannon,
publicado em 1948, com certeza foi uma dessas singularidades [1]. Publicado no Bell System
Technical Journal, e contendo alguns dos resultados da sua pesquisa durante a Segunda Guerra
Mundial, esse artigo é o marco histérico da criacdo da Teoria da Informacao. Claude Shannon
apresentou no artigo diversas medidas de informacdo que sdo utilizadas até hoje, tais como
entropia, informacdo mutua e capacidade de canal. Além disso, ele demonstrou o Teorema
de Codificacdo de Canal Ruidoso, no qual diz que, para qualquer nivel de contaminacdo do
ruido sobre um canal, é possivel transmitir informacdo de forma confidvel por meio de uma
codificacdo de canal. Entretanto, no referido artigo ele ndo mostra como construir tais c6digos
para canal; este trabalho vem sendo realizado por outros pesquisadores também historicamente
importantes.

A Teoria de Cddigos para canal (também denominada de cddigos para correcdo e/ou
controle de erros) teve como trabalho pioneiro o artigo de Richard W. Hamming, publicado
em 1950 [2]. Esse trabalho de Hamming fundamentou vérias ideias, tais como a de distancia
entre palavras-cddigo e equivaléncia entre codigos, além de propor o cddigo que leva seu
nome, o codigo de Hamming. Posteriormente, foram introduzidos na literatura o cédigo de
Reed-Solomon (RS) [3], o cédigo Bose-Chaudhuri-Hocquenghem (BCH) [4, 5], os cddigos
de Goppa [6], entre outros. A procura por c6digos com bons parametros sempre estimulou
diversos trabalhos na literatura. Assim, Goppa notou que c6digos derivados de curvas algébricas
forneciam uma fonte consistente para cédigos com parametros (assintoticamente) bons, o que
fez com que surgisse os cddigos algébrico-geométricos (AG, do inglés algebraic geometric
codes) [7, 8].

Cdédigos AG formam uma subclasse da familia de cédigos lineares. Tais codigos utilizam
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técnicas e recursos de Algebra e Geometria Algébrica para a construcio de cédigos com
diversas propriedades e caracteristicas. Muitas das técnicas utilizadas na criacdo de cédigos
AG si3o matematicamente elegantes; porém, exigem um conhecimento bastante aprofundado
da matemadtica em que se baseiam. Em poucas palavras, os codigos AG utilizam as ideias
relacionadas as curvas algébricas, tais como pontos racionais, divisores e género. O interesse
cientifico abrangente por essa classe de c6digos ocorreu quando M. Tsfasman, S. G. Vladuts e
T. Zink mostraram [9], em 1982, a existéncia de familias infinitas de c6digos AG que excedem
o limitante de Gilbert-Varshamov [10, 11]. Esse foi o primeiro momento em que uma classe
de codigos obteve tal feito. Além da drea de comunicacdes, cddigos AG podem ser utilizados
nas areas de Criptografia de Chave Publica [12, 13] e de Computagdo e Informagdo Quanticas
[14-16].

O nivel de miniaturizacdo dos dispositivos de comunicacio e de computacdo fez com que
surgisse uma nova singularidade cientifica, a criacdo das dreas de computacio e informacao
quanticas. Teoria da Informac¢do Quantica possui uma subdrea que € denominada codificacao
quantica para canal. O surgimento de codigos para correcdo de erros quanticos (ou codigos
quanticos, por simplicidade) ocorreu devido a necessidade de proteger computadores quanticos
da acdo de ruidos internos e externos, pois esse € o tinico método para construir computadores
quanticos de médio e grande porte, com altos niveis de confiabilidade. O primeiro desses
cddigos foi desenvolvido por Peter Shor, em 1995 [17] e por Steane, em 1996 [18]. Porém,
foil somente com a criagdo dos codigos CSS feita por R. Calderbank, P. Shor e A. Steane
[19] e sua generalizacdo, denominada c6digos estabilizadores quanticos (ou somente codigos
estabilizadores), por Daniel Gottesman [20], que a drea teve um avango significativo. Diversos
trabalhos académicos que vieram posteriormente empenharam-se na aplicacdo de tais métodos
de construcao para a criagdo de novos cddigos quanticos [21-23]. A utilizacdo de codigos AG
para construir cédigos estabilizadores também € encontrada na literatura [24—-33]. Entretanto,
esses artigos lidam com cdédigos AG de 1 ou 2 lugares racionais. Assim sendo, uma
generalizagdo para codigos AG de t-lugares racionais e de lugares ndo-racionais ndo existia,
além da construcdo de cédigos estabilizadores assintoticamente bons derivados de cédigos AG
com certas propriedades.

Cédigos estabilizadores possuem propriedades uteis e praticas de forma a que possam ser
eficientemente utilizados em computadores quanticos e sistemas de comunicagdes quanticas.
Entretanto, sua capacidade de correcao pode ser melhorada se pares de estados emaranhados
forem compartilhados entre o transmissor e receptor antes do processo de comunicagdo.
Cédigos quanticos que utilizam tais pares de estados emaranhados sdo denominados cédigos
quanticos assistidos por emaranhamento (c6digos QUENTA!). Além dessa melhoria de
capacidade de correcdo, esses codigos atingem o limitante hashing [34, 35] e violam o limitante

quantico de Hamming [36]. O primeiro c6digo QUENTA foi proposto por Bowen [37], seguido

'Também é possivel encontrar na literatura a denominacio cédigos EAQEC. Porém, por motivos de fonética
do acronimo anterior, optou-se por codigos QUENTA.
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pelo artigo de Fattal, et al. [38]. O formalismo estabilizador para cédigos QUENTA foi
criado por Brun et al. [39], em que foi mostrado que para a criagdo de codigos QUENTA
nao h4 a necessidade da hipdtese de auto-dualidade como € presente em codigos estabilizadores
[40]. Wilde e Brun [41] propuseram dois métodos de criacio de c6digos QUENTA a partir de
codigos lineares, os quais sdo denominados métodos de constru¢do euclidiano e hermitiano.
A generalizacdo do formalismo estabilizador para cddigos quanticos definidos sobre qudits
foi recentemente apresentada a academia por meio do trabalho de Galindo, ef al. [42] Esse
trabalho mostra que ainda hd muito a ser produzido na area de cdigos QUENTA. Depois desses
trabalhos de Brun et al., diversos artigos focaram na constru¢cdo de cédigos QUENTA com
base em cddigos lineares [41, 43—46]. Entretanto, analises de codigos QUENTA ¢-érios foram
feitas somente recentementes [43, 45-52]. Em particular, ndo havia trabalhos com a utiliza¢ao
explicita de cdédigos algébrico-geométricos, o que fornece uma oportunidade de criacdo de
cddigos que tenham comprimentos grandes, quando comparados sobre 0 mesmo corpo finito, e
sejam assintoticamente bons.

Sobre o paradigma da Mecanica Quantica, existe outra classe de cddigos corretores de
erros, os quais sdo denominados cddigos convolucionais quanticos. Tais cédigos podem ser
utilizados em comunicagcdes quanticas, pois seus processos de codificacdo e decodificagdo
podem ser feitos online. Um dos primeiros trabalhos a ter relevancia na drea foi o de H.
Ollivier e J.-P. Tillich [53]. Diversas pesquisas vieram posteriormente [54—57]. Em 2007, Aly,
et al. generalizaram o método proposto por Piret [58], o qual consiste em construir codigos
convolucionais cldssicos a partir de cédigos de bloco [59]. Vdrios trabalhos existentes na
literatura utilizam essa constru¢@o de Piret para obter novos cédigos convolucionais cldssicos e
quanticos [22, 32, 60, 61]. Entretanto, ndo existiam, na época, trabalhos utilizando cédigos AG
para a constru¢cdo de c6digos convolucionais quanticos. Além disso, a constru¢iao de codigos
convolucionais pelo método de Piret utilizando cédigos AG também ndo existia na literatura.

Cadigos estabilizadores, assistidos ou ndo por emaranhamento, € c6digos convolucionais
classicos e quanticos sdo essenciais tanto para o desenvolvimento de computadores quanticos
quanto para a drea de comunicagdes quanticas. Assim, esta tese almeja a ampliacdo das
ferramentas fundamentais para esse desenvolvimento. O objetivo aqui é dar suporte a mais
nova singularidade cientifica de Teoria da Informacdo, a qual ja estd mudando o mundo ao

nosso redor.

1.2 — Objetivos
Com base no que foi apresentado, os objetivos gerais desta tese de doutorado sdo

1. Desenvolver métodos de constru¢ao de cédigos algébrico-geométricos de forma a gerar
propriedades atrativeis para a constru¢do de cédigos de outras dreas de codificacdo, tais

como cddigos quanticos e convolucionais.
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2.

Generalizar alguns resultados sobre codigos estabilizadores utilizando c6digos algébrico-

geométricos.

Aplicar a descri¢ao de conjunto de defini¢do de cédigos ciclicos de forma a simplificar a
descricao dos parametros dos c6digos assistidos por emaranhamento construidos a partir
destes codigos ciclicos. Andlise comparativa dos cédigos contruidos com os existentes

na literatura.

Criar, pela primeira vez na literatura, c6digos quanticos assistidos por emaranhamento
a partir de cddigos algébrico-geométricos. Fazer uma andlise para codigos com

comprimento finito e uma andlise assintética.

Construir um codificador na forma canoOnica controladora e calcular a identidade de
MacWilliams para o os cdédigos convolucionais derivados do método de construcio

proposto por Piret.

Utilizar cddigos algébrico-geométricos no método de construgdo de cddigos
convolucionais de Piret para obter cddigos com distincia livre superior aos da literatura.
Aplicar puncionamento, extensdo, expansao e produto a cédigos algébrico-geométricos

para construir c6digos convolucionais com uma maior diversidade de pardmetros.

Gerar familias de cddigos quanticos convolucionais utilizando cédigos algébrico-

geométricos e comparar os parametros de tais codigos com os existentes na literatura.

1.3 — Organizacao do Trabalho

Nesta tese, a aplicac@o de codigos algébrico-geométricos na construcdo de novos codigos

pertencentes as classes de cédigos estabilizadores, quanticos assistidos por emaranhamento e

convolucionais cldssicos e quanticos € feita. Os Capitulos 2 e 3 apresentam uma mescla entre a

fundamentacgdo tedrica necessdria para o entendimento da pesquisa efetuada e alguns resultados

obtidos relacionados a cédigos algébrico-geométricos e estabilizadores. Os Capitulos 4 e 5

utilizam essa fundamentagdo tedrica para firmar a constru¢do de novos codigos quanticos

assistidos por emaranhamento e convolucionais classicos e quanticos, respectivamente. Por

fim, o Capitulo 6 apresenta as consideracdes finais e os possiveis trabalhos futuros a serem

feitos a partir desta tese. O detalhamento da organizacgdo desta tese € apresentado a seguir:

Capitulo 2: A teoria de codigos lineares, codigos ciclicos e cédigos algébrico-geométricos

¢é construida e explanada. Sao apresentados limitantes inferiores e superiores para estes
codigos que serdo utilizados ou generalizados nos capitulos seguintes. Por fim, sdo

descritas trés novas construgdes de codigos algébrico-geométricos;
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Capitulo 3: Apresenta o formalismo estabilizador para os cédigos quénticos utilizados
nesta tese. E feita uma generalizagio dos limitantes apresentados no capitulo anterior para
c6digos quanticos estabilizadores. Em seguida, sdo expostos novos cddigos quanticos
estabilizadores via codigos algébrico-geométricos para situagdes de comprimento finito e

analise assintotica;

Capitulo 4: Por meio de uma motivagdo exemplificativa, € construido intuitivamente o
formalismo estabilizador para c6digos quanticos quando estes utilizam emaranhamento
como fonte auxiliar aos processos de codificagdo e decodificagdo. Dois métodos
gerais de construcao de c6digos quanticos assistidos por emaranhamento sdo mostrados.
Utilizando esses métodos em cddigos ciclicos e cdodigos algébrico-geométricos, é
criada uma variedade de c6digos quanticos com pardmetros bons. No final do
capitulo, ¢ demonstrada a existéncia de codigos quanticos assistidos por emaranhados

assintoticamente bons em termos de taxa, distincia relativa e emaranhamento relativo;

Capitulo 5: Cddigos convolucionais sdao descritos via matrizes geradora e de verificagdo
de paridade. E apresentado o método de construcio de cdigos convolucionais a partir
de cédigos de bloco de Piret. Uma andlise deste método ¢ feita por meio da construg¢ao
de uma matriz geradora na forma candnica controladora e pelo cdlculo da identidade de
MacWilliams. Com a utilizagcdo de codigos algébrico-geométricos sao construidas varias

familias de cédigos convolucionais cldssicos e quanticos;

Capitulo 6: E encerrada a tese com consideracdes sobre os resultados obtidos e sobre

trabalhos futuros em potencial.

1.4 — Lista de Publicacoes

1.4.1 — Publicacoes e Submissoes em Revistas

¢ Francisco Revson F. Pereira, Giuliano G. La Guardia, and Francisco M. de Assis.
“Classical and Quantum Convolutional Codes Derived from Algebraic Geometry Codes,”
IEEE Transactions on Communications, vol. 67, no. 1, pp. 73-82, Jan. 2019. Veja a
Ref. [62];

* Giuliano G. La Guardia, Francisco Revson F. Pereira, “Good and asymptotically
good quantum codes derived from algebraic geometry codes,” Quantum Information
Processing, vol. 16, no. 6, article no. 165, June 2017. Veja a Ref. [63];

e Francisco Revson F. Pereira, Ruud Pellikaan, Giuliano G. La Guardia, Francisco M.
de Assis, “Entanglement-assisted Quantum Codes from Algebraic Geometry Codes,”
arXiv:1907.06357, July 2019. (Submetido para IEEE Transactions on Information
Theory). Veja a Ref. [64];
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* Francisco Revson F. Pereira, “Entanglement-assisted Quantum Codes from Cyclic
Codes,” arXiv:1911.06384, Nov. 2019. (Submetido para International Journal of
Quantum Information). Veja a Ref. [65].

1.4.2 — Publicacoes em Eventos

¢ Francisco Revson F. Pereira, Ruud Pellikaan, Giuliano G. La Guardia, Francisco M.
de Assis, “Application of Complementary Dual AG Codes to Entanglement-Assisted
Quantum Codes,” in Proceedings of the IEEE International Symposium on Information
Theory, pp. 2559-2563, Paris, France, 2019;

¢ Francisco Revson F. Pereira, Ruud Pellikaan, Giuliano G. La Guardia, Francisco M.
de Assis, “Entanglement-assisted Quantum Codes from Algebraic Geometry Codes,” in
Proceedings of the WCC 2019: The Eleventh International Workshop on Coding and
Cryptography, Saint-Jacut-de-la-Mer, France, 2019;

* Francisco Revson F. Pereira, Giuliano G. La Guardia, “Cdédigos Convolucionais
Quanticos Derivados de Codigos Algébrico-Geométricos,” in Proceedings of the XXXVI
Simpaosio Brasileiro de Telecomunicacoes e Processamento de Sinais, Campina Grande,
Brasil, 2018;

* Francisco Revson F. Pereira, Giuliano G. La Guardia, “Novos Cédigos Convolucionais
Derivados de Cddigos Algébrico-Geométricos,” in Proceedings of the XXXV Simpdsio

Brasileiro de Telecomunicacoes e Processamento de Sinais, Sao Pedro, Brasil, 2017.



CAPITULO 2

Codigos de Bloco Lineares

Este capitulo apresenta, caracteriza e quantifica c6digos de bloco. Inicialmente sdo descritos
a estrutura e parametros dos cédigos de bloco e, em particular, de cédigos lineares. Relacdes
existentes entre matrizes geradora e de verificacao de paridade sdao relembradas. Posteriormente,
apresentamos exemplos concretos de cddigos ciclicos, tais como os cddigos Bose-Chaudhuri-
Hocquenghem (BCH, por simplicidade), Reed-Solomon e algébrico-geométrico. O foco deste
capitulo € direcionado para o estudo dos cddigos algébrico geométricos. Por este motivo,
sdo mostrados detalhes da estrutura algébrica necessdria na construcio destes codigos, tais
como a definicdo de lugar, divisores e espaco de Riemann-Roch, além das relagdes entre
os parametros de um cddigo algébrico-geométrico e de seu respectivo dual euclidiano. Por
fim, novos resultados sobre a constru¢ao de codigos algébrico-geométricos a partir de codigos
algébrico-geométricos j4 existentes sdo apresentados no Teorema 2.6 e Proposi¢oes 2.14 e 2.15.
O Teorema 2.6 estd contido na publicacdo [62] e as Proposicdes 2.14 e 2.15 estdo na
publicacdo [64], ambas tendo o autor desta tese como um dos co-autores. Para o leitor que
desejar se aprofundar em cdédigos lineares e, em particular, em c6digos algébrico-geométricos,

recomendamos as Refs. [66-71].

2.1 — Caodigos de Bloco Classicos

2.1.1 - Conceitos Introdutorios

Definicao 2.1 Um cddigo q-drio de comprimento n é um subconjunto C C A", em que A é um
conjunto com q elementos denominado alfabeto. Os elementos de C sdo denominados palavras-
codigo.

Geralmente, considera-se que o conjunto A € o corpo finito (ou campo de Galois) IF,.

Definicao 2.2 Seja C um codigo de comprimento n. A taxa de informagdo é definida por

R(C) = logy €1 2.1)

n
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Exemplo 2.1 Sejam v, = (1,0,0,0,1,1,1), vo = (0,1,0,0,1,0,1), v3 = (0,0,1,0,1,1,0)
e vy = (0,0,0,1,0,1,1) vetores linearmente independentes de Fi. O cédigo formado por
todas combinagoes lineares (em F,) destes vetores é conhecido como codigo de Hamming
em dimensdo 7. A cardinalidade de C é 2* = 16, o que torna C um cédigo com taxa

R(C) = log+16 = ‘—;. Uma possivel palvra-cédigo é o vetor c = vy + v3 = (1,0,1,0,0,0, 1).

Definicao 2.3 Um cddigo C serd denominado codigo linear se for um subespago vetorial de
F7.
q

Assim, se C é um subespago vetorial de F? de dimenséo k, entdo |C| = ¢*, em que | - |
denota a cardinalidade do conjunto em questdo. Aplicando esse resultado na férmula da taxa
de informagdo obtém-se R(C) = k/n, o que é normalmente encontrado em livros-texto. Se
{co,...,cr_1} é uma base de C, entdo toda palavra-cédigo pode ser escrita de maneira tinica

como combinagdo linear dos elementos da base, ou seja,
apCo + -+ + + Ak—1Ck—1, (2.2)

em que ao, . .., a;—1 € .

A capacidade de correcdo de erros de um c6digo depende do tipo do canal ao qual a palavra-
cddigo serd enviada e do algoritmo de decodificagdo utilizado. Entretanto, para os casos mais
comuns, tais como quando o canal € aditivo e o algoritmo de decodificacio € o de decodificacdo
Unica, existe uma relacdo direta entre a capacidade de decodificacdo e a distdncia minima do

cddigo. Essa distancia minima € geralmente definida mediante a métrica de Hamming.

Defini¢iio 2.4 Sejam x = (zo,...,7n-1) €y = (Yo,---,Yn—1) dois vetores de F};. Entdo a

métrica de Hamming é definida como sendo
dHamming(X7 Y) = |{Z € 7é Yi, 0 S { S n — 1}| (23)

Neste trabalho, ao invés de adotarmos a notagao dyamming (-, -) preferiremos a notagao d(-, -).

Definicao 2.5 Seja C um codigo. A distancia minima de C é dada por
dpin(C) = d(C) ;== min{d(x,y): x,y € C, X £ y}. (2.4)

Seja x € Fj um vetor. Entdo seu peso de Hamming € dado pelo nimero de coordenadas

nao-nulas. Se C € um c6digo linear, entdo é possivel mostrar que
d(C) = wt(C), (2.5)

em que wt(C) é o menor peso de todas as palavras-cédigo de C a menos do vetor nulo.
A partir deste momento é possivel definir a notacio amplamente utilizada para cédigos

lineares e seus parametros.
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Defini¢io 2.6 Sejam F, um corpo finito e C C ¥} um cédigo linear. Os pardmetros do cédigo
linear C sdo descritos pela terna de inteiros positivos [n, k,d|,, em que n é o comprimento do

codigo, k é a dimensdo de C sobre I, e d representa a distancia minima de C.

Exemplo 2.2 Seja C o cddigo do Exemplo 2.1, gerado pelos vetores vy, Vo, V3 e V4. Entdo, C
€ um codigo linear, pois soma de vetores do codigo e multiplicacdo por constantes fornecem
vetores que também sdo combinagoes lineares dos vetores vy, Vo, Vg e Vs. Tome, por exemplo,
as palavras-codigo ¢, = v + vy e ¢co = Vo + Vg3, entdo tem-se que C3 = C| + Cy =
vi + v3 € C. Os pardmetros de C podem ser facilmente obtidos pela observacdo de alguns
fatos. Primeiramente, como C é gerado por quatro vetores e ndo hd um conjunto de geradores
com cardinalidade menor que produza C, tem-se que a dimensdo de C é k = 4. Por outro
lado, comparando as possiveis palavras-codigo de C, vé-se que a distdncia minima entre duas

palavras-cédigo é 3. Isso faz com que C seja um cddigo [7,4, 3]s.

2.1.2 - Propriedades de Codigos Lineares

Cddigos lineares para correcao de erros sao os mais estudados na literatura. A razdo disso
¢ a facilidade de extragdo dos seus pardmetros, tais como dimensdo e distincia minima, e a
existéncia de métodos praticos para codificagdo e decodificacdo, principalmente por causa da
existéncia de uma transformacao linear que os descreve. Essa transformacdo linear é descrita

por meio de uma matriz geradora do c6digo.

Definicao 2.7 Os cddigos lineares podem ser obtidos como imagem de uma transformacdo

linear injetiva

o:Fr — F (2.6)

<a0a"'7akfl) — (&07"'7ak71) 'Gana (27)

em que Gy, € uma matriz com posto k formada por elementos de I, Essa matriz é
denominada matriz geradora. Uma matriz geradora de um cédigo [n,k| é chamada de
sistemdtica se tiver k colunas que sdo, em alguma ordem, as k colunas da matriz identidade
1. Além disso, o codigo também pode ser definido como sendo o niicleo de uma outra

transformacado linear
B inis’ n—k
o:F, = F, ™, (2.8)
em que ®(FY) = Niicleo(O).

Exemplo 2.3 Seja C o cddigo linear do Exemplo 2.1. Uma vez que qualquer palavra-
cddigo pode ser gerada dos vetores vi = (1,0,0,0,1,1,1), vo = (0,1,0,0,1,0,1), v3 =
(0,0,1,0,1,1,0) e v4 = (0,0,0,1,0,1,1), temos que uma matriz geradora para este cédigo

linear é dada por
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2.9

o O O =
o O = O
o = O O
_ o O O
e
_ = O =
— O =

Como é possivel notar, ela estd na forma sistemdtica e, mais especificamente, na forma padrao,

pois ela é da forma G = (I|P), com I sendo a matriz identidade.

Relacionado a aplicacdo ©, é possivel descrever outra matriz, que serd denominada de

matriz de verifica¢do de paridade.

Definicao 2.8 Seja C um codigo linear com matriz geradora G. A matriz de verificagdo de

paridade H é a matriz que tem seu niicleo dado pelos vetores do cddigo C, ou seja,

Hc" =0€eF™" < ceCCF). (2.10)
Além disso, tem-se que GHT = Okx (n—k)-

Assim sendo, a representacdo matricial da aplicagdo © é a matriz de verificacdo de paridade
H. O mesmo pode ser dito da aplicacio ® e matriz geradora G. E claro que tais matrizes nio

sdo unicas.

Exemplo 2.4 Continuemos com o cédigo de Hamming do Exemplo 2.1. Utilizando-se a matriz
geradora para C dada no Exemplo 2.3 é possivel construir uma matriz de verificacdo de
paridade. Primeiramente, note que G = (Iyx4|Pix3), em que 144 é a matriz identidade de
tamanho 4 x 4. Da propriedade de que GHT = (43, temos que a matriz de verificacdo de

paridade pode ser descrita por H = (—PL ,|I3x3). Assim,

(2.11)

=

I
—_ = =
—_ O
[ J S G —
—_ = O
o O =
o = O
_ O O

Agora serd definido o dual euclidiano de um cédigo C. Porém, antes é necessario relembrar

o produto interno euclidiano entre dois vetores de .

Defini¢iio 2.9 Sejam a = (ag,...,a,-1) e b = (by, ..., b, 1) dois vetores de F}. O produto

interno euclidiano entre eles é dado por
n—1
(a,b) == aiby, (2.12)
i=0

em que a multiplicagdo e soma é feita no corpo .
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Defini¢iio 2.10 Seja C C F} um cddigo linear. O dual euclidiano de C , denotado por ct é

definido como sendo
Ct:={ueF}: (u,c)=0paratodoc € C}. (2.13)

E possivel mostrar que se C é um c6digo linear com pardmetros [n, k], entdo seu dual terd
parmetros [n,n — k| e, além disso, (C*)* = C. Em particular, a dimensdo de um cédigo
auto-dual de comprimento n é igual a n/2.

Se o corpo tiver cardinalidade ¢*, em que ¢ é poténcia de primo (ou seja, F2), entdo é

possivel definir o dual hermitiano de um cédigo linear.

Defini¢ao 2.11 Seja C um cédigo linear definido sobre o corpo finito IF 2. O dual hermitiano

de C é definido como sendo
Ctn:={uc Fi2: (u,c?) =0 paratodoc € C }, (2.14)
emquec! = (cf,...,c1 ).

Exemplo 2.5 Seja C o cédigo linear sobre Fo2 gerado pelos vetores vi = (1,0,0,1,1,1),
vy = (0,1,0,1,,a+ 1) e vg = (0,0,1,1,a + 1, ), com o* = a + 1. Entdo temos que o
cédigo C? é gerado pelos vetores vy = vi* = (1,0,0,1,1,1), vh = v5?> = (0,1,0, 1, a + 1, )
evy=v32=1(0,0,1,1,a, + 1).

2.1.3 - Cédigos Ciclicos

Cédigos ciclicos sao um subconjunto dos cddigos lineares. Tais codigos t€ém a vantagem de
serem descritos por meio de um polindmio, além de possuirem um algoritmo de decodificacao

bastante eficiente em termos do nimero de operacgdes realizadas.

Defini¢do 2.12 Seja C C F' um cddigo linear. C serd dito ciclico se, para todo ¢ =

(coy. .. Cn1) € C, 0vetorc' = (cp_1,¢o,...,Cn_o) também pertencer ao C.

Consideremos uma palavra-cédigo ¢ = (co,...,c,—1) € F. Podemos associar ¢ a um

polindmio por meio da seguinte transformagao linear

6:F" — Ffa]/I =: R, (2.15)
(CoyersCpe1) = co+C@+ -+ cp1a™ = () (2.16)
emque [ = (z" — 1) C F,[z] e R, é o anel dos polindmios em [, de grau menor ou igual a

n — 1.
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Com esta observagao, podemos descrever as palavras-codigo de um cédigo ciclico por meio
de vetores em Iy ou por meio de polindmios pertencentes ao anel R, via a imagem de ¢ sobre

o cédigo.

Proposicdo 2.1 [67, Teorema 1, Capitulo 6] Seja C um cddigo linear com pardmetros [n, k|.

Entdo C é um cddigo ciclico se, e somente se, $(C) é um ideal de R,,.

Serd mostrado que, uma vez que C seja ciclico, € possivel defini-lo unicamente por meio de

um polindmio, denominado polindmio gerador do cédigo.

Proposicdo 2.2 [67, Teorema 1, Capitulo 6] Seja C um cddigo ciclico com pardmetros [n, k|.

Afirma-se que

1. Se g(x) é um polindmio moénico de menor grau pertencente a ¢(C), entdo g(x) é

determinado unicamente em ¢(C) e
C = {9 Y q(x)g(x)): q(x) € F,[x] tem grau menor que n — r}, (2.17)

em que v = deg(g(z)). Particularmente, C tem dimensdo igual a k =mn — r.

2. O polinomio g(x) divide " — 1 em R,, e é denominado polinémio gerador de C.

O motivo da existéncia de um polindmio gerador € o seguinte. Uma vez que todo cédigo
ciclico € um ideal no anel principal R, (ou seja, todo ideal de R, é gerado por um unico
elemento), entdo tem-se que o gerador do ideal que representa o c6digo € o polindmio gerador.

Também € possivel mostrar relagdes entre o polindmio gerador e o polindmio verificador
de paridade e as correspondentes matrizes geradora e de paridade. Veja a defini¢do e as duas

proposigdes a seguir.

Definicao 2.13 Seja g(z) o polinémio gerador do cédigo ciclico C. Entdo é possivel definir o

polinémio de verificacdo de paridade da seguinte forma:
g(x)h(z) = 2™ — 1. (2.18)

Proposicao 2.3 [67, Coroldrio 2 do Capitulo 6] Seja C um cédigo ciclico com polinémio

gerador g(x) = Y_;_, g;x'. Entdo uma matriz geradora do cédigo é dada por

o g(x)) g g - g 0 0 - 0
¢ Hxg(x)) 0 go ++ -1 g O

(2.19)

o Ha""g(x)) 00 -+ 0 g 1 - g
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Proposicao 2.4 [67, Teorema 3 do Capitulo 6] Seja C um cddigo ciclico com polindémio
verificador de paridade dado por h(z) = Y. hyx'. Entdo uma matriz de paridade de C é

dada por
he hp1 -+ hg O 0 -+ 0
0 he - hi h 0o --- 0
e . (2.20)
0 0 - 0 hg hey -+ ho

Um método de caracterizacio dos parametros de um codigo ciclico € mediante o polindmio
gerador e do seu conjunto de definicdo. Para a descri¢do desse conjunto, considere o seguinte:
sejam m = ord,(q), « um gerador do grupo multiplicativo F},., e assuma que 3 = aqu_l; ie.,
£ € uma n-ésima raiz primitiva da unidade. Entdo, o conjunto de zeros de C, o qual é denotado
por Z(C), é definido como sendo Z(C) := {i € Z,: ¢(f) = 0 para todo ¢(z) € C}. E possivel
mostrar que esse conjunto tem uma relagdo intrinseca com o polindmio gerador do cédigo. Para
codigos BCH e Reed-Solomon, os quais sdo casos particulares dos codigo ciclicos, tem-se que
o conjunto de definicdo (ou seu polindmio gerador) possui algumas propriedades adicionais.

Veja as Defini¢des 2.14 e 2.16.

Cédigos BCH

Definicdo 2.14 Sejamb > 0,5 > 1 e a € Fym, em que m = ord,(q). Um cédigo ciclico C de

comprimento n sobre F, é denominado cédigo BCH com distdncia de projeto 0 se

g(x) = mme{my(z), mys1 (), ..., mpgs—2(x)},

em que m;(z) é o polindmio minimal de o' sobre F,. Se n = q™ — 1 entdo o cédigo BCH é

chamado de primitivo. Por outro lado, se b = 1 ele é denominado narrow sense.

Antes de relacionar os parametros de um c6digo BCH com seu conjunto de defini¢do, serd
introduzida a ideia de classe lateral ciclotomica. Esta ferramenta surge da observacdo de que
o polindmio minimal m;(z) de o' pode ser o polindmio minimal de outras poténcias de . A
razdo disso é que « pertence a uma extensdo de F,, enquanto que o polindmio m,(x) € F,[z].
O conjunto de todos os zeros de m;(x) no corpo F,~ é denotado pela classe lateral ciclotomica
de 7. Assim, o conjunto de defini¢do é a uniao das classes ciclotomicasde b, b+1,...,b+6 — 2.

A seguinte defini¢do descreve classe lateral ciclotomica.

Definicao 2.15 A classe lateral ciclotomica q-dria mod n contendo o elemento i é definido

como

C; := {i,1q, iq®,iq>, . .. ,iqmi_l}, (2.21)

em que m; é 0 menor inteiro positivo tal que iq™ = i( mod n).
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Para os parametros de um cédigo BCH, pode ser mostrado que a sua dimensao € igual a
n—|Z(C)| e sua distdncia minima é limitada inferiormente por § (quantidade que normalmente
¢ denominada cota BCH) [69]. Desta forma, podemos ver que a quantificacdo de um codigo
BCH pode ser obtida por meio do seu conjunto de definicdo. A mesma afirmacdo pode ser feita
sobre o dual euclidiano e hermitiano de um cédigo ciclico; em particular, para cédigos BCH e

Reed-Solomon. As Proposicoes 2.5 e 2.6 focam neste aspecto.
Proposicao 2.5 [69, Proposicdo 4.3.8] Seja C um codigo ciclico de comprimento n e conjunto
de defini¢do 7 (C). Entdo o conjunto de defini¢do de C* é dado por

Z(C*) =L, \ {~ili € Z(C)}

Para codigos BCH, o polinomio gerador do dual euclidiano é dado pelo minimo muiiltiplo

comum dos polinémios minimais sobre F, dos elementos o’ tais que j € Z(C*).

Proposiciio 2.6 Seja C um cddigo ciclico sobre F 2 com conjunto de defini¢do Z(C). Entdo

Z(CH) = Lo \ {~ili € ¢Z(C)}.

Demonstracao: Seja ¢ € F}, uma palavra-codigo de C. Escrevendo ¢? como polindmio, tem-se

que D (z) =cl +clz+---+c?_2" . Parai € Z, pertence a Z(C?) tem-se que

C(q)(ai) =0 ad+ Ao’ 4+ C?L_lai(n—l) —0
(@ +clai+ -+l _ oDy =0
Co + claiq 4+ Cnilaiq(n—l) —0

iq € Z(C).

reee

Isto mostra que Z(C?) = ¢Z(C). Uma vez que C** = (C%)*, tem-se da Proposi¢do 2.5 que
Z(CHr) = Zn \ {~ili € ¢Z(C)}. m

Exemplo 2.6 Seja o um elemento primitivo de Fig, tal que 1 + o + a* = 0, e n = 15.

3

Os polinémios minimais para o, o3, o' sobre Fy sdo mi(z) = 1+ x + z, ms(x) =

1+z+ 2%+ 23+ 2" ems(x) = 1+ 2+ 22 Como pode ser verificado, pelo cdlculo do

classe lateral ciclotémica de 1, my(z) também é o polinémio minimal de o?, o* e o®. Da

mesma forma obtem-se que m3(x) é o polindmio minimal para o3, o% o° e ' Dito isso,
podemos construir um codigo BCH seguindo a Definicdo 2.14. Sejam b =1 e 6 = 5. O codigo

BCH construido com os pardametros mencionados tem polinomio gerador

g(x) = mme{my (z), ma(x), ms(x), my(2)} = my(x)ms(x) =1+ 2* + 25 + 27 + 2% (2.22)
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e dimensdo igual a k = n — degg(x) = 7. Consequentemente, tal codigo tem pardmetros
[15,7,5]a. Por fim, tem-se que Z(C) = {1,2,3,4,6,8,9,12}.

Coédigos Reed-Solomon

Outra classe de cddigos ciclicos utilizados nesta tese sdo os codigos Reed-Solomon. Eles
podem ser vistos como uma subclasse dos cédigos BCH!. Assim, uma descri¢do similar em
termos do conjunto de definicdo pode ser feita, veja Definicdo 2.16 e Coroldrio 2.1. Uma
propriedade dos codigos Reed-Solomon que justifica sua aplicabilidade em diversos casos € que
tais codigos tém méxima distancia de separacdo (MDS, do inglés maximal distance separable);
i.e., para comprimento e dimensdo fixos, os cédigos Reed-Solomon tem como valor para a
distancia minima o médximo possivel. Serd mostrado na Secdo 4 que é possivel obter codigos

quanticos MDS por meio da utilizagdo de cédigos Reed-Solomon.

Defini¢do 2.16 Seja b > 0, n = g—1e 1 < k < n. Um cddigo ciclico RSi(n,b) de

comprimento n sobre I, é um codigo Reed-Solomon com distancia minima n — k + 1 se

g(x) = (x — ab)(x — @b+1) N ab+n—k—1)7
em que o é um elemento primitivo de I¥,,.

Uma aplicagdo da Proposicdo 2.5 para codigos Reed-Solomon € feita no Coroldrio 2.1, em
que os parametros e conjunto de defini¢do do dual euclidiano de um c6digo Reed-Solomon €

mostrado. Esse resultado também pode ser encontado na Proposicao 5.1.2 da Ref. [69].

Corolario 2.1 Seja RSy(n,b) um cddigo Reed-Solomon. Entdo seu dual euclidiano pode ser

descrito como sendo
RSk(n,b)* = RS, _x(n,n —b+1)

Em particular;, o conjunto de definicdo de RSy(n,b)* é dado por Z(RSy(n,b)*) = {n — b+
ILn—b+2,....n—b+k}

Como serd mostrado na Se¢do 4, um parametro importante de um cédigo quantico assistido
por emaranhamento pode ser calculado a partir da dimensao da intersercdo de dois c6digos.

Assim sendo, a ultima proposi¢do desta subsecao é designada a esse topico.

Proposicao 2.7 [68, Exercicio 239, Capitulo 4] Sejam C e Cy codigos ciclicos com conjunto
de definicdao 7 (C4) e Z(Cy), respectivamente. Entdo o conjunto de defini¢cdo de C1 N Cy é dado
por Z(Ch) U Z(Cy). Em particular, diim(Cy N Cy) =n — |Z(Cy) U Z(Cs).

Observe que o resultado apresentado pode ser aplicado a qualquer tipo de cédigo ciclico,

donde, em particular, para os cédigos BCH e Reed-Solomon.

'Também é possivel fazer a caracterizacio inversa, i.e., mostrar que para qualquer cédigo BCH existe um
cddigo Reed-Solomon que o contém.
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Exemplo 2.7 Suponha que se deseje construir um codigo Reed-Solomon sobre Fg, o qual tem
como elemento primitivo « que satisfaz o® + « + 1 = 0. Considere o polinémio gerador
g(z) = (r—a)(x—a?)(x—a?)(x—a') = 2+ a32® + 22 + ax + a. Entdo tem-se que o codigo
Reed-Solomon construido é um RS5(7,1), com distdncia minima igualad =n —k + 1 = 5.
Além disso, seu conjunto de definicdo é Z(RS3(7,1)) = {1,2,3,4}.

2.1.4 - Limitantes sobre Cédigos Classicos

Dentre os diversos limitantes que existem na literatura, foram escolhidos dois deles para
andlise dos parametros dos codigos construidos nesta tese. O primeiro deles € o limitante
de Singleton, o qual apresenta um cota superior para os parametros do codigo. Vale a pena
salientar que este limitante ndo leva em consideracdo a cardinalidade do corpo sobre o qual
o cbdigo é definido, fazendo com que tenha pouca utilidade para andlise dos parametros de
codigos algébrico-geométricos ou derivados dos mesmos.

Por fim, o limitante de Edgar Gilbert e Rom Varshamov (ou, por simplicidade, limitante
de Gilbert-Varshamov) € mostrado. Cotas inferiores para os parametros dos cédigos sao
obtidas deste limitante; ou seja, o limitante de Gilbert-Varshamov descreve parametros de
codigos que existem. Esse limitante pode ser utilizado para caracterizagdo e comparacao de
codigos em situagdes de comprimento finito ou andlise assintética. Os primeiros cédigos a
obter parametros superiores aos que o limitante de Gilbert-Varshamov garantia existir foram os

codigos algébrico-geométricos [9].

Proposicao 2.8 [69, Teorema 2.2.1](Limitante de Singleton) Seja C um codigo linear com

pardmetros [n, k. d),. Entdo tem-se que

d<n-—-Fk+1. (2.23)

Esse limitante superior para a distincia minima é denominado limitante de Singleton.
Posteriormente serd apresentado generalizacdes desse limitante para os casos de cdodigos
quanticos estabilizadores, assistidos ou ndo por emaranhamento, e c6digos convolucionais

cldssicos e quanticos.

Definicao 2.17 Um codigo linear serd chamado de MDS (do inglés Maximum Distance

Separable) se valer a igualdade para o limitante de Singleton, ou seja, d =n — k + 1.

O limitante de Gilbert-Varshamov € um dos limitantes mais importantes da Teoria da
Codificagdo. Ele s6 foi superado em 1978 quando Tsfasman, Vladuts e Zink utilizaram a Teoria
de Curvas Modulares na constru¢do de codigos algébrico-geométricos [9]. Esse feito foi e €
um dos motivos para o estudo de codigos algébrico-geométricos, tanto no paradigma cldssico

quanto no quantico.
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Proposicao 2.9 [69, Teorema 2.3.15](Limitante Asintotico de Gilbert-Varshamov) Seja
he(x) :=xlog, (¢ — 1) — xlog,x — (1 — x)log, (1 — ). (2.24)

Sendo C' um cédigo com pardmetros [n, k,d|, com taxa R(C) = k/n, entdo, para qualquer q

ed € (0,1 —1/q|, existe uma familia infinita de cédigos C’s sobre F, com taxa

RO(8) > 1 — hy(6). (2.25)

2.2 — Codigos Algébrico-Geométricos

Nesta secdo sao apresentados os objetos matematicos sobre os quais os codigos algébrico-
geométricos sdo definidos, o método de constru¢do desses cddigos e suas propriedades. A
maioria das demonstragdes deste capitulo serdo omitidas para que o trabalho fique mais sucinto.
Para o leitor que deseje se aprofundar mais no assunto, recomenda-se os livros de Henning
Stichtenoth [71], de Tsfasman, Vladut e Nogin [70] e de Pretzel [72].

2.2.1 - Corpo de Funcoes Algébricas

Antes de tudo, assuma que /K € um corpo arbitrario, que posteriormente serd substituido
pelo corpo finito [F,, em que ¢ = p™ com p primo € m > 1 um niimero. A seguir, apresentamos

algumas definicdes e resultados que serdo tteis posteriormente.

Definicdo 2.18 Um corpo de funcdes algébricas F'/ K de uma varidvel sobre K é uma extensdo
de corpos F' D K tal que F' é uma extensdo algébrica de K (x), em que x € F\ K é um elemento

transcendente sobre K.

Existem diversos tipos de corpos de funcdes. Os mais utilizados na literatura sdo os
corpos de fungdes racionais, elipticas, hiperelipticas e hermitianas. Para o leitor interessado
no aprofundamento desse assunto, recomenda-se o Capitulo 6 da Ref. [71]. Em seguida
continuaremos com a fundamentagdo dos objetos matemaéticos utilizados em cédigos algébrico-

geométricos.

Definicao 2.19 Seja O C F um anel de F, entdo ele é chamado anel de valorizagdo de F'| K

se satisfaz as as seguintes condigoes:

1. KCOCF,

2. Paratodo z € F tem-se z € Qouz"'e O
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Proposicao 2.10 [71, Proposicdo 1.1.5] Seja O um anel de valorizacdo do corpo de fungoes

algébricas F/ K. Entdo sdo vdlidas

1. O possui um tnico ideal maximal P = O \ O*, em que

O ={2€0:3we0comzw=1} (2.26)
¢ o grupo das unidades de O*;
2. Seja0 #x € F,entdoxr € P < x7' ¢ O;

3. Tem-se que K C O e K N P = {0}, em que K ¢ o corpo das constantes de F/ K.

Teorema 2.1 [71, Proposicdo 1.1.6] Sejam O um anel de valorizacdo do corpo de fungoes

algébricas F/ K e P seu tinico ideal maximal. Entdo, tem-se que
1. P é um ideal principal;

2. se P = tO, entdo cada 0 # z € F tem uma tinica representacdo na forma z = t"u, em

quen € Z e u € OF. Nesse caso, diz-se que t é um elemento primo para P;

3. O é um dominio de ideais principais. Mais precisamente, se P = tO e {0} #1 C O é

um ideal, entdo I = t"O para algum n € 7.

Definicao 2.20 Um lugar geométrico, ou simplesmente lugar, P de um corpo de fungoes F'| K
é o ideal maximal de algum anel de valorizagdo O de F/K e Pri € o conjunto de todos os
lugares de F'/ K.

Como O é unicamente determinado por P, entdo se escreve Op ao invés de O.
Definicao 2.21 Uma valorizagdo de F'/K é uma fun¢do v: F — 7 U oo tal que

1. 3z € Ftal que v(z) = 1;

2. v(a) = 0 para todo a € K \ {0};

3v(x) =00 <= =0

4. v(xy) = v(z) + v(y) para todo z,y € F;

5. v(z +y) > min{v(z),v(y)} para todo x,y € F.

Definicdo 2.22 Seja P € Py, entdo define-se vp: F' — Z U {oo} da seguinte forma: set é

um elemento primo para P e z = t"u, com u € O* e n € Z, entdo vp(z) = n e vp(0) = oc.
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Defini¢ao 2.23 Para um lugar P € Pk, define-se o corpo das classes laterais no lugar P
por Fp := Op/P. O homomorfismo canénico de Op em Fp é chamado de aplicagcdo da classe

lateral com relagdo a P. Por fim, tem-se que deg(P) := [Fp: K| é o grau de P.

Observe que F'p € corpo, pois P € um ideal maximal, e, por isso, faz sentido falar de grau
de P.

Defini¢ao 2.24 Sejam z € F, m € Ne P € Pg/k. Diz-se que P é um polo de ordem m de z

se vp(z) = —m < 0, e que P é um zero de ordem m de z se vp(z) = m > 0.

Proposicao 2.11 [71, Coroldrio 1.1.20] Se z € F' é transcendental sobre K, entdo z tem pelo

menos um pOlO e um zero.

Defini¢do 2.25 Um divisor D do corpo de funcées algébricas F'/ K é uma soma formal

D= > npP, (2.27)
PePp/x
em que np € Z e é igual a zero para quase todo P.

O conjunto dos divisores de F /K, denotado por Div(F), é um grupo abeliano livre. O
suporte de um divisor D é definido como sendo supp(D) := {P € Pp/k|np # 0}. Um divisor
da forma D = P, em que P é um lugar, é denominado divisor primo. Para qualquer lugar P’
de F/K e D = npP um divisor, define-se vp:(D) = npr.

E possivel definir um ordenamento parcial em Div(F) da seguinte forma:
D, < Dy <= vp(Dy) <wp(D3), paratodo P € Pp/k. (2.28)

Um divisor satisfazendo D > 0 é denotado por divisor efetivo.

Por fim, o grau de um divisor D é dado por
deg(D) := > v,(D)deg(P). (2.29)
PEPF‘/K

Definicao 2.26 Para um elemento ndo-nulo x € F, denote por Z o conjunto dos zeros de x e

por N o conjunto dos polos. Com isso, define-se

(x)o := Z vpP, (2.30)
PeZ
o divisor de zeros de x,
(€)oo := Y vpP, (2.31)
PEN

o divisor de polos de x e, por fim,
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(2) == ()0 — (@) = Y vpP, (2.32)

o divisor de x.

Um divisor é dito principal se é o divisor de algum elemento x € F.

Dois divisores D, D' pertencentes a Div(F') sdo ditos equivalentes, denotado por D ~ D’
ouD =D, seD=D+ (x), para algum x € F \ {0}.

Definicdo 2.27 Seja A € Div(F), entdo define-se o espaco de Riemann-Roch sobre K

associado ao divisor A por

L(A):={zeF: (z)>—-A}U{0}. (2.33)
Adota-se por [(A) como sendo a dimensdo de L(A).
Proposicao 2.12 [71, Observagdo 1.4.5, Lema 1.4.6 e Lema 1.4.7] Seja A € Div(F), entdo
1. L(A) # {0} <= 3FA’ € Div(F) que é equivalente a A e A" > 0;

2. Se A’ é equivalente a A, entdo L(A) é isomorfo, como espago vetorial, a L(A');

4. Se A <0, entdo L(A) = {0}.

As seguintes defini¢cdes serdo ferramentas importantes para o calculo da dimensado do espaco

de Riemann-Roch e dos cédigos algébrico-geométricos associados a ele.

Definicdo 2.28 Um adele de F/ K é uma aplicagdo descrita por

P — F
e (2.34)
P — Qp
tal que ap € Op para quase todo P € Prk.
Definimos ainda Ap := {a: o é um adele de F/ K} e
Ap(A) :={a € Ap: vp(a) > vp(A), paratodo P € Py}, (2.35)

em que vp(a) = vp(ap).

Definicao 2.29 Um diferencial de Weil de F/K ¢é uma aplicacdo w: Ap — K que se
anula em Ap(A) + F para algum A € Div(F). De forma similar aos adeles, define-se
Qp = {w: w é um diferencial de Weil de F'/ K} e

Qp(A) == {w € Qp: w se anula em Ap(A) + F}. (2.36)
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Defini¢do 2.30 Um divisor (w) de um diferencial de Weil é o tinico divisor de F'/ K que possui

as seguintes propriedades

1. w se anula em Ap((w)) + F;

2. sew se anula em Ap(A) + F, entdo A < (w).

Definicao 2.31 Um divisor W ¢é dito candnico se existe algum diferencial w € Qp tal que
W = (w).

Com essa ultima definicdo € possivel apresentar o que é o género de um corpo de fungdes

algébricas e a dimensao do espago de Riemann-Roch associado a um divisor.

Definicdo 2.32 O género g do corpo de fungées algébricas F /K ¢é definido como sendo

g := max{deg(A) —I(A) +1: A € Div(F)}. (2.37)

Note que o género estd bem definido pois, como € mostrado na Proposicao 1.4.14 [71],
existe uma constante y € Z tal que, para todo A € Div(F'), tem-se deg(A) — [(A) < ~.

O teorema a seguir oferece um método para calcular a dimensdo do espaco de Riemann-
Roch associado a um divisor. Tal teorema serd extensivamente utilizado no célculo dos

parametros dos cédigos algébrico-geométricos apresentados posteriormente.

Teorema 2.2 [71, Teorema 1.5.15] Para qualquer divisor A € Div(F’) tem-se

1(A) = deg(A) + 1 — g+ L(W — A), (2.38)

em que W é um divisor canénico de F'/ K.

Corolario 2.2 Se A € Div(F) satisfaz deg(A) > 2g — 1, entdo
[(A) =deg(A) +1—g. (2.39)

Semigrupo de Weierstrass

O semigrupo de Weierstrass € apresentado a seguir. Tal conceito estd ligado com a dimensao
do espaco de Riemann-Roch e, por conseguinte, com a dimensdo de cddigos algébrico-

geométricos.

Definicao 2.33 Seja n > 0 um niimero inteiro. Entdo n é denominado ndo-lacuna em
() € Pr/k se existe um elemento x € I tal que (2)s = nQ. Caso contrdrio, n é chamado de

lacuna em ().
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Note que n serd ndo-lacuna se, e somente se, [(n(Q)) > [((n — 1)Q). Além disso, tem-se que
n é ndo-lacuna para todo n > 2g, sendo g o género do corpo de fungdes algébricas F'/ K. Para
ver isso, note que como [((n—1)Q) = (n—1)deg@Q+1—gel(nQ) = ndeg @+ 1 — g, entdo
L((n =1)Q) ¢ L(nQ).

Teorema 2.3 [71, Teorema 1.6.8] Seja F/K um corpo de fun¢des algébricas com género g e
Q € Pp/ix um lugar de grau um. Entdo existem g lacunas i, < --- < i, em () tais que i, = 1 e
ig <29 — 1.

Por fim, é definido o semigrupo de Weierstrass de um lugar racional.

Definicao 2.34 Seja () um lugar racional do corpo de fungdes algébricas F'/ K. Denota-se por
H(Q)={0=py < p1 <+ < o0} C N o conjunto de ndo-lacunas em Q). Como H(Q) é um

semigrupo de N com relacdo a adi¢do, entdo H(Q)) é chamado de semigrupo de Weierstrass de

Q.

2.2.2 — Cédigos Algébrico-Geométricos

Como foi mencionado anteriormente, um dos primeiros atrativos dos cdédigos algébrico-
geométricos surgiu quando Tsfasman, Vladuts e Zink mostraram que podia utiliza-los para obter
codigos com parametros que superavam o limitante de Gilbert e Varshamov [9]. O método de
construcdo desses cddigos € sedimentado nos aspectos expostos anteriormente, por isso, sao
revistas algumas defini¢des.

Seja F'/F, um corpo de funcdes algébricas com género g. Assuma que P, ..., P, sdo
lugares de grau 1, distintos dois a dois, de F//F,, D = P, + --- 4+ P, e G um divisor tal que
sup(G) N'sup(D) = (). Com isso, é possivel definir cédigos algébrico-geométricos.

Definicao 2.35 O cddigo algébrico-geométrico (AG) associado com os divisores D e G,

denotado por C;(D, G), é dado como sendo a imagem da seguinte aplicacdo

a: feL(G)w (f(P),...,[(P)) €Ty (2.40)
Inicialmente, note que dizer que os lugares P, ..., P, sdo de grau 1 significa que [Fp, :
F,] = 1, parai = 1,...,n. Além disso, como sup(G) N sup(D) = 0, entdo tem-se que

vp,(f) > 0, para qualquer f € L(G) ei € {1,...,n}. Dessas duas informagdes chega-se a
conclusdo de que f(P;) € F,, parai =1,...,n, e, assim, a aplicagdo « estd bem definida.
A seguir sdo apresentados um teorema e um corolario que relacionam os parametros de um

cddigo AG e espacos de Riemann-Roch relacionados aos operadores que definem o cddigo.
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Teorema 2.4 [71, Teorema 2.2.2] Seja Cr(D,G) um cddigo AG com pardmetros [n, k,d|,,

entdo
k = dim E(G) — dim E(G — D) (2.41)

d > n — deg(G). (2.42)

Corolério 2.3 Se deg(G) < n, entdo
1. A aplicagdo « é injetiva e os pardmetros do cddigo Cp(D, G) sdo dados por

k= dim £(G) = deg(G) +1— g (2.43)

d = n — deg(G). (2.44)
Portanto, k +d >n+1— g;
2. Se, além disso, 2g — 2 < deg(G), entdo k = deg(G) + 1 — g;

3. Se{fi,..., fr} éumabase de L(G), entdo a matriz geradora do cédigo C.(D, Q) é dada
por
AP f(P) - fu(P)
P P --- P,
A fz(. 1) fz(. ) | fz(. ) . (2.45)

fe(P1) fi(P2) - fu(Pn)

Relacionado a dimensdo do cédigo C.(D, ) é possivel construir uma quantidade que estd
relacionada com o semigrupo de Weierstrass de H(G). Essa quantidade sera denotada por H*
e pode ser utilizada para o cdlculo de um limitante melhor que o limitante de Goppa para a

distincia minima de C (D, G); veja a Defini¢do 2.36 dada a seguir.

Definicao 2.36 Seja C.(D,G) o cddigo AG da Defini¢dao 2.35 com G = m(). Entdo considere

o0 seguinte conjunto:

H* = H(D,G) := {m € Ny: C¢(D,mQ) # Ce(D, (m — 1)Q)}. (2.46)

7z

Conhecer H* é equivalente a saber a dimensdo de C.(D, m()) para todo m € Ny. Além
disso, é possivel notar que H* consiste de n elementos, H* C H(Q)) e que, para m < n, tem-se

que m € H* se, e somente se, m € H(Q). Escreve-se H* = {my, ..., my}.
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Além do cédigo C(D, G), é possivel construir outro cédigo algébrico-geométrico, que é o
cddigo dual euclidiano do cédigo C.(D, G). Sua defini¢do, tanto quanto a caracterizagio dos

seus parametros, € feita no teorema a seguir.

Teorema 2.5 [71, Teorema 2.2.7] Seja C;(D,G) cddigo AG anteriormente descrito. Seja 1
um diferencial de Weil tal que vp,(n) = —1 e np,(1) = 1, para todo i = 1,... ,n. Entdo,
Ca(D,G) = Cr(D,G)*t = Cr(D,G*), com GE = D — G + (n). Os pardmetros do cédigo
Ca(D, G) sdo os seguintes

kK =i(G - D) —i(G) (2.47)

d > deg(G) —2g + 2. (2.48)

Além disso, se deg(G) > 2g — 2, entdo k' = i(G — D) > n+ g — 1 — deg(QG). Se, além disso,

deg(G) < n, entdo tem-se a igualdade no valor de k'

Exemplo 2.8 Seja F'/F 2, em que q é uma poténcia de primo, o corpo de fungoes hermitianas
definido pela equagdo
y! +y =2 (2.49)

E possivel mostrar que este corpo de funcées tem q° + 1 lugares racionais (de grau 1), em que
um deles é o lugar no infinito Q), e género g = q(q — 1)/2. Sejam P, ..., P, lugares racionais
dois a dois distintos e diferentes do lugar no infinito. Adote D = P; + --- + P, e G = mQ.
Para q = 2 e m = 3, tem-se que uma base para o espaco de Riemann-Roch L(G) é o conjunto

B ={1,z,y} [71]. Os lugares geométricos P, ..., Py sdo os seguintes:

[ P P P P P P P Py ]
z 0 0 1 o a+1 1 o a+1 (2.50)
y a a+1 0 0 0 1 1 1

com o = a+ 1. Aplicando as funcées da base B nos lugares P, . .., Py, contrdi-se a seguinte

matriz geradora
1 111 1 11 1

0 01 a a+1 1 a a+1 (2.51)
a+1l a 0 0 0 11 1

M

Este cédigo é um cédigo [8, 3, 5.

2.2.3 - Codigos Algébrico-Geométricos Asintoticamente Bons

Uma torre de corpos de fungdo (veja [73, Defini¢do 1.3]) sobre F, € uma sequéncia

T = (F1, Fy, . ..) de corpos de funcdo F;/IF, com as seguintes propriedades:

() Fi Sy CFz---.
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(2) Paracadan > 1, aextensdo F,,,1/F, é separdvel de grau [F),,; : F,,] > 1.
(3) g(F;) > 1, para algum j > 1.

Pela férmula para o género de Hurwitz, a condi¢do (3) implica que g(F,) — oo para
n — oo. A torre € dita ser assintoticamente boa se A\(7) = limsup,_,.., V(F;)/g(F;) > 0, com
N(F;) e g(F;) denotando o niimero de pontos racionais em F, e o género de F}, respectivamente.
Para o caso de torre de corpos de funcdo, pode-se trocar limsup, . N(F;)/g(F;) por
lim; oo N (F})/g(F3), pois a sequéncia (N (F;)/g(F;)),~, € convergente. Diz-se que uma torre
T (sobre F,) atinge o limitante de Drinfeld-Vladut se MNT) = limsup, , . N(F;)/g(F;) =
v/q — 1. Por simplicidade, a notacdo que serd usada é N (F;) = N; e g(F}) = g;.

2.3 — Construcao de Novos Codigos Algébrico-Geométricos a

Partir de Antigos

Sao mostrados nesta secao métodos de construcio de codigos algébrico-geométricos a partir
de codigos algébrico-geométricos ja existentes. Esses métodos se estendem desde a existéncia
de uma matriz geradora na forma simplética a intersecdo e unido de cddigos algébrico-
geométricos.

O Teorema 2.6, dado a seguir, utiliza o semigrupo de Weierstrass de () e considera G = m(),
com m € Ny, para a construcdo de uma matriz na forma sistemdtica dependendo apenas do
deg(G). Esse resultado pertence a Ref. [62], tendo o autor desta tese como um dos autores
do artigo. Antes desta publicacido, ndo era 6bvio se a constru¢do de uma matriz geradora
na forma sistemadtica para codigos algébrico-geométricos era possivel sem a consideraciao de

curvas especificas.

Teorema 2.6 Seja G um divisor de um corpo de fungoes F/F, com deg(G) € H(Q)
suficientemente grande, entdo existe um cédigo AG C(D,G) com matriz geradora na forma

sistemdtica.

Demonstracdo: Seja J = {ji,...,Jjr}, com ji,...,j5 € {1,...,n} dois a dois distintos e
k=(0(G),eJ;=J\{ji}. Assumaque X;, := {a; +ag+ -+ aj,_1 + aj 11+ +aya €
Noparal € J;ouaq; € Nycaso contrdrio}, para j; € J. Serd mostrado que, para deg(G) €
X;, N---NX; NS(Q), existe um cédigo AG com matriz geradora na forma sistemdtica. Para
isso, considere z; = a1 P + -+ + a;,-1Pj,-1 + a;,+1 P41 + -+ + a, P, — deg(G)(Q, com
i=1,...,k. Uma vez que {z;} sdo dois a dois distintos em termos de suas valoriza¢des, entdao
eles formam uma base de £((G). A matriz geradora consistindo desses elementos da base tem
k colunas, em que cada uma delas tem apenas um elemento nio nulo. Além disso, em tais
colunas, a posicao desses elementos € diferente, i.e., os elementos estdo em linhas distintas.

Dividindo cada linha por tal elemento, obtém-se uma matriz geradora na forma sistemdtica. m
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A descricao feita para espagos de Riemann-Roch mostra que os elementos advindos destes
espacos sdo fungdes que obedecem certas regras descritas pelo divisor que define o espago.
Uma questdo natural a ser levantada € se existe um método para descrever a intersecdo de dois
espacos de Riemann-Roch por meio dos divisores que definem tais espacos. Este resultado foi
mostrado por Munuera e Pellikaan [74]. Antes de apresenté-lo, é necessdrio definir a intersecao

e unido de dois divisores, o que € feito logo a seguir.

Defini¢fio 2.37 Sejam G e H divisores sobre F/F,. Se G = ) pp vp(G)P e H =
> pep, vVP(H)P, em que P € Pp é um lugar, entdo a interse¢do G N H de G e H sobre
F/F, é definido como sendo

GNH = min{vp(G),vp(H)}P. (2.52)

PePp

De forma similar, definimos a unido por

GUH =Y max{vp(G),vp(H)}P. (2.53)

PePp

Proposicio 2.13 [74, Lema 2.6] Sejam G e H dois divisores sobre F/F,. Entdo L(G) N
L(H)=L(GNH).

No Capitulo 4 é mostrado que para a utilizagao de cédigos lineares na construcao de codigos
quanticos assistidos por emaranhamento faz-se necessério o cdlculo da dimensao da intersecdo
de dois codigos. Para o caso da utilizacdo de codigos AG, é possivel associar essa quantidade
com a dimensdo da intersecdo dos espagos de Riemann-Roch que definem os cédigos AG,
uma vez que os divisores atendam certas restricdes, veja Proposi¢do 2.14. Outro resultado
também € derivado. Mostramos que a unido de cddigos AG também fornece um cédigo AG,
veja Proposi¢do 2.15. Este resultado nao € 6bvio, pois somas usuais de espacos vetoriais nem
sempre fornece um espaco vetorial. Esses resultados pertencem a Ref. [64], tendo o autor desta

tese como um dos autores do artigo.

Proposicio 2.14 Sejam F/F, um corpo de fungdes de género g e D um divisor como na
Defini¢do 2.35. Se Gy e Gy sdo dois divisores tais que supp(G1) N supp(D) = &, resp.
supp(Gz) N supp(D) = &, e deg(G1 U Gs) < n, entdo Cp(D,Gy) N Cr(D,Gy) =
Ce(D, G N Gy).

Demonstracio: Primeiramente, suponha que ¢ € C,(D,G;) N Cr(D,G;). Entdo existe
g1 € L(Gy) e go € L(Go) tais que ¢ = evp(g1) = evp(gs), 0 que implica que evp (g1 —g2) = 0.
Uma vez que g — g2 € L(G1 UGy) e deg(G1 U Gy) < n, entdo g1 = g2 € L(G1 N Gs) pela
Proposi¢do 2.13. Consequentemente, ¢ € C(D, G; NG3). A outra inclusdo segue diretamente

da Proposicao 2.13. ]
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Proposicio 2.15 Seja F/F, um corpo de fungdes de género g e D um divisor como na
Defini¢do 2.35. Se Gy e Go sdo dois divisores tais que supp(Gy) N supp(D) = & e
supp(Gs) Nsupp(D) = &, respectivamente, deg(G; N Gs) > 29 — 2 e deg(G1 U Gy) < n,
entdo Cr(D,G1) + Cr(D,Gy) = Cr(D,G1 UGy).

Demonstracdo: Considere inicialmente a inclusdo Cr (D, G1)+Cr(D,Gs) C Cr(D,G1UGs).
Uma vez que G; < G1 U G, parai = 1,2, entdo Cr(D,G;) C Cr(D, Gy UGsy), parai = 1, 2.
Assim, Cz(D,Gy) + Cr(D,Gy) C Cr(D,G1 U Gy). Por outro lado, é possivel notar que
U(Gh) +0(Gy) = L(G1NGy) + £(G1 UGs), uma vez que deg(G1 N Gq) > 2g — 2. Isto implica
em L(G1 U Gs) = L(Gy) + L(G>) pela Proposi¢do 2.13. Por fim, a demonstra¢do da inclusido
remanescente segue da hipétese que deg(G1 U G3) < n e da Proposicao 2.14. ]



CAPITULO 3

Codigos Quanticos Estabilizadores

Sdo apresentados neste capitulo os cddigos quanticos e, em particular, cédigos quanticos
estabilizadores. Uma modelagem dos tipos de erros que esses codigos podem corrigir €
apresentada, tanto quanto uma explanacgao sobre o que caracteriza os erros corrigiveis ou nao. A
partir dessa caracterizacio, sdo construidos os cédigos quanticos estabilizadores e € mostrado
que tais codigos tém a capacidade de correcdo requerida. Alguns limitantes, similares aos
limitantes para cddigos cldssicos anteriormente expostos, sdo mostrados. Esses limitantes serdo
utilizados neste e em capitulos posteriores para quantificar a qualidade dos codigos e fornecer
um método de comparacdo com os existentes na literatura. Por fim, trés tipos distintos de novos
cddigos estabilizadores sdo construidos e uma anélise comparativa dos mesmos com os c6digos
quanticos presentes na literatura € feita. Esses resultados estdo presentes nas Secdes 3.4 e 3.5
e podem ser encontrados na Ref. [63]. Para o leitor que desejar se aprofundar em cddigos

quanticos, recomendamos as Refs. [19, 40, 75, 76].

3.1 - Cddigos Quanticos Estabilizadores

No que segue, consideramos que a informac¢do é quantizada em digitos quanticos g-drios,
também denominados de qudits (do inglés, quantum digits). Para o caso em que ¢ = 2,
chamamos os digitos quanticos de qubits. O estado quantico com um unico qudit € um vetor
ndo-nulo e unitério |¢)) pertencente ao espago de Hilbert H,' [19]. Esse espago vetorial possui
uma base ortonormal com elementos denotados por |z), em que x é um elemento do corpo finito
[F,. Em um sistema com n qudits, o estado quéntico € um vetor em H; = H, ® --- ® H,. De
forma similar ao caso cldssico, um cédigo quéntico € um subespago vetorial de ;. Quando um
c6digo quantico codifica k£ qudits 16gicos de informagdo em n qudits fisicos ele serd denotado

por [[n, k,d]],, em que d € a distdncia minima entre as palavras do cédigo quéntico. Note o

'Quando ndo hd a necessidade de ser feito uma andlise mais funcional dos entes matemdticos utilizados, é
possivel adotar que o cédigo quantico € definido sobre o corpo dos complexos C?. Essa hipétese é comumente
encontrada na literatura de c6digos quanticos e serd assumida aqui. Por esse motivo, o produto interno de estados
quénticos é assumido como sendo o usual sobre C9.
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uso de duplos colchetes para diferenciacao entre cddigos lineares classicos. Uma outra forma
mais geral de denotar cédigos quénticos € ((n, K, d)),, em que essa notagdo enfatiza que o
cddigo quantico é um subespaco com cardinalidade K e possui a capacidade de corrigir até
t = [(d — 1)/2] erros. Essa ultima informag@o sobre ¢ também se mantém para a notagdo dada

anteriormente.

Exemplo 3.1 Seja Hj um espaco de Hilbert. Um possivel vetor pertencente a este espago é
) = —7{[1000) + 0200) + [0010) + |0002)}. O fator \/LZ existe por motivo de normalizagdo
do vetor |1); ou seja, ele é incluido de forma que /(|)) = 1. Uma possivel base para Hj é

o conjunto

{ ]0000), |1000), |2000), 0100, |1100), |2100), |0200), |1200), |2200),
0010, [1010), [2010), [0110), |0210), [1110), |1210), |2110), |2210),
0020, [1020), [2020), [0120), |0220), [1120), [1220), [2120), |2220),
10001), [1001), [2001), [0101), |0201),[1101), [1201), [2101), [2201),
0011),[1011), [2011), [0111),|0211), [1111), [1211), [2111), |2211),
0021), [1021), [2021), [0121), |0221), [1121), [1221), [2121), |2221),
0002), [1002), [2002), [0102), |0202), [1102), [1202), [2102), |2202),
0012),[1012), [2012), [0112), |0212), [1112), [1212), [2112), |2212),
10022),1022), [2022), [0122), |0222), |1122), [1222), [2122), [2222), }.

Da complexidade relacionada a base desse espaco de Hilbert, nota-se que descrever codigos

quanticos via uma base para seu espago vetorial é invidvel.

Um exemplo prético do que é mostrado no exemplo anterior pode ser feito para o codigo

quantico [[7, 1, 3]]2 de Steane [18]. Uma descri¢do em termos de elementos da base é a seguinte:

1
0,) = :Zg(}ooooooo>-%|1o1o101>—%|o110011>-%|1100110>
+ |0001111>—%|1011010>—%|0111100>—F|1101001>>,
1
1) = ;Z§(|1111111>-%|o10101o>-%|1001100>—%|oo11001>

+ |1110000>—%|0100101>—#|1000011>—%|0010110>>. 3.1)

Aqui foi utilizado o subindice L para indicar que os vetores |07) e |17) representam os bits
l6gicos zero e um, respectivamente. Outra maneira de descrever cddigos quanticos, que €
utilizada neste trabalho, é por meio de operadores unitarios que atuam sobre o espaco de Hilbert

. a oes li ue levam v \Y r,
’H:} Operadores sdo transformacdes lineares que levam vetores de ’Hf; a vetores de H;” em
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que ¢ e ¢’ (tanto quanto n e m) ndo precisam ser idénticos. Entretanto, neste trabalho sdo
considerados apenas operadores que atuam de H; para H;.

Seja £/ um operador que representa um erro advindo de um canal quéntico. Considere que
os erros em cada qudit sejam independentes, entdo o operador de erro £ pode ser decomposto
em £ = £, ®---® E, € Hy. Além disso, a linearidade da mecénica quantica permite
que apenas um conjunto discreto de erros precisem ser levados em consideracio (para essa
demonstracdo veja o livro do Nielsen e Chuang [19]). O cddigo quantico que serd considerado
neste trabalho pode ser descrito como a intersecdo de autoespagos de um subgrupo abeliano de
operadores de erro. Este subgrupo de operadores de erro € chamado de estabilizador do cédigo,
pois seus elementos ndo alteram os estados pertencentes ao codigo, e o cddigo é chamado de
codigo estabilizador. Nas proximas subse¢des serdo descritos o grupo de erros e os codigos

estabilizadores em detalhes.

3.1.1 - Basede Erro

Seja P o conjunto das matrizes de Pauli para qubits dado por P = {I,X,Z, Y} [19].
E possivel generalizar o conceito de matrizes de Pauli para qudits. Desse forma, pode-se
escrever qualquer erro como a combinacao linear do erro de amplitude, X, e do erro de fase, Z.
Considere agora a e b elementos de [F, e ¢ uma poténcia do nimero primo p. Define-se a acdo
dos operadores unitarios X (a) e Z(b) sobre H,, que generalizam os operadores de Pauli X e Z

para o caso g-ario, como

X(a)|lz) = |z+a), (3.2)
Z(b)|x) = BT|z), (3.3)

em que a soma é operada no corpo F,, tr(-) denota a operacdo de trago de F, para [, e

f := exp(2mi/p) é uma p-ésima raiz primitiva da unidade.

Exemplo 3.2 Seja |¢)) = |1) um vetor de Hs. Os resultados das operagcoes X (2) e Z(1) sobre

o vetor 1)) sdo

X(2)Y) = |14+2 mod 3) =|0)
ZW) = p"ON) = p1) =),

Seja £ := {X(a)Z(b)|a,b € F,} o conjunto dos operadores de erro. Os operadores de erro
em &£ formam uma base do conjunto das matrizes ¢ X ¢ com entrada complexa, uma vez que o

traco Tr(ATB) = 0 para quaisquer elementos A e B distintos de £. Além disso, observe que

X(a)Z(b)X(a)Z(V) =) X (a+ ) Z(b+ V). (3.4)
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A base de erro para um sistema quantico g-ario de dimensdo n pode ser obtida pela
aplicacdo do produto tensorial da base de erro de cada um dos sistemas individuais. Sejam
a = (a,...,a,),b = (by,...,b,) € Fy. Defina X(a) = X(a1) ® --» @ X(a,) e
Z(b):=Z(b)®---® Z(b,). Entdo, tem-se o seguinte resultado, cuja demonstragio segue das
defini¢des de X (a) e Z(b).

Lema 3.1 [76, Lema 1] O conjunto definido por &, == {X(a)Z(b): a,b € F} é uma base

de erro sobre o espago vetorial complexo H,;.

Exemplo 3.3 Seja [¢)) o vetor de Hj do Exemplo 3.1. Assuma que a = (1,0,0,2) e
b = (2,0,1,0) sdo vetores de Fs. Com isso, a acdo de X (a) e Z(b) sobre o vetor |{)) é
dada por

X(a)l) = %X(a){|1000> +]0200) + [0010) + [0002)} (3.5)
1
= 7 112002) + [1202) + [1012) + 1001} (3.6)
Z(b)e) = %Z(b){uoom +1]0200) + [0010) + [0002)} (3.7)
_ i 4mi/3 27i/3
= 7 {e!™9[1000) + 0200) + 270010} + 0002} (3.8)

3.1.2 - Cédigos Estabilizadores

A descri¢@o do cédigo quantico que serd feita logo a seguir é baseada no conjunto de base

de erro que foi apresentado. Considere o grupo de erros G,, definido como

G, = {6°X(a)Z(b): a,b € F” c € F,}. (3.9)

Ou seja, G,, € um grupo finito gerado pelas matrizes na base de erro &,,. Note também que G,,
nao € um grupo abeliano.

Seja S o maior subgrupo abeliano do grupo de erro G,, que fixa todo elemento no cédigo
quantico Q. Ou seja, considere S € S, entdo tem-se que S|y) = (+1)[¢)) para todo
|y € Q. Como serd visto a seguir, a propriedade de comutatividade dos elementos do
grupo estabilizador garante que se possa medir simultaneamente os elementos do grupo e a
propriedade de estabilizar os elementos do cédigo fornece um método de caracterizacao dos
parametros do cdédigo, tais como a dimensao e a sua capacidade de correcdo. Dito isso, agora
¢ possivel descrever um cédigo estabilizador. O cédigo estabilizador Q associado ao grupo
estabilizador S € o subespago n@o nulo de H;; definido por

Q= ({lv) € Hy: Sly) = [4)}. (3.10)

SeS
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Dizendo de outra forma, Q € a interse¢do de autoespagos com autovalor +1 do subgrupo

estabilizador S.

3.1.3 - Estabilizador e Correcao de Erros

Devido as propriedades de vetores e da deteccdo no paradigma da Mecanica Quantica,
ha trés tipos de erros de interesse para um cddigo estabilizador Q. Um que deixa o estado
imutdvel ou atua resultando em apenas uma multiplicac@o escalar do vetor do cédigo, caso em
que o erro ndo afeta a informacgdo codificada. Outro que mapeia o estado do cédigo para um
estado pertencendo ao complemento ortogonal de O, caso em que o erro pode ser detectado por
processo de medida. Em formulagdo matematica, diz-se que o cédigo estabilizador Q consegue
“detectar” um erro £ do grupo GG, se, e somente se, a condi¢do (c1|E|cy) = Ag(c1|ce) € valida
para todo |c1), |co) € Q [76]. Por dltimo, hd erros que levam uma palavra-codigo para uma
sobreposicao de palavras-cddigo e, assim, o c6digo ndo € capaz nem de detectar, muito menos
de corrigir tais tipos de erros.

O problema agora € associar os erros que o cddigo estabilizador Q € capaz de corrigir e
o grupo estabilizador S que o define. Serd mostrado a seguir que Q pode detectar todos os
erros de (&, que sdo ou multiplos escalares de elementos em S ou que ndo comutam com algum
elemento de S, veja Lema 3.2. Em particular, um erro em (&, é detectavel se ndo comutar com

algum dos elementos de S. Seja S < G, e Cg,, (S) denote o centralizador de S em G, ou seja,

Ce,(S)={E€G,: ES=SE, paratodo S € S}. (3.11)

Além disso, denote por SZ(G,,) o grupo gerado por S e o centro Z(G,,). Com isso, pode-se

apresentar o lema a seguir.

Lema 3.2 [76, Lema 11] Seja S < G,, um grupo estabilizador de um cédigo estabilizador Q
de dimensdo dim Q > 1. Um erro E em G, ¢ detectdvel pelo codigo Q se, e somente se, ou E

é um elemento de SZ(G,,) ou E ndo pertence ao centralizador Cg, (S).

Demonstracdo: Inicialmente, suponha que £ € SZ(G,). Assim, E é um mdltiplo escalar
de um elemento do grupo estabilizador e sua acdo sobre um estado de Q é apenas a de
multiplicacdo escalar sobre 0 mesmo. Dai segue que esse erro € detectavel.

Agora, assuma que £ é um erro de (G,, que ndo comuta com algum elemento F' do grupo
estabilizador. Segue que EF' = AF'E, para algum \ # 1. Para todo par de vetores |u) e |v) de
Q segue que

(u|E|v) = (u|EF|v) = Mu|FE|v) = Xu|E|v). (3.12)

Ou seja, (u|E|v) = 0 e segue que £ é um erro detectdvel.
Por fim, considere o caso em que £ é um elemento de Cg, (S) \ SZ(G,,). Por absurdo,

assuma que F é um erro detectdvel. Isso implica que existe um escalar complexo Ag tal que
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Elv) = Ag|v) paratodo |v) € Q. Observe que g ndo pode ser nulo, pois isso faria com que £
ndo pertencesse a Cg,, (S). Seja S* o grupo abeliano gerado por A;' E e pelos elementos de S. A
interseccdo de autoespago de S* com autovalor +1 tem dimensdo ¢"/|S*| < dim(Q) = ¢"/|S]|.
Isso implica que nem todos os vetores em Q permanecem invariantes sobre )\ElE, o que € uma
contradicao a hipdtese inicial. ]

Com o lema anterior podemos categorizar os tipos de erros em trés classes:

* Good: Sdo os erros pertencentes ao grupo SZ(G,,). Esses erros deixam o estado
inalterado ou apenas atuam como uma multiplica¢do escalar sobre eles. Assim sendo,

em termos praticos, sdo erros que deixam o estado imutavel;

* Bad: S@o erros pertencentes a G, \ Cg, (S). Esses erros levam o estado do cédigo
quantico para um espago ortogonal ao espago do cédigo. Com isso, € possivel efetuar

medidas sobre o estado com erro, detecta-lo e corrigi-lo.

* Ugly: Esses erros pertencem ao conjunto Cg,, (S) \ SZ(G,,). A acdo desses erros € levar
o estado para outro vetor, diferente do inicial, que também pertence ao cédigo. Uma vez
que esses erros comutam com qualquer elemento de S, tem-se que a agdo dos mesmos

nao pode ser detectada e, consequentemente, corrigida.

Por meio desta descri¢ao, quando € feito o cdlculo da distincia minima de um c6digo quantico,
mede-se 0 peso minimo, em termos de uma medida que serd definida posteriormente, dos

operadores presentes no conjunto C¢, (S) \ SZ(G,,).

Exemplo 3.4 Serd apresentado o codigo quantico proposto por Steane [18]. Seja

(3.13)

=

Il
—_ = =
=
S = =
— = O
o O =
O = O
= o O

a matriz de verificagdo de paridade do codigo de Hamming (Exemplo 2.4) apresentado no
Capitulo 2. O grupo estabilizador do cddigo quantico [[7,1,3]]s proposto por Steane é

construido a partir dessa matriz. A matriz estabilizadora para o codigo é

H 0
Hg = . 3.14
S 0 H (3.14)

Dessa matriz é possivel caracterizar a existéncia dos operadores X e Z no grupo estabilizador.
Para cada 1 presente na metade esquerda da matriz, tem-se a presenca do operador X. Por

outro lado, para cada 1 presenta na metade direita da matriz, tem-se a presenca do operador Z

na respectiva coordenada. Elementos iguais a 0 representam a existéncia da matriz identidade.
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Assim sendo, os elementos do grupo estabilizador S do cddigo [[7, 1, 3]]2 sd@o

S; = X@XXQIXeIxl
Sy = XRIX0X®IX®I
Sy = X@XQIX®Il®X
Sy = ZQZ®ZQIZQI®]1
Sy = ZQI®ZIQZRIQZ®I
Ss = ZQZIQZIxI® Z.

Como o grupo estabilizador tem 6 elementos, o codigo tem comprimento 7 e é definido sobre
qubits, entdo tem-se que o niimero de elementos em Cg, (S)\S é276 = 2, E fdcil verificar que
estes operadores sGo 1 = X QX QX QXQXRQXRX ey =ZRZQLRQ3LQ3LR34R4,
visto que eles comutam com qualquer elemento em S. Utilizando este codigo é possivel corrigir
qualquer tipo de erro, seja de inversdo de bit ou de fase (ou combinacdo dos dois). Na Sec¢do 3.2
é mostrado como generalizar este resultado por meio da utilizacdo de codigos cldssicos e seu

dual (euclidiano ou hermitiano).

Como pode ser visto no Lema 3.2 e na discussdo que se seguiu, a detectabilidade de
erros estd bastante associada com a relagdo de comutag@o entre os erros detectaveis € o grupo
estabilizador do c6digo. Assim, para calculos préticos, pode vir a ser necessario saber quando
dois operadores de erro comutam. Essa condicao estd associada com o trago simplético de dois
vetores em IF>". Suponha que (a|b) e (a’[b’) sio vetores em F.", em que (a|b) representa a
concatenagdo dos vetores a e b pertencentes a Fy. Entdo o produto interno simplético desses

dois vetores € dado por

((ab), (a'|b"))s :==try,(b-a" — Db’ - a). (3.15)

Com a introducdo desse produto interno, podemos apresentar a condi¢do para a qual dois

operadores de (G,, comutam.

Lema 3.3 [76, Lema 5] Dois elementos quaisquer E,E' € G, podem ser escritos como
E = p°X(a)Z(b) e E' = BX(a)Z(V). A relacdo de comutacdo leva a ter EE =
B”(b'a/_b,'a)E’ E, ou seja, E e E' comutam se, e somente se, o traco na forma simplética é

zero.

Demonstracao: Segue direto da Eq. 3.4. ]

Agora serd definida a distdncia minima de um cédigo quantico Q. Para que isso seja feito,
é necessdrio apresentar o peso simplético de um vetor (a|b) em 2", em que (a|b) representa a
concatenacdo dos vetores a e b pertencentes a [F'. Esse peso serd denotado por swt (abrevia¢ao

do inglés sympletic weight) e € definido como
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swi((alb)) = [{kl(ax, i) # (0,0)}]. (3.16)

em que ai € by sdo as k-ésimas coordenadas do vetores a e b, respectivamente. Com isso,
pode-se definir o peso de um elemento £ = °X(a)Z(b) = f°E; ® - - - ® F, no grupo de erro
G, 0 qual é dado por

wt(E) := [{E; £ I}| = swi((alb)). (3.17)

Um cddigo quantico Q € dito ter distdncia minima d se, e somente se, pode detectar todos
os erros em (., de peso menor que d, mas ndo pode detectar algum erro de peso d. Ou
seja, um c6digo quéntico estabilizador tem distdncia minima d se d = min{wt(E): E €
Ce, (S)\SZ(G,)}. Um cédigo com distancia minima d também corrige todos os erros de peso
t = |(d —1)/2] ou menor. Com isso, diz-se que Q é um cédigo ((n, K, d)), se, e somente se,
Q ¢ um subespago de #; com dimensdo K e tem distincia minima d. Um cédigo ((n, ¢*,d)),
também é denotado por [[n, k, d]],. Devido a linearidade da Mecénica Quantica, um cédigo
quantico que detecta um conjunto £ de erros também detecta todos os erros no espago linear
gerado por £.

Por fim, € dito que um cédigo quantico Q € puro para ¢ se, € somente se, seu grupo
estabilizador S ndo contém operadores de erro ndo-escalares de peso menor que t. Um cédigo
quantico [[n, k, d]], é chamado de puro se, e somente se, é puro para sua distdncia minima d.
Um cédigo impuro também € chamado de cddigo degenerado. A importancia de c6digos puros

¢ quantificada no Coroldrio 3.1.

Corolario 3.1 [76, Coroldrio 12] Se um codigo estabilizador Q tem distancia minima d e é
puro para t, entdo todos os erros E € G, com 1 < wt(E) < min{t, d} satisfazem (u|E|v) = 0,
para todo |u), |v) € Q.

Demonstracao: Por hipétese, como o peso de £ € menor que a distdncia minima do cédigo
estabilizador Q, entdo ele é detectavel. Entretanto, £ ndo é um elemento de SZ(G,,), visto que
0 c6digo € puro para t > wit(E). Além disso, como E também ndo pertence a Cg, (S), tem-se
que a afirmacdo segue da Eq. 3.12. [

Para cédigos puros, t€ém-se que erros que levem um estado do cédigo quantico para um
espaco que seja ortogonal ao espaco do c6digo € um erro detectdvel. Além disso, esses espacos

sdao degenerados; ou seja, erros distintos levam o estado para espacos distintos.

3.2 — Construcao de Codigos Quanticos a partir de Codigos

Classicos Auto-ortogonais

Nesta secado serd apresentada a relacdo entre codigos estabilizadores e codigos cldssicos. A

ideia central dessa relacdo € que a deteccdao de um erro de fase global € irrelevante. Isso significa
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que € possivel descartar o fator da fase global e definir uma aplicagao sobrejetora que vai de
Gn/Z(Gy) para F2" e estudar as imagens dessa aplicagdo sobre S e Cg, (S).

Usando essa conexdo entre o grupo quociente G,,/Z(G,,) e vetores em Fg", ¢ demonstrado
que a construgdo de um cddigo estabilizador Q se reduz a construcdo de cédigos cldssicos

auto-ortogonais euclidianos ou hermitianos sobre F, ou [F 2, respectivamente.

3.2.1 - Codigos sobre I,

Como foi dito anteriormente, serd criada um aplicacdo de G, para Fg” que sera util para
o desenvolvimento de uma relacdo entre cddigos estabilizadores e codigos cldssicos. Assim,
defina

£ G, — Fr (3.18)
BX(a)Z(b) — (alb). (3.19)

Com isso, nota-se que a aplicagdo & leva o grupo SZ(G),) no cédigo aditivo

C = {(alb): F°X(a)Z(b) € SZ(Gn)} = SZ(G)/Z(Gy). (3.20)

A aditividade do cédigo C pode ser vista pelo fato de que o grupo estabilizador S é fechado
sobre multiplicacao.

O trago na forma simplética introduzido na se¢@o anterior pode ser utilizado para definir o
dual simplético do cédigo aditivo C. Seja C+ o dual de C relacionado ao trago simplético, ou

seja,

Ct={x¢e ]Fg": (x,¢)s = 0 para todo c € C}. (3.21)

Por defini¢do, o centralizador Cg, (S) contém todos os elementos de GG, que comutam com
cada um dos elementos de S. Assim, veja Lema 3.3, tem-se que £ mapeia sobrejetivamente

CGn<S> cm CLS,

Ctr = {(ab): °X(a)Z(b) € Cq,(9)}. (3.22)

A conex@o que foi mencionada algumas vezes anteriormente, entre cddigos estabilizadores

e codigos classicos, € finalmente apresentada no Teorema 3.1 a seguir.

Teorema 3.1 [76, Teorema 13] Um cddigo estabilizador ((n, K, d)), existe se, e somente se,
existe um cédigo aditivo C € F2" de tamanho |C| = ¢" /K tal que C < C* e swt(C \ C) = d
se K > 1 (ou swt(Ct) =dse K =1).

Demonstracdo: Suponha que exista um c6digo estabilizador Q com pardmetros ((n, K, d)),,.

Isso implica que existe um subgrupo S de GG,, com ordem |S| = ¢" /K tal que Q é a interse¢do
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de autoespagos de S com autovalor +1. O grupo S € abeliano e satisfaz S N Z(G,,) = 1, veja
o Lema 10 de trabalho de Ketkar, et al. [76]. O quociente C ~ SZ(G,,)/Z(G,,) é um subgrupo
aditivo de F2" tal que |C| = |S| = ¢"/K. Tem-se que C* = Cg,, (S)/Z(Gy) pelo Lema 3.3.
Como S é um grupo abeliano, tem-se que SZ(G,,) < Cg, (S) e, assim, C < C*+. Se K = 1,
entdo Q é um cédigo estabilizador puro, fazendo com que wt(Cg, (S)) = swt(Ct) = d. Se
K > 1, entdo os elementos de Cg, (S) \ SZ(G,,) tem peso pelo menos d pelo Lema 3.2, o que
levaa swt(C*+\ C) = d.

Por outro lado, suponha que C é um subgrupo aditivo de F2" tal que |C| = ¢"/K,C < C*
e swt(CH \C) = dse K > 1 (e swt(C*) = dse K = 1). Seja N = {5°X(a)Z(b): c €
[F, e (a|]b) € C}. Note que N é um subgrupo abeliano normal de G, pois € a pré-imagem de
C = N/Z(G,). Escolha a caracteristica ¢ de NN tal que £(/5°/) = /5°. Entdo

1
Px =y 2 €ETE (3:23)

EeN
¢ um projetor ortogonal sobrejetor no espaco vetorial O, visto que P, € idempotente no grupo

Ca, (S), veja o trabalho de Klappenecker e Rotteler [77]. Assim tem-se

dim Q@ = Tr(P,) = |Z(Gy)la"/IN| = ¢"/IC| = K. (3.24)

Cada classe lateral de N médulo Z(G,,) contém exatamente uma matriz F tal que E|v) = |v),
para todo |v) € Q. Com isso, o conjunto S = {E£ € N: E|v) = |v) para todo |v) € Q} estd
bem definido. S é um subgrupo abeliano de G,, de ordem |S| = |C| = ¢"/K. E possivel notar
que Q € a intersegdo de autoespagos com autovalor +1 de S e tem dim Q = ¢"/|S| = K.
Um elemento §°X(a)Z(b) em Cg, (S) \ SZ(G,) ndo pode ter peso menor que d, pois isso
implicaria que (a/b) € C*+ \ C tem peso menor que d, o que é impossivel por hipétese.
Pela mesma razdo, se K = 1, entdo todos os elementos do centralizador C¢, (S) diferentes
da identidade devem ter peso igual a d ou maior. Assim, Q é um cddigo estabilizador com
parametros ((n, K, d)),. |

Utilizando o Teorema 3.1 pode-se extrair o método de construcdo CSS de codigos

estabilizadores proposto por Calderbank, Shor [78] e Steane [18] em 1996.

Lema 3.4 (Construcdo CSS de Cddigos Estabilizadores) Sejam Cy e Cy dois codigos lineares
cldssicos com parametros [n, ki, d1], e [n, ko, do),, respectivamente, tais que Cy < Cy. Entdo
existe um cddigo estabilizador [[n, ky + ko — n, d)], com distancia minima d = min{wt(c)|c €
(C1\ Cy) U (Ca \ Cib)} que é puro para min{d,, ds}.

Demonstragio: Seja C = Ci x C; < F?". E possivel ver que C < Cp x Cj, pois
Cy < C; por hipétese. Se (cilcz) € C e (cy|cy) € Cy x Cy, entdo observa-se que
tr(cg-cy —ch-c1) = tr(0—0) = 0. Assim, C < Cy x C; < Ct+. Uma vez que |C| = ¢*"F1—F2,
=

= ¢>"/|C| = ¢" 2 = |Cy x Cy|. Consequentemente, C++ = Cy x C;. Pelo Teorema 3.1
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tem-se que existe um cédigo estabilizador ((n, K,d)), com K = ¢"/|C| = ¢tk A

afirmacdo sobre a distancia minima e pureza seguem, também, do Teorema 3.1. ]

Corolario 3.2 Seja C um cddigo linear cldssico [n, k, d|, contendo seu dual, C*+ < C, entdo

existe um cédigo estabilizador [[n, 2k — n, > d||, que é puro para d.

3.2.2 - Codigos sobre IF 2

Sera mostrado agora que também € possivel criar uma relagdo entre codigos estabilizadores
e codigos sobre 2. Para isso, primeiramente € necessario apresentar o tipo da operagdo traco
que ¢ utilizado aqui. Seja {3, 37} uma base normal de IF,2 sobre IF,. Define-se o trago na forma

alternante de dois vetores v e w em IFZQ por

V.Wq_vq.w>

(v wha =t (i (3.25)

Seja ¢: F2" — 7, uma aplicagdio descrita por (alb) — Sa + 3. A aplicacdo ¢ €
uma isometria no sentido que o peso simplético de (alb) é igual ao peso de Hamming de
¢((alb)). Se C < F,, entdo denota-se 0 seu dual com relagdo ao trago na forma alternante
por Cte == {v € Fr2: (v,w), = Oparatodow € C}. Essa aplicagao permite transformar
a dualidade relacionada ao trago na forma simplética para uma dualidade no traco na forma

alternante.

Lema 3.5 Suponha que c e d sdo dois vetores de IF%”. Entdo

<C7 d>s = <¢(C)a ¢(d)>a- (3-26)

Em particular, c e d sdo ortogonais com respeito ao traco na forma simplética se, e somente

se, ¢(c) e ¢(d) sdo ortogonais com respeito ao trago na forma alternante.

Demonstracdo: Sejam ¢ = (a|b) e d = (a’|b’). Entdo, tem-se

(p(c),p(d)?) = p™a-a’' + p%a-b' +p*b-a’ +pM b b (3.27)
(p(c)%,¢(d)) = p™'a-a’'+p*a-b' +°b-a’ +p3'b b (3.28)

Assim, o trago na forma alternante de ¢(c) e ¢(d) é dado por

co(d) — 7. 4(d
($(c), ¢(d))a = trq/p<¢(c) il 6>2q _(2(20) ?d) ) =tryp(b-a —a-b),  (329)
que é precisamente o trago na forma simplética (c, d)s. ]

Com isso, é possivel reformular o Teorema 3.1 para o caso em que se utilize o traco na

forma alternante. Veja Teorema 3.2.
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Teorema 3.2 [76, Teorema 15] Um cddigo estabilizador ((n, K, d)), existe se, e somente se,
existe um cddigo aditivo C < F;, de tamanho |C| = ¢" /K tal que C < Cteeswt(C=\C)=d
se K > 1 (ou swt(Cte) =dse K =1).

Demonstraciao: Segue diretamente da construcao da aplicacao ¢ e do Teorema 3.1. [

Caso se trabalhe com cddigos lineares, em vez da formulacio geral mostrada para cédigos
apenas aditivos, entdo a utiliza¢do do produto interno hermitiano para a constru¢do dos cédigos
estabilizadores € mais util. Como foi mostrado no Capitulo 2, o produto interno hermitiano

entre dois v, w € I, € dado por

(v,w), = (v, w), (3.30)

em que v? = (v{,...,v?). Da defini¢do de trago na forma alternante é claro que se dois vetores
sdo ortogonais com respeito ao produto interno hermitiano, entdo eles também serdo ortogonais
com respeito ao trago na forma alternante. Consequentemente, se C < I/, entdo Ctr < Che,
onde C*" = {v € Fl,: (v,w);, = 0 paratodo w € C}.

Assim, quaisquer cddigos auto-ortogonais com respeito ao produto interno hermitiano
também serdio auto-ortogonais com relagiio ao traco na forma alternante. No caso geral, C*
e C*e sdo diferentes, mas acontece que quando os codigos sdo Fz-lineares, entdo esses dois

espacos duais coincidem.
Lema 3.6 Suponha que C < . é Fp2-linear, entdo Ctr = Cte,

Demonstracao: Seja ¢ = p", em que p é um nimero primo. Se C é um subespaco de dimensao
k de IFZQ, entdo C1» é também um subespaco de IFZQ mas com dimensdo n — k. E possivel
também ver C como um subespaco de Fgm" com dimensdo 2mk e seu dual com relacio ao trago
alternante C** como um subespaco de F2"" com dimensdo 2m(n — k). Visto que C* C C*e

e os dois subespacos tem a mesma cardinalidade; entdo, tem-se que eles sdo iguais. ]

Corolario 3.3 Se existe um cédigo C que é F 2 linear e C*» < C, entdo existe um cédigo

estabilizador [[n, 2k — n,> d]], que € puro para d.

Demonstracao: Notando que C pode ser visto como um espago vetorial com dimensao 2mk,
onde g = p™, e utilizando o Teorema 3.2, o corolério segue. [ ]

Ref. [63].r-Laflamme de um c6digo estabilizador. Para ver isso, assuma que C' < ]an denota
um cédigo aditivo associado com o cddigo estabilizador (). Defina os pesos simpléticos de C' e

Cts, respectivamente, por

3.3 — Limitantes sobre Cédigos Quanticos

Sera apresentado diversos limitantes, tais como limitantes computacionais para 0s pesos
simpléticos e distincia minima. Inicialmente serd mostrado alguns resultados de limitantes

relacionados com pesquisa computacional.
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Teorema 3.3 [76, Teorema 25] Seja Q um cddigo estabilizador com parametros ((n, K, d)),
em que K > 1, entdo existe uma solucdo para o seguinte problema de otimizacdo: minimize

Z?;i A, sujeito as restrigdes
1. Ay =1e A; > Oparatodol < j<n;
2.3 A=K
3. B; = qﬁn Yoo Kj(r)A, se mantem para todo 0 < j < n;
4. Aj = Bjparatodo() < j <deA; < Bjparatodod < j <n;

5. (p—1)divide Aj para todo 1 < j < n.

Para o caso em que € utilizado c6digos sobre I 2 para construir codigos estabilizadores,
entdo a condi¢do 5. do Teorema 3.3 tem, em vez de “(p — 1) divide A;”, “¢® — 1 dividindo A,”.
O préximo limitante também se baseia em busca computacional e serd utilizado

posteriormente na demonstracdo do limitante de Singleton.

Teorema 3.4 [76, Teorema 27] Seja Q um cddigo estabilizador com pardametros ((n, K, d)),
em que K > 1. Suponha que S é um subconjunto nao-vaziode {0, ...,d—1}e N ={0,...,n}.
Seja
flo) =" fii(x) 3.31)
satisfazendo as condi¢oes:
1. f. > O0paratodox € S e f, > 0 caso contrdrio;

2. f(z) < Oparatodox € N\ S.

Entdo

f(z)

xz

1
K < — max
q" zeS

(3.32)

Corolario 3.4 [79, Lema 1.3](Limitante de Singleton Qudntico) Seja Q um cédigo qudntico

com pardmetros ((n, K, d)), em que K > 1. Entdo, tem-se que

K < gv2d+2, (3.33)
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Demonstracdo: Seja S = {0,...,d — 1}. Assuma que

fla) =g =" f[ (1 -~ 5.). (3.34)

Jj=d J

E possivel expressar o polindmio f(z) = > 1 f;K;(z), em que

n

fi=a ) @)K () =q""" ; K, (i) (n L 1) / (n . 1) L33

=0

Como é mostrado no trabalho de Levenshtein [80] que Y7 o K.(1)(,"7,) = (j7)¢** Y,

entdo a expressao anterior pode ser resumida para

 d1a(n—t n
fi=4q (d_1>/<n_d+1)>0. (3.36)

Se r(x) := f(x)/ f., entdo

r(z) = %ﬂﬁ) _ -2 (n e 1) / (’; B "f) (3.37)

Além disso, tem-se que

r(r) n—z—d+1
r(x+1) d—x—1 (3.38)

A partir de agora serd efetivamente demonstrado o coroldrio em questdo. Por absurdo, assuma

que exista um cddigo estabilizador com pardmetros ((n, K, d)), tal que 2d > n + 2. Com
isso se terd r(z)/r(x + 1) < 1, tendo valor mdximo para r(z) quando z = d — 1, quando
x € {0,...,d — 1}. Pelo Teorema 3.4 tem-se que K < r(d —1)/¢" = ¢" 242/ (" “+1), 0 que

¢ uma contradig@o, pois K (", “1!) < ¢"~24+2 < 1 e, por hipétese, K > 1.

Ja para 2d < n + 2, entdo r(x)/r(x + 1) > 1 e o mdximo de r(x) acontece quando z = 0,

2n—2d+2

uma vez que = € {0,...,d — 1}. Como r(0) = ¢ , entdo o Teorema 3.4 implica que

—n f(x) n—2d+2
< —_—
K <gq Orggzcd T, q . (3.39)

]
Um cddigo quantico que atinge o limitante de Singleton quantico € denominado de
codigo quantico com maxima distncia de separacdo ou MDS (do inglés, Maximum Distance
Separable).
A seguir serd apresentado o andlogo quantico do limitante de Hamming. A utilizac¢do desse
limitante € normalmente feita para analisar codigos estabilizadores que tem faixa de pardmetros

onde ndo € possivel construir codigos estabilizadores MDS.

Teorema 3.5 [79, Lema 1.2](Limitante de Hamming Qudntico) Seja Q um codigo
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estabilizador com parametros ((n, K, d)), em que K > 1. Entdo, tem-se que

L(d—1)/2] n "
o)< =, 3.40
> (i)(q ) < (3.40)

i=0
Um cddigo quantico que atinge o limitante de Hamming quantico € chamado de cédigo
quantico perfeito. Por dltimo serd mostrado a generalizacdo do limitante de Gilbert-Varshamov

mostrado na Proposi¢do 2.9 para cddigo quanticos.

Teorema 3.6 [79, Teorema 1.4 ](Limitante de Gilbert-Varshamov) Seja h,(x) a fungdo entropia
q-dria da Eq. 2.24 e Q um cédigo quantico com pardmetros [[n, k, d||,, com taxa R(Q) = k/n.

Entdo, para qualquer q e 6 € [0,1 — 1/q|, existem cddigos qudnticos Q’s com taxa

R2(8) > 1— hy(6) — &log,(q+1). (3.41)

3.4 - Codigos Algébrico-Geométricos Quanticos

Esta secdo € dividida em trés partes. A primeira trata sobre a constru¢do de cdodigos
AG quanticos com t-lugares; na segunda serdo construidos codigos AG os quais possuem o
divisor G como sendo uma soma de lugares ndo racionais e, na terceira parte, constri-se uma
sequéncia codigos AG quanticos assintoticamente bons, no sentido que serd apresentado. Todos

os resultados dessa secdo sdo de co-autoria do autor desta tese e estdo contidos na Ref. [63].

3.4.1 - Cédigos Algébrico-Geométricos Quanticos com t-lugares

O primeiro resultado baseia-se na utilizacao de cédigos AG com t-lugares para a derivacao

de cédigos quanticos com bons parametros.

Teorema 3.7 (Construcdo Geral de t-lugares ) Seja q uma poténcia de um niimero primo e

F/F, um corpo de fungdes de género g com (n + t)-lugares racionais. Assuma que a;,b;,
¢ t

1 =1,...,1, sdo inteiros positivos tais que a; < b; para todo i e 2g — 2 < Z a; < Z b; < n.
i=1 i=1

t t
Entdo existe um codigo qudntico com pardmetros [[n,k‘,d]]q, com k = Zbi — Zai e
i=1 i=1

dZmin{n—ibi,iai—(Qg—Q)}.

i=1 =1
Demonstracdo: Seja { Py, Ps, ..., Py, Pyi1,. .., Pyyi} 0 conjunto de lugares de F'/F, de grau
um. Assuma que D = P, + --- + P, é um divisor de F//F,. Além disso, considere que G;

e G, sdo dois divisores de F'/F, dados, respectivamente, por G1 = a1 P11 + -+ + @i Py €
t

t
Gyo=0FP, 1+ -+b Py, coma; < b,paratodoi =1,...,te2g—2 < Zai < Zbi < n.
=1 =1
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Por construgdo, suppG; NsuppD = @ e suppGy NsuppD = . Como G; < G, tem-
se que L(G1) C L(G3), o que leva a Cr(D,Gy) C Cr(D,Gs). Do Teorema 2.4, o c6digo
t

t
C) := Cr(D,G,) tem pardmetros [n, ky,d;],, com dy > n — Zai ek, = Zai —g+1le
i=1

=1

t t
Cy == Cr(D, G) tem pardmetros [n, ka, da),, com dy > n — Zbi eky = Z b; — g+ 1. Por
i=1 i=1
outro lado, do Teorema 2.5, o c6digo dual Cj- = Cq(D, G1) de Cy tem parmetros [n, ki-, di |,
t

t
com di > Zai —(29—2)eki=n+g—1- Zai,eocédigodual Cy = Cqo(D,Gy) de
i=1

=1

t t
C, tem parametros [n, k;-, dy |, com dy > Z bi—(2g—2)eky =n+g—1-— Z b;.
i=1 i=1
Aplicando a construgdo CSS, Lema 3.4, aos cédigos C e (s, obtém-se um cddigo quantico

com 0s parametros mencionados. [

Observacao 3.1 Fazendo uma comparagdo com os codigos na literatura, nota-se que nos
trabalhos Chen, et al. [25] e Kim e Walker[81] sdo utilizados cédigos AG com um lugar
para construir codigos qudnticos bons ou assintoticamente bons. Em [26], os autores aplicam
codigos AG de dois-lugares para derivar codigos quanticos bons ou assintoticamente bons. No
Teorema 3.7 é feito uma generalizacdo natural dessas construgoes de codigos de um e dois

lugares para a construgdo de codigos com t-lugares, comt > 1.

Corolario 3.5 (Cddigos de Um-lugares) Existe um cdédigo quantico com pardmetros [[q(1 +
(¢ =1)m),b—a,d]] o, com (g —1)(m—1) =2 <a<b<ql+(g—1)m) mllg+1)e
d > min{q(1+ (¢ — 1)m) —b,a— (¢ —1)(m — 1) + 2}.

Demonstracio: Seja F'/IF, o corpo de fungdes definido pela equagdo y? +y = 2™ e m|(¢+1).
Sabe-se que o género de F'/F, é g = (¢ — 1)(m — 1)/2 e o nimero de lugares de grau 1 é
N =1+ q(1+ (¢ — 1)m) (veja [71, Exemplo 6.4.2]). Seja {P, Py, ..., Py, Poy1,..., Py}
o conjunto com todos esses lugares. Sem perda de generalidade, assuma que D = P, +
-+ Py_1 e Gy = aPy e Gy = bPy sdo dois divisores tais que supp G; Nsupp D = ()
e supp Gy NsuppD = P, com (¢ — 1)(m —1) =2 < a < b < q(1 + (¢ — 1)m). Pelo
Teorema 3.7, existe um cddigo quéantico com parametros [[¢(1 + (¢ — 1)m),b — a,d]] >, em
que d > min{q(1 + (¢ — 1)m) — b,a — (¢ — 1)(m — 1) + 2}. Assim, a demonstra¢io estd
completa.

n

Observacio 3.2 Note que a curva de Hermite definida por y?+y = x9%, sobre F 2, é um caso

particular da curva y? 4+ y = x™ considerado na demonstragcdo do Coroldrio 3.5.

Corolario 3.6 (Cddigos de Dois-lugares) Existe um cédigo qudntico com pardametros [[q(1 +
(g —1)m) = 1,by + by — a1 — ag,d]] 2, coma; < b;parai = 1,2, (¢ —1)(m —1) -2 <
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ar+ay <by+by<q(l4+(g—1)m)—1m|(¢g+1)ed>min{g(l+ (¢ —1)m) — by — by —
Liag+as—(¢g—1)(m —1)+ 2}

Demonstracdo: Seja D = P, + --- + Py_s um divisore G; = a1Py_2 + asPy_1 ¢ Gy =
b1 Py_o + by Py_1 outros dois divisores com supp G Nsupp D = () e supp G, Nsupp D = (),
com (¢ —1)(m—1)—2<a; +ay <b +by<q(l+(qg—1)m)— 1. Do Teorema 3.7, existe
um c6digo quantico com parametros [[¢(1 + (¢ — 1)m) — 1,b1 + by — a1 — a,d]] 2, tendo d >
min{q¢(1+ (¢ —1)m) =1 —0by —bs,a; +as — (¢ — 1)(m — 1) + 2}. u

Corolario 3.7 (Cddigos de t-lugares) Existe um cédigo qudntico com pardmetros [[q(1 +
(g—1)m) —t+1,bp+---+b — (ag + -~ +at),d]]q2, coma; < by parai = 1,...1,
(g—1)(m—-1)=2<a+-Fa<b+ - +b<qgl+(@—1m)—t+1Lm|(g+1)e
d>min{¢g(1+(¢g—1)m)— b1+ +b)—t+1l,a1+ - +a—(¢g—1)(m—1)+2}

Demonstracao: Similar a demonstracao do Corolério 3.6. ]

3.4.2 — Coédigos Algébrico-Geométricos Quanticos com Divisores nao-Racionais

Esta subsecao trata da constru¢do de cédigos quanticos a partir de codigos AG que possuem

divisores que sao multiplos de um lugar ndo-racional. O primeiro resultado é dado logo a seguir.

Teorema 3.8 (Construcdo Geral) Seja q uma poténcia de um niimero primo e F'/F, um corpo

de funcdes com género g e tendo n lugares racionais. Assuma que existem lugares ()1, . .., Qs
de F/F, com grau o; > 2, respectivamente, i = 1,2, ..., t. Para todos os inteiros positivos
a; < b, 1 =1,...,t tais que 29 — 2 < a1y + - - - + ;o < by + - - + by < n, existem

um cédigo quantico com parametros [[n, k,d]|,, comk = (b — ar)oq + -+ + (by — a)oy e
d > min{n — (byay + - -+ + b)), (a1 + -+ - + ar) — (29 — 2) }.

Demonstracao: A prova € similar a do Teorema 3.7. ]

Corolario 3.8 Seja q uma poténcia de um nimero primo e F/F, um corpo de fungoes
hipereliptica de género g com n lugares racionais. Entdo existe um cédigo quantico com
pardmetros [[n, 2(ty — 1), d]], comt1, 5 sendo inteiros positivos tais que 2g—2 < t; <ty <n
e d > min{n — 2ty, 2t; — 29 + 2}.

Demonstracido: Uma vez que F/F, é um corpo de fungdes hiperelipticas, entdo existe um
lugar GG de grau dois (veja [71, Lema 6.2.2(a)]). Seja D = P, + --- + P, um divisor, com
P; sendo todos os lugares racionais de F'/F,. Assuma que Gy = .G e G; = t;G, com
2g — 2 < 2ty < 2ty < n. Entdo, aplicando as ideias contidas na demonstracdo do Teorema 3.7,

obtém-se o resultado. ]
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Exemplo 3.5 Seja F//IF, o corpo de fungées definido pela equacdo y? +y = a2, com m = 2
e q = 5 (ou seja, m|(q + 1)). Como o género de F|F, é g = 2, entdo F/F, é um corpo de
fungoes hiperelipticas (veja [71, Lema 6.2.2(b)]) e, consequentemente, o Coroldrio 3.8 pode
ser aplicado. Isso leva a existéncia de cédigos quanticos com pardmetros [[46, 2(ty — t1), d],s,

em que tq, 1y sdo inteiros positivos tais que 1 < t; < ty < 23 e d > min{46 — 2t,, 2t; — 2}.

3.4.3 - Exemplos e Comparaciao dos Novos Codigos Quanticos

Sao apresentados na Tabela 4.4 alguns codigos
quanticos bons obtidos dos Corolérios 3.5 e 3.6. Todos os cddigos da Tabela 4.4 s@o novos,
no sentido de que nio hd cddigos na literatura com os mesmos pardmetros. Note que o novo
c6digo [[26, 16, d > 3]], € melhor que o cédigo [[26, 14, 3]], apresentado no enderego eletronico
de Edel [82] e, além disso, o cddigo [[26, 14, d > 4]], tem pardmetros superiores aos do c6digo
(26, 4, 4]], também mostrado em [82].

Quando o alfabeto é grande, € dificil encontrar c6digos na literatura que tenham parametros
comparaveis. Por isso, a andlise dos codigos criados aqui é baseada sobre o limitante de
Singleton quantico. Como foi mostrado em secdes anteriores deste capitulo, um cédigo
quantico com pardmetros [[n, k, d]], deve satisfazer a k + 2d < n + 2. Note que os cdigos
quanticos apresentado na Tabela 4.4 de comprimento 46 tem Singleton defect iguais a 2.
Além disso, todos os novos codigos quanticos de comprimento n = 26 e n = 27 exibidos
na Tabela 4.4 tem Singleton defect igual a 3. E também importante notar que o cédigo de
comprimento n = 175 da Tabela 4.4 tem Singleton defect igual a 9. Por exemplo, o novo
cédigo [[175,31,d > 64]],, tem distdncia minima maior ou igual a 64 e, consequentemente, o
seu Singleton defect ¢ 9, enquanto os cédigos [[165,99, 18]], e [[194, 144, 8]], disponiveis na
Ref. [82], de comprimento similar, t€m distancias minimas iguais a 18 e 8, respectivamente, €,
como pode ser calculado, Singleton defect iguais a 16 e 18, respectivamente. Além disso, note
que os novos codigos [[27,3,d > 10]],, [[27,5,d > 9]],, [[65,9,d > 25]],., [[175,31,d > 64]],4

e [[175,1,d > 79]],, tém distdncias minimas comparativamente superiores aos da literatura.
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Tabela 3.1 — Exemplos de novos cédigos algébrico-geométricos quanticos

Novos Cddigos do Coroldrio 3.5 ¢ m a b
[[27,17,d > 3]], 3 4 7 24
[[27,15,d > 4]], 3 4 8 23
[[27,13,d > 5], 3 4 9 22
[[27,11,d > 6]], 3 4 10 21
[27,9,d > 7], 3 4 11 20
[27,7,d > 8]], 3 4 12 19
[27,5,d > 9]], 3 4 13 18
[[27,3,d > 10]], 3 4 14 17
[[27,1,d > 11]], 3 4 15 16
[64,48,d > 3]],4 4 5 13 61
[64,46,d > 4]],4 4 5 14 60
(64,44, d > 5]],4 4 5 15 59

[[64,24,d > 15]],4 4 5 25 49
(64,4, d > 25]],4 4 5 35 39
[64,2,d > 26]],4 4 5 36 38
(65,53, d > 3], 5 3 9 62
(65,51, d > 4], 5 3 10 61
(65,49, d > 5], 5 3 11 60
[65,9,d > 25]],, 5 3 31 40
[[175,153,d > 3]] 4 7 4 19 172
[[175,151,d > 4]} 4 7 4 20 171
[[175,149,d > 5]} 4 7 4 21 170
[[175,109, d > 25]] 4 7 4 41 150
[[175 31,d > 64]] 4 7 4 80 111
[[175,1,d > 79]],4 7 4 95 96

Novos Cédigos do Coroldrio3.6 ¢ m a3 —as by — by
[[26,16,d > 3]], 3 4 3—-4 T7-16
[[26,14,d > 4]], 3 4 3-5 T7-15
[[26,12,d > 5], 3 4 3—-6 T7-—-14
[26,4,d > 9]], 3 4 3—-10 7-10
[[26,2,d > 10]], 3 4 4-—10 6-10

Novos Codigos do Exemplo3.5 ¢ m 131 12
146,36, d > 4], 5 2 3 21
[46, 32, d > 6], 5 2 4 20
146,28, d > 8]],; 5 2 5 19
[[46 4,d > 20]], 5 2 11 13
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3.5 - Codigos Algébrico-Geométricos Quanticos
Assintoticamente Bons

Sera proposta a construcdo de um sequéncia de cédigos quanticos assintoticamente bons
derivados de cédigos AG. Todos os resultados dessa se¢do sdao de co-autoria do autor desta tese
e estdo contidos na Ref. [63].

Seja (Q;i);>, uma sequéncia de cédigos quanticos sobre H, com parametros [[n;, k;, d;]],,
respectivamente. Diz-se que (Q;);,, € assintoticamente boa se limsup, , ki/n; > 0 e

limsup,_,.d;/n; > 0. Com isso, tem-se o seguinte resultado.

Teorema 3.9 (Codigos Quanticos Assintoticamente bons de Dois-lugares) Assuma que a torre
T = (F1, Fy,...) do corpo de fungies sobre F, atinge o limitante de Drinfeld-Vladut. Entdo,
existe uma sequéncia (Q;),~, de codigos qudnticos assintoticamente bons sobre H, derivados

dos codigos AG cldssicos de dois-lugares.

Demonstracao:
Para cada F;, considere o conjunto dos lugares racionais P (%), ..., Py,_2(%), Pn,—1(2), Py, (i)
de F;. Assuma que D(i) = Pi(i) + -+ + Py, 2(i), G1(i) = al( )Py, _1(2) + az(i) Py, ()

(i
e Go(i) = bi(i)Pn,—1(i) + bo(i)Pn,(7), com ay(1) < bi(i) e az(i) < be(i) uma vez que
29; — 2 < a1(i) + ag(i) < bi(i) + ba(i) < N; — 2. Considere Cy(i) = Cr[D(i), G1(1)]
e Cy(i) = Cr[D(i), Go(i)] codigos AG de dois-lugares sobre [F, correspondendo a G (i) e
Gi5(1), respectivamente; assim C (i) C Cy(i). O cédigo C (i) tem parAmetros [N; — 2, ay (i) +
as(i) — g; + 1,d1 (i) com dy (i) > N; — 2 — (a1(4) + az(i)) e o c6digo Cs(7) tem pardmetros
[Ni —2,b1(7) + ba(2) — g + 1, da(3)]4, com do (i) > N; —2 — (b1 (i) + ba(7)). O correspondente
cédigo quantico tem parametros [[N; — 2, K; = b1 (i) + ba(i) — (a1 () + a2(7)), Di]],, tendo
D; > min{N; — 2 — (b1(i) + b2(3)),a1(2) + a2(i) — (29; — 2)}. Sabe-se que K; assume
todos os valoresde 1 a N; —2¢g; — 2,1.e. 0 < K; < N; —2¢g; — 2. Para cada um dos K; coloca-se
bi(i)+b2(i) = | (NV;i+2¢g;+ K;—4)/2]; assim segue que N; —2—(by (i) +b2(7)) > ay(i)+aq(i)—
(2¢;—2), comal(')+a2(’)—(2gi—2) (N;—K;—2g;—1)/2. A sequéncia de inteiros positivos
(Ki);>, satisfaz 0 < lim supHooN s < limsup,_, o N;/(N; — 2) — limsup,_, . 2g;/(N; — 2) +
limsup; ., —2/(N; —2) = 1 —2/(y/q — 1), onde ¢ usado na tltima igualdade o fato que
limsup;_,.,Ni/g;i = /q—1. Paracada 0 < ¢ < 1-2/(,/q — 1), pode-se escolher convenientes
valores de K; tais que lim; . K;/N; = ¢. Assim, limsup, , . K;/(N; —2) = ¢ > 0. Além
disso, tem-se que lim sup,_, . (N; — K; —2¢; —1)/2(N; —2) = 1/2 [1 = 2/(\/g — 1) — ¢] > 0.
Consequentemente, existe uma sequéncia (QZ) ;> de codigos quanticos assintoticamente bons

sobre H,. |

Teorema 3.10 (Codigos Qudnticos Assintoticamente Bons de t-lugares) Assuma que a torre
T = (F1, Fa, . ..) de corpos de fungdes sobre I, atinge o limitante de Drinfeld-Viadut. Entdo,
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existe uma sequéncia (Q;),~, de codigos qudnticos assintoticamente bons sobre H,, derivados

de codigos AG de t-lugares.

Demonstracao: Assuma a mesma notagdo da demonstracdo do Teorema 3.9. Para cada Fj,
considere o conjunto dos lugares racionais P (i), ..., P, (i), Py, 11(4), ..., Pn,14(i) de F}, com
N; =n; +t. Adote D(i) = Pi(i) + -+ Py, (1), G1(7) = a1(4) Ppy+1(7) 4 - - - + ar(4) P, 14(7)

e Ga(i) = b1(4)Ppy+1(7) + - - 4 by(4) Ppy44(7), com (i) < b;(i) paratodo j = 1,...,¢ com
t

t
2g; — 2 < Zaj (1) < ij(z') < N; — t. Considere o seguinte cédigo AG de t-lugares
j=1 j=1

C1(i) = CelD(i). Ga )] e Co(i) = ColD(i), Ga(i)]. Segue que Cy(i) € Cali), e Ci(i) tem

pardmetros | N; — t, Z a;(i) — g +1,d; (z)] ,comdy(i) > N; —t — Z a;(i), e Cy(i) tem

L J=1 J=1

q

B t t
pardmetros | N; —t, Z b;j(i) —¢g; + 1, dg(i)] ,comdy(i) > N; —t — Z b; (7).
j=1

L Jj=1

q

t
Colocando Z b;j(1) = | (V; +2¢; + K; —t — 2) /2] e proceguindo da mesma forma que na
j=1
demonstracao do Teorema 3.9, o resultado segue. [

Seja ¢ uma poténcia de um nimero inteiro primo. Adote que C € um cédigo linear [n, k, d]
e B uma base de F = sobre F,. Assuma também que B+ € uma base dual de B. Seja C* o dual
euclidiano de C'. Entdo tem-se que [B(C)]" = B+(C") (veja os trabalhos de Grassl, et al. e
La Guardia [21, 83]).

Teorema 3.11 Para qualquer inteiro primo p, existe uma sequéncia (Q;),, de cddigos

quanticos assintoticamente bons sobre H,,.

Demonstracdo: Seja ¢> = p?" com p primo. Considere a torre de corpos de funcdes
T = (Fy, F>, .. .) sobre F 2, mostrada em no trabalho de Garcia e Stichtenoth [73], definida por
F=TFp(ry,...,2),comal, +wyy =a?/(a? " +1),parai = 1,...t—1. Essa torre atinge o
limitante de Drinfeld-Vladut. Expandindo os cédigos C' (i) e C(i) mostrados na demonstragio
do Teorema 3.9 com respeito a base B de 2 sobre [F, obtém-se, desta forma, os cédigos
B(C4(i)) e B(Cx(i)), ambos sobre F,, com pardmetros [2r(N; —2), 2r(a, (i) +az(i) —g;+1), >
di(4)]p, tendo di(i) > di(i) > N; — 2 — (a1(7) + az(i)), e [2r(N; — 2),2r(by(3) + ba(i) —
gi + 1),d5(i)]p, tendo dj(i) > do(i) > N; — 2 — (by(i) + be(i)), respectivamente. Por
B(C1(i)) C B(C4y(i)), € possivel aplicar a constru¢do CSS sobre esses cédigos, obtendo-
se, assim, um cédigo quéntico [[2r(N; — 2),2rK;, Di]|,, com D; > min{N; — 2 — (b (i) +
by (i), a1 (i) + az(i) — (2g; — 2)} (note que como [B(C(i))]" = BL(C4(i))", entdo a distancia
minima de [B(C(4))]" é pelo menos a; (i) + a2 (i) — (2g; — 2)). Procedendo de forma similar 2
demonstra¢do do Teorema 3.9 obtém-se N; — 2 — (b1 (i) + b2(i)) > a1 (i) + as(i) — (29, — 2) >
(N; — K; — 2g; + 1)/2. Consequentemente, é obtido lim sup, , . 2rK;/2r(N; —2) > 0 e
limsup, . (N; — K; —2g; + 1) /4r(N; —2) = 1/4r[1 — 2/(p" — 1) — ¢] > 0, como desejado.

n
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Observacao 3.3 Fazendo uma comparag¢do da construgdo apresentada com a literatura, é
possivel observar alguns fatos. Os resultados dos Teoremas 3.9 e 3.11 sdo similares as contidas
nos trabalhos de Chen, et al. e Kim e Walker [25, 81], entretanto, tem-se que o caso aqui
apresentado utiliza cédigos AG de t-lugares (t > 2), enquanto que nos referidos trabalhos, os
autores utilizam codigos AG de apenas um lugar. Outra diferenca é que nas Refs. [25, 81] os
autores utilizam codigos concatenados para obter codigos sobre os corpos de base e aqui é

usado expansdo de codigos.



CAPITULO 4

Codigos Quanticos Assistidos por

Emaranhamento

A construgdo de cédigos sobre o paradigma quantico fornece ferramentas inexistentes para
o caso cldssico. Uma dessas ferramentas € o emaranhamento. Como foi mostrado no capitulo
anterior, € possivel criar cédigos quanticos que ndo utilizem explicitamente emaranhamento
nos processos de codificacdo e decodificacdo. Entretanto, como € exposto neste capitulo, esta
ferramenta fornece um método de criacdo de cddigos quanticos a partir de codigos cldssicos
sem a existéncia da restricdo de que um dos cédigos esteja contido no outro. Tais c6digos sao
denotados por cédigos quanticos assistidos por emaranhamentos. Isso faz com que qualquer
codigo classico possa ser utilizado no processo de construgdo, o que implica em maior variedade
de parametros.

E apresentada neste capitulo uma motivacdo sobre a constru¢io via estabilizadores dos
codigos quanticos assistidos por emaranhamento. Em seguida, uma caracterizacdo dos
parametros dos cddigos quanticos por meio dos parametros dos cddigos cldssicos € feita,
além da apresentacdo do limitante de Singleton quantico para codigos quanticos assistidos por
emaranhamento. Ademais, é detalhada a constru¢do de varias familias de cddigos quanticos
assistidos por emaranhamento construidas a partir de duas classes de codigos, cédigos ciclicos e
codigos algébrico-geométricos. Os cddigos contruidos utilizando cédigos ciclicos sdo descritos
na Secdo 4.2 e podem ser encontrados na Ref. [65]. A constru¢do de cddigos quanticos
assistidos por emaranhamento a partir de cédigos algébrico-geométricos € feita na Se¢do 4.3
e podem ser encontrados na Ref. [64]. Ambas publica¢cdes tém o autor desta tese como um dos
co-autores. Como € mostrado nas referidas sec¢des, vdrias familias 6timas sdo construidas, tanto
pela utilizacdo de codigos ciclicos quanto algébrico-geométricos, quando comparadas com o
limitante de Singleton. Por fim, na Secdo 4.4, cddigos quanticos assistidos por emaranhamento
assintoticamente bons sdo criados e uma andlise dos parametros dos mesmos por meio do

limitante de Gilbert-Varshamov € feita. Esse resultado também esta contigo na Ref. [64].
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4.1 — Formalismo Estabilizador para Codigos Quéanticos

Assistidos por Emaranhamento

Como a formulacdo matemaética via estabilizadores para c6digos quanticos assistidos por
emaranhamentos € similar a formulacdo do Capitulo 3, ndo atentaremos ao desenvolvimento
desta descricdo. O que serd feito € o desenvolvimento de uma motivacdo que justifique
a caracterizagdo dos parametros dos codigos quanticos. Para o leitor que deseje ver a
descricdo mais detalhada do formalismo estabilizador para estes cddigos, recomendamos as
Refs. [39, 41, 42, 84].

Suponha que se queira construir cédigos quanticos estabilizadores a partir do grupo S

gerado pelos elementos

S1 = ZeX®Zel, 4.1)
Sy = Z®ZeI1®Z, 4.2)
S3 = YOX®X®Z, (4.3)
Sy = ZRYQY®X. (4.4)

Como pode ser notado, os dois primeiros geradores anticomutam, ou seja, o grupo S nio
¢ comutativo e, consequentemente, nao é possivel usar a construcdo do capitulo anterior.
Mediante uma trasformacao unitdria, é possivel transformar S, .Sy, S3 e 54 no seguinte conjunto

de geradores

Si = X@Ieolel, (4.5)
Sy = Z@IxIal, (4.6)
Sy = IRZ®I®I, (4.7)
Sy = IQI®ZRI. (4.8)

Assim sendo, S = (57,59, 53, 54) ~ <§1,§2,§3,§4> — S em termos de transformagdes
unitdrias. Uma passo chave € feito agora para transformar S em um grupo abeliano. Esse
passo corresponde a adesdo de um novo elemento em cada um dos geradores de forma que
todos eles comutem. Para o caso especifico, o novo grupo de geradores depois dessa adesao

sera

S = XeIeleleX, (4.9)
S, = Z@I®I®l®Z, (4.10)
Sy = I®ZRIQI®I, 4.11)

S, = I®I®ZeIxl (4.12)
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Agora, 0 grupo S = <§1, SQ, 5’3, §4> ¢ abeliano. Um autoestado para o estabilizador Séo
seguinte
P\AB| WA (A
[€) = [®%)77100) 7 ¢) ", (4.13)
>AB _ 00y P4 AB

V2
entre o transmissor (representado pelo subindice A) e o receptor (representado pelo subindice

em que O ¢ um estado maximamente emaranhado de Bell compartilhado
B), [00)" sdo zero paddings utilizados no processo de codificagio e [)) sdo os qubits de
informacdo que o transmissor deseja enviar. Efetuando a transformacio unitdria inversa para

obter os estabilizadores globais de S, obtém-se o seguinte:

S, = Z0X®RZQI® X, 4.14)
Sy = ZRZ0I10Z% Z, (4.15)
Sy = YOXRX®Z®I, (4.16)
S, = ZYQY®X®I. 4.17)

Em resumo, suponha que se tenha o grupo S ndo abeliano com 2¢ elementos que ndo
comutam entre si. Entdo, € adicionado um produto tensorial de ¢ operadores em cada
um dos geradores do grupo estabilizador de forma que o mesmo se torne, agora, abeliano.
Estes ¢ elementos adicionados correspondem ao nimero de pares de estados maximamente

emaranhados utilizados pelo codificador.

n — k — ¢ qudits

n—k—c
0 )
di
|¢> k qudits E D
c qudits
Transmissor
______ N == _Re_ce_ptor
| )
k qudits ’
p H— Y
¢ qudits
id®e

Figura 4.1 — Esquema de comunicacio utilizando cédigos quanticos assistidos por emaranhamento. Os
elementos £ e D representam os processos de codificacdo e o decodificagio, respectivamente, A descreve
o canal de comunicagiio quéntico e id®" reflete a hipétese de que ndio hé ruido sobre os pares de estados
emaranhados compartilhados entre o transmissor e o receptor.

O exemplo anterior pode ser generalizado para a seguinte constru¢io: Seja S um grupo
ndo abeliano de (G,,. Pelo teorema fundamental da geometria simplética, veja a Ref. [85], é
possivel reescrever S de forma a ser particionado em dois subgrupos: o subgrupo isotrépico
S e o subgrupo emaranhado Sg. O subgrupo S; € o subgrupo abeliano de S. Os elementos
do subgrupo emaranhado Sy vém em pares que anticomutam mas comutam com 0s restantes;

ou seja, suponha que Sg = (Zat1, .- Zate, Xat1s - Xate)s €00 [Zy1i, Xopj] = 0 para
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i # §o{Zavis Xavi} = 0, parai,j = 1,...c,€ [Xori, Xarj| = [Zasis Zasj] = 0 para todo
i,7. Assuma que o nimero de geradores de S; e Sg sdo a = n — k e 2c¢, respectivamente.
Entdo, o cédigo quantico assistido por emaranhamento dado pelos estados estabilizados por
S = §; U Sg tem parmetros [n, k, d; c|, com ¢ sendo o nimero de estados maximamente

emaranhados inicialmente compartilhados pelo transmissor e receptor e d = min{wt(£): E €
Ce,(S)\ SZ(Gn)}-

Definicao 4.1 Um cddigo quantico Q ¢é chamado de codigo qudntico assistido por
emaranhamento (QUENTA) com pardmetros [[n, k,d;c||, se codifica k qudits l6gicos em
n qudits fisicos usando c copias de um estado maximamente emaranhado e pode corrigir
| (d—1)/2] erros quadnticos. A taxa de um cédigo QUENTA é dada por k/n, a distancia relativa
por d/n e o emaranhamento relativo por c/n. Por iltimo, um cédigo QUENTA é chamado de

maximamente emaranhado quando ¢ = n — k.

Como serd mostrado na subsecdo a seguir, o0 método de construcdo de codigos quanticos
assistidos por emaranhamento € bastante similar ao do Capitulo 3, com a diferenca que, agora,
ndo hd mais a necessidade de termos um dos cédigos contido no outro. Isso facilita na escolha
dos codigos classicos a serem utilizados. Porém, cria-se também uma dificuldade. O parametro
do codigo relacionado com a quantidade de emaranhamento estd ligado ao célculo da dimensado
da intersecao entre dois codigos. Esta tarefa ndo € simples. Entretanto, por meio da apresentacdo
e criacdo de novas ferramentas matematicas, € possivel efetuar esse célculo sobre cddigos

ciclicos e algébrico-geométricos.

4.1.1 - Construcao CSS e Limitante de Singleton

O formalismo estabilizador para cédigos QUENTA fornece um método de criacdo de
codigos via codigos classicos. Wilde e Brun foram os primeiros a desenvolver este formalismo
para codigos QUENTA que utilizem qubits [41]. A generalizac@o para qudits foi apresentada
somente recentemente em um trabalho de Galindo, er al. [42]. E essa generalizagio que
¢ apresentada a seguir. Ela fornece dois métodos de criagdo de codigos QUENTA, que sdo

denominadas de método euclidiano e método hermitiano.

Proposicao 4.1 [42, Teorema 4](Método de Construcdo Euclidiana) Sejam C, e Co dois
cddigos lineares sobre I, com pardmetros [n, ky, di), e [n, ko, ds],, com matrizes de verificagdo
de paridade H, e Hs, respectivamente. Entdo, existe um codigo QUENTA com pardmetros
[[n, k1 + ko — n + ¢, d; )], sendo d = min{dpin(C1 \ (C1 N C3)), dmin(C2 \ (Ci- N C2))}, e

¢ = rank(H,HY) = dim C;- — dim(C- N Cy) (4.18)

€ o niimero de estados maximamente emaranhados utilizado pelo codigo.
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Proposicao 4.2 [42, Proposicdo 3 e Coroldrio 1](Método de Construcdo Hermitiana) Sejam C
um codigo linear sobre F 2 com pardmetros [n, k, d|,, H é a matriz de verificagdo de paridade
de C e H* a g-ésima poténcia da matriz transposta de H. Entdo, existe um codigo QUENTA
com pardmetros [[n, 2k —n + ¢,d’; c]]y, com d' = dpin(C\ (CNCH)) e

¢ =rank(HH*) = dim C** — dim(C** N C) (4.19)

€ o niimero de estados maximamente emaranhados utilizado pelo cédigo.

Uma medida quantitativa de qualidade para um c6digo QUENTA ¢€ o limitante de Singleton
quantico para estes codigos. Seja [[n, k, d; c||, um cédigo QUENTA, entdo o limitante de

Singleton quantico é dado por [42]

=

+ 1. (4.20)
A diferenca entre o limitante de Singleton quantico e a distancia minina d do cédigo é
denominada de Singleton defect (quantico). Quando o Singleton defect € igual a zero (resp.
um), o c6digo é chamado de cédigo quantico com médxima distancia de separagdo (resp. codigo
quantico com al/most méaxima distancia de separagdo) e é denominado cédigo quantico MDS

(resp. codigo quantico almost MDS).

4.2 — Cédigos Quanticos Assistidos por Emaranhamento

Derivados de Cadigos Ciclicos

Na presente secdo € apresentada a construcdo de codigos quanticos assistidos por
emaranhamento (QUENTA) a partir dos cédigos ciclicos descritos anteriormente. Seré aplicado
os métodos de construcao euclidiano e hermitiano, os quais fornecem c6digos com parametros

diferentes quando comparados sobre o mesmo corpo finito.

4.2.1 - Construcao Euclidiana de Cédigos Quanticos Assistidos por Emaranhamento

Uma aplicacao direta de codigos ciclicos a Proposicao 4.1 via conjunto de defini¢cao produz

os resultados mostrados no Teorema 4.1 e Corolario 4.1.

Teorema 4.1 Sejam C, e Cy dois cddigos ciclicos com pardmetros [n, ki, di), e [n, ko, ds),
respectivamente. Entdo, existe um cédigo QUENTA com pardmetros [[n, k1 — |Z(C{) N
Z(Cg)|,min{d1, dg}, n — kg — ’Z(Cll) N Z(Cg)mq

Demonstragiio: Da Proposi¢io 2.7 tem-se que dim(Ci- N Co) = n — |Z(C{) U Z(Cy)| =
n— | Z(Co)| — | Z(CH)| + 1 Z(C) N Z(Cs)| = ks — by + | Z(CE) N Z(Cy)|. Assim, a quantidade

de emaranhamento usado pelo cédigo QUENTA construido desses dois cédigos ciclicos pode
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ser calculado da Proposigdo 4.1, o que fornece ¢ = n — ko — |Z(C-) N Z(Cy)|. Substituindo
este valor de ¢ nos parametros do cédigo QUENTA da Proposicdo 4.1, obtemos um codigo
QUENTA com parametros [[n, k1 — | Z(C{) N Z(Cy)|, min{dy, da };n— ke — | Z(C-) N Z(Ca)|]] -

u

Corolario 4.1 Seja C um cédigo ciclico LCD com pardmetros [n, k, d|,. Entdo existe um codigo
QUENTA maximamente emaranhado com pardmetros [[n, k,d;n — k||,. Em particular, se C é
MDS, entdo o codigo QUENTA derivado dele também serd.

Demonstracao: Seja C; = C; = C no Teorema 4.1. Uma vez que C é LCD, entdo
|Z(CiH) N Z(Cy)| = 0. Do Teorema 4.1 vemos que existe um c6digo QUENTA com parimetros
[[n, k, d;n — K], n

Teorema 4.2 Sejam C; = RSy, (n,b) e Co = RSy, (n,by) dois cédigos Reed-Solomon sobre
F,com0 < by < ki, by >0, eby + by < ki + 1. Entdo, tem-se dois possiveis casos:

1. Para ki; — by > by, existe um codigo QUENTA com parametros

[[n,b1 + b2 — 177’L — min{kl,kg} + 1,71—’— b1 + bg — ]{?1 — ]{?2 — ]_Hq,

2. Para ki — by < by, existe um codigo QUENTA com pardmetros

[[n, k1,n — min{ky, ko } + 1;n — ko],

Demonstragio: Pelo Corolério 2.1, tem-se que Z(Ci) = {n—b;+1,n—b+2,...,n—by+k; }.
Primeiramente note que a restricdo b; + bs < k; 4+ 1 implica que o primeiro elemento no
conjunto de definicdo de Z(Ci-) vem depois do dltimo elemento em Z(Cy). Uma vez que
0 < by < ky, temos que n — by + k; > n, o que implica no conjunto de definicdo para ClL
seriguala Z(C{) = {n—by+1,n—b+2,...,n—1,0,1,.... k — b }. Assim, Z(Ci)
intersecta com Z(Cz) se, e somente se, k; —b; > be. No caso que intersecta, a intersec¢do é igual
aZ(CL)NZ(Cy) = k1 — (by +by) + 1. As demais afirmacdes sdo obtidas usando o Teorema 4.1.

]

Corolario 4.2 Seja C = RSk(n,b) um cddigo Reed-Solomon sobre F, com 0 < b <
(k+1)/2e0 < k < n < q Entdo, existe um cédigo QUENTA MDS com pardmetros
[[n,20—1,n —k+1;n+2b— 2k — 1]],. Em particular, para b = (k + 1) /2, existe um cédigo
QUENTA MDS maximamente emaranhado.

Demonstracdo: Sejam C; = C; = RSk(n,b) no Teorema 4.2. Assumindo que 0 < b <

(k + 1)/2, temos que o cddigo classico atende ao primeiro caso do Teorema 4.2; e para
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b = (k+ 1)/2, o cédigo atende ao segundo caso do Teorema 4.2. Consequentemente,
substituindo os valores de k1, k5 € by, by por k e b, respectivamente, o resultado segue. [ |

De forma similar aos resultados para c6digos Reed-Solomon, podemos usar cédigos BCH
para construir codigos QUENTA. O ganho em utilizar c6digos BCH € a obtencao de um cédigo
que ndo € mais limitado pela cardinalidade do corpo finito utilizado. Entretanto, criar c6digos
cldssicos ou quanticos a partir de coédigos BCH que sejam MDS € uma tarefa ardua. Os
resultados que se seguem baseiam-se na utilizagcdo de dois codigos BCH, os quais sdo descritos
pelos seus conjuntos de defini¢do, para construir codigos QUENTA. Além disso, é mostrado
que tal construcao pode ser utilizada para obter c6digos QUENTA maximamente emaranhados.
Para tal objetivo, serd mostrado algumas propriedades atrativas das classes laterais ciclotomicas

quando n = ¢® — 1.

Lema 4.1 Sejan = ¢> — 1 com q > 2. Entdo, a classe lateral ciclotomicas q-drio Cy tem

apenas um elemento e C; = {i,iq} para qualquer 1 <i < q — 1.

Demonstragio: A primeira afirmagio é trivial. Para a segunda, note que iq”> =7 mod (¢>—1).
Assim, o unico elemento em C; sdoieiq,paral <i < g — 1. [}
Do Lema 4.1, podemos construir c6digos QUENTA com comprimento n = ¢*> — 1. Veja o

Teorema 4.3.

Teorema 4.3 Sejan = ¢*> — 1 com q > 2. Assuma que a, b sdo inteiros tais que 0 < a < g — 1

el < b < q. Entdo existe um codigo QUENTA com pardmetros
* [[n,2(q—b)— 1,0+ 1;2(¢—a—1)]]p, sea>qg—beb< g

* [[n,2a+1,b+1;2b — ng]]q, sea < q—0b.

Demonstra¢iio: Primeiramente, assuma que Ci- tem conjunto de defini¢do dado por Z(Ci-) =

¢_,C; e o conjunto de definigdo de Cy € igual a Z(Cy) = U_,C,_;. Do Lema 4.1 tem-se que
|Z(CH)| =2a+1e|Z(Cy)| = 2b— LgJ Assim, a dimensdo de C; e Cy éigual a ky = | Z(Ci)| =
2a+1eky=n—1Z(C)| =n—2b+ U;’j , respectivamente. Para o cdlculo de |Z(C{-) N Z(Co)
tem-se que considerar dois casos. Se a > ¢ — b, entdo temos que Z(C;") N Z(Cy) = UL, _,C;,
o qual tem cardinalidade igual a |Z(C{) N Z(Cy)| = (a — (¢ — b) + 1)2 — ng, visto que
|Co] = 1. Por outro lado, se a < ¢ — b, entdo |Z(Ci") N Z(Cy)| = 0. Por dltimo, uma

’

vez que a,b < gen = ¢> —1com g > 2, é possivel notar que d; > dy = b+ 1.
Agora, aplicando esses resultados ao Teorema 4.1, temos que existe um c6digo QUENTA com
pardmetros [[n,2(q —b) — 1+ [gj ,b+1;2(¢—a—1)]]4 se a > g — b, ouum cédigo QUENTA

com parametros [[n,2a + 1,b+ 1;2b — ng]]q, caso contrdrio. n
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4.2.2 - Construcao Hermitiana de Cédigos Quanticos Assistidos por Emaranhamento

De forma similar ao que foi feito na secdo anterior, € mostrado a aplica¢do de cddigos
ciclicos na constru¢ao de cddigos QUENTA a partir do método de construgdo hermitiana da

Proposicao 4.2. Veja o teorema a seguir.

Teorema 4.4 Seja C um cddigo ciclico com pardmetros [n, k,d],2. Entdo existe um cédigo
QUENTA com parametros [[n,k — |Z(C) N Z(C)|,d;n — k — | Z(C*F) N Z(C)]]],

Demonstragiio: Primeiramente, da Proposigdo 2.7 é possivel ver que dim(Ct N C) = n —
Z(CH) U Z(C) = n — |Z(C)] — |Z(C+)| +|Z(CH) N Z(C)] = k — k+]Z(CH+) N Z(C)| =
|Z(C+r) N Z(C)|. Assim, ¢ = dim(C**) — dim(C* NC) =n — k — |Z(C*+*) N Z(C)|. Usando
um c6digo [n, k, d| 2 para construir um cédigo QUENTA via Proposigido 4.2, deriva-se o cédigo
QUENTA com parametros [[n, k — |Z(Ct*) N Z(C)|,d;n — k — | Z(Ct*) N Z(C)|]],- ]

Corolario 4.3 Seja C um cddigo ciclico LCD com pardmetros [n, k,d],2. Entdo existe um

codigo QUENTA maximamente emaranhado com pardmetros [[n, k, d;n — k],

Demonstrag¢io: Da demonstragio do Teorema 4.4, temos que dim(C++NC) = |Z(C*)NZ(C).
Uma vez que C € LCD, |Z(C**) N Z(C)| = 0 e o resultado segue do Teorema 4.4. |

Diferentemente da construcao euclidiana de c6digos QUENTA usando cédigo ciclicos, a

constru¢cdo hermitiana pode ser mais delicada de se trabalhar, até mesmo para cédigos Reed-
Solomon. Mesmo assim, serd mostrado que € possivel construir cddigos QUENTA utilizando
codigos Reed-Solomon e alguns codigos ciclicos, uma vez que seus parametros atendam certas

restri¢des.

Teorema 4.5 Seja q uma poténcia de um niimero primo e assuma que C = RSy(n,0) é um
cédigo Reed-Solomon sobre F2 comk = qt +r < ¢*, emquet >1,0<r<g—1en=q*

Entdo tem-se o seguinte:

e Set > q—r — 1, entdo existe um codigo QUENTA MDS com pardmetros
[ (t+1) —=2(q—r)+1,q(g—t) —r+1;(g—t — 1)> +1]],.
e Set < q—r —1, entdo existe um codigo QUENTA MDS com parametros

lg*, " —1,q(g—t) =7+ 1; (g — t)*> — 2r — 1)),

Demonstracdo: Uma vez que C = RSk(n,0), temos que Z(C) = {0,1,2,...,n — k — 1}.
Da demonstragdo do Teorema 2.6, também temos que Z(C*) = qZ(C*) = {q,2q, ..., kq}.

Den = ¢> e k = qt + r, é possivel reescrever estes dois conjuntos de defini¢io como
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Z(C)={qi+jl0<i<qg—t-20<j<q-1}U{(¢—t-1)g+j0<j<qg—r—2}e
Z(CH) ={qi+jl0<i<qg—1,0<j<t—1}U{qi+t0 <i <r}. Usando esta descrigio,
calculamos | Z(C) N Z(C*+#)|. Para fazer isso, temos que considerar dois casos separadamente,
t >q—r—1landt < g—r—1. Para o primeiro caso, a intersecdo € dada pelo seguinte conjunto
ZCYNZ(CH) ={qi+jl0<i<q—t—2,0<j<t}U{(g—t—1)g+jl0<j<qg—r—2}
Assim, |Z(C)NZ(C*)| = (g—t—1)(t+1)+¢—r—1. Similarmente parao casot < g—r—1,
temos que Z(C)NZ(Ct*) ={qi+jl0<i<q—t—-1,0<j<t—-1}U{gi+t|0<i<r},0
qual implicaem | Z(C)N Z(Ct")| = (¢ —t)t+r+ 1. Aplicando os cdlculos anteriores e usando
o fato que C tem parametros [¢%, k, ¢*> — k + 1] 2 no Teorema 4.4, tem-se que existe um c6digo
QUENTA com parametros

s ll?t+1)*=2(¢—r)+ Lalg—t) —r+Li(g—t—1)*+ 1. parat > g —r—1e
o [[¢3 2 —1,q(q—t) —r+1;(g—t)>—2r — 1)]],, parat < q—r — 1.
n

Teorema 4.6 Sejan = ¢* — 1 e ¢ > 3 uma poténcia de um niimero primo. Entdo existe um
cédigo QUENTA com parametros [[n,n—4(a—1)—3,d > a+1;1]], em que 2 < a < ¢* — 1.

Demonstracdo: Seja C, um cédigo ciclico com conjunto de defini¢do Z(C,) = Cy U Cpayy U
(ULyCp2ya), para 2 < a < ¢* — 1. Da Referéncia [86], tem-se que C,2; = {¢* + 1} e
Cyra = {¢* + a,1 + ag®}. E trivial mostrar que Cy = {0}. De —¢Z(C,) N Z(C,) = C, [86],
podemos ver que Z(Ci») N Z(C,) = Z(C,) \ Cy. Consequentemente, |Z(Ci+) N Z(C,)| =
2(a — 1) + 1. Da hipétese do conjunto de defini¢do, a dimensdo e distdncia minima do
cédigo linear sdo k = n —2(a — 1) — 2 e d > a + 1, respectivamente. Assim, aplicando
estas quantidades ao Teorema 4.4, temos que existe um cédigo QUENTA com pardmetros
[n,n—4(a—1) = 3,d > a+ 1;1]],. n

Dois fatos importantes podem ser ditos sobre o Teorema 4.6. Comparando os limitantes
dados pela distancia minima para os cédigos criados e o limitante de Singleton para cédigos
QUENTA da Eq. 4.20, vemos que a diferenca entre estes dois valores € igual a a — 1.
Consequentemente, para valores de a pequenos, tais como ¢ = 2 ou a = 3, os codigos
QUENTA tém distancia minima préxima da 6tima; e.g., se a = 2 (ou a = 3), a familia de
codigos QUENTA € almost MDS (ou almost near MDS). O segundo ponto é que os c6digos no
Teorema 4.6 podem ser vistos como uma generalizacdo dos resultados apresentados por Qian e
Zhang [87].

No teorema a seguir € feito o uso de cddigos ciclicos LCD a constru¢do de cddigos

QUENTA maximamente emaranhados.

Teorema 4.7 Seja q uma poténcia de niimero primo, m > 2 e 2 < § < qu% + 1. Entdo,
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1. Para m impar, k = ¢™ — 2 —2(6 — 1 — L‘Z—Qlj)m el < u < q— 1, tem-se que
existe um cédigo QUENTA maximamente emaranhado com parametros [[¢*™ — 1,k,d >
S+ 1+ [ ]5¢°™ =1 — K], em que

K, se2 <6< qgm—1,

. K+ u’m, seuq™ <0 < (u+1)(¢" —1); @21)
K+ w420+ 1)m, sed=(u+1)(¢"—1)+v+1parad<v<u-—1;
K+ ¢*m, sed = g™t or g™t 1.

2. Para m par, tem-se que existe um codigo QUENTA maximamente emaranhado com

pardmetros

Hq2m —1,kd>0+1+ LdjTlJ,Q((S —1- L%J )m + 1]]q. 4.22)

2m

Demonstracdo: Li [88] mostrou que existem codigos ciclicos LCD com parametros [q
Lk,o+1+ L%j]qz, em que k possui a mesma faixa de valores que os das Eqgs. 4.21 ¢ 4.22
para m impar e par, respectivamente. Assim, aplicando estes cédigos LCD ao Corolério 4.3

obtemos os cédigos QUENTA mencionados. ]

4.2.3 — Exemplos

E apresentado na Tabela 4.1 alguns c6digos QUENTA MDS obtidos dos Teoremas 4.2 e 4.5.
Os cédigos na primeira coluna sdo obtidos da construcdo euclidiana e os da segunda da
constru¢do hermitiana. Como pode ser visto, os os parametros dos codigos exibidos na
segunda coluna t€m comprimentos maiores quando comparados sobre o mesmo corpo finito.
Assim sendo, eles podem ser usados em aplicacdes em que o sistema quantico ndo possui
muitos graus de liberdade. Por outro lado, os parametros dos cddigos exibidos na primeira
coluna podem atingir maior diversidade de valores em comparagcdo a constru¢do hermitiana.
Consequentemente, essas duas classes de codigos QUENTA sao sutis a aplicagdes especificas
fazendo com que sua constru¢do seja de motivagdo direta.

Na secdo anterior foi apresentado uma familia de c6digos QUENTA a partir de cddigos
BCH, veja o Teorema 4.3. Alguns exemplos numéricos destes codigos sdo mostrados na
Tabela 4.2. Como pode ser visto na Tabela 1 da Referéncia [89] (e as referencias continas
neste trabalho), os codigos QUENTA construidos no Teorema 4.3 t€ém parametros novos quando
comparados com os codigos QUENTA da literatura. Uma caracteristica presente nos codigos
do Teorema 4.3 que ndo estd presente nos da literatura é que eles foram construidos com o uso
de dois codigos BCH ao invés de apenas um, o que € tradicionalmente encontrado na literatura.
Esta propriedade fornece uma maior faixa de parametros possiveis quando comparado com o0s

da literatura. Veja a Tabela 4.2 para alguns exemplos numéricos.
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Tabela 4.1 — Cédigos QUENTA MDS maximamente emaranhados derivados de c6digos Reed-Solomon

Novos cédigos QUENTA — Coroldrio 4.2 Novos cédigos QUENTA — Teorema 4.5
[n,2b —1,n—k+1Ln+2b—2k—1]], [[¢*t*—1,q(¢—1t)—7+1;(q—1t)*—2r—1)]],
0<b<(k+1)/2e0<k<n<gq gt+r<gemquel <t<gqg—r—1
e0<r<qg-—1
Exemplos
[3,1,3;2]]5 [[16,3,9; 3]],
[[4,3,2;1]], [[64,35,17; 3]]¢
[[7,3,5;4]], [64,15,31; 11]]
[[8,5,4;3]]g (256,196, 33; 3]] 4
[[11,9,3;2]],, [[256, 120, 78; 18]] 4
[[13,9,5;4]] 5 [1024, 784, 129; 15]],,
[[16,13,3; 2]];4 [1024, 624, 220; 38]|,,

Tabela 4.2 — Cédigos QUENTA criados de c6édigos BCH

Novos cédigos QUENTA — Teorema 4.3
lg? — 1,20+ 1,b+1;2b — | 2]]],
1<b<qge0<a<qg-—>
Exemplos
[[15,5,2;2]],
[[487 9a 3; 4”7
[[637 77 5; 8”8
[ ]

(80,13, 3;4]],

Os coédigos QUENTA remanescentes a serem apresentados sdo os derivados de cddigos
ciclicos que ndo sao nem Reed-Solomon e nem BCH. Duas tais familias foram criadas a partir
da construcao hermitiana. Alguns exemplos de parametros que estes codigos podem atingir
estdo presentes na Tabela 4.3. Os cddigos na primeira coluna sdo almost MDS ou almost
near MDS; 1.e., o Singleton defect, o qual é dado pela diferencga entre o limitante de Singleton
para cédigos QUENTA mostrado na Eq. 4.20 e o limitante inferior para a distancia minima
do cddigo, € igual a uma ou duas unidades. Por fim, é apresentado na segunda coluna da
Tabela 4.3 alguns cddigos do Teorema 4.7. Todos os c6digos no Teorema 4.7 sdo maximamente
emaranhados. Assim, eles podem ser usados para se atingir o limitante hashing [36]. Tendo
comprimento proporcional ao um poténcia superior a dois da cardinalidade do corpo finito, é
esperado atingir baixa taxas de erros usando estes codigos. Comparando-os com os presentes

na literatura [48, 90-92], nota-se que eles sao novos.
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Tabela 4.3 — Cédigos QUENTA derivados de c6digos ciclicos via constru¢do hermitiana

Novos c6digos QUENTA — Teorema 4.6 Novos codigos QUENTA — Teorema 4.7

Exemplos
[[80,69,4; 1], [[80, 50, 10; 30
(255,248, 3;1]], [[255, 193, 20; 62]],
255,244, 4;1]], [[255,237,7;18]],

4.3 — Codigos Quanticos Assistidos por Emaranhamento

Derivados de Codigos Algébrico-Geométricos

4.3.1 - Construcao Euclidiana de Cédigos Quanticos Assistidos por Emaranhamento

Na Proposi¢do 4.1, a conexdo entre o emaranhamento utilizado em codigos QUENTA e a
dimensao da intersec¢do entre dois codigos cldssicos foi mostrado. Entretando, o cdlculo desta
intersecdo pode ser complexo em alguns casos, mas como serd mostrado no Teorema 4.8, é

possivel obté-lo através da utilizacdo da Proposi¢ado 2.14.

Teorema 4.8 Seja Py, ..., P, lugares racionais dois-a-dois distintos de F/F, e D = P, +
.-+ + P,. Escolha divisores G1,Gs de F/F, tais que supp(G;) N supp(D) = @ e 29 —2 <
deg(G;) < n, parai =1,2. Sejam C; = Cr(D,G1) e Cy = Cr(D,Gy). Se deg(GL UG,) < n,
entdo existe um cédigo QUENTA com pardametros [[n,deg(Gy + G2) — 29 +2 —n + ¢, d; ],
em que d > n — max{deg(G1),deg(G2)} ec=n+g—1—deg(G;) — {(Gf N Gy).

Demonstracio: Primeiramente, note que os pardmetros dos cédigos AG C,(D,Gy) e
Cr(D, Gs) sdo [n,deg(G1)—g+1,dy > n—deg(G1)], e [n, deg(G2)—g+1,ds > n—deg(Gs)l,,
respectivamente, e a dimensdo do dual euclidiano de C-(D,Gy) é n + g — 1 — deg(G),
pela Proposi¢do 2.5. Da Proposi¢do 2.14 tem-se que dim(Ci N Cy)) = 4(Gf N Gy).
Consequentemente, usando a Proposicao 4.1 obtemos os pardmetros mencionados para o c6digo
QUENTA. n

Corolério 4.4 Seja P, ..., P, lugares racionais dois-a-dois distintos de F/F, e D = P +
--+ 4 P,. Escolha divisores Gy, Gy de F'[/FF, tais que supp(G;) Nsupp(D) = @ e2g —2 <
deg(Gi) < n, parai = 1,2. Se deg(G1 UGs) < n e deg(G1 NGy) < 0, entdo existe um cédigo
QUENTA com pardmetros [[n, deg(G2)—g+1, d; c]],, em que d > n—max{deg(G;), deg(G2)}
ec=n+g—1—deg(G1). Em particular, se G; = Gy = G, entdo existe um cédigo QUENTA
com pardmetros [[n,deg(G) — g+ 1,d;n+ g — 1 — deg(G)]|, em que d > n — deg(G).

O Teorema 4.8 e seu coroldrio fornecem um meio para a utilizacdo de cdédigos AG

derivados de qualquer corpo de funcdes na construcdo de cédigos QUENTA. Em particular,
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€ possivel utilizar codigos AG para construir cédigos quanticos MDS e familias de cédigos
quanticos assintoticamente boas. A primeira descri¢cdo explicita de familia de c6digos QUENTA
construidos nesta se¢io é mostrado a seguir. O corpo de fungdes racionais F,(z)/F, é usado

para derivar a familia construida.

Teorema 4.9 Seja q um poténcia de um niimero primo. Considere que ay, as, by, by sdo inteiros
positivos tais que by < as e by < g —2 —as, coma; +as < qg—1eby + by < q—1; entdo,

tem-se o seguinte:

* Se by > ay + 1, entdo existem codigos QUENTA com parametros

[[q— 17CL1 +b1 — 1,2 q— 1 —max{al +(12,b1 +b2};q— 2 — (CLQ +b2)]]q

e Se by < ay + 1, entdo existem codigos QUENTA com pardametros

lg—1,00 +ba+1,>q—1—max{a; +as,b1 +b2};¢ —2 — (a1 + az)]],-

Demonstraciio: Seja F,(z)/F, o corpo de fungdes racionais. O diferencial de Weil n = ——dx
satisfaz as hipéteses do Teorema 2.5 e tem divisor dado por () = (¢ — 2)Px — Py — D,
em que P, e F, sao os lugares no infinito e na origem, respectivamente, ¢ D = 23;11 P,
com F; sendo os lugares racionais restantes. Assuma que G = a1 Py + asPy, Gy =
biPy + baPs, C1 = Cr(D,Gy) e Cy = Cr(D,Gs). Uma vez que by < ¢ — 2 — as,
temos que deg(G{ U Gy) = by + ¢ — 2 — ay < q — 1, pela hipétese by < ay e por
G+ NGy = (=1 — ay)Py + byPs. Assim, é possivel usar o Teorema 4.8. Para o primeiro
caso, tem-se que c = ¢ — 1 — 1 — (a1 + az) — (by — a1) = ¢ — 2 — (ag + by), uma vez que
deg(G1 NGy) > 0. Para o segundo, quando by < a; + 1, tem-se que deg(G7 NGy) < 0, 0 qual
implicaem ((G{ N Gy) = 0ec=q—2 — (a; + ay). As afirmagdes restantes sdo derivadas do
Teorema 4.8 e da observacéo de que deg(G1) = a; + as e deg(Gy) = by + bs. [

Corolario 4.5 Suponha que by < as, by < min{g—2—as, a1}, comay;+as = by +by < g—1,
entdo existem codigos QUENTA almost maximamente emaranhados MDS com pardmetros
lg—1,b1+ba+1,>q—1— (a1 +az);q—2— (a1 + az)l|,- Em particular, se a1 < q—2 — as,
entdo existem cédigos QUENTA [[q — 1,a1 +as+1,> q—1— (a1 + a2);q — 2 — (a1 + a2)]],

que sdo maximamente emaranhados e MDS.

Demonstracao: As hipdteses feitas se encaixam no segundo caso no Teorema 4.9. O resultado
segue da considerando a; + as = by + by < e — 2. [}

E mostrado no seguinte teorema a construcio de cédigos QUENTA derivados do corpo de
fungdes hermitianas. Em seguida, o corpo de fungdes elipticas serd usado para obter codigos

QUENTA maximamente emaranhados com Singleton defect no maximo igual a um.
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Teorema 4.10 Seja q uma poténcia de um niimero primo e ay, as, by, by inteiros positivos tais
queby <ay—qlqg—1), 0 <@ +qlg—1)—2—ay comby+by <@ —1leay+ay < ¢ —1.

Entdo, tem-se os seguintes resultados:

e Se by > ay + 1, entdo existe um codigo QUENTA com pardametros
[¢* =1, a1+ b1 +1,> ¢* =1 —max{a; + as, by + bo}; ¢° = 2+ q(qg = 1) — (ag + ba)]] -

e Se by < ay + 1, entdo existe um codigo QUENTA com pardmetros

q(q—1)
2

q(q—1)

HQ?)—L by+be+1— , > q3—1—max{a1+a2, b1+bo}; (]3—2+ —(a1+a2)nq2'

Demonstracdo: Seja F'/F 2 o corpo de fun¢des hermitianas definido pela equagdo
yq +y= mq+1'

Entdo F/F 2 tem 1 + ¢* lugares racionais e género g = ¢(q — 1)/2. Assuma que D = P; +
o+ Pp_y, G = a1 Py +a Py, e Gy = b1 ) + by Py, em que Py, € Py sdo os lugares racionais
no infinito e na origem, respectivamente. Assim, um possivel diferencial de Weil satisfazendo
o Teorema 2.35én = xq}_xd:c, o qual tem divisor (7) = =D — Py+ (¢* +q(¢ — 1) —2) Ps. A
hipétese que by < ¢3+q(q—1)—2—ay implicaem G{ UGy = by P+ (¢* +q(qg—1) —2—as) Ps.
De forma similar, da hipétese b; < ay — q(q — 1) temos que deg(G7 U G3) < ¢ — 1, 0

que permite a utilizagdo do Teorema 4.8. Deste teorema, derivamos o resultado G N Gy =
(=1 —ay) Py + by Py Assim, se by > a; + 1 tem-se que deg(G1 N G3) > 0, o que implica em
c=¢ -1+ 9D —1— (a1 +ay) = (b — ar) + D52 = ¢* =24 g(q — 1) — (az + bo).
Por outro lado, se by < a; + 1 tem-se deg(G7 N G3) < 0, implicando em /(G7 N G3) = 0
ec=q>—2+ @ — (a1 + a3). Uma vez que deg(G1) = a; + ay e deg(Gy) = by + by,
usando o Teorema 4.8 e os valores para c calculados, obtém-se os parametros mencionados para
os codigos QUENTA. ]

Teorema 4.11 Seja ¢ = 2°, com s > 1 sendo um niimero inteiro. Seja F'/IF,, o corpo de fungdes
elipticas com e lugares racionais e género g = 1 definido pela equagcdo
v +y =2+ br +c, (4.23)

em que b,c € F,. Assuma que ay,as, by, e by sdo inteiro positivos tais que by < ay e

by <e—1—ag coma, +as <e—2eb + by <e— 2. Entdo, tem-se o seguinte resultado:

e Se by > ay + 1, entdo existem codigos QUENTA com parametros

[[6— 2,&1 —|-bl + 1,2 e—2 —max{al +a2,b1 —|—bg};6— 1-— (ag +b2)]]q.
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e Se by < ay + 1, entdo existem codigos QUENTA com parametros

[le —=2,by + by, > e — 2 — max{a; + ag, by + ba}; € — 2 — (a1 + az)]],-

Demonstraciio: Antes de tudo, assuma S = {a € F,lexiste 3 € F, tal que 8% + 8 = o3 +
ba+ c}. Para cada o € S, existem dois 3 € F, satisfazendo a expressdo 5%+ 3 = a® + ba + c.
Consequentemente, para cada o € S, existem dois lugares racionais relacionados a x igual a
a. Assim, o conjunto de todos os lugares racionais é dado por estes valores de x e y mais o
lugar no infinito, P,,. O nimero de lugares racionais é denotado por e. Entdo ¢ = |S| + 1.
Agora, adote D = Zf;lz P,Gi =a1Py+as Py, e Go = b1 Py+by Py, emque Py, Py, ..., P4
s@o lugares racionais dois-a-dois distintos. Além disso, seja n = %,
que o divisor do diferencial de Weil 7 é dado por () = (e — 1)Px — Py — D. Da hipétese
by < e—1— aytem-se que G+ UGy = b1 Py + (e — 1 — ay)Ps. Jé a hipétese b; < as

entao tem-se

implica em deg(G7 U G2) < e — 2, o que possibilita o uso do Teorema 4.8. Por este teorema,
derivamos Gll NGy = (=1 — ay) Py + by P,. Consequentemente, se by > a; + 1 tem-se que
deg(G1 N'Gy) > 0, o que implica em ¢ = ¢ — 1 — (ay + by). Por outro lado, se by < a; + 1
tem-se deg(G{ N Go) < 0, implicando em /(Gf NGy) = 0ec = e — 2 — (a; + az). Uma
vez que deg(G1) = a; + ay e deg(G1) = by + be, pelo uso do Teorema 4.8 e dos valores de ¢

anteriormente calculados, obtemos os parametros mencionados para o cédigos QUENTA. m

Corolario 4.6 Suponha que exista uma curva eliptica com e lugares racionais. Entdo, para
by < ag, by < minfe — 1 — ag, a1}, com ay + ag = by + by < e — 2, existem codigos QUENTA
[[e =2,b1 4+ b3, > e —2 — (a1 + az);e — 2 — (a1 + a2)]], que s@o maximamente emaranhados
e almost MDS.

Demonstracao: Considere o segundo caso do Teorema 4.11. Da hipétese a1 + as = by + by <
e — 2, o resultado segue. ]
E mostrado na Tabela 4.4 o nimero de lugares racionais para diversas curvas elipticas em

func¢ao do valor de s, o grau da extensao [Fos [93].

Observacao 4.1 Nesta secdo, foi utilizado codigos AG de dois lugares. O motivo para isso é
que os codigos QUENTA derivados de cédigos AG de um lugar tém parametros triviais; i.e.,
eles possuem ou emaranhamento igual a zero, o que os torna codigos quanticos ordindrios
(como os do Capitulo 3) e ndo é esse o objetivo aqui, ou dimensdo nula, o que também ndo é

atrativo para a literatura de codigos quanticos.

4.3.2 — Construcao Hermitiana de Cédigos Quanticos Assistidos por Emaranhamento

Como foi dito na se¢do anterior, o uso do método de construcao hermitiana para c6digos

QUENTA normalmente tem que ser feito de forma mais cautelosa, principalmente para codigos
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Tabela 4.4 — Algumas curvas elipticas sobre F, (¢ = 2°) e o niimero de lugares racionais

Curva eliptica s Numero de lugares racionais (e)
s impar g+1
Y4y = s=0 mod 4 g+1-2q
s =0 mod 2 g+1+2\/q
2 _ .3 s=1,7 mod 8 qg+1-++2q
Yy = s=3,5 mod 8 qg+1—+/2q
2 _ .3 s=1,7 mod 8 qg+1—+/2q
yry=o+atl s =3,5 mod 8 g+1++2q
y2+y=x3+5x(Tr(5):1) s par g—+1
2 _ .3 _ s =0 mod 4 g+1+2q
v +y=2>+6Tr(6)=1) S— 92 mod 4 t1-2Y5

AG, pois ndo existe uma férmula genérica que caracterize o dual hermitiano de um cédigo
AG. Entretanto, descrevendo cddigos AG por meio de uma base com caracteristicas que serao
apresentadas a seguir, € possivel construir cddigos QUENTA usando o dual hermitiano de um
codigo AG. Antes de apresentar este resultado, serd demonstrado algumas ferramentas que serao

utilizadas no resultado principal dessa secao.

Proposicdo 4.3 Seja C um cddigo linear sobre F,2 com comprimento n e C+" seu dual
hermitiano. Entdo dim(C N C*+) = dim(C+ N CY).

Demonstracao: Considere x € Ctr, entdo se tem o seguinte:

x € — x-c! =0, Ve e C,
— Y adl =0, VceC,
= Yo aie =0, Ve € C, uma vez que 032 =¢
< x7¢€(CH

— x € (Ch).

Assim, podemos ver que

dim(Cnct) = dim(Cn(Ch)7)
— dim(C*NCh).

Consequentemente, temos dim(C N Ct#) = dim(Ct N C9). u
E apresentado na Proposi¢do 4.3 um novo método de cdlculo da dimensdo de C N C*».

Para ser possivel utilizd-lo para cédigos AG, é necessdrio descrever o cdédigo linear C?. A



Cédigos Quanticos Assistidos por Emaranhamento 66

Proposi¢do 4.4 aborda esse topico mostrando que € possivel calcular uma base para C? a partir
de uma base de C. E é descrito no Teorema 4.2 como calcular a interse¢do de dois espagos
vetoriais (em particular, cédigos lineares) quando as bases sdo subconjuntos de um conjunto

maior o qual € base de FZQ.

Proposicao 4.4 Seja C um cédigo linear sobre Fp com comprimento n e dimensdo k. Se

{x1,...,%;} é uma base de C, entdo uma base para C? é dado pelo conjunto {x{,...,x}}.

Demonstracao: Primeiramente, note que para qualquer ¢’ € C? existe um unico ¢ € C tal que

. ~ k

¢’ = x?% Uma vez que {Xy,...,X;} é uma base para C, entdo ¢ = » ., ¢;X;, com ¢; € Fe.
: A B k a9 __ k /4 q <5 3 x A

Assim, ¢’ = ¢? = Y clx! = > 7  dx]. Como C e C? sdo isomorfos, entdo eles tém a

mesma dimensdo, o que implica que {x{,...,x{} é uma base de C. |

Por completeza, sera apresentado o lema a seguir.

Lema 4.2 Seja B uma base para I, sobre F 2. Assuma que By e B sdo dois subconjuntos
de B. Denotando por Vi e V; os subespacos gerados por By e Bs, respectivamente, tem-se que

Demonstracao: A afirmacao de que qualquer elemento em BN Bs fornece um vetor em ;N V5
¢ trivial. Denote os elementos de By, By e By N By por vy;, vy; € vy, respectivamente. Para

demonstrar a inclusdo reversa, considere v € V; N V5. Assim, podemos representd-lo por

v = E CoiVoit E C1iV1; € vV = E do;voi+ E da; vy,

voi€EB1NBy VliGBl\(BlﬁBg) vo; €EB1NB2 VQiEBQ\(BlﬁBQ)

o que implica que

Z (COi - dOi)VOi + Z C1iV1i — Z dQ/L'VQi =0.

voi€EB1NBy vh‘GBl\(BlﬁBg) VgiGBQ\(BlﬁBg)

Uma vez que vy, vi; € Vy; pertencem a base B, temos que os coeficientes na equagdo anterior
precisam ser iguais a zero, o que resulta em v = Zm eBinB, C0iV0i € & inclusdo reversa esta
demonstrada. [ |

Agora estamos prontos para descrever a utilizacdo da constru¢do hermitiana para cédigos
QUENTA utilizando c6digos AG. Para tal objetivo, serd aplicado o Lema 4.2 a cédigos AG

derivados do corpo de fung¢des racionais. Veja o Teorema 4.12.

Teorema 4.12 Seja q uma poténcia de um niimero primo e m um inteiro o qual pode ser escrito

comom = qt +r < ¢% em quet > 1e0 <r < q— 1. Entdo, tem-se:

e Set > q—r — 1, entdo existem codigos QUENTA MDS com pardametros

[g?, (t+1)* +2r +1—2¢,> ¢* — (gt +7); (¢ — t — 1)%]],.
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e Set < q—1r —1, entdo existem codigos QUENTA MDS com parametros

(= 1,2 ¢ — (gt +7); (g —t)> = 2(r + 1)]],.

Demonstracdo: Seja F'(z)/F 2 o corpo de fungdes racionais, D = Zfial P, e G = mP,,
em que m = qt + r. Seja Cr(D,G) o cddigo AG derivado de D e G com pardmetros
(>, m+1,¢* — m],. Considere z* = evp(z'). Assuma que B = {«*|0 < i < n—1}. Entdo B
¢ uma base para . Uma base para C(D, G) € dada pelo subconjunto B’ = {20 <i < m}.
Consequentemente, uma base de Cz(D, G)? pode ser descrita como By = {z?|0 < i < m}.

Agora, note que 29"+ = 1 para todo a > 0. Assim,
By ={x?0<i<q—-1,0<j<t—1}u{z?0 <i<r}
Por outro lado, uma base de C-(D, G)* pode ser descrita pelo conjunto

By, = {20<i<¢@—2-m}
= {290 <i<qg—t-20<j<qg—1}U{xl V|0 < j<qg—r -2}

Dessa forma, expoentes para x nas bases B; e By podem ser representados pelos conjuntos

(0 1 2 S t—1 t ]
q q+1 q+2 qg+t—1 q+t
rq rq+1 rq + 2 rg+t—1 rq+t

((@—=Dg (g=Dg+1 (¢=1g+2 - (¢=1g+t—-1 )

0 1 “ .. q—r—2 .. q_l

q q+1 qg+q—r—2 2qg — 1
(¢—t—=2)g (¢—t—=2)g+1 - (¢g—t—2)g+q—r—-2 - (¢—t—2)g+q—1
(g—t—1)q (¢g—t—=1g+1 - (g=t—=1)g+qg—7—2

\

respectivamente. Usando esta descri¢do, vemos que estas bases satisfazem a hipdtese necessaria
para a utilizacdo do Lema 4.2, o que faz possivel o cdlculo da intersecdo dos cdodigos
relacionados com B; e Bs via o cdlculo da intersecdo destes conjuntos. Para isso, € necessario

considerar dois casos separadamente, t > ¢ —r — 1l et < ¢ —r — 1. Para o primeiro caso, a
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intersecdo € dada pelo seguinte conjunto
BiNBy ={a®0<i<q—t-20<j<t}u{zl@* D)0 <j<g—r—2}.

Assim, dim(C¢(D,G)1NCp(D,G)Y) = |BiNBy| = (¢ —t—1)(t+1) + ¢ —r — 1. Usando

a mesma descri¢do para o caso em que t < ¢ — r — 1, vemos que
BiNBy={a?™0<i<q—t—1,0<j<t—1}u{z@t0<i<r),

o que implica em dim(C. (D, G)? N Cr(D,G)*Y) = |By N By| = (¢ — t)t + r + 1. Aplicando
os cdlculos anteriores e o fato que Cz(D, G) tem parametros [¢*, m + 1, ¢* — m],, tem-se, pela

Proposicido 4.2, que existem codigos QUENTA com parametros
s [l (t+1)+2r+1-2¢,>¢" — (gt +7);(qg—t—1)*]|p, parat > g —7r—1e

s [* P —1,>2¢ = (gt +7);(qg—1t)> —=2(r+1)]]g, parat < g —r — 1.

4.3.3 - Exemplos

Nas Tabelas 4.5 e 4.6, é apresentado alguns cédigos QUENTA 6timos, em termos do
limitante de Singleton, obtidos dos Teoremas 4.9, 4.11 e 4.12. Os c6digos QUENTA derivados
da construcdo euclidiana estdo expostos na Tabela 4.5. Foi utilizado cédigos AG obtidos da
linha projetiva e da curva eliptica para construir estes codigos. Como pode ser visto, 0s codigos
da primeira coluna da Tabela 4.5 sdo MDS e os da segunda sdo almost MDS. Para a Tabela 4.6,
codigos QUENTA sdo derivados da constru¢ao hermitiana, em que cédigos AG racionais foram
usados como a contra-partida cldssica. Estes cédigos também possuem uma combinac¢do 6tima
de parametros, uma vez que sdo MDS. Além disso, desde que codigos QUENTA utilizam
emaranhamento, podemos concluir que os cédigos das Tabelas 4.5 e 4.6 tém distancia minima
melhor ou igual a qualquer cédigo quantico estabilizador [19].

Os c6digos QUENTA que faltam ser comparados com os da literatura sdo aqueles derivados
da curva de Hermite. A primeira anélise de qualidade dos codigos construidos € via o Singleton
defect, o qual é a diferenca entre o limitante de Singleton para c6digos QUENTA mostrado na
Eq. 4.20 e a distancia minima do cédigo. Relembrando que um cédigo quantico [[n, k, d; c]],
satisfaz k 4+ 2d < n + c + 2. Tem-se que os c6digos construidos no Teorema 4.10 tem maximo
Singleton defect igual a q(q¢ — 1)/2. Alguns exemplos de pardmetros possiveis destes cédigos
sdo [[7,2,4;3]]4, [[26, 10, 11; 10]]g e [[63, 19, 32; 31]]14, 0s quais possuem Singleton defect igual
al, 3 e 0, respectivamente. Comparando estes exemplos com codigos quanticos estabilizadores,
vé-se que os exemplos numéricos apresentados possuem distancia minima inalcangdveis, para
o mesmo comprimento e dimensao, por codigos estabilizadores. De fato, usando o limitante

de Singleton para cédigos estabilizadores esta conclusdao pode facilmente ser obtida. Assim,
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Tabela 4.5 — Exemplos de c6digos maximamente emaranhados (almost) MDS obtidos pela construgdo
euclidiana

Novos codigos QUENTA — Teorema 4.9 Novos codigos QUENTA — Teorema 4.11

lg—1Lai+as+1,g—1— (a1 + ap); [[e —2,a1 + as,e — 2 — (a1 + ap);
q—2— (a1 +as)lly e —2— (a1 + a2l
a1 +as < q—2 a1 + as < e — 2, e e como na Tabela 4.4
Exemplos
[[372727 1”4 [[7757272“4
[4,2,3;2]]5 [[11,6,5;5]|4
[[6747352“7 [[117873; 3]]8
[[7,4,4;3]]g [23,13,10;10]} 4
[[10,774; 3]]11 [[237 1875; 5]]16
[[12,7,6;5],5 [[39,25, 14; 14]],,
[[15, 10, 6; 5]]4 [[39, 18, 11; 11]],,

Tabela 4.6 — Exemplos de c6digos QUENTA MDS obtidos pela construcio hermitiana

ovos codigos — Teorema 4.

N 0digos QUENTA — T 4.12

g% (t+1)2+2r +1—2q,¢> — (¢t +7); (¢ — t — 1)?]],

m:qt+r<q2,t2q—r—leogrgq—l
Exemplos

[49,25,13; 1]]7
[49,11,24; 9]]
[64, 29, 20; 4]]8
|
[

64, 25, 22; 4]]
81, 33,29; 9],

[
[
[
|
[[81,16, 41; 16]],

[[256, 141, 66; 16]]

mesmo nao sendo possivel construir cédigos MDS por meio do Teorema 4.10, € possivel utiliza-
los para obter c6digos com parametros superiores aos dos codigos quanticos estabilizadores.
Assumindo que o entanglement defect € dado pela diferenca entre o valor de emaranhamento
utilizado por um cédigo QUENTA e n — k, com n sendo o comprimento do cédigo e k& sua
dimensdo, nota-se que o entanglement defect nesta familia de cédigos QUENTA code € igual a
2g, com g sendo o género do corpo de fun¢des hermitianas. Por fim, a Tabela 4.7 mostra alguns
exemplos de cddigos QUENTA que possuem taxas superior as taxas de codigos derivadas do

limitantes assintotico de Gilbert-Varshamov mostrado na Secdo 4.4.
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Tabela 4.7 — Exemplos de novos cédigos QUENTA obtidos da curva de Hermite pela construgio euclidiana

Novos cédigos QUENTA — Teorema 4.10
[ — 1,61 +bo+1—q(qg—1)/2,¢* — 1 — max{a; + as, by + ba};
¢’ +q(qg—1)/2 = (a1 + az) — 2]
by <as—qlg—1),by <min{¢®+q(q—1) —2 —as, a1}, and a; + as, by + by < ¢ — 1
Exemplos
[[26, 15, 6; 5]]4
[64,39,11;10]] 4
[[125,51, 54; 53],
[343,179,122; 121]} ;4

4.4 — Existéncia de Familias Asintoticamente Boas de Codigos
QUENTA Maximamente Emaranhados

Nesta secdo € mostrado que € possivel construir uma familia de cédigos QUENTA
maximamente emaranhados e assintoticamente boa a partir de qualquer familia de codigos
(classicos) AG assintoticamente boa. Isto € um consequéncia do uso de um resultado de Carlet,
et al. [94] aplicado ao Coroldrio 4.1. Antes de apresentd-lo, é necessario mostrar o resultado de
de Carlet, et al..

Proposicao 4.5 [94, Coroldrio 14] Sejam q > 3 uma poténcia de um niimero primo e
1 Nq(9)

A(q) = lim SUP, o0 qg

corpo de fungoes de género g com corpo das constantes I, pode ter. Entdo existe uma familia

de codigos LCD com

, em que N,(g) denota o niimero mdximo de lugares racionais que um

1
akP(§) >1—6 — ——, para é €0, 1]. 4.24
g (0) = TP [0,1] (4.24)

Teorema 4.13 Sejam ¢ > 3 um poténcia de um niimero primo e A(q) definido como
na Proposi¢do 4.5. Entdo, existe uma familia de codigos QUENTA MDS maximamente

emaranhados e assintoticamente boa com pardmetros [[n, ki, dy; ¢t]],, tal que

d k 1
lim —- > 4, lim +>1—-§— ——,
t—00 1y t—00 1y A(q)

lim & e (5,6 + 1/A(q)].

t—o0 Ny

paratodo 6 € [0,1 —1/A(q)].

Demonstracdo: Seja o = {C},Cy, ...} uma familia de c6digos LCD assintoticamente boa

como as da Proposi¢do 4.5, em que cada C; tem pardmetros [n;, k;, d;],. Se aplicarmos a
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familia F¢ para construir cédigos QUENTA, segue do Coroldrio 4.1 que os cédigos QUENTA

construidos t¢ém médximo emaranhamento e parametros [[n, k¢, di; ;)] 4, tais que

d d; k k; 1
lim — = lim — > §, lim —& = lim — >1—6§ — ——.
t—00 Tt 1—00 T; t—00 T 1—00 1; A(q)

Além disso, tem-se

i — ki . k; 1
limﬂzlimn =liml—-—<§+—
t—oom;  imoo My i—00 n; A(q)
and ) P
limﬂzlimni_izlim L > 0,
t—00 Tyt 1—>00 n; 1—>00 n;

para 6 € [0,1 — 1/A(q)]. Consequentemente, uma vez que as familias da Proposi¢do 4.5 sdo
assintoticamente boas e LCD; entdo, tem-se que a familia de codigos QUENTA também sera

assintoticamente boa e tera maximo emaranhamento. [}
Observacio 4.2 Se q é um quadrado, entdo A(q) = \/q — 1 por [9, 95].

Observacao 4.3 Foi mostrado recentemente por Galindo, et al. [42] o limitante de Gilbert-
Varschamov para codigos QUENTA. Usando codigos AG derivados de uma torre de corpos
de funcoes que atinge o limitante de Drinfeld-Vladut [71] e o teorema anterior, é possivel
mostrar que existe uma familia de codigos QUENTA com parametros que excedem o limitante

mencionado (veja Figura 4.2).

Na Fig. 4.2 ¢ mostrado uma comparacdo entre os parametros dos codigos QUENTA
construidos via o Teorema 4.13 e os cédigos que o limitante de Gilbert-Varshamov da Ref.
[42] garantem existir. Essa comparagdo ¢é feita sobre a taxa e emaranhamento relativo dos
codigos QUENTA quando ¢ = 64. Como € possivel notar, para distancias relativas maiores que
0 = 0.1, é obtido cédigos QUENTA superiores aos do limitante de Gilbert-Varshamov. Isso

expOe quantitativamente a qualidade dos codigos aqui apresentados.
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Limitantes para ¢ = 64

1.07<
LT T~ e Co'digos QUENTA do Teorema 4.13
081 == T —— Limitante Quantico Assintotico de Singleton
el T *  Limitante Quantico Assintotico de GV

=061 T T
2 U -
= 0.4 T

0.2 e T

0. e

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

1.0 T g
N T T
=038 e e
£0.6 B
e T e
2 0.4/ T T . -
g T e Limitante Inferior para o Emaranhamento do Teorema 4.13
g 0.2 N - "‘,—~”’—*‘ ————— Limitante Superior para o Emaranhamento do Teorema 4.13
E L T + Limitante Quantico Assintotico de GV

0.0 k==

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

Distance relativa (0)

1.0

Figura 4.2 — Comparacio entre os c6digos QUENTA derivados do Teorema 4.13 e o limitante quantico de
Gilbert-Varshamov via andlise da taxa e emaranhamento relativo quando ¢ = 64.



CAPITULO 5

Codigos Convolucionais Classicos e

Quanticos

Cédigos convolucionais sao amplamente utilizados nos sistemas de comunicacdes atuais
e é sobre esse assunto que este capitulo contempla. Trataremos de cédigos convolucionais
cldssicos, bem como de cédigos convolucionais no paradigma quantico. Para o caso cléssico,
as matrizes geradoras, tanto polinomial quanto semi-infinita, sdo mostradas. O dual euclidiano
e hermitiano sdo apresentados e esses sdo utilizados, posteriormente, para fazer a conexao
entre codigos convolucionais cldssicos e quanticos. De forma similar ao caso anterior, é
mostrado uma matriz geradora para o codigo convolucional quantico e a conexdo com seu

grupo estabilizador. Por fim, o limitante de Singleton generalizado € exposto.

5.1 - Revisao de Codigos Convolucionais Classicos

5.1.1 - Estrutura Algébrica de Codigos Convolucionais

Um cédigo convolucional com pardmetros (n,k) é o conjunto de todas as sequéncias
produzidas por uma fung¢@o linear que mapeia uma sequéncia de entrada u = (ug, uy, uy, ...) de
k-uplas em uma sequéncia de saida v = (vg, vy, Vo, ...) de n-uplas, k < n, em que cada bloco
de n-uplas v;, produzido no tempo [/, depende do correspondente bloco de k-uplas de entrada,
uy, e de alguns p blocos de k-uplas de entrada anteriores, w1, u;_o, ..., w;—,. O pardmetro
¢ chamado de memdria do codificador.

Para uma definicao mais formal, considere o seguinte:

Definicdo 5.1 Um cdédigo convolucional cldssico Ve é um submddulo de F [ D]" gerado pela
matriz invertivel a direita G(D) = (g;;) € F,[D]**",

Ve := {u(D)G(D): u(D) € F,[D]*}. (5.1)
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O elemento D representa a memoria do codigo convolucional. Uma matriz geradora de um
codigo convolucional é denominada de minimal se tiver o menor niimero possivel de elementos

de memoria. O grau do cédigo convolucional V¢ é dado por

k
0 := max{deg~y : v € um determinante de uma submatriz k x k de G(D)} = Z vi, (5.2)
i=1

em que v; = maxi<j<p,{degg;;j}. O peso wt(v(D)) de um polindmio v(D) em F,[D]
é dado pelo niimero de coeficientes ndo-nulos de v(D), enquanto que para um elemento
u(D) € F,[D]" tem-se wr(u(D)) := S0 wt(u;(D)). A distancia livre d; de Ve é definida
como dy = wt(Ve) = min{wt(c(D)): c¢(D) € Ve,c(D) # 0}. Um cddigo convolucional

n, k, &), com memoria y e distancia livre d; € denotado por (n, k,d; p, ds),.
q f flq

Seja Ny o conjunto dos inteiros ndo-negativos. Além disso, denote por

I'y:={f : Ny — F,: amenos de um conjunto finito, todos elementos na imagem de f sio 0}.

(5.3)
E possivel ver f € T, como uma sequéncia infinita (f; = f(i));>o de suporte finito.
Com isso, I'; descreve um mddulo vetorial considerando soma sobre [F, e convolugdo de
sequéncias. De agora em diante, serd essa a descri¢do feita para elementos de I';. Defina
o isomorfismo de espacos vetoriais ¥: F,[D]" — F,[D], que mapeia um elemento u(D) =
(uo(D), ..., un_1(D)) de F[D]" ao polinémio 7~ D'u;(D") € F,[D] (veja o Exemplo 5.1).
Além disso, defina a composi¢do de isomorfismos o: F,[D]* — I, como sendo ¢ = ( o ¥,
com ¢: F,[D] — I, sendo o isomorfismo trivial entre esses médulos vetoriais. Serd referido a

imagem (V) := {o(c): ¢ € V¢} de um cédigo convolucional também como V.

Exemplo 5.1 Sejau(D) = (1+ D,1+ D? D+ D* D, 1+ D®) um elemento de F5[D]°. Com

isso, tem-se
4
d(u(D)) = Y D'u(D) (5.4)
=0
= 14+D°+D+D"+ D"+ D?2+ D%+ D*+ D* (5.5)
= 1+D+D*+D°+ D"+ D%+ DY + D2 + D**, (5.6)

Aplicando ¢ a 9(u(D)) € obtido a sequéncia
¢(W(u(D))) =(1,1,0,0,1,1,0,1,1,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,1,0,0,0,...), (5.7)

o que também pode ser descrito como o(u(D)).

SejaG(D) =Gy+GiD+---+ G, D" emque G; € F’;X”, para 0 < i < . Associa-se a
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matriz geradora G(D) uma matriz semi-infinita dada por

Go Gy - G,
G = Go Gi - G, . (5.8)

Produtos Internos Euclidianos e Hermitianos

O produto interno euclidiano de duas sequéncias v e v em I';, é definido como sendo
(u,v) = Y ey, wivi- O dual euclidiano de um cédigo convolucional Ve é dado por Ve :=
{u € T'y: (u,v) = Oparatodov € V¢}. Um c6digo convolucional V; é chamado de auto-
ortogonal se Vo C Vg E fécil notar que um cédigo convolucional Ve é auto-ortogonal se, e
somente se, GGT = 0 [96].

Agora considere que as palavras-codigo sejam definidas sobre Fj.. O produto interno
hermitiano de duas sequéncias u e v em I'j2 € definido como (u,v), = »_;, uivf. Assim,
Vot = {u € Tp: (u,v), = 0paratodov € V}. Tem-se que Ve C V" se, e somente se,

GG' = 0, em que G representa a transposta hermitiana de G.

5.2 - Cédigos Convolucionais Quanticos

Um coédigo convolucional quantico codifica uma sequéncia de qudits que, em principio,
tem comprimento desconhecido pelo codificador. Assim, a ideia € impor uma estrutura ao
cddigo que simplifique essa codificacdo e decodificacao online. A ideia chave para a constru¢@o
dessa estrutura € notar que restringindo um cd6digo convolucional (quantico) estabilizador a
comprimentos finitos, obtem-se o cédigo estabilizador do Capitulo 3. Consequentemente, como
serd mostrado posteriormente, a exigéncia de auto-ortogonalidade sobre o cddigo classico serd
mantida, tanto quanto a existéncia de um estabilizador para o c6digo e a descri¢do dos erros
corrigiveis ou ndo. Para uma caracterizacdo mais pratica, assuma que n € m sejam inteiros
positivos. A cada passo de processamento do codificador convolucional serd processado n + u
qudits, em que p qudits serdo guardados para o passo de codificagdo seguinte e n qudits sao os
que irdo para o canal de comunicacao.

De forma similar ao que foi apresentado no Capitulo 3, assuma o grupo de Pauli G 441y, =
(E: F € g(t+1)n+u>’ comt € Ny. Parai,7 € Ny, com ¢ < j, defina o isomorfismo inclusivo
tij: Gustyntpn = Gj+1)n+p POT L (E) = E®@I®"0~), Tem-se que 1;;(E) = E € i, = Lj0Lij,
para: < j < k. Assim, existe o grupo

G = li_H)l(G(i+1)n+u7 Lij) (5.9

que & o limite direto do grupo G(;;1),4, sobre o conjunto com ordenamento total (N, <).

Para cada inteiro ndo-negativo 7, existe um homomorfismo ¢;: G(it1)n4u — G dado por
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1i(E;) = E; @ I®>®, para E; € G(i+1)n+u-> tanto quanto a composicdo ¢; = ¢; o L5, para todo
i < j. Por fim, tem-se que G'oo = U524 (G (i41)n+4), OU s€ja, G consiste de todos os infinitos
produtos tensoriais de matrizes em (E£: M € &) tal que, a menos de um nimero finito, todas as
componentes sdo iguais a /.

O estabilizador do cédigo convolucional quantico serd definido por meio desse limite
direto. Assim, seja S,4,, um subgrupo abeliano de G, ,. Para um inteiro positivo ¢, defina
recursivamente o subgrupo S 1)n+, de Gi11)nty como sendo S 1)ty = (E @ I%", 19" @
E'"E € Spip, B € Suip). Seja Z(Gugryngp) 0 centro do grupo Giy1yn+,, entdo serd

assumido que

(P) I®" ® Ee E' ® I®™ comuta para todo E, E' € S,,1,, e t é um inteiro positivo;
(P2) Sgt1ynuZ(Gs1yntn)/Z (G as1yn+n) € gerada por (¢ 4 1)(n — k) operadores;
(P3) Sgt1yn+n N Z(Gt+1)n4p) contém apenas a identidade.

Para que essas consideragdes sejam melhor compreendidas, observe que a primeira delas
garante que S(;41)n+, € um subgrupo abeliano de G (;41)n4,, @ segunda implica que S(i41)n+u
é gerado por ¢ + 1 versdes deslocadas de n — k geradores de S,,+,, e que esses (¢ + 1)(n — k)
geradores sdo independentes e, por fim, a terceira garante que o autoespago de Sii1yn4, €
ndo-trivial desde que k£ < n.

O subgrupo abeliano Sg41)p+, de G(141)n+,, define um grupo abeliano

Soo = hi}n(S(Z‘+1)n+/“ L”) = <Lt([®tn X E) t Z O, E e Sn+ﬂ> (510)

gerado pelas versdes deslocadas dos elementos de S, ;.

Soo = < : (5.11)

m n .
. t vezes

Definiciio 5.2 Seja Sy, um subgrupo abeliano de G, tal que as propriedades (P;), (P;) e
(P3) sdo satisfeitas. Entdo o autoespago com autovalor +1 de Soo = Hm_(Sgit1)ntps Lij)
em ®2oH, define um codigo convolucional (quantico) estabilizador Vg com pardmetros

[(n7 k? M)]Q'

Observe que o cédigo estabilizador somente terd taxa igual a k/n quanto t for para
infinito. De fato, para ¢ finito, tem-se S(41),+, define um cédigo estabilizador com pardmetros
[t + D)+ p, (¢t + 1k + .
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Diz-se que um erro £ em G, € detectavel por um cédigo convolucional estabilizador com
estabilizador S, se, e somente se, um multiplo escalar de £ estd contido em S, ou se E nao
comuta com algum elemento de S... O peso wt de um elemento em GG, € definido como o
nimero de componentes que compdem seu produto tensorial que sdo diferentes da identidade.
Um cédigo convolucional estabilizador € dito ter distincia livre d; se, e somente se, pode
detectar todos os erros com peso menor que d s, mas nio detecta algum erro de peso d. Denote
por Z(G ) o centro de G, € por Cg,__(Ss) 0 centralizador de S, em G Entdo, a distincia
livre é dada por dy = min{wt(E): E € Cg_(Sx) \ SxZ(G)}-

Um fato importante a ser comentado € que a relacdo de comutagdo entre dois elementos de
G~ segue a mesma regra apresentada no Capitulo 3. Isso posibilita criar c6digos convolucionais
quanticos a partir de c6digos convolucionais cldssicos de maneira similar ao caso de cdigos
quanticos estabilizadores. Em particular, também existe o método de construcdo CSS para
cddigos convolucionais estabilizadores. Antes de apresentar tais métodos, € preciso introduzir
um mapa que facilitard a conexado entre os c6digos convolucionais nos paradigmas cldssicos e
quanticos.

Seja (B, 49) uma base normal de F 2 /F,. Defina o mapa 7: G — I',2 por

T((JJCX(CL())Z<Z70) X X(al)Z(bl) SR ) = (ﬂag -+ 5qb0, Bal + 6qb1, .. ) (512)

Note que 7 leva operadores de G, a sequéncias infinitas sobre F . de suporte finito. Como €
mostrado no lema a seguir e na construcdo CSS para c6digos convolucionais estabilizadores,
¢ possivel concluir que existe um cdédigo convolucional estabilizador se, e somente se, existe
um cédigo convolucional cldssico com certos parametros. A demonstragdo destas afirmagdes €

com a utilizagdo do mapa 7 e o isomorfismo o.

Lema 5.1 Seja Vg um cddigo convolucional estabilizador com pardmetros [(n,k,m)], e Sx
seu estabilizador. Entdo existe um codigo convolucional cldssico Ve sobre F 2 que pode ser
descrito como Ve = 07 '7(Sx). Além disso, Ve tem parametros (n, (n — k)/2; p < [m/n]),,

é gerado por 07'7(8,,1m) e é auto-ortogonal, Ve C VCL m,

Demonstra¢io: Como foi mostrado anteriormente, o : F2[D]"

— I';2 mapeia um elemento
u(D) de F,2[D]" para uma sequéncia infinita de suporte finito em I' ;2. Esse mapa ¢ invertivel,
e assim, 0~ '7(FE) = 07! o 7(F) é bem definido para qualquer E € G,,. Como S, é gerado
pela versdo deslocada de S, segue que Ve = 0 '7(S) é gerado pela expansdo sobre F 2
de 07'7(8S,+m) € seus deslocamentos, ou seja, D'o~17(S, ., ), em que [ € N. Como Vg € um
cddigo convolucional estabilizador com pardmetros [(n, k, m)|,, entdo S, ., define um cédigo
estabilizador [[n+m, k+m]], com (n — k) geradores. Como os mapas o e 7 sdo lineares, entdo
017 (8p4m) serd Fz-linear. Como o~ '7(E) pertence a IF,2[D]" e o c6digo quéntico € definido

sobre C,, entdo uma matriz geradora polinomial para V; é uma matriz (n — k)/2 x n. Como
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€ possivel considerar que existe uma matriz geradora polinomial inversivel a direita, entao
concluimos que Ve é um cédigo convolucional com pardmetros (n, (n — k)/2;m),2. Desde
que Vg € estabilizador, tem-se que V, C Vcl ". Finalmente, observando que o grau maximo de
um elemento em 0~ '7(S,,.,,) € [m/n], por causa de o, e junto com o Lema 14.3.8 do livro de

Huffman e Pless [68], tem-se que a meméria de o' 7(S) deve ser u < [m/n]. n

5.2.1 - Construcao CSS

Primeiramente, a nota¢do que serd usada para um c6digo quantico convolucional [(n, k, )],
com distancia livre d; e grau 6, com § = ¢~ '7(S,,), é dada por [(n, k, i; 6, d)],. E importante
salientar que a notacao para os cddigos convolucionais cldssicos e quanticos é diferente, nao

apenas na apresentacdo de seus parametros mas também no significado dos mesmos.

Corolario 5.1 [97, Coroldrio 144] A existéncia de um codigo convolucional quantico Vg com
pardmetros [(n, k, j1; 6, dy)], implica na existéncia de um cédigo convolucional cldssico Ve com
parametros (n, (n — k)/2;0) 2 e df = wt(Va" \ Ve).

Demonstragio: Seja Ve = 0 '7(S,), pela relagdo de comutagio dos elementos em G, é

possivel concluir que 0~ '7(Cg_ (Sx)) € Va". Assim, um erro ndo-detectavel é mapeado para
um elemento em VCL "\ Ve. Note que mesmo 7 sendo injetivo em S, ndo serd em Cq__ (S ).
Entretanto, se c(D) pertence a V" \ Ve, entiio a sobrejetividade de 7 sobre C__ (S, ) implicard
na existéncia de um erro £ em Cg_ (Sx) \ SooZ(Goo) tal que 7(E) = o(c(D)). Como 7 e
o sdo isométricos, entdo £ é um erro ndo-detectavel com peso wt(c(D)). Consequentemente,
pode-se concluir que dy = W'[(VCL "\ V¢). Combinando andlise com o lema anterior, o corolario
estd demonstrado. [ ]

De forma similar ao que foi definido para o caso de cddigos estabilizadores, diz-se que um
c6digo [(n, k, i1; 6, dy)], € puro se ndo existem erros de peso menor que dy no estabilizador do

c6digo. O corolario anterior implica que d; = wt(Vz" \ Ve) = wt(Vz") para esse caso.

Teorema 5.1 [97, Teorema 145] Seja V¢ um codigo convolucional cldssico com pardametros
(n, (n — k)/2,8; n) 2 tal que Ve C V. Entdo, existe um cédigo convolucional estabilizador

com parametros [(n, k,nj; 6,d;)], em que d; = wt(Vy" \ Ve). Ele serd puro se d; = wt(V").

O mesmo segue para cddigos convolucionais que sao auto-ortogonais euclidianos.

Corolario 5.2 [97, Coroldrio 146] Seja V¢ um codigo convolucional cldssico com pardmetros
(n, (n—k)/2,8; n), tal que Ve C V. Entdo existe um cédigo convolucional estabilizador com
parametros [(n, k,nuw; ,dy)],, em que dy = wit(Va \ Ve). Ele serd puro se wt(Vg \ Ve) =
wt(V7).
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5.2.2 - Construcao de Codigos Convolucionais a partir de Cédigos de Bloco

O método apresentado aqui € uma generalizacdo do método de criacdo de cddigos
convolucionais a partir de codigos de bloco apresentada por Piret [58] feita por Aly, et al.
[59].

Seja H uma matriz de verificacdo de paridade de um cddigo de bloco com parametros
[n, k,d],. Se a matriz H for dividida um ;o + 1 submatrizes H;, cada uma de comprimento

n, da seguinte forma

H= : (5.13)

entdo, pode-se construir uma matriz polinomial dada por

H(D)= Hy+ HD +---+ H,D", (5.14)

em que o nimero de linhas de H (D) € igual ao nimero de linhas da submatriz H; que tem
o maior nimero de linhas entre todas as submatrizes H;, com 0 < ¢ < p, esse nimero serd
denotado por . A matriz H; é obtida da matriz H; pela adicdo de linhas nulas na parte inferior
de H; de tal forma que H; tenha « linhas no total. Com essa defini¢do, H(D) gera um c6digo

convolucional. Agora serd apresentado o resultado de Aly, et al. [59].

Teorema 5.2 [59, Teorema 3] Seja C C Fy um cédigo linear com pardmetros [n, k,d|, e matriz
de verificacdo de paridade H & ]an_k)xn. Assuma que H é particionada nas submatrizes
Hy, Hy, ..., H, como na Eq. 5.13 de tal forma que k = rkHy e rkH; < K, paral < i < p.

Defina a matriz polinomial

H(D) = Hy + H\(D) +--- + H,D", (5.15)

em que H; é obtida da matriz H; pelo método anteriormente descrito. Entdo, é possivel concluir

que

* A matriz H(D) é uma matriz geradora reduzida e bdsica;

* Se o cddigo C contém seu dual euclidiano C, ou seu dual hermitiano C L entdo o codigo
convolucional Ve = {v(D)H(D): v(D) € F,[D|""*} estard contido no seu dual Vz,

L .
ou Vy ", respectivamente;

» Sejam dy e d]% as distancias livres de Ve e Vg, respectivamente. Suponha que d; é a
distancia minima do cédigo C; = {v € F': vH} = 0} e d* a distancia minima de C*.
Entdo, as distdancias livre de V¢ e VCL sdo limitadas por dy > dt e min{dy + dy, d} <

dj% < d, respectivamente.
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Se aplicarmos o Teorema 5.2 nos resultados apresentados no Teorema 5.1 e no Corolario 5.2,
pode-se construir cédigos convolucionais estabilizadores a partir de cédigos de bloco cléssicos.

Isto € feito na Secdo 5.3 para codigos algébrico-geométricos.

5.2.3 - Codificador na Forma Canénica Controladora e um Método para o Calculo da
Identidade de MacWilliams

Inicialmente, serd apresentado como construir uma matriz geradora na forma controladora
para o método de Piret. Essa forma € utilizada para descrever o processo de codificacdo
no espaco de estados do sistema. Posteriormente, um método de cdlculo da identidade de

MacWilliams para o0 mesmo método também € fornecido.

Definicio 5.3 Seja G(D) € F,[D]**" uma matriz geradora bdsica e minimal com constraint

length vy, v9,..., 0, >0 =V, 1 = =1, ed = Zle v;. Considere que G(D) tem linhas
gi = Z;’:O giiD’i=1,....k comg; € Fy. Parai =1,...,r, define-se as matrizes
01
A = © | em (5.16)
1
0
B = [1 0 ofeFy, (5.17)
gi1
¢, = |7 emn (5.18)
Givi

Entdo, a forma controladora de G(D) é definida como a quddrupla de matrizes (A, B,C, F) €

IFgX5 X F§X5 X ngn X ]F’;X", com

Ay 5 4 gio
A= B=| |-O=]:| E=]:|=C0) (5.19)
A, C, 9ko
em que
By

il
I

(5.20)
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Proposicao 5.1 [98, Proposicdo 2.1 e Teorema 2.3] Sabe-se que G(D) = B(D™'I — A)~'C +
E. Assim, se v(D) = u(D)G(D), comu(D) = > w;D" e v(D) = >_ . v; D7, entdo segue que

X =x,A+wB
t+1 t t 5.21)
Vi :XtC+utE,

para todot > 0, com xy = 0.

Aplicando a forma canénica controlada de G(D) para o c6digo convolucional mostrado no
Teorema 5.2, e assumindo que o cédigo convolucional tem memdria unitdria, entdo o seguinte

segue:

Proposicio 5.2 Seja G(D) € F, [D]kX" uma matriz bdsica e minimal do Teorema 5.2 com

pw = 1. Entdo a forma canodnica controlada de G(D) é definida pela quddrupla de matrizes

(A,B,C,F) € F(’]"HIX’kHl X F;X’kHl X Fg"HlX” x ™ como sendo

A=| .. |, B= . C=H,FE=H, (5.22)

z

A identidade de MacWilliams para cddigos convolucionais é apresentada em diversos
trabalhos [98—100]. Como serd mostrado, a Proposi¢do 5.2 pode ser utilizada para encontrar
a identidade de MacWilliams para o c6digo convolucional de memdria unitdria do Teorema 5.2.
Primeiramente, serd definido a matriz de peso adjacente (WAM, do inglés Weight Adjacency

Matrix) e a matriz P-MacWilliams de um c6digo convolucional.

Definicao 5.4 Seja F = Fg X Iﬁ‘g e F,[Wl<, o espago de polinémios sobre F, de grau no
mdximo n. Uma WAM A(M) = (Axy) € F[W]"*% de um cédigo convolucional com forma
canédnica controlada dada pela quddrupla (A, B,C, E) é definida pela matriz indexada por
(X,Y) € F com as entradas dadas por

Axy == wi({XC +uElu € F¥ e Y = XA + uB}) (5.23)

em Fy[Wl<,, com wt(d) sendo o peso de enumeragdo de um d C Fy. Um par de estados
(X,Y) € F é chamado de conectado se \x y # 0; caso contrdrio é chamado de desconectado.

O conjunto de todos os pares conectados é denotado por A C F.
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Definicéo 5.5 Sejam q uma poténcia de p, com p sendo primo, e ¢ € ¥, uma p-ésima raiz
primitiva da unidade. Para P € GLs(F,), com 6 € Ny e GLs(F,) sendo o grupo linear geral

de grau 6 sobre I, definimos a matriz P-MacWilliams como
S T(BXYPT)) q® xq°
H(P):=q=2 (¢ Jxyyer € BP9, (5.24)
com T sendo o tragco usual e 5 a forma candnica bilinear sobre Fg.

Devido a simplicidade da forma canodnica controlada apresentada na Proposic¢do 5.2, para
mostrar que dois pares sdo conectados, € suficiente mostrar que existe um u € IF’; tal que
Y =ubB.

Teorema 5.3 Seja H: F [W]<,, — F [W]<, a transformagdo de MacWilliams e H = H(I) €
Fgéxqé a matriz P-MacWilliams matriz da identidade. Se a forma candnica controlada do
cédigo dual Vi é dada pela quddrupla de matrizes (A, B,C, E) entdo P := —CE'B €
GLs(F), e, para todo (X,Y) € F, tem-se

Ay = ¢ FH((HAH ) xpyp), (5.25)

com A\ sendo a WAM do codigo convolucional Ve.

Demonstracao: Segue da aplicacdo do Teorema V.10 do trabalho de Luerssen [99] e da

Proposicao 5.2. ]

5.2.4 - Limitante de Singleton para Cédigos Quéanticos Convolucionais

Primeiramente serd mostrado o limitante de Singleton generalizado para cddigos
convolucionais cldssicos, devido a Smarandache, ef al. [101]. Como serd visto, a obten¢ao
do limitante de Singleton para c6digos convolucionais estabilizadores puros é a mera utilizacao

do resultado anterior.

Lema 5.2 [101, Teorema 2.4](Limitante de Singleton Generalizado) Seja Ve um codigo
convolucional com pardmetros (n,k,m;0,ds),. Entdo a distdncia livre de V¢ é limitada

superiormente por

dfg(n—k)(m +1)+5+1. (5.26)

Proposicao 5.3 (Limitante de Singleton Qudntico Generalizado) Seja Vo um codigo
convolucional com pardmetros [(n, k,m;0,d¢)],. Com isso, tem-se que a distdncia livre de

Vo é limitada superiormente por
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IA

ds ”;kqnsz]H)MH. (5.27)

Demonstracdo: Pelo Corolario 5.1, existe um cd6digo convolucional cldssico Ve com
parametros (n, (n — k) /2,8),2 e dy = wt(V3" \ Ve) = wt(V;"), pela hipétese inicial de pureza.
Como €é mostrado no Teorema 2.66 em [96], os cédigos duais V; e VCL " possuem 0 mesmo
grau. Assim, VcL " & um c6digo convolucional com pardmetros (n, (n + k)/2,0),2 e distancia
livre d. Pelo limitante de Singleton generalizado do Lema 5.2, tem-se que

o

d < (n—(n+k)/2)<[m-‘ +1)+o+1. (5.28)

A demonstra¢do da Proposi¢do 5.3 também pode ser encontrada na Ref. [97].

5.3 - Cédigos Convolucionais Classicos e Quéanticos
Derivados de Codigos AG

Nesta secao sao construidas familias de novos cédigos convolucionais cldssicos e quanticos.
Os cddigos convolucionais cldssicos sdo derivados de codigos AG. Além disso, mais familias
sdo obtidas por meio de puncionamento, extensdo, expansao e pelo produto direto de codigos
AG. Adicionalmente, utilizando-se dos novos cdédigos convolucionais cldssicos construidos
aqui, obtém-se novos cédigos convolucionais quanticos. Os parametros desses c6digos sdao
bons no sentido que sua distancia livre difere do limitante de Singleton por um fator linearmente
proporcional ao género da curva utilizada na construcdo dos c6digos AG. Mais precisamente,
no caso cldssico tem-se uma familia com cd6digos cujas distancias minimas diferem do limitante
de Singleton de, no maximo, duas unidades. Com respeito ao caso quantico, € construido uma
familia de cédigos MDS. Todos os resultados dessa se¢ao sao de co-autoria do autor desta tese

e estdo contidos na Ref. [62].

5.3.1 - Cédigos Convolucionais Classicos derivados de AG

E apresentado aqui um método geral para a construcao de cédigos convolucionais advindos
de cédigos AG. Mais precisamente, obtém-se cddigos convolucionais com bons pardmetros,
0s quais tém matrizes geradoras derivadas do cédigo AG Cq(D,G). O primeiro resultado é

apresentado a seguir:

Teorema 5.4 Seja F'/F, um corpo de funcées de género g. Considere o cddigo AG Cq(D, G)
como no Teorema 2.5. Entdo existe um codigo convolucional de memdria unitdria com
pardametros (n,k —1,1;1,dy > d), em quel < k/2, k ={(G) — (G — D) ed > n — deg(G).
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Demonstracdo: Considere o cédigo AG Cq(D, G) definido sobre F'/F, com matriz verificado

de paridade dada por
$1<P1) l’l(Pg) $1<Pn
ro(P1) xo(FPy) -+ xo(P,
Hy = 2? 1) 2? 2) _ 2§ ) , (5.29)
rp(P) wp(P) oo xk(P)

em que {z1, ...,z } é umabase de L(G). Seja C(D, G) o cédigo dual (euclidiano) do c6digo
Cqo(D,G). Uma matriz geradora de C(D, G) é a matriz Hg. Sabe-se que C(D,G) é um
c6digo AG com pardmetros [n, k = {(G) — (G — D), d > n — deg(G)],, em que n = deg(D).

Defina um c6digo convolucional com matriz gerado dada por
G(D) = Hy + H, D,

em que H, é a submatriz de Hg, consistindo das primeiras k—/[ linhas e H, é a matriz consistindo
das dltimas [ linhas de Hg com adic@o de linhas nulas abaixo, de tal forma que a matriz H 1
tenha k£ — [ linhas no total. Por hipdtese, segue que rk Hy > rk H;. Do Teorema 5.2, a matriz
M (D) é uma matriz bésica reduzida. O cédigo convolucional gerado por M (D) € um cédigo
de memoria unitdria com dimensdo & — [, grau [ e distancia livre d;. Do Teorema 5.2, segue
que dy > d. Assim, existe um cédigo convolucional com parametros (n,k —,[;1,dy), em que
dy > d. [ ]

Corolario 5.3 Assuma que todas as hipoteses do Teorema 5.4 sejam satisfeitas. Se 2g — 2 <
deg(G) < n, entdo existe um cédigo convolucional com pardmetros (n,k—1,1;1,ds > d),, em
quen = deg(D), k =deg(G)+1—g, 1 <k/2ed>n— deg(G).

Demonstraco: Seja G o divisor utilizado para construir o cédigo AG Cq(D, G) com 2g —2 <

deg(G) < n. Utilizando os resultados da Subsegdo 2.2.2 e o Teorema 5.4, o resultado segue. m

Corolario 5.4 Assuma que todas as hipoteses do Teorema 5.4 sejam satisfeitas. Entdo, existe
um cédigo convolucional com pardmetros (n,k—1,1;1,dy > d),, em que k = deg(G)+1—g
ed > n— deg(G).

Demonstraciio: E suficiente considerar I = 1 no Corolario 5.3. ]

Observacao 5.1 Pelo Coroldrio 5.4, aplicando o limitante de Singleton generalizado, segue
que a distancia livre do codigo convolucional construido é limitado por dy < n — k + 3 (em
que n e k sdo os pardmetros de C(D, G)). Além disso, dy > n—deg(G) =n—(k+g—1) =
n—k+1—g, entdo, tem-se que a distdncia livre d; é limitada porn—k+1—g < d; < n—k+3.
Em particular, para corpos de fungoes F/F, com g = 0, o novo cddigo convolucional tem

distancia limitado por n — k +1 < dy < n — k 4 3. Nesse caso, esses codigos sdo almost
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near MDS ou near MDS ou MDS. Em outras palavras, o Singleton defect é no mdximo duas

unidades. Consequentemente, tais codigos convolucionais tem bons parametros.

Corolério 5.5 Seja F' = F,(z) o corpo de fungdes racionais. Entdo, existe um codigo

convolucional com pardametros (q,r,1;1,dy > g —m), emque 1 <r < q— 1.

Demonstracdo: Sejam J € F,, Ps o zero de z — 3 e P, o polo de z em F,(z). Considere o
c6digo AG C(D,G) com D =} 55 Pye G =rPyx, emquel <7 < g— 1. Sabe-se que
Cr(D,G) tem parAmetros n = g, k = r + 1 e d > n — r. Aplicando o Coroldrio 5.4 ao c6digo
AG C,(D, G)l, obtém-se um cédigo convolucional com os parametros desejados. ]

E mostrado na Tabela 5.1 alguns exemplos de cédigos convolucionais derivados do

Corolario 5.5.

Tabela 5.1 — Exemplos de novos c6digos convolucionais almost near MDS ou near MDS ou MDS

Novos Cédigos Convolucionais — Corolario 5.5
(q,r,1;1,df > q—r1),
1<r<qg—-1
Exemplos

(n, k,v;m,dy)

(87 27 1; 17 df > 6)8
(37,17, 1; 1, d; > 20)37
(71,68,1;1,d; > 3)n1

(128, 64, ]_, 1, df Z 64)128
(256,128,151, d; > 128)956

Teorema 5.5 Seja ¢ = 2!, em que t > 1 é um inteiro. Entdo existe um cédigo convolucional

com pardmetros (2¢*,r — q/2,1;1,d; > 2¢*> — 1) 2, em que ¢ — 2 < r < 2¢*.

Demonstracdo: O resultado segue do fato de que do corpo de funcdo F' = F,(z,v),
definido pela equagdo y* + y = x9%!, é possivel construir um c6digo AG com paridmetros
2¢%, 7 — q/2+ 1,d > 2¢* — r].2, com g — 2 < r < 2¢* (veja os trabalhos de Stichtenoth e
Jin [102, 103]). ]

A utilizacdo de cédigos AG na construgcdo de codigos convolucionais implica na criagao
de um problema na andlise comparativa entre os codigos criados e os codigos da literatura. O
motivo disso € a faixa de valores que os novos c6digos convolucionais possui. De fato, a maioria
dos novos codigos convolucionais ndo tem contra-partida na literatura (veja a Tabela 5.2).
Mesmo assim, € feito uma comparacao para alguns codigos (veja a Tabela 5.2). Os codigos
mostrados na Tabela 5.2 sdo obtidos dos Teoremas 5.5 € 5.6.

Considere o novo c6digo convolucional com pardmetros (32,15,1;1,dy > 15)14; esse
cédigo tem pardmetros melhores que o cédigo the (32,15,10;u,df > 9); mostrado na

Ref. [104], no sentindo que eles tém o mesmo comprimento e dimensdo mas tem distancia
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Tabela 5.2 — Comparacio dos cédigos convolucionais criados com os da literatura

Novos Codigos Convolucionais Cédigos na Ref. [104] Cédigos na Ref. [59]
Teoremas 5.5 5.6

(32,15,1;1,d; > 15)14 (32,15,10; 1, dy > 9)3  (32,16,7;1,d; > 5)3
(32,1,1;1,d; > 29)15 _ -
(128,64,1;1,d; > 60)g4 (128,64, 35; j1,d; > 17)7  (128,64,7;1,d; > 8)7

(176,64,1;1,ds > 105)64 - -
(512,128, 1;1, dy > 376)256 — _
(512,256,1;1,d; > 248)256 - —

(2048,1024, 1;1,d; > 1008)1024 - —
(3008, 1024, 1; 1, df > 1953)1024 - -

livre maior. Entretanto, o novo cdédigo convolucional é definido sobre um alfabeto maior.
Mesmo podendo ser imprdpio, foi necessario negligenciar este fato para poder fazer a anélise
comparativa do cédigo construido. Além disso, adotando o mesmo critério de comparagdo,
¢ possivel ver que o novo cédigo convolucional com pardmetros (128,64,1;1,dy > 60)g4 €
melhor que os cédigos (128,64, 35; i1, dy > 17)7, apresentado na Ref. [104], e (128,64,~;1,
dg > 8)7, presente na Ref. [59]. Consequentemente, concluimos que para o mesmo
comprimento e dimensdo, os novos cddigos criados t€m distincia livre maiores que as dos
codigos presentes nas Refs. [59] e [104]. Este ganho vem com um custo: os novos codigos
convolucionais sdo definidos sobre corpos finitos de cardinalidade maior, o que implica em
uma maior complexidade para os processos de codi¢do de decodificagdo, uma vez que essas

operacoes sdo feitas sobre estes corpos finitos.

Teorema 5.6 Seja ¢ = 2!, em que t > 1 é um inteiro impar. Entdo, existe um cédigo

convolucional (3¢* —2q,7 —q+1,1;1,dy > 3¢* — 2q — )2, em que 2q — 4 < r < 3¢* — 2q.
Demonstracio: Seja I o corpo de fungdo sobre 2 definido pela equacado

Y4y =2

O género de F éigual a g = ¢ — 1 e o niimero de lugares racionais é igual a 3¢> — 2q + 1 (veja
o trabalho de Jin [103]). Seja D = P, +...+ P, um divisor,n = 3¢> —2ge G = P32 0441 =
mPs,com2g —2 <r <netendo {P,- -, P32 2,41} como o conjunto de lugares racionais
dois a dois distintos. Considere o cédigo AG C,(D,G); os pardmetros de C(D,G) sdo
3¢ —2¢,7+1—g,d > n—r], emque 2g — 4 < r < 3¢> — 2¢. Aplicando o Coroldrio 5.5,
obtém-se um c6digo convolucional com parametros (3¢? —2q,r—q+1,1;1,d ;= 3¢°>—2q —7)gs
em que 2qg — 4 < r < 3¢® — 2q. N

Foi aplicado o Teorema 5.4 as curvas utilizadas nos Teoremas 5.5 e 5.6 pois elas s@o curvas
maximais, i.e., sd0 curvas com o numero de pontos racionais igual a N = ¢ + 1 + 2g,/q
e, além disso, elas t€ém género proporcional a ¢q. Consequentemente, os seus correspondentes

cddigos convolucionais t€ém Singleton defect também proporcional a q. Entretanto, outras curvas
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poderiam ser utilizadas, tais como a curva Suzuki ou Ree [105, 106], isso nao foi feito pois elas
possuem género proporcional a poténcias maiores de ¢, fazendo com que o Singleton defect dos
cddigos convolucionais construidos com elas sejam maiores que o dos c6digos convolucionais
nos Teoremas 5.5 e 5.6 para 0 mesmo q.

Os préximos resultados sdao derivados do Teorema 5.4 quando é considerado

puncionamento, extensao, expansao e produto dos cédigos AG.

Teorema 5.7 Assuma a notacdo do Teorema 5.4 com 2g — 2 < deg(G) < n — 1 e suponha
que as palavras-codigo de Cr(D,G) com peso minimo tenham a j-ésima coordenada nula.
Entdo hd um cédigo convolucional com pardmetros (n — 1,k — 1,1;1,dy),, em que df > d,
k=deg(G)+1—g 1 <k/2ed>n—deg(G).

Demonstragio: Seja Cr(D, () o cédigo AG com pardmetros [n, k, d]  considerado no
Teorema 5.4, em que D = P, + --- + P,. Agora, assuma que D' = D — P;. Define-se o
cédigo puncionado como sendo o cédigo C (D', G) derivado de C(D, G), o qual também &
um cédigo AG (veja o trabalho de Pellikaan, ef al. [107]). Note que o suporte de D’ e G sdo
disjuntos, i.e., a defini¢io de C(D’, G) faz sentido. Da hipétese (veja [68, Teorema 1.5.1, pg.
13]), (D', G) tem pardmetros [n — 1, k, d],. Aplicando a mesma construgio do Teorema 5.4,
é possivel obter um c6digo convolucional Ve com pardmetros (n — 1,k —1,1;1,dy),, em que

dy > d. Uma matriz geradora G*(D) para V; é dada por

[z1(P1) + 2141 (P1)D -+ @1(Pj_1) +ap_141(Pj_1)D  @1(Pjy1) +ap_i41(Pjr1)D -+ @1(Pn) + 2i_141(Pn)D]
z2(P1) + 2p—42(P)D -+ w2(Pj_1) + o 142(Pj—1)D  @2(Pjy1) + wp—142(Pj41)D -+ @2(Pn) + ok _142(Pn)D
G*(D) = zy(P1) + z (P1)D 2 (Pj_1) + @ (Pj—1)D 2z (Pjy1) + 21 (Pjr1)D zy(Pp) + 2, (Pn)D
z141(P1) zyy1(Pj—1) 241 (Pjt1) 2741(Pn)
w1 (P1) 1 (Pj—1) g1 (Pjt1) zg—1(Pn)
|

Teorema 5.8 Assuma a mesma notagdo do Teorema 5.4. Entdo, existe um codigo convolucional
(n+1,k—=1011,d; > d, emqued® =doud =d+ 1, umavez que k = deg(G) +1 — g,
| <Ek/2ed>n— deg(G).

Demonstracdo: Considere C(D,G) como sendo o cédigo AG [n, k,d] , considerado no
Teorema 5.4. Construa um novo c6digo C%(D, G) pela extensdo do cédigo Cr(D,G). Esse
novo c6digo tem pardmetros [n + 1,k,d%],, com d° = d ou d° = d + 1. Aplicando
o método utilizado na demonstracdo do Teorema 5.4, obt€ém-se um cddigo convolucional

n+1,k—110;1,ds > d°), e, assim, o resultado segue. [
f q g

Teorema 5.9 Seja F/Fm um corpo de fungdes com género g e n + 1 lugares racionais.

Sejam Py, ..., P,, Py lugares racionais dois-a-dois distintos. Adote D = P, + --- + P,
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G = deg(G)Px e Cr(D, G) 0 cédigo AG derivado destes divisores, com 2g—2 < deg(G) < n.
Entdo, existe um cddigo convolucional (mn,mk—1,1;1,d; > d),, em que k = deg(G)+1—g,
[ <Ek/2ed>n—deg(G).

Demonstracdo: Considere que Cr(D,G) € um cédigo AG sobre F,m, com pardmetros
[n,k,d],m. Seja B = {bi,...,b,} uma base de Fyn sobre F,. Expandindo o cédigo
Cr(D,G) com respeito a base B, gera-se o cédigo B(C,(D,)) sobre F, com pardmetros
[mn, mk,d* > d],. Uma matriz verificadora de paridade H de [B(C(D,G))]* é uma matriz
geradora de B(Cz(D, G)).

Seja V' o cédigo convolucional gerado pela matriz minima e bésica

G(D) = Hy + H, D, (5.30)

em que H, é uma submatriz de H consistindo das primeiras mk — [ linhas de H e H; é a matriz
consistindo das ultimas linhas de H e mais mk — 2/ linhas nulas. Assim, constréi-se um cédigo

convolucional Ve que tem parametros (mn, mk —1,1;1,d; > d)q, como desejado. [

Teorema 5.10 Assuma que a mesma notagdo do Teorema 5.4. Entdo existe um codigo
convolucional (n?, k* —1,1;1,d; > d?),, comk = deg(G)+1—g, 1 < k/2ed > n—deg(G).

Demonstracdo: Seja C,(D,G) o cédigo convolucional do Teorema 5.4 sobre F,, com
parametros [n, k, d],. Construa o produto de cédigo (Cz(D,G) ® Cr(D, G)). Esse cédigo tem
parametros [n?, k%, d?],. De forma similar & demonstra¢@o do Teorema 5.4, é possivel construir

um cédigo convolucional (n?, k? — [,1;1,d; > d?), como desejado. n

5.3.2 - Cédigos Convolucionais Quanticos derivados de AG

Nesta subsecdo sao construidas vérias familias de codigos convolucionais quénticos (QCC,
do inglés quantum convolutional codes) derivados de codigos algébrico-geométricos. Em
particular, as familias de c6digos convolucionais quanticos construidas pelo Teorema 5.12 sdo
MDS.

Teorema 5.11 Seja Cqo (D, G) um cédigo AG auto-ortogonal com pardmetros [n, k,d|, e com
matriz verificadora de paridade M. Seguindo o método de construgcdo do Teorema 5.4, sendo
dy a distdncia minima do cédigo com matriz verificadora de paridade M, e Cr(D,G") um
cdodigo AG gerado pelo divisor G', em que dim(L(G")) = k — [, entdo existe um cddigo
convolucional quéntico derivado de Cr(D, G) com pardmetros [(n,n —2(k —1),1;1,dy)], em
que dy > min{d(Cr(D,G"))+dy,d(Ca(D, G))}. Emparticular, se 2g—2 < deg(G) < n/2+g
entdo dy > deg(G) — (29 — 2).

Demonstracdo: Seja H(Q) = {0 = p1 < p2 < ...} o semigrupo de Weierstrass de ().
Construa a base de Weierstrass do espago de Riemann-Roch L(r@), r > 0, com dimensio
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((r@) = k da seguinte forma. O primeiro elemento da base de £(r(@) é um vetor z; € F/FF, tal
que vg(x1) = p1 = 0. A escolha do segundo vetor segue a mesma ideia; i.e., tome zo € F//IF,
com vg(xe) = po, € assim por diante. Por construgdo, segue que cada um desses vetores
tem valorizacdo diferente no lugar (), isso implica que o conjunto {z1, z, ..., 2} contém k
vetores linearmente independentes. Além disso, esses vetores pertencem ao espaco £(rQ). Em
outras palavras, {x1, za, ..., 7} € uma base de L(r(Q) e serd chamada de base de Weierstrass
de L(rQ). Assim, o conjunto {xy,xs,...,x,_1} também € uma base do espago de Riemann-
Roch L(r'Q), com L(r'Q) C L(rQ) e ¢(r'Q) = k — 1. Agora é possivel construir o cédigo
convolucional quantico e calcular seus parametros.

Seja C(D,G) um cédigo AG auto-ortogonal com parimetros [n, k,d],, tendo matriz
geradora M com linhas {m;,...,my}. Seja {x1,...,z} a base de Weierstrass de L(G)
apresentada anteriormente. Aplicando o Teorema 5.4, o c6digo convolucional correspondente
também serd auto-ortogonal e tem pardmetros (n,k — [,[;1,dy > d(Cz(D,G))),. Aplicando
0 Teorema 5.1 para este cédigo, e como os vetores {zy,...,x,_;} geram outro espaco de
Riemann-Roch associado ao divisor G’ = pi_;Q, sendo px_; o (k — [)-ésimo elemento
de H(Q), entdo é possivel construir um cdédigo convolucional quintico com parimetros
[(n,n—2(k—1),1;1,dys)], com dy > min{d(Cq(D,G")) + di,d(Cq(D, G))}. u

Observacao 5.2 Note que aplicando o limitante de Singleton qudntico generalizado no
Teorema 5.11 segue que a distancia livre do codigo convolucional qudntico construido aqui
é limitado superiormente por dy < deg(G) — g+ 2. Além disso, dy > deg(G) — 29 + 2; entdo,
a distdncia livre dy é limitada por deg(G) — 29 + 2 < dy < deg(G) — g + 2. Em outras
palavras, o Singleton defect dos novos QCC’s é no mdximo igual ao género da curva utilizada
para construir o codigo AG (cldssico). Em particular, para corpos de fungées F/F, com g = 0,

os novos codigos convolucionais sGo MDS.

Teorema 5.12 Assuma todas as hipdteses do Teorema 5.11 e seja F' = F,(z) é um corpo de
fungées racionais. Entdo, existe um QCC MDS com pardmetros [(q,q — 2r,1;1,dy)], com
1<r<(g—2)/2edf=r+2.

Demonstracao: Prosseguindo da mesma forma que no Corolédrio 5.5, o corpo de funcdes
racionais é utilizado para construir um cédigo convolucional. Para r < (¢ — 2)/2 tem-
se que os codigos AG construidos desse corpo de fungdes € auto-ortogonal (veja o livro de
Stichtenoth [71]); assim, o cédigo convolucional derivado desse cédigo também serd auto-
ortogonal. Aplicando o Teorema 5.11, obt€ém-se o cddigo desejado. Note que os parametros
desses cddigos atingem o limitante de Singleton quéntico generalizado e, consequentemente,
esse codigo € MDS. [ ]

E mostrado na Tabela 5.3 alguns exemplos de cédigos convolucionais estabilizadores
derivados do Teorema 5.12. Uma vez que esses cddigos sao MDS, pode-se concluir que tém

Singleton defect igual a zero e, consequentemente, sao Gtimos.
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Tabela 5.3 — Exemplo de novos cédigos convolucionais estabilizadores MDS

Novos Codigos Convolucionais Estabilizadores — Teorema 5.12
(¢g,q —2r,1;1,df =1+ 2)],
1<r<(¢g—2)/2

Exemplos

[(4, 2,1;1, df = 3)]4

[(57 3, 1; 1, df - 3)]5

(73,11, d; = 4)].

(.4, 11, dy = )],

[(9v 3,1: 1, df - 5)]9
[(13, 3,1; 1,df = 7)]13
[(17, 11,1; 1, df = 5)]17

Se restringirmos os pardmetros dos codigos AG usados na constru¢do dos cdodigos
convolucionais classicos do Teorema 5.5 e Teorema 5.6 para termos cddigos convolucionais
auto-duais e aplicarmos o Teorema 5.11, € possivel criar novas familias de cddigos
convolucionais estabilizadores. Isso é feito nos Teoremas 5.13 e 5.13. Exemplos s@o mostrados
na Tabela 5.4.

Teorema 5.13 Seja (2¢°,r — q/2,1;1,d; > 2¢* — r),;2 0 cddigo convolucional construido
no Teorema 5.5, com q = 2t et > 3. Seq—2 < r < ¢> + q/2 — 1, entdo existe um
cédigo QCC com pardametros [(2¢*,2¢* + q — 2r,1;1,dy)| 2, tendo dy > r — q + 2. Por outro
lado, se q — 2 < r < 2q — 2, também ¢é possivel construir um cédigo QCC com pardmetros
[(2¢%,2¢* + ¢ — 2r,1;1,dy)],, tendo dy > 1 — q + 2.

Demonstragio: Seja F'/F, o corpo de fungdes do Teorema 5.5. Paraqg—2 < r < ¢*+¢/2— 1,
o cédigo AG construido sobre F'/IF, é auto-ortogonal euclidiano, e para r < 2q — 2 ele serd
auto-ortogonal hermitiano (veja o trabalho de Jin [103]). Assim, aplicando o Teorema 5.11, é
possivel obter os cédigos QCC’s com pardmetros [(2¢2,2¢* + q — 2r, 1;1,dy)] 2 € [(2¢%, 2¢* +
q—2r,1;1,dy)],- u

Teorema 5.14 Seja (3¢*> — 2q,7 — ¢ + 1,1;1,d; > 3¢* — 2q — 1), 0 cédigo convolucional
construido pela aplicagédo do Teorema 5.6, com q = 2! e t > 3 sendo um inteiro impar. Se
2 —4<r< % — 2, entdo existe um cédigo QCC com pardmetros [(3q* — 2q,3¢*> — 2(r +
1),1;1,ds)]2 tendo dy > r — 2q + 4. Por outro lado, para 2q — 4 < r < 3q — 4, é possivel
também construir um outro QCC com pardmetros [(3¢*> — 2q,3¢> — 2(r + 1), 1;1,dy)],, tendo
dy >r—2q+4

Demonstracdo: Seja F'//F, o corpo de fungdes do Teorema 5.6. Para r < % - 2,0
correspondente cédigo AG definido sobre F'/F, € auto-ortogonal euclidiano e, para r < 3¢ — 4,

ele serd auto-ortogonal hermitiano (veja [103]). Aplicando o Teorema 5.11 o resultado segue. m
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Tabela 5.4 — Exemplos de cédigos convolucionais estabilizadores

Novos Codigos Convolucionais Estabilizadores — Teorema 5.13
[(2¢%,2¢* + q—2r,1;1,dy > 1 — g+ 2)],
q—2<r<2¢—2andq=2"witht >3

Examples Singleton defect
[(128,118,1;1,d; > 3)], 4
[(128,114,1;1,ds > 5)],

[(128,108,1;1,d; > 8)],
(512,494, 1;1,dy > 3)]
[(512,482,1;1,dy > 9)],
[(512,468,1;1,ds > 16)]

16
6
16

0| 0| OO |

Fazendo uma comparacgo entre os cddigos derivados dos Teoremas 5.12 e 5.13, nota-se que
os codigos do Teorema 5.13 t€m maior taxa, mesmo ndo possuindo Singleton defect nulo. Por

outro lado, os c6digos convolucionais estabilizadores do Teorema 5.12 sdo codigos MDS.

Observacao 5.3 Como existem poucos trabalhos na literatura tratando sobre constru¢do de
codigos convolucionais estabilizadores, os
pardametros dos novos codigos convolucionais estabilizadores apresentados tém faixa de valores
diferentes dos da literatura. Consequentemente, é impossivel comparar seus correspondentes
pardametros “...for large q, it is difficult to find explicit known codes to compare with ours since
there are no suitable tables for reference” (veja p. 3 da Ref. [103]). Esse problema é agravado
pelo fato de que ndo hd na literatura trabalhos utilizando codigos AG para construir coédigos
estabilizadores quanticos. Mais precisamente, uma vez que os pardmetros dos codigos AG tém
pardametros bastante distintos de outras classes de codigos de bloco, tais como codigos BCH e
Reed-Solomon, tem-se que os correspondentes coédigos convolucionais estabilizadores tem faixa
de parametros muito discrepantes dos codigos convolucionais estabilizadores da literatura, o

que impossibilita em uma comparagdo justa dos nossos codigos e os da literatura.

Exemplo 5.2 Do Teorema 5.13 ¢ possivel construir novos QCC’s que tem pardmetros
[(128,120,1;1,df > 2)]s e [(128,2,1;1,df > 61)]s para ¢ = 8. Por outro lado,
aplicando o Teorema 5.14, obtém-se os seguintes novos QCC’s: [(176,158,1;1,dy > 4)]s e
[(176,2,1;1,d; > 82)|s, para ¢ = 8.



CAPITULO 6

Consideracoes Finais e Proposta de

Trabalhos Futuros

Neste trabalho de tese foram apresentadas quatro aplicagdes de codigos algébrico-
geométricos na criagdo de cédigos pertencentes a outras classes. Para o melhor entendimento
dos resultados, foi feita uma fundamentagdo tedrica de cddigos lineares e codigos quanticos.
Estas fundamentagdes estdo presentes nos Capitulos 2 e 3, respectivamente. No Capitulo 2
também sdo apresentadas contribui¢des na drea de codigos algébrico-geométricos. A primeira
aplicacdo de cddigos algébrico-geométricos na constru¢cdo de cédigos pertencentes a outras
classes de codigos € mostrada no Capitulo 3, em que sdo construidas familias codigos
estabilizadores de comprimento finito e é feita uma andlise assintética mostrando a existéncia
de familias assintoticamente boas de cddigos estabilizadores. No Capitulo 4 € aplicada a teoria
de cédigos estabilizadores para fundamentar a construcdo de cddigos quanticos que utilizam
emaranhamento como ferramenta adicional aos processos de codificacdo e decodificacdao. O
uso de codigos algébrico-geométricos para a construcdo dessa classe também deriva codigos
quanticos com parametros interessantes para a literatura de cddigos. Por fim, como ultima
contribui¢do desta tese, trata-se da construcdo de cddigos convolucionais cldssicos e quanticos
a partir de codigos de bloco no Capitulo 5. Ambas construcdes utilizam cédigos algébrico-
geométricos e, como € mostrado, obtém-se c6digos com parametros novos ou superiores aos
dos cdédigos presentes na literatura.

O Capitulo 2 inicia com a apresentacao da teoria de codigos lineares. Essa teoria aborda
codigos lineares, codigos BCH, cdédigos Reed-Solomon e cédigos algébrico-geométricos. A
descri¢do de codigos ciclicos, tais como os codigos BCH e Reed-Solomon, € através do seu
conjunto de definicdo. Com ele € feita uma caracteriza¢do dos parametros dos cédigos. Por
outro lado, como a principal aplicacdo desta tese € através de codigos algébrico-geométricos,
um maior detalhamento é feito para estes. E construida a teoria de corpos de funcio e
apresentados alguns entes matematicos dela, tais como lugar geométrico, divisores, espacos

de Riemann-Roch e diferencial de Weil. Apds essa descri¢do, € possivel caracterizar o que €
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um cdodigo algébrico-geométrico e seus parametros, tanto quanto para o seu dual euclidiano.
Por fim, a primeira contribuicdo desta tese € descrita. Tomando divisores que tenham certas
propriedades, mostra-se como construir uma matriz geradora para um cddigo algébrico-
geométrico que possua forma candnica. Em seguida, demonstramos que intersecao € unido
de codigos algébrico-geométricos também resultam em cddigos algébrico-geométricos. Estes
resultados sdo utilizados em capitulos seguintes de forma a ser possivel quantizar os parametros
dos novos codigos construidos.

No Capitulo 3 é descrita a teoria sobre a qual codigos estabilizadores sdo definidos e
descritos. Uma motivacdo sobre a impossibilidade de descrever cédigos estabilizadores no
mesmo formato que € feito para codigos lineares é dada via um exemplo. Em seguida, uma
descricao dos tipos de erros considerados nesta tese e a relacdo de comutacdo entre eles é
apresentada. Observando a existéncia de trés tipos distintos de erros, é construida a ideia de
estabilizador de um codigo quantico. Com esta descri¢do, quantizam-se 0s erros corrigiveis
por um cddigo estabilizador e os parametros do codigo. Isso abre a possibilidade de apresentar
a construcdo de cédigos estabilizadores mais amplamente utilizada na literatura, a constru¢cdo
CSS. Duas construgdes sao mostradas, uma que considera a utiliza¢do do dual euclidiano e outra
do dual hermitiano de um cddigo linear. Alguns limitantes para codigos estabilizadores sdo
expostos, tais como o limitante de Hamming e o limitante de Singleton quanticos. Em seguida,
trés importantes contribui¢des para esta tese sdo apresentadas. A primeira trata da utiliza¢do
de cddigos algébrico-geométricos de multi-lugares, o que foi denominado de construgdo
de t-lugares, na obtensdo de cddigos estabilizadores. Estes codigos generalizam resultados
anteriores que utilizavam cédigos com um ou dois lugares. A segunda aplicacdo € através da
utilizacdo de cédigos algébrico-geométricos que tenham um dos seus divisores definido sobre
um lugar que ndo seja racional. Por fim, a terceira construcao utiliza torres de codigos algébrico-
geométricos assintoticamente boas para construir torres de codigos estabilizadores também
assintoticamente boas. Diferentemente das construgdes presentes na literatura, € utilizada
expansdo de cddigos algébrico-geométricos na construg¢do da torre de codigos quanticos, em
vez de concatenacdo de codigos.

No Capitulo 4 € tratada a construgdo de cddigos quanticos assistidos por emaranhamento via
codigos algébrico-geométricos. Utilizando um exemplo no inicio do capitulo, € mostrado como
ampliar a teoria de cédigos estabilizadores para cddigos quanticos que utilizem emaranhamento
como um recurso adicional aos processos de codificacio e decodificacdo. Com isso, mostra-
se que a construcdo CSS deste tipo de cddigo quantico ndo necessita da hipotese de auto-
ortogonalidade ou que um dos codigos esteja contido no dual de outro. A anélise de grande
parte dos cddigos quanticos € feita através do limitante de Singleton quantico para estes
codigos e, por isso, este limitante € descrito neste capitulo. As constru¢des fundamentam-
se na utilizacdo de cddigos ciclicos, codigos BCH e Reed-Solomon, e codigos algébrico-
geométricos. Através da utilizacdo de cédigos ciclicos, € mostrado como conectar o conjunto de

defini¢do e os pardmetros dos cédigos quanticos assistidos por emaranhamento. Cédigos MDS
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e maximamente emaranhados sao construidos a partir de cédigos ciclicos. Em seguida é feita a
aplicacdo de cédigos algébrico-geométricos na construcao de cddigos quanticos assistidos com
emaranhamento. Esta aplicacdo s6 € possivel por meio da utiliza¢do do resultado do Capitulo 2
que mostra que a intersecao de codigos algébrico-geométricos € também um codigos algébrico-
geométrico. Fez-se uso dos corpos de funcgdes racionais, elipticas e hermitianas para construir os
cddigos quanticos deste capitulo via a constru¢do euclidiana de c6digos quanticos assistidos por
emaranhamento. Para a constru¢do hermitiana, por motivo de complexidade ao trabalhar com
o dual hermitiano de codigos algébrico-geométrico, foram utilizados apenas codigos algébrico-
geométricos advindos do corpo de funcdes racionais. O capitulo finaliza com a constru¢do
de torres assintoticamente boas de c6digos quanticos assistidos por emaranhamento a partir
de codigos algébrico-geométricos. Uma comparacdo com o limitante de Gilbert-Varshamov é
exposta.

Codigos convolucionais cldssicos e quanticos sdo tratados no Capitulo 5. Este capitulo
inicia com a formulacdo matematica de c6digos convolucionais cldssicos via modulo vetorial
e matrizes geradora e de verificagdo de paridade. O método de construcdo de codigos
convolucionais a partir de cddigos de bloco, proposto inicialmente por Piret, é explicado. Para
cddigos convolucionais quanticos, a formulacdo estabilizadora via limite direto é mostrada,
tanto quanto a relagcdo entre os parametros dos c6digos e seu grupo estabilizador. Limitantes de
Singleton para ambos os cddigos convolucionais sao apresentados. A primeira contribui¢cdo
deste capitulo refere-se a andlise do método de Piret em outra perspectiva por meio da
construcao de uma matriz geradora na forma canonica controladora e pelo calculo da identidade
de MacWilliams. Em seguida, cédigos algébrico-geométricos sdo utilizados na derivacio de
codigos convolucionais classicos. Utilizando diversos corpos de fungdes, tais como os corpos de
fungdes racionais e hiperelipticas, foi obtido c6digos convolucionais com parametros melhores
que os cddigos convolucionais existentes na literatura. A faixa de possiveis parametros para
cddigos convolucionais utilizando cédigos algébrico-geométricos é ampliada por meio da
utilizagcdo das técnicas de puncionamento, extensdo, expansao e produto de codigos. O capitulo
termina com a constru¢do de cédigos convolucionais quanticos derivados de cédigos algébrico-

geométricos com parametros inéditos na literatura.
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6.1 — Proposta de Trabalhos Futuros

Como possiveis propostas trabalhos futuros em potencial decorrentes da pesquisa realizada

podemos citar:

1. Criar um algoritmo eficiente, em termos de nimero de operacgdes, que calcule a intersecao
entre um cddigos algébrico-geométrico e seu dual hermitiano para curvas diversas, tais
como curva hermitiana, Suzuki e GK. Esse ponto fornece uma primeira abordagem a
questdo sobre a utilizagdo de cédigos algébrico-geométricos na construcao de codigos

quanticos assistidos por emaranhamento através da constru¢@o hermitiana;

2. Construir cédigos quanticos definidos a partir de curvas algébricas sobre o corpo dos
nimeros complexos. Analisar condi¢des sobre a curva utilizada de forma que o cédigo

criado seja estabilizador. Gerar limitantes para os parametros do c6digo quantico;

3. Desenvolver uma teoria para o dual hermitiano de um cédigo algébrico-geométrico via
Weil descent. Feito isso, aplica-la a construcdo de codigos quanticos assistidos por
emaranhamento. Essa teoria e os c6digos derivados da mesma podem responder diversos
questionamentos sobre o dual hermitiano de cédigos algébrico-geométricos e abrir novas

portas para pesquisas futuras;

4. Criar algoritmos de decodificacdo eficientes para os cddigos quanticos apresentados nesta
tese. Por parte do autor, ndo € conhecido algoritmos de decodificagdo algébricos para
codigos quanticos e tal elucidacdo € bastante interessante para aplicagdes praticas de

codigos quanticos.
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APENDICES



APENDICE A

Fundamentos de Algebra

E apresentado neste apéndice algumas defini¢des e resultados que sdo tteis para um melhor
entendimento das ferramentas utilizadas advindas da Algebra. Para o leitor que deseje se

apronfundar no assunto, recomendamos as Refs. [108—110].

A.1 — Grupos e Anéis

Definicao A.1 Seja G um conjunto ndo-vazio munido da operacdo bindria x : G x G — G.

Dizemos que o par (G, %) é um grupo se sdo vdlidas as seguintes propriedades:
a. ax(bxc)=(axb)xc, Va,bceQG.
b. dee Gtalqueaxe=exa=ua, VacQaG.
c. Va e G,3b € Gtalque a x b =bx*a = e e este elemento b € dito inverso de a.

Um subconjunto A de um grupo G que também é um grupo sobre a mesma operacdo ¢é

chamado de subgrupo de (G. Representamos essa relagdo por H < G.

Definicao A.2 Seja G um grupo. Um subgrupo N de G é chamado de subgrupo normal em G
se, e somente se, gng~+ € N paratodo g € G en € N. Em particular, tem-se gN = N g, para
todo g € G e N subgrupo normal em G.

Associado com a ideia de subgrupo normal, € possivel definir dois novos conjuntos

chamados de centro e centralizador do grupo.

Definicao A.3 Sejam G um grupo e S um subconjunto de G. O centro de G é definido como o

conjunto
Z(G) =1z € G: zg = gz, para todo g € G}. (A.1)

Além disso, define-se o centralizador de S em G por

Ce(S) :={g9 € G: gs = sg, paratodo s € S}. (A.2)
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O centro e centralizador sdo usados no Cap. 3 na construcio de codigos estabilizadores.
Definicdo A.4 Um anel é um conjunto ndo-vazio A munido de duas operagoes bindrias

+: AxA - A e - tAXA - A

(A.3)
(a,b) +— a+b (a,b) +— a-b

chamadas, respectivamente, de adi¢do e multiplicacdo. Essas operagcoes possuem as seguintes

propriedades:
1. Existe um elemento neutro, denotado por 0, tal que a +0 =0+ a = a, Va € A;

2. Dado a € A, existe um elemento chamado inverso (ou simétrico) de a, denotado por —a,
tal que a + (—a) = —a+a = 0;

3. (a+b)+c=a+(b+c) Va,bceA

4 a+b=b+a Va,be A;

5.(a-b)-c=a-(b-c), VabceA;

6. a-(b+c)=a-b+a-c e (b+c)-a=b-a+c-a, Va,bceA;

Um anel A munido das operagdes + e - € comumente denotado por (A, +, ).
Seja (A, +, ) um anel, se existe um elemento denotado por 1 € Atalquea-1=1-a = a,
Va € A diremos que A é um anel com unidade 1.

Se um anel (A, +, -) satisfaz a - b = b - a, Va, b € A é dito anel comutativo.

Exemplo A.1 Como exemplos de anéis, temos Z, Q, R e C munidos com as operacdes de

adicdo e multiplicacdo usuais.

Um anel comutativo com unidade A serd chamado de dominio de integridade se satisfaz a
seguinte condi¢do:
Va,be A, a#0e b#0=a-b#0.

Exemplo A.2 Z, Q, R e C munidos com as operagéoes de adicdo e multiplicacdo usuais sdo

dominios de integridade.

Definicdo A.5 Seja (A, +,-) é um anel com unidade. Um elemento a € A é dito invertivel se

existir um elemento b € A tal que a - b = 1. Dizemos que b € inverso de a.
Exemplo A.3 Em Z, os tinicos elementos invertiveis sdo 1 e —1.

Definicdo A.6 Um anel comutativo com unidade onde todo elemento ndo nulo é invertivel é

chamado de corpo.
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Um corpo F' que contém um corpo K, tal que as operagdes de F', quando restritas a KA,
coincidam com as operacdes de /<, é chamado de extensdo de K. Neste caso, dizemos que K é

um subcorpo de F'. Denotaremos por F'// K ou pelo diagrama

F
|
K (A.4)

Neste caso, K ¢ dito corpo base ou corpo fundamental da extensao.

Exemplo A.4 Considere a seguinte sequéncia de conjuntos Q C R C C. Com isso, temos que

C € uma extensdo de R, C é uma extensdo de QQ e R é uma extensdo de Q.

A.2 — Classes Residuais

Uma relagdo R entre pares de elementos de um conjunto A € dita relacdo de equivaléncia,

se ela € reflexiva, simétrica e transitiva, ou seja, dados a, b, c € A devemos ter:

1. aRa;
2. Se aRb, entdo bRa;

3. Se aRbe bRc, entdo aRc.
Uma relacdo de equivaléncia € denotada por ~.

Definicao A.7 Seja ~ uma relagdo de equivaléncia em um conjunto A e a € A. Definimos a
classe de equivaléncia @ do elemento a em relagdo a ~ como o conjunto @ := {b € A;a ~ b}.
Sejam A um anel e a,b,m € A, diremos que a é congruente a b médulo m, se m|(b — a) e

denotaremos por
a=b mod m. (A.5)

Proposicao A.1 Sejam a,b,c,d € Ae (A,+,-) um anel. Entdo:
1. a = amodm.
2. Se a = bmod m, entdo b = a mod m.
3. Se a =bmod m e b= cmodm, entdo a = c mod m.

4. Sea=cmodmeb=dmodm, entdoa+b=c+dmodmea-b=c-dmodm.
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As propriedades 1,2, e 3 mostram que a relacdo de congruéncia é uma relacdo de
equivaléncia e a propriedade 4 nos mostra que esta relacdo é compativel com as operacdes
de adi¢do e multiplicac¢@o do anel A.

A classe lateral de um elemento a € A, médulo m, € o conjunto
a:={be A;b=amodm} = {a+m\\e A} (A.6)
Podemos definir m - A = {m - \; A € A} e assim temos:
a=a+ mA. (A.7)

O elemento a € chamado de representante da classe residual @.
Vamos denotar por A,,, o conjunto de todas as classes laterais em A médulo m.
O conjunto A,, munido das operacdes @ +b = a + b( mod m) e @-b = a - b( mod m) é um

anel, com 0 e 1, respectivamente, os elementos neutros para a adi¢io e multiplicagdo.

A.3 — Ideais de um anel

Definicao A.8 Um subconjunto I ndo vazio de um anel A é um ideal de A se:
i. Ya,bel,a+bel;

ii. VacleVeec A,cacleace ]

Note que um ideal I sempre contém o elemento zero de A, pois dado um elemento qualquer
nao nulo a € I, temos 0 = Oa € I. Também € possivel observar que I = 0 e [ = A sdo ideais

de A, denominados ideais triviais.

Definicdo A.9 Seja A um anel comutativo com unidade e a € A, entdo o conjunto I(a) =
{ca;c € A} é um ideal de A, chamado de ideal principal gerado por a; ou seja, um ideal

principal é um ideal gerador por somente um ideal.

Para o caso de dominios de integridades, diz-se que ele ¢ um dominio de ideais principais
se todo ideal é principal. Como todo anel € um dominio de integridade, a mesma denominagao

€ utilizada para anéis.

A.4 — Corpos Finitos

A maioria dos cddigos encontrados na literatura sdo definidos sobre corpos finitos [].
Por isso, é de grande importincia definir corpos finitos e suas propriedades a fim de melhor

compreender a estrutura dos cddigos corretores de erros.
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Definicao A.10 Seja K um corpo finito (ou campo de Galois) com elemento unidade 1.
Considere o conjunto
Ak ={neN: n-1=0}CN.

A caracteristica do corpo finito K é definida como o inteiro positivo \

A:=minAg =min{n € N; n-1=0}. (A.8)
Proposicao A.2 Seja K um corpo finito, entdo \ é um niimero primo.

Defini¢do A.11 Seja o € K*, onde K* = K \ {0} e K é um corpo finito. Define-se a ordem

do elemento o como sendo o menor inteiro n tal que o™ = 1.

Definicao A.12 Sejam A e B dois anéis (ou corpos). Uma fungdo f : A — B serd chamada

homomorfismo se, para todos os elementos a,b € A, valem as seguintes condicoes:

(i) fla+b) = f(a)+ f(b).
(ii) f(a-b) = f(a)- f(b).
(iii) f(1) = 1.

Definicao A.13 Um homomorfismo bijetor de anéis (ou corpos) serd chamado de isomorfismo.

Dois anéis (ou corpos) sdo ditos isomorfos se existir um isomorfismo entre eles.

Teorema A.1 Seja K um corpo finito com caracteristica \ = p, onde p é um niimero primo.
Entdo, K contém um subcorpo isomorfo a 7, (que ainda denotaremos por Zy,,). Por outro lado,

para todo p primo e m > 1 inteiro, tem-se que existe um corpo finito com p™ elementos.

O corpo finito com ¢ = p"™, com p sendo um nimero primo e m > 1 inteiro, é denotado por
F

q
Teorema A.2 Seja o um elemento ndo-nulo do corpo finito F,. Entdo o9' = 1.

Teorema A.3 Seja o um elemento ndo-nulo do corpo finito ;. Seja n a ordem de o. Entdo n
divide q — 1.

Definicdo A.14 Seja o corpo finito F,, um elemento ndo-nulo o de I, é dito primitivo se a

ordem de o for q — 1, ou seja, se GF(q)* = () = {1,a,a?, ..., a97?}.

Portanto, as poténcias do elemento primitivo geram todos os elementos ndo-nulos de [F,. E
possivel mostrar que todo corpo finito possui elementos primitivos.

Vejamos alguns exemplos ilustrativos desses conceitos.
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Exemplo A.5 Considere o corpo finito F; com as operacoes definidas como soma e

multiplicacdo modulo 7. Se tomarmos poténcias do elemento 3, notamos a seguinte sequéncia:

3' = 3 mod?7, (A.9)
3> = 2 mod?7, (A.10)
3> = 6 mod7, (A.11)
3 = 4 mod?7, (A.12)
3 = 5 mod?7, (A.13)
30 = 1 mod7. (A.14)

Portanto, a ordem do elemento 3 é 6. Como q = 7, temosn = q— 1 = 6 =7 — 1. Isso implica

em 3 ser um elemento primitivo do F.

A.5 — Anéis de Polinomios

Definicio A.15 Sejam A um anel e X uma indeterminada. Definimos o polinomio P(X) com

coeficientes em A na indeterminada X como

n

P(X)=) aX =a+aX +-+a, X" (A.15)
i=0
emquen € " ea; € A, paratodoi=0,1,...,n.

Dados os polindmios P(X) =ag+a X +---+a,X"eQ(X) =by+ 0 X + -+ b, X",
podemos dizer que P(X) = Q(X) se a; = b;, para todo i. Seja A[X] = {P(X): a; €
A,Vi=1,...,n},ouseja, A[X] é o conjunto de todos os polindmios na indeterminada X com
coeficientes em A. Note que A C A[X]. Considere P(X) e Q(X) definidos acima, podemos

definir as seguintes operagdes:

max{n,m}

PX)+Q(X) = Y (a+b)X', (A.16)
1=0
n—+m

P(X)-Q(X) = > &X', (A.17)

=0

em que ¢; = Z a; - bi—; X ‘. Como ¢é possivel notar, o conjunto A[X] munido das operagdes
=0
definidas acima € um anel.
Se P(X) =0+0X +0X?+...+0X" indicaremos P(X) = 0 e dizemos que o polindmio

¢ identicamente nulo sobre A. Se P(X) = a, com a € A, entdo P(X) é o polindmio constante
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a. Se P(X) € A[X]talque a, # 0ea; =0, paratodo j > n, dizemos que n € o grau de P(X)
e denotaremos por deg P(X) = n.
Note que ndo estd definido o grau do polindmio identicamente nulo e que deg pode ser

interpretada como uma fungio de A[X] em N da seguinte forma

deg: A[X]—-{0} — N

(A.18)
P(X) +~ degP(X)

Seja K um corpo e K[X] o dominio dos polindmios sobre K na indeterminada X. Sejam
F(X),G(X) € K[X]. Suponha que o grau de G[.X] é diferente de zero, efetuando a divisdo de
F(X) por Q(X) obtemos um tnico par de polindmios sobre Q(X), R(X) € K|[X], chamados

de quociente e resto, respectivamente, tais que:
F(X) = Q(X) - G(X) + R(X) (A.19)

onde ou R(X) = 0oudeg R(X) < deg G(X). Esta expressdo é conhecida como Algoritmo de

Euclides da Divisao.

Defini¢io A.16 Seja K um corpo e P(X) € K[X] tal que deg P(X) > 1. Dizemos que
P(X) é um polinémio irredutivel sobre K se, toda vez que P(X) = G(X)H(X), tal que
G(X),H(X) € K[X], entdo temos G(X) = a, uma constante em K, ou H(X) = b, uma
constante em K. Se P(X) ndo for irredutivel sobre K, dizemos que P(X) € redutivel sobre K.

Definicdo A.17 Seja K um corpo e K[X] o anel dos polinémios sobre K. Dado P(X) €
K[X]. Dizemos que P(X) é ménico quando o coeficiente do termo de mais alto grau for
1eK.

Podemos definir as classes laterais de A = K[X] médulo um polindmio ndo constante e

monico m = P(X) de grau n da seguinte forma:
A = K[ X]px) == {[R(X)]: R(X) € K[X]com R(X)=0o0u deg R(X) <n}. (A20)

Dados R;(X), R2(X) € K[X], com deg R;(X) < n e deg R2(X) < n, tais que R;(X) #
RQ(X), entao [Rl(X)] 7é [RQ(X)]

Teorema A.4 O anel K[X|p(x) é um corpo se, e somente se, o polinomio P(X) é irredutivel.

Este teorema nos fornece um método pratico pra construir corpos finitos, como podemos

observar no exemplo a seguir.

Exemplo A.6 Sejam K = Fye P(X) = X?+ X +1. P(X) é um polindmio irredutivel de grau
2 em K[X|. Podemos construir um corpo Fy dado por Fy = K[X]pxy = {[0], [1], [X],[1 +

X|}. As operagdes neste corpo sdo a soma e multiplicacdo de polinémios médulo P(X).
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A partir do Teorema A.4 temos um método para construir corpos finitos. Dados K =
F,, onde p é um nimero primo positivo e P(X) € K[X]| um polindmio irredutivel com
deg P(X) = n, entdo K[X]p(x) é formado pelas classes de polindmios em K [X] e o corpo

K[X]p(x) tem p" elementos.



APENDICE B

Fundamentos de Mecanica Quantica

Nesse apéndice serd apresentada uma introducdo aos fundamentos da Mecanica Quantica.
O assunto aqui apresentado embasa os resultados apresentados no Cap. 3. Recomendamos as

Refs. [19, 111, 112] para o leitor que deseje se aprofundar no assunto.

B.1 — Elementos de Mecanica Quantica

B.1.1 - Os Postulados da Mecanica Quantica

A Mecanica Quantica € construida sobre quatro postulados [19]:

* Postulado 1 - Todo sistema fisico tem a ele associado um espago vetorial complexo
chamado de espaco de Hilbert H,,. Os elementos do espaco de Hilbert sdo vetores
complexos |1), chamados de kets, e representam o estado fisico do sistema. O complexo
conjugado de um ket é chamado de bra, representado por (¢|. Como esses elementos sao
vetores, entdo eles podem ser decompostos em uma base, por exemplo, considere a base
B = {|b1),...,|bs)} de um espaco de Hilbert n dimensional, o vetor |¢)) é decomposto

nessa base da seguinte forma

[¥) = b1[by) + -+ -+ b[bn), (B.1)

onde b; = (b;|¢), parai = 1,--- ,n, e > ., |b;]|*> = 1. Para o caso em que o espago de
Hilbert tem dimensao n = 2, chamamos os vetores de qubits, e para o caso em que n > 2,
chamamos os vetores complexos deste espaco de qudits. A no¢do de decomposi¢cdo pode

ser expandida para espacos de Hilbert com espectro continuo.
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* Postulado 2 - A evolugdo temporal de um sistema quantico isolado, ou seja, que nao

interage com sua vizinhanca', di-se através de transformacdes unitarias:

[¥(t)) = U()[4(0)), (B.2)

onde UT(t)U(t) = Z, sendo Z a matriz identidade. A relagdo do operador U com o

hamiltoniano H do sistema é:
U(t) = exp ( - %’Ht) (B.3)

Fisicamente, transformagdes unitdrias representam processos temporalmente reversiveis.

De fato, aplicando-se UT(t) pela esquerda nos dois lados da Eq. B.2 obtém-se

[(0)) = UT(t)|1(2)).- (B.4)

Uma outra propriedade importante das transformagdes unitdrias € a conservagdo do

produto escalar, ou seja,
W(O)[UTT[(0)) = (¥ (0)[4(0)) = (¥ (t)[e(1)). (B.5)

* Postulado 3 - Medidas em Mecanica Quantica sdo representadas por um conjunto de
operadores de medidas {),,}, onde o indice m refere-se aos possiveis resultados da
medida. A probabilidade de que o resultado m seja encontrado em uma medida feita em

um sistema quéntico preparado no estado |¢) é dada por

par(m) = (| M My, 1) (B.6)

e o estado do sistema, apds a medida com resultado m, sera:

|thm) = M ). (B.7)
pa(m)

A normalizacdo das probabilidades, ) py(m) = 1, a hipétese de que (|¢)) = 1ea
Eq. (B.6) implicam na relacdo de completitude

> MM, =T. (B.8)

'Quando hd a influéncia de um ambiente, tal como um reservatério térmico, o hamiltoniano H pode conter
termos relacionados a interagdes entre particulas e/ou campos, por exemplo. Assim, o sistema nao serd isolado, de
fato.
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* Postulado 4 - Os elementos do espago de Hilbert de um sistema quantico composto AB é

formado pelo produto tensorial dos kets dos espacos de Hilbert dos sistemas individuais:

[VaB) = |Ya) @ |¥B). (B.9)

Esta regra pode ser estendida para N sistemas individuais.

B.1.2 - Principio de Indeterminacio

O principio da indeterminagdo de Heisenberg consiste num enunciado da Mecanica
Quantica, formulado inicialmente em 1927 por Werner Heisenberg [113], impondo restri¢cdes a
precisdo com que se podem efetuar medidas simultaneas de uma classe de pares de observaveis.

Em Mecanica Quantica, observaveis, tais como posi¢ao e momentum, sdo representados por
operadores hermitianos. Quando se considera pares de observéveis, uma das quantidades mais
importantes € o comutador. Para um par de observaveis A e B, define-se seu comutador como

sendo
[A, B] :== AB — BA. (B.10)

Com essa definicdo, € possivel mostrar que a relacdo de comutacdo entre a posi¢do e o
momentum € [112]
[z, ps| = ih. (B.11)

O significado fisico é que operadores que ndo comutam entre si ndo podem ser medidos com
qualquer precisdo simultaneamente, sempre ocorrendo um erro na medida dos observéaveis.

A forma geral mais comum do principio de indeterminacgao € a relacao de indeterminacao de
Robertson [114]. Para um operador hermitiano arbitrario O, associa-se o desvio padrdo como
sendo

Ao =/(0%) = (0)?, (B.12)

onde (O) denota o valor médio®. Para um par de operadores A e B, a relagio de indeterminagio
de Robertson € dada por
1
AaAp = S [{[A, B) (B.13)

B.1.3 — Bits e Qubits

A unidade de informagao cldssica € o bit. Um bit pode ter os valores l6gicos “0” ou “1”. Nos
computadores, bits sdo fisicamente representados pela presenca ou ndo de correntes elétricas em
componentes eletronicos dentro dos chips: a presencga da corrente indica o estado légico 1 e a
sua auséncia o estado l6gico 0. Obviamente que os dois valores 16gicos de um bit cldssico sao

mutuamente excludentes.

2Também é usado neste trabalho O para denotar o valor médio do operador O



Fundamentos de Mecénica Quantica 117

Analogamente, a unidade de informacdo quantica € o bit quantico ou qubit. Um qubit
pode ter os valores l6gicos “0”, “1” ou qualquer superposicdo deles. Fisicamente, qubits sdo
representados por quaisquer objetos quanticos que possuam dois autoestados ortogonais. Os
exemplos mais comuns sdo: estados de polariza¢ido de um féton (horizontal ou vertical), elétrons
em atomos de dois niveis (0 que € uma aproximacdo), elétrons em pogos quanticos, e spins
nucleares [19].

Os estados de um qubit podem ser representados pelos seguintes kets

=" (B.14)
(! |
0
1) = ( X ) . (B.15)

O conjunto {|0), |1)} forma uma base no espago de Hilbert de duas dimensdes, chamada

de base computacional. No caso de um spin 1/2 representa-se o qubit como sendo [0) = |1) e

1) = ).

O estado genérico de um qubit € representado por

) = al0) + 1) (B.16)

em que |a|®> + |b]> = 1. Esse estado pode ser parametrizado por angulos 6 e ¢ fazendo-se
a = cos(f/2) e b = exp(ig) sin(6/2)

|1) = cos(0/2)]0) + exp(i¢) sin(6/2)[1). (B.17)

Essa representacdo permite que o estado de um qubit seja visualizado como um ponto sobre a

superficie de uma esfera. Ela € chamada de esfera de Bloch.

B.1.4 - Aplicacoes dos Postulados

As matrizes de Pauli s3o importantes exemplos de transformacdes unitdrias sobre 1 qubit:

0 1
X = .
( Lo > (B.18)
0 —z
= ( - > (B.19)
1 0
7 = ) .
( 0 1 > (B.20)

Uma outra operacao unitdria importante sobre 1 qubit € a transforma¢do de Hadamard:
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1 1 1 X+Z
H:=— - . B.21
\/§<1 —1) V2 ( )

Considere agora o seguinte conjunto de operadores de medida de 1 qubit:

My = [0)(0] (B.22)
M, = [1)(1]. (B.23)

Note que M, e M; sao Hermitianos mas nao sao unitdrios. Isto quer dizer que o processo de

medida representado por esses operadores € irreversivel. Segundo o Postulado 3,

pu(0) = (|M{Mo|y) = |af? (B.24)
pu(1) = (@|MIM;|y) = |b]*. (B.25)
Ap6s a medida,
a
Vo) = m\()) (B.26)
b
1) = mm. (B.27)

Os fatores a/|a| e b/|b| sdo fases globais (ndo observdveis) e podem ser descartados. Esses
operadores de medidas sdo exemplos de projetores.
Os vetores de um espaco de Hilbert com dois qubits sdo obtidos pelo produto tensorial dos

vetores do espaco de Hilbert com apenas um qubit

{10), 1)} @ {10), [1)} = {]00), |01), |10, [11)}. (B.28)

A representag@o matricial de cada um desses vetores da base computacional de dois qubits é:

1
0

100) = (B.29)
0
0
0
1

01) = (B.30)
0
0
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10) = (B31)

o = O O

111) = (B.32)

_ o O O

A representa¢do matricial das matrizes de Pauli e do operador de Hadamard nesta base pode ser

obtida pelos produtos tensoriais correspondentes com a matriz identidade 2 x 2

Or=0®1I, (B.33)
Op=1%®0, (B.34)
em que O = XY, Z H. Aqui, adota-se a convencdo |AB) para os estados do sistema

composto. Essas expressdoes podem ser facilmente generalizadas para um nimero arbitrario
de qubits [19].
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