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Resumo

Existe uma neessidade de métodos para o projeto de ontroladores PID que sejam sim-

ples, mas que onduzam a sistemas em malha fehada que atendam às espei�ações de

tempo e frequênia de modo a serem aeitos no ambiente industrial.

Neste trabalho são desritos dois novos métodos para o projeto de ontroladores PID

usando uma abordagem de programação linear para otimizar o desempenho, sujeito a

restrições de robustez.

O primeiro método é baseado na moldagem da omponente real da função de transfe-

rênia ganho de malha.

O segundo método é baseado na moldagem de uma função de transferênia ganho de

malha de referênia que forma uma região onvexa no diagrama de Nyquist que ontém

e limita o ganho de malha projetado. A região onvexa é aproximada por um onjunto

de retas para a formulação de um problema de otimização linear. Também é apresentada

uma espei�ação de desempenho opional relaionada à frequênia de ruzamento de

ganho da malha projetada.

A lasse de sistemas estáveis lineares de únia entrada únia saída invariantes no tempo

é onsiderada e os problemas de otimização são propostos, resolvidos e analisados. As

ténias apresentadas ao longo deste trabalho são avaliadas em asos simulados para a

veri�ação dos seus desempenhos.
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Abstrat

There is a need for methods for the design of PID ontrollers that are simple but lead to

losed loop systems that math time and frequeny spei�ations in order to be aepted

in the industrial environment.

In this work are desribed two new methods to design PID ontrollers using linear

programming approah for optimizing performane subjet to robustness onstraints.

The �rst method is based on the shaping of the real omponent of the loop gain

transfer funtion.

The seond method is based on the shaping of a referene loop gain transfer funtion

whih forms a onvex region on the Nyquist diagram whih ontains and bounds the

designed loop gain. The onvex region is approximated by a set of lines in order to

formulate a linear optimization problem. It is also presented an optional performane

spei�ation related to the rossover frequeny of the designed loop gain.

The lass of stable linear time-invariant single-input simple-output (SISO) systems

is onsidered and the optimization problems are proposed, solved and analyzed. The

tehniques presented throughout in this work are evaluated on simulated ases to verify

their performanes.
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Capítulo 1

Introdução

O desenvolvimento da área de ontrole foi desenadeado por projetos de engenharia em

diversas áreas, omo telefonia, sistemas de potênia, aeronáutia, marinha, exploração

espaial e robótia (KUMAR et al., 2014). Apliações industriais motivam e �naniam

as pesquisas e projetos em ontrole, sendo os ontroladores proporional-integrativo (PI)

e proporional-integrativo-derivativo (PID) om maior impato no setor industrial em

relação a todas as outras tenologias de ontrole existentes (SAMAD, 2017), apliados em

mais de 90% das malhas de ontrole até o ano de 2012 (JELALI, 2012).

A primeira regra de ajuste (fórmula) publiada para on�gurar os parâmetros do on-

trolador foi de�nida em 1934 para o projeto de um ontrolador proporional-derivativo

(PD) para um proesso araterizado por um modelo om integrador mais atraso (CAL-

LENDAR, 1934). Iniialmente, os projetos de ontroladores eram feitos por meio da

esolha de parâmetros por tentativa e erro. Com o apareimento de sistemas ada vez

maiores e om maior quantidade de ontroladores, surgiu a neessidade da utilização de

regras ou métodos para uma esolha sistemátia dos mesmos.

O artigo (ZIEGLER; NICHOLS, 1942) ontém metodologias para a esolha dos ganhos

do ontrolador PID baseada nas respostas temporais a sinais teste da planta a ser on-

trolada. O onjunto destas metodologias formam o método Ziegler-Nihols para projeto

de ontroladores, o qual era o mais utilizado para malhas de únia entrada únia saída,

pelo menos até 2001 (ÅSTRÖM; HÄGGLUND, 2001). Este método, apesar de popular,

é baseado em valores experimentais espeí�os e na maioria dos asos resulta em sistemas

ou muito lentos ou rápidos e osilatórios.

Existe uma grande quantidade de métodos para o projeto de ontroladores PID, es-

tando um total de 1731 apresentados em (O'DWYER, 2009). Cada método tem o tipo

de planta ao qual é reomendado, o tipo de modelo ou os dados da planta neessários, as

espei�ações onsideradas e os asos para os quais são melhores que outros em relação a

ritérios espeí�os.

9
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Mesmo om a variedade de métodos, grande parte é apliada apenas no ambiente

aadêmio - fato veri�ado tanto pela popularidade ainda existente do método Ziegler-

Nihols quanto pela ausa mais omum de mal funionamento de sistemas de ontrole ser

a esolha errada dos ganhos de seus ontroladores (BAUER et al., 2016).

Uma das ausas para a não utilização dos métodos mais atuais é a omplexidade dos

mesmos, seja pela neessidade de experimentos exessivos nas plantas ou pela alta apa-

idade ténia neessária para a apliação. Métodos simples, om espei�ações diretas

temporais e frequeniais, uja apliação pode ser feita om ferramentas omuns ou de

esrita de ódigo direta e om �exibilidade de formato de dados e modelos para a planta

são os que podem ter maior aeitação no ambiente industrial e os melhores andidatos

para mudanças neste ambiente onservador.

1.1 Motivação

A neessidade da riação ou adaptação de métodos para projeto de ontroladores PID

que possam ser apliados no ambiente industrial é a motivação deste trabalho.

Métodos que utilizam otimização linear, por sua failidade de resolução e baixo usto

omputaional; �exibilidade no tipo de modelo utilizado para araterização da dinâmia

da planta; espei�ações em qualquer uma das margens de estabilidade e também a

possibilidade de espei�ação do omportamento da resposta temporal do sistema em

malha fehada; espei�ações inluídas de maneira direta e simples. Estas são algumas

das araterístias de métodos que teriam aeitabilidade no ambiente industrial.

1.2 Objetivos

Com este trabalho objetiva-se resolver o problema de projeto de ontroladores PID em

plantas om modelos de únia entrada únia saída lineares e invariantes no tempo om:

• restrições frequeniais de desempenho;

• neessidade de garantia de margens de estabilidade;

• espei�ação do omportamento de resposta temporal desejado;

• ondições e função de usto lineares para a resolução por otimização linear;

• espei�ações simples e diretas;

• �exibilidade do tipo de informações neessárias da planta.
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1.3 Contribuições

As prinipais ontribuições desta dissertação para a omunidade aadêmia e industrial

são os dois novos métodos propostos para o projeto de ontroladores PID por moldagem

de malha. Ambos são formulados omo problemas de otimização linear e as espei�ações

são baseadas em funções ganho de malha de referênia de segunda ordem om atrasos.

Para ada um dos métodos, um artigo foi publiado:

• moldagem da parte real: Barros, Clarisse P. B. and Barros, Périles R. e Neto, José

S. da R. �A linear programming approah for PID ontrol loop shaping�. Publiado

no Simpósio Brasileiro de Automação Inteligente (SBAI 2017), 2017, Porto Alegre,

Brasil;

• moldagem em região onvexa: Barros, Clarisse P. B. and Barros, Périles R. e

Neto, José S. da R. �Loop Shaping for PID Controller Design Based on Time and

Frequeny Spei�ations�. Publiado no 2018 IFAC Conferene on Advanes in

Proportional-Integral-Derivative Control, 2018, Ghent, Bélgia.

1.4 Revisão Bibliográ�a

Devido à quantidade de tipos de abordagens existentes para o projeto de ontroladores

PID, apenas algumas ténias formuladas omo problemas de otimização om restrições

para sistemas de únia entrada e únia saída estão revisadas. Essas têm a vantagem de

apturarem fatores relaionados à desempenho e robustez (HAST et al., 2013) e a obterem

o ontrolador que é ótimo em relação a um ritério.

A ténia de moldagem de malha foi desenvolvida por Bode para o projeto de am-

pli�adores de realimentação (BODE et al., 1945) e subsequentemente em (BOWER;

SCHULTHEISS, 1958) e (HOROWITZ, 1963) adaptou-se para o projeto de sistemas de

ontrole. Em (SKOGESTAD; POSTLETHWAITE, 2007) e (DOYLE; FRANCIS; TAN-

NENBAUM, 2013) são apresentados métodos nos quais a moldagem é feita por tentativa

e erro.

A ideia de minimização dos efeitos de perturbações de arga sob restrições de robus-

tez foi a prinípio apresentada em (SHINSKEY, 1990). Em (ÅSTRÖM; HÄGGLUND,

1995) está apresentada a demonstração de que a integral do erro, uma métria para o

efeito de perturbações de arga, é igual a inversa do ganho integrativo para sistemas om

ontroladores PI ou PID.

Moldagem de funções de transferênia de malha aberta no diagrama de Nyquist por

programação linear é proposta para o projeto de ontroladores de plantas estáveis, line-

ares e invariantes no tempo em (SAEKI, 2014) e (KARIMI; KUNZE; LONGCHAMP,
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2006). Ambos apresentam problemas de otimização para a maximização da rejeição de

perturbação por meio da maximização do ganho integral, sendo as restrições baseadas

em equações de retas e suas propriedades de linearidade. Para o primeiro, são utilizados

dados da resposta temporal do sistema e restringe-se o diagrama de Nyquist do projeto

a uma região a direita de uma únia reta perpendiular ao eixo real. Para o segundo

utilizam-se modelos não paramétrios para as plantas e restringe-se o diagrama de Ny-

quist do projeto a uma região a direita e abaixo de uma únia reta om possibilidade de

esolha do ângulo entre a reta e o eixo real. Estes métodos garantem margens de ganho

e de fase mínimas estabeleidas.

A partir do método apresentado em (KARIMI; KUNZE; LONGCHAMP, 2006), varia-

ções do mesmo e apliações foram publiadas em outros artigos. Em (KARIMI; KUNZE;

LONGCHAMP, 2007) o método é apliado a um posiionador de eixo duplo; em (KUNZE;

KARIMI; LONGCHAMP, 2007) o método é desrito om mais detalhes e estendido para

ontroladores de ganhos parametrizados de ordem �xa, enquanto que em (KUNZE; KA-

RIMI; LONGCHAMP, 2009) esta extensão é apliada ao posiionador de eixo duplo e em

(OLIVEIRA; KARIMI, 2012) à aldeiras de ondensação de água.

O uso de restrições sobre o máximo da função sensibilidade foi iniialmente proposto

em (PERSSON; ÅSTRÖM, 1993) e sobre o máximo das funções sensibilidade e sensi-

bilidade omplementar em (SCHEI, 1994); em (ÅSTRÖM; HÄGGLUND, 2006) é de-

monstrado que restrições para os valores nos máximos destas funções são equivalentes à

restrição da urva de Nyquist da função ganho de malha para fora de írulos, que são

restrições não onvexas.

O problema de otimização para a maximização da rejeição de perturbação por meio da

maximização do ganho integral juntamente om restrições nos máximos das funções sensi-

bilidade para ontroladores do tipo PI é apresentado em (ÅSTRÖM; PANAGOPOULOS;

HÄGGLUND, 1998). Como o problema de otimização é não onvexo, para ada aso deve

ser feito um estudo para a resolução. O problema é estendido para ontroladores PID em

(PANAGOPOULOS; ÅSTRÖM; HAGGLUND, 2002), om a adição de algumas dias de

omo pode ser resolvido o problema de otimização não onvexa para alguns asos.

Devido à di�uldade de resolução dos problemas de otimização não onvexa, as res-

trições são reesritas utilizando-se propriedades geométrias do diagrama de Nyquist de

modo a se obter um problema de otimização �navo-onvexo em (HAST et al., 2013) e

(MERCADER et al., 2017), uja resolução pode ser feita utilizando-se métodos de grade-

amento; também são adiionadas novas ondições relaionadas a inertezas da planta e a

urvatura da urva de Nyquist da função ganho de malha. No segundo artigo é feita a ex-

tensão para a possibilidade de minimização do usto de ontrole ao invés de maximização

do ganho integral e a apresentação de um proedimento para a resolução do problema de
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otimização �navo-onvexo que depende da resolução de uma sequênia de problemas de

otimização onvexa.

Há ainda métodos de ajuste PID por moldagem de malha que minimizam as normas

da diferença entre uma função de transferênia ganho de malha desejada e a função de

transferênia ganho de malha projetada, possivelmente ponderada por outra função de

transferênia. Alguns desses métodos são apresentados em (GRASSI; TSAKALIS, 2000)

e (GRASSI et al., 2001); para estes, as margens de estabilidade e máximos para funções

sensibilidade não são garantidos.

Para se minimizar a norma da diferença entre uma função de transferênia ganho de

malha desejada e a projetada e também se garantir valor máximo para a função sensibili-

dade sem o problema de otimização ser não onvexo, é proposta em (GALDOS; KARIMI;

LONGCHAMP, 2007) a utilização de duas retas omo restrições para se garantir o máximo

da função sensibilidade, sendo uma para baixas frequênias e outras para altas frequên-

ias. Um problema de otimização quadrátia é formulado para a obtenção dos ganhos do

ontrolador.

A partir do método proposto em (GALDOS; KARIMI; LONGCHAMP, 2007), va-

riações, aperfeiçoamentos e apliações do mesmo foram publiadas em outros artigos.

Em (KARIMI; GALDOS; LONGCHAMP, 2008) e (KARIMI; GALDOS, 2010), propõe-

se utilizar um onjunto de retas omo restrição, sendo uma reta para ada frequênia,

limitando-se assim a função sensibilidade para um onjunto de frequênias e não apenas

um únio valor máximo. Ampliou-se também a opção para a minimização da norma in-

�nito ao invés da norma dois, obtendo-se um problema de otimização onvexa. A adição

de restrições em relação à rejeição de perturbações é feita em (KARIMI; EMEDI, 2013)

e a apliação do método para a obtenção de ontroladores empregues no amorteimento

de osilações em sistemas de energia elétria é mostrada em (ABDLRAHEM et al., 2016)

e (ABDLRAHEM et al., 2017) e na emissão de raios infravermelhos de um ubo re�etor

de anto em (THALMANN; REGAMEY; KARIMI, 2016).

Uma omparação entre métodos de ajuste para ontroladores PID por moldagem de

malha e por minimização de normas é feita em (PANAGOPOULOS; ÅSTRÖM, 2000);

em partiular, é mostrado que as espei�ações em termos de máxima sensibilidade e

máxima sensibilidade omplementar estão relaionadas om a ponderação de normas. Em

(KRISTIANSSON; LENNARTSON, 2006) são apresentadas ondições e métrias para a

omparação entre projetos de ontroladores PID.
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1.5 Organização do Texto

No Capítulo 2 estão desritos os fundamentos teórios neessários para o entendimento

básio de desempenho e robustez de sistemas de ontrole em malha fehada e é formulado

o problema de ontrole. No Capítulo 3 está apresentado o método de moldagem de ma-

lha pela omponente real e exemplos da apliação do mesmo para sistemas de primeira a

quarta ordem, om e sem atrasos. No Capítulo 4 está apresentado o método de moldagem

de malha por área onvexa, o qual apresenta também a opção de espei�ação de desem-

penho direta, om exemplos da apliação do mesmo para sistemas teste de ontroladores

PID. No Capítulo 5 estão feitas omparações entre os métodos propostos e o método apre-

sentado em (GRASSI; TSAKALIS, 2000). As onlusões e ideias para trabalhos futuros

enontram-se no Capítulo 6. Por �m, no Apêndie A estão desritos os dois métodos para

a resolução de problemas de otimização linear e os mesmos são omparados.



Capítulo 2

Sistemas de Controle: Estabilidade,

Robustez e Desempenho

O tipo de modelo de plantas e a estrutura do sistema em malha fehada, juntamente om

os prinipais oneitos de estabilidade, robustez e desempenho de sistemas de ontrole

em malha fehada são apresentados neste Capítulo. O diagrama de Nyquist é de�nido,

juntamente om as interpretações geométrias das margens de estabilidade e om o efeito

de ada ganho do ontrolador PID na urva. O problema de ontrole a ser resolvido

é então formulado e exposto; o onteúdo relatado é neessário para entendimento dos

métodos apresentados ao longo da Dissertação.

2.1 Introdução

O projeto de sistemas de ontrole é um proesso engenhoso que envolve inúmeras esolhas

e deisões. As esolhas dependem das propriedades do sistema a ser ontrolado e dos requi-

sitos que preisam ser satisfeitos pelo sistema ontrolado (BOSGRA; KWAKERNAAK;

MEINSMA, 2008).

O projeto de ontrole envolve uma sequênia bem de�nida. Iniialmente faz-se a

araterização dos limites do sistema, espei�ando-se assim o propósito do problema

de ontrole e do sistema a ser ontrolado. Em seguida, são estabeleidos os tipos e a

loalização dos atuadores e sensores, espei�ando-se assim as entradas que ontrolam o

sistema e as variáveis que estão disponíveis para o ontrole. Posteriormente, modelos são

formulados para o omportamento dinâmio do sistema e para os sinais de perturbação

e ruídos que afetam o sistema. Seguidamente, deide-se sobre a estrutura funional e o

aráter do ontrolador, juntamente om as espei�ações e atributos desejados ou exigidos

do sistema de ontrole.

Terminadas estas etapas, tem-se a desrição do sistema a ser ontrolado, passando-se

15
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ao projeto do ontrolador e ao entendimento do sistema em malha fehada. De aordo

om o tipo de sistema e do ontrolador, existem onjuntos de métodos espeí�os que

podem ser apliados para a esolha dos valores dos parâmetros do ontrolador.

O projeto do ontrolador deve ser feito de modo que o sistema em malha fehada esteja

de aordo om os objetivos e as espei�ações dadas. Estes objetivos e espei�ações

podem ser expressos em termos da resposta em frequênia ou resposta temporal a sinais

espeí�os, e se referem à estabilidade, à robustez ou ao desempenho do sistema.

2.2 Desrição do sistema

A estrutura e as araterístias dos sistemas de ontrole analisados e projetados nesta

Dissertação são estabeleidas e desritas.

2.2.1 Desrição do sistema em malha fehada

A estrutura básia de malha realimentada om ontrolador utilizada omo referênia nesta

dissertação é apresentada na Fig. 2.1, na forma de diagrama de bloos.

Figura 2.1: Diagrama de bloos de uma malha realimentada básia

Fonte: Elaborado pelo autor

Os sinais do diagrama tem as seguintes interpretações:

• r - entrada de omando ou sinal de referênia;

• y - saída do proesso;

• e - erro;

• v - entrada de medição ou sinal de medição;

• u - entrada da planta sem a perturbação de arga ou sinal de ontrole;
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• d - perturbação externa ou perturbação de arga na planta;

• n - perturbação externa de saída que molda o ruído de medição do sensor;

• x - entrada do proesso om a perturbação de arga.

As funções G(s) e K(s) representam as funções de transferênia da planta e do on-

trolador e são assumidas lineares.

A malha realimentada é in�ueniada por três sinais externos: a referênia r, a pertur-

bação na arga d e a perturbação externa de saída n que molda o ruído de medição do

sensor .

Exitem pelo menos três sinais, e, u e y, que são de grande interesse para o ontrole do

sistema, pois representam, respetivamente, a qualidade, o esforço/usto e o resultado do

ontrole.

Consideram-se que Y , V , U , D, N , R e E são as transformadas de Laplae de y,

v, u, d, n, r e e, respetivamente. Como o sistema é assumido linear, as relações entre

entradas e sinais de interesse podem ser expressas na forma de funções de transferênia

que, seguindo as relações obtidas a partir do diagrama de bloos da Fig. 2.1, são dadas

por:

E(s) =
K(s)G(s)

1 +G(s)K(s)
R(s)−

G(s)

1 +G(s)K(s)
D(s)−

1

1 +G(s)K(s)
N(s), (2.1)

U(s) =
K(s)

1 +G(s)K(s)
R(s)−

K(s)G(s)

1 +G(s)K(s)
D(s)−

K(s)

1 +G(s)K(s)
N(s), (2.2)

Y (s) =
K(s)G(s)

1 +G(s)K(s)
R(s) +

G(s)

1 +G(s)K(s)
D(s)−

K(s)G(s)

1 +G(s)K(s)
N(s). (2.3)

As relações entre entradas e variáveis de interesse são desritas por nove funções de

transferênia e para se apturar as propriedades da malha adequadamente é neessário se

analisar as respostas de todas às variações nas entradas (DOYLE; FRANCIS; TANNEN-

BAUM, 2013). Observa-se que apenas quatro funções de transferênia,

K(s)G(s)

1 +G(s)K(s)
, (2.4)

K(s)

1 +G(s)K(s)
, (2.5)

G(s)

1 +G(s)K(s)
, (2.6)

1

1 +G(s)K(s)
, (2.7)
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são neessárias para araterizar ompletamente o sistema e são onheidas omo a �Gan-

gue dos Quatro� (ÅSTRÖM; HÄGGLUND, 2006).

Outra maneira de se araterizar o sistema do diagrama de bloos da Fig. 2.1 é por

meio de funções sensibilidade. De�ne-se a função ganho de malha por

L(s) = K(s)G(s), (2.8)

e as quatro funções sensibilidade por (KRISTIANSSON; LENNARTSON, 2006):

função sensibilidade

S(s) =
1

1 + L(s)
, (2.9)

função sensibilidade omplementar

T (s) =
L(s)

1 + L(s)
, (2.10)

função sensibilidade à perturbação

Sv(s) =
G(s)

1 + L(s)
, (2.11)

função sensibilidade de ontrole

Su(s) =
K(s)

1 + L(s)
. (2.12)

Todas as relações entre sinais de entrada e sinais de interesse podem ser formuladas pelas

quatro funções sensibilidade:

E(s) = S(s)R(s)− Sv(s)D(s)− S(s)N(s), (2.13)

U(s) = Su(s)R(s)− T (s)D(s)− Su(s)N(s), (2.14)

Y (s) = T (s)R(s) + Sv(s)D(s)− T (s)N(s). (2.15)

2.2.2 Tipos de ontroladores onsiderados

Omotivo mais omum para a introdução de ontrole por realimentação é o aprimoramento

do desempenho de um sistema dinâmio na presença de inertezas e as metas de melhoria

de desempenho inluem a atenuação de perturbações, a redução de sensibilidade, a redu-

ção de efeitos de não linearidades e a melhoria de rastreamento de omando (GREEN;

LIMEBEER, 2012).
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Métodos de projeto de ontroladores PID ontinua um tópio ativo. O maior motivo é

que, em muitos asos, ontroladores PID bem sintonizados onseguem atingir resultados

semelhantes om menor esforço durante sua sintonia (HU�EK, 2014).

A pesquisa apresentada em (SAMAD, 2017), feita pelo omitê industrial da Federação

Internaional de Controle Automátio (IFAC), expõe que mesmo om todas as tenologias

de ontrole avançado existentes, nenhuma se ompara até hoje om o ontrole PID em

relação ao impato no setor industrial.

Sendo assim, os métodos de projeto de ontroladores propostos e analisados nesta

dissertação são do tipo Proporional-Integral-Derivativo (PID), apresentando a seguinte

formulação:

K(s) = Kp +Ki

1

s
+Kd

s

1 + Tfs
, (2.16)

om Tf (onheido) sendo a onstante de tempo do �ltro e Kp, Ki e Kd os ganhos pro-

porional, integral e derivativo do ontrolador, respetivamente.

Estabeleidas a estrutura e as onsiderações feitas em relação à malha fehada a ser

sintonizada, segue-se aos objetivos e espei�ações que se deseja alançar om a realimen-

tação.

2.3 Controle em malha fehada

Na maioria das vezes o aperfeiçoamento do desempenho de um sistema é o prinipal

objetivo de ontrole, desde que a estabilidade seja mantida. Em qualquer problema de

projeto preisa-se estar atento às limitações fundamentais do sistema. Fontes típias de

limitações são a dinâmia do proesso, não linearidades, perturbações e inertezas do

proesso.

É importante que seja feita uma avaliação do sistema em malha fehada projetado

para assegurar que as espei�ações tenham sido satisfeitas e para a omparação entre

projetos feitos om outros métodos e/ou outras espei�ações.

Nesta seção são apresentados os prinipais objetivos para um sistema em malha fe-

hada, juntamente om os prinipais oneitos de estabilidade e robustez. O diagrama

de Nyquist e as interpretações geométrias de robustez e desempenho são demonstradas,

�nalizando-se om a apresentação de espei�ações usuais de projeto e algumas métrias

para a avaliação do ontrole em malha fehada.

2.3.1 Objetivos de ontrole

Os objetivos usuais no projeto de ontroladores são:

• resposta ao omando em malha fehada :
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� rejeição de perturbações na arga;

� rastreio do sinal de referênia;

• atenuação de ruídos do sensor;

• estabilidade:

� estabilidade de malha fehada;

� estabilidade robusta;

• robustez da resposta em malha fehada:

� redução da in�uênia de não linearidades e inertezas.

Embora todos sejam importantes, ada proesso tem um fator preponderante que de�ne

o objetivo prinipal do sistema de ontrole. Por exemplo, para problemas de ontrole

de movimento, o rastreio do sinal de referênia é de maior foo, pois deseja-se que o

sistema siga uma trajetória espeí�a. Já em ontrole de proessos químios, a referênia

normalmente é mantida em valor onstante por maior parte do tempo e a rejeição de

perturbações na arga é de maior importânia.

Além dos objetivos, em qualquer problema de projeto é importante estar atento às li-

mitações fundamentais, onforme menionado anteriormente. Não linearidades, saturação

e taxa de saturação são bastante omuns e impõem limites em quão rápido e quanto as

variáveis do proesso podem mudar. Perturbações na arga e ruídos de medição limitam

a preisão de ontrole de uma variável do proesso.

Assim, de aordo om o objetivo prinipal de ontrole e om as limitações, funções

espeí�as de transferênia devem ser mantidas sob supervisão.

Resposta ao omando de malha fehada: rejeição de perturbações na arga

Quando o objetivo prinipal do ontrole é a ompensação de perturbações na arga, a fun-

ção de transferênia mais importante para manter sob supervisão é a função sensibilidade

à perturbação

Gyv(jω) = Sv(jω) =
G(jω)

1 +G(jω)K(jω)
. (2.17)

Assim, para atenuação de perturbações é neessário que | Sv(jω) | seja pequeno nas

frequênias em que a atenuação da perturbação da arga é neessária; ou seja, quanto

menor | Sv(jω) |, mais as perturbações na arga são atenuadas na frequênia angular ω.

Em geral, as perturbações de arga são de baixas frequênias e deseja-se que | Sv(jω) |

tenha valores baixos para baixas frequênias.
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Para sistemas em que o ontrolador possui a ação integrativa, tem-se para baixas

frequênias

Sv(jω) =
G(jω)

1 +G(jω)K(jω)
≈

1

K(jω)
≈

jω

Ki

. (2.18)

Consequentemente, as perturbações de baixas frequênias na arga são atenuadas por

um fator ω/Ki, independentemente da araterístia da planta. Além disso, onluí-se

que alto ganho integrativo implia em baixa sensibilidade a inertezas de parâmetros e,

portanto, boa robustez.

Resposta ao omando de malha fehada: rastreio do sinal de referênia

Quando o objetivo prinipal de ontrole é seguir a entrada de referênia, a função de

transferênia mais importante para manter sob supervisão é a função sensibilidade

Ger(jω) = S(jω) =
1

1 +K(jω)G(jω)
. (2.19)

Tem-se que quanto menor for | S(jω) |, menor vai ser o erro em relação ao sinal de refe-

rênia em uma dada frequênia angular ω. Como os sinais de referênia são normalmente

de baixa frequênia, deseja-se ter | S(jω) | pequeno para baixas frequênias.

Para sistemas em que o ontrolador possui a ação integrativa, tem-se para baixas

frequênias

S(jω) =
1

1 +K(jω)G(jω)
≈

1

K(jω)G(jω)
≈ G(jω)−1 jω

Ki

. (2.20)

Este ritério frequentemente é utilizado omo ritério de desempenho geral para o

projeto de ontrole, porém depende do modelo da planta e, quando usado na síntese de

ontroladores, pode também resultar em um ontrolador em que os zeros anelam os

pólos da planta.

Como um valor baixo de Sv(jω) normalmente implia em valores baixos de S(jω),

é pratia omum utilizar o primeiro omo ritério de desempenho; além disso, sempre

pode-se adiionar um pré-�ltro para se obter a resposta a referênia demandada.

Atenuação de ruídos do sensor

Uma onsequênia inevitável da utilização de realimentação é que os ruídos de medição

são introduzidos no sistema, gerando ações de ontrole indesejáveis e variações nas va-

riáveis do proesso. Quando o objetivo prinipal de ontrole é a atenuação de ruídos do

sensor, a função de transferênia mais importante para manter sob supervisão é a função
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sensibilidade omplementar

Gyn(jω) = −T (jω). (2.21)

Quanto mais rápido T (s) derese om a frequênia, maior a proteção que o sistema em

malha fehada tem ontra perturbações de alta frequênia.

Na maioria dos asos os ruídos dos sensores têm araterístias de altas frequênias.

Como para frequênias bem aima da banda de passagem tem-se | G(jω)K(jω) |<< 1:

T (jω) =
G(jω)K(jω)

1 +G(jω)K(jω)
≈ G(jω)K(jω) ≈

Kd

Tf

G(jω). (2.22)

Consequentemente, ruídos de altas frequênias de sensores são atenuados por um fator

Kd/Tf , onluindo-se que baixo ganho derivativo ou alta onstante de tempo do �ltro

impliam em baixa sensibilidade a ruídos de medição.

Atividade de ontrole

As limitações para a atividade de ontrole são dadas pela amplitude permissível e taxa de

variação permissível para o sinal de ontrole. Quando deseja-se manter o sinal de ontrole

o menor possível, a função de transferênia mais importante para manter sob supervisão

é a função sensibilidade de ontrole

Gur(s) = Su(s) =
K(jω)

1 +K(jω)G(jω)
. (2.23)

Para se prevenir entradas muito grandes u, Su não pode ser muito grande. Para

sistemas em que o ontrolador possui a ação derivativa om �ltro, tem-se para altas

frequênias

Su(jω) =
K(jω)

1 +K(jω)G(jω)
≈ K(jω) ≈

Kd

Tf

. (2.24)

Este é o valor iniial da entrada para a resposta ao degrau no sinal de referênia, o qual

pode ser limitado de aordo om a apaidade do atuador da planta.

Como um valor baixo de Su(jω) implia em valores baixos de u, é pratia omum a

minimização ou imposição de limites para esta função.

2.3.2 Estabilidade

A estabilidade de um sistema está relaionada a omo o sistema responde após pertur-

bações. Considerando apenas uma variável de saída, o sistema pode responder de modo

que a variável resça ontinuamente, a variável deresça ontinuamente, a variável resça

de maneira osilatória ou que a variável deresça de maneira osilatória. Os sistemas em
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que se tem o deresimento, osilatórios ou não, são denominados estáveis, e os outros,

instáveis (ÅSTRÖM; HÄGGLUND, 2006).

Considerando-se apenas uma entrada e uma saída, tem-se que um sistema linear e

invariante no tempo é dito estável se todas as raízes do denominador da função de trans-

ferênia têm parte real negativa (ou seja, estão todos no lado esquerdo do plano omplexo)

e instável aso ontrário (EMAMI-NAEINI; FRANKLIN; POWELL, 2002).

Existem tipos diferentes de estabilidade para sistemas em malha fehada, sendo os

aqui analisados a estabilidade entrada-saída e a estabilidade interna.

No primeiro tipo de estabilidade, onsidera-se que um sistema é onsiderado estável de

entrada-saída se as saídas do sistema são limitadas sempre que as entradas são limitadas

(CHEN, 1998).

Para o segundo tipo, tem-se que um sistema é onsiderado internamente estável se

os sinais internos do sistema u, y e v (Fig. 2.1) são limitados para todos os sinais de

entrada externos limitados (DOYLE; FRANCIS; TANNENBAUM, 2013). A estabilidade

interna é uma partiularização da estabilidade entrada-saída para ada parte do sistema,

onsiderando múltiplas entradas e saídas, e sempre que um sistema for internamente

estável, também será estável de entrada e saída, enquanto que o ontrário nem sempre é

verdadeiro.

Matematiamente, para sistemas lineares e invariantes no tempo, se as nove funções

de transferênia de ada entrada para ada variável de interesse são estáveis (presentes

nas equações Eq. 2.1, 2.2 e 2.3), então o sistema realimentado é dito internamente estável

pois, se as entradas externas forem limitadas em amplitude, assim serão os sinais internos

u, y e v.

Para a estabilidade entrada-saída, onsiderando a saída do sistema omo sendo y e a

entrada omo sendo r, analisa-se apenas a função sensibilidade omplementar (Eq. 2.3).

De aordo om (DOYLE; FRANCIS; TANNENBAUM, 2013), o sistema em malha

fehado é internamente estável se e somente se as seguintes ondições são verdadeiras:

1. a função de transferênia 1 +G(s)K(s) não tem zeros em ℜ ≥ 0;

2. não existe anelamento zero-pólo em ℜ ≥ 0 quando o produto G(s)K(s) é formado.

Desta forma, a estabilidade entrada-saída equivale a estabilidade interna quando não

se há anelamento zero-pólo em ℜ ≥ 0 quando o produto G(s)K(s) é formado.

Margens de Estabilidade

As margens de estabilidade são usadas para desrever a robustez do sistema a perturbações

e para indiar o quão estável o sistema é, sendo as margens lássias as de ganho, de fase

e de atraso.
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A margem de ganho gm de um sistema é de�nida omo a menor variação no ganho

de uma função ganho de malha antes que o sistema em malha fehada �que instável.

Esta margem é alulada baseada na menor frequênia em que a fase da função ganho de

malha é −180◦. Assume-se que ωpm representa esta frequênia, hamada de frequênia de

ruzamento de fase. Portanto, a margem de ganho de um sistema é dada por (ÅSTRÖM;

HÄGGLUND, 2006)

gm =
1

| L(jωpm) |
. (2.25)

Similarmente, a margem de fase φm é a mudança no valor da fase da função ganho de

malha neessária para tornar instável o sistema em malha fehada no ponto om ganho

unitário. Assume-se ωgm omo a frequênia de ruzamento de ganho, menor frequênia

uja função ganho de malha tem amplitude unitária. Portanto, a margem de fase é dada

por (ÅSTRÖM; HÄGGLUND, 2006)

φm = π + argL(jωgm). (2.26)

As margens de ganho e de fase são onheidas omo medidas lássias do grau de

estabilidade e valores razoáveis para a margem de fase estão entre 30◦ e 60◦, enquanto

que para a margem de ganho estão entre 2 e 5 (ÅSTRÖM; HÄGGLUND, 2006). Estas

margens foram originalmente de�nidas para os asos em que o módulo da função ganho de

malha assume valor unitário apenas para uma únia frequênia ou em que fase da função

ganho de malha é −180◦ para apenas uma únia frequênia.

Outra margem de estabilidade relevante é a margem de atraso, de�nida omo o menor

atraso no tempo neessário para tornar instável o sistema em malha fehada. A margem

de atraso é dada por (SKOGESTAD; POSTLETHWAITE, 2007)

θm =
φm

ωpm

. (2.27)

Além das margens lássias de estabilidade, que são estabeleidas em relação a uma

função de transferênia de malha aberta, existem margens de estabilidade de�nidas a

partir de valores máximos de funções de transferênia de malha fehada.

O máximo da função sensibilidade

‖ S ‖∞= max
ω

| S(jω) |≤ MS (2.28)

tem sido aeito omo uma medida de robustez. Valores omuns de MS estão entre 1, 0 e

2, 0 (PANAGOPOULOS; ÅSTRÖM; HAGGLUND, 2002)).

A interpretação grá�a de MS no diagrama de Nyquist é apresentada na próxima
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subseção e ilustra o porquê desta medida ser usada omo margem de estabilidade. Além

disso, quando o valor de MS é espei�ado, limites mínimos para as margens de ganho

(gm) e de fase (φm) são garantidos (SKOGESTAD; POSTLETHWAITE, 2007):

gm ≥
MS

MS − 1
, (2.29)

φm ≥ 2arcsin

(

1

2MS

)

. (2.30)

Demandas na margem de fase podem impliar em valores baixos para MS que deixam

o sistema lento. Quando há demandas de um amorteimento maior na resposta ao degrau

ou aumento da margem de fase sem haver uma desaeleração na resposta do sistema, pode-

se ser adiionada uma restrição na função sensibilidade omplementar (KRISTIANSSON;

LENNARTSON, 2006)

‖ T ‖∞= max
ω

| T (jω) |≤ MT , (2.31)

de modo que margem de fase também pode ser garantida devido a (SKOGESTAD; POS-

TLETHWAITE, 2007):

ϕm ≥ 2arcsin

(

1

2MT

)

. (2.32)

A in�uênia de MT na função de transferênia de ganho de malha nas proximidades

da frequênia de ruzamento da fase é insu�iente, não garantindo margem de ganho

su�iente, motivo pelo qualMT não pode ser utilizado sozinho omo ritério para robustez

em médias frequênias.

Outra medida de robustez é o máximo das funções sensibilidade

MST = max
ω

(| S(jω) |, | T (jω) |), (2.33)

que assume valores razoáveis entre 1, 200 e 2, 000, o que orrespondem a margens de ganho

entre 6 e 2 e margens de fase entre 49◦ e 29◦ (GARPINGER; HÄGGLUND; ÅSTRÖM,

2014).

2.3.3 Diagrama de Nyquist

O diagrama de Nyquist de uma função de transferênia H(s) onsiste na urva no plano

omplexo formada pelos pontos que a função H(s) assume variando-se o valor de s a

partir da origem, subindo o eixo imaginário, girando para o lado direito do plano omplexo

seguindo um semiírulo de raio in�nito, e subindo pelo eixo imaginário negativo até a

origem (DOYLE; FRANCIS; TANNENBAUM, 2013).

O ritério de estabilidade de Nyquist garante que se n denota o número total de pólos
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de H(s) = K(s)G(s) (Fig. 2.1) om parte real positiva ou igual a zero, então o sistema

em malha fehada é internamente estável se e somente se a urva de Nyquist não passa

pelo ponto (−1, 0) e o irunda exatamente n vezes no sentido anti-horário.

Margens de estabilidade

As margens de estabilidade de ganho e de fase têm uma interpretação geométria simples

no diagrama de Nyquist da função de transferênia de malha, omo exibido na Fig. 2.2.

A margem de ganho é dada pelo inverso da distânia do ponto mais próximo ao ponto

rítio onde a função ganho de malha ruza o eixo real negativo e a margem de fase é o

menor ângulo no írulo unitário entre o ponto rítio (−1, 0) e a função ganho de malha.

Ambas as margens podem ser substituídas por uma únia margem, denominada margem

de módulo sm, que é de�nida omo sendo a menor distânia entre a urva de Nyquist e o

ponto rítio (−1, 0), tendo valores razoáveis entre 0, 5 e 0, 8 (ÅSTRÖM; HÄGGLUND,

2006).

Figura 2.2: Margens de estabilidade no diagrama de Nyquist para a urva de Nyquist L

Fonte: Elaborado pelo autor

Uma medida de robustez mais direta é a menor distânia da urva de Nyquist ao ponto

rítio (−1, 0), hamada de margem de módulo sm. O valor desta margem é justamente

a inversa do máximo da função sensibilidade, 1/MS. Assim, o ritério de robustez pode

ser formulado por

‖ S(s) ‖∞=
1

minω | 1 +G(jω)K(jω) |
≤ MS, (2.34)

em que MS é o máximo aeitável para o valor desta norma.
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A ombinação entre restrições em S e T garantem margem de fase aeitável, om MT ,

e uma distânia mínima no grá�o de Nyquist ao ponto rítio (−1, 0), om MS, sem

que o sistema �que muito lento. As restrições em ‖ S ‖∞ e ‖ T ‖∞ orrespondem a dois

írulos no plano omplexo. O entro C e raio R desses dois írulos são:

CMS
= −1, RMS

=
1

MS

, (2.35)

CMt
=

−M2
T

M2
T − 1

, RMT
=

1

M2
T − 1

. (2.36)

Observa-se ainda na Fig. 2.3 que o írulo MS e o írulo MT envolvem o ponto

rítio (−1, 0). Caso a urva de Nyquist da função ganho de malha seja traçada fora da

região desses dois írulos, a estabilidade do sistema é garantida sob os índies de robustez

espei�ados para MS e MT .

Figura 2.3: O írulo MS (traejado) e o írulo MT (traço-ponto) e a urva de Nyquist

L (sólido) quando os ritérios de robustez são umpridos

Fonte: Elaborado pelo autor

Ganhos do ontrolador PID

A ação derivativa introduz avanço de fase, levando a urva de Nyquist para longe do

ponto rítio, enquanto que a ação integral, que introduz atraso de fase, leva a urva

para próxima ao ponto rítio (Fig. 2.4). O proesso de ajustar o ontrolador de modo a

que a urva �que longe do ponto rítio (−1, 0) leva a uma lasse de métodos de projeto

denominada moldagem de malha (ÅSTRÖM; HÄGGLUND, 2006).

Na Fig. 2.4 é apresentada uma ilustração de que um ponto na urva de Nyquist da
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função de transferênia de uma planta pode ser movido para outra posição om ontrole

PID; o ponto marado om um írulo pode mover nas direções G(jω), −jG(jω) e jG(jω)

om a mudança dos ganhos proporional, integral e derivativo, respetivamente.

Figura 2.4: Ilustração de que um ponto na urva de Nyquist da função de transferênia

de uma planta pode ser movido para outra posição om ontrole PID

Fonte: Retirado de (ÅSTRÖM; HÄGGLUND, 2006) (p. 163)

2.3.4 Robustez

Nenhum modelo matemátio desreve exatamente um sistema físio e os parâmetros de

proessos variam om a mudança das ondições de operação e o envelheimento dos equi-

pamentos (DOYLE; FRANCIS; TANNENBAUM, 2013). Para proessos industriais, por

exemplo, é omum a estimativa de modelos de primeira e segunda ordem e om atraso,

não importando se a dinâmia real do proesso é mais omplexa.

A onsideração dos erros de modelagem na análise do sistema projetado e, possivel-

mente, no próprio projeto do ontrolador, é importante para a prevenção de instabilidade

e para a manutenção do desempenho do sistema. A robustez em relação à uma proprie-

dade signi�a que a propriedade é mantida mesmo perante inertezas da planta; assim, a

estabilidade robusta é a garantia de que o sistema será estável na presença de variações e

inertezas.

As margens de estabilidade e o máximo das funções de sensibilidade são úteis para

quanti�ar robustez, pois indiam quanto a dinâmia real da planta pode ser diferente da

modelada em diversos aspetos.

A investigação de quão sensível a resposta ao sinal de referênia muda om pequenas

variações no proesso pode ser feita om a análise da função de transferênia da referênia

r à saída y, que é dada por T (s) = K(s)G(s)
1+K(s)G(s)

. Considerando T omo sendo uma função
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de G e derivando a mesma em relação a G, obtêm-se

dT (s)

dG(s)
=

1

1 +K(s)G(s)

K(s)G(s)

(1 +K(s)G(s))G(s)
⇒

dT (s)

T (s)
= S(s)

dG(s)

G(s)
, (2.37)

ou seja, o erro relativo da função de transferênia de malha fehada T é igual ao produto

da função sensibilidade S e o erro relativo da função de transferênia da planta. Assim,

para frequênias em que S é pequeno, tem-se que o sistema em malha fehada é mais

insensível a variações no proesso, sendo esse um dos motivos pelo qual S é hamada de

função sensibilidade.

Para analisar quanto a função de transferênia que modela a planta pode ser diferente

da dinâmia real ou quanto esta função pode alterar sem que o sistema �que instável,

supõe-se que a função de transferênia nominal da planta é G(s) e que a função de

transferênia da planta perturbada (ou modelada) é de G̃(s) = G(s)+∆G(s), om ∆G(s)

estável. O sistema em malha fehada om ontrolador K(jω) será estável se L̃(jω) =

K(jω)G(jω)+K(jω)∆G(jω) for estável; ou seja, se a distânia de K(jω)G(jω) ao ponto

rítio (−1, 0) no diagrama de Nyquist for maior que o módulo de K(jω)∆G(jω), para

todo ω:

| K(jω)∆G(jω) |<| 1 +K(jω)G(jω) | . (2.38)

Desta forma, garante-se estabilidade robusta para uma inerteza ou perturbação ∆G(jω)

se e somente se

| ∆G(jω) |<

∣

∣

∣

∣

1 +K(jω)G(jω)

K(jω)

∣

∣

∣

∣

⇒

∣

∣

∣

∣

∆G(jω)

G(jω)

∣

∣

∣

∣

<
1

|T (jω)|
. (2.39)

A Eq. 2.39 pode ser interpretada da seguinte maneira: o sistema em malha fehada

permanee estável se o erro relativo do modelo

Er(jω) =

∣

∣

∣

∣

∣

G̃(jω)−G(jω)

G(jω)

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∆G(jω)

G(jω)

∣

∣

∣

∣

(2.40)

for menor que o inverso do módulo da função sensibilidade omplementar para toda

frequênia ω. Quanto menor for o valor de | T (jω) | para uma frequênia ω, maior a

inerteza permissível.

Ao se veri�ar o desempenho de um sistema, foi apresentado na subseção 2.3.1 que

de aordo om o tipo de desempenho em foo, uma função espeí�a de transferênia

deve ser analisada. Uma forma de se adiionar espei�ações de desempenho ao projeto

de ontrole é a imposição de valores máximos para a função espeí�a (refereniada por

F (s), podendo ser qualquer uma das funções sensibilidade) em ada ponto de frequênia,

o que pode ser feito om a de�nição de uma função de transferênia de ponderação W (s)
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e a desigualdade

| F (jω) |<
1

| W (jω) |
⇒| F (jω)W (jω) |< 1. (2.41)

Isto posto, garante-se desempenho robusto de um tipo espeí�o para uma inerteza ou

perturbação ∆G(jω) se e somente se

| F̃ (jω)W (jω) |< 1, ∀ω, (2.42)

sendo F̃ (s) a função de transferênia espeí�a onsiderando-se G̃(s) ao invés de G(s).

Na literatura, é omum o uso da espei�ação de desempenho em relação ao rastreio

do sinal de referênia (DOYLE; FRANCIS; TANNENBAUM, 2013). Seja W1(s) a espe-

i�ação de desempenho, proura-se projetar um ontrolador para o qual

| W1(jω)S(jω) |< 1 ∀ω. (2.43)

Reesrevendo a Eq. 2.43 na forma

∣

∣

∣

∣

W1(jω)

1 +K(jω)G(jω)

∣

∣

∣

∣

< 1 ⇒| W1(jω) |<| 1 +K(jω)G(jω) |, (2.44)

esta inequação tem a seguinte interpretação grá�a no diagrama de Nyquist: para toda

frequênia, o ponto L(jω) deve estar fora do diso de entro (−1, 0) e raio | W1(jω) |.

2.4 Espei�ações de projeto e ritérios para avaliação

Entendidos os fundamentais objetivos e propriedades de sistemas de ontrole em malha

fehada, é neessário quanti�ar os requisitos e espei�ações para o projeto. Além disso,

preisa-se de métrias para a avaliação e omparação entre diferentes ontroladores. Esta

seção apresenta os prinipais requisitos e ritérios de avaliação de projetos, que podem

ser expressos em termos de valores temporais ou frequeniais.

2.4.1 Espei�ações lássias de projeto

Temporal: resposta ao degrau

Espei�ações para rastreio do sinal de referênia são normalmente expressas no domínio

do tempo. Estas podem inluir requisitos em:

• tempo de subida (tr): tempo que leva para a saída atingir pela primeira vez 90% de

seu valor �nal;
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• tempo de estabeleimento (ts): tempo depois da apliação do degrau em que a saída

�a entre ±5% de seu valor �nal;

• sobre-sinal: valor de pio dividido pelo valor �nal, que normalmente deve �ar em

1, 2 (20%) ou menos;

• taxa de deaimento: razão entre o segundo e o primeiro valor de pio, que normal-

mente é de 0, 3 ou menos;

• desloamento de tempo estaionário: diferença entre o valor �nal e o valor �nal

desejado.

A análise da resposta ao degrau também é uma abordagem utilizada para avaliar o

desempenho de um sistema de ontrole. Os tempos de subida e de estabeleimento são

medidas da veloidade de resposta, enquanto que o sobre-sinal, a taxa de deaimento e o

desloamento de tempo estaionário estão relaionadas a qualidade da resposta.

Frequenial: resposta em frequênia

Espei�ações podem ser dadas em relação à araterístias desejadas para a função ganho

de malha L(s) ou para as funções sensibilidade S(s) e sensibilidade omplementar T (s),

sendo as mais omuns:

• valor mínimo da frequênia de ruzamento de fase ωpm;

• valor máximo para a margem de ganho gm;

• valor máximo para a margem de fase φm;

• valor máximo para a máxima sensibilidade MS;

• valor máximo para a máxima sensibilidade omplementar MT .

2.4.2 Avaliação de projeto

Além de todos os itens que foram itados omo espei�ações poderem ser utilizados para

a avaliação de projeto de ontroladores, existem outras formas de se medir quão bom o

desempenho de um sistema é de aordo om um objetivo espeí�o.

Integral do Erro Absoluto e a Integral do Erro

Uma forma lássia de avaliação de desempenho de malhas de ontrole em tempo ontínuo

é pelo álulo de índies de desempenho baseados na integral do erro do sistema.
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A Integral do Erro Absoluto (IAE -Integral of Absolute Error) é uma índie omumente

utilizado para se araterizar o desempenho em relação aos efeitos da perturbação no

sistema de ontrole. O índie IAE é de�nido por (ÅSTRÖM; HÄGGLUND, 2006)

IAE =

∫

∞

0

| e(t) | dt, (2.45)

no qual o erro e(t) é dado pela diferença entre o sinal de referênia e o valor medido da

variável do proesso. Uma desvantagem do uso do IAE é que este requer a simulação

do proesso que deve ser preisa o su�iente para se ter o álulo orreto (ÅSTRÖM;

HÄGGLUND, 2006). Além disso, dado que o ritério é baseado em uma integral in�nita,

torna-se neessário fazer a simulação por um período longo de tempo.

A Integral do Erro (IE -Integral of Error) de�nida por (ÅSTRÖM; HÄGGLUND,

2006)

IE =

∫

∞

0

e(t)dt. (2.46)

é outro índie de desempenho omumente utilizado, pois é uma boa aproximação da IAE

para sistemas pouo osilatórios e, no aso de malhas não osilatórias, assumem valores

idêntios.

Por ausa do valor da IE ser diretamente relaionada aos parâmetros do ontrolador

PID, seu álulo é simples e e�iente. Para o aso de uma perturbação de arga d(t) em

degrau unitário apliada na entrada do proesso, o valor do IE torna-se:

IE =

∫

∞

0

e(t)dt =
1

Ki

. (2.47)

Isto pode ser provado ao se assumir que a lei de ontrole é dada pela Eq. 2.16, que o erro

iniial seja zero (e(0) = 0) e que uma perturbação em degrau unitário seja apliada na

entrada do proesso. Assumindo que o sistema em malha fehada é estável e possui ação

integral, o erro será zero no tempo in�nito (e(∞) = 0). Portanto,

u(∞)− u(0) = Ki

∫

∞

0

e(t)dt = 1, (2.48)

IE =

∫

∞

0

e(t)dt =
1

Ki

. (2.49)

Assim, a integral do erro é inversamente proporional ao ganho integral do ontrolador

PID (ÅSTRÖM; HÄGGLUND, 2006).
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Funções de usto

A avaliação de desempenho de malhas de ontrole em tempo ontínuo pode ser feita

por meio do álulo de valores máximos de funções de usto. Como visto na subseção

2.3.1, de aordo om o objetivo prinipal desejado para o sistema, alguma das funções

sensibilidades tem maior importânia; o valor máximo que a função atinge é utilizado

omo métria para o desempenho (KRISTIANSSON; LENNARTSON, 2006). Portanto,

as seguintes funções de usto são utilizadas para ada ritério de desempenho:

• rejeição de perturbações na arga: Jp(ω) =‖ Sv ‖∞= maxω | Sv(jω) |;

• rastreio do sinal de referênia: Jr(ω) =‖ S ‖∞= maxω | S(jω) |;

• atenuação de ruídos do sensor: Js(ω) =‖ T ‖∞= maxω | T (jω) |;

• esforço do ontrole: Ju(ω) =‖ Su ‖∞= maxω | Su(jω) |;

• estabilidade: margens de estabilidade.

Os valores também são utilizados para a omparação entre diferentes ontroladores para

uma mesma planta.

2.5 Formulação do problema

A lasse de sistemas onsiderada para o projeto da malha fehada, a estrutura parametri-

zada linearmente do ontrolador PID e o objetivo prinipal de ontrole são apresentados

nesta seção. Em seguida, o problema de ontrole a ser resolvido é exposto.

2.5.1 Modelo da planta

Considera-se a lasse de sistemas lineares estáveis e invariantes no tempo om apenas

uma entrada e uma saída representada pela função de transferênia G(s). É assumido

que a resposta em frequênia em um número �nito Nk de pontos, G(jωk), k = 1, ..., N ,

é onheida e que pontos relevantes da resposta em frequênia estão disponíveis. Pontos

relevantes da resposta em frequênia de uma sistema de ontrole são pontos ao redor e

próximos à frequênia em que a função ganho de malha projetada tem módulo um (1). Por

estes pontos não serem onheidos antes do projeto, os mesmos são esolhidos baseando-se

ou na frequênia de ruzamento de uma função de transferênia de referênia esolhida

ou na frequênia da banda de passagem da própria planta.

Modelos não-paramétrios são tais que o sistema não é modelado na forma de uma

expressão matemátia, mas omo uma tabela (ou grá�o) em função da frequênia (SÖ-

DERSTRÖM; STOICA, 1989); assim, o onheimento de um número �nito de pontos da
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resposta em frequênia da planta é onsiderado um modelo não-paramétrio. Como

os modelos de domínio da frequênia não têm a informação ondensada em um pequeno

onjunto de parâmetros, os erros dinâmios não modelados são evitados e as informações

quantitativas sobre a planta e a qualidade da medição são apturadas. Isto, juntamente

om a failidade de obtenção, são razões para usar este tipo de modelos (PINTELON;

SCHOUKENS, 2012).

2.5.2 Controlador PID

A lasse de ontroladores PID onsiderada é

K(s) = Kp +Ki

1

s
+Kd

s

1 + Tfs
, (2.50)

om Tf (onheido) sendo a onstante de tempo do �ltro e Kp, Ki e Kd os ganhos do

ontrolador. A seguinte forma do ontrolador parametrizada linearmente será utilizada

K(s) = ρTφ(s), (2.51)

om

ρT = [Kp, Ki, Kd], (2.52)

φ(s) = [1,
1

s
,

s

1 + Tfs
]. (2.53)

Seja L(s) = K(s)G(s) a função de transferênia da malha a ser projetada, sua resposta

em frequênia pode ser representada por

L(jω) = K(jω)G(jω) = ρTφ(jω)G(jω)

= ρTℜ(ω) + jρTℑ(ω), (2.54)

onde ℜ(ω) e ℑ(ω) são, respetivamente, as partes real e imaginária de φ(jω)G(jω).

2.5.3 Critério de desempenho

A integral do erro:

IE =

∫

∞

0

e(t)dt, (2.55)

e a integral do erro absoluto:

IAE =

∫

∞

0

| e(t) | dt, (2.56)
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podem ser utilizadas para medições da rejeição de perturbações na arga para ontro-

ladores om ação integral e, onsequentemente, são índies utilizados para desrição de

desempenho (HAST et al., 2013). Para sistemas bem omportados:

IAE =

∫

∞

0

| e(t) | dt ≈ | IE | . (2.57)

Um degrau unitário de perturbação apliado à entrada de um sistema om um ontro-

lador om ação integral resulta em IE = 1
Ki

(Eq. 2.49). Assim, maximizarKi orresponde

a minimizar IE e à otimização da rejeição em malha fehada à perturbações na arga.

2.5.4 Espei�ações de projeto e de robustez

Esolhe-se uma função de transferênia ganho de malha de referênia L̄(jω). Para uma

espei�ação de função de transferênia de malha fehada desejada expressa por:

T̄ (s) =
ω2
ne

−θs

s2 + 2ξωns+ ω2
n

, (2.58)

utiliza-se a função ganho de malha de referênia:

L̄(s) =
ω2
ne

−θs

s2 + 2ξωns+ ω2
n(1− e−θs)

, (2.59)

om ωn e ξ sendo, respetivamente, a espei�ação de projeto para a frequênia natural

e a taxa de amorteimento e om θ denotando o atraso no tempo.

Formulam-se as espei�ações da função de transferênia ganho de malha baseando-se

em um ganho de malha de referênia om margens de robustez desejadas e derivadas de

uma função de transferênia de malha fehada om omportamento temporal desejado.

A partir da análise da sensibilidade à erros de modelagem, tem-se que o sistema em

malha fehada será muito sensível à variações nos parâmetros se a banda de passagem da

malha fehada é esolhida muito maior que a banda de passagem do sistema em malha

aberta(ÅSTRÖM; WITTENMARK, 2013). Por isso, de aordo om (ÅSTRÖM; WIT-

TENMARK, 2013), os pólos da equação araterístia de malha fehada são normalmente

esolhidos de modo que os pólos dominantes tenham mesma ordem de magnitude que os

da malha aberta. Assim, os valores sugeridos para ωn são da mesma ordem de magni-

tude da frequênia da banda de passagem da planta G(jω), ωGb, e por isso os pontos de

frequênia relevantes da planta utilizados no projeto estão em torno dessa frequênia.

A esolha do valor de ξ pode ser baseada no valor máximo desejado para o máximo

da função de transferênia de sensibilidade MS, que é a espei�ação de robustez. A

relação entre ambos para funções de transferênia no formato da Eq. 2.58 om θ nulo é



Capítulo 2. Sistemas de Controle: Estabilidade, Robustez e Desempenho 36

(ÅSTRÖM; WITTENMARK, 2013):

MS = ‖S‖
∞

=

√

1 + 8ξ2 + (1 + 4ξ2)
√

1 + 8ξ2

1 + 8ξ2 + (−1 + 4ξ2)
√

1 + 8ξ2
. (2.60)

O valor ξ = 0, 5 gera MS = 1, 5. Valores sugeridos para MS são entre 1, 0 e 2, 0 (PANA-

GOPOULOS; ÅSTRÖM; HAGGLUND, 2002).

Como o sistema em malha fehada tem pelo menos o mesmo atraso no tempo que a

planta, o valor sugerido para θ é o atraso no tempo da planta.

2.5.5 O problema de ontrole

O problema de ontrole onsiste em determinar um ontrolador para o qual o sistema em

malha fehada esteja de aordo om as espei�ações de estabilidade e desempenho. Para

o aso de ontroladores PID om formulação da Eq. 2.16, o projeto resume-se a esolha

de valores para Kp, Ki, Kd e Tf . Apenas plantas om modelagem na lasse de sistemas

lineares e invariantes no tempo são onsideradas.

2.6 Conlusões

Para a formulação do problema de ontrole, apresenta-se a estrutura do sistema junta-

mente om a formulação utilizada do ontrolador PID, ontendo os valores Kp, Ki, Kd e

Tf a serem esolhidos, e om a restrição das plantas para a lasse de sistemas lineares e

invariantes no tempo.

Funções de transferênia espeí�as araterizam ada objetivo de ontrole, estabeleendo-

se que o foo para os projetos é a rejeição de perturbações na arga, o qual tem uma relação

direta om o ganho integral do ontrolador.

Para a araterização de estabilidade de sistemas, margens são de�nidas e o diagrama

de Nyquist é desrito. Para a avaliação dos projetos feitos existem funções de usto e

índies de desempenho, os quais também podem ser utilizados para a omparação entre

diferentes ténias empregues para a obtenção dos ganhos dos ontroladores.

Para �nalizar, o problema de ontrole é proposto.



Capítulo 3

Moldagem de Malha Pela Componente

Real

3.1 Introdução

Neste apítulo apresenta-se um novo método para o projeto de ontroladores PID utili-

zando programação linear para a maximização da rejeição a perturbações sujeita a restri-

ções de robustez. Este método está baseado na moldagem da omponente real da função

de transferênia ganho de malha para um onjunto de frequênias.

A prinipal ontribuição do método proposto está na formulação das restrições, om

base em (KARIMI; KUNZE; LONGCHAMP, 2007), om a adição de restrições para

um onjunto de frequênias que induzem desempenho relaionado ao omportamento

temporal aproximado do sistema de malha fehada.

A lasse de sistemas lineares estáveis e invariantes no tempo om apenas uma entrada

e uma saída é onsiderada. O problema de otimização é proposto, om algumas sugestões

para as variáveis de projeto, é resolvido para alguns exemplos e o sistema em malha

fehado projetado é analisado.

3.2 Projeto do ontrolador

3.2.1 As restrições

Considerando a parte real da função de transferênia de referênia e de ganho de malha:

ℜL(ω) = Re{L̄(jω)} (3.1)

e

ρTℜ(ω) = Re{K(jω)G(jω)}, (3.2)

37
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em que Re{F (jω)} denota a parte real de uma função de transferênia F (jω).

Para garantir estabilidade robusta, é neessário ter a função ganho de malha na

frequênia ωk a direita da função de referênia na mesma frequênia. Ou seja:

ρTℜ(ωk) ≥ ℜL(ωk), (3.3)

omo ilustrado na Fig. 3.1. Observe que estas restrições são lineares e que a robustez é

obtida pois para todas as frequênias a função de ganho de malha �a longe do ponto −1

om uma distânia de�nida por L̄.

Figura 3.1: Ilustração grá�a das restrições

Fonte: Elaborado pelo autor

Não são feitas restrições para a parte imaginária do projeto de modo que se tenha

algum grau de liberdade para a obtenção dos ganhos do ontrolador. As restrições para

a parte real guiam a moldagem do ganho de malha desejado. Observa-se que as margens

de estabilidade são garantidas pelas restrições da parte real devido ao fato das mesmas

estarem assoiadas à frequênia ωk. Desempenho também é guiado devido ao fato de que,

na frequênia de ruzamento de ganho ωLgc
, para a qual | L̄(jωLgc

) |= 1, a parte real

de�ne um limite para a largura de banda.
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3.2.2 O problema de otimização

O objetivo de ontrole é minimizar o índie IE de desempenho sob as restrições da Eq.

(3.3). O problema de otimização proposto para a obtenção dos ganhos do ontrolador é:

maximizar

ρ
Ki

sujeito a ρTℜ(jωk) ≥ ℜL(ωk)

para todo ωk onsiderado.

As frequênias sugeridas para serem utilizadas na formulação das restrições é de apro-

ximadamente uma déada abaixo da frequênia de ruzamento ωLgc
e até uma déada

aima, estando o intervalo separado por um número Nk de frequênias linearmente espa-

çadas. Se a função de ganho de malha atravessa o eixo imaginário positivo, omo quando

se tem atraso não nulo na espei�ação, a primeira frequênia a qual isto oorre, aso

seja menor do que uma déada aima da frequênia de orte, deve ser utilizada omo

frequênia máxima. Sugere-se a utilização de ao menos 20 pontos de frequênia (valor

baseado em experimentos).

A utilização dos pontos de frequênias sugerido é justi�ada pelo fato de que, por o

projeto onsiderar restrições para ada frequênia, as frequênias de ruzamento da função

ganho de malha de referênia e projetada são próximas.

Estabeleidas as ondições para o uso do método de projeto proposto, juntamente

om as espei�ações utilizadas para a apliação do mesmo, as restrições onsideradas

e o problema de otimização linear proposto para a obtenção dos ganhos do ontrolador

PID foram apresentados. Para melhor análise e entendimento do método, exemplos e

simulações são apresentados na próxima seção.

3.3 Simulações

O projeto de ontroladores PID sugerido é mostrado por meio de exemplos e ompara-

ções. O número de pontos de avaliação Nk onsiderados da função de transferênia de

malha aberta e as frequênias ωk igualmente espaçadas entre um intervalo espeí�o são

estabeleidos para ada aso.

Um onjunto de exemplos de modelos teste surgeridos em (ÅSTRÖM; HÄGGLUND,

2000) é utilizado para o estudo e análise dos projetos de ontrole, o qual é omposto

por uma oletânea de plantas testes padrão utilizadas para a pesquisa e a avaliação de

sistemas de ontrole PID, baseada em anos de experiênia e estudos.

Após a esolha da função de transferênia de referênia para o ganho de malha, que

ontém o omportamento desejado, as restrições são formuladas para ada ωk e o problema
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de otimização para a maximização de Ki sujeito às restrições é formulado. O problema

de otimização é resolvido utilizando programação linear e as soluções para ada aso

orrespondem aos ganhos do ontrolador. Em seguida, ada sistema em malha fehada

obtido é analisado.

O método de programação linear simplex dual presente no MatLab é utilizado para

a resolução dos problemas de otimização, om tolerânia de 10−7
e número máximo de

iterações possíveis igual a 85 (valores sugeridos pelo MatLab).

Exemplo 1. Sistema de primeira ordem om atraso

Considere a planta om função de transferênia:

G(s) =
1

(s+ 1)
e−0,2s. (3.4)

A frequênia da banda de passagem da planta G(jω) é ωGb = 1, 000 rad/s.

A função de transferênia de referênia L̄(s) utilizada para este exemplo é derivada da

função de transferênia de malha fehada om frequênia natural ωn igual a ωGb, que é

1, 000 rad/s, e atraso no tempo θ igual a 0, 200 s. A taxa de amorteimento utilizada ξ é

de 0, 700 para se garantir um máximo de pio da função de sensibilidade de MLS = 1, 371

(margem de módulo sLm = 0, 729). A margem de ganho obtida é de gLm = 8, 351 e a de

fase é φLm = 63, 436◦. Sua frequênia da banda de passagem é ωLb = 0, 796 rad/s e sua

frequênia de ruzamento é ωLgc = 0, 5889 rad/s.

O intervalo de frequênias onsiderado para a planta é de 0, 059 a 8, 830 rad/s (apro-

ximadamente uma déada abaixo da frequênia de orte ωLgc
até a frequênia em que

L̄(jω) função ruza o eixo imaginário), om Nk = 20 pontos de frequênia linearmente

espaçados.

O proedimento de programação linear proposto resulta nos ganhos do ontrolador

PID:

Kp = 0, 008 Ki = 0, 431 Kd = 0, 000. (3.5)

Ou seja, um ontrolador PI. A onstante do �ltro derivativo utilizada é Tf = 0, 1 s. A

frequênia de ruzamento do ganho de malha obtida é ωcg = 0, 400 rad/s, om margem

de ganho gm = 13, 200 e margem de fase φm = 64, 047◦.

A integral do erro IE para a resposta ao degrau unitário na referênia é de 3, 320,

enquanto que para um degrau de −0, 200 na perturbação de arga é de 0, 463. Utiliza-se a

notação 3, 320/0, 463 para expressar as integrais do erro para as situações desritas (omo,

por exemplo, na Tab. 3.1). De modo análogo, as integrais absolutas do erro IAE para a

resposta ao degrau unitário na referênia e para um degrau de −0, 200 na perturbação de

arga são dadas por 3, 643/0, 508.
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Para a quantização do esforço de ontrole, o máximo da função sensibilidade de on-

trole está alulado e é MSu = 1, 026.

Por a planta ter uma dinâmia de primeira ordem om atraso não dominante (atraso

menor que a onstante de tempo do sistema), o ganho de malha projetado tem dinâmia

próxima da espei�ação e são obtidas urvas de Nyquist próximas (Fig. 3.2). As di-

nâmias das funções de transferênia de malha fehada T também são próximas por as

ondições serem feitas para ada frequênia (Fig. 3.3). A frequênia da banda de passa-

gem da função de transferênia de malha fehada T obtida é ωb = 0, 665 rad/s. O máximo

da função sensibilidade obtido é MS = 1, 334 e o da função sensibilidade omplementar é

MT = 1, 000.

As respostas temporais on�rmam a proximidade de dinâmias entre o sistema de

referênia e o projetado (Fig. 3.5).

Tabela 3.1: Exemplo 1. Dados das espei�ações para o projeto do sistema de primeira

ordem om atraso

Planta Referênia

ωGb (rad/s) ωn (rad/s) ξ θ (s)

1, 000 1, 000 0, 700 0, 200
Nk ωki (rad/s) ωkf (rad/s) gLm φLm (

◦
) sLm

20 0, 059 8, 830 8, 351 63, 436 0, 729
ωLb (rad/s) ωLgc (rad/s) MLS

0, 794 0, 588 1, 371

Tabela 3.2: Exemplo 1. Projeto e araterístias do sistema de ontrole projetado

Controlador

Kp Ki Kd Tf (s)

0, 008 0, 431 0, 000 0, 100

Malha aberta

ωcg (rad/s) gm φm (

◦
) sm

0, 400 13, 200 64, 047 0, 750

Malha fehada

ωb (rad/s) MT MS

0, 660 1, 000 1, 334

Desempenho

IE IAE MSu

3, 320/0, 463 3, 643/0, 508 1, 026
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Figura 3.2: Diagrama de Nyquist da função de transferênia de referênia L̄(jω) (urva

ponto-traço vermelha) e projetada L(jω) (urva solida azul) - Exemplo 1
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab

Figura 3.3: Diagrama de Bode da função de transferênia de malha fehada T de referênia

(urva traejada vermelha) e projetada (urva solida azul) - Exemplo 1
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab
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Figura 3.4: Diagrama de Bode da função sensibilidade S (urva solida azul) - Exemplo 1
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab

Figura 3.5: Respostas a degraus na referênia (t = 0 s - amplitude 1) e na perturbação de

arga (t = 30 s - amplitude −0, 2) para o sistema de ontrole projetado (urva solida azul)

e para o sistema de malha fehada desejado (urva ponto-traço vermelha) - Exemplo 1
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab
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Figura 3.6: Sinal de ontrole para degraus na referênia (t = 0 s - amplitude 1) e na

perturbação de arga (t = 30 s - amplitude −0, 2) para o sistema de ontrole projetado

(urva solida azul) - Exemplo 1
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab

Exemplo 2. Sistema de segunda ordem om atraso

Considere a planta om função de transferênia:

G(s) =
1

(s+ 1)2
e−2s. (3.6)

Tabela 3.3: Exemplo 2. Dados das espei�ações para o projeto do sistema de segunda

ordem om atraso

Planta Referênia

ωGb (rad/s) ωn (rad/s) ξ θ (s)

0, 643 0, 642 0, 700 2, 000
Nk ωki (rad/s) ωkf (rad/s) gLm φLm (

◦
) sLm

20 0, 024 1, 292 2, 567 60, 449 0, 583
ωLb (rad/s) ωLgc (rad/s) MLS

0, 352 0, 244 1, 715

O ganho de malha projetado (Tab. 3.4) tem dinâmia próxima da espei�ação (Tab.

3.3) e são obtidas urvas de Nyquist próximas (Fig. 3.7); omo um pólo no ganho de malha
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Tabela 3.4: Exemplo 2. Projeto e araterístias do sistema de ontrole projetado

Controlador

Kp Ki Kd Tf (s)

0, 444 0, 232 0, 063 0, 100

Malha aberta

ωcg (rad/s) gm φm (

◦
) sm

0, 238 2, 724 60, 843 0, 588

Malha fehada

ωb (rad/s) MT MS

0, 592 1, 000 1, 702

Desempenho

IE IAE MSu

5, 319/0, 863 5, 716/0, 904 1, 086

de referênia está loalizado em−0, 899 e o outro em 0, 000, sem zeros, e no projetado estão

em −1, 000, −1, 000, −10, 000 e 0, 000, zeros em −3, 760 e 0, 570, tem-se que na região da

frequênia de ruzamento do sistema (prinipal responsável pela dinâmia do sistema) o

efeito do zero da função de referênia é ompensado no projeto om a loalização de um

zero antes dos pólos da planta e outro logo após, fazendo om que as dinâmias de ambas

sejam similares (Fig. 3.8).

A diferença maior oorre para altas frequênias devido às loalizações dos atrasos nas

funções de transferênias serem diferentes (para a planta, tem-se apenas um atraso no

numerador, enquanto que na espei�ação, tem-se um no numerador e outro no denomi-

nador) e também devido à presença do �ltro da parte derivativa do ontrolador.

Por as dinâmias das funções de transferênia de malha fehada T serem próximas

(Fig. 3.9), as respostas temporais a degraus também são (Fig. 3.11).

Figura 3.7: Diagrama de Nyquist da função de transferênia de referênia L̄(jω) (urva
ponto-traço vermelha) e projetada L(jω) (urva solida azul) - Exemplo 2
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab
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Figura 3.8: Diagrama de Bode da função de transferênia ganho de malha de referênia

L̄ (urva ponto-traço vermelha) e projetada L (urva solida azul) - Exemplo 2
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab

Figura 3.9: Diagrama de Bode da função de transferênia de malha fehada T de referênia

(urva traejada vermelha) e projetada (urva solida azul) - Exemplo 2
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab
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Figura 3.10: Diagrama de Bode da função sensibilidade S (urva solida azul) - Exemplo
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab

Figura 3.11: Respostas a degraus na referênia (t = 0 s - amplitude 1) e na perturbação

de arga (t = 30 s - amplitude −0, 2) para o sistema de ontrole projetado (urva solida

azul) e para o sistema de malha fehada desejado (urva ponto-traço vermelha) - Exemplo
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab
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Figura 3.12: Sinal de ontrole para degraus na referênia (t = 0 s - amplitude 1) e na

perturbação de arga (t = 30 s - amplitude −0, 2) para o sistema de ontrole projetado

(urva solida azul) - Exemplo 2
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab

Exemplo 3. Sistema de tereira ordem

Considere a planta om função de transferênia:

G(s) =
1

(s+ 1)3
. (3.7)

Como o sistema é de tereira ordem sem atraso, apresenta pontos de frequênia om parte

imaginária positiva. Para ompensar o efeito do pólo a mais que a referênia, pode-se

aproximar de um dos pólos do mesmo para um atraso a ser adotado na referênia por

meio de :

1
s+1

≈ e−s
. Consequentemente, esolhe-se θ = 1 s na espei�ação da referênia.

É reomendada, mas não é obrigatória, a ompensação do efeito de pólos a mais.

O ontrolador obtido é do tipo PI (Tab. 3.6). Devido à grande diferença entre a

estrutura das funções ganho de malha de referênia e projetada (a primeira apresenta

atrasos enquanto a segunda não), os diagramas de Bode das funções de transferênia

de malha fehada T de referênia e projetada não são próximos para altas frequênias

(Fig. 3.14); a in�uênia desta diferença é poua para a resposta temporal (Fig. 3.16)

devido à mudança de inlinação dos grá�os oorrer em frequênias próximas e às baixas

amplitudes para altas frequênias.
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Tabela 3.5: Exemplo 3. Dados das espei�ações para o projeto do sistema de tereira

ordem

Planta Referênia

ωGb (rad/s) ωn (rad/s) ξ θ (s)

0, 509 0, 510 0, 700 1, 000
Nk ωki (rad/s) ωkf (rad/s) gLm φLm (

◦
) sLm

20 0, 026 2, 010 4, 136 61, 884 0, 668
ωLb (rad/s) ωLgc (rad/s) MLS

0, 361 0, 261 1, 496

Tabela 3.6: Exemplo 3. Projeto e araterístias do sistema de ontrole projetado

Controlador

Kp Ki Kd Tf (s)

0, 093 0, 200 0, 000 0, 100

Malha aberta

ωcg (rad/s) gm φm (

◦
) sm

0, 190 6, 652 62, 773 0, 707

Malha fehada

ωb (rad/s) MT MS

0, 339 1, 000 1, 415

Desempenho

IE IAE MSu

5, 999/1, 004 6, 656/1, 108 1, 019

Figura 3.13: Diagrama de Nyquist da função de transferênia de referênia L̄(jω) (urva
ponto-traço vermelha) e projetada L(jω) (urva solida azul) - Exemplo 3
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab
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Figura 3.14: Diagrama de Bode da função de transferênia de malha fehada T de refe-

rênia (urva traejada vermelha) e projetada (urva solida azul) - Exemplo 3
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab

Figura 3.15: Diagrama de Bode da função sensibilidade S (urva solida azul) - Exemplo
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab
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Figura 3.16: Respostas a degraus na referênia (t = 0 s - amplitude 1) e na perturbação

de arga (t = 30 s - amplitude −0, 2) para o sistema de ontrole projetado (urva solida

azul) e para o sistema de malha fehada desejado (urva ponto-traço vermelha) - Exemplo
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab

Figura 3.17: Sinal de ontrole para degraus na referênia (t = 0 s - amplitude 1) e na

perturbação de arga (t = 30 s - amplitude −0, 2) para o sistema de ontrole projetado

(urva solida azul) - Exemplo 3
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab
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Exemplo 4. Sistema de quarta ordem

Considere a planta om função de transferênia:

G(s) =
1

(s+ 1)(0, 2s+ 1)(0, 22s + 1)(0, 23s+ 1)
. (3.8)

Esta planta apresenta quatro pólos espaçados exponenialmente.

Para este aso, a esolha do atraso para a espei�ação foi feita utilizando-se a apro-

ximação para os dois pólos da planta menos signi�ativos (ou seja, que ontêm parte real

negativa e om maior módulo), ou seja, θ = 0, 040+0, 008 = 0, 048. Os resultados obtidos

são similares aos dos exemplos anteriores, mostrando que o projeto resulta em um sistema

em malha fehada om margens de estabilidade e respostas temporais semelhantes às da

espei�ação para plantas de ordem maior que 2 (Tab. 3.8).

Tabela 3.7: Exemplo 4. Dados das espei�ações para o projeto do sistema de quarta

ordem

Planta Referênia

ωGb (rad/s) ωn (rad/s) ξ θ (s)

0, 960 0, 962 0, 700 0, 048
Nk ωki (rad/s) ωkf (rad/s) gLm φLm (

◦
) sLm

20 0, 061 33, 770 31, 660 64, 660 0, 770
ωLb (rad/s) ωLgc (rad/s) MLS

0, 812 0, 609 1, 299

Tabela 3.8: Exemplo 4. Projeto e araterístias do sistema de ontrole projetado

Controlador

Kp Ki Kd Tf (s)

0, 062 0, 459 0, 000 0, 100

Malha aberta

ωcg (rad/s) gm φm (

◦
) sm

0, 422 24, 719 64, 413 0, 763

Malha fehada

ωb (rad/s) MT MS

0, 680 1, 000 1, 311

Desempenho

IE IAE MSu

3, 174/0, 440 3, 491/0, 484 1, 032
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Figura 3.18: Diagrama de Nyquist da função de transferênia de referênia L̄(jω) (urva
ponto-traço vermelha) e projetada L(jω) (urva solida azul) - Exemplo 4
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab

Figura 3.19: Diagrama de Bode da função de transferênia de malha fehada T de refe-

rênia (urva traejada vermelha) e projetada (urva solida azul) - Exemplo 4

A
m

p
lit

u
d

e
 (

d
B

)

-60

-40

-20

0  

20 

10-1 100 101 

F
a

s
e

 (
g

ra
u

s
)

-270

-180

-90 

0   

Diagrama de Bode

Frequência  (rad/s)
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Figura 3.20: Diagrama de Bode da função sensibilidade S (urva solida azul) - Exemplo
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab

Figura 3.21: Respostas a degraus na referênia (t = 0 s - amplitude 1) e na perturbação

de arga (t = 30 s - amplitude −0, 2) para o sistema de ontrole projetado (urva solida

azul) e para o sistema de malha fehada desejado (urva ponto-traço vermelha) - Exemplo

4
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab
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Figura 3.22: Sinal de ontrole para degraus na referênia (t = 0 s - amplitude 1) e na

perturbação de arga (t = 30 s - amplitude −0, 2) para o sistema de ontrole projetado

(urva solida azul) - Exemplo 4
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab

Exemplo 5. Sistema de quarta ordem

Considere a planta om função de transferênia:

G(s) =
1

(s+ 1)4
. (3.9)

Para este exemplo, a função de transferênia de referênia utilizada é derivada da

espei�ação sem a onsideração da dinâmia da planta para a esolha dos parâmetros.

A esolha dos parâmetros da espei�ação é feita a partir de uma função de transferênia

de malha fehada a qual ontêm o omportamento temporal desejado para a resposta ao

degrau na referênia do sistema em malha fehada.

O diagrama de Nyquist da função de referênia e da obtida para a malha fehada são

mostradas na Fig. 3.23. Observa-se que as margens impostas aproximam as respostas em

frequênia da referênia e do ganho de malha projetado. Embora pareça que no grá�o

as ondições são violadas, isto não oorre pois as restrições são baseadas nas frequênias

ωk, omo ilustrado na Fig. 3.24.

Do grá�o de Bode (Fig. 3.25) das funções de transferênia projetada e de referên-

ia, observa-se que as restrições também impõem performane, pois ambos os grá�os

apresentam valores similares em frequênias aproximadas.
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Na Fig. 3.27 é apresentada a resposta a um degrau unitário na referênia, em t = 0

s, e um degrau de −0, 2 na perturbação de arga, em t = 30 s. Observa-se que o sistema

om ontrolador não apenas segue a referênia, mas também rejeita perturbações degrau

na arga. O sinal de ontrole neessário para se ter esta resposta temporal é apresentado

na Fig. 3.28.

Tabela 3.9: Exemplo 5. Dados das espei�ações para o projeto do sistema de quarta

ordem

Planta Referênia

ωGb (rad/s) ωn (rad/s) ξ θ (s)

0, 434 1, 000 0, 700 0, 000
Nk ωki (rad/s) ωkf (rad/s) gLm φLm (

◦
) sLm

20 0, 065 6, 482 ∞ 65, 156 0, 783
ωLb (rad/s) ωLgc (rad/s) MLS

0, 861 0, 648 1, 276

Tabela 3.10: Exemplo 5. Projeto e araterístias do sistema de ontrole projetado

Controlador

Kp Ki Kd Tf (s)

1, 249 0, 440 1, 111 0, 100

Malha aberta

ωcg (rad/s) gm φm (

◦
) sm

0, 424 4, 825 63, 980 0, 675

Malha fehada

ωb (rad/s) MT MS

0, 832 1, 000 1, 482

Desempenho

IE IAE MSu

3, 271/0, 454 3, 495/0, 462 12, 360
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Figura 3.23: Diagrama de Nyquist da função de transferênia de referênia L̄(jω) (urva
ponto-traço vermelha) e projetada L(jω) (urva solida azul) - Exemplo 5
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab

Figura 3.24: Parte real da função de transferênia de ganho de malha projetada (linha

sólida azul) e da de referênia (linha traejada vermelha) em função da frequênia (rad/s)

- Exemplo 5
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab
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Figura 3.25: Diagrama de Bode da função de transferênia de malha fehada T de refe-

rênia (urva traejada vermelha) e projetada (urva solida azul) - Exemplo 5
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab

Figura 3.26: Diagrama de Bode da função sensibilidade S (urva solida azul) - Exemplo
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab
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Figura 3.27: Respostas a degraus na referênia (t = 0 s - amplitude 1) e na perturbação

de arga (t = 30 s - amplitude −0, 2) para o sistema de ontrole projetado (urva solida

azul) e para o sistema de malha fehada desejado (urva ponto-traço vermelha) - Exemplo
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab

Figura 3.28: Sinal de ontrole para degraus na referênia (t = 0 s - amplitude 1) e na

perturbação de arga (t = 30 s - amplitude −0, 2) para o sistema de ontrole projetado

(urva solida azul) - Exemplo 5
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab
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Exemplo 5a. Sistema de quarta ordem om variações na frequênia natural

Este exemplo apresenta os projetos de três ontroladores PID para a mesma planta do

exemplo 5, sendo o valor da frequênia natural ωn da espei�ação a mudança entre ada

projeto (a qual também resulta em mudança do intervalo de frequênias onsiderado -

Tab. 3.11, 3.12 e 3.13).

Para todos os projetos, as funções de transferênia de referênia utilizadas tem taxa de

amorteimento de 0, 700 (para se garantir um máximo de pio da função de sensibilidade

de 1, 276) e atraso no tempo nulo.

Tabela 3.11: Exemplo 5a. Dados da referênia do projeto 1 (ωn = 0, 6 rad/s)

ωn (rad/s) ξ θ (s)

0, 600 0, 700 0, 000
gLm φLm (

◦
) sLm

∞ 65, 156 0, 784
ωLb (rad/s) ωLgc (rad/s) MLS

0, 518 0, 390 1, 276
Nk ωki (rad/s) ωkf (rad/s)

20 0, 039 3, 889

Tabela 3.12: Exemplo 5a. Dados da referênia do projeto 2 (ωn = 1, 0 rad/s)

ωn (rad/s) ξ θ (s)

1, 000 0, 700 0, 000
gLm φLm (

◦
) sLm

∞ 65, 156 0, 784
ωLb (rad/s) ωLgc (rad/s) MLS

0, 865 0, 649 1, 276
Nk ωki (rad/s) ωkf (rad/s)

20 0, 065 6, 482

Tabela 3.13: Exemplo 5a. Dados da referênia do projeto 3 (ωn = 1, 4 rad/s)

ωn (rad/s) ξ θ (s)

1, 400 0, 700 0, 000
gLm φLm (

◦
) sLm

∞ 65, 156 0, 784
ωLb (rad/s) ωLgc (rad/s) MLS

1, 205 0, 908 1, 276
Nk ωki (rad/s) ωkf (rad/s)

20 0, 091 9, 075
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Tabela 3.14: Exemplo 5a. Ganhos dos ontroladores PID

Projeto 1
Kp Ki Kd Tf (s)

0, 787 0, 324 0, 584 0, 100

Projeto 2
Kp Ki Kd Tf (s)

1, 249 0, 440 1, 111 0, 100

Projeto 3
Kp Ki Kd Tf (s)

1, 480 0, 499 1, 338 0, 100

Tabela 3.15: Dados obtidos para ada projeto - exemplo 5a

ωcg (rad/s) gm φm (

◦
) MS MT IE tempo de subida (s)

Projeto 1 0, 303 7, 068 64, 094 1, 363 1, 000 4, 084/0, 617 4, 077
Projeto 2 0, 424 4, 825 63, 980 1, 482 1, 000 3, 271/0, 454 2, 698
Projeto 3 0, 496 4, 095 61, 722 1, 585 1, 000 3, 007/0, 401 2, 276

A alteração do valor de ωn nas espei�ações não altera os valores das margens de

estabilidade (para restrições sem atraso). Mesmo os diagramas de Nyquist das espei�-

ações tendo o mesmo formato, os diagramas para os sistemas projetados são diferentes

(Fig. 3.29) pois as restrições são feitas para ada frequênia.

Apenas om a análise do diagrama de Bode das funções de transferênia ganho de

malha L projetadas (Fig. 3.30) não é evidente o efeito da mudança nas espei�ações; as

mudanças são mais evidentes no diagrama de Bode das funções de transferênia de malha

fehada, em que o aumento de ωn na espei�ação resulta em um aumento da banda de

passagem da malha fehada (Fig. 3.31).

A variação nas frequênias naturais das espei�ações resultam em variações nas res-

postas temporais tanto das espei�ações quanto dos projetos (Fig. 3.33); quanto maior

ωn, mais rápida a resposta do sistema à mudanças no sinal de referênia e, para este aso,

também é mais rápida a rejeição de perturbações na arga.
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Figura 3.29: Diagrama de Nyquist das funções de transferênia de referênia L̄(jω) (urva
sólida azul esuro - todas estão sobrepostas) e projetadas L(jω) para ωn = 0, 6 rad/s

(urva solida azul laro om írulos), ωn = 1, 0 rad/s (urva solida laranja om quadrados)

e ωn = 1, 4 rad/s (urva solida amarela om triângulos) - Exemplo 5a
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab

Figura 3.30: Diagrama de Bode da função de transferênia ganho de malha L para ωn =
0, 6 rad/s (urva solida azul laro om írulos), ωn = 1, 0 rad/s (urva solida laranja om

quadrados) e ωn = 1, 4 rad/s (urva solida amarela om triângulos) - Exemplo 5a
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab
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Figura 3.31: Diagrama de Bode da função de transferênia de malha fehada T para as

referênias em urvas ponto-traço azul esuro: ωn = 0, 6 (om estrela), 1, 0 (om losangos)

e 1, 4 rad/s (om +), e para os sistemas projetados om ωn = 0, 6 rad/s (urva solida

azul laro om írulos), ωn = 1, 0 rad/s (urva solida laranja om quadrados) e ωn = 1, 4
rad/s (urva solida amarela om triângulos) - Exemplo 5a
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab

Figura 3.32: Diagrama de Bode da função sensibilidade S para ωn = 0, 6 rad/s (urva

solida azul laro om írulos), ωn = 1, 0 rad/s (urva solida laranja om quadrados) e

ωn = 1, 4 rad/s (urva solida amarela om triângulos) - Exemplo 5a
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab



Capítulo 3. Moldagem de Malha Pela Componente Real 64

Figura 3.33: Respostas a degraus na referênia (t = 0 s - amplitude 1) e na perturbação

de arga (t = 30 s - amplitude −0, 2) para os sistemas de malha fehada desejados (urvas

ponto-traço azul esuro) para ωn = 0, 6 rad/s (om estrelas), ωn = 1, 0 rad/s (om

losangos) e ωn = 1, 4 rad/s (om +) e para o sistema de ontrole projetado (urva solida)

para ωn = 0, 6 rad/s (azul om írulos), ωn = 1, 0 rad/s (laranja om quadrados) e

ωn = 1, 4 rad/s (amarelo om triângulos) - Exemplo 5a
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Figura 3.34: Sinal de ontrole para degraus na referênia (t = 0 s - amplitude 1) e na

perturbação de arga (t = 30 s - amplitude −0, 2) para o sistema de ontrole projetado

para ωn = 0, 6 rad/s (urva solida azul om írulos), ωn = 1, 0 rad/s (urva solida laranja

om quadrados) e ωn = 1, 4 rad/s (urva solida amarela om triângulos) - Exemplo 5a
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab
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Exemplo 5b. Sistema de quarta ordem om variações na taxa de amortei-

mento

Este exemplo apresenta os projetos de três ontroladores PID para a mesma planta do

exemplo 5, sendo o taxa de amorteimento ξ da espei�ação a mudança entre ada

projeto (a qual também resulta em mudança do intervalo de frequênias onsiderado -

Tab. 3.16, 3.17 e 3.18)).

Para todos os projetos, as funções de transferênia de referênia utilizadas tem frequên-

ia natural ωn igual a 1, 000 rad/s e atraso θ nulo.

Tabela 3.16: Exemplo 5b. Dados da referênia do projeto 1 (ξ = 0, 5)

ωn (rad/s) ξ θ (s)

1, 000 0, 500 0, 000
gLm φLm (

◦
) sLm

∞ 51, 830 0, 681
ωLb (rad/s) ωLgc (rad/s) MLS

1, 007 0, 787 1, 468
Nk ωki (rad/s) ωkf (rad/s)

20 0, 079 7, 861

Tabela 3.17: Exemplo 5b. Dados da referênia do projeto 2 (ξ = 0, 7)

ωn (rad/s) ξ θ (s)

1, 000 0, 700 0, 000
gLm φLm (

◦
) sLm

∞ 65, 156 0, 784
ωLb (rad/s) ωLgc (rad/s) MLS

0, 865 0, 649 1, 276
Nk ωki (rad/s) ωkf (rad/s)

20 0, 065 6, 482

Tabela 3.18: Exemplo 5b. Dados da referênia do projeto 3 (ξ = 0, 9)

ωn (rad/s) ξ θ (s)

1, 000 0, 900 0, 000
gLm φLm (

◦
) sLm

∞ 73, 514 0, 845
ωLb (rad/s) ωLgc (rad/s) MLS

0, 733 0, 534 1, 184
Nk ωki (rad/s) ωkf (rad/s)

20 0, 053 5, 327
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Tabela 3.19: Exemplo 5b. Ganhos dos ontroladores PID

Projeto 1
Kp Ki Kd Tf (s)

1, 880 0, 722 1, 664 0, 100

Projeto 2
Kp Ki Kd Tf (s)

1, 249 0, 440 1, 111 0, 100

Projeto 3
Kp Ki Kd Tf (s)

0, 869 0, 295 0, 920 0, 100

Tabela 3.20: Dados obtidos para ada projeto - exemplo 5b

ωgc (rad/s) gm φm (

◦
) MS MT IE tempo de subida (s)

Projeto 1 0, 629 3, 180 48, 189 1, 363 1, 251 2, 387/0, 277 1, 774
Projeto 2 0, 424 4, 825 63, 980 1, 482 1, 000 3, 271/0, 454 2, 698
Projeto 3 0, 285 7, 019 74, 955 1, 585 1, 000 4, 390/0, 678 5, 474

A variação do ξ tem omo onsequênia direta a variação do máximo da função sen-

sibilidade e na mínima distânia entre a urva de Nyquist e o ponto rítio (−1, 0) (Fig.

3.35); quanto maior o valor de ξ, maiores as margens de estabilidade.

A variação do ξ na função de transferênia de malha fahada T tem omo onsequênia

o aumento dos pios e da urvatura da urva em torno da frequênia ωn; o mesmo efeito

é observado para os diagramas de Bode dos sistemas projetados (Fig. 3.37).

A variação nas taxas de amorteimento das espei�ações resultam em variações nas

respostas temporais tanto das espei�ações quanto dos projetos (Fig. 3.33); quanto

maior ξ, mais amorteida e mais lenta é a resposta do sistema a resposta do sistema

à mudanças no sinal de referênia e também é mais rápida a rejeição de perturbações

na arga. Devido à diminuição das margens de estabilidade om a diminuição de ξ, as

respostas dos sistemas tornam-se mais osilatórias.
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Figura 3.35: Diagrama de Nyquist das funções de transferênia de referênia L̄(jω) em

urva ponto-traço azul: ξ = 0, 5 (om estrela), ξ = 0, 7 (om losangos) e ξ = 0, 9 (om +) e

projetada L(jω) para ξ = 0, 5 rad/s (urva solida azul om írulos), ξ = 0, 7 rad/s (urva

solida laranja om quadrados) e ξ = 0, 9 rad/s (urva solida amarela om triângulos) -

Exemplo 5b

-1,5 -1  -0,5 0   0,5 1   1,5 
-1,5

-1  

-0,5

0   

0,5 

1   

1,5 

Diagrama de Nyquist

Eixo imaginário

E
ix

o
 r

e
a
l

Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab

Figura 3.36: Diagrama de Bode da função de transferênia ganho de malha L para ξ = 0, 5
rad/s (urva solida azul om írulos), ξ = 0, 7 rad/s (urva solida laranja om quadrados)

e ξ = 0, 9 rad/s (urva solida amarela om triângulos) - Exemplo 5b
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Figura 3.37: Diagrama de Bode da função de transferênia de malha fehada T de referên-

ia em urvas ponto-traço azul: ξ = 0, 5 (om estrelas), ξ = 0, 7 (om losangos) e ξ = 0, 9
e projetada para ξ = 0, 5 rad/s (urva solida azul om írulos), ξ = 0, 7 rad/s (urva

solida laranja om quadrados) e ξ = 0, 9 rad/s (urva solida amarela om triângulos) -

Exemplo 5b
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Figura 3.38: Diagrama de Bode da função sensibilidade S para ξ = 0, 5 rad/s (urva

solida azul om írulos), ξ = 0, 7 rad/s (urva solida laranja om quadrados) e ξ = 0, 9
rad/s (urva solida amarela om triângulos) - Exemplo 5b

A
m

p
lit

u
d
e
 (

d
B

)

-40

-30

-20

-10

0  

10 

10-2 10-1 100 101 

F
a
s
e
 (

g
ra

u
s
)

-45

0  

45 

90 

135

Diagrama de Bode

Frequência  (rad/s)

Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab



Capítulo 3. Moldagem de Malha Pela Componente Real 69

Figura 3.39: Respostas a degraus na referênia (t = 0 s - amplitude 1) e na perturbação

de arga (t = 30 s - amplitude −0, 2) para os sistemas de malha fehada desejados (urvas

ponto-traço azul) para ξ = 0, 5 rad/s (om estrelas), ξ = 0, 7 rad/s (om losangos) e

ξ = 0, 9 e para o sistema de ontrole projetado (urva solida) para ξ = 0, 5s (azul om

írulos), ξ = 0, 7 (laranja om quadrados) e ξ = 0, 9 (amarela om triângulos) - Exemplo

5b
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Figura 3.40: Sinal de ontrole para degraus na referênia (t = 0 s - amplitude 1) e na

perturbação de arga (t = 30 s - amplitude −0, 2) para o sistema de ontrole projetado

om ξ = 0, 5 rad/s (urva solida azul om írulos), ξ = 0, 7 rad/s (urva solida laranja

om quadrados) e ξ = 0, 9 rad/s (urva solida amarela om triângulos) - Exemplo 5b
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab
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3.4 Conlusões

Nesse Capítulo é desrito o método para projeto de ontrolador PID baseado na moldagem

da omponente real da função de transferênia ganho de malha.

O projeto é formulado omo um problema de otimização linear e o objetivo de ontrole

do método proposto é minimizar a integral de erro ou, equivalentemente, maximizar o

ganho integral. Restrições de robustez são formuladas baseadas no formato da omponente

real de uma função de transferênia de ganho de malha de referênia em pontos espeí�os

de frequênia.

A exeução do método de projeto proposto pode ser feita utilizando-se ferramentas

padrões de otimização linear, é simples e neessita apenas da resposta em frequênia do

proesso em alguns pontos.

Os exemplos expostos são de plantas om dinâmias entre primeira e quarta ordem,

podendo apresentar atrasos. Com a apliação do método proposto são obtidos ganhos

para os quais a resposta em frequênia do sistema em malha fehada está de aordo om

as restrições estabeleidas e aproxima-se da resposta da espei�ação; variações nas espe-

i�ações levam a variações semelhantes da resposta em frequênia do sistema projetado.

As respostas temporais do sistema em malha fehada obtido são tais que a variável

ontrolada do mesmo segue variações na referênia inlusive om o proesso submetido a

perturbações degraus na arga; respostas a degraus na referênia ou na perturbação de

arga são semelhantes às respostas da espei�ação.



Capítulo 4

Moldagem de Malha Por Área Convexa

4.1 Introdução

Neste apítulo apresenta-se um novo método para o projeto de ontroladores PID utili-

zando programação linear para a maximização da rejeição a perturbações sujeita a restri-

ções de robustez. Este método está baseado na moldagem de uma função de transferênia

ganho de malha de referênia que forma uma região onvexa no diagrama de Nyquist

que ontém e limita o diagrama de Nyquist da função de transferênia ganho de ma-

lha projetada; onsequentemente, valores mínimos para as margens de estabilidade são

garantidos.

Além das restrições de robustez, apresenta-se uma espei�ação opional de desempe-

nho relaionada à frequênia de ruzamento do ganho de malha projetado.

A prinipal ontribuição do método proposto está na formulação das restrições, om

base em (KARIMI; KUNZE; LONGCHAMP, 2007), om a adição de restrições ompostas

por onjunto de retas que não apenas espei�am as margens de estabilidade, mas também

o omportamento temporal aproximado do sistema de malha fehada.

A lasse de sistemas lineares estáveis e invariantes no tempo om apenas uma entrada

e uma saída é onsiderada. O problema de otimização é proposto, om algumas sugestões

para as variáveis de projeto, é resolvido para alguns exemplos e o sistema em malha

fehada projetado é analisado.

Outra maneira de formular o problema de otimização é omo um problema de otimi-

zação onvexa, utilizando-se ao invés de onjunto de retas, expressões não lineares que

demaram as regiões onvexas, resolvendo-se usando algoritmos de programação onvexa;

os autores preferiram a forma apresentada por ser soluionável por ferramentas de software

simples e pela failidade da formulação das expressões que formam as restrições.

71
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4.1.1 Espei�ações de projeto e de robustez

As espei�ações de projeto e de robustez usadas para o método proposto são dadas no

formato de uma urva no plano omplexo que forma uma região onvexa que onterá o

diagrama de Nyquist da função de transferênia ganho de malha projetada. Observa-se

que a urva pode ser utilizada para inluir as margens lássias de estabilidade. Para este

apítulo, esolhe-se uma função de transferênia ganho de malha de referênia L̄(jω).

4.1.2 Espei�ação adiional de desempenho

Para se impor desempenho, pode-se ser espei�ada uma frequênia mínima de ruza-

mento ωDgc, que é a menor frequênia em que a função de transferênia ganho de malha

L(s) tem amplitude unitária. Esta espei�ação é opional. Para este apítulo, a mínima

frequênia de ruzamento de ganho proposta é a frequênia de ruzamento de ganho da

função de transferênia ganho de malha de referênia L̄(jω), ωLgc
, usada anteriormente

para a espei�ação de robustez.

A esolha de uma frequênia mínima de ruzamento tem omo resultado a imposição

de um valor máximo para a frequênia de ruzamento da função ganho de malha projetada

L(s) igual a ωgc; onsequentemente, o sistema em malha fehado projetado apresentará

resposta temporal tão lenta quanto (ou mais lenta que) a resposta da espei�ação. A

redução da veloidade de resposta é útil, por exemplo, em sistemas que ontêm reações

químias nas quais é �xo o tempo de resposta neessário para a variável ontrolada.

4.2 Projeto do ontrolador

São apresentadas as restrições de base (restrições relaionadas à reta) que são utilizadas

para formular o onjunto de retas para às restrições propostas e, em seguida, as restrições

são formuladas para garantir-se robustez e desempenho. O problema de otimização para

o projeto de ontroladores é formulado.

4.2.1 Formulação das restrições

Restrições relaionadas a uma reta

Considera-se a função de transferênia de ganho de malha omo representada na Eq. 2.54;

a �m de garantir que a urva Nyquist desta função �que abaixo e à direita de uma linha

om inlinação α e que interepte o eixo real em −b (Fig. 4.1), a seguinte restrição é

apliada:

ρ (cotα ℑ(ωk)− ℜ(ωk)) ≤ b, (4.1)
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para todo ωk (ver (KARIMI; KUNZE; LONGCHAMP, 2007)).

Figura 4.1: Reta no diagrama de Nyquist om inlinação α e que interepra o eixo real

em −b

Fonte: Elaborado pelo autor

Restrições relaionadas às espei�ações de projeto e de robustez

Para garantir a robustez, é desejado ter a função de transferênia ganho de malha em

qualquer frequênia ω dentro de uma região onvexa que é determinada pela espei�ação

de robustez. A região onvexa proposta é delimitada pelo onjunto de retas obtidas pela

interonexão de pontos de frequênia no diagrama de Nyquist da função de transferênia

de ganho de malha de referênia (Eq. 2.59), para uma faixa de frequênias ωq logaritmi-

amente espaçadas. É onsiderado um onjunto de retas em vez da própria urva para

formular o problema de otimização omo uma programação linear (Fig. 4.2).

Para a formulação das restrições para ada linha q, a distânia entre a reta e a origem

no eixo real, bq, e a inlinação entre a linha e o eixo real, αq, são obtidas usando dois pontos

de frequênia adjaentes da faixa de frequênias logaritmiamente espaçadas onsideradas

no diagrama de Nyquist.

Assim, variando-se ωq de ω0 a ωNq
, sendo o intervalo dividido em (Nq + 1) pontos

logaritmiamente espaçados, obtém-se:

aq =
Im(L̄(jωq))− Im(L̄(jωq−1))

Re(L̄(jωq))− Re(L̄(jωq−1))
, (4.2)

αq = arctan (aq) , (4.3)

bq = Im(L̄(jωq))− aqRe(L̄(jωq)). (4.4)
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As restrições são então dadas por:

ρ (cotαq ℑ(ωk)−ℜ(ωk)) ≤ bq, (4.5)

para q variando de 1 a Nq e para todo ωk onsiderado.

Figura 4.2: Ilustração grá�a das restrições relaionadas à espei�ação de robustez
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab

Restrições relaionadas à espei�ação adiional de desempenho

Para garantir desempenho relaionado à frequênia mínima de ruzamento de ganho (op-

ional), um onjunto de retas que formam uma aproximação de um írulo om raio 1 e

entro na origem do diagrama Nyquist é usado omo restrição para frequênias maiores

que este mínimo espei�ado. O proedimento é análogo ao expliado para a formulação

de restrição de robustez.

É onsiderado um onjunto de retas em vez da própria urva para formular o problema

de otimização omo linear.

Assim, variando-se xl de x0 = −1 a xNl
= 0, sendo o intervalo dividido em (Nl + 1)

pontos uniformemente espaçados (espei�ação apenas para o tereiro quadrante), obtém-

se:

al = −

√

1− x2
l −

√

1− x2
l−1

xl − xl−1
, (4.6)
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αl = arctan (al) , (4.7)

bl = −

(

√

1− x2
l + al(−1 + xl)

)

/al. (4.8)

As restrições são então dadas por:

ρ (cotαl ℑ(ωk)−ℜ(ωk)) ≤ bl, (4.9)

para l variando de 1 a Nl e para ωk ≥ ωDgc.

Adiionalmente, variando-se xl de xNl
= 0 a x2Nl

= 1, sendo o intervalo dividido em

(Nl+1) pontos uniformemente espaçados (espei�ação apenas para o quarto quadrante),

obtém-se:

al = −

√

1− x2
l −

√

1− x2
l−1

xl − xl−1

, (4.10)

αl = arctan (al) , (4.11)

bl = −

(

√

1− x2
l + al(−1 + xl)

)

/al. (4.12)

As restrições são então dadas por:

ρ (−cotαl ℑ(ωk) + ℜ(ωk)) ≤ bl, (4.13)

para l variando de Nl + 1 a 2Nl e para ωk ≥ ωDgc.

Na Fig. 4.3 é apresentado o onjunto de retas que formam as restrições para o tereiro

e quarto quadrantes, omo espei�ado anteriormente, onsiderando Nl = 25. Na maioria

dos asos, não é neessária a formulação de restrições para o primeiro e segundo quadrante

pois normalmente para frequênias maiores a amplitude da função de transferênia ganho

de malha deai e o diagrama de Nyquist permanee dentro do írulo unitário. Caso seja

neessário, o proedimento é análogo ao dos quadrantes apresentados.

Observações

A robustez é obtida pois em todas as frequênias a função de transferênia ganho de

malha permanee distante do ponto (−1, 0) om uma distânia mínima de�nida pela

região onvexa formada por L̄. Os valores máximos possíveis para os ritérios lássios de

robustez margem de ganho e margem de fase (quando existir), bem omo para a função

de sensibilidade, também são de�nidos e são iguais aos de L̄.

O desempenho relaionado à frequênia de ruzamento de ganho é obtido no sentido

de que em frequênias maiores que ωLDgc
o diagrama de Nyquist permanee dentro do
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Figura 4.3: Ilustração grá�a das restrições relaionadas à espei�ação de desempenho
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab

írulo unitário entrado na origem.

4.2.2 O problema de otimização

O objetivo de ontrole é minimizar o índie de desempenho IE sob as restrições da Eq.

4.5 e possivelmente da Eq. 4.13. O problema de otimização proposto para a obtenção dos

ganhos do ontrolador é:

maximizar

ρ
Ki

sujeito a ρ (cotαq ℑ(ωk)−ℜ(ωk)) ≤ bq para todo ωk,

ρ (cotαl ℑ(ωk)−ℜ(ωk)) ≤ bl para ωk ≥ ωDgc,

para todo q e l onsiderado.

As frequênias sugeridas para serem usadas para formular os oe�ientes de restrições

αq e bq, relaionadas à espei�ação de robustez, estão em torno de uma déada abaixo da

frequênia de ruzamento de ganho de L̄(jω) e até uma déada aima, estando limitada à

frequênia em que o diagrama de Nyquist de L̄(jω) ruza o eixo real. A sugestão é feita

om base em experimentos e justi�ada por serem os pontos de frequênias no entorno e

inluindo a frequênia de ruzamento os que mais ontribuem para a dinâmia do sistema.

Os valores de Nq e Nl dependem da preisão desejada para a região permitida para o

diagrama de Nyquist e para o valor da frequênia de ruzamento de ganho mínimo ωDgc,
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respetivamente. Sugere-se a utilização de pelo menos 10 pontos para ada formulação de

restrições (valor baseado em experimentos).

As frequênias sugeridas para serem usadas para formular as restrições estão em torno

de uma déada abaixo da frequênia da largura da banda de passagem de Ḡ(jω) e até

algumas déadas aima dela. Sugere-se a utilização de pelo menos Nk = 10 pontos de

frequênia para a formulação das restrições (valor baseado em experimentos).

4.3 Simulações

O projeto de ontroladores PID sugerido é mostrado por meio de exemplos. O número

de pontos de avaliação onsiderados da função de transferênia de malha aberta é de�-

nido para ada exemplo, estando as frequênias ωk logaritmiamente espaçadas entre um

intervalo espeí�o também estabeleido para ada aso.

Um onjunto de exemplos de modelos teste surgeridos em (ÅSTRÖM; HÄGGLUND,

2000) é utilizado para o estudo e análise dos projetos de ontrole, o qual é omposto

por uma oletânea de plantas testes padrão utilizadas para a pesquisa e a avaliação de

sistemas de ontrole PID, baseada em anos de experiênia e estudos.

Após a de�nição da função de transferênia de referênia para o ganho de malha, os

oe�ientes das restrições para as espei�ações de robustez e opionalmente de desem-

penho são obtidos e o problema de otimização para maximizar Ki sujeito às restrições

é formulado. Em seguida, o problema de otimização é resolvido utilizando programação

linear e a solução, ρ, ontém os ganhos do ontrolador PID.

O método de programação linear simplex dual presente no MatLab é utilizado para

a resolução dos problemas de otimização, om tolerânia de 10−7
e número máximo de

iterações possíveis igual a 85 (valores sugeridos pelo MatLab).

Exemplo 1. Sistema de primeira ordem om atraso

Considere a planta om função de transferênia:

G(s) =
1

(s+ 1)
e−0,2s. (4.14)

A frequênia da banda de passagem da planta G(jω) é ωGb = 1, 000 rad/s; o intervalo

de frequênias ωk onsiderado para a planta é de 0, 100 a 9, 978 rad/s (aproximadamente

uma déada a mais e uma a menos que ωGb), om Nk = 20 pontos de frequênia logarit-

miamente espaçados.

A função de transferênia de referênia utilizada para este exemplo é derivada da

função de transferênia de malha fehada om frequênia natural ωn igual a ωGb, que é
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1, 000 rad/s, e atraso no tempo θ igual a 0, 200 s. A taxa de amorteimento ξ utilizada é de

0, 700 para se garantir um máximo de pio da função de sensibilidade de MLS = 1, 371 (e

uma margem de módulo de sLm = 0, 729). A margem de ganho obtida é de gLm = 8, 351

e a de de fase é φLm = 63, 436◦. Sua frequênia da banda de passagem é ωLb = 0, 796

rad/s e sua frequênia de ruzamento é ωLgc = 0, 5889 rad/s.

A extensão das frequênias ωq utilizadas para a obtenção dos oe�ientes para as

restrições de robustez é variando de 0, 059 a 2, 703 (de aproximadamente uma déada

abaixo da frequênia de ruzamento de L̄(s) até a frequênia em que L̄(jω) ruza o eixo

real), om Nq = 50 pontos de frequênia logaritmiamente espaçados.

Estabelee-se a mínima frequênia de ruzamento de ganho permissível para a função

de transferênia ganho de malha projetada om a adição da espei�ação de desempenho

om o número de pontos utilizados para a obtenção dos oe�ientes para as restrições de

desempenho de Nl = 50 e a mínima frequênia de ruzamento de ganho permissível ωDgc

igual a 0, 588 rad/s.

O valor esolhido para a onstante de tempo do �ltro da omponente derivativa é

Tf = 0, 100 s. O proedimento de programação linear proposto resulta nos ganhos do

ontrolador PID

Kp = 0, 515 Ki = 0, 857 Kd = 0, 200. (4.15)

A frequênia de ruzamento do ganho de malha obtida é ωcg = 0, 694 rad/s; o valor é

um pouo aima da mínima frequênia de ruzamento de ganho permissível devido às

aproximações de onvexidade feitas ao se utilizar um onjunto de retas. Ao se aumentar

o valor de Nl, valores mais próximos ao espei�ado são obtidos.

A margem de ganho obtida é gm = 5, 935, a de fase é φm = 72, 857◦ e de módulo é

sm = 0, 829. Comparando om os valores das espei�ações, onsta-se que as margens

de fase e de módulo obtidas são maiores que as margens da espei�ação. A margem

de ganho obtida não é maior que a da espei�ação devido a mesma oorrer para altas

frequênias e não abranger os pontos de frequênias utilizados no projeto.

Para a função ganho de malha projetada satisfazer a espei�ação de robustez, observa-

se (Fig. 4.4) que a urva de Nyquist é deformada om uma mudança abrupta de direção,

porém a mesma oorre para altas frequênias. O método de projeto desloa os zeros do

ontrolador para altas frequênias, de modo que o valor do módulo de L apresenta pouas

variações apenas para altas frequênias (Fig. 4.5).

Como as funções de malha fehada S e T dependem diretamente do valor de L, observa-

se que também há pouas variações de amplitude em altas frequênias (Fig. 4.7 e Fig. 4.6).

A frequênia da banda de passagem da função de transferênia de malha fehada T obtida

é ωb = 0, 865 rad/s. O máximo da função sensibilidade omplementar é MT = 1, 000 e o

máximo da função sensibilidade obtido é de MS = 1, 207.
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Como a frequênia de ruzamento da espei�ação e do projeto são próximas e as

deformidades no diagrama de Bode de T são pequenas e de altas frequênias, a resposta

temporal do sistema e da espei�ação é próxima (Fig. 4.8).

A integral do erro IE para a resposta ao degrau unitário na referênia é de 2, 169,

enquanto que para um degrau de −0, 200 na perturbação de arga é de 0, 233. Utiliza-se a

notação 2, 169/0, 233 para expressar as integrais do erro para as situações desritas (omo,

por exemplo, na Tab. 3.1). De modo análogo, as integrais absolutas do erro IAE para a

resposta ao degrau unitário na referênia e para um degrau de −0, 200 na perturbação de

arga são dadas por 2, 400/0, 257.

Para a quantização do esforço de ontrole, o máximo da função sensibilidade de on-

trole está alulado e é MSu = 2, 597.

Todos os dados das espei�ações e do projeto estão apresentados em Tab. 4.1 e Tab.

4.2.

Tabela 4.1: Exemplo 1. Dados das espei�ações para o projeto do sistema de primeira

ordem om atraso

Planta Referênia

ωGb (rad/s) ωn (rad/s) ξ θ (s)

1, 000 1, 000 0, 700 0, 200
Nk ωki (rad/s) ωkf (rad/s) gm φm (

◦
) sm

20 0, 100 9, 978 8, 351 63, 436 0, 729
ωLb (rad/s) ωLgc (rad/s) MS

Desempenho 0, 794 0, 588 1, 371
ωDgc (rad/s) Nl Nq ωqi (rad/s) ωqf (rad/s)

0, 588 50 50 0, 059 2, 703

Tabela 4.2: Exemplo 1. Projeto e dados do projeto

Controlador

Kp Ki Kd Tf (s)

0, 515 0, 857 0, 200 0, 100

Malha aberta

ωcg (rad/s) gm φm (

◦
) sm

0, 694 5, 935 72, 857 0, 829

Malha fehada

ωb (rad/s) MT MS

0, 863 1, 000 1, 207

Desempenho

IE IAE MSu

2, 169/0, 233 2, 400/0, 257 2, 597
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Figura 4.4: Diagrama de Nyquist da função de transferênia de referênia L̄(jω) (urva

ponto-traço vermelha) e projetada L(jω) (urva solida azul) - Exemplo 1
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab

Figura 4.5: Diagrama de Bode da função de transferênia ganho de malha L (urva solida

azul) - Exemplo 1
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Figura 4.6: Diagrama de Bode da função de transferênia de malha fehada T (urva

solida azul) - Exemplo 1
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab

Figura 4.7: Diagrama de Bode da função sensibilidade S (urva solida azul) - Exemplo 1
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Figura 4.8: Respostas a degraus na referênia (t = 0 s - amplitude 1) e na perturbação de

arga (t = 30 s - amplitude −0, 2) para o sistema de ontrole projetado (urva solida azul)

e para o sistema de malha fehada desejado (urva ponto-traço vermelha) - Exemplo 1
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab

Figura 4.9: Sinal de ontrole para degraus na referênia (t = 0 s - amplitude 1) e na per-

turbação de arga (t = 30 s - amplitude−0, 2) para o sistema de ontrole projetado (urva

solida azul) e para o sistema de malha fehada desejado (urva ponto-traço vermelha) -

Exemplo 1
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab
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Exemplo 2. Sistema de segunda ordem om atraso

Considere a planta om função de transferênia:

G(s) =
1

(s+ 1)2
e−2s. (4.16)

Tabela 4.3: Exemplo 2. Dados das espei�ações para o projeto do sistema de primeira

segunda om atraso

Planta Referênia

ωGb (rad/s) ωn (rad/s) ξ θ (s)

0, 643 0, 642 0, 700 2, 000
Nk ωki (rad/s) ωkf (rad/s) gm φm (

◦
) sm

20 0, 064 6, 423 2, 567 60, 449 0, 583
ωLb (rad/s) ωLgc (rad/s) MS

Desempenho 0, 352 0, 244 1, 715
ωDgc (rad/s) Nl Nq ωqi (rad/s) ωqf (rad/s)

0, 244 50 50 0, 024 0, 713

Tabela 4.4: Exemplo 2. Projeto e dados do projeto

Controlador

Kp Ki Kd Tf (s)

0, 634 0, 285 0, 625 0, 100

Malha aberta

ωcg (rad/s) gm φm (

◦
) sm

0, 275 2, 601 64, 147 0, 612

Malha fehada

ωb (rad/s) MT MS

0, 566 1, 000 1, 635

Desempenho

IE IAE MSu

4, 508/0, 700 4, 781/0, 745 6, 882

Como esperado, todas as margens obtidas são maiores que as da espei�ação.

Para a função ganho de malha projetada satisfazer a espei�ação de desempenho

(Tab. 4.3), observa-se (Fig. 4.10) que a urva de Nyquist é levemente deformada nas

frequênias próximas da frequênia mínima imposta. O método de projeto desloa os zeros

do ontrolador para frequênias menores que a frequênia mínima, de modo a manter o

valor do módulo de L om pouas variações em torno da frequênia mínima (Fig. 4.11) e

fazer om que a espei�ação seja satisfeita.

Como as funções de malha fehada S e T dependem diretamente do valor de L, observa-

se que também há diminuição de inlinação da amplitude em torno da frequênia mínima

(Fig. 4.12 e Fig. 4.13); as osilações em altas frequênias são onsequênia do atraso da
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planta. A diminuição da inlinação resulta em uma resposta ao degrau na referênia om

algumas deformidades na urva, porém om tempos de resposta próximos ao da referênia

(Fig. 4.14).

Figura 4.10: Diagrama de Nyquist da função de transferênia de referênia L̄(jω) (urva
ponto-traço vermelha) e projetada L(jω) (urva solida azul) - Exemplo 2
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab

Figura 4.11: Diagrama de Bode da função de transferênia ganho de malha L (urva

solida azul) - Exemplo 2
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Figura 4.12: Diagrama de Bode da função de transferênia de malha fehada T (urva

solida azul) - Exemplo 2
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab

Figura 4.13: Diagrama de Bode da função sensibilidade S (urva solida azul) - Exemplo

2

M
a

g
n

it
u

d
e

 (
d

B
)

-30

-20

-10

0  

10 

10-2 10-1 100 101 

A
m

p
lit

u
d

e
 (

d
B

)

-45

0  

45 

90 

Diagrama de Bode

Frequência  (rad/s)

F
a

s
e

 (
g

ra
u

s
)
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Figura 4.14: Respostas a degraus na referênia (t = 0 s - amplitude 1) e na perturbação

de arga (t = 30 s - amplitude −0, 2) para o sistema de ontrole projetado (urva solida

azul) e para o sistema de malha fehada desejado (urva ponto-traço vermelha) - Exemplo
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab

Figura 4.15: Sinal de ontrole para degraus na referênia (t = 0 s - amplitude 1) e na per-

turbação de arga (t = 30 s - amplitude−0, 2) para o sistema de ontrole projetado (urva

solida azul) e para o sistema de malha fehada desejado (urva ponto-traço vermelha) -

Exemplo 2
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab
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Exemplo 3. Sistema de tereira ordem

Considere a planta om função de transferênia:

G(s) =
1

(s+ 1)3
. (4.17)

Tabela 4.5: Exemplo 3. Dados das espei�ações para o projeto do sistema de tereira

ordem

Planta Referênia

ωGb (rad/s) ωn (rad/s) ξ θ (s)

0, 509 0, 510 0, 700 1, 000
Nk ωki (rad/s) ωkf (rad/s) gm φm (

◦
) sm

20 0, 051 5, 091 4, 136 61, 884 0, 668
ωLb (rad/s) ωLgc (rad/s) MS

Desempenho 0, 361 0, 261 1, 496
ωDgc (rad/s) Nl Nq ωqi (rad/s) ωqf (rad/s)

50 0, 261 50 0, 026 0, 883

Tabela 4.6: Exemplo 3. Projeto e dados do projeto

Controlador

Kp Ki Kd Tf (s)

0, 801 0, 443 3, 029 0, 100

Malha aberta

ωcg (rad/s) gm φm (

◦
) sm

0, 278 11, 348 90, 963 0, 774

Malha fehada

ωb (rad/s) MT MS

0, 276 1, 000 1, 292

Desempenho

IE IAE MSu

3, 245/0, 462 4, 114/0, 614 31, 092

Para a função ganho de malha projetada satisfazer a espei�ação de desempenho

(Tab. 4.5), observa-se (Fig. 4.16) que a urva de Nyquist é deformada nas frequênias

próximas à frequênia mínima imposta. O método de projeto desloa os zeros do ontro-

lador para frequênias menores que a frequênia mínima, de modo a manter o valor do

módulo de L om pouas variações em torno da frequênia mínima (Fig. 4.17) e fazer

om que a espei�ação seja satisfeita.

Como as funções de malha fehada S e T dependem diretamente do valor de L, observa-

se que também há pouas variações de amplitude em torno da frequênia mínima (Fig.

4.18 e Fig. 4.19). Isto resulta em uma resposta ao degrau na referênia om algumas

deformidades na urva, porém om tempos de resposta próximos ao da referênia (Fig.

4.20).
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O sinal de ontrole para seguir o degrau unitário de referênia atinge valor de pio alto

(31, 092 - Fig. 4.21), omo era de se esperar por MSu = 31, 092 (Fig. 4.22 e Tab. 4.6);

a ausa disso é a relação entre o ganho derivativo do ontrolador e a onstante de tempo

do �ltro, Tf = 0, 100 s.

Figura 4.16: Diagrama de Nyquist da função de transferênia de referênia L̄(jω) (urva
ponto-traço vermelha) e projetada L(jω) (urva solida azul) - Exemplo 3
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab

Figura 4.17: Diagrama de Bode da função de transferênia ganho de malha L (urva

solida azul) - Exemplo 3
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Figura 4.18: Diagrama de Bode da função de transferênia de malha fehada T (urva

solida azul) - Exemplo 3
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab

Figura 4.19: Diagrama de Bode da função sensibilidade S (urva solida azul) - Exemplo
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab
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Figura 4.20: Respostas a degraus na referênia (t = 0 s - amplitude 1) e na perturbação

de arga (t = 30 s - amplitude −0, 2) para o sistema de ontrole projetado (urva solida

azul) e para o sistema de malha fehada desejado (urva ponto-traço vermelha) - Exemplo

3
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab

Figura 4.21: Sinal de ontrole para degraus na referênia (t = 0 s - amplitude 1) e na per-

turbação de arga (t = 30 s - amplitude−0, 2) para o sistema de ontrole projetado (urva

solida azul) e para o sistema de malha fehada desejado (urva ponto-traço vermelha) -

Exemplo 3
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab
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Figura 4.22: Diagrama de Bode da função sensibilidade de ontrole Su (urva solida azul)

- Exemplo 3
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab

Exemplo 3a. Sistema de tereira ordem e projeto sem restrição de desempenho

O projeto agora é feito sob as mesmas ondições do exemplo anterior, tirando-se a espe-

i�ação de desempenho.

Tabela 4.7: Exemplo 3a. Projeto e dados do projeto sem restrição de desempenho

Controlador

Kp Ki Kd Tf (s)

2, 722 1, 078 2, 616 0, 100

Malha aberta

ωcg (rad/s) gm φm (

◦
) sm

1, 195 8, 542 64, 986 0, 682

Malha fehada

ωb (rad/s) MT MS

2, 104 1, 000 1, 466

Desempenho

IE IAE MSu

1, 934/0, 185 2, 052/0, 192 28, 884

A urva de Nyquist do sistema projetado apresenta deformações apenas devido a

espei�ação de robustez (Fig. 4.23), de modo que os zeros do ontrolador �am em

baixas frequênias(Fig. 4.24).

A resposta temporal obtida para o sistema sem restrições de desempenho é mais rápida

do que a da espei�ação, omo pode ser observado analisando-se os valores das frequênias

de ruzamento para ada aso (Tab. 4.6 e Tab. 4.7), justamente devido a não haver

restrição de um valor máximo para esta frequênia.
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Observa-se que os valores de ontrole não dependem diretamente da espei�ação de

desempenho da máxima frequênia de ruzamento, pois os valores máximos para os sinais

de ontrole são próximos (Fig. 4.21 e Fig. 4.26). Este é um indíio de que ou o valor da

onstante do �ltro não é apropriado (muito baixo) e não de que o valor esolhido para

ωDgc é muito baixo.

Figura 4.23: Diagrama de Nyquist da função de transferênia de referênia L̄(jω) (urva
ponto-traço vermelha) e projetada L(jω) (urva solida azul) - Exemplo 3a
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab

Figura 4.24: Diagrama de Bode da função de transferênia ganho de malha L (urva

solida azul) - Exemplo 3a
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab
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Figura 4.25: Respostas a degraus na referênia (t = 0 s - amplitude 1) e na perturbação

de arga (t = 30 s - amplitude −0, 2) para o sistema de ontrole projetado (urva solida

azul) e para o sistema de malha fehada desejado (urva ponto-traço vermelha) - Exemplo

3a
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab

Figura 4.26: Sinal de ontrole para degraus na referênia (t = 0 s - amplitude 1) e na per-

turbação de arga (t = 30 s - amplitude−0, 2) para o sistema de ontrole projetado (urva

solida azul) e para o sistema de malha fehada desejado (urva ponto-traço vermelha) -

Exemplo 3a
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab
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Exemplo 3b. Sistema de tereira ordem e ontrolador om Tf = 1, 000 s

O projeto agora é feito sob as mesmas ondições do Exemplo 3., mudando-se o valor de

Tf de 0, 100 para 1, 000 s.

Tabela 4.8: Exemplo 3b. Projeto e dados do projeto alterando-se a onstante de tempo

do �ltro

Controlador

Kp Ki Kd Tf (s)

0, 643 0, 391 2, 535 1, 000

Malha aberta

ωcg (rad/s) gm φm (

◦
) sm

0, 278 4, 828 90, 953 0, 668

Malha fehada

ωb (rad/s) MT MS

0, 275 1, 000 1, 497

Desempenho

IE IAE MSu

3, 529/0, 540 4, 267/0, 677 3, 916

Aumentando-se em 10 vezes o valor de Tf , diminuiu-se em aproximada mente 10 vezes

o valor do pio do sinal de ontrole (Fig. 4.21 e Fig. 4.29, respetivamente); o valor de

MSu também passou de 31, 092 a 3, 916 (Tab. 4.8).

Figura 4.27: Diagrama de Nyquist da função de transferênia de referênia L̄(jω) (urva
ponto-traço vermelha) e projetada L(jω) (urva solida azul) - Exemplo 3b
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab
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Figura 4.28: Respostas a degraus na referênia (t = 0 s - amplitude 1) e na perturbação

de arga (t = 30 s - amplitude −0, 2) para o sistema de ontrole projetado no Exemplo

3(urva solida azul), para o sistema de ontrole projetado no Exemplo 3b(urva solida

om írulos amarela) e para o sistema de malha fehada desejado (urva ponto-traço

vermelha) - Exemplo 3b
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab

Figura 4.29: Sinal de ontrole para degraus na referênia (t = 0 s - amplitude 1) e na per-

turbação de arga (t = 30 s - amplitude−0, 2) para o sistema de ontrole projetado (urva

solida azul) e para o sistema de malha fehada desejado (urva ponto-traço vermelha) -

Exemplo 3b
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab
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Exemplo 4. Sistema de quarta ordem

Considere a planta om função de transferênia:

G(s) =
1

(s+ 1)(0, 2s+ 1)(0, 22s + 1)(0, 23s+ 1)
. (4.18)

Tabela 4.9: Exemplo 4. Dados das espei�ações para o projeto do sistema de quarta

ordem

Planta Referênia

ωGb (rad/s) ωn (rad/s) ξ θ (s)

0, 960 0, 962 0, 700 0, 048
Nk ωki (rad/s) ωkf (rad/s) gm φm (

◦
) sm

20 0, 096 9, 602 31, 660 64, 660 0, 770
ωLb (rad/s) ωLgc (rad/s) MS

Desempenho 0, 812 0, 609 1, 299
ωDgc (rad/s) Nl Nq ωqi (rad/s) ωqf (rad/s)

0, 609 50 50 0, 061 5, 330

Tabela 4.10: Exemplo 4. Projeto e dados do projeto

Controlador

Kp Ki Kd Tf (s)

0, 852 1, 106 1, 283 0, 100

Malha aberta

ωcg (rad/s) gm φm (

◦
) sm

0, 668 7, 333 95, 353 0, 764

Malha fehada

ωb (rad/s) MT MS

0, 643 1, 000 1, 309

Desempenho

IE IAE MSu

1, 902/0, 183 2, 262/0, 242 14, 091

Para que a espei�ação de desempenho tenha sido respeitada (Tab. 4.9), a ampli-

tude do ganho de malha projetado manteve-se om amplitude om pouas variações para

frequênias entre ω = 0, 860 e ω = 10 rad/s e om grandes variações na fase (Fig. 4.31),

o que no diagrama de Nyquist resulta na urva para valores após a frequênia de ruza-

mento ωgc perto do írulo de raio 1 e entro (0, 0) do ganho de malha projetada (Fig.

4.30); esta manutenção do módulo no intervalo de frequênias faz om que se tenha alta

taxa da variação da variável de referênia, porém por obter-se frequênias de ruzamento

próximas (diferença menor que 6%), a resposta temporal do sistema é próxima da resposta

da espei�ação (Fig. 4.32).

Os resultados obtidos são semelhantes aos dos exemplos anteriores, mostrando-se que

mesmo para sistemas om dinâmia mais omplexa (quatro pólos espaçados exponenial-
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mente); o sistema em malha fehada obtido apresenta margens de estabilidade maiores ou

iguais às da espei�ação (Tab.4.10 - om exeção apenas da margem de ganho por ela ser

estabeleida em altas frequênias) e o omportamento das respostas temporais à degraus

na referênia e na perturbação de arga são próximos do omportamento da espei�ação.

Figura 4.30: Diagrama de Nyquist da função de transferênia de referênia L̄(jω) (urva
ponto-traço vermelha) e projetada L(jω) (urva solida azul) - Exemplo 4
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab

Figura 4.31: Diagrama de Bode da função de transferênia de referênia L̄(jω) (urva

ponto-traço vermelha) e projetada L(jω) (urva solida azul) - Exemplo 4

A
m

p
lit

u
d
e
 (

d
B

)

-60

-40

-20

0  

20 

40 

10-1 100 101 

F
a
s
e
 (

g
ra

u
s
)

-225

-180

-135

-90 

-45 

0   

Diagrama de Bode

Frequência  (rad/s)
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Figura 4.32: Respostas a degraus na referênia (t = 0 s - amplitude 1) e na perturbação

de arga (t = 30 s - amplitude −0, 2) para o sistema de ontrole projetado (urva solida

azul) e para o sistema de malha fehada desejado (urva ponto-traço vermelha) - Exemplo

4
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab

Para melhor entendimento do efeito da variação dos parâmetrosNk, Nq eNl, apresentam-

se os exemplos a seguir. Considerou-se a mesma planta do Exemplo 4 para todos os asos.

Exemplo 4a. Sistema de quarta ordem om Nk = 5 pontos

O intervalo de frequênias onsiderado para a planta é de 0, 096 a 9, 602 rad/s, om

Nk = 5 pontos de frequênia logaritmiamente espaçados. Todos os outros parâmetros e

espei�ações são os mesmos do Exemplo 4.

Tabela 4.11: Exemplo 4a. Projeto e dados do projeto om Nk = 5 pontos

Controlador

Kp Ki Kd Tf (s)

1, 264 1, 435 1, 241 0, 100

Malha aberta

ωcg (rad/s) gm φm (

◦
) sm

0, 960 7, 131 109, 808 0, 757

Malha fehada

ωb (rad/s) MT MS

0, 812 1, 000 1, 321

Desempenho

IE IAE MSu

1, 698/0, 138 1, 935/0, 171 14, 116

Quanto menor o número de pontos de frequênia Nk utilizado para o projeto, menos

informações sobre a dinâmia da planta são onsideradas no projeto e maiores as hanes
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de pontos de frequênia entre os onsiderados não satisfazerem as ondições de robustez

e desempenho. Por outro lado, observa-se que mesmo om a utilização de pouos pontos

(Nk = 5 pontos) o projeto é próximo ao om a utilização de 50 pontos; os pontos em

amarelo são os de frequênia utilizados no projeto em que Nk = 5 (Fig. 4.33).

Figura 4.33: Diagrama de Nyquist da função de transferênia de referênia L̄(jω) (urva
ponto-traço vermelha) e projetada L(jω) para Nk = 5 (urva pontilhada azul) e para

Nk = 50 (urva solida laranja)
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab

Exemplo 4b. Sistema de quarta ordem om Nq = 5 pontos

A extensão das frequênias utilizadas para a obtenção dos oe�ientes para as restrições

de robustez é ωq variando de 0, 061 a 5, 330 (de aproximadamente duas déadas abaixo

da frequênia de ruzamento de L̄(s) até sua frequênia da banda de passagem ωLb), om

Nq = 5 pontos de frequênia logaritmiamente espaçados. Todos os outros parâmetros e

espei�ações são os mesmos do Exemplo 4.

Comparando-se Fig. 4.34 om Fig. 4.35, observa-se que a diminuição da quantidade

de pontos Nq resulta em restrições de robustez mais onservadoras que as da espei�ação

pois a área permissível para o ganho de malha projetado diminui. Para este exemplo, não

se observam variações visíveis no diagrama de Nyquist do ganho de malha projetado.
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Tabela 4.12: Exemplo 4b. Projeto e dados do projeto om Nq = 5 pontos

Controlador

Kp Ki Kd Tf (s)

0, 810 1, 071 1, 126 0, 100

Malha aberta

ωcg (rad/s) gm φm (

◦
) sm

0, 668 8, 273 91, 986 0, 787

Malha fehada

ωb (rad/s) MT MS

0, 657 1, 000 1, 270

Desempenho

IE IAE MSu

1, 933/0, 188 2, 282/0, 244 12, 093

Figura 4.34: Ilustração grá�a das restrições relaionadas à espei�ação de robustez om

Nq = 5 pontos
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab

Figura 4.35: Ilustração grá�a das restrições relaionadas à espei�ação de robustez om

Nq = 50 pontos
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab
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Exemplo 4. Sistema de quarta ordem om Nl = 5 pontos

Estabelee-se a mínima frequênia de ruzamento de ganho permissível para a função de

transferênia ganho de malha projetada om a adição da espei�ação de desempenho

om o número de pontos utilizados para a obtenção dos oe�ientes para as restrições

de desempenho de Nl = 5 e a mínima frequênia de ruzamento de ganho permissível

ωgc igual a 0, 609 rad/s. Todos os outros parâmetros e espei�ações são os mesmos do

Exemplo 4.

Tabela 4.13: Exemplo 4. Projeto e dados do projeto om Nl = 5 pontos

Controlador

Kp Ki Kd Tf (s)

0, 846 1, 101 1, 274 0, 100

Malha aberta

ωcg (rad/s) gm φm (

◦
) sm

0, 669 7, 382 95, 043 0, 765

Malha fehada

ωb (rad/s) MT MS

0, 643 1, 000 1, 307

Desempenho

IE IAE MSu

1, 906/0, 184 2, 267/0, 243 13, 975

Comparando-se Fig. 4.36 om Fig. 4.3, observa-se que a diminuição da quantidade de

pontos Nl resulta em restrições de desempenho menos onservadoras que as da espei�-

ação pois a área permissível para o ganho de malha para frequênias superiores a ωDgc

aumenta; isto resulta na possibilidade de obtenção de frequênias de ruzamento maiores

(porém próximas) que a espei�ação.

Para este exemplo, não se observam variações visíveis no diagrama de Nyquist do

ganho de malha projetado.

Figura 4.36: Ilustração grá�a das restrições relaionadas à espei�ação de desempenho
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab
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4.4 Conlusões

O projeto de ontrolador PID robusto é formulado omo um problema de otimização

linear e o objetivo de ontrole do método proposto é minimizar a integral de erro ou,

equivalentemente, maximizar o ganho integral. A função de transferênia de ganho malha

é �namente limitada por retas que formam uma região onvexa, região a qual se propõe ser

delimitada pelo grá�o de ganho de malha obtido a partir de uma função de transferênia

de malha fehada desejada.

A exeução do método de projeto proposto pode ser feita utilizando-se ferramentas

padrões de otimização linear, é simples e neessita apenas da resposta em frequênia do

proesso em alguns pontos.

Observando-se os resultados das simulações, tem-se que om a apliação do método

proposto de projeto de ontroladores PID, são obtidos ganhos para os quais a resposta

em frequênia do sistema em malha fehada está de aordo om as restrições estabelei-

das. As margens de estabilidade para os sistemas projetados são maiores ou iguais às da

espei�ação (om exeção apenas da margem de ganho quando a mesma é estabeleida

em altas frequênias).

Quando adiionada a espei�ação de desempenho, as respostas temporais dos siste-

mas em malha fehada obtidos são próximas das respostas das espei�ações; a variável

ontrolada do sistema segue variações na referênia inlusive om o proesso submetido a

perturbações degraus na arga.



Capítulo 5

Comparações

Neste apítulo apresentam-se omparações entre os métodos propostos na dissertação,

moldagem de malha pela omponente real (Capítulo 3) e moldagem de malha por área

onvexa (Capítulo 4), e o método apresentado em (GRASSI; TSAKALIS, 2000). Todos

os métodos têm em omum o uso de problema de otimização para alular os ganhos

do ontrolador PID e a utilização de uma função de transferênia ganho de malha de

referênia (ou desejada).

Iniialmente apresenta-se o método de (GRASSI; TSAKALIS, 2000) e em seguida os

três métodos estão apliados a alguns exemplos, analisados e omparados. Este método

foi esolhido para se ter uma omparação entre projetos om abordagens semelhantes,

objetivando-se uma omparação justa.

5.1 Método (GRASSI; TSAKALIS, 2000)

Ténia de moldagem de malha para ajuste de ontroladores PID em que os parâmetros do

ontrolador são ajustados de forma a minimizar a diferença entre a função de transferênia

ganho de malha projetada L(jω) e a desejada L̄(jω). O problema é formulado no domínio

da frequênia omo uma otimização onvexa.

A minimização da diferença proposta é a minimização da norma in�nito, ou seja,

minimizar o valor absoluto de L(jω)− L̄(jω):

| L(jω)− L̄(jω) |,

para todas as frequênias ω. A notação para a norma in�nito é ‖| L(jω)− L̄(jω) ‖∞.

Considera-se a lasse de sistemas lineares estáveis e invariantes no tempo om apenas

uma entrada e uma saída representada pela função de transferênia G(s). É assumido

que a resposta em frequênia em um número �nito Nk de pontos, G(jωk), k = 1, ..., N ,

103
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é onheida em pontos relevantes da resposta em frequênia os quais serão esolhidos

baseando-se na frequênia da banda de passagem da própria planta.

A lasse de ontroladores PID onsiderada é

K(s) = Kp +Ki

1

s
+Kd

s

1 + Tfs
, (5.1)

om Tf (onheido) sendo a onstante de tempo do �ltro e Kp, Ki e Kd os ganhos do

ontrolador.

A seguinte forma do ontrolador será utilizada

K(s) = φGR(s)K
T
num, (5.2)

om

Knum = [K1, K2, K3], (5.3)

φGR(s) =

[

s

1 + Tfs
,

1

1 + Tfs
,

1

s(1 + Tfs)

]

, (5.4)

sendo Kp = K2 −K3Tf , Ki = K3 e Kd = K1 −K2Tf +K3T
2
f .

A função de transferênia ganho de malha projetada L(jω) pode ser esrita na forma

L(jω) = G(jω)K(jω) = G(jω)φGR(jω)K
T
num = F (jω)KT

num, (5.5)

em que F (jω) = G(jω)φGR(jω).

Assim, o objetivo de ontrole é minimizar a diferença entre a função de transferênia

ganho de malha projetada L(jω) e a desejada L̄(jω). O problema de otimização proposto

para a obtenção dos ganhos do ontrolador é:

minimizar

Knum

‖ F (jω)K − L(jω) ‖∞ .

A frequênia ω reebe valores no onjunto de números reais. Na prátia, são esolhidos

Nk pontos de frequênia ωk logaritmiamente espaçados. As frequênias usadas para

formular as restrições estão em torno de uma déada abaixo da frequênia da largura da

banda de passagem de G(jω) e até algumas déadas aima dela.

Para a resolução do problema de otimização onvexa, utilizou-se a ferramenta CVX

instalável no MatLab, a qual tem o proedimento de utilização e o método utilizado para

a otimização expliado em (GRANT; BOYD; YE, 2008).
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5.2 Comparações

Para todos os exemplos, utilizou-se Tf = 0, 100 s.

Exemplo 1. Sistema de primeira ordem om atraso

Considere a planta om função de transferênia:

G(s) =
1

(s+ 1)
e−0,2s. (5.6)

Esta é a mesma planta onsiderada no Exemplo 1. dos Capítulos 3 e 4.

A função de transferênia ganho de malha desejada é

L̄(s) =
e−0,2s

s2 + 1, 8s+ 1− e−0,2s
, (5.7)

e a mesma é utilizada para todos os projetos. Os dados sobre a mesma estão apresentados

na Tab. 5.1.

Tabela 5.1: Exemplo 1. Dados da função de transferênia de referênia

Referênia

ωn (rad/s) ξ θ (s)

1, 000 0, 900 0, 200
gm φm (

◦
) sm

10, 553 71, 016 0, 792
ωLb (rad/s) ωLgc (rad/s) MS

0, 671 0, 486 1, 263

Para o projeto de moldagem de malha por área onvexa, adiionou-se a espei�ação

de desempenho da frequênia mínima de orte igual a ωDgc = 0, 486 rad/s (om Nl = 50).

Para os outros projetos não é neessária a adição de espei�ação de desempenho por as

restrições e as minimizações serem feitas para ada frequênia.

Para todos os projetos foram utilizados Nk = 20 pontos de frequênia da planta, sendo

que para o projeto pela omponente real as frequênias estão linearmente espaçadas de

0, 049 a 4, 860 rad/s (de uma déada a menos a uma déada a mais que a frequênia de

orte da espei�ação ωLgc); para os outros dois métodos, as frequênias estão logaritmi-

amente espaçadas de 0, 100 a 10, 000 rad/s (de uma déada a menos a uma déada a

mais que a frequênia de ruzamento da planta ωGb = 1, 000 rad/s).

Para a espei�ação de robustez do projeto de moldagem por área onvexa utilizou-se

Nq = 50 pontos logaritmiamente espaçados de 0, 049 a 2, 986 rad/s (de uma déada a
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menos que a frequênia de orte da espei�ação ωLgc até a frequênia que o ganho de

malha ruza o eixo imaginário).

Tabela 5.2: Exemplo 1. Ganhos dos ontroladores projetados e espei�ações obtidas

para ada projeto - sistema de primeira ordem om atraso

Componente real Área onvexa (GRASSI; TSAKALIS, 2000)

Kp 0, 012 0, 399 0, 196
Ki 0, 298 0, 624 0, 506
Kd 0, 000 0, 149 0, 000
Tf 0, 100 0, 100 0, 100

ωcg (rad/s) 0, 286 0, 544 0, 466
gm 21, 263 7, 869 32, 613

φm (

◦
) 71, 387 75, 967 69, 921

sm 0, 812 0, 871 0, 839
ωb (rad/s) 0, 424 0, 669 0, 673

MT 1, 000 1, 000 1, 000
MS 1, 231 1, 149 1, 192
IE 4, 361/0, 671 2, 606/0, 320 2, 979/0, 395
IAE 4, 396/0, 676 2, 729/0, 334 3, 115/0, 411
MSu 1, 000 1, 923 1, 003

Valores próximos para os máximos das funções sensibilidade e sensibilidade omple-

mentar foram obtidos, bem omo para as margens de fase (Tab. 5.2). Para os projetos

pela omponente real e por (GRASSI; TSAKALIS, 2000) foram obtidos ontroladores do

tipo PI.

A espei�ação adiional de desempenho para o projeto por área onvexa impõe o

formato da urva de Nyquist om mudança brusa de direionamento da urva (Fig. 5.1)

para frequênias no entorno de 1, 100 rad/s; por a mudança de direionamento oorrer

para amplitudes de T menores que −10 dB (Fig. 5.2), a resposta do sistema em malha

fehada à degraus na referênia e na perturbação de arga é próxima ao da referênia (Fig.

5.3). A margem de ganho não foi maior que a da referênia por oorrer em frequênias

aima das utilizadas no projeto (oorreu para ω = 11, 000 rad/s).

O projeto por (GRASSI; TSAKALIS, 2000) obtém o ontrolador PI o qual a função

ganho de malha é a mais próxima possível da referênia, que para este aso é pratiamente

a própria referênia (Fig. 5.1). A resposta do sistema em malha fehada à degraus na

referênia e na perturbação de arga pratiamente sobrepõe-se à da referênia (Fig. 5.3).

O sistema em malha fehada obtido om o projeto por parte real é mais lento que os

outros, porém não apresenta sobre-sinal; é também o que apresenta variações mais lentas

no sinal de ontrole (Fig. 5.4).

No método da moldagem por área onvexa, as respostas temporais obtidas foram

próximas das obtidas om (GRASSI; TSAKALIS, 2000) (melhor aproximação frequenial
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possível), utilizando-se um problema de otimização linear (uja resolução pode ser feita

om softwares simples omo o Mirosoft Exel da Mirosoft O�e). O projeto feito

om moldagem de malha da parte real obteve um sistema mais lento e om margens de

estabilidade melhores melhores que as da referênia.

A integral do erro IE para o sistema obtido pelo método por área onvexa é menor

que o por (GRASSI; TSAKALIS, 2000)), porém o esforço de ontrole (baseando-se em

MSu) é pratiamente o dobro.

Figura 5.1: Diagrama de Nyquist da função de transferênia de referênia L̄(jω) (urva
ponto-traço vermelha) e projetada L(jω) (urvas solidas) para a moldagem pela parte

real (azul om írulos), por área onvexa (laranja om quadrados) e por (GRASSI; TSA-

KALIS, 2000) (amarela om triângulos)- Exemplo 1
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab



Capítulo 5. Comparações 108

Figura 5.2: Diagrama de Bode da função de transferênia de malha fehada T para o

sistema de malha fehada desejado (urva ponto-traço azul) e para o sistema de on-

trole projetado (urvas solidas) para a moldagem pela parte real (azul om írulos), por

área onvexa (laranja om quadrados) e por (GRASSI; TSAKALIS, 2000) (amarela om

triângulos) - Exemplo 1
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab

Figura 5.3: Respostas a degraus na referênia (t = 0s - amplitude 1) e na perturbação de

arga (t = 30s - amplitude −0, 2) para o sistema de malha fehada desejado (urva ponto-

traço azul) e para o sistema de ontrole projetado (urvas solidas) para a moldagem pela

parte real (azul om írulos), por área onvexa (laranja om quadrados) e por (GRASSI;

TSAKALIS, 2000) (amarela om triângulos) - Exemplo 1
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab
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Figura 5.4: Sinal de ontrole para degraus na referênia (t = 0s - amplitude 1) e na

perturbação de arga (t = 30s - amplitude −0, 2) para o sistema de ontrole projetado

(urvas solidas) para a moldagem pela parte real (azul om írulos), por área onvexa

(laranja om quadrados) e por (GRASSI; TSAKALIS, 2000) (amarela om triângulos) -

Exemplo 1
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab

Exemplo 2. Sistema de tereira ordem om atraso

Considere a planta om função de transferênia:

G(s) =
1

(0, 5s+ 1)3
e−2s. (5.8)

Sua frequênia da banda de passagem é ωGb = 1, 020 rad/s.

A função de transferênia ganho de malha desejada é

L̄(s) =
1, 022e−2s

s2 + 1, 428s+ 1, 022(1− e−2s)
, (5.9)

e a mesma é utilizada para todos os projetos. Os dados sobre a mesma estão apresentados

na Tab. 5.3.

Para o projeto de moldagem de malha por área onvexa, adiionou-se a espei�ação

de desempenho da frequênia mínima de orte igual a ωDgc = 3, 064 rad/s (om Nl = 50).

As outras espei�ações e dados utilizados para os projetos enontram-se na Tab. 5.4.

Neste exemplo a melhor aproximação para a função ganho de malha em relação à

referênia para ada ponto de frequênia apresenta margem de ganho menor que a da

referênia para frequênia no intervalo das utilizadas para o projeto, espei�amente para
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Tabela 5.3: Exemplo 2. Dados da função de transferênia de referênia

Referênia

ωn (rad/s) ξ θ (s)

1, 020 0, 700 2, 000
gm φm (

◦
) sm

2, 239 60, 136 0, 544
ωLb (rad/s) ωLgc (rad/s) MS

0, 450 0, 306 1, 838

Tabela 5.4: Exemplo 2. Dados para os projetos

Componente real Área onvexa (GRASSI; TSAKALIS, 2000)

Nk ωki (rad/s) ωkf (rad/s) Nk ωki (rad/s) ωkf (rad/s) Nk ωki (rad/s) ωkf (rad/s)

20 0, 031 1, 525 20 0, 102 10, 184 20 0, 102 10, 184
Nq ωqi (rad/s) ωqf (rad/s)

50 0, 031 0, 889

Tabela 5.5: Exemplo 2. Ganhos dos ontroladores projetados e espei�ações obtidas

para ada projeto - sistema de tereira ordem om atraso

Componente real Área onvexa (GRASSI; TSAKALIS, 2000)

Kp 0, 549 0, 577 0, 661
Ki 0, 300 0, 310 0, 295
Kd 0, 305 0, 450 0, 169
Tf 0, 100 0, 100 0, 100
ωcg (rad/s) 0, 309 0, 311 0, 342
gm 2, 266 2, 188 1, 790
φm (

◦
) 60, 407 62, 079 61, 142

sm 0, 545 0, 541 0, 429
ωb (rad/s) 0, 975 1, 176 1, 066
MT 1, 000 1, 000 1, 381
MS 1, 833 1, 848 2, 329
IE 4, 335/0, 665 4, 233/0, 644 4, 388/0, 675
IAE 4, 564/0, 694 4, 390/0, 672 5, 271/0, 789
MSu 3, 601 5, 073 2, 352

ω = 0, 828 rad/s (Fig. 5.5); além disso, o máximo da função sensibilidade é maior que o

da referênia (Tab. 5.5). A não garantia das margens de estabilidade é uma desvantagem

deste método.

A melhor aproximação para ada frequênia não implia neessariamente em melhor

aproximação para as respostas temporais a degraus na referênia e na perturbação de

arga (Fig. 5.8). Por outro lado, mesmo o projeto feito por moldagem por parte não

sendo a melhor aproximação feita para ada frequênia, as margens de estabilidade são
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garantidas (pelo menos para as frequênias onsideradas no projeto) e a resposta temporal

é mais próxima a da espei�ação.

Para o projeto por área onvexa, as margens de estabilidade são garantidas, a resposta

ao degrau na perturbação de arga sobrepõe a da espei�ação e o sobre-sinal para a

resposta ao degrau na referênia é menor.

Menores integrais do erro IE são obtidas para os projetos que baseiam-se na minimi-

zação da mesma, porém também são obtidos maiores esforços de ontrole baseando-se em

MSu (Tab. 5.5).

Na Fig. 5.8 a urva azul esura ponto traço está sobreposta pela urva azul lara om

írulos.

Figura 5.5: Diagrama de Nyquist da função de transferênia de referênia L̄(jω) (urva
ponto-traço vermelha) e projetada L(jω) (urvas solidas) para a moldagem pela parte

real (azul om írulos), por área onvexa (laranja om quadrados) e por (GRASSI; TSA-

KALIS, 2000) (amarela om triângulos) - Exemplo 2
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab
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Figura 5.6: Diagrama de Bode da função de transferênia ganho de malha L para o sistema

de malha fehada desejado (urva ponto-traço azul) e para o sistema de ontrole projetado

(urvas solidas) para a moldagem pela parte real (azul om írulos), por área onvexa

(laranja om quadrados) e por (GRASSI; TSAKALIS, 2000) (amarela om triângulos) -

Exemplo 2
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab

Figura 5.7: Diagrama de Bode da função de transferênia de malha fehada T para o

sistema de malha fehada desejado (urva ponto-traço azul) e para o sistema de on-

trole projetado (urvas solidas) para a moldagem pela parte real (azul om írulos), por

área onvexa (laranja om quadrados) e por (GRASSI; TSAKALIS, 2000) (amarela om

triângulos) - Exemplo 2
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Figura 5.8: Respostas a degraus na referênia (t = 0s - amplitude 1) e na perturbação de

arga (t = 30s - amplitude −0, 2) para o sistema de malha fehada desejado (urva ponto-

traço azul) e para o sistema de ontrole projetado (urvas solidas) para a moldagem pela

parte real (azul om írulos), por área onvexa (laranja om quadrados) e por (GRASSI;

TSAKALIS, 2000) (amarela om triângulos) - Exemplo 2
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Figura 5.9: Sinal de ontrole para degraus na referênia (t = 0s - amplitude 1) e na

perturbação de arga (t = 30s - amplitude −0, 2) para o sistema de ontrole projetado

(urvas solidas) para a moldagem pela parte real (azul om írulos), por área onvexa

(laranja om quadrados) e por (GRASSI; TSAKALIS, 2000) (amarela om triângulos) -

Exemplo 2
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Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o MatLab
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5.3 Conlusões

O projeto de ontrolador PID é feito utilizando-se três métodos diferentes para dois exem-

plos. Os métodos são os apresentados nesta dissertação, da moldagem de malha pela

omponente real (Capítulo 3) e da moldagem de malha por área onvexa (Capítulo 4), e

o método apresentado em (GRASSI; TSAKALIS, 2000).

Todos os projetos são feitos pela resolução de problemas de otimização, sendo os dois

primeiros problemas de otimização linear e o último de onvexa. Uma das vantagens da

formulação de forma linear do problema é a disponibilidade de softwares mais aessíveis

para sua resolução.

Os projetos propostos apresentam a garantia de margens de estabilidade maiores ou

iguais às da espei�ação, enquanto que o de (GRASSI; TSAKALIS, 2000) não.

Observando-se os resultados das simulações, tem-se que a resposta frequenial do pro-

jeto feito utilizando-se (GRASSI; TSAKALIS, 2000) é a mais próxima possível da resposta

da espei�ação, porém esta proximidade não garante respostas temporais também pró-

ximas.
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Conlusões e Sugestões de Trabalhos

Futuros

6.1 Conlusões

Neste trabalho foram desenvolvidos dois métodos para o projeto de ontroladores PID

para proessos de únia entrada e únia saída estáveis e invariantes no tempo, porém

onsiderando-se perturbações de arga. Os métodos são formulados omo de problemas

de otimização linear e utilizam uma função de transferênia de referênia de segunda

ordem om possível atraso para a espei�ação.

Como passo iniial no desenvolvimento do trabalho, aspetos de estabilidade, robustez

e desempenho, assim omo a formulação do problema de ontrole, foram revisados no

Capítulo 2. Com base nestes aspetos e no problema a ser resolvido, os métodos são

formulados, desenvolvidos e analisados.

No Capítulo 3 está detalhado o método de moldagem de malha pela omponente real,

ujas restrições são estabeleidas para ada frequênia e apenas para a omponente real da

função ganho de malha. Por as restrições serem formuladas desta maneira, desempenho

e robustez semelhantes a da espei�ação são passados para o sistema projetado; outras

araterístias do método são omentadas a partir da análise de exemplos.

No Capítulo 4 está detalhado o método de moldagem de malha por área, ujas mesmas

restrições de robustez são estabeleidas para todas as frequênias; é apresentada uma

espei�ação adiional de desempenho a qual pode-se estabeleer a mínima frequênia de

ruzamento para a função ganho de malha. As araterístias do método são omentadas a

partir da análise de exemplos. Para este método, as margens de estabilidade são garantidas

maiores ou iguais as das espei�ações, om exeção apenas para a margem de ganho

quando a mesma oorre para frequênias não utilizadas no projeto.

Os problemas de otimização linear são resolvidos utilizando-se o MatLab om as on-

115
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�gurações propostas no manual do software. Poderiam ser utilizadas outras ferramentas

para a otimização, omo por exemplo a Exel Linear Programming presente no Mirosoft

Exel.

A omparação entre os métodos propostos e também entre o método proposto em

(GRASSI; TSAKALIS, 2000) é feita no Capítulo 5. Foi esolhido um método om es-

pei�ações semelhantes às dos métodos propostos para uma omparação justa. Mesmo

o projeto por (GRASSI; TSAKALIS, 2000) sendo a melhor aproximação para a função

ganho de malha da espei�ação, o mesmo apresenta desvantagens em relação aos méto-

dos propostos por não apresentar a garantia de margens de estabilidade maiores ou iguais

às da espei�ação e por não ter neessariamente as respostas temporais também mais

próximas.

6.2 Sugestões de Trabalhos Futuros

Como trabalhos futuros são sugeridos:

• expansão do método por área onvexa para ajustar a onstante do �ltro da parte

derivativa om iterações de modo a poder se esolher o valor máximo para o sinal

de ontrole;

• analise da possibilidade de apliação dos métodos para sistemas de fase não mínima

e/ou instáveis;

• expansão do método para sistemas de múltiplas entradas e múltiplas saídas;

• apliação do método a sistemas reais.
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Apêndie A

Otimização Linear

Introdução

Os problemas de otimização apresentados nesta dissertação são do tipo linear e a resolução

dos mesmos é feita utilizando-se programação linear.

A.1 Programação Linear

Os métodos de programação linear utilizados para a resolução dos problemas de otimização

propostos são o método do ponto interior e o método simplex dual, ambos presentes na

ferramenta linprog do software Matlab (FERRIS; MANGASARIAN; WRIGHT, 2007).

Existem variações dos métodos itados, mas nesta dissertação expliam-se e utilizam-se

os referentes à ferramenta itada.

Antes da apliação dos métodos é feito um pré-proessamento, que onsiste na sim-

pli�ação e onversão do problema para uma forma padrão que é omum a ambos os

métodos. Iniialmente, o problema de otimização onsiste em

• minimizar fT
0 x0;

• sujeito a A0x0 ≤ b0, Aeqx0 = beq, l ≤ x0 ≤ u0.

Observa-se que quando é desejado maximizar a função de usto, basta multipliar ada

termo de fT
0 por −1.

No pré-proessamento, os algoritmos iniiam om a tentativa de simpli�ar o pro-

blema por meio da remoção de redundânias e simpli�ando restrições. Para isto, om o

algoritmo se veri�a

• se alguma variável tem limites inferior e superior iguais. Caso exista alguma variável

nesta ondição, veri�a-se a viabilidade da variável e, aso viável, a substitui pelo

seu valor e a mesma é removida do onjunto das variáveis a serem obtidas;
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• se existe alguma restrição de igualdade que envolva apenas uma variável, a substitui

pelo valor se viável e a remove onjunto das variáveis a serem obtidas;

• se alguma desigualdade envolver apenas uma variável, se a desigualdade for viável

a mesma se torna um limite;

• observa-se se as restrições lineares e os limites são onsistentes;

• observa-se se existe a matriz de restrições tem alguma oluna nula. Se sim, avalia-se

viabilidade e, se verdadeira, deleta a oluna.

Caso o problema seja fatível, tem-se que para �nalizar o pré-proessamento, as res-

trições de desigualdade Ax0 ≤ b são transformadas em igualdade por meio da adição de

variáveis de folga e as restrições l ≤ x0 são transformadas em 0 ≤ x por meio da adição

de valores que são inluídos em b0 e u0. Ainda no pré-proessamento, tem-se mais um

passo que onsiste na onversão dos limites superiores x0 ≤ u em apenas limites inferiores,

por meio da adição de variáveis de folga t. Assim, o problema após o pré-proessamento

onsiste em

• minimizar fTx;

• sujeito a Āx = b̄, x+ t = u e x, t ≥ 0.

O Lagrangiano para o problema obtido após o pré-proessamento é dado por

L = fTx− yT (Āx− b̄)− wT (u− x− t)− vTx, (A.1)

onde y, v e w são, respetivamente, os multipliadores de Lagrange assoiados às igual-

dades lineares, limites inferiores e limites superiores.

As ondições de otimalidade para este problema podem ser derivadas das ondições

de primeira ordem de Karush-Kuhn-Tuker(KKT ). A onvexidade do problema garante

que estas ondições são su�ientes para um máximo global e as ondições de segunda

ordem de KKT não são neessárias porque, por o problema ser linear, o Hessiano do

Lagrangiano é nulo (RESNICK; PHENOMENA, 1987). Assim, as ondições de (KKT )

para este problema são (FERRIS; MANGASARIAN; WRIGHT, 2007)

f − ĀTy − v + w = 0,

Āx = b̄,

x+ t = u,

vixi = 0, witi = 0,
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x, v, w, t ≥ 0.

A.1.1 Método do Ponto Interior

O método do ponto interior onsiste na obtenção do ponto o qual satisfaz as ondições de

Karush-Kuhn-Tuker (KKT )(FERRIS; MANGASARIAN; WRIGHT, 2007). A obtenção

do ponto de mínimo é feita por meio da obtenção das raízes das ondições KKT, x∗, v∗, w∗

e t∗, utilizando o algoritmo de Newton-Raphson (RAO, 2009).

Para seleionar o ponto iniial, x0, são seguidos os seguintes passos: Iniializa-se ada

elemento do vetor om o valor 1, sendo o vetor de dimensão n x 1, onde n é o número de

elementos do vetor da função objetivo. Em seguida, onvertem-se todos os omponentes

para terem limite mínimo de 0, adiionando-se os desloamentos menos 1 ao ponto iniial

e, se um omponente i tem limite superior u(i), então x0(i) = u(i)/2. Converte-se então

as variáveis para o formato obtido no pré-proessamento e iniializam-se as variáveis de

folga adiionadas da mesma maneira.

As ondições de parada do algoritmo são quando o mesmo atinge um número máximo

de iterações esolhidas pelo usuário ou quando todos os resíduos do método de Newton-

Raphson são menores que uma tolerânia esolhida.

A.1.2 Método Simplex Dual

O método simplex dual onsiste, resumidamente, na apliação do algoritmo lássio sim-

plex em um problema dual. O problema de otimização primal onsiderado onsiste exa-

tamente no obtido no pré-proessamento.

O problema dual é dado por

• maximizar b̄Ty − uTw

• sujeito a Āy − w + z = f , z, w ≥ 0,

onde y e w onsistem nas variáveis duais e z no dual das variáveis de folga. O problema

dual é obtido a partir do Lagrangiano do problema primal e as ondições de KKT para

ambos os problemas é igual, sendo que os multipliadores de Lagrange do problema primal

são as variáveis ótimas do problema dual, enquanto que os multipliadores de Lagrange

do problema dual são as variáveis ótimas do problema primal.

O algoritmo é omposto por mais duas fases: a obtenção de um ponto dual fatível

básio e a obtenção iterativa do ponto de máximo por meio do método simplex lássio.

Para a obtenção de uma solução básia fatível, o algoritmo iniialmente transforma

o problema para a forma an�nia, por meio da redução pivotal do sistema de equações

formado pela restrição de igualdade, adiionando em seguida variáveis arti�iais para
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adiionar a função de usto ao sistema. Resolvendo-se o sistema de forma direta, obtêm-

se uma solução básia. Se a solução obtida for fatível, passa-se para a segunda fase; aso

ontrário, troa-se a ordem das variáveis e repete-se a fase 1.

Na fase 2, aplia-se o algoritmo simplex, omeçando pelo ponto iniial obtido. A ada

iteração, o algoritmo testa a ondição de otimalidade do método simplex e o número de

iterações e, aso a ondição seja verdadeira ou se atinja o número máximo de iterações

de�nido, o algoritmo para. Caso ontrário, o algoritmo

1. Esolhe uma variável entre as variáveis não básias, hamada variável de entrada,

e a adiiona no seu lugar orrespondente das variáveis básias;

2. Esolhe uma variável entre as variáveis de básias, que será denominada de variável

de saída, e a mesma é removida das variáveis básias;

3. Atualiza-se a solução e os valores objetivos e repete-se o proedimento.

O algoritmo esolhe as variáveis de entrada e de saída por meio da resolução de dois

sistemas lineares enquanto mantém a solução fatível.

O problema dual na forma apresentada é, em geral, omputaionalmente mais e�iente

de ser resolvido, pois normalmente resulta em um número menor de restrições e maior

de variáveis adiionais para o problema de programação linear, o que diminui o esforço

omputaional (SINGIRESU et al., 1996).

A.2 Comparação

Os métodos simplex dual e do ponto interior foram empregues para a resolução dos pro-

blemas de programação linear de alguns exemplos dos Capítulos 3 e 4 para a obtenção

dos ganhos dos ontroladores.

Os resultados obtidos foram iguais até 4 asas deimais para todos os exemplos. Na

Tab. A.1 apresentam-se os números de iterações e tempos de onvergênia para ada

exemplo e ada método.

A.3 Conlusão

Para ada exemplo o método simplex dual apresentou a mesma solução que a do ponto

interior (pelo menos até 4 asas deimais), menores quantidades de iterações as quais não

resultam neessariamente em menores tempos para a onvergênia.
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Tabela A.1: Comparação entre métodos de otimização linear

Capítulo 3.

Método do ponto interior Método simplex dual

Exemplo Número de iterações Tempo (s) Número de iterações Tempo (s)

1 9 3, 2429 6 10, 7697
Exemplo Número de iterações Tempo (s) Número de iterações Tempo (s)

2 10 1, 0506 7 1, 2856
Exemplo Número de iterações Tempo (s) Número de iterações Tempo (s)

3 12 0, 4537 7 0, 6755
Exemplo Número de iterações Tempo (s) Número de iterações Tempo (s)

4 9 0, 4668 4 0, 9056

Capítulo 4.

Exemplo Número de iterações Tempo (s) Número de iterações Tempo (s)

1 20 1, 3295 10 1, 6407
Exemplo Número de iterações Tempo (s) Número de iterações Tempo (s)

2 22 1, 8662 9 0, 4880
Exemplo Número de iterações Tempo (s) Número de iterações Tempo (s)

3 18 2, 5143 12 1, 5568
Exemplo Número de iterações Tempo (s) Número de iterações Tempo (s)

4 14 2, 5538 9 1, 5945
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