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Resumo

Neste trabalho, são apresentadas ontribuições na área de identi�ação de sistemas utili-

zando a realimentação por relé.

Com o objetivo de obter um ilo limite insensível à perturbação, é proposta uma

estrutura realimentada por relé omposta por um bloo para remover perturbações está-

tias e/ou drift, seguido de um relé. Este bloo onsiste em um �ltro passa-alta seguido

por um relé e um integrador. Diversos estudos simulados e experimentais são realizados

a �m de veri�ar a apliabilidade da estrutura do relé proposta. Através de tais estudos,

veri�a-se que a estrutura proposta é apaz de gerar o haveamento simétrio do relé sob

perturbação na entrada do proesso, enquanto as demais estruturas presentes na literatura

podem até mesmo não produzir uma osilação sustentada para algumas perturbações.

Com relação à análise da estrutura do relé proposta, iniialmente é utilizado o método

da função desritiva. A partir desta análise, observa-se que a estrutura proposta possui

araterístias similares à realimentação por relé padrão. Em seguida, é realizada a aná-

lise baseada no mapa de Poinaré e uma representação em espaço de estados. Com o

objetivo de simpli�ar a análise da estrutura do relé em estudo, obtém-se uma estrutura

equivalente. Para esta estrutura e sistemas LTI om e sem atraso, são estabeleidas as

ondições neessárias e su�ientes para a existênia do ilo limite. A estabilidade loal

do ilo limite é investigada usando o Jaobiano orrespondente ao mapa de Poinaré.

Além disso, a análise de existênia e estabilidade do ilo limite é realizada a partir da

estrutura do relé original. Neste aso, a análise limita-se a sistemas sem atraso.

No ontexto de identi�ação de modelos FOPTD (First Order Plus Time Delay), é

apresentada uma ténia que utiliza a estrutura do relé proposta, em malha aberta, om

e sem elemento integrador realimentado na malha. Além disso, as informações dos pontos

de frequênia são utilizadas omo restrições de igualdade para obtenção dos parâmetros

dos modelos. Para estimação do atraso são utilizados uma aproximação por série de Taylor

de segunda ordem e um proedimento iterativo. Finalmente, om base em dois modelos

identi�ados, é proposta uma metodologia de ajuste de fase de modelos FOPTD.
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Abstrat

In this work ontributions to system identi�ation using relay feedbak are presented.

In order to obtain a limit yle insensitive to disturbane, it is proposed a relay feed-

bak struture omposed of a blok to remove stati disturbanes and/or drift followed

by a relay. This blok onsists of a simple high-pass �lter followed by a relay plus an

integrator. Several simulated and experimental studies are performed to verify the appli-

ability of the proposed relay struture. By means of suh studies, it an be seen that the

proposed struture provides a symmetrial relay output under disturbane at the proess

input, while the other strutures present in the literature may fail to produe a stable

osillation for some disturbanes.

The analysis of the proposed relay struture is performed using two approahes. The

�rst is the desribing funtion method. From this analysis, it is noted that the proposed

struture has similar harateristis to the standard relay feedbak. The seond approah

is the analysis based on the Poinaré map and a state spae representation. In order

to simplify the analysis of the relay struture under study, an equivalent struture is

obtained. For the equivalent struture and the LTI system with and without time-delay,

the neessary and su�ient onditions for the existene of limit yle are established.

Furthermore, using the Jaobian of the orresponding Poinaré map, the loal stability of

the limit yle is investigated. In addition, from the original relay struture, the existene

and stability analysis of the limit yle is performed. In this ase, the analysis is limited

to systems without time delay.

In the ontext of identi�ation of FOPTD models, it is presented a tehnique that uses

the proposed relay struture, with and without integrator element in the loop. In addition,

the frequeny information is used as equality onstraints to obtain the parameters of

the models. In order to estimate the time-delay, are used a seond-order Taylor series

approximation and an iterative proedure. Finally, based on two identi�ed models, a

phase adjustment methodology of FOPTD models is proposed.
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Capítulo 1

Introdução

1.1 Introdução Geral

Na área de sistemas de ontrole, a utilização do relé para geração de uma osilação susten-

tada e determinação do ganho e frequênia rítia

1

de um proesso é denominada método

do relé, proposto por Åström e Hägglund (1984). Neste ontexto, o relé é onsiderado

uma não linearidade estátia e simétria.

A apliação e análise de sistemas om realimentação por relé é um ampo lássio

em sistemas de ontrole. Os trabalhos iniiais foram motivados pela utilização do relé em

sistemas eletromeânios e modelos simples de atrito (TSYPKIN, 1984). As apliações da

realimentação por relé variam desde o ontrole estaionário dos proessos industriais até o

ontrole de objetos móveis omo usado, por exemplo, na pesquisa espaial. Exemplos mais

reentes inluem a utilização do relé para identi�ação do atrito em uma plataforma iner-

ialmente estabilizada (CHEN; FANG; LUO, 2014) e a apliação do método do relé para

a estimativa on-line da sensibilidade à insulina para ontrole de gliemia nos diabétios

Tipo 1 (GOODWIN; SERON; TOWNSEND, 2018).

Dentre as várias apliações da realimentação por relé, destaam-se sua utilização para

identi�ação de proessos industriais e a sintonia automátia de ontroladores do tipo

proporional-integral-derivativo (PID). Com relação ao ajuste automátio de ontrolado-

res PID, implementados em muitos ontroladores industriais, o objetivo é determinar um

ou mais pontos na urva de Nyquist de um proesso a partir da frequênia de osilação

produzida pela realimentação por relé. Em seguida, utiliza-se esta informação no projeto

dos ontroladores PID (ÅSTRÖM; HÄGGLUND, 2006).

1

Frequênia de osilação na qual a resposta em frequênia do proesso possui um ângulo de fase de

−180
◦
.

6
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Em alguns asos, omo proessos sob o efeito de perturbações estátias

2

ou drift

3

,

o método do relé pode falhar. Tais perturbações são frequentemente enontradas em

proessos industriais e a sua rejeição é uma onsideração relevante para o ontrole de pro-

essos. Assim, as ténias de identi�ação para serem on�áveis devem ser tão insensíveis

a perturbação quanto possível.

Para sistemas om uma entrada e uma saída (SISO), diversas alternativas ao método

do relé original foram propostas para superar os efeitos das perturbações (PARK; SUNG;

LEE, 1997), (SUNG; LEE, 2006a), (SUNG et al., 2006), (LEE et al., 2011) e (PARK

et al., 2019). Em geral, para garantir a rejeição às perturbações estátias ou drift, tais

métodos utilizam proedimentos iterativos ou projeto de �ltros. Porém, em um ambiente

industrial, vários proessos são múltiplas-entradas e múltiplas-saídas (MIMO). Neste aso,

a estimativa da informação rítia é prejudiada devido à interação entre as malhas.

Para uma grande lasse de sistemas om realimentação por relé serão desenvolvidos

ilos limite

4

. Uma vez que a maioria das apliações do relé são baseadas em ilos limite

estáveis, a determinação da existênia e estabilidade dos ilos limite é uma questão im-

portante. A partir da análise baseada em mapas de Poinaré, vários estudos estabeleeram

as ondições para veri�ar a existênia e a estabilidade loal dos ilos limite para sistemas

realimentados por relé (ÅSTRÖM, 1995), (JOHANSSON; RANTZER; ÅSTRÖM, 1999)

e (VARIGONDA; GEORGIOU, 2001).

A identi�ação de sistemas é uma ténia para a onstrução de modelos matemátios

a partir de dados experimentais. Para este �m, a utilização dos dados gerados a partir do

experimento do relé tem reebido muita atenção desde o trabalho de Åström e Hägglund

(1984) e várias modi�ações foram propostas e apliadas om diversos propósitos. A

�m de failitar o projeto dos sistemas de ontrole, diversas pesquisas dediaram-se à

identi�ação de modelos lineares de baixa ordem om atraso, tais omo primeira ordem

om atraso (First Order Plus Time Delay - FOPTD) e segunda ordem om atraso (Seond

Order Plus Time Delay - SOPTD) (LIU; WANG; HUANG, 2013).

Neste trabalho, é proposta uma estrutura om realimentação por relé insensível a

perturbações estátias e/ou drift. Além disso, é realizada a análise por funções desri-

tivas. Porém, esta análise fornee apenas resultados aproximados. Para obter melhores

resultados, é realizada uma análise baseada no mapa de Poinaré. Assim, determinam-se

as ondições exatas para existênia e estabilidade loal dos ilos limite obtidos om a

estrutura do relé proposta.

2

Alteração não desejada e de amplitude onstante que afeta a variável do proesso.

3

Desloamento, não intenional, ontínuo e lento do sinal.

4

Uma órbita periódia não trivial e isolada. O termo �não-trivial� é usado para exluir soluções

onstantes orrespondentes aos pontos de equilíbrio.
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Uma vez que a estrutura om realimentação por relé proposta é robusta a perturbações

e garante uma saída simétria do relé, é apliado na entrada do proesso um sinal omposto

por um degrau e uma onda quadrada periódia uja frequênia é inferior a frequênia de

osilação do relé. Assim, múltiplos pontos de frequênia do proesso são exitados e a

informação no domínio da frequênia é usada para estimar modelos FOPTD em uma

ampla faixa de frequênia. Além disso, é apresentada uma ténia de identi�ação de

modelos FOPTD que utiliza o experimento do relé ombinado om o experimento do relé

om integrador em malha aberta. As informações das frequênias são utilizadas omo

restrições de igualdade para obtenção dos parâmetros dos modelos. Finalmente, a partir

da identi�ação de dois modelos FOPTD, é proposta uma metodologia para ajuste de fase

dos modelos estimados. O objetivo desse ajuste é reduzir o erro dos modelos na região de

alta frequênia.
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1.2 Revisão Bibliográ�a

Método do Relé para Proessos sujeitos a Perturbações

Um passo importante no desenvolvimento de metodologias para sintonia de ontrola-

dores foi dado por Ziegler e Nihols (1942). Com este trabalho foi possível araterizar

a dinâmia do proesso por meio de dois parâmetros (ganho e frequênia rítia) e, as-

sim, alular os ganhos do ontrolador. Entretanto, esta metodologia produz sistemas em

malha fehada om baixo amorteimento e baixa robustez.

Uma alternativa à metodologia proposta por Ziegler e Nihols foi apresentada em

Åström e Hägglund (1984). Neste trabalho, é proposta a sintonia automátia de ontrola-

dores por meio da utilização do relé. Para isto, a informação do sistema é obtida a partir

do ilo limite resultante utilizando o método da função desritiva e desta forma é possível

alular o ponto rítio. Porém, em alguns proessos sob o efeito de perturbações estáti-

as ou drift, este método não é apaz de desenvolver uma osilação sustentada. Diversas

alternativas foram propostas a �m de superar esses problemas, onforme apresentado a

seguir.

As osilações assimétrias do sinal de saída do relé surgem em proessos sujeitos a

perturbações estátias. Isso resulta em erros na estimativa do ponto rítio. Para superar

esse problema, em Hang, Åström e Ho (1993), o relé é polarizado ontinuamente até que

a osilação seja simétria. Em Shen, Wu e Yu (1996), um termo polarizado é onsiderado

para tornar a osilação do sinal de saída do proesso simétria. Com o mesmo objetivo,

uma abordagem omposta por duas etapas é proposta por Leonard e Oubrahim (1998).

O primeiro passo onsiste em entralizar a saída do relé diretamente no valor médio da

saída do ontrolador PID presente na malha, sendo assim obtida uma osilação simétria

da saída do proesso, mesmo sob presença de uma perturbação de arga. O segundo passo

onsiste em provoar uma assimetria do relé através da adição de uma polarização. Em

seguida, o ganho estátio e a perturbação de arga são alulados. Já no trabalho de Sung

e Lee (2006b), para superar o problema de assimetria no experimento do relé, de�ne-se

o tempo da parte inferior do relé omo a metade do período anterior. Uma mudança no

valor de referênia da entrada do relé faz om que a saída do proesso mova-se para um

novo ponto de operação.

Com o objetivo de rejeitar perturbação estátia, em Park, Sung e Lee (1997) é apre-

sentada uma orreção do relé a partir da medição da variação do sinal de saída do relé e do

ganho na frequênia de osilação. Para rejeitar uma perturbação estátia uja amplitude

é maior que a amplitude do relé, um método do relé om um ontrolador proporional e
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integral é proposto por Sung e Lee (2006a). Com o mesmo objetivo, um método do relé

om dois anais é usado por Sung et al. (2006).

Na presença de drift, o método do relé também pode apresentar erros na estimativa da

informação rítia. Em Lee et al. (2011) propõe-se o uso de um relé om dois �ltros; um

o inverso do outro. Um �ltro passa-baixa é usado para remover o ruído de alta frequênia

e um �ltro passa-alta é usado para remover o drift de baixa frequênia. Além disso, uma

histerese adaptativa é utilizada para melhorar o desempenho do relé. Em Goodwin, Seron

e Townsend (2018) são utilizados dois �ltros altamente ressonantes na entrada e na saída

do proesso. Esses �ltros reduzem o efeito de grandes perturbações e ruído durante a

operação do relé. Alternativamente, em Park et al. (2019), para entradas e saídas sujeitas

a ruídos de medição e perturbação, é utilizado um estimador para perturbação e um

estimador da magnitude de ruído para remover os efeitos do ruído e perturbações dos

dados da resposta em frequênia estimada.

Método do Relé para Proessos Multivariáveis

Vários proessos industriais possuem múltiplas entradas e múltiplas saídas. Para tais

proessos, devido à interação entre as múltiplas malhas, podem oorrer erros na estimativa

da informação rítia. De aordo om Wang et al. (1997), existem três possíveis esquemas

de realimentação por relé apliados aos sistemas multivariáveis, onforme apresentado a

seguir.

O primeiro esquema é o experimento do relé independente (independent single relay),

onde apenas uma malha é sintonizada de forma independente, deixando as outras malhas

abertas. Este método não leva em onsideração os aoplamentos ruzados do sistema e,

portanto, não é adequado para sistemas aoplados.

O segundo esquema é denominado experimento do relé sequenial (sequenial relay

feedbak), onde a primeira malha é sintonizada, enquanto as outras estão abertas. A

malha seguinte é sintonizada om a primeira fehada, e assim por diante, até que todas

as malhas sejam sintonizadas. Em geral, em um proesso n × n, são realizados n.k

experimentos do relé por k iterações.

O tereiro esquema é o experimento do relé desentralizado (deentralized relay feed-

bak). Neste aso, todas as malhas são sintonizadas simultaneamente e são neessários

n experimentos do relé. Este é um método ompletamente em malha fehada, onde to-

dos os aoplamentos ruzados in�ueniam o resultado. A desvantagem deste esquema é

a neessidade de ritérios adiionais para estimar o ponto rítio do sistema, uma vez

que, devido à araterístia multivariável, vários pontos rítios podem surgir. Em Cam-

pestrini, Barros e Bazanella (2006), observa-se que para sistemas MIMO, não há apenas
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um ponto rítio omo no aso do SISO, mas um onjunto de pontos que formam uma

superfíie rítia. Dessa forma, os métodos, omo o proposto por Ziegler e Nihols (1942),

não forneem diretamente a informação rítia para proessos MIMO.

Com o objetivo de remover o ruído de medição e a interação entre as malhas de um

proesso om duas-entradas e duas-saídas (TITO), são propostos por Padhy e Majhi

(2006) dois relés de pré-arga na malha de realimentação e dois ontroladores do tipo

integral nas saídas do proesso. Alternativamente, também para um sistema TITO, em

Berner et al. (2017), é proposto um método de identi�ação que ombina o relé assimétrio

e a identi�ação de erro na saída, sem a neessidade de onvergênia do ilo limite.

A �m de onsiderar as interações das malhas nos sistemas multivariáveis, utiliza-

se a de�nição das funções equivalentes. Em Wang, Lee e Zhang (1998), o método de

Ziegler-Nihols modi�ado é apliado para proessos TITO por meio da de�nição de fun-

ções equivalentes. Uma abordagem alternativa é denominada e�etive open-loop proess

(EOP), proposta por Huang et al. (2003). Com a formulação da EOP, o ontrolador pode

ser projetado sem onheimento prévio da dinâmia dos ontroladores das outras malhas.

Além disso, o sistema MIMO pode ser onsiderado omo várias malhas SISO equivalentes.

Análise de Sistemas Lineares Realimentados por Relé

Para uma grande lasse de sistemas om realimentação por relé, são obtidas osila-

ções do ilo limite. Para tais sistemas, é fundamental o onheimento da existênia e

estabilidade das órbitas periódias. Em partiular, as órbitas simétrias e unimodais.

Para analisar a estabilidade dos ilos limite, uma abordagem a partir do plano de fase

é empregada por Tsypkin (1984). Outra abordagem, apresentada em Lin, Wang e Lee

(2004), utiliza o teorema do ponto �xo de Brouwer e fornee uma ondição su�iente para

a existênia de ilo limite para sistemas realimentados por relé, om histerese e atraso.

Por outro lado, a análise de estabilidade baseada no mapa de Poinaré é mais omu-

mente usada. Neste ontexto, as ondições para existênia de ilos limite em sistemas

lineares om realimentação por relé são obtidas em Åström (1995) usando o mapa de

Poinaré. Além disso, a estabilidade dos ilos limite é apresentada e os resultados são

estendidos para sistemas om atraso. Em Johansson, Rantzer e Åström (1999), a arate-

rização de sistemas realimentados por relé que possuem múltiplos haveamentos rápidos

é investigada. Alternativamente, em Varigonda e Georgiou (2001) e Ye et al. (2007), são

forneidas as ondições para a existênia e estabilidade loal para o relé om histerese.

Para uma on�guração mais geral, em Lin et al. (2001), o problema de estabilidade dos

ilos limite para um sistema om atraso e relé om histerese é onsiderado. Neste aso,

a análise não se limita a ilos limite simétrios e dois haveamentos por período. Já no
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trabalho de Boiko (2008b), são estudados os ilos limite assimétrios e as propriedades

de entrada e saída dos sistemas realimentados por relé em proessos om dinâmia inte-

gradora. Em Lin et al. (2004) são alulados os valores limites que mantêm a estabilidade

das osilações de sistemas lineares om relé.

Em Bazanella e Parraga (2016), são disutidas as limitações da análise ontínua no

tempo. É observado que mesmo om taxa de amostragem adequada, para alguns pro-

essos, os resultados são onsideravelmente inorretos. Além disso, é realizada a análise

disreta no tempo do sistema om realimentação por relé e ferramentas analítias são

propostas a �m de superar as limitações da análise ontínua no tempo. Em Chen, Tan

e Huang (2009), é investigado o ilo limite em sistemas lineares om realimentação por

relé. O problema é generalizado a partir da identi�ação de modelos de atrito de sistemas

servo-meânios. Para manipular a frequênia de osilação do ilo limite, em Yoon e

Johnson (2018) é projetado um ompensador em avanço om base no mapa de Poinaré.

Além disso, é veri�ada numeriamente a estabilidade loal e global do novo ilo limite.

Também para sistemas realimentados por relé, resultados sobre estabilidade global

foram apresentados em Gonçalves, Megretski e Dahleh (2001). Neste trabalho, são apre-

sentadas as ondições su�ientes para estabilidade em termos de um onjunto de desi-

gualdades matriiais lineares (LMI). Por outro lado, em Varigonda e Georgiou (2000),

é forneida uma ondição su�iente para a estabilidade global de uma órbita periódia

apliando o teorema da ontração do mapeamento.

Método do Relé para Identi�ação de Sistemas

A identi�ação de sistemas utilizando dados gerados através do experimento do relé

tem reebido muita atenção desde o trabalho de Åström e Hägglund (1984) e várias

modi�ações foram propostas. A ténia denominada ATV (Autotune Variation Method),

proposta por Luyben (1987), foi um dos primeiros trabalhos que utilizou o experimento do

relé para identi�ação de sistemas. A prinipal desvantagem desta ténia é a neessidade

do onheimento prévio do ganho estátio do sistema. Este problema foi ontornado no

trabalho de Li, Eskinat e Luyben (1991).

Dentre os diversos modelos possíveis para representar a dinâmia de um sistema real,

os modelos de baixa ordem são os mais utilizados para o projeto dos sistemas de ontrole,

em espeial, os modelos FOPTD e SOPTD (LIU; WANG; HUANG, 2013). Para os

modelos de ordem reduzida, o ponto de baixa frequênia está na faixa de frequênia de

interesse para �ns de ontrole, ou seja, a região de frequênia onde a fase do proesso está

entre −90◦ e −180◦. Nesta faixa de frequênia são obtidas as araterístias fundamentais

do proesso (HANG; ASTROM; WANG, 2002).
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Com base no experimento do relé, Shen, Wu e Yu (1996) apresentaram um método

para obtenção de um modelo FOPTD a partir da análise por função desritiva. EmWang,

Hang e Zou (1997), tais modelos foram obtidos utilizando as propriedades algébrias da

osilação periódia. Com o mesmo objetivo, em Luyben (2001), foi proposto um método

para obtenção de ummodelo FOPTD de proessos estáveis e instáveis utilizando o formato

da resposta do proesso ao experimento do relé.

Em Srinivasan e Chidambaram (2003), utilizando o experimento assimétrio do relé,

equações foram formuladas a �m de estimar os parâmetros do modelo FOPTD estáveis e

instáveis. Já em Åström e Hägglund (2006), expressões analítias para estimação do mo-

delo FOPTD utilizando o experimento do relé mais uma estimativa do ganho do proesso

na frequênia zero foram apresentadas.

Em Vivek e Chidambaram (2005), foi proposto um algoritmo de identi�ação de mo-

delos FOPTD om base na análise de Fourier da resposta do relé. De aordo om o valor

da frequênia rítia, Huang, Jeng e Luo (2005) desenvolveram uma formulação simples

do modelo FOPTD para ajuste on-line do proesso. Para melhorar a estimativa do ganho

e frequênia rítia obtidas om o experimento do relé, em Wang, Gu e Zhang (2007), a

diferença entre o ponto rítio e o período de osilação é ompensada. Então, os parâme-

tros do modelo são identi�ados sem a informação prévia do atraso ou ganho estátio. Em

Lee, Sung e Edgar (2007), é proposto um método de identi�ação que utiliza a integral da

resposta do relé em vez dos dados originais. Assim, os efeitos dos termos harm�nios de

alta ordem são suprimidos e uma melhor estimativa é obtida. No trabalho de Liu e Gao

(2008), são propostos algoritmos para a identi�ação de modelos FOPTD de proessos

estáveis e instáveis a partir de um experimento do relé simétrio e assimétrio.

Na literatura enontram-se diversos trabalhos, nos quais são explorados múltiplos pon-

tos da resposta em frequênia do proesso a ser identi�ado (SUNG; LEE, 1997), (WANG;

HANG; BI, 1999), (ARRUDA; BARROS, 2003) e (LOH; CAI; TAN, 2004). Em Sali,

Marhetti e Semino (1999), é proposta a inorporação de um atraso onheido em sé-

rie om o relé para modi�ar o período de osilação e, assim, determinar outros pontos

de frequênia. Em Wang, Gawthrop e Young (2005), mostrou-se que o uso de restrições

possibilita a estimação de parâmetros do modelo om umamelhor exatidão quando ompa-

rados om os parâmetros estimados sem o uso de restrições. Também utilizando restrição

de igualdade, em Aioli Júnior, Berger e Barros (2006) foi apresentado um método de

identi�ação de modelos FOPTD que utiliza o experimento do relé em malha fehada e a

frequênia de ruzamento de ganho. Já em Aioli Júnior, Santos e Barros (2009) foi pro-

posta uma ténia de identi�ação de modelos FOPTD no domínio do tempo/frequênia

om base em uma únia exitação. A vantagem desta ténia é a obtenção de um modelo
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que orresponda à resposta no domínio do tempo enquanto aptura a dinâmia do sistema

em torno das frequênias de interesse. Em Santos e Barros (2011), um sinal de exitação

omposto por uma onda quadrada mais um pulso foi utilizado a �m de reduzir o tempo

do experimento e o número de parâmetros de�nido pelo usuário. Além disso, foi proposta

uma ténia para identi�ação de modelos FOPTD usando a informação frequenial.

Em Liu, Wang e Huang (2013), os prinipais métodos de identi�ação desenvolvidos

nas últimas três déadas e que utilizam o método do relé são examinados. Trabalhos

reentes sobre identi�ação de modelos usando o experimento do relé foram propostos

por Pandey e Majhi (2014), Ghorai, Pandey e Majhi (2016), Kishore, Kishore e Panda

(2017), Hofreiter (2017) e Kishore, Kishore e Panda (2018).
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1.3 Contribuições

Nesta Tese, om objetivo de obter uma estrutura om realimentação por relé robusta

a perturbações, a ontribuição apresentada é uma estrutura om realimentação por relé

omposta por um bloo para remover perturbações estátias e/ou drift seguida de um

relé. O objetivo da estrutura proposta não é estimar a frequênia rítia do proesso, mas

obter um ilo limite insensível a perturbações. A informação de frequênia obtida a partir

da osilação pode ser usada, por exemplo, para estimar um modelo de primeira ordem

om atraso (FOPTD). A estrutura om realimentação por relé para proessos sujeitos a

perturbações foi originalmente proposta em Silva e Barros (2017b). A apliação desta

estrutura para identi�ação de um modelo de primeira ordem om atraso de um sistema

de seagem de grãos é apresentada em Silva e Barros (2017a).

A apliação da estrutura om realimentação por relé proposta é estendida para pro-

essos TITO. Em Silva e Barros (2018a), esta estrutura é apliada sequenialmente para

proessos TITO. Em seguida, através de um sinal de exitação omposto por um degrau e

uma onda quadrada periódia, múltiplos pontos de frequênia são obtidos. A informação

frequenial obtida é utilizada para identi�ar o modelo da malha aberta efetiva (EOP).

Ainda para proessos TITO, em Silva e Barros (2018), os efeitos das perturbações são

demonstrados sob diferentes ondições de operação.

No âmbito da análise da estrutura do relé proposta, uma ontribuição apresentada

é a análise utilizando o método da função desritiva. A partir desta análise, observa-se

que a estrutura proposta possui araterístias similares a realimentação por relé padrão

proposta por Åström e Hägglund (1984). Ainda no ontexto da análise da estrutura pro-

posta, uma ontribuição adiional é a análise da estrutura proposta utilizando o mapa

de Poinaré e uma representação em espaço de estados. Além disso, om o objetivo de

simpli�ar a análise da estrutura do relé em estudo, obtém-se uma estrutura de realimen-

tação equivalente. Em Silva e Barros (2018b), para a estrutura equivalente e o sistema

linear invariante no tempo (LTI) sem atraso, são estabeleidas as ondições neessárias e

su�ientes para a existênia do ilo limite. A estabilidade loal do ilo limite é inves-

tigada usando o Jaobiano orrespondente ao mapa de Poinaré. Além disso, a análise é

estendida para sistemas LTI om atraso. A partir da estrutura do relé original também

é realizada a análise usando o mapa de Poinaré para sistemas sem atraso. Esta análise

foi apresentada em Silva e Barros (2019).

No ontexto de identi�ação de sistemas, a ontribuição apresentada é uma ténia

que utiliza a estrutura do relé proposta om e sem integrador para identi�ação de mo-
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delos FOPTD. Além disso, as informações dos pontos de frequênia são utilizadas omo

restrições de igualdade para obtenção dos parâmetros dos modelos. Também são utiliza-

dos uma aproximação por série de Taylor de segunda ordem e um proedimento iterativo

para estimação do atraso. Esta ténia foi originalmente apresentada em Silva, Barros

e Aioli Júnior (2016). Finalmente, om base em dois modelos identi�ados, é proposta

uma metodologia para ajuste de fase de modelos FOPTD. Esta ténia foi apresentada

em Silva e Barros (2019).
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1.4 Estrutura do Doumento

A Tese está organizada da seguinte forma:

• Capítulo 1: Capítulo introdutório no qual estão dispostas a motivação do trabalho,

as revisões bibliográ�as sobre os métodos do relé para proessos sujeitos a pertur-

bações, a análise de sistemas realimentados por relé e as ténias de identi�ação de

sistemas que utilizam o método do relé. Além disso, são desritas as ontribuições

da Tese.

• Capítulo 2: Neste apítulo, as araterístias das estruturas om realimentação por

relé são abordadas. Uma estrutura om relé para proessos sujeitos a perturbações é

apresentada. Resultados simulados e experimentais para proessos SISO, utilizando

a estrutura do relé proposta, são disutidos.

• Capítulo 3: Capítulo no qual a apliação da estrutura do relé proposta é estendida

para sistemas TITO. Além disso, omo a estrutura do relé é robusta a perturbações

e garante uma saída simétria, é proposto um sinal de exitação om o objetivo de

estimar vários pontos de frequênia do proesso. Resultados simulados e experimen-

tais para proessos multivariáveis são disutidos.

• Capítulo 4: As ondições neessárias para apliação da análise por função des-

ritiva são desritas neste apítulo. Logo após, a análise por função desritiva da

estrutura om realimentação por relé proposta é apresentada. Em seguida, uma

análise baseada no mapa de Poinaré é realizada. Para a estrutura original e para

uma estrutura equivalente, as ondições neessárias e su�ientes para existênia dos

ilos limite são apresentadas. Então, a estabilidade loal do ilo limite é investi-

gada. Por meio de simulações os resultados da análise são disutidos.

• Capítulo 5: Neste apítulo, é proposta uma ténia de identi�ação de modelos

FOPTD que utiliza a estrutura do relé proposta om e sem integrador. As infor-

mações dos pontos de frequênia são utilizadas omo restrições de igualdade. Além

disso, múltiplos pontos de frequênia do proesso são obtidos utilizando a estrutura

do relé proposta. Assim, om base na identi�ação de dois modelos, é proposta uma

metodologia para ajuste de fase de modelos FOPTD. Para diversos proessos, os

resultados de simulações são disutidos.

• Capítulo 6: Capítulo em que as onlusões do trabalho e as sugestões de trabalhos

futuros são apresentadas.
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Estruturas om Realimentação por Relé

2.1 Introdução

O método do relé padrão, introduzido em Åström e Hägglund (1984), tem sido am-

plamente utilizado na indústria para identi�ação de sistemas e sintonia automátia de

ontroladores do tipo PID. Em alguns asos, o método do relé apliado a proessos sob o

efeito de perturbações estátias pode resultar em osilações assimétrias do sinal de saída

do relé. Isto resulta em erros na estimativa do ponto rítio. Similarmente, na presença

de drift, o experimento do relé também pode apresentar erros na estimativa da informação

rítia.

Neste apítulo, é apresentada uma estrutura om realimentação por relé para proessos

sob perturbação estátia e/ou drift. Como prinipal vantagem da estrutura proposta

destaa-se a apaidade de rejeição a perturbações e onsequente garantia de uma saída

simétria do relé. Através de simulações e testes experimentais, as vantagens da estrutura

proposta são demonstradas.

Este apítulo está organizado da seguinte forma: Na seção 2.2, são apresentadas as

prinipais araterístias do método do relé. Na seção 2.3, a estrutura do relé proposta

é apresentada. Além disso, a apaidade de rejeição a perturbação é ilustrada através de

um estudo de aso. Na seção 2.4, são disutidos os resultados de simulação para diferentes

proessos, sob diversos tipos de perturbações e estratégias presentes na literatura. Já na

seção 2.5 a estrutura do relé proposta é apliada para identi�ação de um sistema de

seagem de grãos. O apítulo se enerra om as onlusões na seção 2.6.

18
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2.2 Método do Relé

O método do relé é utilizado na geração de uma osilação sustentada próxima à frequênia

rítia do proesso. Assim, estima-se o ganho rítio diretamente a partir dos dados do

experimento. Este método tem a vantagem de permitir o ontrole da amplitude do ilo

limite por uma esolha apropriada da amplitude do relé (ÅSTRÖM; HÄGGLUND, 1984).

Na Figura 2.1, é apresentado o diagrama esquemátio do método do relé. De aordo

om o diagrama, os sinais u(t) e y(t) são a saída do relé e saída do proesso, respetiva-

mente. O sinal d(t) representa a perturbação, r(t) é o valor de referênia da entrada do

relé e e(t) é o erro entre o sinal de referênia e a saída do proesso.

Figura 2.1: Diagrama esquemátio do método do relé.

Fonte: Elaborada pelo autor

Sob ertas ondições, a realimentação por relé resultará em uma osilação sustentada

na saída do proesso y(t) em torno da referênia r(t), om o período de osilação próximo

ao período rítio do proesso. A saída do relé u(t) muda ada vez que a saída do sistema

y(t) ruza a referênia. O sinal u(t) é uma onda quadrada e os harm�nios de alta ordem

do sinal de saída são atenuados pelo proesso. Assim, o sinal de saída y(t) é próximo de

uma senoide.

A função geral do relé é representada na Figura 2.2. De aordo om Wang, Lee e

Chong (2002), as possíveis on�gurações do relé estão listadas na Tabela 2.1, onde µ é a

amplitude do relé e ε é a histerese.

2.2.1 Relé Ideal

O relé ideal ou padrão é o relé sem histerese e simétrio. Neste aso mais simples, dado

por (2.1), deve-se espei�ar apenas a amplitude µ. Caso esolha-se um valor grande para

µ, tem-se osilações de amplitude maior no proesso e uma identi�ação melhor. Por

outro lado, um sinal de entrada om amplitude maior fará o proesso desviar mais da sua

referênia, o que não é desejável. Caso a saída do sistema seja orrompida por ruído, a
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Figura 2.2: Função geral do relé.

Fonte: (WANG; LEE; CHONG, 2002)

Tabela 2.1: Tipos de Relé.

Com histerese ε+ 6= 0 e ε− 6= 0
Sem histerese ε+ = 0 e ε− = 0

Com histerese e simétrio ε+ = ε− 6= 0
Com histerese e assimétrio ε+ = ε− 6= 0 e µ+ 6= µ−

Assimétrio µ+ 6= µ−

Simétrio µ+ = µ−

Fonte: (WANG; LEE; CHONG, 2002)

amplitude do relé deve ser ajustada de tal forma que seja assegurada uma boa relação

sinal-ruído (WANG; LEE; CHONG, 2002).

u(t) =

{

µ+, se e(t) ≥ 0

µ−, se e(t) < 0,
(2.1)

onde µ+ e µ− ∈ R indiam a amplitude positiva e negativa, respetivamente.

A partir da utilização do relé ideal é obtida uma osilação sustentada próxima da

frequênia rítia do sistema, ou seja, no ponto (−1,0) da urva Nyquist mostrada na

Figura 2.3 para um sistema de primeira ordem om atraso.

Para obter outros pontos de frequênia, além do ponto rítio do sistema, diversas

variações foram propostas para forneer informações em uma frequênia adiional. Estes

métodos geralmente introduzem um elemento dinâmio onheido na malha de realimen-

tação e assim, a frequênia da exitação é alterada.
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Figura 2.3: Representação dos efeitos das dinâmias adiionais na malha de realimentação

om relé.

Fonte: Elaborada pelo autor

2.2.2 Relé om Histerese

Em diversas situações prátias, pode ser vantajoso substituir o relé padrão na malha de

realimentação por um relé simétrio om uma histerese. Desta forma, evitam-se havea-

mentos inadequados do relé provoados pelo ruído na saída do proesso.

Para o relé om histerese, tem-se:

u(t) =

{

µ+, se e(t) > ε+, ou e(t) ≥ ε− e u(t−) = µ+

µ−, se e(t) < ε−, ou e(t) ≤ ε+ e u(t−) = µ−
(2.2)

em que ε+ e ε− ∈ R e ε+ 6= ε− indiam a histerese, µ+ e µ− ∈ R indiam a amplitude

positiva e negativa, respetivamente. O termo u(t−) é o valor de u antes do tempo t.

Na presença de ruído, a histerese do relé é utilizada para reduzir a in�uênia do ruído

de medição e manter a regularidade na largura dos pulsos. O valor da histerese deve ser

de�nido tão pequeno quanto possível (WANG; LEE; CHONG, 2002). Conforme represen-

tado na Figura 2.3, dependendo do valor da histerese, o experimento do relé produz uma

exitação om uma frequênia ligeiramente inferior a observada om o relé ideal. Outra

apliação do relé om histerese é na geração de uma polarização para identi�ar diferentes

pontos de frequênia (WANG; HANG; ZOU, 1997).

2.2.3 Relé om Integrador

O método do relé padrão exita o proesso em seu ponto rítio, que está loalizado na

interseção da urva de Nyquist om eixo real negativo. Isto orresponde a uma fase de

−180◦. Com o propósito de obter informações do sistema em um ponto de frequênia
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mais baixa do que a frequênia do relé padrão, é introduzido na malha de realimentação

um elemento integrador (ÅSTRÖM; HÄGGLUND, 1995).

Na Figura 2.4 é apresentado o diagrama esquemátio para o método do relé om

integrador. Em um experimento do relé padrão, os haveamentos oorrem quando o sinal

do erro ruza o zero. Ao introduzir um integrador na malha, o haveamento do relé oorre

quando há ruzamentos da integral do sinal de erro.

Figura 2.4: Diagrama esquemátio do método do relé om integrador.

Fonte: Elaborada pelo autor

A adição de um integrador produz uma mudança de fase, �xando-a em −90◦, de tal

modo que o ponto identi�ado está na interseção do eixo imaginário negativo no grá�o

de Nyquist, onforme mostrado na Figura 2.3.

2.3 Estrutura do Relé para Proessos sob Perturbações

Nesta seção, por meio de um estudo de aso, são desritos os problemas apresentados

pela estrutura om realimentação por relé padrão sob perturbação estátia e/ou drift.

Para superar tais problemas, uma estrutura om realimentação por relé foi proposta no

trabalho Silva e Barros (2017b). Neste ontexto, as vantagens e desvantagens da estrutura

proposta são disutidas em detalhes.

2.3.1 Relé Padrão sob Perturbações

Considere o diagrama esquemátio do método do relé padrão mostrado na Figura 2.1.

Para ilustrar o efeito de uma perturbação estátia apliada a esta estrutura, onsidere o

proesso de segunda ordem om atraso, ujo período de osilação é Tu = 4,81 s, dado por:

G(s) =
1

(s+ 1)2
e−s. (2.3)
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Efeito da perturbação estátia

Este proesso é simulado om um relé padrão, om amplitude µ = 1. O passo de

simulação utilizado é de 0,01 s e uma perturbação estátia om amplitude d = 0,9 é

apliada na entrada do proesso no tempo t = 20 s. No instante de tempo t = 40 s, uma

outra perturbação estátia om d = 2 é apliada na entrada do proesso. Na Figura 2.5,

os sinais de saída do relé e saída do proesso são apresentados.

Figura 2.5: Curvas dos sinais de saída do relé (linha traejada), saída do proesso (linha

ontínua) e perturbação (linha traço-ponto) para o relé padrão (d = 0,9 e d = 2).
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Fonte: Elaborada pelo autor

De aordo om a Figura 2.5, antes da introdução da perturbação estátia, o período

de osilação é T̂u = 4,78 s. A partir do tempo t = 20 s, quando a perturbação estátia

é introduzida no sistema, a osilação torna-se assimétria, om período T̂u = 6,51 s. A

partir do instante de tempo t = 40 s, o teste do relé padrão não produz uma osilação

sustentada.

Efeito do drift

Nas mesmas ondições anteriores (amplitude do relé µ = 1 e passo de simulação

de 0,01 s) uma simulação é realizada para o proesso sob drift, dado por d = 0,8 +

0,5sen(0,005t) e apliado na entrada do proesso no tempo t = 20 s. Na Figura 2.6, são

apresentados os sinais de saída do relé e saída do proesso. Neste aso, a estrutura om

relé padrão também não foi apaz de manter uma osilação sustentada.

Observe que o relé padrão submetido a uma perturbação estátia produz osilações
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Figura 2.6: Curvas dos sinais de saída do relé (linha traejada), saída do proesso (li-

nha ontínua) e perturbação (linha traço-ponto) para o relé padrão (drift d = 0,8 +
0,5sen(0,005t)).
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Fonte: Elaborada pelo autor

assimétrias. Desta forma, diferentes frequênias de osilação são obtidas dependendo dos

valores da perturbação estátia durante o teste do relé. Já para grandes perturbações es-

tátias e/ou drift, o relé padrão não é apaz de produzir uma osilação sustentada. Assim,

inviabiliza a utilização dos dados de entrada-saída oletados durante o experimento.

2.3.2 Estrutura do Relé Proposta sob Perturbações

A estrutura do relé proposta é apresentada na Figura 2.7. A partir dessa estrutura, o

objetivo é obter uma osilação sustentada e simétria da saída do proesso sob perturbação

estátia e/ou drift.

A estrutura é omposta por dois bloos. O primeiro bloo é utilizado para remover

perturbações estátias e/ou drift. O segundo bloo é um relé padrão (R2). O bloo

utilizado para remover perturbações onsiste em um �ltro passa-alta, F1(s), seguido por

um relé (R1) e um �ltro passa-baixa, F2(s).

O �ltro passa-alta F1(s) é dado por:

F1 (s) = 1− e−sτf . (2.4)

onde τf é uma onstante. Para uma implementação digital, τf pode ser esolhido omo

um múltiplo do tempo de amostragem do proesso.
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Figura 2.7: Diagrama esquemátio da estrutura do relé proposta.

Fonte: Elaborada pelo autor

O �ltro passa-baixa é esolhido omo um integrador, ou seja:

F2 (s) = 1/s. (2.5)

O integrador é usado para ompensar a dinâmia do �ltro passa-alta. Para separar

a dinâmia do �ltro passa-alta e do �ltro passa-baixa, o relé R1 é introduzido. O �ltro

passa-alta remove a perturbação estátia e/ou drift. O relé R2 é usado omo o relé padrão

para gerar uma osilação estável na saída do proesso.

Observe que F1(s) é uma derivada aproximada, pois usando uma aproximação da série

de Taylor de primeira ordem para o termo e−sτf
da equação (2.4), tem-se:

F1(s) ≈ 1− (1− sτf ) ≈ sτf . (2.6)

Utiliza-se uma derivada aproximada de F1(s), pois uma implementação digital de uma

derivada pura não é fatível. A resposta em frequênia de F1(s) é dada por:

|F1 (jω)| =
[

(1− cos(ωτf))
2 + (sen(ωτf ))

2]1/2

∠θ1(ω) = tan−1

(

sen(ωτf)

(1− cos(ωτf))

)

.

Observe que para baixas frequênias e valores pequenos de τf , o �ltro F1(s) tem um

ângulo de fase de aproximadamente +π/2.

Para proessos om tempo de amostragem signi�ativamente pequenos, reomenda-se

a esolha do valor de τf igual ao tempo de amostragem.

Efeito da perturbação estátia

O proesso representado pela equação (2.3) agora é simulado para a estrutura do relé

proposta om onstante τf igual ao passo de simulação (0,01 s). As amplitudes dos dois

relés são iguais, µ = 1. Novamente, as perturbações estátias d = 0,9 e d = 2 são apliadas
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na entrada do proesso no tempo t = 20 s e t = 40 s, respetivamente.

Na Figura 2.8, são apresentados os sinais de saída do relé e saída do proesso. Observe

que a estrutura do relé proposta fornee uma saída do relé simétria sob perturbação

estátia. Em ambos os asos, om e sem perturbações estátias introduzidas no sistema,

o período de osilação é T̂u = 5,12 s.

Figura 2.8: Curvas dos sinais de saída do relé (linha traejada), saída do proesso (linha

ontínua) e perturbação (linha traço-ponto) para estrutura do relé proposta (d = 0,9 e

d = 2).
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Fonte: Elaborada pelo autor

Para grandes perturbações estátias, a estrutura do relé proposta também fornee

uma osilação simétria. Quando a perturbação estátia d = 2 é apliada na entrada do

proesso no tempo t = 40 s, o período de osilação permanee T̂u = 5,12 s.

Efeito do drift

Agora, para a estrutura do relé proposta, uma simulação é realizada para o proesso

sob drift, dado por d = 0,8 + 0,5sen(0,005t) e apliado na entrada do proesso no tempo

t = 20 s. Utiliza-se as mesmas ondições anteriores. Na Figura 2.9, os sinais de saída

do relé e do proesso são apresentados. De aordo om esta �gura, independente da

perturbação, o período de osilação permanee T̂u = 5,12 s.

Observações

Conforme ilustrado através do estudo de aso aima, a prinipal vantagem da estrutura

do relé proposta é a robustez à perturbações. Ou seja, uma vez que o relé está osilando,
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Figura 2.9: Curvas dos sinais de saída do relé (linha traejada), saída do proesso (linha

ontínua) e perturbação (linha traço-ponto) para estrutura do relé proposta (drift d =
0,8 + 0,5sen(0,005t)).
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Fonte: Elaborada pelo autor

é garantido o haveamento simétrio do relé após uma perturbação na entrada. Outra

vantagem da estrutura proposta é a simpliidade dos seus omponentes. Para o �ltro

passa-alta, o valor da onstante τf pode ser esolhido igual ao tempo de amostragem.

A desvantagem da estrutura proposta onsiste na ampli�ação do ruído da saída do

proesso após o �ltro passa-alta. Nos asos de sistemas ruidosos, pode-se utilizar histerese

para evitar o haveamento inorreto da saída do relé. Reomenda-se esolher o valor de

histerese em torno de 30% do valor máximo do ruído.

A utilização do relé polarizado, proposto em Shen, Wu e Yu (1996), pode prejudiar

as estimativas de ganho e frequênia rítia à medida que a polarização aumenta. Assim,

a vantagem da estrutura do relé proposta é que a estimativa do período de osilação não

varia, independentemente do valor da perturbação estátia.

Em Sung e Lee (2006a), um ganho integral deve ser atualizado através de um proedi-

mento iterativo para garantir desempenhos onsistentes na rejeição de grandes perturba-

ções estátias. Na estrutura proposta, não há neessidade de um proedimento iterativo.

Para garantir a rejeição de uma grande perturbação estátia, em Sung et al. (2006) é

neessário atualizar parâmetros e o modo de operação da estrutura proposta durante o

teste do relé. Enquanto que para a estrutura proposta, é de�nido apenas a onstante τf .

Em Lee et al. (2011), é neessário o projeto de dois �ltros. O bloo proposto para

remover perturbações é semelhante a essa abordagem. No entanto, na estrutura proposta
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de�ne-se apenas a onstante τf . Do ponto de vista prátio, esta é uma araterístia

favorável da estrutura proposta.

2.4 Resultados de Simulação

Nesta seção, sob diferentes perturbações, simulações são realizadas om a estrutura do

relé proposta e os proessos listados na Tabela 2.2. Nesta tabela, enontram-se os valores

reais da frequênia rítia de ada proesso.

Para todas as simulações, os valores das perturbações foram esolhidos para serem

representativos diante das ondições de operação do relé, ou seja, amplitude do relé µ = 1

e onstante do �ltro (τf ) igual ao passo de simulação (0,01 s).

Tabela 2.2: Proessos usados para avaliação da estrutura do relé proposta e as respetivas

frequênias rítias.

Proesso Frequênia rítia (Hz)

1 1
s+1

e−s 0,3229

2 1
s2+0,2s+1

e−0,2s 0,2236

3 1
(s2+2s+3)(s+3)

e−0,3s 0,3350

4 0,57

(8,6s+1)2
e−18,7s 0,0151

5 1−s
(1+s)3

0,1593

6 1
(s+1)4

0,1593

Fonte: Elaborada pelo autor

Para ada um dos proessos, os erros perentuais entre a frequênia rítia real e as

frequênias estimadas utilizando a estrutura do relé proposta e o relé padrão são al-

ulados. O erro perentual da estimação em um dado ponto de frequênia é de�nido

omo:

erro(%) =

∣

∣

∣

∣

ω̂c − ωc

ωc

∣

∣

∣

∣

× 100

onde ω̂c e ωc são o valor estimado e o valor real da frequênia de osilação, respetivamente.
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2.4.1 Efeitos da Perturbação Estátia

Nesta seção, os efeitos de diferentes valores de perturbação estátia apliadas à estrutura

do relé proposta são avaliados.

Na Tabela 2.3, para a estrutura do relé proposta e o relé padrão, são apresentadas

as estimativas das frequênias de osilação dos ilos limite.O termo NA é usado para

indiar que a ténia não é apaz de gerar uma osilação sustentada quando sujeita a uma

perturbação. Em todos os asos, a amplitude do relé é µ = 1 e a onstante τf é igual ao

passo de simulação (0,01 s).

Para os proessos 1 e 3 a 6 e valores de perturbação estátia aima da amplitude do

relé (d = 1,2), o relé padrão não é apaz de produzir uma osilação. Enquanto que o relé

proposto produz uma osilação estável em todos os asos.

Tabela 2.3: Frequênias estimadas sob perturbação estátia.

Proesso Perturbação Proposto (Hz) Erro (%) Padrão (Hz) Erro (%)

0,5 0,2475 23,3509 0,3059 5,2648
1

1
s+1

e−s 0,8 0,2475 23,3509 0,2513 22,1740

1,2 0,2475 23,3509 NA NA

0,5 0,2262 1,1628 0,2179 2,5492
2

1
s2+0,2s+1

e−0,2s 0,8 0,2252 0,7156 0,2160 3,3989

1,2 0,2242 0,2683 0,2110 5,6351
0,5 0,3356 0,1791 0,3279 2,1194

3

1
(s2+2s+3)(s+3)

e−0,3s 0,8 0,3356 0,1791 0,3165 5,5224

1,2 0,3356 0,1791 NA NA

0,5 0,0131 13,2450 0,0149 1,3245
4

0,57

(8,6s+1)2
e−18,7s 0,8 0,0131 13,2450 0,0135 10,5960

1,2 0,0131 13,2450 NA NA

0,5 0,1684 5,7125 0,1447 9,1651
5

1−s
(1+s)3

0,8 0,1678 5,1342 0,1277 19,8368

1,2 0,1667 4,6453 NA NA

0,5 0,1592 0,0628 0,1520 4,5825
6

1
(s+1)4

0,8 0,1572 1,3183 0,1381 13,3082

1,2 0,1541 3,2643 NA NA

Fonte: Elaborada pelo autor

Para veri�ar a dispersão das frequênias estimadas, para ada um dos proessos

analisados, foi alulado o desvio padrão das estimativas. Tais valores enontram-se na

Tabela 2.4. Para os proessos 1, 3 e 4 não há variação das frequênias estimadas, logo o

desvio padrão é igual a zero.

De aordo om os valores de desvio padrão apresentados na Tabela 2.4, observa-se

que para a estrutura do relé proposta são obtidos valores de desvio padrão inferiores
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Tabela 2.4: Desvio padrão das frequênias estimadas sob perturbação estátia.

Proesso Proposto Padrão

1

1
s+1

e−s 0 0,1632

2

1
s2+0,2s+1

e−0,2s 0,0010 0,0036

3

1
(s2+2s+3)(s+3)

e−0,3s 0 0,1861

4

0,57

(8,6s+1)2
e−18,7s 0 0,0082

5

1−s
(1+s)3

0,00086 0,0791

6

1
(s+1)4

0,0026 0,0840

Fonte: Elaborada pelo autor

aos obtidos om o relé padrão. Portanto, independentemente dos valores da perturbação

estátia, a estrutura proposta foi insensível a perturbações estátias e foi obtida uma

osilação simétria na saída do relé.

2.4.2 Efeitos do Drift

Nesta seção, os efeitos de diferentes valores de drift apliados a estrutura do relé proposta

são avaliados.

Na Tabela 2.5 são apresentadas as estimativas das frequênias de osilação dos ilos

limite obtidos a partir da estrutura do relé proposta e do relé padrão. O termo NA é

usado para indiar que a ténia não é apaz de gerar uma osilação sustentada quando

sujeita ao drift. Em todos os asos, a amplitude do relé é µ = 1 e a onstante τf é igual

ao passo de simulação (0,01 s).

Para todos os proessos em estudo, a estrutura do relé proposta produz uma osilação

estável. Enquanto que para os proessos 4 e 6 o relé padrão não é apaz de produzir uma

osilação sustentada.

Novamente, a �m de veri�ar a dispersão das frequênias estimadas, para ada um

dos proessos analisados, foi alulado o desvio padrão das estimativas. Estes valores

enontram-se na Tabela 2.6. A partir dos valores de desvio padrão, pode-se onluir que

a estrutura do relé proposta é apaz de forneer ilos limite insensíveis aos tipos de drift

apliados.
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Tabela 2.5: Frequênias estimadas sob drift.

Proesso Drift Proposto (Hz) Erro (%) Padrão (Hz) Erro (%)

rampa (0,015) 0,2441 24,4038 0,3174 1,7033
1

1
s+1

e−s sen(0,002t) 0,2441 24,4038 0,293 9.2598

0,8 + 0,5sen(0,001t) 0,2441 24,4038 0,1953 39.5169
rampa (0,015) 0,2319 3,7120 0,2197 1,7442

2

1
s2+0,2s+1

e−0,2s sen(0,002t) 0,2319 3,7120 0,2197 1,7442

0,8 + 0,5sen(0,001t) 0,2319 3,7120 0,2075 7,2004
rampa (0,015) 0,3296 1,6119 0,3296 1,6119

3

1
(s2+2s+3)(s+3)

e−0,3s sen(0,002t) 0,3296 1,6119 0,3174 5,2537

0,8 + 0,5sen(0,001t) 0,3296 1,6119 0,2930 12,5373
rampa (0,015) 0,01602 6,0927 NA NA

4

0,57

(8,6s+1)2
e−18,7s sen(0,0002t) 0,01297 14,1060 0,01373 9,0728

0,8 + 0,5sen(0,0001t) 0,01297 14,1060 0,0114 24,2384
rampa (0,015) 0,1709 7,2819 0,1465 8,0352

5

1−s
(1+s)3

sen(0,002t) 0,1709 7,2819 0,1343 15,6937

0,8 + 0,5sen(0,001t) 0,1709 7,2819 0,1099 31,0107
rampa (0,015) 0,1587 0,3766 0,1465 8,0352

6

1
(s+1)4

sen(0,002t) 0,1587 0,3766 0,1465 8,0352

0,8 + 0,5sen(0,001t) 0,1587 0,3766 NA NA

Fonte: Elaborada pelo autor

Tabela 2.6: Desvio padrão das frequênias estimadas sob drift.

Proesso Proposto Padrão

1

1
s+1

e−s 0 0,0646

2

1
s2+0,2s+1

e−0,2s 0 0,0070

3

1
(s2+2s+3)(s+3)

e−0,3s 0 0,0186

4

0,57

(8,6s+1)2
e−18,7s 0,0018 0,0016

5

1−s
(1+s)3

0 0,0186

6

1
(s+1)4

0 0

Fonte: Elaborada pelo autor
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2.4.3 Efeitos do Ruído

Nesta seção, os proessos são simulados onsiderando os efeitos do ruído na saída do

proesso. Os valores do ruído gaussiano, om média zero, são aumentados gradualmente

para reduzir a relação sinal-ruído. Para os proessos em estudo, as frequênias estimadas

são mostradas na Tabela 2.7. Em todos os asos, a amplitude do relé é µ = 1 e o passo

de simulação é igual a 0,01 s.

Para evitar haveamentos indesejáveis do sinal de saída do relé, deve-se esolher valores

apropriados de histerese, tanto para a estrutura do relé proposta quanto para o relé padrão.

Além disso, observe que para a estrutura do relé proposta deve-se espei�ar a onstante

do termo F1(s), uma vez que, sob ruído na saída do proesso, a esolha do passo de

simulação não é adequada.

Tabela 2.7: Frequênias estimadas sob ruído na saída.

Proesso Variânia Histerese τf Proposto (Hz) Erro (%) Padrão (Hz) Erro (%)

0,01 0,01 0,08 0,3113 3,7263 0,3296 2,0328
1

1
s+1

e−s 0,1 0,8 0,5 0,2319 39,2411 0,2686 20,2159

0,5 1,5 1 0,2075 55,6145 0,2930 10,2048
0,01 0,02 0,1 0,2136 4,6816 0,2197 1,7737

2

1
s2+0,2s+1

e−0,2s 0,1 0,5 0,4 0,1953 14,4905 0,2075 7,7590

0,5 1,5 0,5 0,1831 22,1191 0,1953 14,4905
0,005 0,2 1,0 0,2319 44,4588 0,2625 27,6190

3

1
(s2+2s+3)(s+3)

e−0,3s 0,01 0,3 1,0 0,2380 40,7563 0,2319 44,4588

0,02 0,45 2,0 0,1892 77,0613 0,1892 77,0613
0,01 0,5 2,0 0,01068 41,4214 0,01221 23,7003

4

0,57

(8,6s+1)2
e−18,7s 0,1 1,0 4,0 0,01373 10,0059 0,01373 10,0059

0,2 1,5 5 0,01068 41,4214 0,01373 10,0059
0,01 0,2 0,1 0,1526 4,3906 0,1465 8,7372

5

1−s
(1+s)3

0,1 0,7 0,4 0,1465 8,7372 0,1404 13,4615

0,5 1,8 1,2 0,1160 37,3276 0,1282 24,2590
0,01 0,2 0,2 0,1404 13,4615 0,1526 4,3906

6

1
(s+1)4

0,1 0,8 1,0 0,1282 24,2590 0,1343 18,6150

0,2 1,0 1,1 0,1160 37,3276 0,1404 13,3696

Fonte: Elaborada pelo autor

Na Tabela 2.8 enontram-se os desvios padrão das frequênias estimadas para ada

um dos proessos analisados. A partir dos valores de desvio padrão, observa-se que a

estrutura do relé proposta é mais sensível ao ruído na saída do proesso do que o relé

padrão. O prinipal motivo para isto é a ampli�ação do ruído após o �ltro passa-alta.

Também observa-se que quanto maior o ruído, maior deve ser o valor da histerese e da

onstante τf . Logo, o valor da frequênia de osilação estimada se distania do valor real

da frequênia rítia.
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Tabela 2.8: Desvio padrão das frequênias estimadas sob ruído na saída.

Proesso Proposto Padrão

1

1
s+1

e−s 0,0543 0,0307

2

1
s2+0,2s+1

e−0,2s 0,0154 0,0122

3

1
(s2+2s+3)(s+3)

e−0,3s 0,0266 0,0368

4

0,57

(8,6s+1)2
e−18,7s 0,0018 0,0072

5

1−s
(1+s)3

0,0196 0,0093

6

1
(s+1)4

0,0122 0,0093

Fonte: Elaborada pelo autor

2.4.4 Efeitos do Ruído e Perturbação

Nesta seção, os proessos são simulados onsiderando os efeitos do ruído na saída do pro-

esso em onjunto om perturbações estátias e/ou drift. Para os proessos em estudo,

as frequênias estimadas são mostradas na Tabela 2.9. O termo NA é usado para indiar

que a ténia não é apaz de gerar uma osilação sustentada quando sujeita a uma per-

turbação. Em todos os asos, a amplitude do relé é µ = 1 e o passo de simulação é igual

a 0,01 s.

Novamente, para evitar haveamentos indesejáveis do sinal de saída do relé, é neessá-

rio de�nir valores apropriados de histerese, tanto para a estrutura do relé proposta quanto

para o relé padrão. Além disso, observe que para a estrutura do relé proposta deve-se

espei�ar o valor da onstante do termo F1(s) diferente de 0,01 s.

2.4.5 Comparação om Outras Estruturas do Relé

Nesta seção, o desempenho da estrutura do relé proposta é omparado om outras estra-

tégias apresentadas na literatura. Novamente, utiliza-se os proessos listados na Tabela

2.2. Em todos os asos, as frequênias de osilação são aluladas para o relé padrão

(ÅSTRÖM; HÄGGLUND, 1984), a estrutura do relé proposta e as estruturas om reali-

mentação por relé propostas em Park, Sung e Lee (1997), Sung e Lee (2006a) e Lee et al.

(2011). Os resultados da simulação são apresentados na Tabela 2.10. O termo NA é usado

para indiar que a ténia não é apaz de gerar uma osilação sustentada quando sujeita

a uma perturbação. Os parâmetros de projeto para as estruturas om realimentação por

relé são apresentados na Tabela 2.11.
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Tabela 2.9: Frequênias estimadas sob ruído na saída e perturbação.

Proesso Variânia Histerese τf Perturbação Proposto (Hz) Erro (%) Padrão (Hz) Erro (%)

0,001 0,01 0,1 0,5 0,2667 21,0851 0,3052 5,7974
1

1
s+1

e−s 0,01 0,08 0,5 1,2 0,2358 36,9069 NA NA

0,05 1,5 1 0,8 + 1,2sen(0,005t) 0,4202 23,1513 NA NA

0,001 0,01 0,1 0,5 0,2439 8,3253 0,2197 1,7737
2

1
s2+0,2s+1

e−0,2s 0,01 0,08 0,5 1,2 0,2053 8,8916 0,2136 4,6801

0,05 1,5 1 0,8 + 1,2sen(0,005t) 0,1695 31,9221 0,1876 19,1771
0,001 0,5 0,1 0,5 0,2247 49,0773 NA NA

3

1
(s2+2s+3)(s+3)

e−0,3s 0,01 0,5 1 1,2 0,2380 40,7563 NA NA

0,01 0,05 1 0,8 + 1,2sen(0,005t) 0,2604 28,6420 NA NA

0,001 0,01 0,1 3,0 0,01831 17,5106 0,01831 17,5106
4

0,57

(8,6s+1)2
e−18,7s 0,01 0,1 3,0 1,2 0,01221 23,7003 NA NA

0,01 0,2 4,0 0,8 + 1,2sen(0,0005t) 0,0142 6,3308 NA NA

0,001 0,01 0,1 0,5 0,1526 4,3906 0,1465 8,7372
5

1−s
(1+s)3

0,01 0,08 0,5 1,2 0,1465 8,7372 NA NA

0,01 0,5 1 0,8 + 1,2sen(0,005t) 0,1157 37,5236 NA NA

0,001 0,01 0,1 0,5 0,1526 4,3906 0,1526 4,3906
6

1
(s+1)4

0,01 0,08 0,5 1,2 0,1433 11,1013 NA NA

0,01 0,5 1 0,8 + 1,2sen(0,005t) 0,1043 52,6449 NA NA

Fonte: Elaborada pelo autor

Tabela 2.10: Comparação dos métodos e frequênias de osilação (Hz).
Proesso Perturbação AH

1
Proposto PSL

2
SL

3
Lee

4

0,8 0,2513 0,2475 0,3030 0,1433 0,3333
1

1
s+1

e−s 1,2 NA 0,2475 NA 0,1333 0,3333

0,8 + 1,2sen(0,005t) NA 0,2463 NA 0,1504 0,3344
0,8 0,2160 0,2252 0,1961 0,1563 0,2083

2

1
s2+0,2s+1

e−0,2s 1,2 0,2110 0,2242 0,1961 0,1538 0,2083

0,8 + 1,2sen(0,005t) 0,1818 0,2242 0,1961 0,1563 0,2083
0,8 0,3165 0,2941 0,3030 0,1724 0,3226

3

1
(s2+2s+3)(s+3)

e−0,3s 1,2 NA 0,2941 NA 0,1724 0,3226

0,8 + 1,2sen(0,005t) NA 0,2941 0,3030 NA 0,3226
0,8 NA 0,0131 0,0147 0,0072 0,0152

4

0,57

(8,6s+1)2
e−18,7s 1,2 NA 0,0131 0,0147 0,007 0,0152

0,8 + 1,2sen(0,005t) NA 0,0168 0,0167 NA 0,0152
0,8 0,1266 0,1613 0,1471 0,0676 0,1515

5

1−s
(1+s)3

1,2 NA 0,1613 NA 0,0658 0,1515

0,8 + 1,2sen(0,005t) NA 0,1563 NA NA 0,1515
0,8 0,1333 0,1471 0,1471 0,0667 0,1515

6

1
(s+1)4

1,2 NA 0,1471 NA 0,0633 0,1563

0,8 + 1,2sen(0,005t) NA 0,1515 NA NA 0,1538
1

AH: (ÅSTRÖM; HÄGGLUND, 1984),

2

PSL: (PARK; SUNG; LEE, 1997),

3

SL: (SUNG; LEE,

2006a),

4

LEE: (LEE et al., 2011)

Fonte: Elaborada pelo autor



Capítulo 2. Estruturas om Realimentação por Relé 35

Tabela 2.11: Parâmetros de projeto das estruturas om relé.

Método Parâmetro de projeto

(ÅSTRÖM; HÄGGLUND, 1984) -

Proposto τf = Ts = 0,1
(PARK; SUNG; LEE, 1997) -

(SUNG; LEE, 2006a) Kp = 2 e Ks = 5
(LEE et al., 2011) τf = 2 e q = 0,1

Fonte: Elaborada pelo autor

Conforme ilustrado pelos resultados da simulação, a prinipal vantagem da estrutura

do relé proposta é a robustez às perturbações. Ou seja, uma vez que o relé está osilando,

o haveamento do relé é garantido após uma perturbação na entrada.

2.5 Resultados Experimentais - Seador de Grãos

A estrutura do relé proposta é apliada a um sistema de seagem de grãos em esala de

laboratório. Os detalhes do sistema utilizado estão desritos no Apêndie A.

Para avaliar a qualidade da informação obtida a partir da estrutura do relé proposta,

os dados de entrada-saída obtidos om os experimentos do relé são utilizados para identi�-

ação de modelos FOPTD do proesso. Além disso, sob ondições experimentais iguais, os

modelos obtidos a partir da estrutura proposta são omparados om os modelos estimados

usando o relé proposto por Åström e Hägglund (1984).

Um modelo FOPTD pode ser obtido a partir do ganho no estado estaionário do

proesso e da informação da frequênia do ilo limite. Uma vez que a estrutura do relé

proposta é apaz de rejeitar perturbações estátias e assegurar a simetria da saída do

proesso, uma variação ao degrau pode ser apliada na entrada do proesso.

O degrau na entrada do proesso fornee o ganho no estado estaionário do proesso.

Desta forma, utilizando as informações obtidas através do experimento do relé, é apliada

a ténia de identi�ação proposta por Åström e Hägglund (2006).

Considere um modelo FOPTD om função de transferênia dada por G(s), equação

(2.7). Na frequênia ω, que é a frequênia de osilação do proesso, G(jω) e φ(jω) são o

ganho e a fase do sistema, respetivamente.

G(s) =
K

Ts+ 1
e−sL. (2.7)

onde K é o ganho do proesso, T é a onstante de tempo, L é o atraso.

O ganho no estado estaionário (G(0)) pode ser obtido integrando a resposta de

entrada-saída do sistema. G(jω) é estimado a partir de um teste om relé realimentado.



Capítulo 2. Estruturas om Realimentação por Relé 36

Os outros parâmetros do modelo FOPTD podem ser alulados utilizando as seguintes

equações:

T =
1

ω

√

(

|G(jω)|

G(0)

)−2

− 1 (2.8)

L =
1

ω

(

π − arctan

(

|G(jω)|

G(0)

)−2

− 1

)

(2.9)

K = G(0). (2.10)

Para validar os modelos obtidos, degraus são apliados na entrada do proesso. A

exatidão do modelo estimado é avaliada usando a equação do erro médio quadrátio

normalizado dada por (2.11). O valor desta função varia entre −∞ (ajuste ruim) e 1

(ajuste perfeito).

ǫ =

(

1−
||y(kTs)− ŷ(kTs)||

||y(kTs)−media(y(kTs))||

)

, (2.11)

onde kTs são os instantes de amostragem, Ts é o tempo de amostragem, y(kTs) é a saída

real do proesso, ŷ(kTs) é a saída estimada e media(y(kTs)) é o valor médio da saída do

proesso.

Com o propósito de obter o estado estaionário do proesso, uma Modulação por

Largura de Pulso (Pulse Width Modulation - PWM) ajustada em 30% foi apliada na

entrada do proesso. O valor �nal no estado estaionário foi de aproximadamente 48,5◦C.

Durante os experimentos, apenas o ventilador V1 foi utilizado. Para a estrutura do relé

proposta, a onstante de tempo do �ltro (τf ) foi de�nida igual ao tempo de amostragem,

isto é, 1 s. A amplitude do relé R1 foi de�nida para µ = ±1. Enquanto, o relé R2 foi

ajustado para apliar osilações em torno da referênia da variável manipulada (MV) om

uma amplitude µ = 5. Para ambos os relés, a histerese foi ajustada para ±0,1.

Para obter o ganho em estado estaionário do proesso, um degrau om amplitude

d = 5 foi apliado na entrada do proesso no instante de tempo t = 80 s. Essa perturbação

foi apliada aos experimentos da estrutura do relé proposta e relé padrão.

Os sinais de saída do relé e saída do proesso obtidos pelo experimento de relé proposto

são mostrados na Figura 2.10. Os sinais obtidos pelo experimento de relé padrão são

mostrados na Figura 2.11. Observa-se que, utilizando a estrutura do relé proposta, é

obtida uma osilação simétria na saída do relé. Ao utilizar o relé padrão é obtida uma

osilação assimétria.

Os modelos FOPTD foram estimados utilizando as equações (2.8)-(2.10) e os dados
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Figura 2.10: Curvas dos sinais de saída do relé (linha pontilhada), saída do proesso (linha

sólida) e perturbação (linha traço-ponto) utilizando relé proposto (Seador de Grãos).
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Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 2.11: Curvas dos sinais de saída do relé (linha pontilhada), saída do proesso (linha

sólida) e perturbação (linha traço-ponto) utilizando relé padrão (Seador de Grãos).
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Fonte: Elaborada pelo autor

de entrada-saída. A partir do experimento usando a estrutura do relé proposta, tem-se:

Gpro(s) =
0,3712

5,237s+ 1
e−3,47s. (2.12)

Para o experimento om relé padrão, o modelo FOPTD estimado é:
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Gsr(s) =
0,2344

3,747s+ 1
e−4,26s. (2.13)

Com o objetivo de validar os modelos obtidos, degraus desendentes foram apliados

na entrada do proesso onforme mostrado na Figura 2.12. A apliação apenas de degraus

para baixo deve-se a forte não linearidade do sistema de seagem de grãos. A prinipal

razão desta araterístia é o fato do resfriamento das paredes dos tubos ser bem mais

lento que o aqueimento.

O valor do erro médio quadrátio normalizado, obtido a partir do modelo estimado

usando os dados da estrutura do relé proposta, é ǫ = 0,7243. Enquanto, para o modelo

obtido a partir do experimento do relé padrão tem-se ǫ = 0,08314.

Figura 2.12: Curvas dos sinais de saída do proesso (linha sólida), saída do modeloGpro(s)
(linha traejada) e saída do modelo Gsr(s) (linha traço-ponto) utilizados para validação

(Seador de Grãos).
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2.6 Conlusões

Neste apítulo foi proposta uma estrutura om realimentação por relé para proessos

sob perturbação. A partir da estrutura proposta, o objetivo é garantir uma osilação

estável e simétria sob perturbações estátias e/ou drift, mesmo para grandes valores de

perturbação estátia.

Diferente das alternativas presentes na literatura para superar os problemas gerados

por perturbações em sistemas om realimentação por relé, a estrutura do relé proposta não

utiliza proedimentos iterativos. Para utilizar a estrutura do relé proposta é neessário

de�nir apenas uma onstante para o �ltro passa-alta. Em diversos asos, esta variável

pode ser esolhida omo o tempo de amostragem do proesso.

Uma desvantagem da estrutura proposta é o aumento da sensibilidade ao ruído do

proesso devido a araterístia do �ltro passa-alta. Nestes asos, pode-se utilizar histerese

para evitar o haveamento inorreto da saída do relé e/ou aumentar a onstante do �ltro

passa-alta.

De aordo om o estudo de aso e resultados de simulação, a estrutura do relé proposta

é apaz de gerar o haveamento do relé sob perturbação na entrada do proesso, enquanto

o relé padrão pode não produzir uma osilação sustentada para grandes perturbações

estátias. Resultados semelhantes são obtidos para proessos sob drift.

Quando omparado om outras estratégias presentes na literatura, observa-se que

a estrutura om realimentação por relé proposta é menos sensível às perturbações em

relação as abordagens propostas por Åström e Hägglund (1984), Park, Sung e Lee (1997)

e Sung e Lee (2006a). Quando ompara-se om a estrutura do relé proposta em Lee et al.

(2011), ambas as abordagens apresentam pequena variação nas frequênias de osilação

estimadas.

A partir dos resultados de simulação, observa-se que a estrutura proposta fornee um

período de osilação diferente do período rítio real. Esta informação é útil, por exemplo,

para a apliação de ténias de identi�ação de sistemas.

Uma vez que a estrutura om realimentação por relé proposta é apaz de rejeitar per-

turbações estátias, uma variação ao degrau na entrada do proesso pode ser apliada

sem prejudiar a operação do relé. Assim, aproveitando esta araterístia da estrutura

proposta, os dados de entrada e saída obtidos a partir da estrutura proposta foram apli-

ados para estimativas de modelos FOPTD de um sistema de seagem de grãos em esala

de laboratório. Os resultados experimentais mostram que o modelo obtido utilizando os

dados de entrada-saída da estrutura proposta apresenta um erro menor em relação ao

modelo obtido usando o relé padrão.



Capítulo 3

Estrutura om Realimentação por Relé

Apliada para Proessos TITO

3.1 Introdução

Para sistemas SISO, o método do relé padrão tem sido amplamente apliado na indústria

desde a sua introdução por Åström e Hägglund (1984). Porém, vários proessos industriais

são múltiplas-entradas e múltiplas-saídas (MIMO). Para tais proessos, podem oorrer

erros na estimativa da informação rítia devido à interação entre as malhas.

Neste apítulo, a apliação da estrutura om realimentação por relé apresentada no

Capítulo 2 é estendida aos sistemas Two-Input Two-Output (TITO). Esta é uma sublasse

omum de sistemas MIMO presente em diversos proessos industriais. Além disso, omo

a realimentação por relé proposta é robusta a perturbações e garante uma saída simétria

do relé, é proposto um sinal de exitação omposto por um degrau e uma onda quadrada

periódia om frequênia menor que a frequênia de osilação obtida om o experimento do

relé. O objetivo desse sinal de exitação adiional é estimar vários pontos de frequênia do

proesso. Assim, a informação no domínio da frequênia pode ser usada para estimar, por

exemplo, um modelo de primeira ordem om atraso (FOPTD) para ada Malha Aberta

Efetiva (EOP) de um proesso TITO.

Este apítulo está organizado da seguinte forma: Na seção 3.2, é de�nido o oneito de

proesso em Malha Aberta Efetivo (EOP) para sistemas TITO. Na seção 3.3, através de

um estudo de aso, são disutidos os resultados da apliação da estrutura do relé proposta

para um proesso TITO. O sinal de exitação para estimar múltiplos pontos de frequênia

é apresentado na seção 3.4. Na seção 3.5, são apresentados os resultados experimentais

da apliação da estrutura do relé proposta para um proesso térmio TITO. O apítulo

40
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se enerra om as onlusões na seção 3.6.

3.2 Proesso em Malha Aberta Efetivo (EOP)

Considere um proesso em Malha Aberta Efetivo omo sendo a função de transferênia

que desreve a dinâmia real de ada malha aberta entre uma entrada ui e saída yi,

enquanto todas as demais malhas estão fehadas. Assim, um sistema multivariável n× n

pode ser deomposto em um onjunto de n sistemas equivalentes SISO (HUANG et al.,

2003).

Um EOP difere da função de transferênia em malha aberta original pelos efeitos das

interações de malhas aopladas. As dinâmias ombinadas das malhas SISO, representa-

das por um EOP, podem apresentar araterístias diferentes da respetiva malha, mesmo

sem sofrer efeitos externos.

Para obter o EOP de um sistema TITO, onsidere o proesso G(s) e a matriz de

funções de transferênia do ontrolador Gc(s), dadas por:

G(s) =

[

g11(s) g12(s)

g21(s) g22(s)

]

(3.1)

Gc(s) =

[

gc1(s) 0

0 gc2(s)

]

. (3.2)

De aordo om Huang et al. (2003), a de�nição de EOP para um proesso TITO é

dada por:

ḡ1(s) = g11(s)− g12(s) [g22(s)]
−1 g21(s)h2(s) (3.3)

ḡ2(s) = g22(s)− g21(s) [g11(s)]
−1 g12(s)h1(s) (3.4)

onde

hi(s) =
gci(s)gii(s)

1 + gci(s)gii(s)
, i = 1,2. (3.5)

Observe que o segundo fator no lado direito das equações (3.3) e (3.4) representa uma

medida da interação em malha fehada. Portanto, em um experimento do relé realizado

om base em ḡi leva-se em onta os efeitos da interação de malha.

Na Figura 3.1, é apresentado o esquema de realimentação por relé usado para estimar
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a primeira malha aberta efetiva, onde a malha 1 está sob realimentação do relé e a malha

2 está sob realimentação de um ontrolador PID. Este proedimento pode ser estendido

para um proesso MIMO geral, onde os experimentos do relé são realizados de forma

sequenial para estimar todos os EOPs. Neste trabalho, sem perda de generalidade, a

apliação da estrutura do relé proposta é restrita aos sistemas om duas entradas e duas

saídas (TITO).

Figura 3.1: Diagrama esquemátio da malha aberta efetiva (EOP) de um sistema TITO,

om a malha 1 realimentada por relé.

Fonte: Elaborada pelo autor

3.3 A Estrutura om Realimentação por Relé Apliada

para Proessos TITO

Para os sistemas multivariáveis, existem três possíveis esquemas de realimentação por relé,

são eles: o experimento do relé independente (independent single relay), onde apenas

um relé é realimentado por malha de forma independente, deixando as outras malhas

abertas. A segunda possibilidade é o experimento do relé sequenial (sequenial relay

feedbak), onde o relé é apliado na primeira malha, enquanto as outras estão abertas.

O relé é apliado na malha seguinte om a primeira fehada, e assim por diante, até que

o experimento do relé seja realizado em todas as malhas. A tereira possibilidade é o

experimento do relé desentralizado (deentralized relay feedbak). Neste aso, o relé é

apliado em todas as malhas simultaneamente (WANG et al., 1997).

Nesta seção, em diferentes ondições, a operação da estrutura do relé proposta é

ilustrada para um proesso TITO. Além disso, o desempenho da estrutura proposta é
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omparado om os resultados obtidos a partir do relé padrão proposto por Åström e

Hägglund (1984). As ondições de operação esolhidas são as utilizadas nos experimentos

do relé independente e sequenial.

Os efeitos das perturbações são demonstrados para a oluna de destilação de Wood-

Berry (WOOD; BERRY, 1973). Para realizar as simulações em menor tempo, as onstan-

tes de tempo do proesso (originalmente em minutos) foram onvertidas para segundos.

O proesso de Wood-Berry é dado por:

GWB(s) =









12,8e−s

16,7s+ 1

−18,9e−3s

21s+ 1
6,6e−7s

10,9s+ 1

−19,4e−3s

14,4s+ 1









. (3.6)

Na Figura 3.2, é apresentado o diagrama esquemátio da estrutura om realimentação

por relé proposta para um proesso TITO.

Figura 3.2: Diagrama esquemátio de um sistema TITO, om a malha 1 realimentada

om a estrutura do relé proposta e malha 2 om ontrolador.

Fonte: Elaborada pelo autor

Em todos os asos, a amplitude do relé é igual a µ = ±1, o passo de simulação é

Ts = 0,01 s e a onstante do �ltro F1(s) é τf = 0,01.

3.3.1 Caso 1: Malha 1 sob Relé e Malha 2 Aberta

Neste aso, a malha 1 é realimentada om relé e a malha 2 enontra-se aberta (Figura 3.3).

A have S1, representada na Figura 3.2, enontra-se aberta. Esta ondição de operação do

relé é utilizada no experimento do relé independente e na primeira etapa do experimento

do relé sequenial.
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Figura 3.3: Diagrama esquemátio de um sistema TITO, om a malha 1 realimentada

om a estrutura do relé proposta e malha 2 aberta.

Fonte: Elaborada pelo autor

Para um proesso n × n, no experimento do relé independente, apenas uma malha é

fehada, om as outras n−1malhas permaneendo aberta. Por outro lado, no experimento

do relé sequenial, no i-ésimo experimento, as i malhas são fehadas, om n − i malhas

abertas.

Iniialmente, é realizada a simulação do proesso de Wood-Berry om o relé padrão.

Em seguida, é realizada uma simulação om a estrutura do relé proposta. Em ambos os

testes om relé, uma perturbação estátia om amplitude d = 0,6 é apliada na entrada do

proesso no instante de tempo t = 20 s. Além disso, em t = 50 s, uma outra perturbação

estátia om amplitude d = 0,8 é apliada na entrada do proesso.

Para o relé padrão, os sinais de saída do relé e saída do proesso são apresentados

na Figura 3.4. Para a malha 1, antes da introdução da perturbação estátia no sistema,

o período de osilação é T̂u1 = 3,92 s. A partir do tempo t = 20 s, após a introdução

da perturbação estátia no sistema, a osilação torna-se assimétria. Para a malha 1, o

período é T̂u1 = 5,77 s. A partir do tempo t = 50 s (d = 0,8), o teste do relé padrão não é

apaz de produzir uma osilação sustentada.

Para a estrutura do relé proposta, os sinais de saída do relé e saída do proesso são

apresentados na Figura 3.5. De aordo om a �gura, esta estrutura do relé fornee uma

saída do relé simétria sob perturbação estátia. Para a malha 1, independente das

perturbações estátias introduzidas no sistema, o período de osilação é T̂u1 = 4,6 s.
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Figura 3.4: Curvas dos sinais de saída do relé (linha sólida), saída do proesso (linha

traejada) e perturbação (linha traço-ponto) para malha 1 sob relé padrão - Caso 1.
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Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 3.5: Curvas dos sinais de saída do relé (linha sólida), saída do proesso (linha

traejada) e perturbação (linha traço-ponto) para malha 1 sob a estrutura do relé proposta

- Caso 1.
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Fonte: Elaborada pelo autor

3.3.2 Caso 2: Malha 1 sob Relé e Malha 2 om Controlador -

EOP

Considera-se neste aso o relé realimentado na malha 1 e a malha 2 realimentada om

ontrolador, ou seja, a have S1, representada na Figura 3.2, enontra-se fehada (Figura
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3.6). Esta ondição de operação é utilizada durante o experimento do relé sequenial.

Neste aso, onsidera-se a interação entre as malhas a partir do EOP. A prinipal vantagem

de usar o EOP é que o sistema multivariável pode ser onsiderado omo várias malhas

SISO equivalentes.

Figura 3.6: Diagrama esquemátio de um sistema TITO, om a malha 1 realimentada

om a estrutura do relé proposta e malha 2 realimentada om ontrolador.

Fonte: Elaborada pelo autor

O seguinte ontrolador PI, proposto por Loh et al. (1993), é utilizado

gc2 = −0,087

(

1 +
1

10,4s

)

. (3.7)

Novamente, uma perturbação estátia om amplitude d = 0,6 é apliada na entrada do

proesso no instante de tempo t = 20 s. Uma outra perturbação estátia om amplitude

d = 0,8 é apliada na entrada do proesso no instante de tempo t = 50 s.

Na Figura 3.7, os sinais de saída do relé e saída de proesso são apresentados para o

relé padrão. Para a malha 1, antes da introdução da perturbação estátia no sistema, o

período de osilação é T̂u1 = 3,92 s. A partir do instante de tempo t = 20 s, a osilação

torna-se assimétria, om o período T̂u1 = 5,54 s. A partir de t = 50 s, o teste do relé

padrão não fornee uma osilação sustentada.

Na Figura 3.8, são apresentados os sinais de saída do relé e saída do proesso para

a estrutura do relé proposta. Novamente, esta estrutura do relé fornee uma saída do

relé simétria sob perturbação. Neste aso, para a malha 1, o período de osilação é

T̂u1 = 4,6 s.
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Figura 3.7: Curvas dos sinais de saída do relé (linha sólida), saída do proesso (linha

traejada) e perturbação (linha traço-ponto) para malha 1 sob o relé padrão - Caso 2.
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Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 3.8: Curvas dos sinais de saída do relé (linha sólida), saída do proesso (linha

traejada) e perturbação (linha traço-ponto) para malha 1 sob a estrutura do relé proposta

- Caso 2.
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Fonte: Elaborada pelo autor

3.3.3 Caso 3: Malha 1 sob Relé e Malha 2 om Controlador mais

Variação no Setpoint

Considera-se neste aso o relé realimentado na malha 1 e a malha 2 realimentada om

ontrolador. Dessa forma, a have S1 enontra-se fehada. Além disso, uma variação no
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setpoint é apliada na malha 2.

Na malha 2, é apliada uma variação no setpoint de y2sp = 0 para y2sp = 4 no instante

de tempo t = 20 s. Outra variação no setpoint de y2sp = 4 para y2sp = 8 é apliada em

t = 20 s.

Na Figura 3.9, os sinais de saída do relé e saída de proesso são apresentados para

o relé padrão. Para a malha 1, antes da variação do setpoint na malha 2, o período de

osilação é T̂u1 = 3,92 s. Para a malha 2, o período de osilação é T̂u2 = 3,90 s. A partir

de t = 20 s, após a variação do setpoint, a osilação torna-se assimétria. Para a malha 1,

o período é T̂u1 = 5,39 s. Após um novo inremento na variação do setpoint (t = 50 s), o

teste do relé padrão não é apaz de produzir uma osilação sustentada.

Figura 3.9: Curvas dos sinais de saída do relé (linha sólida), saída (linha traejada) e

setpoint (linha traço-ponto) do proesso para malha 1 sob o relé padrão - Caso 3.
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Fonte: Elaborada pelo autor

Para a estrutura do relé proposta, os sinais de saída do relé e saída do proesso são

apresentados na Figura 3.10. Neste aso, independente da variação no setpoint, não

houve mudança no período de osilação da saída do proesso. Para a malha 1, o período

de osilação é T̂u1 = 4,6 s.
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Figura 3.10: Curvas dos sinais de saída do relé (linha sólida), saída (linha traejada) e

setpoint (linha traço-ponto) do proesso para malha 1 sob a estrutura do relé proposta -

Caso 3.
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Fonte: Elaborada pelo autor

3.4 Sinal de Exitação

Com o objetivo de estimar múltiplos pontos de frequênia do proesso, é proposto um

sinal de exitação que aproveita as araterístias de rejeição a perturbação da estrutura

do relé proposta. O sinal de exitação proposto onsiste em três partes: omponente DC

não-nula, partes de alta e baixa frequênia. O sinal de exitação é de�nido omo:

d = d0 +RRFS(ωH) + ds(ωL), (3.8)

onde d0 é um degrau apliado na entrada do proesso e ds representa uma onda quadrada.

O termoRRFS é a parte de alta frequênia e representa o sinal obtido a partir da estrutura

do relé proposta.

A onda quadrada (ds) é a parte de baixa frequênia. Usando a expansão de Fourier,

este sinal é dado por:

ds(t) =
4

π

∞
∑

k=1

sen(2π(2k − 1)t)

2k − 1
. (3.9)

A parte de alta frequênia (ωH) é gerada pela estrutura do relé proposta apliada por

n períodos. A parte de baixa frequênia da exitação é uma onda quadrada periódia om

frequênia de osilação ωL. Sugere-se esolher o período de osilação da onda quadrada
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entre 2 a 4 vezes o período do sinal obtido om a estrutura do relé proposta. Assim,

para modelos de baixa ordem, o ponto de baixa frequênia está na faixa de frequênia de

interesse para �ns de ontrole. Para obter o ganho estátio do proesso, é apliado um

degrau simultaneamente om a parte de baixa frequênia do sinal de exitação. Assim, é

obtida uma omponente de frequênia DC diferente de zero.

Para proessos TITO, uma possível apliação do sinal de exitação proposto onsiste

em apliar na malha 1 a estrutura do relé proposta e na malha 2 apliar o sinal de

exitação. Dessa forma, para ambas as malhas são estimados pontos de frequênia em um

menor tempo de experimento quando omparado a apliação dos sinais separadamente.

Além disso, a informação no domínio da frequênia pode ser usada para estimar modelos

FOPTD em uma ampla faixa de frequênia, onforme apresentado no Capítulo 5.

Uma outra possibilidade é apliar o sinal de exitação proposto na entrada do EOP.

Por exemplo, na entrada da malha 1 enquanto a malha 2 enontra-se realimentada om

ontrolador (Figura 3.1). Para ilustrar a apliação deste último aso, onsidere novamente

o modelo da oluna de destilação de Wood-Berry dado por (3.6).

Iniialmente, o experimento do relé é apliado por era de 3 períodos. Então, a

frequênia de osilação ωH = 1,3659 rad/s é obtida e a frequênia de osilação da onda

quadrada periódia é de�nida omo ωL = ωH/4 = 0,3415 rad/s. O degrau om amplitude

d0 = 0,3 e a onda quadrada periódia om amplitude ds = ±0,3 são apliados no instante

de tempo t = 14 s. Na Figura 3.11, os sinais de exitação de entrada e saída do proesso

são mostrados para a primeira malha equivalente do proesso.

Observe que a vantagem de usar a estrutura do relé proposta om os sinais adiio-

nais é que diferentes pontos de frequênia do proesso podem ser obtidos sem perturbar

a operação do relé. Assim, a saída simétria do relé é garantida, mesmo sob grande

perturbação.

Para o primeiro EOP, as respostas em frequênia dos pontos de frequênia exitados

pelo sinal aima estão listadas na Tabela 3.1. Para o segundo EOP, a frequênia de

osilação obtida a partir do teste do relé é ωH = 0,5219 rad/s. Então, é apliado um

degrau om amplitude d0 = 0,3 e onda quadrada periódia om frequênia de osilação

esolhida omo ωL = ωH/4 = 0,1305 rad/s e amplitude ds = ±0,3. As respostas em

frequênia estimadas e reais de ada frequênia exitada são listadas na Tabela 3.2.
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Figura 3.11: Sinais de entrada (linha traejada) e de saída (linha traço-ponto) da estrutura

do relé proposta om sinal de exitação adiional (linha sólida).
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Fonte: Elaborada pelo autor

Tabela 3.1: Resposta em frequênia do primeiro EOP (ḡ1) do proesso (3.6).

ω (rad/s) Estimado Real

ω0 = 0 6,438 6,3701

ωH = 1,5476 −0,5035− j0,0261 −0,5083− j0,0481

ωL = 0,3869 −0,6488− j1,8338 −0,5072− j2,5177

Fonte: Elaborada pelo autor

3.5 Apliação da Estrutura do Relé em um Proesso

Termoelétrio

Nesta seção, a estrutura do relé proposta é apliada para estimação do período de osilação

de um proesso térmio TITO om efeito Peltier. Os detalhes desse proesso enontram-

se no Apêndie B. O prinipal objetivo dos testes realizados é avaliar experimentalmente

o desempenho da estrutura do relé quando sujeita a uma perturbação e sob a interação

das malhas. Além disso, os resultados obtidos a partir da estrutura do relé proposta são

omparados om o relé padrão.

Para a estrutura do relé proposta, a onstante do �ltro (τf) foi de�nida igual ao tempo

de amostragem, ou seja, 1 s. A amplitude do relé R1 foi de�nida em µ = ±1. Enquanto o
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Tabela 3.2: Resposta em frequênia para segundo EOP (ḡ2) do proesso (3.6).

ω (rad/s) Estimado Real

ω0 = 0 −9,4455 −9,6547

ωH = 0,5219 4,3859− j0,7894 4,6113− j0,7742

ωL = 0,1305 −4,0435 + j5,3086 −4,0024 + j5,2980

Fonte: Elaborada pelo autor

relé R2 foi ajustado para osilar em torno da referênia MV om uma amplitude µ = ±5.

Para ambos os relés, a histerese foi ajustada em ±0,01.

3.5.1 Caso 1: Malha 1 sob Relé e Malha 2 Aberta

Neste primeiro enário, a malha 1 é realimentada om relé e a malha 2 enontra-se aberta.

Com o propósito de obter o estado estaionário do proesso, os PWMs das malhas 1 e 2

foram ajustados em 55%. O valor �nal no estado estaionário da temperatura da malha

1 foi de aproximadamente 43,50◦C. Então, um degrau om amplitude d = 3 foi apliado

na entrada do proesso. A perturbação foi apliada na entrada do proesso da estrutura

do relé proposta e do relé padrão.

Os sinais de saída do relé e saída do proesso obtidos através do experimento om a

estrutura do relé proposta são apresentados na Figura 3.12. Enquanto, os sinais obtidos

através do experimento de relé padrão são mostrados na Figura 3.13.

Para a estrutura do relé proposta, sem perturbação na entrada do proesso, o período

de osilação da malha 1 é T̂u1 = 134 s. Após apliação da perturbação, no instante

t = 680 s, o período de osilação é T̂u1 = 132 s.

Para o relé padrão, antes da introdução da perturbação na entrada do proesso, o

período de osilação da malha 1 é T̂u1 = 92 s. Enquanto, para o proesso sujeito a per-

turbação apliada em t = 450 s, a osilação torna-se assimétria om período de osilação

T̂u1 = 112 s.

3.5.2 Caso 2: Malha 1 sob Relé e Malha 2 om Controlador -

EOP

Considera-se neste aso o relé realimentado na malha 1 e a malha 2 realimentada om

ontrolador. O seguinte ontrolador PID foi utilizado:
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Figura 3.12: Curvas dos sinais de saída do relé (linha traejada), saída do proesso (linha

ontínua) e perturbação (linha traço-ponto) para malha 1 sob a estrutura do relé proposta

- Peltier (Caso 1).
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Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 3.13: Curvas dos sinais de saída do relé (linha traejada), saída do proesso (linha

ontínua) e perturbação (linha traço-ponto) para malha 1 sob o relé padrão - Peltier (Caso

1).
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Fonte: Elaborada pelo autor

gc2 = 1,8 +
0,0151

s
+ 11,89s. (3.10)
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Para atingir o estado estaionário do proesso, o PWM da malha 1 foi ajustado em

55%. O setpoint da malha 2 foi de�nido em 53,0◦C. O valor �nal da temperatura no

estado estaionário da malha 1 foi de aproximadamente 48,5◦C.

Novamente, uma perturbação estátia om amplitude d = 3 foi apliada na entrada do

proesso. Os sinais de saída do relé e saída do proesso, obtidos através do experimento

om a estrutura do relé proposta, são apresentados na Figura 3.14. Enquanto, os sinais

obtidos através do experimento de relé padrão são mostrados na Figura 3.15.

Figura 3.14: Curvas dos sinais de saída do relé (linha traejada), saída do proesso (linha

ontínua) e perturbação (linha traço-ponto) para malha 1 sob a estrutura do relé proposta

- Peltier (Caso 2).
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Fonte: Elaborada pelo autor

Para a estrutura do relé proposta, a perturbação estátia foi apliada no instante de

tempo t = 800 s. Neste aso, independentemente da perturbação apliada na entrada do

proesso, o período de osilação da malha 1 é T̂u1 = 132 s.

Para o relé padrão, antes da introdução da perturbação na entrada do proesso, o

período de osilação da malha 1 é T̂u1 = 91 s. Por outro lado, para o proesso sujeito à

perturbação apliada em t = 550 s, é obtida uma osilação assimétria om período de

osilação T̂u1 = 107 s.
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Figura 3.15: Curvas dos sinais de saída do relé (linha traejada), saída do proesso (linha

ontínua) e perturbação (linha traço-ponto) para malha 1 sob o relé padrão - Peltier (Caso

2).

0 200 400 600 800 1000 1200

50

55

60
E

n
tr

a
d
a
 -

 M
a
lh

a
 1

48

49

50

T
e

m
p

e
ra

tu
ra

 (
ºC

) 
- 

M
a

lh
a

 1

0 200 400 600 800 1000 1200

Tempo (s)

27

27.5

28

28.5

E
n
tr

a
d
a
 -

 M
a
lh

a
 2

52.7

52.8

52.9

53

T
e

m
p

e
ra

tu
ra

 (
ºC

) 
- 

M
a

lh
a

 2

Fonte: Elaborada pelo autor

3.5.3 Caso 3: Malha 1 sob Relé e Malha 2 om Controlador mais

Variação no Setpoint

Considera-se neste aso o relé realimentado na malha 1 e a malha 2 realimentada om

ontrolador. Na malha 2, é apliada uma variação no setpoint de y2sp = 53◦C para

y2sp = 58◦C no instante de tempo t = 650 s. Utiliza-se o ontrolador PID dado por (3.10).

Os sinais de saída do relé e saída do proesso, obtidos através do experimento om a

estrutura do relé proposta, são apresentados na Figura 3.16. Enquanto, os sinais obtidos

através do experimento de relé padrão são mostrados na Figura 3.17.

Para a estrutura do relé proposta, o período de osilação da malha 1 é T̂u1 = 132 s,

independente da perturbação apliada na entrada do proesso. Para o relé padrão, antes

da introdução da perturbação na entrada do proesso, o período de osilação da malha

1 é T̂u1 = 91 s. Enquanto, para o proesso sujeito a perturbação, o período da osilação

assimétria é T̂u1 = 113 s.

3.5.4 Caso 4: Apliação do Sinal de Exitação

Neste aso, o sinal de exitação apresentado na seção 3.4 é apliado para o proesso

termoelétrio. O sinal é apliado na entrada do primeiro EOP, ou seja, na entrada da

malha 1 enquanto a malha 2 enontra-se realimentada om ontrolador. Utiliza-se o
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Figura 3.16: Curvas dos sinais de saída do relé (linha traejada), saída (linha sólida) e

setpoint (linha traço-ponto) do proesso para malha 1 sob a estrutura do relé proposta -

Peltier (Caso 3).
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Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 3.17: Curvas dos sinais de saída do relé (linha traejada), saída (linha sólida) e

setpoint (linha traço-ponto) do proesso para malha 1 sob o relé padrão - Peltier (Caso

3).
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Fonte: Elaborada pelo autor
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ontrolador PID dado por (3.10).

Para atingir o estado estaionário do proesso, o PWM da malha 1 foi ajustado em

55%. O setpoint da malha 2 foi de�nido em 53,0◦C. Neste aso, o valor �nal da tempe-

ratura no estado estaionário da malha 1 foi de aproximadamente 49,0◦C.

Iniialmente, o experimento do relé é apliado por era de 4 períodos. Então, a

frequênia de osilação ωH = 0,0476 rad/s é obtida e a frequênia de osilação da onda

quadrada periódia é de�nida omo ωL = ωH/4 = 0,0119 rad/s. O degrau om amplitude

d0 = 2 e a onda quadrada periódia om amplitude ds = ±2 são apliados no instante

de tempo t = 560 s. Na Figura 3.18, são apresentados os sinais de exitação de entrada e

saída do proesso para a primeira malha equivalente do proesso.

Figura 3.18: Curvas dos sinais de entrada (linha traejada), saída (linha sólida) e setpoint

(linha traço-ponto) obtidas ao apliar o sinal de exitação proposto - Peltier.
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Fonte: Elaborada pelo autor

As respostas em frequênia estimadas para ada frequênia exitada são listadas na

Tabela 3.3.

O sinal de exitação desrito na seção 3.4 também foi apliado as estruturas do relé

propostas por Åström e Hägglund (1984), Park, Sung e Lee (1997), Sung e Lee (2006a) e

Lee et al. (2011). Em todos os asos, a amplitude do relé foi ajustada para µ = ±5 e a

histerese foi ajustada para ±0.05. Iniialmente, a parte de alta frequênia (ωH) foi obtida.

Em seguida, foi apliada um degrau om amplitude d0 = 2 e onda quadrada periódia

om frequênia de osilação ωL = ωH/4 om amplitude ds = ±2. Os desempenhos das

estruturas om realimentação por relé são mostrados na Tabela 3.4.
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Tabela 3.3: Resposta em frequênia do primeiro EOP do proesso termoelétrio.

ω (rad/s) Estimado

ω0 = 0 0,8877

ωH = 0,0476 −0,0951− j0,0510

ωL = 0,0119 0,0495− j0,5425

Fonte: Elaborada pelo autor

Tabela 3.4: Resultados experimentais - Comparações dos métodos e frequênias de osi-

lação (rad/s).

Método Parâmetros de projeto

Frequênia de osilação

Estimada (ωH)

Adição do sinal de

exitação

(ÅSTRÖM; HÄGGLUND, 1984) - 0,0690 NA

Proposto τf = 1 0,0476 A

(PARK; SUNG; LEE, 1997) - 0,0610 NA

(SUNG; LEE, 2006a) Kp = 1 and Ks = 0.5 0,0641 A

(LEE et al., 2011) τf = 2 and q = 1 0,0648 A

NA: não apliável, A: apliável.

Fonte: Elaborada pelo autor

3.6 Conlusões

Neste apítulo, a estrutura om realimentação por relé proposta foi apliada para proessos

TITO. Através desta estrutura foi obtida uma osilação simétria da saída do proesso,

sob diferentes enários. As ondições de operação esolhidas são as mais utilizadas nos

possíveis esquemas de realimentação por relé apliados aos sistemas multivariáveis.

No primeiro aso, a malha 1 foi realimentada om relé e a malha 2 permaneeu aberta.

Esta ondição de operação do relé é utilizada no experimento do relé independente e na

primeira etapa do experimento do relé sequenial. O segundo aso orresponde ao uso do

relé durante as demais etapas do experimento sequenial. Assim, a malha 1 é realimentada

om relé foi e a malha 2 realimentada om ontrolador. Neste enário, a interação entre

as malhas é onsiderada a partir da Malha Aberta Efetiva do proesso (EOP). No tereiro

aso estudado, a partir da ondição de operação do segundo aso, foi apliada uma variação

no setpoint da malha 2. Em todos os enários, veri�a-se que o efeito do aoplamento

entre as malhas de um proesso TITO não interferiu no desempenho da estrutura do relé

proposta.

Uma vez que a estrutura om realimentação por relé proposta é robusta a perturbação
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e garante uma saída simétria do relé, foi proposto um sinal de exitação omposto por

um degrau e uma onda quadrada periódia om frequênia menor que a frequênia de

osilação obtida om experimento do relé. A partir desse sinal de exitação é possível

estimar vários pontos de frequênia do proesso sem perturbar a operação do relé. Os

resultados simulados e experimentais demonstram que a estrutura do relé proposta é

insensível às perturbações na entrada do proesso e iterações entre as malhas.



Capítulo 4

Análise do Relé para Proessos Sujeitos

a Perturbações

4.1 Introdução

Diversos sistemas de ontrole podem ser representados por sistemas lineares por partes,

por exemplo, sistemas que possuem zona-morta, saturação, relé ou histerese. Os sistemas

lineares por partes são araterizados por um número �nito de modelos dinâmios lineares,

juntamente om um onjunto de regras para alternar entre esses modelos. Portanto, os

modelos lineares dividem o espaço de estados em um número �nito de regiões. Essas

regiões possuem propriedades distintas na medida em que as dinâmias dentro de ada

região são desritas por diferentes equações difereniais lineares (KHALIL, 1996).

Dentre os vários sistemas lineares por partes, destaam-se os sistemas om realimen-

tação por relé. Tais sistemas podem apresentar alguns omportamentos espeiais, tais

omo, a não-uniidade de soluções (LIN; WANG, 2002), haveamento rápido (JOHANS-

SON; RANTZER; ÅSTRÖM, 1999), modo deslizantes (BOIKO, 2008a) e aos (COOK,

1985). Um fen�meno importante assoiado aos sistemas om realimentação por relé é a

existênia de um ilo limite, ou seja, uma órbita periódia não trivial e isolada. Um

ilo limite é simétrio quando a solução periódia possui intervalos de tempo iguais entre

as mudanças positivas e negativas e unimodal se o relé havear duas vezes por período

(GONÇALVES; MEGRETSKI; DAHLEH, 2001).

O método da função desritiva é uma ferramenta utilizada para analisar a existênia

de ilo limite em sistemas não lineares. Sua apliação é limitada aos sistemas que podem

ser separados em partes lineares e não lineares interligadas em malha fehada, onde a

parte não linear é uma não linearidade estátia e a parte linear um sistema invariante no

60
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tempo (BOIKO, 2008a).

O método da função desritiva possui algumas limitações. Segundo Gelb e Velde

(1968), a prinipal limitação é que a forma do sinal na entrada da não linearidade deve ser

onheida a priori. Outra limitação é a possibilidade de múltiplas soluções. Tais soluções

representam diferentes modos possíveis de resposta, alguns dos quais podem ser instáveis.

Uma última limitação é a exatidão. Em geral, o método não funiona adequadamente

quando a parte linear do sistema não possui a araterístia de um �ltro passa-baixa.

Portanto, o período e ganho rítio podem ter erros signi�ativos quando o proesso não

atenua su�ientemente os termos harm�nios mais altos.

Neste apítulo, após revisar as ondições neessárias para apliação do método da fun-

ção desritiva, é apresentada a análise por função desritiva da estrutura do relé proposta

para proessos sob perturbação. No entanto, apenas uma análise aproximada é forneida.

Uma análise mais exata é obtida utilizando o mapa de Poinaré. A prinipal vantagem

da análise a partir do mapa de Poinaré é a possibilidade de obter de forma exata as on-

dições su�ientes e neessárias para a existênia de soluções periódias do sistema om

realimentação por relé. Assim, para sistemas LTI om e sem atraso, são apresentados

resultados sobre existênia e estabilidade de ilos limite unimodais e simétrios para a

estrutura om realimentação por relé proposta.

Iniialmente, a �m de simpli�ar a análise, uma estrutura do relé equivalente é pro-

posta. A partir desta estrutura equivalente e baseada na análise do mapa de Poinaré

assoiado, são obtidas as expressões para existênia e estabilidade loal do ilo limite

da estrutura em estudo. Além disso, é realizada a análise a partir da estrutura do relé

original. Neste aso, a análise limita-se a sistemas sem atraso. Para a análise a partir da

estrutura equivalente esta restrição não é neessária.

Este apítulo é omposto pelas seguintes seções: Na seção 4.2, é apresentada a de�nição

de função desritiva, bem omo as ondições neessárias para obtenção desta função para

um elemento não linear. Em seguida, é obtida a função desritiva para a estrutura do relé

proposta. Na seção 4.3 é apresentada a de�nição e prinipais araterístias do mapa de

Poinaré. Então, uma estrutura do relé equivalente é obtida om o objetivo de simpli�ar

a análise. Em seguida, são apresentadas as análises da existênia e estabilidade loal dos

ilos limite para a estrutura equivalente. Logo após, a análise usando o mapa de Poinaré

é realizada para a estrutura do relé original. Os resultados de simulação são apresentados

na seção 4.4. O apítulo é enerrado om as onlusões na seção 4.5.
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4.2 Análise do Relé para Proessos sob Perturbação

usando Função Desritiva

O método da função desritiva é utilizado para analisar a estabilidade de sistemas não

lineares, espeialmente, quando possuem elementos não lineares do tipo relé, zona morta,

saturação e histerese. Os prinipais oneitos deste método foram desenvolvidos nas déa-

das de 1940 e 1950 (ATHERTON; TOWILL, 1977). Deste então, as apliações do método

da função desritiva foram amplamente desenvolvidas nas pesquisas aadêmias e indus-

triais, tais omo, a sintonia automátia de ontroladores PID (ÅSTRÖM; HÄGGLUND,

1984) e o ontrole de proessos multivariáveis (WANG et al., 1997).

Com base em uma abordagem no domínio da frequênia, a análise por funções des-

ritivas é apliada om o objetivo de determinar a existênia ou não de ilos limite e

sua estabilidade (MILLER; MICHEL; KRENZ, 1983). Segundo Gelb e Velde (1968), a

prinipal vantagem do método da função desritiva não é a possibilidade do álulo apro-

ximado da resposta de um dado sistema a uma determinada entrada, o que pode ser feito

por simulação. A prinipal vantagem é que esta ferramenta serve omo uma ajuda valiosa

para o projeto de sistemas não lineares.

A �m de realizar a análise por função desritiva deve-se ignorar os termos harm�nios

mais altos do sinal de saída da não linearidade. Para isto, a omponente linear deve ate-

nuar as harm�nias mais elevadas. A partir desse requisito, o método da função desritiva

fornee respostas a questões gerais sobre a operação do sistema não linear.

Para sistemas om realimentação por relé, a análise por função desritiva mostra que

o ilo limite obtido oorre na frequênia em que a fase do proesso é aproximadamente

−180◦, ou seja, na frequênia rítia. Entretanto, o erro na estimativa do ponto rítio em

alguns asos pode ser superior a 20 % (LI; ESKINAT; LUYBEN, 1991). Uma maneira de

ontornar este problema é utilizar a transformada disreta de Fourier (DFT) nos dados

de entrada e saída obtidos a partir do experimento do relé.

4.2.1 Função Desritiva

Considere o sistema representado na Figura 4.1, onde G(s) é uma função de transferênia

raional, estritamente própria e Ψ(.) é uma não linearidade invariante no tempo, sem

memória.

Para determinação da função desritiva deste sistema, assume-se que:
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Figura 4.1: Diagrama esquemátio para análise por função desritiva.

Fonte: Elaborada pelo autor

• O sinal de referênia na entrada é r = 0;

• Uma onda senoidal está presente na entrada do elemento não linear e sua saída não

ontém nenhuma frequênia zero e nenhum termo subarm�nio;

• A omponente linear possui araterístias de um �ltro passa-baixa.

Além disso, onsidere o sinal na entrada da não linearidade dado por:

u(t) = Asen(ωt), (4.1)

onde A é a amplitude do sinal de entrada e ω a frequênia do sinal.

O sinal na saída do elemento não linear, z(t), é uma função periódia e pode ser

desrito pela seguinte expansão em série de Fourier:

z(t) =
A0

2
+

∞
∑

n=1

[Ancos(nωt) +Bnsen(nωt)] (4.2)

onde:

A0 =
1

π

∫ π

−π

z(t)dt

An =
1

π

∫ π

−π

z(t)cos(nωt)dt

Bn =
1

π

∫ π

−π

z(t)sen(nωt)dt.

Uma vez que G(s) atenua as harm�nias om frequênia elevada, assume-se que apenas

a primeira harm�nia do sinal de saída y(t) é signi�ativa. Além disso, para uma não

linearidade ímpar, o termo A0 é igual a zero. Assim,

z(t) =Msen(ωt + ϕ1), (4.3)
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onde

M =
√

A2
1 +B2

1

ϕ1 = tan−1(A1/B1).

A função desritiva é obtida apliando o sinal senoidal u(t) na entrada do elemento não

linear. Então, é alulado a razão entre o oe�iente de Fourier da primeira harm�nia

do sinal de saída e a amplitude do sinal de entrada (KHALIL, 1996). Assim, tem-se a

seguinte de�nição:

De�nição 1 A função desritiva do elemento não linear Ψ(.) é a função das variáveis A

e ω, de�nida por:

Ψ(A,ω) =
M

A
ejϕ1. (4.4)

Uma vez que assume-se o sinal de referênia na entrada r = 0, a seguinte relação é

obtida:

U(jω) = −G(jω)Z(jω). (4.5)

Considerando a função desritiva omo um ganho linearizado entre u e z, tem-se:

Z(jω) = Ψ(A,ω)U(jω). (4.6)

Esrevendo as equações (4.5) e (4.6) em notação de matriz, tem-se:

[

Ψ(A,ω) −1

1 G(jω)

][

U(jω)

Z(jω)

]

= 0. (4.7)

Assim, uma solução não trivial é obtida apenas se o determinante da matriz é zero.

Desta forma, é determinada a Equação de Balanço Harm�nio dada por:

∣

∣

∣

∣

∣

Ψ(A,ω) −1

1 G(jω)

∣

∣

∣

∣

∣

= 0 (4.8)

ou

1 + Ψ(A,ω)G(jω) = 0. (4.9)

Se (4.9) é satisfeita, então existirá um ilo limite na saída do sistema. Caso oorra

uma interseção entre as urvas omplexas da equação de balanço harm�nio e a urva
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de Nyquist de G(jω), então o sistema admite um ilo limite. Os valores da frequênia

e amplitude no ponto de interseção destas duas urvas serão a frequênia e amplitude de

osilação do ilo limite.

O método da função desritiva é um método aproximado. Se apenas a omponente

fundamental for dominante sobre as omponentes de ordem superior do sinal de saída do

elemento não linear, então a exatidão da análise por função desritiva é garantida. Uma

ondição su�iente é que o elemento linear deve ter propriedades de �ltragem passa-baixas

(hipótese do �ltro) (GELB; VELDE, 1968), ou seja,

|G(jω)| ≫ |G(jnω)|, n = 2,3,... (4.10)

4.2.2 Análise da Estrutura do Relé utilizando Função Desritiva

O método para determinação da função desritiva de um sistema ontendo uma únia não

linearidade, omo mostrado na Figura 2.1, é bem onheido (SLOTINE; LI et al., 1991).

Para o relé ideal, a função desritiva é dada por:

N(A) =
4µ

πA
, (4.11)

onde µ é a amplitude do relé e A é a amplitude do sinal de saída do proesso.

No aso de sistemas ontendo duas ou mais não linearidades, a análise por função

desritiva torna-se mais omplexa. Para a estrutura do relé proposta, a análise por função

desritiva é realizada om base na resposta em frequênia dos elementos individuais. A

abordagem apresentada tem a vantagem de desaoplar os efeitos das não linearidades,

permitindo estudar separadamente os efeitos de ada elemento não linear no sistema

geral. Neste ontexto, a partir das ondições apresentadas na seção anterior, o método

da função desritiva é apliado. Tal resultado é apresentado no lema a seguir.

Lema 1 Considere a estrutura do relé apresentada na Figura 2.7. A função de transfe-

rênia F1(s) é dada por (2.4), e F2(s) é dada por (2.5). Ambos os relés possuem a mesma

amplitude µ. Assume-se que o ângulo de fase do �ltro F1(s) é θ1 na frequênia ω. A

função desritiva para a estrutura do relé proposta é dada por:

N(A,ω) =
4µ

πA
ej(θ1(ω)−π/2). (4.12)

�

Prova. Para ambos os relés, assuma que as não linearidades são simétrias e ímpares.
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Além disso, os relés possuem a mesma amplitude µ. Considere o sinal de entrada do �ltro

F1(s) omo:

u(t) = Asen(ωt). (4.13)

O sinal de saída deste �ltro é dado por:

m(t) = A|F1(jω)|sen(ωt+ θ1(ω)), (4.14)

onde

F1(jω) = |F1(jω)|∠θ1(ω) = |F1(jω)|e
jθ1(ω). (4.15)

A resposta em frequênia para F1(s), é dada por:

|F1 (jω)| =
[

(1− cosωτf)
2 + (senωτf)

2]1/2

∠θ1(ω) = tan−1

(

senωτf
(1− cosωτf)

)

.

Para o relé R1, a primeira harm�nia da série de Fourier é:

n(t) =
4µ

π
sen(ωt+ θ1(ω)). (4.16)

Sob as mesmas suposições de não linearidades simétrias e ímpares, a análise é sim-

pli�ada. A função desritiva para o relé R1 é dada por:

N1(A,ω) =
4µ

πA|F1(jω)|
. (4.17)

O sinal de saída para o segundo �ltro (F2(s)) é dado por:

w(t) =
4µ|F2(jω)|

π
sen(ωt+ θ1(ω) + θ2(ω)), (4.18)

onde

F2(jω) = |F2(jω)|∠θ2(ω) = |F2(jω)|e
jθ2(ω). (4.19)

O sinal de saída para o relé R2, z(t), é dado por:

z(t) =
4µ

π
sen(ωt+ θ1(ω) + θ2(ω)). (4.20)
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Assim, a função desritiva para o relé R2 é:

N2(A,ω) =
1

|F2(jω)|
. (4.21)

Assim, a função desritiva da estrutura do relé proposta é:

N(A,ω) = F1 ×N1 × F2 ×N2 =
4µ

πA
ej(θ1(ω)+θ2(ω)), (4.22)

onde θ2(ω) é o ângulo de fase do integrador −π/2. Portanto,

N(A,ω) =
4µ

πA
ej(θ1(ω)−π/2). (4.23)

Para baixas frequênias, o �ltro F1(s) possui um ângulo de fase de aproximadamente

+π/2. Isso pode ser veri�ado no diagrama de Bode, apresentado na Figura 4.2, da função

de transferênia F1(s) e uma derivada pura sτf . Uma vez que a função de transferênia

F2(s) possui um ângulo de fase de −π/2, este elemento ompensa a araterístia do �ltro

passa-alta esolhido.

Figura 4.2: Diagrama de Bode da função de transferênia F1(s) (linha sólida) e sτf (linha

traejada) - τf = 0,01.
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Fonte: Elaborada pelo autor

Na Figura 4.3 estão representadas as funções desritivas para o relé ideal e estrutura

do relé proposta, om a onstante τf = 0,01. Portanto, para valores pequenos de τf , as

funções desritivas são semelhantes.

A �m de ilustrar os sinais nas saídas de ada um dos bloos que ompõem a estrutura
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Figura 4.3: Curvas das funções desritivas do relé ideal e estrutura do relé proposta

(τf = 0,01).
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do relé proposta, onsidere o seguinte proesso:

G(s) =
1

(s+ 1)2
e−1s. (4.24)

Na Figura 4.4, são apresentados os sinais das saídas dos bloos da estrutura do relé

proposta. De aordo om a �gura, a forma de onda na saída do bloo F1(s) não se

aproxima da forma de onda senoidal. Logo, as omponentes harm�nias elevadas deste

sinal serão responsáveis pela impreisão do resultado do método da função desritiva.

Também para o sinal de saída do bloo F2(s), a forma de onda difere de um sinal senoidal.

Desta forma, mais uma fonte de erro será adiionada ao resultado �nal da análise por

função desritiva. Porém, para sistemas de ordem elevada, a análise por função desritiva

fornee resultados mais próximos ao verdadeiro devido a araterístia passa-baixa.

4.3 Análise do Relé para Proessos sob Perturbações

usando Mapa de Poinaré

A osilação do ilo limite é um fen�meno importante no projeto de sistemas de ontrole,

pois geralmente impõe efeitos indesejáveis ao sistema. Para uma grande lasse de sistemas

om realimentação por relé, são obtidas osilações do ilo limite. Para tais sistemas, é

fundamental o onheimento da existênia e estabilidade das órbitas periódias.
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Figura 4.4: Curvas dos sinais nas saídas dos bloos da estrutura do relé proposta.
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Os mapas de Poinaré são usados para determinar a existênia e estabilidade de osila-

ções periódias em sistemas om realimentação por relé. Apliações do mapa de Poinaré

são enontradas em diferentes áreas, por exemplo, a loomoção bípede (NAKAMURA;

SUZUKI; KOINUMA, 1997) e sistemas om onversores omutados (DRANGA; BUTI;

NAGY, 2003).

Conforme menionado anteriormente, os sistemas om realimentação por relé são um

aso partiular de uma lasse de sistemas não lineares denominada sistemas lineares por

partes. Para tais sistemas, o sinal de ontrole é onstante por partes. Assim, a análise da

estabilidade dos ilos limite desses sistemas é simpli�ada.

Nesta seção, a estrutura om relé proposta é analisada utilizando o mapa de Poinaré

e uma representação em espaço de estados. As ondições neessárias e su�ientes para a

existênia do ilo limite são estabeleidas. Além disso, a estabilidade loal é investigada.

4.3.1 Mapas de Poinaré

Os mapas de Poinaré são utilizados para simpli�ar a análise de sistemas ontínuos no

tempo om soluções periódias, ao estudo de um sistema assoiado disreto no tempo.

Segundo Wiggins (2003), esta ténia oferee diversas vantagens no estudo de sistemas

om dinâmia periódia, são elas:
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1. Redução dimensional : A onstrução do mapa de Poinaré envolve a eliminação de

pelo menos uma das variáveis do problema resultando no estudo de um problema

de menor dimensão;

2. Dinâmia Global : Em problemas om dimensões baixas (dimensão ≤ 4), o mapa

de Poinaré alulado numeriamente fornee uma representação lara da dinâmia

global de um sistema;

3. Clareza Coneitual : Um exemplo seria a estabilidade de uma órbita periódia de

uma equação diferenial ordinária. Em termos do mapa de Poinaré, esse problema

se reduziria ao problema da estabilidade de um ponto �xo do mapa, que é ara-

terizado em termos dos autovalores do mapa linearizado em torno de um ponto

�xo.

Para de�nir o mapa de Poinaré, onsidere o seguinte sistema invariante no tempo:

ẋ = f(x), x ∈ R
n. (4.25)

Suponha que (4.25) possui uma órbita periódia om período T representada por

φ(t,x0), onde x0 ∈ R
n
é qualquer ponto através do qual essa solução periódia passa (isto

é, φ(t+T,x0) = φ(t,x0)). Seja H um hiperplano om dimensão n−1 e transversal à órbita

periódia φ em x0 (o termo �transversal� signi�a que φ(t,x)·n(x) 6= 0 onde �·� denota

o produto esalar e n(x) é o vetor normal em relação ao hiperplano H). Seja ainda a

superfíie S ⊂ H de�nida omo uma seção loal, onde S é uma seção transversal a órbita

periódia φ.

De aordo om a onstrução geométria do mapa de Poinaré representada na Figura

4.5, observa-se uma relação entre as órbitas periódias de um sistema e os pontos �xos

do mapa de Poinaré (WIGGINS, 2003). Assim, pode-se enontrar um onjunto aberto

U ⊂ S tal que as trajetórias omeçando em U retornem a S em um tempo próximo de T .

Neste ontexto, tem-se a seguinte de�nição:

De�nição 2 O mapa que assoia os pontos em U om seus pontos que retornam a S é

hamado de mapa de Poinaré, denotado por g. Ou seja,

g : U → S

Além disso, onsiderando τ(xk) o tempo neessário para que a órbita φ que parte de

xk retorne pela primeira vez para S, tem-se:
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xk+1 = g (τ(xk),xk) . (4.26)

Figura 4.5: Representação geométria do mapa de Poinaré.

Fonte: (WIGGINS, 2003)

Observe que x0 é um ponto de equilíbrio de g(x), pois x0 ∈ φ. Logo, x0 = g(x0).

Note também que a estabilidade da órbita periódia do sistema (4.25) está intimamente

relaionada om a estabilidade do sistema disreto dado por (4.26).

O teorema a seguir fornee um proedimento simples para determinar a estabilidade

de um ponto de equilíbrio através do teste dos autovalores do Jaobiano neste ponto e,

onsequentemente, a estabilidade da órbita periódia φ (PERKO, 2013).

Teorema 1 Seja x0 um ponto de equilíbrio do sistema (4.26), onde g é difereniável

ontinuamente em uma vizinhança do ponto x0. Seja J a matriz jaobiana de g, no ponto

x0. Então,

1. O ponto x0 é assintotiamente estável se, e apenas se, todos os autovalores de J

estão dentro do írulo unitário.

2. O ponto x0 é instável se pelo menos um dos autovalores de J está fora do írulo

unitário.

A partir do Teorema 1, pode-se onluir que a órbita φ é assintotiamente estável se

todos os autovalores do Jaobiano estão dentro do írulo unitário, e instável se ao menos

um dos autovalores estiver fora.



Capítulo 4. Análise do Relé para Proessos Sujeitos a Perturbações 72

4.3.2 De�nição do Problema

Considere um sistema LTI SISO que satisfaça as seguintes equações dinâmias lineares:

{

ẋp(t) = Axp(t) +Bup(t)

yp(t) = Cxp(t)
(4.27)

onde xp ∈ R
n
, A ∈ R

n×n
, B ∈ R

n×1
, C ∈ R

1×n
e A é Hurwitz. O sistema também pode

ser desrito pela seguinte função de transferênia:

G(s) = C(sI −A)−1B. (4.28)

A �m de analisar a estrutura om realimentação por relé proposta no Capítulo 2, os

bloos da estrutura são rearranjados onforme apresentado na Figura 4.6.

Figura 4.6: Diagrama esquemátio da estrutura om realimentação por relé proposta.

Fonte: Elaborada pelo autor

De aordo om a Figura 4.6, o relé R1 é de�nido por:

up(t) =

{

1 se w(t) > ε1, ou w(t) > −ε1 e w(t−) = 1

−1 se w(t) < −ε1, ou w(t) < ε1 e w(t−) = −1
(4.29)

onde ε1 ≥ 0 é a histerese e w(t−) é o valor de w antes do tempo t.

O relé R2 é de�nido omo:

v(t) =

{

1 se y1(t) > ε2, ou y1(t) > −ε2 e y1(t−) = 1

−1 se y1(t) < −ε2, ou y1(t) < ε2 e y1(t−) = −1
(4.30)

onde ε2 ≥ 0 é a histerese e y1(t−) é o valor de y1 antes do tempo t.

Para um sistema LTI SISO om realimentação por relé, a superfíie de haveamento,

é de�nida por:

S = {x ∈ R
n : Cx = ε}.
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Observe que a superfíie de haveamento é um hiperplano om dimensão n − 1 que

ontém a origem e divide o espaço de estados em duas regiões distintas. Em uma delas:

R− = {x ∈ R
n : Cx > ε},

em que o sistema é dado por ẋ = Ax− B. Na outra região:

R+ = {x ∈ R
n : Cx < ε},

onde o sistema é dado por ẋ = Ax+B.

Assim, a seção de Poinaré é onsiderada uma superfíie de haveamento, e o mapa

pode ser alulado seguindo a trajetória através do ilo limite. A existênia e estabilidade

do ilo limite do sistema sob análise é de�nida pela solução do sistema linear por partes,

dado por:

ẋ = Ax+B.rele(Cx) = f(x)

para uma dada ondição iniial x(0) = x0. O termo rele representa a função do relé.

4.3.3 Estrutura Equivalente

A �m de simpli�ar a análise de existênia e estabilidade loal do ilo limite para a

estrutura do relé mostrada na Figura 4.6, é proposta uma estrutura equivalente. Esta

estrutura é introduzida no seguinte lema.

Lema 2 Considere a estrutura do relé mostrada na Figura 4.6. Assuma o período de

osilação para esta estrutura do relé igual a T segundos. A função de transferênia F1(s)

é dada por (2.4) e F2(s) é dada por (2.5). Então, exeto para o transiente iniial, a

estrutura do relé mostrada na Figura 4.8 tem o mesmo período de osilação T da estrutura

apresentada na Figura 4.6, om θ igual a T/4.

Prova. A prova do lema é dividida em duas partes.

Parte 1 : A partir da estrutura do relé mostrada na Figura 4.6, assuma o período de

osilação igual a T segundos. A resposta em frequênia para F2(s) = 1/s, na frequênia

ωu, é dada por:

F2(jωu) =
1

ωu
e−jπ/2.

Para o sinal de entrada V (s), a saída de F2(s) é:
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W (jωu) =
V (jωu)

ωu
e−jπ/2. (4.31)

Sem perda de generalidade, onsidere as amplitudes iguais para ambos os relés. Consi-

dere também uma onda quadrada (v(t)) introduzida na entrada do bloo F2(s). A partir

da equação (4.31), há uma defasagem de 90◦ entre os sinais v(t) e w(t). Uma vez que o

relé R1 é uma não linearidade simétria, sem histerese, não há atraso entre w(t) e up(t).

Desta forma, há uma defasagem de 90◦ entre os sinais v(t) e up(t).

Portanto, exeto para o transiente iniial, a estrutura do relé mostrada na Figura 4.7,

om θ igual a T/4, tem o mesmo período de osilação T da estrutura mostrada na Figura

4.6.

Figura 4.7: Diagrama esquemátio da estrutura equivalente om realimentação por relé.

Fonte: Elaborada pelo autor

Parte 2 : Agora, a partir da estrutura do relé mostrada na Figura 4.7, por uma aplia-

ção direta do prinípio da superposição, a função de transferênia F1(s) pode ser desloada

para a entrada do sistema LTI, uma vez que F1(s) e o sistema dado por (4.28) são lineares.

Portanto, a estrutura �nal equivalente mostrada na Figura 4.8 irá osilar om o mesmo

período T do sistema mostrado na Figura 4.6.

Figura 4.8: Diagrama esquemátio da estrutura equivalente �nal om realimentação por

relé.

Fonte: Elaborada pelo autor
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De aordo om a Figura 4.8, o relé R2 é de�nido omo:

v1(t) =

{

1, se y(t) > ε, ou y(t) ≥ −ε e v1(t−) = 1

−1, se y(t) < −ε, ou y(t) ≤ ε e v1(t+) = −1
(4.32)

onde ε ≥ 0 é a histerese.

A �m de ilustrar a primeira parte do Lema 2, onsidere o seguinte proesso:

G(s) =
1

(s+ 1)4
. (4.33)

Este proesso é simulado om a estrutura do relé mostrada na Figura 4.6, om a

onstante τf = 0,01 s, amplitude do relé µ = 1 e histerese ε = 0. O período de osilação

da saída do proesso é T = 6,2 s.

Uma solução periódia para este sistema é mostrada na Figura 4.9. Como pode ser

visto, existe uma defasagem de 90◦ entre os sinais v(t) e up(t).

Figura 4.9: Solução periódia da estrutura equivalente do relé para o sistema (4.33).
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Fonte: Elaborada pelo autor

A segunda parte do Lema 2 também é ilustrada utilizando o proesso (4.33). Uma

solução periódia para este sistema é mostrada na Figura 4.10, onde h∗ = T/2 e θ =

T/4 = 1,55 s.

Observe que o sinal v2(t) é uma versão atrasada do sinal de saída do relé v1(t). O

sinal v3(t) é similar a uma derivada do sinal v2(t) e assume os valores de ±2. Além disso,

o período de osilação da saída do proesso é igual ao período de osilação da estrutura

original, ou seja, T = 6,2 s.
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Figura 4.10: Solução periódia da estrutura �nal equivalente do relé para o sistema (4.33).
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Fonte: Elaborada pelo autor

O objetivo da estrutura equivalente é obter, em regime estaionário, a mesma solução

periódia da estrutura original do relé. Portanto, a diferença do transitório iniial entre as

estruturas equivalente e original não inviabiliza a análise realizada nas seções seguintes.

4.3.4 Sistema sem Atraso

Nesta seção, para o sistema sem atraso, a estrutura equivalente mostrada na Figura 4.8

é utilizada na análise de existênia e estabilidade loal do ilo limite. Este sistema pode

ser representado pelo seguinte sistema LTI:

{

ẋ(t) = Ax(t) +Bv3(t)

y(t) = Cx(t)
(4.34)

onde A, B e C são iguais ao sistema original representado por (4.28).

O sistema representado pela equação (4.34) também pode ser reesrito da seguinte

maneira:

{

ẋ(t) = Ax(t) +B [v1(t− θ)− v1(t− θ − τf )]

y(t) = Cx(t)
(4.35)

Para investigar as ondições de existênia e a estabilidade loal da estrutura equiva-
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lente, onsidere novamente o proesso dado por (4.33) e a solução periódia mostrada na

Figura 4.10, om h∗ = T/2 e θ = T/4. Observe que o haveamento do sinal de entrada

do proesso oorre no instante de tempo t = θ + τf e, de aordo om a equação (4.35),

v3(t) assume os valores de ±2.

Para o sistema simpli�ado, a análise da existênia do ilo limite é equivalente a

análise apresentada em Varigonda e Georgiou (2001). O próximo teorema é proposto om

o objetivo de identi�ar o ilo limite da estrutura do relé em estudo.

Teorema 2 Considere o sistema linear dado por (4.34) onetado em realimentação om

o relé dado por (4.32), omo mostrado na Figura 4.8. Existe um ilo limite simétrio e

unimodal om o período T = 2h∗ se e somente se as seguintes ondições forem satisfeitas:

(i) gθ(h
∗) , 2C(eAh∗

+ I)−1

(
∫ θ+τf

θ

eA(h∗−τ)Bdτ

)

= ε, (4.36)

(ii) y(t) = Cx(t) > ε, ∀t ∈ (0,h∗), (4.37)

onde

x∗ = 2(eAh∗

+ I)−1

(
∫ θ+τf

θ

eA(h∗−τ)Bdτ

)

, (4.38)

é a ondição iniial x(0) = x∗ que leva à solução periódia.

Prova. Uma vez que o sistema linear om realimentação por relé é simétrio em

relação a origem, o ilo limite só preisa ser analisado em metade do período.

Neessidade: Suponha que exista um ilo limite simétrio no sistema da Figura 4.8.

Com base na Figura 4.10, a solução do sistema LTI (4.34), para x ∈ R−
é dada por:

x(h∗) = eAh∗

x(0) +

∫ h∗

0

eA(h∗−τ)Bv3(τ)dτ (4.39)

= eAh∗

x(0)− 2

∫ θ+τf

θ

eA(h∗−τ)Bdτ. (4.40)

Suponha que x(0) = x∗ ∈ S é um ponto em que a órbita interepta S. Por simetria,

em t = h∗ o estado do sistema é:

x(h∗) = −x∗.
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−x∗ = eAh∗

x∗ − 2

∫ θ+τf

θ

eA(h∗−τ)Bdτ (4.41)

x∗ = 2(eAh∗

+ I)−1

(
∫ θ+τf

θ

eA(h∗−τ)Bdτ

)

. (4.42)

Assim, o estado iniial é dado por (4.38). Além disso, desde que x∗ ∈ S, Cx∗ = ε, que

é equivalente à ondição (i):

gθ(h
∗) , 2C(eAh∗

+ I)−1

(
∫ θ+τf

θ

eA(h∗−τ)Bdτ

)

. (4.43)

Para garantir que não exista outro haveamento em 0 < t < h∗, a entrada do relé deve

satisfazer y(t) = Cx(t) > ε, por 0 < t < h∗, que fornee a ondição (ii).

Su�iênia: Suponha que g(h∗) = ε, portanto x∗ ∈ S. Além disso, assuma que

y(t) > ε para t ∈ (0; h∗), desta forma v3(t) = −2, t ∈ (0; h∗). Portanto, a trajetória de

x∗ não atingirá S novamente antes de h∗. É possível mostrar que x(t) atinge S após h∗

segundos em −x∗, o que faz om que v3(t) mude para 2. Com um argumento semelhante, é

mostrado que x(t) retorna para S após h∗ em x∗, de modo que exista uma órbita periódia

através de x∗.

Para investigar a estabilidade loal do ilo limite, é preiso alular o Jaobiano do

mapa de Poinaré. Este resultado é apresentado no seguinte teorema.

Teorema 3 Considere o sistema linear dado por (4.34) onetado em realimentação por

relé dado por (4.32), omo mostrado na Figura 4.8. Suponha que exista uma solução

periódia simétria om h∗ > θ. O Jaobiano do mapa do Poinaré é dado por:

Wθ =

(

I −
ωθC

Cωθ

)

eAh∗

, (4.44)

onde

ωθ = eAh∗

Ax∗ + 2
[

eA(h∗−θ−τf ) − eA(h∗−θ)
]

B. (4.45)

O ilo limite é loalmente estável se e somente se Wθ tiver todos os seus autovalores

dentro do diso unitário. Será instável se Wθ tiver pelo menos um autovalor fora do diso

unitário.

Prova. A análise é realizada onsiderando a nova origem em h∗ + δt, om x(0) =
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x∗ + δx. A partir da nova base de tempo, tem-se:

x(h∗ + δh) = eA(h∗+δh)x(0) +

∫ h∗+δh

0

eA(h∗+δh−τ)Bv3(τ)dτ

= eA(h∗+δh)(x∗ + δx) +

∫ θ+τf

θ

eA(h∗+δh−τ)B(−2)dτ

= eA(h∗+δh)(x∗ + δx) + 2A−1
[

eA(h∗+δh−θ−τf ) − eA(h∗+δh−θ)
]

B

= eAh∗

(I + Aδh) (x∗ + δx) + 2A−1
[

eA(h∗−θ−τf ) (I + Aδh)

− eA(h∗−θ) (I + Aδh)
]

B +O(δ2)

= −x∗ + eAh∗

δx+
[

eAh∗

Ax∗ + 2B
(

eA(h∗−θ−τf ) − eA(h∗−θ)
)]

δh +O(δ2)

= −x∗ + eAh∗

δx+ ωθδh+O(δ2), (4.46)

onde

ωθ = eAh∗

Ax∗ + 2
[

eA(h∗−θ−τf ) − eA(h∗−θ)
]

B.

Uma vez que x(h∗ + δh) ∈ S e por simetria do ilo limite, x(h∗) = −x∗:

Cx(h∗ + δh) = −Cx∗ + CeAh∗

δx+ Cωθδh+O(δ2) = −ε. (4.47)

Desde que Cx∗ = ε, então:

CeAh∗

δx+ Cωθδh+O(δ2) = 0. (4.48)

Negligeniando os termos de ordem δ2 tem-se:

δh = −
CeAh∗

Cωθ
δx. (4.49)

Substituindo (4.49) em (4.46), segue que:

x(h∗ + δh) = −x∗ + eAh∗

δx−
ωθCe

Ah∗

Cωθ
δx+O(δ2) (4.50)

= −x∗ +

(

I −
ωθC

Cωθ

)

eAh∗

δx+O(δ2) (4.51)

o que prova o teorema.

Observe que na análise da estrutura equivalente é neessário onheer anteipada-

mente o período de osilação da estrutura do relé original mostrada na Figura 4.6. Neste

trabalho, assume-se que o valor deste período de osilação é onheido. Para eliminar a

neessidade de onheer o período de osilação previamente, na seção 4.3.6, é realizada a
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análise a partir da estrutura do relé original.

Para realizar uma análise orreta a partir da estrutura equivalente, deve-se onsiderar

apenas os asos em que h∗ > θ, pois o valor θ limita o período de osilação do sistema (o

período de osilação nuna será menor que o atraso θ). Assim, o período de osilação do

ilo limite obtido através da estrutura equivalente será o mesmo da estrutura original.

Além disso, para realização da simulação do ilo limite, é neessário onheer apenas o

valor de x(0) = x∗ no instante da interseção om a superfíie de haveamento.

4.3.5 Sistemas om Atraso

Os resultados da seção 4.3.4 são agora estendidos para sistemas om atraso. Nesta seção,

a estrutura equivalente mostrada na Figura 4.11 é utilizada na análise de existênia e

estabilidade loal do ilo limite.

Figura 4.11: Diagrama esquemátio da estrutura equivalente realimentada por relé para

proessos om atraso.

Fonte: Elaborada pelo autor

Para ilustrar o omportamento da solução periódia da estrutura equivalente e o sis-

tema LTI om atraso, onsidere o seguinte proesso:

G(s) =
1

(s+ 1)2
e−1s. (4.52)

Este proesso é simulado om a estrutura do relé original, mostrada na Figura 4.6,

onde a onstante é τf = 0,01, a amplitude do relé µ = 1 e a histerese ε = 0. O período

de osilação do proesso é T = 4,86 s. A solução periódia para este sistema e a estrutura

equivalente é mostrada na Figura 4.12, onde h∗ = T/2 e θ0 = T/4 = 1,215 s.

Observe que o sinal v2(t) é uma versão atrasada do sinal de saída do relé v1(t). O sinal

v3(t) é similar a derivada do sinal v2(t) e assume os valores de ±2. Enquanto que o sinal

na entrada do sistema linear (v4(t)) é uma versão atrasada do sinal v3(t).
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Figura 4.12: Solução periódia da estrutura equivalente para o sistema (4.52).
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Fonte: Elaborada pelo autor

De aordo om a estrutura mostrada na Figura 4.11, o sistema linear em análise pode

ser representado por:

{

ẋ(t) = Ax(t) +Bv4(t)

y(t) = Cx(t)
(4.53)

ou







ẋ(t) = Ax(t) +B [v1(t− θT )− v1(t− θT − τf )]

y(t) = Cx(t)
(4.54)

onde as matrizes A, B e C são iguais ao sistema original dado por (4.28). A função de

transferênia da parte linear do sistema representado na Figura 4.11 é dada por:

H(s) = G(s)F1(s)e
−θT s, (4.55)

om θT = θ0 + θ1.

Para o sistema em análise, é orreto onsiderar apenas os asos h∗ > θ0, pois o va-

lor θ0 limita o período de osilação do sistema. Assim, a solução periódia em regime

estaionário obtida pela estrutura equivalente é a mesma da estrutura original.

Para o aso h∗ > θT > θ0, ilustrado na Figura 4.12, observe que o haveamento oorre

em t = θT + τf e, de aordo om (4.54), v4(t) assume os valores de ±2.

Quando o atraso total do sistema é maior que metade do período de osilação, h∗, um



Capítulo 4. Análise do Relé para Proessos Sujeitos a Perturbações 82

ou mais haveamentos oorrem entre −θT ≤ t < 0. Este aso é ilustrado na Figura 4.13

para o proesso:

G(s) =
1

s
e−1,25s. (4.56)

Este proesso é simulado utilizando a estrutura om realimentação por relé, mostrada

na Figura 4.6, a onstante τf = 0,01, a amplitude do relé µ = 1 e a histerese ε = 0. De

aordo om a simulação, existe um ilo limite estável om o período T = 5,04 s. Assim,

θ0 = T/4 = 1,26 s e θT = 2,51 s.

Figura 4.13: Curvas dos sinais de entrada (v4(t) - linha traejada) e saída (y(t) - linha

sólida) do proesso obtidos om a estrutura equivalente para o aso h∗ < θT .
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Fonte: Elaborada pelo autor

Conforme desrito em Åström (1995), para este proesso também existe um ilo limite

instável om o período T = 1 s, ou seja, h∗ = 0,5 s. Neste aso, observe que h∗ < θT e

o haveamento do sinal na entrada do sistema linear oorre em ∆θ = θT − nh∗ = 0,51 s,

onde n = 4 é o número de haveamentos que oorrem no intervalo de tempo −θT ≤ t < 0.

Observe também que para −θT < t < 0, a solução não pode ser obtida espei�ando

apenas a ondição iniial do sistema linear, é neessário também espei�ar uma solução

iniial, x(τ).

O seguinte teorema é proposto a �m de identi�ar o ilo limite da estrutura om

realimentação por relé em estudo, mesmo nos asos em que o atraso total do sistema é

maior do que a metade do período de osilação.
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Teorema 4 Considere o sistema linear dado por (4.34) onetado em realimentação por

relé dado por (4.32). Existe um ilo limite simétrio e unimodal om o período T = 2h∗

se e somente se as seguintes ondições forem satisfeitas:

(i) gθ(h
∗) , (−1)n+12C(eAh∗

+ I)−1

(
∫ ∆θ+τf

∆θ

eA(h∗−τ)Bdτ

)

= ε, (4.57)

(ii) y(t) = Cx(t) > ε, ∀t ∈ (0,h∗), (4.58)

onde

x∗ = (−1)n+12(eAh∗

+ I)−1

(∫ ∆θ+τf

∆θ

eA(h∗−τ)Bdτ

)

, (4.59)

é o ponto em que a trajetória interepta a superfíie de haveamento S e ∆θ = θT − nh∗,

om o maior número inteiro tal que nh∗ < θT (n é o número de haveamentos que oorrem

no sinal v4(t) entre −θT ≤ t < 0). Para a solução periódia, é neessário uma solução

iniial, x(τ), −θT ≤ τ < 0 om x(0) = x∗.

Prova. A prova é dividida em duas partes.

Neessidade: Suponha que exista um ilo limite simétrio no sistema da Figura 4.11.

Caso 1: Considere o aso h∗ > θT > θ0, onde θT = θ0 + θ1. Para o proesso

representado por (4.52) e om base na Figura 4.12, a solução do sistema LTI, equação

(4.53), para x ∈ R−
é dado por:

x(h∗) = eAh∗

x(0) +

∫ h∗

0

eA(h∗−τ)Bv3(τ − θ1)dτ (4.60)

= eAh∗

x(0) +

∫ h∗

0

eA(h∗−τ)Bv4(τ)dτ (4.61)

= eAh∗

x(0)− 2

∫ θT+τf

θT

eA(h∗−τ)Bdτ. (4.62)

Suponha x(0) = x∗ ∈ S o ponto em que a órbita interepta S. Por simetria, em t = h∗ o

estado do sistema é:

x(h∗) = −x∗

−x∗ = eAh∗

x∗ − 2

∫ θT+τf

θT

eA(h∗−τ)Bdτ (4.63)

x∗ = 2(eAh∗

+ I)−1

(
∫ θT+τf

θT

eA(h∗−τ)Bdτ

)

. (4.64)

Uma vez que x∗ ∈ S e Cx∗ = ε, então:
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gθ(h
∗) , 2C(eAh∗

+ I)−1

(∫ θT+τf

θT

eA(h∗−τ)Bdτ

)

. (4.65)

Para garantir que não exista outro haveamento entre 0 < t < h∗, a entrada do relé

deve satisfazer y(t) = Cx(t) > ε, que fornee a ondição (ii). No intervalo 0 < t < h∗, o

estado do sistema é dado por:

x(t) = eAtx∗ − 2

∫ θT+τf

θT

eA(t−τ)Bdτ. (4.66)

Caso 2: Considere agora o aso h∗ < θT , onde θT = θ0 + θ1. Nesse aso, o sinal

na entrada do sistema linear depende do número de haveamentos anteriores, n, om

∆θ = θT − nh∗ (veja Figura 4.13). Para n par:

x(h∗) = eAh∗

x(0) +

∫ h∗

0

eA(h∗−τ)Bv4(τ)dτ (4.67)

= eAh∗

x(0) + 2

∫ ∆θ+τf

∆θ

eA(h∗−τ)Bdτ. (4.68)

Para n ímpar, tem-se:

x(h∗) = eAh∗

x(0) +

∫ h∗

0

eA(h∗−τ)Bv4(τ)dτ (4.69)

= eAh∗

x(0)− 2

∫ ∆θ+τf

∆θ

eA(h∗−τ)Bdτ. (4.70)

Novamente, por simetria, em t = h∗ o estado do sistema é:

x(h∗) = −x∗.

Portanto, para n par,

−x∗ = eAh∗

x∗ + 2

∫ ∆θ+τf

∆θ

eA(h∗−τ)Bdτ (4.71)

x∗ = −2(eAh∗

+ I)−1

(
∫ ∆θ+τf

∆θ

eA(h∗−τ)Bdτ

)

. (4.72)

Da mesma forma, para n ímpar,

x∗ = 2(eAh∗

+ I)−1

(∫ ∆θ+τf

∆θ

eA(h∗−τ)Bdτ

)

. (4.73)

O estado iniial é assim dado por (4.59). Assim, para x∗ ∈ S tem-se Cx∗ = ε, que é
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equivalente à ondição (i):

gθ(h
∗) , (−1)n+12C(eAh∗

+ I)−1

(
∫ ∆θ+τf

∆θ

eA(h∗−τ)Bdτ

)

. (4.74)

Mais uma vez, para garantir que não oorra outro haveamento entre 0 < t < h∗, a

entrada do relé deve satisfazer y(t) = Cx(t) > ε, que fornee a ondição (ii). Com o

estado do sistema dado por:

x(t) = eAtx∗ + (−1)n+12

(
∫ ∆θ+τf

∆θ

eA(t−τ)Bdτ

)

. (4.75)

Su�iênia: Suponha que g(h∗) = ε, portanto x∗ ∈ S. Também assuma y(t) > ε para

t ∈ (0; h∗), logo v4(t) = −2, t ∈ (0; h∗). Desta forma, a trajetória de x∗ não atingirá S

novamente antes de h∗. É possível mostrar que x(t) atinge S após h∗ segundos em −x∗, o

que faz om que v4(t) passe para 2. Com um argumento semelhante, é mostrado que x(t)

retorna para S após h∗ em x∗, de modo que exista uma órbita periódia através de x∗.

Igualmente à análise realizada para o sistema sem atraso, também é neessário onhe-

er anteipadamente o período de osilação da estrutura om relé original. Além disso,

observe que a expressão do mapa Poinaré e do sistema LTI sem atraso é obtida quando

θ1 = 0.

Para sistemas om atraso, a análise da estabilidade do ilo limite é omplexa, uma

vez que o estado do sistema é dimensional in�nito (ÅSTRÖM, 1995). O problema é

simpli�ado para o ilo limite om h∗ > θT . Este resultado é apresentado a seguir no

teorema proposto.

Teorema 5 Considere o sistema linear dado por (4.52) onetado em realimentação por

relé dado por (4.32). Assuma que existe uma solução periódia om h∗ > θ0 > ∆θ, om

∆θ = θT − nh∗ e θT = θ0 + θ1. Considere apenas o aso om n = 0, ou seja, ∆θ = θT . O

Jaobiano do mapa de Poinaré é dado por:

Wθ =

(

I −
ωθC

Cωθ

)

eAh∗

, (4.76)

onde

ωθ = eAh∗

Ax∗ − 2
[

eA(h∗−θT−τf ) + eA(h∗−θ)
]

B. (4.77)

O ilo limite é estável loalmente se e apenas se Wθ tiver todos os autovalores dentro

do írulo unitário. O ilo limite será instável se Wθ tiver ao menos um autovalor fora

do írulo unitário.
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Prova. A análise é realizada onsiderando uma nova origem em h∗ + δh, om x(0) =

x∗ + δx. Com a nova base de tempo, tem-se:

x(h∗ + δh) = eA(h∗+δh)x(0) +

∫ h∗+δh

0

eA(h∗+δh−τ)Bv4(τ)dτ

= eA(h∗+δh)(x∗ + δx) +

∫ θT+τf

θT

eA(h∗+δh−τ)B(+2)dτ

= eA(h∗+δh)(x∗ + δx)− 2A−1
[

eA(h∗+δh−θT−τf ) − eA(h∗+δh−θT )
]

B

= eAh∗

(I + Aδh) (x∗ + δx)− 2A−1
[

eA(h∗−θT−τf ) (I + Aδh)−

eA(h∗−θT ) (I + Aδh)
]

B +O(δ2)

= −x∗ + eAh∗

δx+
[

eAh∗

Ax∗ − 2B
(

eA(h∗−θT−τf ) + eA(h∗−θT )
)]

δh+O(δ2)

= −x∗ + eAh∗

δx+ ωθδh+O(δ2), (4.78)

onde

ωθ = eAh∗

Ax∗ − 2
[

eA(h∗−θT−τf ) − eA(h∗−θT )
]

B.

Uma vez que x(h∗ + δh) ∈ S e por simetria do ilo limite, x(h∗) = −x∗:

Cx(h∗ + δh) = −Cx∗ + CeAh∗

δx+ Cωθδh+O(δ2) = −ε. (4.79)

Uma vez que, Cx∗ = ε, então:

CeAh∗

δx+ Cωθδh+O(δ2) = 0. (4.80)

Negligeniando os termos de ordem δ2, tem-se:

δh = −
CeAh∗

Cωθ

δx. (4.81)

Substituindo (4.81) em (4.78), é obtido:

x(h∗ + δh) = −x∗ + eAh∗

δx−
ωθCe

Ah∗

Cωθ
δx+O(δ2) (4.82)

= −x∗ +

(

I −
ωθC

Cωθ

)

eAh∗

δx+O(δ2) (4.83)

que prova o teorema.
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Figura 4.14: Diagrama esquemátio da estrutura om realimentação por relé.

Fonte: Elaborada pelo autor

4.3.6 Análise a partir da Estrutura do Relé Original

Nesta seção, a análise baseada no mapa de Poinaré é realizada a partir da estrutura

do relé original. Uma vantagem dessa abordagem é que não há neessidade de onheer

previamente o período de osilação do ilo limite obtido om a estrutura do relé proposta.

Considere um sistema LTI (SISO) satisfazendo as seguintes equações dinâmias line-

ares

{

ẋ1(t) = Ax1(t) +Bup(t)

yp(t) = Cx1(t)
(4.84)

onde x1 ∈ R
n
, A ∈ R

n×n
, B ∈ R

n×1
, C ∈ R

1×n
e A é Hurwitz. Para simpli�ar a análise,

sem perda de generalidade, a estrutura om realimentação por relé apresentada na Figura

4.6 é rearranjada, para obter a estrutura do relé mostrada na Figura 4.14. Os relés R1 e

R2 são de�nidos, respetivamente, de aordo om as equações (4.29) e (4.30).

O �ltro passa-baixa F2(s), dado pela equação (2.5), também pode ser desrito por:

{

ẋ2(t) = v(t)

w(t) = x2(t)
(4.85)

onde x2 ∈ R.

Análise de Existênia e Estabilidade

Considerando o �ltro passa-alta, equação (2.4), o sistema ombinado LTI (G(s)× F1(s))

é desrito por:

{

ẋ1(t) = Ax1(t) +Bup(t)

y1(t) = C [x1(t)− x1(t− τf )]
(4.86)

A superfíie de haveamento, omposta por um hiperplano de dimensão n− 1, para o
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relé R1 é de�nida omo:

S1 = {x1 ∈ R
n : x2 = ε1}.

Novamente, observe que a superfíie de haveamento é um hiperplano que ontém a

origem e divide o espaço de estados em duas regiões distintas. Em uma delas R−
1 =

{x1 ∈ R
n : x2 < ε1}, em que o sistema é dado por ẋ1 = Ax1 − B. Na outra região

R+
1 = {x1 ∈ R

n : x2 > ε1}, onde o sistema é dado por ẋ1 = Ax1 +B.

Da mesma forma, a superfíie de haveamento para o relé R2 é de�nida omo:

S2 = {x2 ∈ R : C [x1(t)− x1(t− τf )] = ε2}.

Com as regiões de�nidas omo:

R−
2 = {x2 ∈ R : C [x1(t)− x1(t− τf )] < ε2}

e

R+
2 = {x2 ∈ R : C [x1(t)− x1(t− τf)] > ε2}.

De aordo om as superfíies de haveamento S1 e S2 de�nidas aima, a representação

geométria do mapa Poinaré para a estrutura do relé proposta é apresentada na Figura

4.15, onde w e y1 são os sinais de entrada dos relés R1 e R2, respetivamente. Note que

se o estado omeçar em x∗1 ∈ R−
1 a trajetória do sistema segue até atingir R−

2 , ponto em

que, o sinal v muda para 1. O sistema então segue até a trajetória atingir R+
1 e o sinal

up mudar para 1. Então, do estado −x∗1 o sistema segue até a trajetória atingir R−
2 e v

mudar para −1. Finalmente, a trajetória do sistema atinge R+
1 e up haveia para −1.

Com o objetivo de ilustrar as ondições para a existênia e estabilidade loal da es-

trutura om realimentação por relé, onsidere o seguinte proesso:

G(s) =
1

(s+ 1)3
. (4.87)

Este proesso é simulado para a estrutura do relé proposta, om a onstante τf igual ao

tempo de amostragem (0,01 s), amplitudes dos dois relés µ = ±1 e histerese ε1 = ε2 = 0.

O período de osilação do proesso é T = 3,58 s. Uma solução periódia para este sistema

é apresentada na Figura 4.16. O teorema a seguir permite identi�ar o ilo limite da

estrutura do relé proposta.

Teorema 6 Considere os sistemas lineares dados por (4.85) e (4.86) om realimentação

por relé, omo apresentado na Figura 4.6. Existe um ilo limite simétrio e unimodal
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Figura 4.15: Trajetória nas superfíies de haveamento para a estrutura do relé proposta.

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 4.16: Solução periódia da estrutura do relé proposta para o sistema (4.87).
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Fonte: Elaborada pelo autor

om o período T = 2h∗ se e somente se as seguintes ondições forem satisfeitas:

(i) g1(h
∗) , C[−(I + eAh∗

)−1
(

eAh∗

− I
)

− (eAτf + eAh∗

)−1
(

eAh∗

− eAτf
)

]A−1B = ε2,

(ii) g2(h
∗) , ε1 = 0,

(iii) y1(t) = C [x1(t)− x1(t− τf )] > ε2, ∀t ∈ (0,h∗),

(iv) w(t) = x2(t) > ε1, ∀t ∈ (0,h∗) (4.88)
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onde

x∗1 = (I + eAh∗

)−1
(

eAh∗

− I
)

A−1B, (4.89)

x∗2 = 0, (4.90)

são as ondições iniiais x1(0) = x∗1 e x2(0) = x∗2 o que leva à solução periódia.

Prova. Como os sistemas lineares om realimentação por relé são simétrios em torno

da origem, o ilo limite só preisa ser analisado para metade do seu período.

Suponha que exista um ilo limite simétrio no sistema da Figura 4.14. Baseado na

Figura 4.16, a solução do sistema LTI dada pela equação (4.86), para x1 ∈ R−
1 é dada

por:

x1(h
∗) = eAh∗

x1(0) +

∫ h∗

0

eA(h∗−τ)Bup(τ)dτ (4.91)

= eAh∗

x1(0)− A−1
(

eAh∗

− I
)

B. (4.92)

Considere x1(0) = x∗1 ∈ S1 o ponto em que a órbita interepta S1. Por simetria, em t = h∗

o estado do sistema é:

x1(h
∗) = −x∗1

−x∗1 = eAh∗

x∗1 − A−1
(

eAh∗

− I
)

B (4.93)

x∗1 = (I + eAh∗

)−1
(

eAh∗

− I
)

A−1B. (4.94)

O estado iniial é assim dado pela equação (4.89). Dessa forma, uma vez que x∗1 ∈ S1,

tem-se C [x1(h
∗)− x1(h

∗ − τf)] = ε2. Observe que em x1(h
∗), up = +1 e para x1(h

∗−τf ),

up = −1. Assim, a ondição (i) é obtida.

Para garantir que não oorra outro haveamento em 0 < t < h∗, a entrada do relé deve

satisfazer y1(t) = C [x1(t)− x1(t− τf )] > ε2, para 0 < t < h∗, o que fornee a ondição

(iii).

De maneira semelhante, om base na Figura 4.15, a solução do sistema LTI dada pela
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equação (4.85), para x2 ∈ R−
2 é dada por:

x2(h
∗) = x2(0) +

∫ h∗

0

v(τ)dτ (4.95)

= x2(0) +

∫ h∗/2

0

(+1)dτ +

∫ h∗

h∗/2

(−1)dτ (4.96)

= x2(0). (4.97)

Assume-se x2(0) = x∗2 ∈ S2 o ponto em que a órbita interepta S2. Por simetria, em

t = h∗ o estado do sistema é:

x2(h
∗) = −x∗2 ⇒ x∗2 = 0.

O estado iniial é assim dado por (4.90). Portanto, uma vez que x∗2 ∈ S2, x2(t) = ε1,

que é equivalente a ondição (ii):

g2(h
∗) , 0. (4.98)

Para garantir que não oorra outro haveamento em 0 < t < h∗, a entrada do relé deve

satisfazer w(t) = x2 > ε1, para 0 < t < h∗, o que fornee a ondição (iv).

Novamente, a estabilidade loal do ilo limite é obtida alulando-se os autovalores

do Jaobiano do mapa de Poinaré orrespondente (KHALIL, 1996). Este resultado é

apresentado no seguinte teorema proposto.

Teorema 7 Considere os sistemas lineares dados por (4.85) e (4.86) om realimentação

por relé, omo apresentado na Figura 4.6. Suponha que exista uma solução periódia

simétria om período T = 2h∗. O Jaobiano do mapa de Poinaré é dado por:

Wi =

(

I −
ωiC

Cωi

)

eAh∗

om i = 1,2,3 (4.99)

onde

ω1 = eAh∗

(Ax∗1 − B) (4.100)

ω2 = eA(h∗−τf ) (Ax∗τ −B) (4.101)

ω3 = 0. (4.102)

O ilo limite é loalmente estável se e somente se ada Wi tiver todos os seus autovalores

dentro do diso unitário. Será instável se Wi tiver pelo menos um autovalor fora do diso

unitário.
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Prova. A análise é realizada onsiderando uma nova origem em h∗ + δt, om x1(0) =

x∗1 + δx1. Para o mapa de Poinaré dado pela equação (4.88) - (i) e onsiderando a nova

base de tempo, tem-se:

x1(h
∗ + δt) = eA(h∗+δt)x1(0) +

∫ h∗+δt

0

eA(h∗+δt−τ)Bup(τ)dτ

= eA(h∗+δt)x1(0)− A−1
(

eA(h∗+δt) − I
)

B

= eAh∗

(I + Aδt) (x∗1 + δx1)−
[

eAh∗

(I + Aδt)− I
]

A−1B +O(δ2)

= eAh∗

x∗1 −
(

eAh∗

− I
)

A−1B + AeAh∗

x∗1δt+
(

eAh∗

+ AeAh∗

δt
)

δx∗1 − eAh∗

Bδt +O(δ2)

= −x∗1 + AeAh∗

x∗1δt +
(

eAh∗

+ AeAh∗

δt
)

δx∗1

− eAh∗

Bδt +O(δ2)

= −x∗1 + eAh∗

(Ax∗1 − B) δt + eAh∗

δx∗1 +O(δ2)

= −x∗1 + ω1δt+ eAh∗

δx∗1 +O(δ2), (4.103)

onde

ω1 = eAh∗

(Ax∗1 −B) . (4.104)

Usando um proedimento semelhante para x1(h
∗ − τf + δt), segue que:

ω2 = eA(h∗−τf ) (Ax∗τ −B) (4.105)

onde x∗τ = x1(0− τf ).

Tem-se x1(h
∗ + δt) ∈ S1 e por simetria do ilo limite, x1(h

∗) = −x∗1 e x1(h
∗ − τf ) =

−x∗τ :

C [x1(h
∗ + δt)− x1(h

∗ + δt− τf)] = −Cx∗1 + CeAh∗

δx1

+Cω1δt + Cx∗τ − CeAh∗

δxτ − Cω2δt+O(δ2) = −ε2. (4.106)

Uma vez que C (x∗1 − x∗τ ) = ε2, então:

CeAh∗

δx1 + Cω1δt−
(

CeA(h∗−τf )δxτ + Cω2δt
)

+O(δ2) = 0. (4.107)

Negligeniando termos de ordem δ2 e igualando a zero o termo CeAh∗

δx1 + Cω1δt da

equação (4.106), tem-se:

δt = −
CeAh∗

Cω1
δx1. (4.108)
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Substituindo (4.108) em (4.103), segue-se que:

x1(h
∗ + δt) = −x∗1 + eAh∗

δx1 −
ω1Ce

Ah∗

Cω1

δx1 +O(δ2) (4.109)

= −x∗1 +

(

I −
ω1C

Cω1

)

eAh∗

δx1 +O(δ2). (4.110)

De maneira semelhante, para xτ , segue-se que:

x1(h
∗ + δt− τf ) = −x∗τ +

(

I −
ω2C

Cω2

)

eAh∗

δxτ +O(δ2). (4.111)

Agora, para o mapa de Poinaré dado pela equação (4.88) - (ii), segue-se que:

x2(h
∗ + δt) = x2(0) +

∫ h∗+δt

0

v(τ)dτ (4.112)

= x∗2 + ω3δt+ δx∗2, (4.113)

onde ω3 = 0.

4.4 Resultados de Simulação

Nesta seção, usando exemplos simulados, a existênia e estabilidade loal do ilo limite

é avaliada para a estrutura om realimentação por relé para proessos sob perturbação.

Em todos os asos, a amplitude do relé é µ = 1 e a onstante τf = 0,01. As simulações

são realizadas om um passo de simulação Ts = 0,01 s.

4.4.1 Exemplo 1

Considere novamente o proesso dado pela equação (4.87). Iniialmente, é realizada a

análise a partir da estrutura equivalente obtida na seção 4.3.3. Uma simulação é realizada

utilizando a estrutura om realimentação por relé da Figura 4.6. Na Figura 4.17, são

mostrados os sinais de entrada e saída do proesso. O período de osilação obtido é

T = 3,58 s. Assim, θ = T/4 = 0,895 s.

Na Figura 4.18, a solução de gθ(h
∗) (equação (4.36)) é mostrada. Utilizando o Teorema

2, são alulados dois zeros para valores positivos do mapa de Poinaré, são eles: h∗ =

0,7825 e h∗ = 1,7825.

Para h∗ = 0,7825 não é possível realizar a análise, já que h∗ < θ. Para h∗ = 1,7825, a

ondição iniial que leva à solução periódia é dada por:
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Figura 4.17: Curva dos sinais de entrada (linha traejada) e saída (linha sólida) do pro-

esso (4.87).
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Fonte: Elaborada pelo autor

x(0) =









0,0080

0,0018

−0,0044









.

O Jaobiano do mapa de Poinaré pode ser alulado a partir do Teorema 3, logo:

Wθ =









0,3152 1,1316 1,2864

0,1401 0,2690 0,0284

0 0 0









.

Os autovalores de Wθ são 0, −0,1067 e 0,6909. Portanto, pode-se onluir que o ilo

limite é loalmente estável de aordo om o Teorema 3.

Agora, sob as mesmas ondições anteriores, são apliados os teoremas obtidos a partir

da estrutura original, seção 4.3.6. Na Figura 4.19, é apresentada a solução de g1(h
∗),

equação (4.88) - (i). Utilizando o Teorema 6, é obtido um zero para valores positivos de

t, ou seja, h∗ = 1,84. A ondição iniial que leva à solução periódia e, assim, satisfaz a

ondição (iii), é dada por:

x1(0) =









0.1432

0.2916

0.0006









.
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Figura 4.18: Solução de gθ(h
∗) para o proesso (4.87).
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Figura 4.19: Solução de g1(h
∗) para Exemplo 1.
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De�nindo ε1 = 0 as ondições (ii) e (iv) são satisfeitas. O Jaobiano do mapa de

Poinaré pode ser alulado a partir do Teorema 7. Os autovalores de W1 são 0,7522,

−0,2007 e 0. Enquanto, os autovalores de W2 são 0,0002, −0,1607 e 0. Pode-se onluir
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que o ilo limite é loalmente estável de aordo om o Teorema 7.

4.4.2 Exemplo 2

Considere o sistema de fase não-mínima, dado por:

G(s) =
−0,5s + 1

(s+ 1)3
. (4.114)

O período de osilação obtido a partir da simulação om a estrutura apresentada na

Figura 4.6 é T = 5,08 s. Para a análise usando a estrutura equivalente, tem-se θ = T/4 =

1,27 s.

Na Figura 4.20 a solução de gθ(h
∗) é apresentada. Novamente, a partir do Teorema 2,

são enontrados dois zeros para valores positivos de h, h∗ = 1,2655 e h∗ = 2,5350.

Figura 4.20: Solução de gθ(h
∗) para o proesso (4.114).
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Fonte: Elaborada pelo autor

Para h∗ = 1,2655 a análise não é possível, uma vez que h∗ < θ. Para h∗ = 2,5350, a

ondição iniial para obter uma solução periódia é:

x(0) =









0,0007

0,0042

−0,0038









.

A partir do Teorema 3, o Jaobiano do mapa de Poinaré é dado por:
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Figura 4.21: Solução de g1(h
∗) para Exemplo 2.
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Wθ =









−0,0334 0,0078 0,1350

0,1464 0,3573 0,2161

0,0732 0,1787 0,1081









.

Os autovalores de Wθ são −0,0544, 0,4866 e 0. Portanto, de aordo om o Teorema 3,

o ilo limite é loalmente estável.

Para a análise a partir da estrutura original, seção 4.3.6, é apresentada na Figura 4.21

a solução de g1(h
∗), equação (4.88) - (i). Utilizando o Teorema 6, é obtido um zero para

valores positivos do mapa de Poinaré, ou seja, h∗ = 2,7355. A ondição iniial que leva

à solução periódia e, assim, satisfaz a ondição (iii), é dada por:

x1(0) =









−0,0629

0,3759

0,1894









.

Novamente, de�nindo ε1 = 0 as ondições (ii) e (iv) são satisfeitas. O Jaobiano

do mapa de Poinaré pode ser alulado a partir do Teorema 7. Os autovalores de W1

são 0,1282, 0,0629 e −0,3759. Por outro lado, os autovalores de W2 são 0,0969, 0,1291 e

−0,4862. Desta forma, o ilo limite é loalmente estável de aordo om o Teorema 7.
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4.4.3 Exemplo 3

Considere novamente o proesso de segunda ordem om atraso, dado por:

G(s) =
1

(s+ 1)2
e−1s. (4.115)

Como este proesso possui atraso, a análise é realizada apenas utilizando os resultados

obtidos om a estrutura equivalente, seção 4.3.5. Com a histerese ε = 0, o período de

osilação obtido a partir da simulação da estrutura om relé da Figura 4.6 é T = 4,86 s.

Assim, θ0 = T/4 = 1,215 s.

Na Figura 4.22, é apresentada a solução de gθ(h
∗), equação (4.57). A partir do Teorema

4, é alulado apenas um zero para valores positivos de h, ou seja, h∗ = 2,4178.

Figura 4.22: Solução de gθ(h
∗) para o proesso (4.115).
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A ondição iniial para obter uma solução periódia é:

x(0) =

(

−0,0151

0

)

.

O Jaobiano do mapa de Poinaré é alulado a partir de Teorema 5:

Wθ =

(

0,3046 0,3937

0 0

)

.

Os autovalores de Wθ são 0 e 0,3046. Portanto, o ilo limite é loalmente estável de

aordo om o Teorema 5.
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4.4.4 Exemplo 4

Considere novamente o proesso dado por:

G(s) =
1

s
e−1,25s, (4.116)

onde A = 0, B = 1 e C = 1.

A partir da simulação utilizando a estrutura om relé mostrada na Figura 4.6, é obtido

um ilo limite estável om o período T = 5,04 s. Assim, θ0 = T/4 = 1,26 s e θT = 2,51 s.

Além disso, existe um ilo limite instável om o período T = 1 s.

Para este exemplo, não é possível apliar a análise apresentada na seção 4.3.6. Con-

forme menionado anteriormente, para o ilo limite instável, o número de haveamentos

que oorrem entre −θT ≤ t < 0 é n = 4 e ∆θ = 0,51. Utilizando a equação (4.57) do

Teorema 4, tem-se:

gθ(h
∗) = (−1)52C(eAh∗

+ I)−1

(
∫ ∆θ+τf

∆θ

eA(h∗−τ)Bdτ

)

= −τf = −0,01.

Desta forma, a ondição (i) está satisfeita para um relé om histerese ε = 0,01. Além

disso, para satisfazer a ondição (ii), o sistema deve ser iniializado om x(τ) = −0,01.

Assim, omo mostrado na Figura 4.13, um ilo limite é obtido om o período T = 1 s,

que é menor do que o atraso do proesso (θ1 = 1,25).

Usando um proedimento similar ao apresentado em Åström (1995), para obter o ilo

limite instável, é neessário usar a estrutura mostrada na Figura 4.23. Assim, os valores

passados do sinal de entrada do proesso foram esolhidos para orresponder ao ilo

limite. A mudança para a estrutura do relé oorre no instante de tempo t = 5 s.

O ilo limite instável é ilustrado na Figura 4.24. No instante t = 10 s, um pulso

duplo retangular om amplitude d = ±0,01, período igual a 4 s e duty yle de 50 % é

introduzido no sistema. Após esta perturbação, a solução onverge para um ilo limite

estável om período T = 5,04 s.
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Figura 4.23: Diagrama esquemátio utilizado para a simulação da estrutura equivalente

do relé para o proesso om h∗ < θT .

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 4.24: Curvas dos sinais de entrada (v4(t) - linha pontilhada) e saída (y(t) - linha
sólida) do proesso (4.116).

0 5 10 15 20 25 30

Tempo (s)

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

A
m

p
lit

u
d
e

Perturbação

Chaveamento

do relé

Fonte: Elaborada pelo autor

4.5 Conlusões

Neste apítulo, foi realizada a análise da estrutura om realimentação por relé para pro-

essos sob perturbação. Iniialmente, foi apresentada a análise por função desritiva. A

partir desta análise, para valores pequenos da onstante do �ltro passa-alta, observa-se

que as araterístias da estrutura proposta são semelhantes as do relé padrão.

É importante observar que na análise por função desritiva nem sempre é possível

obter resultados orretos. Um dos motivos de erro deve-se a araterístia do �ltro passa-

alta, pois o sinal na saída deste bloo não se aproxima da forma de onda senoidal. Logo,
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as omponentes harm�nias elevadas deste sinal serão responsáveis pela impreisão do

resultado.

Em seguida, utilizando o mapa de Poinaré, foram apresentados os resultados sobre a

existênia e estabilidade de ilos limite unimodais e simétrios para a estrutura om rea-

limentação por relé sob análise. Iniialmente, a �m de simpli�ar a análise, uma estrutura

do relé equivalente é proposta. Observa-se que, em regime estaionário, a mesma solução

periódia da estrutura original do relé é obtida. A partir desta estrutura equivalente e

para sistemas om e sem atraso, foram obtidas ondições neessárias e su�ientes para a

existênia de ilos limite da estrutura em estudo. Além disso, as ondições su�ientes

para estabilidade loal para tais ilos limite são obtidas a partir dos teoremas apresen-

tados. A partir dos exemplos simulados observa-se que os resultados obtidos tanto pela

estrutura equivalente quanto a partir da estrutura original são semelhantes.

Para sistemas om atraso, os resultados apresentados indiam a existênia de ilos

limite om período de osilação menor do que o atraso do sistema, o que implia que tais

osilações só podem existir se o sistema tiver iniiado a partir de uma solução iniial.



Capítulo 5

Identi�ação de Modelos utilizando

Experimento do Relé

5.1 Introdução

Com o objetivo de failitar o projeto dos sistemas de ontrole, nas últimas três déadas,

diversas pesquisas dediaram-se à identi�ação de modelos lineares de baixa ordem om

atraso, tais omo primeira ordem om atraso (FOPTD) e segunda ordem om atraso

(SOPTD) (LIU; WANG; HUANG, 2013). Os modelos de ordem reduzida são utiliza-

dos prinipalmente no projeto de ontroladores PID. Os prinipais motivos para a ampla

apliação desses modelos são a simpliidade e a apaidade de aptar as dinâmias essen-

iais de vários proessos industriais, mesmo que o proesso real seja de ordem superior

(ÅSTRÖM; HÄGGLUND, 1995).

O método do relé proposto por Åström e Hägglund (1984) tem sido amplamente utili-

zado para identi�ação de modelos. Com o propósito de obter mais informações, além do

ponto rítio do proesso, diversas variações foram propostas para forneer informações

em uma frequênia adiional. Em geral, estas ténias introduzem um elemento dinâmio

onheido na malha de realimentação e, assim, é alterada a frequênia do sinal de exi-

tação. Por exemplo, para obter informações do sistema em um ponto de frequênia mais

baixa do que a frequênia do relé padrão (−180◦), é introduzido na malha de realimenta-

ção um elemento integrador. A adição de um integrador produz uma mudança de fase,

�xando-a em −90◦.

Para estimação dos parâmetros de um modelo FOPTD, além da informação do ponto

rítio do sistema, é neessário obter informações adiionais. Em Åström e Hägglund

102
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(2006), são apresentadas expressões analítias para estimação dos parâmetros do modelo

FOPTD utilizando o experimento do relé mais uma estimativa do ganho do proesso na

frequênia zero. Para obter uma melhor estimativa dos parâmetros, em Wang, Gawthrop

e Young (2005) é proposto o uso de restrições de igualdade. Neste aso, a solução do

problema de otimização possui uma forma fehada. Em Aioli Júnior, Berger e Barros

(2006), a partir de um experimento do relé padrão em malha fehada, é realizada a

identi�ação de modelos FOPTD utilizando restrições de igualdade na frequênia através

do método integral e uma aproximação por série de Taylor de primeira ordem para o

atraso do sistema.

Neste apítulo, é apresentada uma ténia de identi�ação de modelos FOPTD. Di-

ferentemente do método de identi�ação apresentado em Aioli Júnior, Berger e Barros

(2006), é utilizada a estrutura do relé proposta, em malha aberta, om e sem elemento

integrador realimentado na malha. Além disso, as informações dos pontos de frequênias

são utilizadas omo restrições de igualdade para obtenção dos parâmetros dos modelos.

Também são utilizados uma aproximação por série de Taylor de segunda ordem e um pro-

edimento iterativo para estimação do atraso. Esta ténia foi originalmente proposta em

Silva, Barros e Aioli Júnior (2016). Em seguida, a partir da identi�ação de dois modelos

FOPTD, é proposta uma metodologia para um ajuste de fase dos modelos estimados. O

objetivo desse ajuste é reduzir o erro do modelo em altas frequênias.

Este apítulo está organizado da seguinte forma: Iniialmente, na seção 5.2, o pro-

blema de otimização om restrições de igualdade no domínio da frequênia utilizando o

método dos mínimos quadrados é abordado. Em seguida, é apresentada a ténia de

identi�ação de modelos FOPTD. Por �m, o proedimento iterativo para estimação do

atraso é disutido. A partir da identi�ação de dois modelos FOPTD, na seção 5.3, é

apresentada uma metodologia de ajuste de fase dos modelos estimados. Na seção 5.4, são

apresentados os resultados de simulação. Na seção 5.5, é apresentada a identi�ação de

um proesso termoelétrio. As onlusões são apresentadas na seção 5.6.

5.2 Identi�ação de Modelos FOPTD

Os modelos de ordem reduzida mais utilizados em ontrole para representar sistemas

industriais são os modelos FOPTD e SOPTD. Estes modelos re�etem de maneira satisfa-

tória o omportamento fundamental do sistema om um número de parâmetros reduzido,

mesmo quando o sistema real é de ordem elevada. Um modelo FOPTD é desrito por:
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G(s) =
K

Ts+ 1
e−Ls =

b

s+ a
e−Ls, (5.1)

onde K é o ganho do proesso, T é a onstante de tempo, L é o atraso, a = 1/T e

b = K/T .

5.2.1 Otimização om Restrições

Em Söderström e Stoia (1988), o problema de otimização om restrições de igualdade no

método dos mínimos quadrados é formalizado. A restrição é obtida através da resposta em

frequênia alulada usando a DFT (Disrete Fourier Transform) dos sinais de entrada

e saída obtidos om o experimento do relé. Este resultado é reproduzido no teorema que

segue.

Teorema 8 Assuma os parâmetros a serem estimados omo θ̂ e que os dados obtidos a

partir do experimento do relé, a serem utilizados na identi�ação (y e u), são agrupados

nos vetores (em forma matriial) Y e Φ, o que de�ne o vetor de regressão dado por:

Y = Φθ̂. (5.2)

As restrições de igualdade são expressas omo as matrizes M e ψ. De�nindo um

problema de otimização dos mínimos quadrados om restrições omo:

min
θ̂
J =

(

Y − Φθ̂
)T (

Y − Φθ̂
)

, (5.3)

sujeito a

Mθ̂ = ψ. (5.4)

A solução desse problema é dada por:

λT =
{

ME−1MT
}−1 {

ψ −ME−1G
}

(5.5)

θ̂ = E−1
(

G+MTλT
)

,

onde E = 2ΦTΦ e G = 2ΦTY .

Prova. Para determinar a solução desse problema, utiliza-se uma minimização equi-

valente em relação a θ̂ e λ (Multipliador de Lagrange). A função a ser minimizada om

relação à θ̂ e λ passa a ser:
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J =
(

Y − Φθ̂
)T (

Y − Φθ̂
)

+ λ
(

ψ −Mθ̂
)

. (5.6)

Derivando (5.6) om relação a θ̂ e igualando a zero, obtém-se:

∂J

∂θ̂
= −2ΦT

(

Y − Φθ̂
)

− λM = −2ΦTY + 2ΦTΦθ̂ −MTλT = 0, (5.7)

o que leva a:

θ̂ =
[

2ΦTΦ
]−1 (

2ΦTY +MTλT
)

. (5.8)

De�nindo-se E = 2ΦTΦ e G = 2ΦTY , tem-se:

θ̂ = E−1
(

G+MTλT
)

. (5.9)

Derivando (5.6) om relação a λ e igualando a zero obtém-se:

∂J

∂λ
= ψ −Mθ̂ = 0, (5.10)

o que leva a:

Mθ̂ = ψ. (5.11)

Substituindo (5.9) em (5.11), tem-se:

M
[

E−1
(

G+MTλT
)]

= ψ, (5.12)

que pode ser reesrita omo:

ME−1G+ME−1MTλT = ψ, (5.13)

o que leva a λT =
{

ME−1MT
}−1

{ψ −ME−1G}.

A informação a ser utilizada omo restrição no problema de otimização dos mínimos

quadrados, apresentado no Teorema 8, deve ser esrita na forma linear da equação (5.4).

Dessa forma, a informação pode ser no domínio do tempo ou da frequênia desde que

esta tenha uma relação linear om o vetor de parâmetros (θ̂) a serem estimados (ACIOLI

JÚNIOR; BERGER; BARROS, 2006).
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5.2.2 Identi�ação utilizando Restrições de Igualdade

A estimação dos parâmetros do modelo FOPTD será realizada através do proedimento

de otimização om restrições formalizado no Teorema 8. Assume-se a operação em malha

aberta e que a exitação apliada ao proesso é obtida a partir da estrutura do relé

proposta om e sem integrador, onforme representado na Figura 5.1.

Figura 5.1: Diagrama esquemátio do experimento do relé om a estrutura proposta usado

para identi�ação de modelos.

Fonte: Elaborada pelo autor

A informação utilizada omo restrição no problema de otimização dos mínimos qua-

drados deve ser esrita na forma linear da equação (5.4). Utilizando uma aproximação

por série de Taylor de segunda ordem para o atraso do proesso, o modelo é dado por:

G(s) =
b

s+ a
e−Ls ≈

b

s+ a

(

1− sL+
L2s2

2

)

. (5.14)

Dessa forma, o modelo om a aproximação do atraso dado por (5.14) pode ser repre-

sentado pela seguinte equação diferenial:

ẏ(t) + ay(t) = bu(t)− bLu̇(t) +
b

2
L2ü(t). (5.15)

Então, integrando-se (5.15), tem-se:

∫ t

0

y(τ)dτ = −a

∫ t

0

∫ τ2

0

y(τ1)dτ1dτ2+

b

∫ t

0

∫ τ2

0

u(τ1)dτ1dτ2 − β

∫ t

0

u(τ)dτ + αu(t),

(5.16)

onde α = b
2
L2

e β = bL.

De�ne-se o vetor de regressão:

γ(t) = φ(t)θ̂, (5.17)
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om

γ(t) =

∫ t

0

y(τ)dτ ,

φ(t) =













−
∫ t

0

∫ τ2
0
y(τ1)dτ1τ2

∫ t

0

∫ τ2
0
u(τ1)dτ1τ2

−
∫ t

0
u(τ)dτ

u(t)













, (5.18)

θ̂ =
[

a b β α
]T

. (5.19)

Utilizando todas as amostras dos sinais y e u, obtidas a partir da apliação da estrutura

do relé proposta om e sem integrador, um sistema de equações lineares é obtido e pode-se

enontrar a forma de regressão dada por (5.2) no Teorema 8 om Y e Φ dados por:

Y =
[

γ(0) γ(1) · · · γ(N − 1)
]T

(5.20)

e

Φ =
[

φ(0) φ(1) · · · φ(N − 1)
]T

, (5.21)

onde N é o número total de amostras do onjunto de dados utilizado para a identi�ação.

A restrição de igualdade é de�nida através da informação em frequênia obtida através

do uso da DFT nos sinais resultantes da apliação da estrutura do relé proposta sem

integrador, frequênia ω̂1 e da estrutura do relé proposta om integrador, frequênia ω̂2.

Utilizando as informações das frequênias, tem-se:

Ĝ(jω̂) =
b

jω̂ + a

(

1− jω̂L−
L2ω̂2

2

)

. (5.22)

Reesrevendo (5.22) para as frequênias de ω̂1 e ω̂2, tem-se, respetivamente:

jω̂1Ĝ(jω̂1) = −aĜ(jω̂1) + b− bLjω̂1 −
b

2
L2ω̂2

1, (5.23)

e

jω̂2Ĝ(jω̂2) = −aĜ(jω̂2) + b− bLjω̂2 −
b

2
L2ω̂2

2, (5.24)

que podem ser esritas na forma da equação linear (5.4) do Teorema 8. Assim, o problema

de otimização de mínimos quadrados om restrições de igualdade é de�nido omo:
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Ψ(ω̂) =M(ω̂)θ̂, (5.25)

om

Ψ(ω̂) =

[

jω̂1Ĝ(jω̂1)

jω̂2Ĝ(jω̂2)

]

,

M(jω̂) =

[

−Ĝ(jω̂1) 1 −jω̂1 −ω̂2
1

−Ĝ(jω̂2) 1 −jω̂2 −ω̂2
2

]

,

θ̂ =
[

a b β α
]T

.

A estimativa �nal é o vetor de parâmetros

{

â, b̂, L̂1 = β̂/b̂ e L̂2 =

√

2α̂/b̂

}

. O valor

�nal do atraso é obtido através da média dos valores L̂1 e L̂2.

5.2.3 Estimação do Atraso

Para a identi�ação do modelo FOPTD, o atraso é aproximado por meio da série de Taylor

de segunda ordem. Entretanto, esta aproximação não é apaz de representar adequada-

mente o atraso do proesso. Para ontornar este problema é utilizado um proedimento

iterativo para re�nar o atraso estimado a priori.

O proedimento onsiste em utilizar uma estimativa prévia do atraso e introduzi-la

nos dados da entrada utilizados para estimação do modelo, onforme exempli�ado na

Figura 5.2, onde Le representa a estimativa iniial do atraso. Desta forma, o atraso a

ser estimado (L− Le) será menor e a partir dos dados da entrada (u′) e da saída (y′) os

parâmetros do proesso são identi�ados adequadamente.

Figura 5.2: Diagrama do sistema equivalente om estimativa iniial do atraso.

Fonte: Elaborada pelo autor

Considerando o atraso estimado a ada iteração Lk
e , utiliza-se o seguinte proedimento

para estimação do atraso:

• Passo 1: Realize o experimento utilizando a estrutura do relé proposta e obtenha

os dados da entrada e saída;
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• Passo 2: Na primeira iteração (k = 1), faça Le = 0. A partir dos dados de entrada

e saída, realize a identi�ação do modelo onforme desrito na seção 5.2.2. Um

modelo é identi�ado om valor do atraso L1
e;

• Passo 3: Na segunda iteração (k = 2), faça Le = L1
e e realize uma nova identi�ação

do modelo. O valor do atraso, L2
e é estimado;

• Passo 4: Após k iterações, para Le = Lk−1
e realize a identi�ação do modelo. Um

novo valor do atraso, Lk
e , é estimado.

A ada iteração não é realizado um novo experimento, apenas os dados originais da

entrada são atrasados om o valor de Le múltiplo do tempo de amostragem.

Assume-se omo ritério de parada o aumento do erro médio quadrátio entre as saídas

dos modelos de duas iterações suessivas, para um mesmo sinal de entrada. O erro médio

quadrátio é dado por:

ǫ =
1

N

N−1
∑

i=0

[y(iTs)− ŷ(iTs)]
2 , (5.26)

onde N é o número de pontos no tempo, y(iTs) é a saída do modelo estimado na iteração

k e ŷ(iTs) é a saída do modelo estimado na iteração k − 1.

A ada iteração, usando a estimativa anterior para minimizar o valor do atraso a

ser estimado, pode-se obter um erro médio quadrátio menor do modelo identi�ado em

relação ao proesso real.

5.3 Ajuste de Fase de Modelos FOPTD

Nesta seção, é proposta uma metodologia para ajuste de fase de modelos FOPTD om o

objetivo de reduzir o erro dos modelos identi�ados. Aqui, é utilizada a informação no

domínio da frequênia obtida a partir do sinal de exitação apresentado na seção 3.4. Além

disso, os modelos FOPTD utilizados para o ajuste de fase são obtidos a partir da ténia

de identi�ação proposta em Åström e Hägglund (2006). Entretanto, esta metodologia de

ajuste de fase pode ser apliada independentemente da ténia de identi�ação utilizada.

De aordo om a ténia de identi�ação de modelos FOPTD, apresentada em Åström

e Hägglund (2006), é neessário onheer o ganho no estado estaionário e a frequênia de

osilação do ilo limite do proesso. Nesta ténia de identi�ação, os modelos FOPTD

são estimados a partir da frequênia rítia (ωu). Entretanto, o modelo FOPTD identi-

�ado usando apenas a informação do ponto de frequênia rítia pode apresentar uma
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resposta temporal ruim, uma vez que apenas aptura a dinâmia do proesso verdadeiro

em ωu. Além disso, este modelo pode não ser adequado para o projeto do ontrolador,

pois não representa a dinâmia de baixa frequênia do proesso. Assim, para identi�ar

o modelo em uma região de frequênia mais ampla, a informação do proesso é obtida

em ωi pontos de frequênia. A seguinte proposição é apliada para identi�ar modelos

FOPTD a partir das frequênias ωi.

Proposição 9 Considere a função de transferênia G(s), dada por (5.27). Na frequênia

de osilação do proesso (ωi), o ganho e a fase do sistema são, respetivamente, G(jωi) e

φ(ωi).

G(s) =
K

Ts+ 1
e−sL. (5.27)

De�ne-se o ganho relativo κ(ωi) =
|G(jωi)|
G(0)

. De aordo om Åström e Hägglund (2006),

G(jωi) é estimado a partir de um experimento om realimentação por relé e os parâmetros

do modelo FOPTD podem ser alulados usando as seguintes equações:

T (ωi) =
1

ωi

√

κ−2(ωi)− 1 (5.28)

L(ωi) =
1

ωi

(

φ(ωi)− arctan(
√

κ−2(ωi)− 1)
)

(5.29)

K = G(0). (5.30)

Prova. Ver (ÅSTRÖM; HÄGGLUND, 2006).

Com base nas informações no domínio da frequênia, obtidas a partir do sinal de ex-

itação apresentado na seção 3.4, um ajuste de fase é proposto om o objetivo de reduzir

o erro do modelo FOPTD identi�ado usando a proposição 9. A partir do sinal de exita-

ção, os modelos iniiais são estimados om base nas informações de alta frequênia (ωH) e

baixa frequênia (ωL) do sinal. Desta forma, o modelo �nal aptura as araterístias de

alta e baixa frequênia do proesso. O ajuste de fase para modelos FOPTD é apresentado

a seguir.

Usando a ténia de identi�ação apresentada na Proposição 9, para a frequênia ωH

é obtido o modelo:

GH(s) = ḠH(s)e
−jLHs, (5.31)

onde LH é o atraso do sistema na frequênia ωH e ḠH representa a dinâmia de primeira

ordem do proesso sem o atraso.
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De maneira similar, a partir da frequênia ωL é obtido o modelo:

GL(s) = ḠL(s)e
−jLLs. (5.32)

Considere o modelo iniial dado por:

Gi(jω) = Ḡi(jω)e
−jLiω. (5.33)

Aqui, o modelo iniial é esolhido omo Gi = GL. Na frequênia ωH , a fase de Gi é

dada por:

φi(jωH) = ∠Ḡi(jωH) + ∠e−jLiωH . (5.34)

Assuma que |Ḡi| = |ḠH |. Na frequênia ωH , a diferença de fase entre GH e Gi é:

∠e−j∆LωH = φH(jωH)− φi(jωH). (5.35)

Então,

∆L =
φH − φi

ωH

. (5.36)

Assim, o modelo �nal é dado por:

Gf(s) = Ḡi(s)e
−j(Li+∆L)s. (5.37)

5.4 Resultados de Simulação

Nesta seção, são avaliados os resultados da apliação das estratégias de identi�ação pro-

postas. Iniialmente, é realizada a identi�ação de modelos FOPTD utilizando restrições

de igualdade. Em seguida, é apliada a metodologia de ajuste de fase. Em todos os asos,

o passo de simulação é 0,1 s e para ambos os relés, a amplitude é igual a µ = ±1.

A validação quantitativa do desempenho dos modelos �nais estimados é realizada

usando a equação (5.26). Porém, y(iTs) é a saída real do proesso e ŷ(iTs) é a saída do

modelo estimado.

5.4.1 Exemplo 1

O primeiro sistema simulado onsiste em um sistema de primeira ordem om atraso, dado

por:
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G(s) =
1

5s+ 1
e−5s =

0,2

s+ 0,2
e−5s. (5.38)

O sinal de exitação apliado foi obtido a partir da estrutura do relé proposta om e

sem integrador. A onstante do �ltro F1(s) é τf = 0,1. O ponto de frequênia obtido a

partir da estrutura do relé sem integrador é ω̂1 = 0,3050 rad/s. Para estrutura do relé om

integrador, o ponto de frequênia é ω̂2 = 0,1859 rad/s. Estes pontos de frequênia são

utilizados omo restrições de igualdade onforme proedimento desrito na seção 5.2.2.

Seguindo o proedimento iterativo para estimativa do atraso, são apresentados na

Tabela 5.1 os modelos estimados para o Exemplo 1.

Tabela 5.1: Modelos estimados - Exemplo 1.

Iteração Lk
e Modelo ǫ

1 0 0,7074
5,7937s+1

e−3,69s
-

2 3,69 0,9782
5,1921s+1

e−4,97s
0,0118

3 4,97 0,9840
5,1626s+1

e−5,36s
0,0033

4 5,36 0,9840
5,1706s+1

e−5,74s
0,0034

Fonte: Elaborada pelo autor

De aordo om os modelos apresentados na Tabela 5.1, observa-se que a parada do

proedimento iterativo de estimação do atraso oorre na quarta iteração, pois o erro médio

quadrátio (ǫ) entre a saída do modelo 4 e modelo 3 aumentou.

Na Figura 5.3, são apresentadas as respostas ao degrau unitário dos modelos iden-

ti�ados em onjunto om a resposta do sistema real. Na Figura 5.4, é apresentado o

diagrama de Nyquist para o sistema real e modelos identi�ados.

A validação quantitativa do desempenho do modelo no domínio do tempo é realizada

usando a equação (5.26). O erro médio quadrátio do modelo �nal, iteração 3, em relação

ao proesso real é 0,0011.

Para o mesmo sistema (5.38), é apliado o ajuste de fase apresentado na seção 5.3.

Iniialmente, é realizado o experimento do relé. Então, é de�nida a frequênia de osilação

ωH = 0,3050 rad/s e a frequênia de osilação da onda quadrada periódia ωL = ωH/2 =

0,1525 rad/s. Assim, é apliado um degrau om amplitude d0 = 0,8 e uma onda quadrada

periódia om amplitude ds = ±0,4.

Usando os dados de entrada-saída obtidos a partir da estrutura do relé proposta e a

ténia de identi�ação apresentada na Proposição 9, o modelo FOPTD estimado usando

a parte de alta frequênia (ωH) do sinal de exitação é dado por:
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Figura 5.3: Curvas da resposta ao degrau unitário: Ténia om restrições na frequênia

- Exemplo 1.
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Figura 5.4: Diagrama de Nyquist: Ténia om restrições na frequênia - Exemplo 1.
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GH(s) =
0,9916

4,862s+ 1
e−4,99s. (5.39)

O modelo FOPTD iniial, estimado usando a informação de baixa frequênia do sinal

de exitação (ωL), é dado por:

Gi(s) =
0,9916

4,88s+ 1
e−5,12s. (5.40)

O modelo �nal é obtido apliando o ajuste de fase proposto. Assim, ∆L = −0,1355 e

o modelo é:

Gf(s) =
0,9916

4,88s+ 1
e−4,98s. (5.41)

Na Figura 5.5, são apresentadas as respostas ao degrau unitário dos modelos identi�-

ados e do sistema real. Na Figura 5.6, é apresentado o diagrama de Bode para o sistema

real e modelos identi�ados.

Figura 5.5: Curvas da resposta ao degrau unitário: Ajuste de fase - Exemplo 1.
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Fonte: Elaborada pelo autor

Os modelos estimados são avaliados usando o erro médio quadrátio, dado por (5.26).

Para o modelo GH(s), o valor do erro é ǫ = 1,2430 × 10−4
. Enquanto, para o modelo

Gi(s), o erro é ǫ = 2,7429×10−4
. O modelo �nal Gf (s), obtido usando o ajuste proposto,

apresenta o erro médio quadrátio ǫ = 1,0285× 10−4
.
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Figura 5.6: Diagrama de Bode: Ajuste de fase - Exemplo 1.
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5.4.2 Exemplo 2

Neste exemplo, onsidere um sistema de quarta ordem sem atraso dado pela equação

(5.42). O objetivo é avaliar omo a estratégia de identi�ação aptura a dinâmia de um

sistema de ordem superior.

G(s) =
1

(s+ 1)4
. (5.42)

Novamente, a onstante do �ltro F1(s) é τf = 0,1. O ponto de alta frequênia é

ω̂1 = 0,924 rad/s. Enquanto, para o ponto de baixa frequênia, tem-se ω̂2 = 0,408

rad/s. Os modelos estimados são apresentados na Tabela 5.2. A parada do proedimento

iterativo de estimação do atraso oorre na quinta iteração.

Tabela 5.2: Modelos estimados - Exemplo 2.

Iteração Lk
e Modelo ǫ

1 0 0,3921
2,6652s+1

e−1,17s
-

2 1,18 0,7585
2,4570s+1

e−1,97s
0,0292

3 2,00 0,8948
2,2046s+1

e−2,47s
0,0156

4 2,53 0,9669
1,9732s+1

e−2,89s
0,0139

5 2,97 1,0284
1,6909s+1

e−3,31s
0,0152

Fonte: Elaborada pelo autor
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Na Figura 5.7, são apresentadas as respostas ao degrau unitário dos modelos iden-

ti�ados em onjunto om a resposta do sistema real. Na Figura 5.8, é apresentado o

diagrama de Nyquist para o sistema real e os modelos estimados.

Figura 5.7: Curvas da resposta ao degrau unitário - Exemplo 2.
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Figura 5.8: Diagrama de Nyquist - Exemplo 2.
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Neste exemplo, o erro médio quadrátio entre o modelo �nal identi�ado, iteração 4,

e o proesso real é 0,0039.
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Agora, o ajuste de fase é apliado para o sistema sob estudo. A frequênia de osilação

obtida a partir do experimento do relé é ωH = 0,924 rad/s e a frequênia de osilação da

onda quadrada periódia ωL = ωH/2 = 0,4620 rad/s. Então, são apliados o degrau om

amplitude d0 = 0,8 e a onda quadrada periódia om amplitude ds = ±0,4.

Usando a ténia de identi�ação apresentada na Proposição 9, o modelo FOPTD

estimado usando a parte de alta frequênia (ωH) é dado por:

GH(s) =
0,9899

3,576s+ 1
e−1,87s. (5.43)

O modelo FOPTD iniial, estimado usando a informação de baixa frequênia do sinal

de exitação (ωL), é dado por:

Gi(s) =
0,9899

2,223s+ 1
e−2,08s. (5.44)

O modelo �nal é obtido apliando o ajuste de fase proposto. Assim, ∆L = −0,0408 e

o modelo é:

Gf(s) =
0,9899

2,223s+ 1
e−2,04s. (5.45)

Na Figura 5.9, são apresentadas as respostas ao degrau unitário dos modelos identi�-

ados e do sistema real. Na Figura 5.10, é apresentado o diagrama de Bode para o sistema

real e modelos identi�ados.

Figura 5.9: Curvas da resposta ao degrau unitário: Ajuste de fase - Exemplo 2.
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Figura 5.10: Diagrama de Bode: Ajuste de fase - Exemplo 2.
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Os modelos estimados são avaliados usando o erro médio quadrátio, dado por (5.26).

Para o modelo GH(s), o valor do erro é ǫ = 89,6884 × 10−4
. Enquanto, para o modelo

Gi(s), o erro é ǫ = 10,9945×10−4
. O modelo �nal Gf(s), obtido usando o ajuste proposto,

apresenta o erro médio quadrátio igual a ǫ = 9,7579× 10−4
.

5.4.3 Exemplo 3

Considere um sistema de primeira ordem om atraso dado por:

G(s) =
1

2,5s+ 1
e−1s =

0,4

s+ 0,4
e−1s. (5.46)

Neste exemplo foi adiionado ruído na saída do proesso. O ruído possui média zero e

variânia de 0,01. A histerese foi ajustada em 0,1 e a onstante do �ltro F1(s) é τf = 0,2.

Seguindo o proedimento desrito na Seção 5.2.2, é apliado o sinal de exitação obtido

a partir da estrutura do relé proposta om e sem integrador. O ponto de alta frequênia

é ω̂1 = 1,2083 rad/s. Para o ponto de baixa frequênia, tem-se ω̂2 = 0,4080 rad/s. Os

modelos estimados são apresentados na Tabela 5.3.

De aordo om a Tabela 5.3, a parada do proedimento iterativo de estimação do

atraso oorre na tereira iteração. Para avaliar os modelos identi�ados no domínio do

tempo foi apliado um degrau unitário onforme apresentado na Figura 5.11. O erro

médio quadrátio do modelo �nal estimado, iteração 2, em relação ao proesso real é

0,00098. Na Figura 5.12, é apresentado o diagrama de Nyquist para o sistema real e
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Tabela 5.3: Modelos estimados - Exemplo 3.

Iteração Lk
e Modelo ǫ

1 0 0,8543
2,7233s+1

e−0,872s −

2 0,872 0,9652
2,5994s+1

e−1,05s 0,0038

3 1,05 0,9661
2,6042s+1

e−1,23s 0,0078

Fonte: Elaborada pelo autor

modelos estimados.

Figura 5.11: Curvas da resposta ao degrau unitário - Exemplo 3.
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5.4.4 Exemplo 4

Considere um sistema de segunda ordem om atraso dado pela equação (5.47). O objetivo

é avaliar omo a ténia de identi�ação aptura as dinâmias lenta e rápida do sistema.

Neste aso, a onstante do �ltro F1(s) é τf = 0,1.

G(s) =
1

(20s+ 1)(2s+ 1)
e−1s. (5.47)

O ponto de alta frequênia obtido a partir da estrutura do relé proposta é ω̂1 = 0,6981

rad/s. Para o ponto de baixa frequênia, tem-se ω̂2 = 0,1348 rad/s. Os modelos estimados

são apresentados na Tabela 5.4.
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Figura 5.12: Diagrama de Nyquist - Exemplo 3.
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Fonte: Elaborada pelo autor

De aordo om a Tabela 5.4, a parada do proedimento iterativo de estimação do

atraso oorre na sexta iteração. Para avaliar os modelos identi�ados no domínio do

tempo foi apliado um degrau unitário onforme apresentado na Figura 5.13. O erro do

modelo �nal identi�ado, iteração 5, em relação ao proesso real é 0,00077. Na Figura

5.14, é apresentado o diagrama de Nyquist para o sistema real e estimado.

Figura 5.13: Curvas da resposta ao degrau unitário - Exemplo 4.
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Tabela 5.4: Modelos estimados - Exemplo 4.

Iteração Lk
e Modelo ǫ

1 0 0,1793
21,2675s+1

e−1,47s
-

2 1,47 0,5928
21,1775s+1

e−2,48s 11,736× 10−4

3 2,48 0,7603
20,9380s+1

e−3,11s 4,523× 10−4

4 3,11 0,8722
20,6740s+1

e−3,60s 3,050× 10−4

5 3,60 0,9713
20,3749s+1

e−4,08s 2,957× 10−4

6 4,08 1,0689
20,0321s+1

e−4,58s 3,416× 10−4

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 5.14: Diagrama de Nyquist - Exemplo 4.
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Fonte: Elaborada pelo autor

Novamente, o ajuste de fase é apliado para o sistema sob estudo. A frequênia de

osilação obtida a partir do experimento do relé é ωH = 0,6981 rad/s e a frequênia de

osilação da onda quadrada periódia ωL = ωH/4 = 0,1745 rad/s. Então, são apliados o

degrau om amplitude d0 = 0,6 e a onda quadrada periódia om amplitude ds = ±0,3.

A partir da ténia de identi�ação apresentada na Proposição 9, o modelo FOPTD

estimado usando a parte de alta frequênia (ωH) é dado por:

GH(s) =
0,9865

35,76s+ 1
e−2,47s. (5.48)

O modelo FOPTD iniial, estimado usando a informação de baixa frequênia do sinal
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de exitação (ωL), é dado por:

Gi(s) =
0,9865

24,04s+ 1
e−4,98s. (5.49)

O modelo �nal é obtido apliando o ajuste de fase proposto. Assim, ∆L = −2,4841 e

o modelo é:

Gf(s) =
0,9865

24,04s+ 1
e−2,5s. (5.50)

Na Figura 5.15, são apresentadas as respostas ao degrau unitário dos modelos iden-

ti�ados e do sistema real. Na Figura 5.16, é apresentado o diagrama de Bode para o

sistema real e modelos identi�ados.

Figura 5.15: Curvas da resposta ao degrau unitário: Ajuste de fase - Exemplo 4.
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Fonte: Elaborada pelo autor

Os modelos estimados são avaliados usando o erro médio quadrátio, dado por (5.26).

Para o modelo GH(s), o valor do erro é ǫ = 9,5× 10−3
. Enquanto, para o modelo Gi(s),

o erro é ǫ = 2,3 × 10−3
. O modelo �nal Gf(s) apresenta o erro médio quadrátio igual a

ǫ = 9,9225× 10−4
.

5.5 Identi�ação de um Proesso Termoelétrio

Nesta seção, é realizada a identi�ação da Malha Aberta Efetiva (EOP) de um proesso

termoelétrio TITO om efeito Peltier. Os detalhes desse proesso enontram-se no Apên-

die B. O sinal de exitação apresentado na seção 3.4 é apliado na entrada do primeiro
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Figura 5.16: Diagrama de Bode: Ajuste de fase - Exemplo 4.
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Fonte: Elaborada pelo autor

EOP, ou seja, na entrada da malha 1 enquanto a malha 2 enontra-se realimentada om

ontrolador. O seguinte ontrolador PID foi utilizado:

gc2 = 1,8 +
0,0151

s
+ 11,89s. (5.51)

O sinal de entrada do proesso (MV) onsiste em um valor do PWM. Enquanto, o

sinal de saída do proesso (PV) é a temperatura. Para a estrutura do relé proposta, a

onstante τf é igual ao tempo de amostragem (1 s). A amplitude do relé R2 foi ajustada

para µ = ±1. Enquanto o relé R1 foi ajustado para apliar osilações em torno da

MV de referênia (MVREF = 55) om uma amplitude µ = ±5. Para atingir o estado

estaionário do proesso, o PWM da malha 1 foi ajustado em 55%. O setpoint da malha

2 foi de�nido em 53,0◦C. O valor �nal da temperatura no estado estaionário da malha

1 foi de aproximadamente 49,0◦C.

Neste aso, são apliadas as mesmas ondições de operação, desritas na seção 3.5.4.

Isto é, iniialmente, o experimento do relé é apliado por era de 4 períodos. Então, a

frequênia de osilação ωH = 0,0476 rad/s é obtida e a frequênia de osilação da onda

quadrada periódia é de�nida omo ωL = ωH/4 = 0,0119 rad/s. O degrau om amplitude

d0 = 2 e a onda quadrada periódia om amplitude ds = ±2 são apliados no instante

de tempo t = 560 s. Na Figura 5.17 são apresentados os sinais de exitação de entrada e

saída do proesso para a primeira malha equivalente do proesso.

Usando os dados de entrada-saída obtidos a partir da estrutura do relé proposta e a
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Figura 5.17: Curvas dos sinais de entrada (linha traejada), saída (linha sólida) e setpoint

(linha traço-ponto) obtidas ao apliar o sinal de exitação proposto - Peltier.
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Fonte: Elaborada pelo autor

ténia de identi�ação apresentada na seção 5.3, o modelo FOPTD estimado usando a

parte de alta frequênia (ωH) do sinal de exitação é dado por:

GH(s) =
0,8877

171,6s+ 1
e−25,2s. (5.52)

O modelo FOPTD iniial, estimado usando a informação de baixa frequênia do sinal

de exitação (ωL), é dado por:

Gi(s) =
0,8877

108,1s+ 1
e−47,9s. (5.53)

O modelo FOPTD �nal é obtido apliando o ajuste de fase proposto. Assim, ∆L =

−21,1927 e o modelo é:

Gf(s) =
0,8877

108,1s+ 1
e−26,7s. (5.54)

Na Figura 5.18 são apresentados os diagramas de Bode para os modelos estimados.

De aordo om a �gura, pode-se observar que, para alta frequênia, a fase do modelo �nal

enontra-se entre as fases dos modelos GH(s) e Gi(s).

Para validar os modelos FOPTD obtidos, foram apliados um onjunto de degraus na

entrada do proesso. Na Figura 5.19 são apresentadas as respostas aos degraus usados

para validação dos modelos. Observe que o proesso termoelétrio possui onsiderável
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Figura 5.18: Diagramas de Bode dos modelos Gi(s) (linha traejada), GH(s) (linha traço-

ponto) e �nal Gf (s) (linha sólida).
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Fonte: Elaborada pelo autor

dinâmia não linear.

Os modelos estimados são avaliados usando o erro médio quadrátio, dado por (5.26).

Para o modelo obtido usando a parte de alta frequênia do sinal de exitação (GH(s)),

o valor do erro é ǫ = 0,2213. Enquanto, para o modelo obtido usando a parte de baixa

frequênia do sinal de exitação (Gi(s)), o erro é ǫ = 0,1864. Finalmente, para o modelo

�nal (Gf (s)), obtido usando o ajuste proposto, o erro médio quadrátio é ǫ = 0,1656.
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Figura 5.19: Curvas dos sinais de saída do proesso (linha Azul-Sólida), saída do modelo

GH(s) (linha traejada), saída do modelo Gi(s) (linha pontilhada), saída do modelo �nal

Gf(s) (linha traço-ponto).
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Fonte: Elaborada pelo autor

5.6 Conlusões

Neste apítulo foi apresentada uma ténia de identi�ação de modelos FOPTD que utiliza

a estrutura do relé proposta, em malha aberta, om e sem elemento integrador realimen-

tado na malha. As informações dos pontos de frequênia são utilizadas omo restrições

de igualdade para obtenção dos parâmetros dos modelos FOPTD.

Uma vantagem dessa ténia de identi�ação é o fato de exitar o sistema em uma

faixa de frequênia de interesse para �ns de ontrole. Assim, são obtidas as araterístias

fundamentais do proesso. O ponto frao da ténia de identi�ação onsiste na baixa

exatidão da estimativa do atraso. Para ontornar este problema foi proposta a utilização

de um proedimento iterativo, onde a estimativa prévia do atraso é introduzida nos dados

de entrada e uma nova estimação do modelo é realizada.

Uma metodologia para ajuste de fase dos modelos FOPTD foi proposta. Este ajuste

é realizado usando omo base dois modelos identi�ados, obtidos em diferentes faixas

de frequênias. Neste aso, a estrutura do relé proposta é apliada em onjunto om

um sinal de exitação omposto por um degrau e uma onda quadrada periódia om

frequênia menor que a frequênia de osilação obtida om experimento do relé.

A partir dos resultados de simulação, veri�a-se que a utilização das informações

frequeniais omo restrições de igualdade e o proedimento iterativo de estimação do
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atraso aumentam signi�ativamente a qualidade do modelo estimado. Além disso, os

resultados experimentais demonstram que a partir do ajuste de fase proposto foi possível

reduzir o erro dos modelos identi�ados.



Capítulo 6

Conlusões e Sugestões para Trabalhos

Futuros

6.1 Conlusões

Nesta Tese, foi apresentada uma nova estrutura om realimentação por relé robusta a

perturbações. Através dessa estrutura proposta é garantida uma osilação estável e simé-

tria sob perturbações estátias e/ou drift, mesmo para grandes valores de perturbação

estátia.

Como passo iniial no desenvolvimento do trabalho, as prinipais estruturas om reali-

mentação por relé foram revisadas no Capítulo 2. Então, as araterístias desta estrutura

proposta foram apresentadas. Um ponto favorável desta estrutura é não utilizar proe-

dimentos iterativos. Em muitos asos, é neessário de�nir apenas a onstante do �ltro

passa-alta. Por meio de resultados simulados e experimentais, observa-se que uma van-

tagem da estrutura é a robustez a perturbações e a simpliidade dos seus omponentes.

Uma desvantagem é a ampli�ação do ruído após o �ltro passa-alta. Também foi rea-

lizada a omparação om outras estratégias presentes na literatura. Assim, foi possível

observar que, na maioria dos asos, a estrutura om realimentação por relé proposta é

menos sensível a perturbações.

No Capítulo 3, a estrutura proposta foi apliada para sistemas TITO. Em todos os

asos, foi veri�ado que o efeito do aoplamento entre as malhas não interferiu no desem-

penho da estrutura. Além disso, uma vez que uma saída simétria do relé é garantida,

foi proposto um sinal de exitação omposto por um degrau e uma onda quadrada pe-

riódia. A partir desse sinal de exitação foi possível estimar vários pontos de frequênia

do proesso sem perturbar a operação do relé. Os resultados simulados e experimentais
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demonstraram que a estrutura do relé proposta é insensível às perturbações na entrada

do proesso e iterações entre as malhas.

Com relação à análise da estrutura do relé proposta, no Capítulo 4 foi realizada a

análise por função desritiva. A partir desta análise, para valores pequenos da onstante do

�ltro passa-alta, foi observado que as araterístias da estrutura proposta são semelhantes

as do relé padrão. Em seguida, foram realizadas análises utilizando o mapa de Poinaré.

Iniialmente, a �m de simpli�ar a análise, uma estrutura do relé equivalente foi proposta.

Neste aso, em regime estaionário, foi obtida a mesma solução periódia da estrutura

original do relé. A partir desta estrutura equivalente e para sistemas om e sem atraso,

foram obtidas ondições neessárias e su�ientes para a existênia de ilos limite da

estrutura em estudo. Além disso, as ondições su�ientes para estabilidade loal para tais

ilos limite são obtidas a partir dos teoremas apresentados. A partir da estrutura do

relé original, também foi realizada a análise de existênia e estabilidade de sistemas sem

atraso.

No Capítulo 5, foram desenvolvidos métodos para identi�ação de modelos FOPTD.

Iniialmente, foi utilizada a estrutura do relé proposta om e sem integrador. Assim, as

informações dos pontos de frequênia foram utilizadas omo restrições de igualdade para

obtenção dos parâmetros dos modelos. Um proedimento iterativo para estimação do

atraso e uma aproximação por série de Taylor de segunda ordem foram apliados. Além

disso, a partir de uma metodologia proposta para ajuste de fase dos modelos FOPTD, foi

possível reduzir o erro do modelo estimado em relação ao proesso real.

6.2 Sugestões para Trabalhos Futuros

Ao �nal do desenvolvimento do presente trabalho de Tese, podem ser destaadas algumas

sugestões para o desenvolvimento de outros trabalhos:

• Apliar a estrutura om realimentação por relé, proposta no Capítulo 2, para siste-

mas não lineares.

• Estender a análise de existênia e estabilidade do ilo limite obtido om a estrutura

proposta original, apresentada no Capítulo 4, para sistemas om atraso.

• Apliar o problema de restrições de igualdade no domínio da frequênia, proposta

no Capítulo 5, para sistemas SOPTD.

• Estudar alternativas para a metodologia iterativa de estimação do atraso apresen-

tada no Capítulo 5.
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• Estender a ténia de ajuste de fase de modelos, proposta no Capítulo 5, para

proessos do tipo SOPTD.



Apêndie A

Sistema de Seagem de Grãos

Um seador de grãos é usado para aqueer e ontrolar a umidade e para tratar sementes

armazenadas. Sua operação é baseada em um �uxo de ar quente que diminui a umidade

das sementes em função da temperatura e da veloidade do �uxo de ar (ARAÚJO et al.,

2005).

O sistema de seagem de grãos é representado na Figura A.1. Os grãos são depositados

em uma tela de metal. O ar, à temperatura ambiente, é forçado para a âmara prinipal

pelo ventilador V1, onde é aqueido pela resistênia elétria R. O ventilador V2 força a

entrada de ar à temperatura ambiente na âmara prinipal. Para estudos de ontrole, o

ventilador V2 é usado omo entrada de perturbação do sistema.

Figura A.1: Sistema de seagem de grãos.

Fonte: Elaborada pelo autor

A medição de temperatura é realizada pelo sensor S1. O tempo de resposta do sensor

é pequeno quando omparado ao tempo de resposta do sistema. Como resultado, sua

in�uênia pode ser negligeniada.

A saída do sistema, PV (Variável do proesso), é a temperatura na tela de metal

medida pelo sensor LM35 (S1). Os dados de temperatura são obtidos por um módulo
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analógio que disponibiliza os dados para o CLP eZAP901 da HI Tenologia. O sinal de

ontrole (MV - Variável Manipulada) é obtido a partir do atuador PWM no sistema de

seagem de grãos. A interfae omputaional utilizada para realizar os experimentos foi o

software MATLAB. Esta interfae se omunia om o CLP através do padrão OPC (OLE

for Proess Control).



Apêndie B

Sistema Termoelétrio: Módulo Peltier

O efeito Peltier produz um gradiente de temperatura em duas junções de dois ondutores

ou semiondutores de materiais diferentes quando submetidos a uma tensão elétria. As

pastilhas termoelétrias, funionam pelo prinípio do efeito Peltier. Normalmente estes

módulos são onstituídos de um material semiondutor, o telureto de bismuto, sendo

fortemente dopado para a riação de material tipo N e material tipo P. Ao ligar uma fonte

de tensão na élula Peltier se estabelee um �uxo de argas do material semiondutor

P para o semiondutor N. Este �uxo origina uma diferença de temperatura entre as

superfíies da junção. Assim, uma superfíie irá aqueer, enquanto a outra resfria-se.

No sistema utilizado, ada pastilha Peltier possui uma fae aoplada a um dissipador

de alor e um ventilador, om o objetivo de melhorar a troa de alor om o ambiente. A

outra fae é aoplada termiamente a uma peça ilíndria de alumínio sólido, omposta

por 2 disos de diâmetros diferentes, onforme ilustrado na Figura B.1. Nesta peça de

alumínio, estão �xados dois sensores de temperatura.

Figura B.1: Módulo de temperatura.

Fonte: (BARROS; ACIOLI JÚNIOR; SANTOS, 2008)

Os módulos de efeito Peltier tem omo prinipais omponentes as pastilhas termoe-

létrias, que são pequenas unidades que operam omo bombas de alor. Os dissipadores
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térmios e os ventiladores são utilizados para transferir o alor a partir das faes opostas

de ada módulo Peltier (BARROS; ACIOLI JÚNIOR; SANTOS, 2008). O proesso fun-

iona omo um sistema aoplado om a temperatura variando entre 10◦C e 70◦C, quando

operando a uma temperatura ambiente em torno de 24◦C. A energia é apliada utilizando

atuadores PWM enquanto as temperaturas são medidas usando sensores LM35.

O sistema é omposto por dois módulos Peltier, dois sensores de temperatura LM35,

uma hapa de metal, dois dissipadores térmios, dois ventiladores, um CLP - RokWell

CompatLogix L32E e um omputador om SCADA, Figura B.2.

Figura B.2: Sistema Peltier em esala de laboratório.

Fonte: Elaborada pelo autor

Este sistema permite o uso dos módulos Peltier para aqueimento ou resfriamento.

Isso é possível devido à utilização de dois atuadores PWM bidireionais que forneem aos

módulos Peltier orrente elétria em ambas as direções. O módulo Peltier não utilizado

pode ser utilizado omo uma fonte de perturbação.
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