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“In control system design when, under certain conditions, a sampled-data control system with

variable pulse width and variable sampling intervals behaves better than continuous systems.

This is particularly true in compensations of systems having plants with transportation lag”

[JURY, 1958, p.2].

“Sometimes a sample-and-hold element is inserted in the system because, paradoxically, sam-

pling may improve the dynamic performance of the system” [KALMAN; BERTRAM, 1959,

p.408].

“O impossível existe até que alguém duvide dele e prove o contrário”. Albert Einstein!

Tente Outra Vez

Raul Seixas

Veja! Não diga que a canção está perdida Há uma voz que canta, uma voz que dança

Tenha fé em Deus, tenha fé na vida Uma voz que gira, (Gira!)

Tente outra vez! Bailando no ar, Uh! Uh! Uh!

Beba! (Beba!) Queira! (Queira!)

Pois a água viva ainda tá na fonte Basta ser sincero e desejar profundo

(Tente outra vez!) Você será capaz de sacudir o mundo

Você tem dois pés para cruzar a ponte Vai! Tente outra vez!

Nada acabou! Não! Não! Não! Humrum!

Oh! Oh! Oh! Oh! Tente! Tente! (Tente!)

Levante sua mão sedenta e recomece a andar E não diga que a vitória está perdida

Não pense que a cabeça aguenta se você parar Se é de batalhas que se vive a vida

Não! Não! Não! Não! Não! Não! Han! Tente outra vez!
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Resumo

Atrasos variantes no tempo realmente degradam o desempenho de um sistema de controle em

rede? Do ponto de vista da teoria de dados amostrados, para sistemas lineares invariantes no

tempo, não há dúvidas que tais atrasos degradam o desempenho dos sistemas de controle em

malha fechada. Por outro lado, não é óbvio que o desempenho de um sistema de controle em

malha fechada, linear ou não linear, venha a ser degradado quando o intervalo de amostra-

gem ou os atrasos são variantes no tempo. Taxas de amostragem e atrasos variantes no tempo

configuram-se frequentemente em sistemas de controle em rede, no qual coexistem os paradig-

mas de amostragem guiados no tempo e a eventos. Nesta tese é discutido o projeto da lei de

controle realimentada onde tais paradigmas são combinados. O resultado é que nenhuma degra-

dação de desempenho do sistema em malha fechada é verificada. É mostrado também que ao

se utilizar a lei de controle proposta, torna-se possível reduzir o overshoot, o tempo de subida,

bem como, o tempo de estabelecimento da resposta ao degrau unitário do sistema de controle, o

que se traduz em melhoria do desempenho do sistema de controle em malha fechada. As razões

teóricas para tal conclusão são elucidadas e provadas, consubstanciando as contribuições desta

tese, onde neste sentido, para viabilizar estudar e provar a estabilidade dos sistemas de controle

em questão foi desenvolvido (como suporte matemático) um novo esquema de amostragem por

cruzamento de nível, por meio do qual é possível amostrar um sinal com intervalos de amos-

tragem variantes no tempo. Evidencia-se ainda que com base na utilização de tal esquema é

possível estudar e provar a estabilidade dos sistemas de controle em rede de modo simples,

exato e sem conservatividade. Além disso, tal esquema de amostragem pode ser empregado

para amostrar sistemas SISOs e MIMOs, variantes ou invariantes no tempo, guiados no tempo

ou a eventos, bem como, sob a combinação de ambos os paradigmas - tempo e eventos. Por

fim, são apresentados diversos exemplos de aplicação, simulados e experimentais, a partir dos

quais é possível consistir as vantagens mencionadas como contribuições deste trabalho.
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Abstract

Time varying delays really degrade the performance of a networked control system? Point of

view of sampled data theory for linear time-invariant system is no doubt that time-invariant

delays degrade the closed loop performance of linear feedback control systems. On the other

hand, it is not obvious that the performance of a linear or nonlinear feedback control system will

be degraded when the sampling rate and the time delay are both time-varying. Time-varying

sampling rates and time-varying delays appear quite often in a networked control system where

time-driven (sensing signals) and event-driven (control actions) paradigms coexist. This thesis

discusses the design of feedback control law where these two paradigms are combined and thus,

there is no performance degradation of the closed loop system. The document shows that by

using the proposed control law we improve the performance like visible reduction of overshoot,

rise time and settling time. These facts can be interpreted as improvements of the feedback

control system performance. The theoretical reasons of these improvements are elucidated and

proved and are contributions of this thesis. At the end, a new level-crossing sampling scheme

was developed to make feasible and to prove the stability of the proposed networked control

systems in an easy way with accuracy and in a non-conservative way. This new scheme is able

to sample a signal with time-varying sampling intervals. Besides, this new sampling scheme can

be used with SISO and MIMO systems, time-varying or not, time- or event-driven, or yet under

combinations of both time and events. Lastly, several simulated and experimental examples are

shown and the results of those are used to elucidate the mentioned advantages as contributions

of this thesis.

vii



Sumário

1 Introdução 1

1.1 Exemplo numérico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.1.1 MED do controlador guiado no tempo . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.1.2 Modo GET do controlador . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.1.3 Resultados de simulação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.1.4 Aspectos teóricos práticos das abordagens propostas . . . . . . . . . . 20

1.2 Justificativa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

1.3 Objetivos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

1.3.1 Objetivos gerais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

1.3.2 Objetivos específicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

1.4 Metodologia empregada . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

1.5 Motivação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

1.6 Organização do documento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2 O estado da arte 26

2.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.2 Perspectiva histórica dos NCSs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2.2.1 Efeitos do compartilhamento de recursos físicos limitados . . . . . . . 31

2.2.2 Modos de operação dos nós . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

2.2.3 Modelo de temporização dos NCSs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

2.2.4 Fenômenos que podem ocorrer no controlador . . . . . . . . . . . . . 40

2.2.5 Redes de comunicação utilizadas em NCSs . . . . . . . . . . . . . . . 40

2.3 Modelo de estados aumentado determinístico . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

2.4 Amostragem multitaxa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

2.5 Compensação de atrasos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

2.5.1 O preditor de Smith . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

2.5.2 Observadores e preditores distribuídos . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

2.5.3 Controle estocástico ótimo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

2.6 Estabilidade de NCSs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54



2.7 Determinação do atraso de controle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

2.7.1 Método de escalonamento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

2.7.2 Método das perturbações . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

2.7.3 Análise - MATI não conservativo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

2.8 Considerações finais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

3 Intervalos de amostragem dos componentes 66

3.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

3.2 Preliminares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

3.2.1 Amostragem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

3.2.2 Controle baseado em eventos e no tempo . . . . . . . . . . . . . . . . 68

3.3 NCSs sem perdas de pacotes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

3.3.1 Determinação de τck e τak com τk ≤ τs . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

3.3.2 Determinação de τck e τak com τk > τs . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

3.4 NCSs com perda de um pacote . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

3.4.1 NCSs com perda de um pacote e τk ≤ τs . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

3.4.2 NCSs com perda de um pacote e τk > τs . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

3.5 Determinação de τci e τaι - uma abordagem unificada . . . . . . . . . . . . . . 91

3.6 Determinação de τck e τak em função do IAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

3.6.1 NCSs com τk ≤ τsk e sem perda de pacotes . . . . . . . . . . . . . . . 94

3.6.2 NCSs com τk qualquer e com e sem perda de pacotes . . . . . . . . . . 98

3.7 Determinação do atraso de controle máximo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

3.8 Limitantes dos intervalos de amostragem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

3.9 Considerações complementares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

3.10 Considerações finais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

4 Discretização da planta e do controlador 115

4.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

4.2 Preliminares sobre Controle digital . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

4.3 Métodos de discretização . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119

4.3.1 Técnicas de discretização baseadas em diferenciação . . . . . . . . . . 119

4.3.2 Técnicas de discretização baseadas em integração . . . . . . . . . . . . 121

4.3.3 Métodos de discretização no domínio do tempo . . . . . . . . . . . . . 121

4.4 Discretização da planta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124

4.4.1 Com PAS invariante no tempo e τk = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . 124

4.4.2 Com IAS variante no tempo e τk = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126

4.4.3 Com PAS invariante no tempo e τs ≥ τ ! 0 . . . . . . . . . . . . . . . 127

4.4.4 Com PAS invariante no tempo τs ≥ τk ! 0 . . . . . . . . . . . . . . . . 129

ix



4.4.5 Com IAS variante no tempo τsk ≥ τk ! 0 . . . . . . . . . . . . . . . . 130

4.5 Planta submetida a atrasos maiores que os IAS e SPP . . . . . . . . . . . . . . 133

4.5.1 Com atraso e IAS invariantes no tempo . . . . . . . . . . . . . . . . . 133

4.5.2 Com atrasos variantes no tempo e IAS invariante no tempo . . . . . . . 137

4.5.3 Com atrasos e IAS variantes no tempo . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138

4.6 Discretização da planta - abordagem unificada . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141

4.6.1 NCS CPP atrasos variantes no tempo e PAS invariante . . . . . . . . . 141

4.6.2 NCS CPP atrasos e IAS variantes no tempo . . . . . . . . . . . . . . . 145

4.7 Discretização do controlador . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147

4.7.1 MED do controlador GT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148

4.7.2 MED do controlador GE/GET . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149

4.7.3 Modo GETM de operação do controlador . . . . . . . . . . . . . . . . 151

4.8 Efeito ZOH da discretização . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151

4.8.1 Resposta em frequência - pulso na origem . . . . . . . . . . . . . . . . 154

4.8.2 Resposta em frequência - pulso deslocado da origem . . . . . . . . . . 157

4.9 Conceito de fase relativa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163

4.10 Consequência do conceito de fase relativa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173

4.11 Sincronismo dos relógios dos nós componentes do NCS . . . . . . . . . . . . . 179

4.12 Cálculo da exponencial de matriz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181

4.13 Zeros de sistemas amostrados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183

4.14 Considerações finais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184

5 Amostragem por cruzamento de nível 185

5.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185

5.2 Preliminares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185

5.2.1 Funções e conjuntos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 186

5.3 Amostragem por cruzamento de nível . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 188

5.3.1 Particionando um sinal em polinômios de segundo grau . . . . . . . . . 191

5.3.2 Obtendo os polinômios de segundo grau . . . . . . . . . . . . . . . . . 193

5.4 Considerações finais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 196

6 Metodologias de projeto, resultados e estabilidade dos NCSs 197

6.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 197

6.2 Metodologias de Projeto do NCS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 198

6.3 Simulação dos NCSs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 205

6.3.1 NCSs com a planta no domínio do tempo contínuo . . . . . . . . . . . 205

6.3.2 NCSs com a planta no domínio do tempo discreto . . . . . . . . . . . . 208

6.3.3 Detalhes do funcionamento do nó controlador . . . . . . . . . . . . . . 208

x



6.4 Exemplos numéricos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211

6.4.1 Planta de fase mínima . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211

6.5 Resultados experimentais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 216

6.5.1 A plataforma experimental . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 216

6.5.2 O experimento realizado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 217

6.5.3 Resultados obtidos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 219

6.5.4 Resposta em frequência do ZOH - Topologia S-CA . . . . . . . . . . . 222

6.6 Estabilidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 224

6.6.1 Planta não submetida a atrasos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 224

6.7 Considerações finais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 226

7 Conclusão 228

7.1 Trabalhos futuros . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 233

Referências bibliográficas 235

xi



Lista de símbolos e abreviaturas

∆Vin Faixa de amplitude do conversor A/D

δNk(ω) Atraso relativo de fase [rad]

δPk(ω) Avanço relativo de fase [rad]

er(t) Sinal de erro de referência, entrada do controlador

Ghek
( jω) Resposta impulsiva do k−ésimo pulso do ZOH presente na entrada da planta

Ghsk
( jω) Resposta impulsiva do k−ésimo pulso do ZOH “fantasma” presente na saída da

planta

y∞ Valor de estado pronto

ω Frequência [rad]

ωBW Largura de Banda [rad]

Ghk
( jω) Fase do k−ésimo pulso do ZOH [rad]

Rhk
( jω) “Rastro” de fase do ZOH [rad]

φk(ω) Fase relativa dos k−ésimos pulsos dos ZOHs [rad]

τ Atraso de controle invariante no tempo [s]

τa
k Intervalo de tempo de comutação para execução da mensagem de controle no atua-

dor durante o k−ésimo COAC [s]

τa
kmax

Valor máximo que pode assumir τa
k [s]

τa
kmin

Valor mínimo que pode assumir τa
k [s]

τc
k Intervalo de tempo para execução do algoritmo de controle embarcado no nó con-

trolador durante o k−ésimo COAC [s]

τc
kmax

Valor máximo que pode assumir τc
k [s]

τc
kmin

Valor mínimo que pode assumir τc
k [s]

τs
k k−ésimo Intervalo de amostragem do sensor [s]

τs
kmax

Valor máximo que pode assumir τs
k [s]
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τs
kmin

Valor mínimo que pode assumir τs
k [s]

τca
k Intervalo de tempo para a mensagem enviada pelo nó controlador chegar ao nó

atuador durante o k−ésimo COAC [s]

τca
kmax

Valor máximo que pode assumir τca
k [s]

τca
kmin

Valor mínimo que pode assumir τca
k [s]

τsc
k Intervalo de tempo para a mensagem enviada pelo nó sensor chegar ao nó controla-

dor durante o k−ésimo COAC [s]

τsc
kmax

Valor máximo que pode assumir τsc
k [s]

τsc
kmin

Valor mínimo que pode assumir τsc
k [s]
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Capítulo 1

Introdução

Atrasos variantes no tempo realmente degradam o desempenho de um sistema de controle em

rede? Nem Sempre! Historicamente, há registros na literatura que tal resposta pode ser negativa.

Isto pode ocorrer nos sistemas de controle, de tempo discreto, em duas situações: a primeira

é quando a largura dos pulsos aplicados na entrada da planta varia ao longo do tempo e, a

segunda, quando o intervalo de amostragem dos sensores é variante no tempo. Em ambas as

situações o sistema de controle, de tempo discreto, pode apresentar desempenho melhor que

o desempenho do mesmo sistema, de tempo contínuo [JURY, 1958; KALMAN; BERTRAM,

1959, p.2; p.408], o que ocorre frequentemente nos sistemas de controle em rede (do inglês

networked control systems - NCSs).

Surpreendentemente, todavia, dentro do escopo da teoria dos NCSs, a resposta a tal questio-

namento tem sido, ao longo dos anos, afirmativa. Isto porque, os NCSs são sistemas de controle

com recursos físicos limitados, em que um ou mais componentes (sensores, controladores e atu-

adores) estão conectados por meio de uma rede de comunicação, com ou sem fio e de largura

de banda limitada.

Desde o seu surgimento, na década de 1970, são muitas as razões e justificativas que moti-

varam a utilização dos NCSs, dentre as quais a redução dos custos de implantação do sistema

de controle, a sensível diminuição do número de cabos, o que acarreta diretamente a redução

do peso e volume das aplicações, relevante em indústrias como a automotiva e aeroespacial,

consideradas pioneiras e grandes propulsoras de sua utilização. Neste sentido, o surgimento

de aplicações de controle, cada vez mais complexas, aliadas às progressivas capacidades de

integração e sofisticação dos chips, bem como, seu barateamento e popularização, ainda hoje,

motivam e favorecem o desenvolvimento da área.

Não menos relevante que as razões precedentemente expostas, a utilização de NCSs facilita

a expansão e/ou adequação dos sistemas de controle, assim como, torna possível diagnosticar,

configurar, calibrar e supervisionar componentes físicos do sistema. Desse modo, é crescente o

interesse de diversos setores industriais em substituir suas arquiteturas centralizadas tradicionais
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dos sistemas de controle, por arquiteturas distribuídas, baseadas em NCSs.

Desde os surgimentos da realimentação negativa e das primeiras provas de estabilidade,

até os dias contemporâneos, tradicionalmente e sob a ótica da teoria clássica de controle, um

sistema de controle de tempo contínuo pode ser representado segundo o diagrama de blocos da

Figura 1.1. Neste caso, os sinais y(t) ∈ Rnr da saída da planta G são medidos por sensores S

e imediatamente disponibilizados ao controlador de tempo contínuo ou analógico Ca. A partir

dos sinais de referência r(t) ∈ Rnr e y(t) obtém-se o erro de referência er(t) ∈ Rnr . Em seguida,

a lei de controle é executa e o sinal de controle de tempo contínuo u(t) ∈ Rnu é aplicado pelos

atuadores A presentes na entrada da planta G.

−

+

er(t)r(t) u(t) y(t)

Controlador Contínuo

Ca GA S

Figura 1.1: Diagrama de blocos de um sistema de controle de tempo contínuo.

Com o advento das teorias de análise de sistemas discretos, lineares invariantes no tempo,

como a transformada Z [JURY, 1958], aliadas ao concomitante desenvolvimento tecnológico

dos meios de informática, surgem os primeiros controladores de tempo discreto, também de-

nominados controladores digitais. Tais controladores foram concebidos para substituir os de

tempo contínuo ou analógicos. A intenção por trás dessa substituição era resolver uma série de

problemas, tais como, por exemplo, facilitar o ajuste de parâmetros do controlador, antes defi-

nidos, a partir de relações entre valores de referência de alguns componentes elétricos de seus

circuitos. Evidentemente, sabe-se que com o envelhecimento dos componentes físicos (resisto-

res, capacitores, etc) presentes nos circuitos que implementavam os controladores analógicos,

também haviam, ainda que paulatinamente, alterações das características físicas dos materiais

que constituem tais componentes, o que poderia causar alterações dos valores de referência de

tais componentes. Tais mudanças são indesejáveis, uma vez que implicam diretamente na mu-

dança das características de controle, como por exemplo, alterações de relativa criticidade nos

lugares dos pólos e zeros. Fato este, indesejado, uma vez que, pequenas alterações nos valores

dos pólos e zeros podem ocasionar em mudanças significativas do lugar de raízes e, consequen-

temente, podem causar alterações das características de malha fechada do sistema de controle

[OGATA, 2003, p.292].

Decorrente dessa mudança de paradigma, o diagrama de blocos anteriormente apresentado

na Figura 1.1, foi adaptado para o da Figura 1.2. Neste caso, todos os sinais tratados no con-

trolador são digitais. Por conseguinte, os sinais de tempo contínuo r(t) e y(t) devem ser corres-

pondentemente convertidos em seus similares de tempo discreto r(ts
k) ∈ Rnr e y(ts

k) ∈ Rnr . Dessa
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maneira, conversores analógicos digitais (A/D) devem ser introduzidos no sistema de controle,

de maneira que, as amostras dos sinais r(t) e y(t) sejam obtidas nos instantes de amostragem ts
k,

∀k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · } do sinal de saída da planta, os quais formam a sequência de instantes de

amostragem {ts
k}, ∀k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · } do sinal de saída da planta . Os instantes de amostragem

ts
k, ∀k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · } são definidos como sendo ts

k = kτs, onde τs = ts
k+1 − ts

k é o intervalo de

tempo, invariante, entre dois instantes consecutivos de inícios de tomadas de amostras, o que é

aqui definido, simplesmente, como período de amostragem dos sensores.

+
−

er(tc
k)r(t) τs r(ts

k) u(t)u(tc
k) y(t)

y(ts
k)

τc τa τs

τs

τa

Controlador Digital

Clock

C
G

A S

Figura 1.2: Diagrama de blocos de um sistema de controle digital clássico.

Obtidos os sinais de tempo discreto r(ts
k) e y(ts

k), o sinal de erro de referência de tempo dis-

creto er(tc
k) ∈ Rnr é calculado a cada instante tc

k, ∀k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · } da sequência de instantes

de amostragem do controlador {tc
k}, ∀k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · }, os quais, são, por definição, dados

por tc
k = kτc e representam os inícios das execuções do algoritmo de controle no controlador

digital. No caso, τc é o intervalo de tempo, invariante, entre dois inícios consecutivos das exe-

cuções do algoritmo de controle, aqui definido como, período de amostragem do controlador

e er(tc
k), utilizado durante a execução do algoritmo de controle de tempo discreto ou digital C,

para calcular a sequência de amostras do sinal de saída {u(tc
k)} do controlador digital. Cada uma

destas amostras u(tc
k) ∈ Rnu resultam, após as conversões digitais para analógicas (D/A), no sinal

de tempo contínuo u(t) que é aplicado nas entradas da planta. O intervalo de tempo, invariante,

τa entre dois inícios consecutivos das conversões D/A, ta
k = kτa, é chamado intervalo de atuação

τa = ta
k+1 − ta

k , ∀k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · } e doravante será denominado período de amostragem dos

atuadores.

Evidentemente, cada uma das etapas de funcionamento do sistema de controle digital, ante-

riormente descritas, obedece a uma relação de precedência temporal e requer, obviamente, um

intervalo de tempo de execução. Tal precedência é mostrada no diagrama de temporização da

Figura 1.3.

No caso, a soma de todos estes intervalos de tempo denomina-se atraso de controle τ. E,
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τa τa τa τa τa

τ τττ

τs τs τs τs

ts
0 ts

1 ts
2 ts

k−1 ts
ktc

0 tc
1 tc

k−1 tc
kta

0 ta
1 ta

k−1 ta
k

τs τs τs τsτc τc τc τcτa τa τa τa

τc τc τc τc τc

t

· · ·

· · ·

· · ·

Figura 1.3: Diagrama de temporização do sistema de controle digital, ilustrando os instantes
de execução das tarefas de aquisição, execução da lei de controle, atuação e suas relações de
precedência temporal para três ciclos de operação do algoritmo de controle.

seu valor é, por definição

τ = τs + τc + τa (1.1)

onde, τs, τc e τa são, respectivamente, os intervalos de tempos de aquisição das amostras (con-

versões A/D) dos sinais r(t) e y(t), da execução do algoritmo de controle de tempo discreto e

das atuações (conversões D/A). Os tempos ts
k, tc

k e ta
k são, respectivamente, os instantes de início

de cada uma das etapas precedentemente descritas. Além disso, τs, τc e τa são, respectivamente,

os períodos de amostragem dos sensores, controlador e atuadores.

Para facilitar a análise matemática do sistema de controle em discussão é comum assumir

que τs, τc e τa sejam desprezíveis1 e que o sincronismo, representado pelo bloco de clock da

Figura 1.2, e presente entre as ações de amostragem dos sinais r(t) e y(t) (conversões A/D),

execução do algoritmo de controle e atuações (conversões D/A), seja perfeito [ÅSTRÖM; WIT-

TENMARK, 1997, p.33]. Tais hipóteses acarreta em {ts
k} = {t

c
k} = {t

a
k}, ∀k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · }, o

que resulta na equivalência2 τs = τc = τa.

Uma vez consolidada a teoria de controle digital, começa a surgir, na década de 1970 como

uma evolução do sistema de controle digital, os sistemas de controle em rede (do inglês networ-

ked control systems - NCSs). Tal fato se dá em decorrência do desenvolvimento científico-

tecnológico, bem como, à crescente demanda por aplicações de controle, cada vez mais com-

plexas [HALEVI; RAY, 1988; RAY; HALEVI, 1988].

Do ponto de vista tecnológico, o desenvolvimento e a integração de interfaces de redes,

bem como, conversores A/D e D/A em dispositivos como sensores e atuadores, possibilitou

o desenvolvimento das chamadas redes de sensores e, por conseguinte, dos NCSs. Por outro

1τs, τc e τa podem ser considerados desprezíveis quando τ = τs + τc + τa for muito menor do que a constante
de tempo do sistema.

2A escolha adequada do valor do período de amostragem é de fundamental relevância para o correto funciona-
mento do sistema de controle digital. Seu valor sempre deve satisfazer ao teorema da amostragem, de sorte que,
na prática, deve ser de cerca de vinte a trinta vezes menor que o período de amostragem limite dado pelo teorema
da amostragem [FRANKLIN, 2006, p.468].
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lado, a sofisticação das aplicações de controle tornava-se cada vez maior e mais complexa, e

que, diante deste cenário, a solução de controle em rede surgiu como a mais adequada para a

demanda das aplicações em questão.

Em termos da teoria de controle em rede, os diversos sensores, controladores e atuadores,

dos vários processos, objetos de controle, poderiam ser conectados por meio de uma rede de

comunicação, a qual pode ser ilustrada por meio da arquitetura apresentada na Figura 1.4. Pos-

teriormente, tais dispositivos foram denominados de nós sensores, nós controladores e nós atu-

adores. Além disso, suas funcionalidades, podem ser implementadas em um único dispositivo

físico ou em dispositivos físicos diferentes, o que resulta, neste caso, em até quatro diferen-

tes topologias de NCSs, a depender, evidentemente, de quais funcionalidades de nós seja(m)

atribuída(s) ao(s) dispositivo(s) físico(s) utilizado(s). Dentre estas quatro topologias, a mais

complexa é aquela em que todos os nós componentes estão espacialmente distribuídos. Neste

caso, a rede de comunicações (RC) conecta todos os nós, como ilustrado na Figura 1.5, a qual

é denominada de S-C-A. Sigla esta, cujas letras representam, respectivamente, nó sensor S, nó

controlador C e nó atuador A. Observar ainda que, cada hífen na sigla S-C-A, bem como, nas

siglas de mesma natureza a seguir definidas, corresponde a uma conexão de rede, e sua ausência

corresponde a uma conexão dedicada, isto é, sem meio físico compartilhado [YéPEZ, 2002].

NóNóNóNó

Nó Nó NóNó

Processos Físicos 3,· · ·,v

Processo Físico 1 Processo Físico 2

Processo Físico j

· · ·· · ·

Atuador

Sensor Sensor

AtuadorSensor

Atuador Atuador

Sensor

Nó

Controlador

v

Nó(s)

Controlador(es)

1,2, · · · ,i

Nó controlador

Rede de Comunicação

Planta

Planta Planta

Planta

Figura 1.4: Arquitetura geral de um sistema de controle em rede.

Complementarmente, se k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · } denota, simultaneamente, variabilidade tem-

poral e o k−ésimo ciclo de operação do algoritmo de controle (COAC), então, define-se ts
k, tc

k e

ta
k , respectivamente, como os instantes de inícios da aquisição das amostras (conversões A/D)

dos sinais r(t) e y(t); execução do algoritmo de controle de tempo discreto e atuações (conver-

sões D/A).
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Os intervalos de tempos de aquisição das amostras (conversões A/D) dos sinais r(t) e y(t),

execução do algoritmo de controle de tempo discreto e atuações (conversões D/A) são, respec-

tivamente, definidos como τs
k, τ

c
k e τa

k . Complementarmente, os atrasos de comunicações sensor

controlador e controlador atuador são representados, respectivamente, por τsc
k e τca

k . Além disso,

τsk = ts
k+1 − ts

k, τck = tc
k+1 − tc

k e τak = ta
k+1 − ta

k representam, respectivamente, os intervalos de

amostragem: dos sensores (IAS); do controlador (IAC) e dos atuadores (IAA). Quando τsk , τck

e τak são invariantes no tempo, são denominados, respectivamente de: período de amostragem

dos sensores (PAS) τs; período de amostragem do controlador (PAC) τc e período de amostra-

gem dos atuadores (PAA) τa. Finalmente, τk = τ
s
k + τ

sc
k + τ

c
k + τ

ca
k + τ

a
k é o atraso de controle

para o NCS de topologia S-C-A. Exemplos desta topologia, no contexto da Figura 1.4, são os

blocos relativos ao controle dos processos físicos 3, · · · ,v.

Uma segunda topologia é a S-CA, na qual, a rede de comunicação conecta apenas o nó

sensor ao nó controlador, com a qual, e ainda em referência à Figura 1.4, se controla o processo

físico 1. Neste caso, o nó controlador é conectado diretamente ao nó atuador3.

A terceira topologia é a SC-A, cuja rede de comunicação conecta apenas o nó controlador

ao nó atuador e é responsável pelo controle do processo físico 2. Neste caso, o nó sensor

é conectado diretamente ao nó controlador. Finalmente, a quarta topologia é a nNCS (sigla

em inglês para nonnetworked control system), onde, no caso, nenhum dos nós componentes

estão conectados entre si por meio da rede de comunicação. Na Figura 1.4 esta topologia é

responsável pelo controle do processo físico j. Diagramas semelhantes ao da Figura 1.5, para

as topologias S-CA, SC-A e nNCS4, são obtidos, respectivamente, fazendo τca
k = 0, τsc

k = 0 e

τsc
k = τ

ca
k = 0.

+
−

er(tc
k)r(ts

k − τsc
k ) u(t− τk)u(tc

k) u(tc
k − τca

k ) y(t)

y(ts
k)

y(ts
k − τsc

k )

τc
k τa

k τs
k

τsc
k

τca
k

τs

τakτck

Nó Controlador Nó Atuador Nó Sensor

C
G

A S

RC

Figura 1.5: Diagrama de blocos do sistema de controle em rede - topologia S-C-A.

3Nesta tese, o termo “conectar diretamente” é sinônimo de conexão dedicada, isto é, sem compartilhamento
do meio de comunicação. Dessa maneira, fazer τsc

k = 0 é o mesmo que conectar diretamente o nó sensor ao nó
controlador. Analogamente, fazer τca

k = 0, é o mesmo que conectar diretamente o nó controlador ao nó atuador.
4Para o caso da topologia nNCS um diagrama equivalente ao da Figura 1.5 é semelhante ao apresentado na

Figura 1.2.
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De maneira geral, uma rápida observação entre os diagramas de blocos das Figuras 1.2

e 1.5 pode induzir o leitor a concluir sobre a possibilidade de eventuais similaridades entre os

mesmos. Todavia, tais similaridades são apenas aparentes, uma vez que, a introdução da rede de

comunicação no sistema de controle muda completamente a natureza do problema. No caso do

sistema de controle contínuo ou digital o mesmo é invariante no tempo, fato este que simplifica

a análise. Já, no caso do NCS, o sistema de controle é, em geral, variante no tempo, o que

complica, sobremaneira, a análise.

Para facilitar o entendimento do funcionamento de um sistema de controle em rede, um

diagrama de temporização típico do mesmo, topologia S-C-A, é apresentado na Figura 1.6

[SILVA; LIMA, 2018].

t

τ0 τ1 τk−1 τk

τs τsτsτs

ts
0 ts

1 ts
2 ts

k−1 ts
ktc

0 tc
1 tc

k−1 tc
kta

0 ta
1 ta

k−1
ta
k

τs
0 τs

1 τs
k−1 τs

kτsc
0 τsc

1 τsc
k−1 τsc

kτc0 τc1 τck−1 τckτca
0 τca

1 τca
k−1 τca

kτa0 τa1 τak−1 τak

τc0 τc1 τck−2 τck−1 τck

τa0 τa1 τak−2 τak−1 τak
· · ·

· · ·

· · ·

Figura 1.6: Diagrama de temporização do NCS, topologia S-C-A, ilustrando os instantes de
execução das tarefas de aquisição, execução da lei de controle e atuação; assim como, a trans-
ferência das mensagens (pacotes de dados) do nó sensor para o nó controlador e deste para o nó
atuador e suas relações de precedência temporal para quatro ciclos de operação do algoritmo de
controle.

Evidentemente, existem semelhanças entre este (Figura 1.6) e aquele ilustrado na Figura

1.3. Todavia, no caso do sistema de controle em rede os atrasos são, em geral, variantes no

tempo, podendo até mesmo ter comportamentos estocásticos.

No diagrama precedente, o atraso de controle τk é menor ou igual ao período de amostragem

dos sensores5 τs. E, neste caso, seu valor é:

τk = τ
s
k + τ

sc
k + τ

c
k + τ

ca
k + τ

a
k ≤ τs (1.2)

Desta equação, é evidente que, τk será variante no tempo, desde que, qualquer um dos cinco

termos de atrasos que compõem a soma varie. Além disso, pode-se verificar, ainda na Figura

1.6, que as sequências de instantes {tc
k} e {ta

k} variam de acordo com a variação dos atrasos que

os precede, fato este que pode torná-los estocásticos, a depender do comportamento dos atrasos.

Isto conduz a duas importantes definições, relativas ao modo de operação dos nós controlador e

atuador, a seguir delineadas.

5Obviamente, τk pode ser maior que τs. Todavia, tal cenário não será aqui contemplado.
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Um nó controlador é dito guiado a eventos (GE) quando a sequência de instantes dos inícios

das execuções da lei de controle {tc
k}, ∀k ∈ Z+, coincide com a sequência de instantes de chega-

das de pacotes de dados no nó controlador [NILSSON, 1998]. Analogamente, um nó atuador é

dito guiado a eventos quando a sequência de instantes {ta
k}, ∀k ∈ Z+, de início das comutações

das amostras {u(tc
k −τca

k )} do sinal de controle nos atuadores (início das conversões D/A) coinci-

dem com a sequência de instantes das chegadas dos pacotes de dados no nó atuador [NILSSON,

1998].

Como um evento é algo assíncrono, esporádico, sua ocorrência não está associada a um

clock. Por conseguinte, a operação de nós guiados a eventos é desprovida de um clock global e

portanto de sincronismo. Neste caso, pode existir clocks locais nos nós, com os quais, é possível

determinar atrasos decorrentes da execução de tarefas nos mesmos, assim como, determinar os

intervalos de tempo entre a ocorrência de eventos. Por outro lado, quando um clock global e

sincronismo são introduzidos em um sistema guiado a eventos, o modo de operação dos nós

deixa de ser apenas guiado a eventos e torna-se simultaneamente guiado a eventos e no tempo

(GET). O modo de operação GET dos nós de um NCS é uma das contribuições desta tese e é a

seguir definido.

Um nó controlador será dito simultaneamente guiado a eventos e no tempo (GET), quando

ele for guiado a eventos, e além disso, os clocks dos nós sensores e controladores estiverem

sincronizados por um clock global, de forma a possibilitar a determinação do atraso de comu-

nicação sensor controlador6. Em outras palavras, associado ao clock do nó controlador existe

um clock global, o qual, é o referencial de tempo para todas as ações que ocorrem ao longo do

funcionamento do sistema de controle em rede. De maneira análoga pode-se definir o modo de

operação GET para o nó atuador7.

É óbvio ainda, da Figura 1.6, que quando τs
k, e/ou τsc

k variar(em), o instante tc
k também

variará. Analogamente, e pelas mesmas razões, o instante ta
k será variante no tempo, desde

que, ao menos um dos seguintes atrasos τs
k, τ

sc
k , τc

k ou τca
k varie. Portanto, a consequência das

variabilidades temporais dos atrasos e, consequentemente, dos instantes tc
k e ta

k é a variabilidade

temporal dos intervalos de amostragem do controlador τck = tc
k+1−tc

k, assim como, dos intervalos

de amostragem do atuador τak = ta
k+1 − ta

k .

Fazer o intervalo de amostragem do controlador variar de acordo com as variabilidades da

sequência de instantes de amostragem do controlador {tc
k} é outra inovação trazida por esta tese.

Em geral, na literatura é feito variar o intervalo de amostragem dos sensores, de forma a se obter

o que se denomina de amostragem aleatória [KALMAN, 1957; KALMAN; BERTRAM, 1959],

também chamada de amostragem de Lebesgue [ÅSTRÖM; BERNHARDSSON, 2002]. Neste

caso, entre outras vantagens, obtém-se, a redução da variância do sinal de saída do NCS [ÅS-

6É comum a utilização de técnicas de timestamping para a determinação de atrasos em redes de comunicação
[JOHANNESSEN, 2004; IEEE, 2009].

7As definições de todos os nós dos NCSs são, detalhadamente, apresentadas no Capítulo 3.
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TRÖM; BERNHARDSSON, 1999], assim como, a redução no tráfego da rede, uma vez que,

quando se utiliza a amostragem de Lebesgue, menos pacotes de dados serão gerados pelos nós

sensores [ÅRZÉN, 1999]. Por conseguinte, abordar o problema dos NCSs sobre a ótica variante

no tempo, como já mostrado, tem vantagens, as quais já foram destacadas em várias publicações

relativas ao assunto [MCCANN, 2004; ÅSTRÖM, 2007; XU; CAO, 2007; HENNINGSSON,

2008; HEEMELS, 2008; QAISAR, 2009].

Contudo, mesmo diante das evidências e vantagens supracitadas, abordar o problema sob a

ótica variante no tempo, embora, pareça a forma mais adequada, também parece se configurar

na mais difícil. Isto porque, não existe um arcabouço matemático adequado para tratar os

sistemas variantes no tempo, cujo exemplo típico são os NCSs. Problema este, já abordado,

em geral, com pouco sucesso, utilizando-se técnicas de análise e síntese, próprias para sistemas

invariantes no tempo8.

Todavia, o problema de atrasos variantes no tempo é de natureza complexa e imprevisível.

Seu comportamento não pode ser mensurado, nem solucionado com abordagens baseadas em

valores médios, uma vez que, atrasos variantes no tempo, de mesmos valores médios, podem

provocar comportamentos adversos na resposta ao degrau de um NCS.

Muitas das afirmações realizadas até aqui, sobretudo, as do parágrafo precedente, podem

ser verificadas, a partir de simulações numéricas, lançando mão de um exemplo simples, comu-

mente, utilizado em sistemas de controle em rede [CERVIN, 2003]. Para o referido exemplo os

estados iniciais da planta e do controlador, assim como, de todos os atrasos presentes no sistema

de controle em rede são feitos nulos. O período de amostragem do sensor τs é de 2,0 ms. O de-

grau unitário utilizado como sinal de referência é aplicado no instante t = 0. Ruídos de medição

e perturbações não serão considerados nas simulações realizadas. Além disso, são assumidas

as hipóteses de sincronismo e de clock global, necessárias para tornar possível a determinação

dos atrasos de comunicação.

Será mostrado ainda, através do exemplo, que para a abordagem proposta o atraso não de-

grada o desempenho do sistema de controle em rede. Neste caso, o exemplo passa a ter força

de contra-exemplo, uma vez que, os resultados obtidos são contrários aos convencionalmente

esperados. Em outras palavras, ao se utilizar a abordagem proposta verifica-se, através da res-

posta ao degrau unitário, que o desempenho obtido em relação aos sistema de controle de tempo

contínuo e de tempo discreto sem atrasos é melhor. Ou seja, não é verificado degradação de de-

sempenho e sim a melhoria do mesmo. Indicadores de desempenho da resposta ao degrau,

como o overshoot e tempo de estabelecimento, são reduzidos quando se utiliza a abordagem

proposta e pré-apresentada no exemplo a seguir.

8A utilização de técnicas clássicas de análise e síntese, tais como, as transformadas de Fourier [OPPENHEIM;
WILLSKY, 2010, p.104], Laplace [OPPENHEIM; WILLSKY, 2010, p.391], Z [JURY, 1958; OPPENHEIM;
WILLSKY, 2010, p.442] e Delta [MIDDLETON; GOODWIN, 1990] não se aplicam, pelo simples fato de serem
técnicas válidas e/ou concebidas, apenas, para sistemas lineares invariantes no tempo.



Capítulo 1. Introdução 10

1.1 Exemplo numérico

Para o exemplo em questão o controlador de tempo contínuo cuja função de transferência é

Ca(s) deve ser pré-projetado para estabilizar uma planta SISO (Single input single output) cuja

função de transferência é G(s). Tais funções de transferência são [CERVIN, 2003].

G(s) =
1000

s(s + 1)
(1.3)

Ca(s) = 1,5
(

1 +
0,035s

1 + 0,0035s

)

(1.4)

Além disso, o controlador foi projetado para o sistema de controle não conectado em rede

(nNCS - sigla em inglês para nonnetworked control system).

A representação em espaço de estados da dinâmica desse controlador é apresentada como

sendo9

ẋc(t) = Acxc(t) + Bcer(t) (1.5)

u(t) = Ccxc(t) + Dcer(t) (1.6)

onde: xc é o estado do controlador, er(t) é o erro de referência, u(t) é a saída do controlador. Para

este exemplo, os valores das matrizes da representação em espaço de estados do controlador

são: Ac = −285,7143, Bc = 64, Cc = −66,9643 e Dc = 16,5. E, a representação em espaço de

estados da dinâmica da planta é:

ẋp(t) = Apxp(t) + Bpu(t) (1.7)

y(t) = Cpxp(t) (1.8)

onde: xp(t) é o estado da planta, y(t) é o sinal de saída da planta, u(t) é a saída do controlador.

Ambos de tempo contínuo. Para este exemplo, os valores das matrizes da representação em

espaço de estados da planta são:

Ap =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

−1 0

1 0

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

, Bp =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

32

0

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

, Cp =
[

0 31,25
]

(1.9)

A planta pode operar submetida ou não a um atraso de controle. Tal atraso pode ser de

transporte ou provocado pelo próprio NCS. Além disso, o atraso de controle pode ser invariante

no tempo τ ou variante no tempo τk. Seu valor pode ser menor ou igual, ou maior que um

período de amostragem do sensor τs, isto é, τ ≤ τs (τk ≤ τs) ou τ > τs (τk > τs). Para o exemplo

9Todos os passos da metodologia de projeto, aqui desenvolvida e utilizada, são apresentados no Capítulo 6,
Seção 6.2.
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em questão será considerado um atraso menor ou igual a um período de amostragem do sensor,

ou seja, τ ≤ τs (τk ≤ τs) e este atraso é gerado pelo próprio NCS. Neste caso, a dinâmica de

tempo contínuo em espaço de estados da planta é modificada para

ẋp(t) = Apxp(t) + Bpu(t − τk) (1.10)

y(t) = Cpxp(t) (1.11)

com Ap, Bp e Cp dadas na equação (1.9).

A seguir será apresentado o modelo equivalente discreto (MED) do controlador guiado no

tempo. E, na subseção seguinte o MED do controlador operando no modo GET.

1.1.1 MED do controlador guiado no tempo

Quando o controlador opera no modo guiado no tempo (GT) seu modelo é invariante no tempo.

Neste caso, o modelo equivalente discreto (MED) do controlador, apresentado nas equações

(1.5) e (1.6) e obtido pelo método da invariância ao degrau10, é:

xc(tc
k+1) = Φcxc(tc

k) + Γcer(tc
k) (1.12)

u(tc
k) = Ccxc(tc

k) + Dcer(tc
k), (1.13)

onde

Φc = eAcτs = e−285,7143τs (1.14)

Γc =

∫ τs

0
eAcsdsBc =

64
285,7143

(

1 − e−285,7143τs
)

(1.15)

O sistema de controle com este controlador em operação e não submetido a atraso é aqui

denominado de sistema de controle não conectado em rede com o controlador de tempo dis-

creto ou digital (nNCSD). Por outro lado, quando o sistema de controle em rede opera com

este controlador, cujo período de amostragem τs, invariante no tempo, e é submetido a atrasos

variantes no tempo ele é aqui denominado de sistema de controle em rede com atrasos variantes

(NCSav).

1.1.2 Modo GET do controlador

Quando o controlador opera no modo simultaneamente guiado a evento e no tempo (GET),

a temporização do sistema de controle em rede é como a apresentada na Figura 1.3. Neste

10O método da invariância ao degrau não é comumente utilizado para a discretização de controladores [HAN-
SELMANN, 1987]. Sua utilização foi possível graças ao modelo matemático desenvolvido e apresentado no
Capítulo 4, Seção 4.7.
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caso, se qualquer um dos atrasos de aquisição τs
k ou τs

k+1 ou os atrasos de comunicações sensor

controlador τsc
k ou τsc

k+1 variar, o intervalo de amostragem do controlador τck será variante no

tempo. A consequência da variabilidade temporal dos atrasos e, por conseguinte, do intervalo

de amostragem do controlador é um controlador, cujas equações dinâmicas de tempo discreto

são variantes no tempo. Seus coeficientes mudam a cada ciclo de operação do algoritmo de

controle (COAC).

A representação dinâmica de tempo discreto deste controlador é obtida a partir da represen-

tação dinâmica de tempo contínuo definida pelas equações (1.5) e (1.6). Dessa maneira, seu

MED com intervalo de amostragem do controlador τck variante no tempo e determinado por11

τck = τs + τ
s
k+1 + τ

sc
k+1 − τs

k − τsc
k , (1.16)

é12

xc(tc
k+1) = Φc(τck )xc(tc

k) + Γc(τck )er(tc
k) (1.17)

u(tc
k) = Ccxc(tc

k) + Dcer(tc
k) (1.18)

onde:

Φc(τck ) = eAcτck = e−285,7143τck (1.19)

Γc(τck ) =
∫ τck

0
eAcsdsBc =

64
285,7143

(

1 − e−285,7143τck

)

(1.20)

são variantes no tempo, desde que, τck seja variante no tempo. A variabilidade temporal de τck é

decorrente dos atrasos introduzidos no NCS pelos nós componentes e pela rede de comunicação.

Além disso, como a lei de controle é dependente do intervalo de amostragem do controlador τck ,

o mesmo deve ser determinado a cada ciclo de operação do algoritmo de controle. Entretanto,

τck depende de valores futuros de atrasos. Neste caso, tais atrasos devem ser estimados. Todavia,

uma maneira de evitar tal estimação é utilizar τck−1 em vez de τck . Desse modo, poderia se

determinar os atrasos. A determinação destes atrasos força a hipótese de sincronismo entre os

clocks dos nós sensor e controlador do sistema de controle em rede. Além disso, o intervalo de

amostragem do (k−1)−ésimo COAC do controlador pode ser, ou medido a partir do clock local

do nó controlador, ou obtido a partir dos atrasos determinados13.

11A equação (1.16) é uma das contribuições desta Tese. Ela é apresentada e provada no Capítulo 3, Teorema 3.1
[SILVA; LIMA, 2018].

12As expressões dos intervalos de amostragem do controlador, são deduzidas no Capítulo 3, tanto para τk ≤ τs,
isto é, τck = τs + τ

s
k+1 + τ

sc
k+1 − τ

s
k − τ

sc
k , Teorema 3.1 [SILVA; LIMA, 2018], bem como, para τk > τs, sem perdas

de pacotes, Teorema 3.3 e com perdas de pacotes, Teorema 3.7.
13Uma das técnicas, comumente, utilizadas para a determinação de atrasos em sistemas distribuídos é a técnica

de timestamping [JOHANNESSEN, 2004; IEEE, 2009].
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1.1.3 Resultados de simulação

Para este exemplo, considera-se que o NCS seja de topologia S-CA e que o atraso de controle

τk = τ
s
k + τ

sc
k + τ

c
k + τ

a
k seja inicialmente dado, propositadamente e por simplicidade pela sequên-

cia de atrasos {τk}, ∀k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · }, cuja lei de formação é {0,1τs, 0,8τs, 0,1τs, 0,8τs, · · · }

e em seguida assume-se que {τk} passa a ter a lei de formação {0,8τs, 0,1τs, 0,8τs, 0,1τs, · · · }.

Assim, pode-se observar que em ambos os casos o atraso de controle tem valor médio τkm dado

por τkm = (0,1τs + 0,8τs)/2 = 0,45τs. Desse modo, para τs = 2,0 ms, tem-se que τkm = 0,90

ms. Todavia, ainda assim, o efeito destas sequências de atrasos sobre o NCS é o de provocar

degradações de desempenho de maneiras, acentuadamente, diferentes. Neste caso, a degrada-

ção de desempenho do primeiro para o segundo caso é mais acentuada quando o intervalo de

amostragem do controlador é invariante no tempo. Além disso, quase nenhuma degradação de

desempenho é percebida quando o controlador opera com intervalo de amostragem variante no

tempo.

Para elucidar melhor tais assertivas considera-se inicialmente a sequência de atrasos {τk},

∀k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · }, cuja lei de formação é {0,1τs, 0,8τs, 0,1τs, 0,8τs, · · · }. Além disso,

τk ≤ τs, com τs = 2,0 ms, τs
k = 30 µs, τc

k = 20 µs, τa
k = 30 µs e a sequência de atrasos de

comunicação sensor controlador {τsc
k }, ∀k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · }, tem seus termos definidos, em

milisegundos, através da seguinte lei de formação {0,12, 1,52, 0,12, 1,52, · · · }. Neste caso, uma

ampliação da temporização ocorrida durante os dois primeiros COAC é ilustrada na Figura 1.7.

0 0,001 0,002 0,003 0,004
0

0,6

1,2

1,8

τs
0

τs
1

τc0

τc1

τa0

τa1

τsc
0

τsc
1

{τ
s k,
τ

sc k
,τ

c k,
τ

a k
}

m
s

t(s)

Figura 1.7: Ampliação da temporização dos dois primeiros COAC para o caso em que a
sequência de atrasos de controle {τk}, ∀k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · }, tem lei de formação do tipo
{0,1τs, 0,8τs, 0,1τs, 0,8τs, · · · }.
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Pode-se observar nesta figura, de forma explícita, os atrasos do NCS (a saber para a topologia

S-CA: τs
k, τ

sc
k , τc

k e τa
k), os quais compõem o valor de τk que, por definição, é dado por τk =

τs
k + τ

sc
k + τ

c
k + τ

a
k .

Sob tais condições, as respostas ao degrau unitário do sistemas de controle de tempo con-

tínuo (nNCSC), equações (1.3) e (1.4); do sistema de controle não conectado em rede com o

controlador de tempo discreto ou digital (nNCSD), equações (1.12) - (1.15); e, do NCS sub-

metido ao atraso τk variante no tempo (NCSav) com o controlador de tempo discreto operando

com τck = τs, invariante no tempo, são ilustradas na Figura 1.8.
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Figura 1.8: Respostas ao degrau unitário dos sistemas de controle não conectados em rede de
tempo contínuo (nNCSC) e de tempo discreto ou digital (nNCSD) e do NCS submetido a atraso
τk, ∀k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · }, variante no tempo (NCSav) e com o controlador operando com
τck = τs invariante no tempo e {τk} da forma {0,1τs, 0,8τs, 0,1τs, 0,8τs, · · · }.

Admita-se para o mesmo exemplo que o atraso de controle seja agora também, proposi-

tadamente e por simplicidade, dado pela sequência de atrasos {τk}, ∀k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · }.
Sequência esta cujos termos são {0,8τs, 0,1τs, 0,8τs, 0,1τs, · · · }. Analogamente ao caso ante-

rior, τk ≤ τs, com τs = 2,0 ms, τs
k = 30 µs, τc

k = 20 µs, τa
k = 30 µs e a sequência de atrasos

de comunicação sensor controlador {τsc
k }, ∀k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · }, tem seus termos definidos, em

milisegundos, através da seguinte lei de formação {1,52, 0,12, 1,52, 0,12, · · · }. Neste caso, uma

ampliação da temporização ocorrida durante os dois primeiros COAC, é ilustrada na Figura 1.9.

Pode-se observar, que também nesta situação o atraso de controle tem valor médio τkm dado por

τkm = (0,1τs + 0,8τs)/2 = 0,45τs = 0,90 ms, para τs = 2,0 ms. Dessa maneira, a simulação

do NCS é realizada exatamente como no caso anterior, mudando-se, deste para aquele, apenas

a ordem de ocorrência dos termos da sequência de atrasos. Entretanto, τkm continua exatamente
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com o mesmo valor do caso precedente.

Nestas condições, as respostas ao degrau unitário do sistema de controle de tempo contínuo

(nNCSC), equações (1.3) e (1.4); do sistema de controle com o controlador de tempo discreto

ou digital (nNCSD), equações (1.12) - (1.15) e do NCS submetido a atraso τk variante no tempo

(NCSav) com o controlador operando com τck = τs, invariante no tempo, são ilustradas na

Figura 1.10.
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Figura 1.9: Ampliação da temporização dos dois primeiros COAC para o caso em que a
sequência de atrasos de controle {τk}, ∀k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · } tem lei de formação do tipo
{0,8τs, 0,1τs, 0,8τs, 0,1τs, · · · }.

Dos resultados obtidos e ilustrados nas Figuras 1.8 e 1.10, a diferença entre as curvas

nNCSC e nNCSD é decorrente do atraso médio de meio intervalo de amostragem do atuador,

isto é, τa/2, introduzido pelo segurador de ordem zero presente na entrada da planta [FRAN-

KLIN, 2006; ÅSTRÖM; WITTENMARK, 1997, p.454; p.320].

Além disso, observa-se claramente a partir de tais resultados que a resposta ao degrau do

NCS com o controlador, operando com intervalo de amostragem do controlador τck igual ao

período de amostragem do sensor τs invariante no tempo, e τk variante no tempo (curva NCSav

das Figuras 1.8 e 1.10), mudou completamente quando o atraso de controle era o da Figura

1.7 e passou a ser o da Figura 1.9. Como estes atrasos são praticamente idênticos e possuem

o mesmo valor médio, fica evidenciado por decorrência, que sinais de atraso de mesmo valor

médio provocam efeitos adversos na resposta ao degrau unitário do NCS.

No caso da curva NCSav mostrada na Figura 1.8, observa-se que seu overshoot, cujo valor é

0,371 é maior que o das respostas ao degrau unitário do sistema de controle de tempo contínuo
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Figura 1.10: Respostas ao degrau unitário dos sistemas de controle não conectados em rede
de tempo contínuo (nNCSC) e de tempo discreto ou digital (nNCSD) e do NCS submetido a
atraso τk, ∀k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · }, variante no tempo (NCSav) e com o controlador operando
com τck = τs invariante no tempo e {τk} da forma {0,8τs, 0,1τs, 0,8τs, 0,1τs, · · · }.

(curva nNCSC), de valor 0,2362, assim como, do sistema de controle com o controlador de

tempo discreto ou digital (curva nNCSD), cujo valor é 0,2739. Conforme salientado, o compor-

tamento da resposta ao degrau unitário apresentado na curva NCSav da Figura 1.10, é resultado

do atraso variante no tempo, que neste caso, foi o responsável pela redução do overshoot, me-

lhorando o desempenho da resposta ao degrau unitário do NCS. Em outras palavras, o atraso,

neste caso, teve um efeito estabilizante, conforme evidenciado através da redução do overshoot.

Neste caso, uma simples mudança no comportamento do atraso de controle (veja Figura

1.9), acarreta na resposta ao degrau unitário do NCS, um overshoot de valor 0,096, que é muito

inferior ao overshoot das respostas ao degrau unitário dos sistemas de controle de tempo contí-

nuo (curva nNCSC), cujo valor é de 0,2362, e com o controlador de tempo discreto ou digital

(curva nNCSD), cujo valor é 0,2739, segundo ilustrado na Figura 1.10. Neste caso, contrari-

amente ao caso precedente, o atraso teve efeito estabilizante, uma vez que, seu efeito foi o de

reduzir o overshoot da resposta ao degrau unitário do NCS.

De outro modo, quando o mesmo sistema de controle do exemplo em discussão, é simulado

com o controlador operando simultaneamente guiado a eventos e no tempo (GET), equações

(1.17) - (1.20), e com atraso de controle ilustrado na Figura 1.7, as respostas ao degrau unitário

são ilustradas na Figura 1.11. Nesta figura, ainda são plotadas as respostas ao degrau unitário

dos sistemas de controle de tempo contínuo (nNCSC), equações (1.3) e (1.4); assim como, do

sistema de controle com o controlador de tempo discreto ou digital (nNCSD), equações (1.12)

- (1.15) e do NCS com o controlador operando com τck = τs, invariante no tempo, e τk variante

no tempo (NCSav).
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Da Figura 1.11 pode-se observar que o overshoot da resposta ao degrau unitário do NCS,

com o controlador operando simultaneamente guiado a eventos e no tempo (GET) é o menor,

0,235, dentre as abordagens simuladas. Outro resultado interessante é o valor do overshoot da

resposta ao degrau unitário do NCS com o controlador operando com τck = τs, invariante no

tempo, e τk variante no tempo (NCSav), cujo valor é 0,371, mesmo com atraso inicial τ0 = 0,1τs.
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Figura 1.11: Respostas ao degrau unitário dos sistemas de controle não conectados em rede
de tempo contínuo (nNCSC) e de tempo discreto ou digital (nNCSD), do NCS submetido a
atraso τk, ∀k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · }, variante no tempo (NCSav) com τck = τs e do NCS com o
controlador operando no modo GET. Os NCSs NCSav e GET são submetidos a sequência de
atrasos {τk} cuja lei de formação é da forma {0,1τs, 0,8τs, 0,1τs, 0,8τs, · · · }.

Neste caso, apenas o overshoot da resposta ao degrau unitário do NCS com o controlador

operando no modo GET, cujo valor é 0,235, é menor que os overshoots da resposta ao degrau

unitário do sistema de controle de tempo contínuo (nNCSC) e do sistema de controle de tempo

discreto (nNCSD), respectivamente, dados por 0,2362 e 0,2739. Como os sistemas de controle

nNCSC e nNCSD não estão submetidos a atrasos, era de se esperar que seus overshoots fossem

menores que aquele do sistema de controle GET, que está submetido a atrasos.

Os sinais de controle para as estratégias simuladas e cujas respostas ao degrau unitário foram

apresentadas na Figura 1.11 são mostrados na Figura 1.12.



Capítulo 1. Introdução 18

nNCSC

nNCSD

NCSav

GET

0

−5

5

10

15

0

0

0,05

0,05

0,1 0,15 0,2 0,25

u(t)

t(s)
Figura 1.12: Sinais de controle das respostas ao degrau unitário dos NCSs simulados: nNCSC,
nNCSD, NCSav e GET. Os NCSs NCSav e GET foram submetidos à sequência de atrasos {τk}

cuja lei de formação é {0,1τs, 0,8τs, 0,1τs, 0,8τs, · · · }.

Observação 1.1 (Sequências de IAC e de IAA) As sequências de IAC {τck } e de IAA {τak },

∀k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · } são, respectivamente, da forma {τc0 , τc1 , τc2 , · · · } e {τa0 , τa1 , τa2 , · · · }.

Observação 1.2 (Sequências {τk}, {τck } e {τak} do exemplo em discussão) A partir dessas con-

siderações, para o exemplo em questão, quando a sequência de atrasos de controle {τk} é da

forma {0,1τs, 0,8τs, 0,1τs, 0,8τs, · · · }, com τs = 2,0 ms, τs
k = 30 µs, τc

k = 20 µs, τa
k = 30

µs a sequência de atrasos sensor controlador {τsc
k } é dada por {0,12, 1,52, 0,12, 1,52, · · · }

ms o que resulta na sequência {τck } com lei de formação {1,7τs, 0,3τs, 1,7τs, 0,3τs, · · · }, ou

{3,4, 0,6, 3,4, 0,6, · · · } e na sequência {τak } com lei de formação {1,7τs, 0,3τs, 1,7τs, 0,3τs, · · · }.

Analogamente, quando a sequência de atrasos {τk} é da forma {0,8τs, 0,1τs, 0,8τs, 0,8τs, · · · }

a sequência {τsc
k } terá lei de formação {1,52, 0,12, 1,52, 0,12, · · · } ms, a sequência de IAC {τck }

terá lei de formação {0,3τs, 1,7τs, 0,3τs, 1,7τs, · · · }, ou {0,6, 3,4, 0,6, 3,4, · · · }ms e a sequência

{τak} é da forma {0,3τs, 1,7τs, 0,3τs, 1,7τs, · · · }.

Por outro lado, ao se repetir a simulação com os NCSs submetidos ao atraso ilustrado na

Figura 1.9, obtém-se como resultado as respostas ao degrau unitário mostradas na Figura 1.13.

Constata-se então, da Figura 1.13, que o overshoot da resposta ao degrau unitário do sis-

tema de controle em rede (NCS), com o controlador operando no modo GET, e NCS subme-

tido ao atraso de controle τk variante no tempo, com sequência de atrasos de controle {τk}
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Figura 1.13: Respostas ao degrau unitário dos sistemas de controle não conectados em rede
de tempo contínuo (nNCSC) e de tempo discreto ou digital (nNCSD), do NCS submetido a
atraso τk, ∀k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · }, variante no tempo (NCSav) com τck = τs e do NCS com o
controlador operando no modo GET. Os NCSs NCSav e GET são submetidos a sequência de
atrasos {τk} cuja lei de formação é da forma {0,8τs, 0,1τs, 0,8τs, 0,1τs, · · · }.

da forma {0,8τs, 0,1τs, 0,8τs, 0,1τs, · · · }, ∀k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · }, é de 0,2, o qual é maior

que aquele da resposta ao degrau do NCS, com controlador operando com período de amos-

tragem τck = τs, e atraso de controle τk com sequência de atraso de controle {τk} da forma

{0,8τs, 0,1τs, 0,8τs, 0,1τs, · · · }, ∀k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · } (veja curva NCSav da Figura 1.13),

cujo overshoot é de 0,096. Pode-se verificar ainda que, os overshoots das respostas ao degraus

unitários dos NCSs com controlador operando nos modos GET e NCSav são menores que os

overshoots das respostas aos degraus unitários dos sistemas de controle de tempo discreto ou

digital, cujo valor é 0,2739 e do sistema de controle de tempo contínuo, que é de 0,2362.

Os sinais de controle para as estratégias simuladas e cujas respostas ao degrau unitário foram

apresentadas na Figura 1.13 são mostrados na Figura 1.14.

Neste caso, o exemplo em questão, cuja simulação foi feita com o controlador operando no

modo GET, passa a ter força de contra-exemplo, sob o ponto de vista do efeito degradativo do

atraso, uma vez que, o efeito do mesmo sobre o NCS é, justamente, contrário ao esperado. Nas

respostas ao degrau unitário apresentadas nas Figuras 1.11 e 1.13, o overshoot para quando o

NCS opera com controlador no modo GET foi praticamente igual, isto é, os overshoots foram,

respectivamente de 0,235 e 0,2. Naturalmente, é de se esperar que com o aumento do período de

amostragem τs e, consequentemente, dos valores dos atrasos τk, a degradação de desempenho

de tal resposta ao degrau unitário do NCS também aumente.

Portanto, conclui-se, evidentemente, para este exemplo simples, que o atraso variante no

tempo não degrada o desempenho da resposta ao degrau do NCS quando o controlador do
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Figura 1.14: Sinais de controle das respostas ao degrau unitário dos NCSs simulados: nNCSC,
nNCSD, NCSav e GET. Os NCSs NCSav e GET foram submetidos à sequência de atrasos {τk}

cuja lei de formação é {0,8τs, 0,1τs, 0,8τs, 0,1τs, · · · }.

mesmo opera no modo GET. Seu efeito é estabilizante, resultado este contrário ao esperado14.

Assim sendo, tais atrasos são os responsáveis pela melhoria do desempenho da resposta ao

degrau unitário do NCS, o que evidencia que abordar o problema de controle em rede sob a

ótica variante no tempo pode ser a forma mais adequada de resolvê-lo, muito embora, isto não

seja fácil. Resultados análogos a estes, também são obtidos para atrasos com comportamento

estocástico, aplicados a sistemas de controle SISO (Single input single output), assim como,

aplicados a sistemas MIMO (Multiple input multiple output). Dessa maneira, a abordagem

pré-apresentada aqui e, todo o arcabouço filosófico e teórico que a norteia, constituem-se na

principal contribuição desta tese.

1.1.4 Aspectos teóricos práticos das abordagens propostas

As abordagens propostas e apresentadas neste documento são adaptativas, uma vez que, o(s) pa-

râmetro(s) do controlador é (são) atualizado(s) em tempo de execução. Dentre estas abordagens

a GET foi pré-apresentada no exemplo precedente. Nela o atraso e o intervalo de amostragem

do controlador de tempo discreto são atualizados a cada ciclo de operação do algoritmo de

14Da teoria clássica de controle, referentemente, a atrasos de transportes, sabe-se que tais atrasos nem sempre
degradam o desempenho ou instabiliza um sistema de controle, muito embora “atrasos sejam conhecidos por
provocar efeitos complexos sobre a estabilidade [KOLMANOVSKII, 1999]. A despeito de sua má reputação (veja
por exemplo [OLBROT, 1984] para sistemas atrasados e [DATKO, 1998] para o caso neutro), eles podem ter um
efeito estabilizante: o bem conhecido exemplo ÿ(t)+y(t)−y(t−h) = 0 é instável para h = 0, mas é assintoticamente
estável (A aproximação ẏ(t) ⋍ [y(t)−y(t−h)]/h explica o efeito do amortecimento) para h = 1 (veja também outros
exemplos em [ABDALLAH, 1993] para sistemas lineares ou [GOUBET M. DAMBRINE, 1995] para sistemas não
lineares)” [RICHARD, 2003].
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controle.

Do ponto de vista teórico não há dúvidas que existem ganhos com a abordagem proposta,

uma vez que, os problemas decorrentes dos atrasos variantes no tempo são, em geral, ameniza-

dos.

Por outro lado, do ponto de vista prático, ainda não existem soluções comerciais de hard-

ware, como CLPs (Controladores lógicos programáveis), com os quais se possa implementar a

abordagem GET proposta. Fato este justificado pela inexistência no mercado de CLPs que ope-

rem com intervalos de amostragem variantes no tempo. Neste caso, implementações específicas

podem ser desenvolvidas utilizando-se microcontroladores, DSPs (Digital Signal Processors)

ou computadores.

Outro fator que poderia ser crítico na implementação da abordagem GET é relativo ao cum-

primento da hipótese de sincronismo dos clocks presentes nos nós componentes. Todavia, isto

não se constitui um problema, uma vez que, a especificação do tempo máximo necessário para

o estabelecimento do sincronismo de clocks em uma rede comunicação é ínfimo em relação

aos atrasos do sistema de controle em rede. Em termos quantitativos, por exemplo, para a rede

CAN (Controller Area Network) [BOSCH, 1991], este tempo é igual ao tempo de transferência

de um bit. Isto significa que para a máxima taxa de transferência da rede CAN, que é de 1

Mbps, este tempo é de 1 µs. Já o padrão IEEE 1588 estabelece o sincronismo para redes de área

local, inclusive para a rede Ethernet, com precisão inferior a 1 ns [IEEE, 2009, p.C1]. Dessa

maneira, do ponto de vista tecnológico, a hipótese de sincronismo é facilmente satisfeita, não

se constituindo portanto, em um problema ou limitação para a implementação física de um sis-

tema de controle em rede. Complementar a tais fatos, sabe-se que a maioria das aplicações de

controle tem requisitos, relativos à taxa de amostragem, satisfeitos para períodos de amostra-

gem da ordem de milissegundos, o que para os casos supracitados representam algo em torno

de milhares, ou até milhões, de vezes maior que o tempo de sincronismo da rede.

1.2 Justificativa

A crescente utilização dos sistemas de controle em rede, por si só, justifica o desenvolvimento

teórico da área. Como já enfatizado neste texto, diversas são as razões e vantagens de sua

utilização. Entre outras, tem-se: a redução do número de cabos utilizados nas aplicações e,

por conseguinte, tem-se a redução do peso e do volume das mesmas; facilidade de expansão

e configuração; supervisão; manutenção e aumento da modularidade. Por outro lado, a infra-

estrutura de redes de comunicação e o preço de chips são cada vez menores, o que favorece sua

utilização.

Para se ter uma idéia, em termos quantitativos, é relevante analisar a tendência de cresci-

mento, por exemplo, do número de nós CAN (Controller Area Network) [BOSCH, 1991] utili-
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zados nos últimos anos. A saber, em 1999 foram utilizados cerca de 60 milhões de nós CAN, em

2001 cerca de 260 milhões, em 2003 cerca de 360 milhões [HRISTU-VARSAKELIS; LEVINE,

2005, p.743], em 2005 cerca de 400 milhões15 [NAVET, 2005]. Dessa maneira, pode-se cons-

tatar um aumento, ano após ano, do número de nós CAN utilizados. Número este, que só tende

a aumentar, uma vez que, órgãos reguladores de indústrias, tais como, a automobilística exi-

gem cada vez mais que veículos sejam fabricados com redes de comunicação interligando seus

módulos de controle. Neste sentido, os Estados Unidos da América foram pioneiros, quando

a Agência de Proteção Ambiental deste país passou a exigir a utilização de rede CAN para di-

agnósticos on board em todos os carros e luzes de caminhões, de todos os modelos fabricados

a partir de 2008 [DAVIS, 2007]. Tal medida, certamente, obrigará diversos países a fazerem o

mesmo, para que possam exportar seus veículos para a referida nação.

Todavia, se por um lado a demanda tecnológica é crescente, por outro lado, o desenvolvi-

mento teórico não cresce a taxas suficientes para suprir as necessidades existentes. O resultado

disso, é a subutilização dos recursos físicos existentes, sobretudo, daqueles referentes à rede de

comunicação. Problema este atacado indiretamente, através da criação de dispositivos com ta-

xas de processamento maiores e barramentos de comunicação com capacidades de transferência

mais elevadas16. A solução óbvia desse impasse ocorrerá naturalmente quando o desenvolvi-

mento teórico da área se consolidar. Fato este que justifica o estudo da área e, por conseguinte,

a elaboração desta tese.

1.3 Objetivos

Nesta seção serão estabelecidos os objetivos gerais e específicos correspondentes desta tese.

1.3.1 Objetivos gerais

Mostrar que atrasos variantes no tempo, ao contrário do que se pensa, nem sempre degradam o

desempenho do sistema de controle em rede.

1.3.2 Objetivos específicos

Por outro lado, de modo mais verticalizado, são considerados objetivos específicos:

(i) Entender o funcionamento de um sistema de controle em rede e fazer um levantamento

bibliográfico sobre o assunto de modo a abordar as principais contribuições da área;

15Isso sem, obviamente, levar em consideração os outros tipos de redes e protocolos de comunicações, utilizados
para a automação, existentes no mercado.

16Um exemplo disso foi o surgimento do protocolo de comunicação FlexRay [CONSORTIUM, 2005], que opera
com taxas de comunicação de até 10 Mbps, a qual, é dez vezes maior que a máxima taxa de transferência da rede
CAN que é de 1 Mbps [BOSCH, 1991].
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(ii) Modelar o sistema de controle em rede a partir da arquitetura geral e, como também suas

topologias básicas, de forma a salientar as vantagens e desvantagens de cada topologia;

(iii) Discretizar controladores, previamente projetados para um sistema de controle não conec-

tado em rede, de forma a possibilitar que os mesmos operem em um sistema de controle

em rede e submetido a atrasos variantes no tempo, onde coexistam os paradigmas da

amostragem guiadas no tempo e a eventos, ou ainda, como uma combinação dos paradig-

mas citados.

(iv) Desenvolver o arcabouço matemático para a implementação da amostragem aleatória (amos-

tragem de Lebesgue), na qual as taxas de amostragem dos sensores dos NCSs são varian-

tes no tempo.

(v) Explicar os efeitos do atraso variante no tempo sobre os NCSs.

(vi) Fazer as análises de estabilidade e desempenho, para as abordagens propostas, do sistema

de controle em rede;

(vii) Simular as abordagens desenvolvidas a partir do processo de discretização do controlador

e compará-las com o sistema de controle não conectado em rede;

(viii) Mostrar através de resultados estatísticos que a variância do sinal de saída da planta se

reduz quanto mais o NCS é variante no tempo.

(ix) Elaborar conclusões sobre o trabalho desenvolvido e delinear as perspectivas de trabalhos

futuros.

1.4 Metodologia empregada

A metodologia utilizada foi baseada inicialmente em um amplo levantamento bibliográfico,

sobre os sistemas de controle em rede, objetivando a busca por modelos matemáticos analíticos

menos susceptíveis aos efeitos dos atrasos sobre o sistema de controle em rede. Posteriormente

foram desenvolvidos algoritmos afins, cujas implementações, processamentos e testes obtidos

foram apresentados, comparados e analisados, conforme apresentação subsequente.

A metodologia de projeto, desenvolvida para tornar possível a concepção desta tese, é apre-

sentada no Capítulo 6. Entretanto, para tornar possível entender o exemplo apresentado neste

capítulo, uma parte de tal metodologia já foi apresentada na Seção 1.1.
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1.5 Motivação

Do ponto de vista de sistemas de controle a principal motivação para se desenvolver e utilizar

sistemas de controle em rede é a redução do número de cabos e, por conseguinte, a redução

do peso e do volume das aplicações, fatores estes que, impactam diretamente no custo final

do sistema de controle, assim como, a possibilidade de fácil reconfiguração, manutenção e

expansão do mesmo.

1.6 Organização do documento

Além deste capítulo introdutório, o manuscrito desta tese é composto de mais seis capítulos, a

seguir sumarizados:

Capítulo 2: São apresentadas as principais abordagens e técnicas desenvolvidas como suporte

teórico dos sistemas de controle em rede;

Capítulo 3: São determinados analiticamente como contribuição desta tese os intervalos de

amostragem dos controladores e dos atuadores do sistema de controle em rede sob a ótica

dos paradigmas guiados a eventos e no tempo, assim como, simultaneamente, guiados a

eventos e no tempo. Tais desenvolvimentos foram obtidos para atrasos de controle menor

e maior que o período de amostragem dos sensores (ou intervalo de amostragem dos

sensores) e com o sistema de controle em rede operando com e sem perda de pacotes de

dados;

Capítulo 4: São apresentadas as discretizações da planta e do controlador dos sistemas de con-

trole em rede, a partir de um controlador previamente projetado para um sistema de con-

trole não conectado em rede e com modelo da planta sem atraso. A partir deste contro-

lador de tempo contínuo são obtidos vários controladores de tempo discreto, designados

a operar sob a ótica dos diversos paradigmas: tempo e evento ou sob a combinação de

ambos. Modelos estes, que também são contribuições desta tese. Por fim, é apresentado,

também como contribuição desta tese, um estudo realizado sobre o comportamento do

segurador de ordem zero (ZOH) variante no tempo.

Capítulo 5: É apresentado um novo método de amostragem por cruzamento de nível para

amostrar um sinal com intervalo de amostragem variante no tempo. Esse capítulo também

é uma das contribuições desta tese.

Capítulo 6: São apresentadas as metodologias de projetos desenvolvidas e as simulações rea-

lizadas, tanto dos sistemas de controle não conectados em rede, de tempo contínuo e de

tempo discreto, como também, para o sistema de controle em rede submetido a atrasos
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variantes no tempo, de forma estocástica e determinística, assim como, submetidos a atra-

sos invariantes no tempo. Os resultados foram obtidos através de experimentos simulados

em computador, cujos parâmetros de desempenho observados são alguns dos indicadores

da resposta ao degrau unitário do sistema de controle em rede. Além disso, tais resultados

são respaldados por um experimento estatístico, com o qual foi possível fazer uma coleta

e tratamento estatístico dos dados obtidos. Bem como, são respaldados por resultados

experimentais. Além disso, foi provado a estabilidade do NCS.

Capítulo 7: São apresentadas as conclusões da tese, assim como são indicados pontos relevan-

tes como propostas para trabalhos futuros.



Capítulo 2

O estado da arte

2.1 Introdução

Sistemas de controle em rede (NCSs - Networked Control Systems) são aqueles, em que pelo

menos uma das conexões físicas entre os componentes (sensores, controladores e atuadores) é

feita por meio de uma rede de comunicação de largura de banda e frequência de clock das CPUs

(Central Processing Units) dos nós componentes limitadas. Neste caso, ou as malhas diretas1

e/ou as malhas de realimentações2 do NCS são fechadas por meio da rede.

O resultado da finitude da largura de banda da rede de comunicação e das frequências dos

clocks das CPUs dos nós componentes é o inevitável surgimento de atrasos. Além disso, proble-

mas de comunicações, tais como, interferências eletromagnéticas, entre outras particularidades,

podem resultar na perda de pacotes de dados. Fatores estes agravantes, os quais podem degradar

o desempenho do sistema de controle em rede e até mesmo instabilizá-lo.

Dessa maneira, os atrasos presentes nos sistemas de controle em rede são, em geral, vari-

antes no tempo, podendo até mesmo ser de natureza estocástica. Por conseguinte, sua presença

torna a análise, a síntese e o projeto do NCS um problema desafiador e multidisciplinar, cuja

complexidade tem, ao longo dos anos, dificultado o desenvolvimento teórico da área. Assim,

historicamente a maioria das metodologias e abordagens desenvolvidas até então, tem sido con-

cebidas, ora sob a ótica da teoria de controle, ora sob a ótica da teoria de sistemas em tempo

real.

Com o objetivo de fazer um resumo das principais contribuições da teoria de controle para

NCSs, neste capítulo serão explanadas as principais metodologias e abordagens desenvolvidas,

como suporte teórico dos NCSs, desde o seu surgimento até os dias atuais. Como será visto do-

ravante, todas estas abordagens, direta ou indiretamente, estão relacionados com os problemas

decorrentes da inevitável presença de atrasos nos NCSs.

1Malhas compreendidas das entradas do controlador para as entradas da planta.
2Malhas compreendidas das saídas da planta para as entradas do controlador.
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2.2 Perspectiva histórica dos NCSs

Os sistemas de controle em rede (NCSs - Networked Control Systems) representam uma evo-

lução dos sistemas de controle digitais que utilizam redes de comunicações [HALEVI; RAY,

1988; NASCIMENTO, 2004]. As redes de comunicações passaram a fazer parte do cenário dos

sistemas de controle digital nos anos setenta do século passado. Nesta época as aplicações de

controle passaram a ser cada vez maiores e mais sofisticadas. Isso acontecia, em parte, devido

ao já bem amadurecido arcabouço teórico dos sistemas de dados amostrados e da teoria clássica

de controle [KALMAN, 1957; JURY, 1958; RAGAZZINI; FRANKLIN, 1958].

Complementar ao desenvolvimento teórico, por volta daquela década, grandes avanços tec-

nológicos ocorriam na microeletrônica. O que, além de possibilitar o crescimento da capacidade

de integração, popularizava a utilização dos sistemas eletrônicos digitais. Em meio a essa eclo-

são científico-tecnológica surgiam dispositivos eletrônicos cada vez mais sofisticados. Muitos

deles dotados de interfaces de comunicações que possibilitavam sua integração em um ambi-

ente de redes. Além disso, a demanda por aplicações de controle cada vez mais complexas era

progressiva, o que, frequentemente, resultava no aumento do número de cabos para conectar,

ponto a ponto, os componentes do sistema. Com isso, além dos preços dos cabos serem rea-

justados com maior frequência, a complexidade das aplicações tornavam as mesmas cada vez

mais dispendiosas, pesadas e de difícil manutenção, o que contrariava requisitos de projetos

baseados na redução do volume e do peso de aplicações, sobretudo, daquelas embarcadas em

carros e aviões. Criava-se assim o cenário propício para o surgimento dos NCSs.

Nesse contexto, a indústria automotiva, aeroespacial e aeronáutica foram as grandes prota-

gonistas dessa mudança de paradigma. A motivação principal desses setores industriais era o de

reduzir o volume e o peso de suas aplicações. A forma encontrada para satisfazer tais requisi-

tos foi a substituição gradativa das aplicações de controle centralizadas por aquelas de controle

distribuídas. Surgiram assim, os sistemas de controle distribuídos, anos depois denominados de

sistemas de controle e comunicação integrados [HALEVI; RAY, 1988; RAY; HALEVI, 1988;

LIOU; RAY, 1990] e, mais recentemente, de NCSs [NILSSON, 1998]. Dessa maneira, a intro-

dução das redes nos sistemas de controle, além de atender os requisitos da demanda quanto a

redução de peso e volume das aplicações, reduziam também os custos inerentes ao cabeamento

citado [ZHANG; PHILLIPS, 2001]. Com isto, possibilitava-se, além do processamento distri-

buído [LIAN; TILBURY, 2001], supervisão, facilidade de diagnóstico e manutenção dos com-

ponentes, assim como, maior modularidade e flexibilidade no projeto do sistema [JOHNSON,

1997; NILSSON, 1998, p.8]. Além disso, outra vantagem dos NCSs é que sem modificações

extras sobre a rede, é possível reconfigurá-los e expandí-los de maneira propícia ao ambiente

de controle [CHOW; TIPSUWAN, 2001; ANTSAKLIS; BAILLIEUL, 2007].

Atualmente, aplicações de NCSs são encontradas nos mais diversos segmentos e atividades,
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a saber: na automação industrial [HALEVI; RAY, 1988], em sistemas automotivos [BOUS-

TANY, 1992; ÖZGÜNER, 1992], aeronáuticos [CHOW; TIPSUWAN, 2001; WALSH; YE,

2001], em aplicações militares com aeronaves não tripuladas [SAMAD, 2007], processos quí-

micos [RAY, 1988], plantas industriais [ZEIGLER; KIM, 1993], robótica [HALEVI; RAY,

1988], na agricultura [CANTONI, 2007], controle de máquinas elétricas [YOOK, 1998] e con-

versores em eletrônica de potência [MAZUMDER, 2005], controle de suspensão de veículos

[ÖZGÜNER, 1992] e muitas outras [ANTSAKLIS; BAILLIEUL, 2007; TIPSUWAN; CHOW,

2003; LI; FANG, 2005; ÅRZÉN; CERVIN, 2005; YANG, 2006; HESPANHA, 2007; BAILLI-

EUL; ANTSAKLIS, 2007; HU, 2007; MOYNE; TILBURY, 2007; BAKULE, 2008].

Através da quantidade de aplicações supracitadas no parágrafo precedente, verifica-se a

relevância do estudo de uma área como a dos NCSs. Neste sentido, retomando o conceito de

NCSs introduzido no Capítulo 1, na perspectiva da arquitetura geral, ilustrada na Figura 1.4, e

aqui reapresentada, com nova notação na Figura 2.1, cujos símbolos S i, Ci, Ai e Gi representam,

respectivamente, nó sensor, nó controlador, nó atuador e planta do i−ésimo processo, pode-

se verificar a existência de dois tipos de estruturas: direta (ou não-hierárquica) e hierárquica

[CHOW; TIPSUWAN, 2001].

Processo 3

Processo i

Processo 1 Processo 2

Processo j Processo v

· · ·

· · · · · ·

A3

Ai

S 1 S 2

A j Av

S 3

S i

A1 A2

S j S v

C1,··· ,i

C j

Cv

RC

G3

Gi

G1 G2

G j Gv

Figura 2.1: Arquitetura geral de um NCS.

Quando a estrutura é direta ou não-hierárquica os NCSs têm todos os seus componentes

conectados diretamente à rede de comunicação (RC), tal como ilustrado na Figura 2.2. Nela as

setas indicam a direção do fluxo de dados. Nesta figura e possivelmente em outras, posterior-

mente apresentadas, os processos físicos podem ser abstraídos.

S 1 S 2 S nA1 A2 An

C1 C2 Cn. . .

. . .

RC

Figura 2.2: NCS com estrutura direta ou não-hierárquica.



Capítulo 2. O estado da arte 29

Por outro lado, quando a estrutura é hierárquica os NCSs são formados por diversos subsis-

temas e cada subsistema é composto de um conjunto de sensores, um conjunto de atuadores e

um controlador, como mostrado nas regiões internas dos retângulos pontilhados da Figura 2.3.

No caso, o conjunto total de componentes de um subsistema é responsável pelo controle de uma

determinada planta, onde o controlador Ci de cada subsistema, troca informações com um con-

trolador central CM . Por outro lado, cada controlador Ci recebe sinais de referência (set point)

de CM e devolve, a CM , sinais de medição ou de status dos sensores. Exemplos de NCSs com

estrutura hierárquica são encontrados em diversos módulos ou partes dos vários sistemas de

controle presentes nos automóveis. O sistema de controle utilizado nos freios ABSs (Anti-lock

Brake Systems) é um caso específico [BOSCH, 2004].

S 1 S nA1 An

C1

CM

Cn. . .

RC

Figura 2.3: NCS com estrutura hierárquica.

Como mostrado na Figura 2.1, evidencia-se a existência de quatro topologias básicas de

NCSs, as quais são apresentadas em detalhe na Figura 2.4.

τa
kτc

kτs
k

RC

A jC jS j

(a)

τa
kτc

kτs
k

τsc
k RC

A1C1S 1

(b)

τa
kτc

kτs
k

τca
k RC

A2C2S 2

(c)

τa
kτc

kτs
k

τsc
k τca

k RC

AiCiS i

(d)

Figura 2.4: Topologias básicas dos NCSs: (a) nNCS; (b) S-CA; (c) SC-A; (d) S-C-A.

Na primeira delas, Figura 2.4a, os componentes não estão conectados por meio da rede de

comunicação. Neste caso, tem-se caracterizado um sistema de controle não conectado em rede

(do inglês nonnetworked control system - nNCS), de onde resulta o nome topologia nNCS. Um

exemplo de topologia nNCS é ilustrado na Figura 2.1, processo j. Detalhes dessa topologia

podem ser vistos na Figura 2.4a e as denominações da simbologia da mesma na Definição

2.1. Observa-se ainda que, a topologia nNCS pode ser vista como um sistema de controle

convencional com o controlador conectado a uma rede de comunicação, para o propósito, por

exemplo, de supervisão.
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Definição 2.1 Seja k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · } o k−ésimo COAC, denota-se: τs
k como o intervalo

de tempo para a aquisição das informações provenientes dos sensores; τsc
k como o intervalo

de tempo para que a mensagem enviada pelo nó sensor chegue ao nó controlador; τc
k como o

intervalo de tempo para execução do algoritmo de controle embarcado no nó controlador; τca
k

como o intervalo de tempo para que a mensagem enviada pelo nó controlador chegue ao nó

atuador; τa
k como o intervalo de tempo de comutação para execução da mensagem de controle

no atuador; ts
k, tc

k e ta
k são, respectivamente, o instante de amostragem dos sensores, o instante

de início da execução do algoritmo de controle dos controladores e o instante de início das

comutações das amostras {u(tc
k − τca

k )} do sinal de controle nos atuadores; τs = ts
k+1 − ts

k como o

período de amostragem dos sensores (PAS) invariante no tempo, isto é, ts
k = kτs; τsk = ts

k+1 − ts
k

como o intervalo de amostragem dos sensores (IAS) variante no tempo; τc = tc
k+1 − tc

k como o

período de amostragem do controlador (PAC) invariante no tempo, isto é, tc
k = kτc; τck = tc

k+1−tc
k

como o intervalo de amostragem do controlador (IAC) variante no tempo; τa = ta
k+1 − ta

k como o

período de amostragem dos atuadores (PAA) invariante no tempo, isto é, ta
k = kτa; τak = ta

k+1− ta
k

como o intervalo de amostragem do atuador (IAA) variante no tempo e τk como o atraso de

controle. Isto é, τk é a soma de todos os atrasos de malha, decorridos, desde o início do

processo de amostragem dos sensores, até o início da atuação dos atuadores na planta.

A segunda é denominada topologia S-CA, cuja designação resulta do fato da rede de co-

municação conectar apenas o nó sensor ao nó controlador. Para este caso o nó controlador é

conectado diretamente ao nó atuador. Do ponto de vista físico é possível até que, o nó controla-

dor e o nó atuador sejam um só. Isto é, apenas um nó desempenha as atribuições de controlador

e de atuador. Um exemplo de NCS deste tipo é ilustrado pelo processo 1 da Figura 2.1. Neste

caso, a saída do controlador C1 é conectada diretamente à entrada do nó atuador A1. Detalhes

desta topologia podem ser vistos na Figura 2.4b.

A terceira é denominada topologia SC-A. Seu nome resulta do fato da rede de comunicações

conectar apenas o nó controlador ao nó atuador. O nó sensor é conectado diretamente ao nó

controlador. Fisicamente o nó controlador e o nó sensor podem até ser o mesmo. Isto é, serem

implementados sob a gerência de uma única CPU. Um exemplo de NCS com este tipo de

topologia é ilustrado pelo processo 2 da Figura 2.1 ou isoladamente na Figura 2.4c. Observe

que, a saída do sensor S 2 é conectada diretamente à entrada do nó controlador C2.

Finalmente, na topologia S-C-A a rede de comunicação interconecta os nós sensores ao nó

controlador e o nó controlador aos nós atuadores. Exemplos deste tipo de NCS são ilustrados

pelos processos 3,4, · · · ,i e v da Figura 2.1 ou, isoladamente, na Figura 2.4d [YéPEZ, 2002].

Observa-se ainda, na Figura 2.1, que as leis de controle de mais de um processo podem ser

implementadas em um único nó controlador (vide controladores dos processos 3,4, · · · ,i) ou

em nós controladores distintos como os controladores dos processos j e v.

Com o objetivo de facilitar o acesso ao significado da nomenclatura da Figura 2.4, e não
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torná-la repetitiva, ao longo do texto, tais denominações são sintetizadas na Definição 2.1. Por

se tratar, em parte, de grandezas que representam atrasos, que em geral, são variantes no tempo,

estas são dependentes do tempo t. Entretanto, para simplificar a notação, a variável t foi omitida

do argumento das mesmas e a dependência temporal passa a ser, doravante, identificada pelo

índice subscrito k, que concomitantemente, como já pré-estabelecido, também representa o

k−ésimo ciclo de operação do algoritmo de controle (COAC).
Da definição de atraso de controle [WITTENMARK, 1995], apresentada no fim da Defini-

ção 2.1, e para as topologias básicas de NCSs, das Figuras 2.4a, 2.4b, 2.4c e 2.4d, os atrasos de

controle são dados, respectivamente, por:

τk = τ
s
k + τ

c
k + τ

a
k (2.1)

τk = τ
s
k + τ

sc
k + τ

c
k + τ

a
k (2.2)

τk = τ
s
k + τ

c
k + τ

ca
k + τ

a
k (2.3)

τk = τ
s
k + τ

sc
k + τ

c
k + τ

ca
k + τ

a
k (2.4)

onde, τk de (2.1)-(2.4) são, respectivamente, os atrasos de controle das topologias básicas nNCS,

S-CA, SC-A e S-C-A.

2.2.1 Efeitos do compartilhamento de recursos físicos limitados

Quando uma rede de comunicação é introduzida em um sistema de controle tem-se automati-

camente que o barramento, ou meio de comunicação da rede de comunicação é compartilhado

entre os vários dispositivos a ela conectados. Os efeitos desse compartilhamento são os atrasos,

τsc
k e/ou τca

k (Vide Definição 2.1) que são, em geral, variantes no tempo e podem, até mesmo,

ter comportamento estocástico. Estes atrasos são causados, em geral, pelo protocolo de acesso

ao meio físico de transmissão, por perdas de pacotes decorrentes de erros de transmissão, coli-

sões entre pacotes, interferências eletromagnéticas e sobrecarga do barramento [YéPEZ, 2002;

HRISTU-VARSAKELIS; LEVINE, 2005, p.209]. Por conseguinte, tais atrasos são diretamente

dependentes da intensidade, distribuição de probabilidade, dinâmica do tráfego, sincronização

entre os componentes do sistema de controle e do ruído do meio de comunicação [HALEVI;

RAY, 1988].

Por outro lado, os atrasos τa
k , τc

k e τs
k (Vide Definição 2.1), gerados nos nós componentes,

são decorrentes da execução de tarefas pelas CPUs desses nós. Quando mais de uma tarefa é

executada em um nó, pode haver concorrência pela utilização de algum recurso físico necessário

para a execução destas tarefas, por exemplo, disputas de acesso à CPU ou de alguma região

compartilhada da memória. Quando isto ocorre têm-se caracterizados os atrasos variantes no

tempo.

A variação dos atrasos τa
k , τc

k, τ
s
k τ

sc
k e/ou τca

k provoca a variação de τak , τck e τk, conforme
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relação de precedência temporal de execução das tarefas nos nós e transmissão das mensagens

pela rede de comunicação, ilustrada na Figura 2.5, para a topologia S-C-A. Isso torna a análise

de malha fechada complexa e a ordem do sistema com atraso torna-se maior que a do sistema

sem atraso [WALSH, 1999; WALSH., 2002].

t

τk−1 τk τk+1

τs τs τs

ts
k−1 ts

k ts
k+1tc

k−1 tc
k tc

k+1ta
k−1 ta

k ta
k+1

τs
k−1 τs

k τs
k+1τsc

k−1 τsc
k τsc

k+1τck−1 τck τck+1τca
k−1 τca

k τca
k+1τak−1 τak τak+1

τck−2 τck−1 τck τck+1

τak−2 τak−1 τak

Figura 2.5: Diagrama de temporização do NCS, topologia S-C-A, ilustrando os instantes de
execução das tarefas de aquisição, execução da lei de controle e atuação; assim como, a trans-
ferência das mensagens (pacotes de dados) do nó sensor para o nó controlador e deste para o nó
atuador e suas relações de precedência temporal para três ciclos de operação do algoritmo de
controle.

No caso da teoria clássica de controle, quando τk > τs com b = ⌈τk⌉3, o número de estados

extras nu · b para representar o atraso, cresce proporcionalmente ao número de entradas nu do

sistema de controle [ÅSTRÖM; WITTENMARK, 1997, p.40]. Todas as variáveis da Figura 2.5

são pré-definidas na Definição 2.1.

Dessa maneira, a introdução da rede no sistema de controle muda o escopo e a implementa-

ção do sistema de controle. Isso causa duas mudanças principais na análise e projeto do sistema

de controle. A primeira, diz respeito à explícita consideração das interconexões dos compo-

nentes. Em outras palavras, como a rede afeta significativamente o comportamento dinâmico

do sistema de controle, sua introdução no sistema de controle precisa ser considerada explicita-

mente no projeto do NCS. A segunda delas tem a ver com a renovação nas ênfases de sistemas

de controle distribuído.

No caso, áreas tais como protocolos de comunicação para escalonamento e roteamento têm

se tornado relevantes em controle, quando se levam em consideração aspectos como a estabili-

dade, desempenho e segurança do sistema. Outra área promissora é a de algoritmos e software

capazes de tratar com restrições temporais rígidas (do inglês hard) e flexíveis (do inglês soft),

os quais são relevantes do ponto de vista de implementação e projeto de controle. Desse modo,

e sob este aspecto evidencia-se que, a teoria de sistemas em tempo real tem, a cada dia, impor-

tância crescente [KOPETZ, 1993; TÖRNGREN, 1998; ANTSAKLIS; BAILLIEUL, 2007].

3O símbolo matemático ⌈x⌉ significa o teto de x, isto é, o menor inteiro maior ou igual a x. Por exemplo
⌈3,5⌉ = 4.
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2.2.2 Modos de operação dos nós

Nós sensores, nós controladores e nós atuadores podem ser guiados no tempo ou a eventos

[KOPETZ, 1993; TÖRNGREN, 1998]. Um nó é dito guiado no tempo quando as tarefas nele

executadas têm sua inicialização pré-determinadas em projeto. Neste caso, existe um relógio

ao qual é atribuído um referencial de tempo para execução das tarefas no nó. Quando se tem

um NCS eminentemente guiado no tempo, todos os nós devem estar sincronizados por um

relógio global [TÖRNGREN, 1998]. Por outro lado, um nó é dito guiado a eventos quando a

execução de alguma de suas tarefas é inicializada pela ocorrência de um evento [NILSSON,

1998; TÖRNGREN, 1998; ÅRZÉN, 1999].

Em NCSs pode-se ter nós guiados a eventos e no tempo. Exemplos de configuração de NCS

com o nó sensor guiado no tempo, nó controlador guiado a eventos e no tempo e nó atuador

guiado a eventos são encontrados em [NILSSON, 1998]. Exemplos de NCSs com nós sensores

guiados a eventos são encontrados em [ÅRZÉN, 1999; ÅSTRÖM; BERNHARDSSON, 2002;

ÅSTRÖM, 2007; MENG; CHEN, 2012]. Por fim, em geral, nós atuadores são guiados a even-

tos. Isto é, a chegada de um pacote de dados no nó atuador é automaticamente revertida na

ação de aplicar as saídas resultantes da execução do algoritmo de controle no nó controlador

nas entradas dos atuadores.

Diversas são as vantagens e desvantagens de se utilizar uma ou outra abordagem. A prin-

cipal vantagem de se utilizar a abordagem guiada no tempo é a de tornar o NCS invariante no

tempo. Isso facilita a análise, uma vez que esta pode ser realizada com base na teoria clás-

sica de controle [NILSSON, 1998; TÖRNGREN, 1998]. Por outro lado, o atraso de controle é

inevitavelmente aumentado [YéPEZ, 2002].

Quando o NCS é guiado a eventos, o atraso de controle é reduzido, uma vez que as tarefas

dos nós são executadas após a ocorrência de um evento. Isto é, após a chegada de um pacote

no nó componente. Outras vantagens são as reduções das utilizações das CPUs dos nós e do

barramento da rede de comunicação [ÅRZÉN, 1999; ÅSTRÖM; BERNHARDSSON, 2002;

HEEMELS, 2008; HENNINGSSON, 2008]. Como desvantagem tem-se os atrasos variantes no

tempo, o que torna a análise do NCS um desafio, uma vez que, a teoria para modelar e tratar

sistemas guiados a eventos ainda encontra-se em fase embrionária de desenvolvimento. Nos

trabalhos encontrados, os intervalos de amostragem dos sensores e controladores são sempre

considerados iguais. Detalhes sobre estes trabalhos podem ser encontrados no tutorial [ZOU,

2014] e em suas referências.

Amostragens invariante e variante no tempo

Com o advento dos dispositivos digitais, sobretudo do computador, diversos sistemas analógi-

cos foram substituídos por digitais. Isso impulsionou o desenvolvimento da teoria dos sistemas
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amostrados e consequentemente dos esquemas de amostragens invariante e variante no tempo.

Todavia, embora partes dos sistemas analógicos, tais como controladores analógicos, fossem

substituídos por digitais, outras partes do sistema, tais como o processo a ser controlado não

poderia ser substituído. Dessa maneira, os sistemas de controle passaram, naturalmente, a ter

natureza híbrida. Neste caso, a natureza híbrida, intrínsica, dos componentes de um sistema

de controle, forçosamente leva à introdução nos mesmos, de elementos de dinâmica contínua

ou discreta, linear ou não linear, como por exemplo, amostradores e seguradores (do inglês -

sample-and-hold). Tais introspecções, são em parte justificadas, pela natureza eminentemente

digital de alguns desses componentes, como computadores digitais, os quais, não podem operar

diretamente sobre sinais contínuos, mas, apenas sobre sequências de números, ou, em outras

palavras, sobre sinais discretos. Por conseguinte, elementos de dinâmicas discretas, inerente-

mente, envolvem operações de amostragem, bem como, de sample-and-hold, para converter

sinais contínuos em discretos e os de dinâmica discreta, ações de hold para converter sinais

discretos em contínuos, conforme a necessidade em cada caso [KALMAN; BERTRAM, 1959].

Por simplicidade e para uma única operação de amostragem, seja tk, ∀k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · }
o k-ésimo instante de amostragem. Assim o intervalo de amostragem entre sucessivas amostras

é definido como [KALMAN, 1957, p.17]:

Tk = tk+1 − tk (2.5)

e é denotado como o k-ésimo intervalo de amostragem. Quando o intervalo de amostragem é

invariante no tempo o índice k é omitido, isto é Tk = T , ∀k ∈ Z+ e o intervalo de amostragem

passa a ser chamado de período de amostragem. As várias operações de amostragem, ilustradas

na Figura 2.6, podem ser caracterizadas como a seguir [KALMAN; BERTRAM, 1959]:

a) amostragem convencional - tk = kTk = kT , isto é, Tk = T é constante para todo k.

b) amostragem não síncrona - se tk e t′k denotam os instantes em que duas operações de

amostragem ocorrem, então t′k = tk + U, ∀k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · }, onde U é uma constante

positiva.

c) amostragem de múltipla ordem - o período de amostragem é uma função periódica de k.

Isto é, Tk = Tk+ f , onde f ∈ Z∗+ = {1,2,3, · · · }.

d) amostragem multitaxa - se Tk e T ′k denotam os períodos de amostragem constantes de duas

diferentes operações de amostragem, mas Tk ! T ′k, ∀k ∈ Z+.

e) amostragem não instantânea - pode ocorrer apenas em conexão com as operações de amos-

tragem dos elementos sample-and-hold, cujas relações entradas saídas sejam dadas por
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tk = kTk ∴ Tk = Tk+3

T0 T1 T2 T3 T4 T5 T6 T7

(b)

t0 t1 t2 t3 tk tk+1

T
tk = kT

t′0 t′1 t′2 t′3 t′k t′k+1t′k+1· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

t

t

U T ′
t′k = kT + U, (T ! T ′)

(c)

t0 t1 t2 t3 tk tk+1

t′0 t′1 t′2 t′3 t′k t′k+1· · ·

· · ·

· · ·
· · ·

t

t

T
tk = kT

U T
t′k = kT + U

(d)

t0 t1 t2 t3 tk tk+1

· · ·
· · · t

T−UU
tk = kT
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· · ·
t

tk+1 = tk + Tk
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(f)

Figura 2.6: Diagramas temporais ilustrativos das diferentes operações de amostragem: (a)
Amostragem convencional; (b) Amostragem múltipla ordem (do inglês multiple-order sam-
pling); (c) Amostragem multitaxa; (d) Amostragem assíncrona (do inglês nonsynchronous sam-
pling); (e) Amostragem não instantânea; (f) Amostragem aleatória.

v(tk + ℓ) =

⎧

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎩

s(t), 0 < ℓ ≤ U

s(tk + U), U < ℓ ≤ tk+1 − tk

(2.6)

onde, s(t) é a entrada do elemento sample-and-hold, cuja saída é v(t) e ℓ é o tempo passado

desde a última amostragem.

f) amostragem aleatória - ∀k ∈ Z+, tk e Tk, da equação (2.5), são ambos aleatórios e o valor

do k−ésimo instante de amostragem é dado por [KALMAN, 1957, p.56]:

tk =

k−1
∑

m=0

Tm (2.7)

com t0 = 0.

De uma maneira geral, as formas de amostrar um sinal podem ser enquadradas sob a ótica de

dois paradigmas. Um guiado no tempo e outro guiado a eventos, ou ainda, em outras palavras e

de maneira equivalente, um com taxa de amostragem invariante no tempo e outro com taxa de

amostragem variante no tempo [ÅSTRÖM, 2007; SHEN, 2012]. Neste caso, para os esquemas

de amostragem pré-definidos, apenas a amostragem aleatória é guiada a eventos, as outras são

consideradas guiadas no tempo.
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Esquemas de amostragem com taxa de amostragem invariante no tempo foi denominada

por Åström de amostragem de Riemann [ÅSTRÖM; BERNHARDSSON, 2002]. Uma figura

ilustrativa da amostragem de Riemann, realizada com segurador de ordem zero, é ilustrada na

Figura 2.7 [MCCANN, 2004]. Pode-se observar que o sinal amostrado y(ts
k), com ts

k = kτs, a

partir do sinal analógico y(t) tem período de amostragem τs = ts
k+1 − ts

k, invariante no tempo.

Diversas são as vantagens deste tipo de amostragem. Dentre as quais destaca-se não apenas

a simplicidade, mas também, toda uma teoria desenvolvida e consolidada para sistemas inva-

riantes no tempo [JURY, 1958; KALMAN; BERTRAM, 1959; YAMAMOTO, 1996], o que,

obviamente, facilita o projeto e a análise do sistema de controle [ÅSTRÖM; BERNHARDS-

SON, 2002].

ts
k ts

k+1

τs tempo
0

1

2

3

4

5

Si
na

ly
(·

)

Sinal Analógico y(t)

Amostragem de Riemann y(ts
k)

Figura 2.7: Amostragem de Riemann.

Por outro lado, esquemas de amostragem variantes no tempo, são utilizados desde os anos

cinquenta (século XX) [ELLIS, 1959; KALMAN; BERTRAM, 1959], muito embora ainda não

se tenha uma teoria completamente desenvolvida. Recentemente, crescente atenção tem sido de-

dicada ao desenvolvimento da teoria da amostragem variante no tempo [MARK; TODD, 1981;

ÅRZÉN, 1999; ÅSTRÖM; BERNHARDSSON, 2002; MCCANN, 2004; ÅSTRÖM, 2007; XU;

CAO, 2007; HEEMELS, 2008; QAISAR, 2009; Dominik Rzepka, Marek Miskowicz, Anna

Grybos, 2013; MISKOWICZ, 2014]. Esquemas de amostragem variantes no tempo foram deno-

minados por Åström como amostragem de Lebesgue [ÅSTRÖM; BERNHARDSSON, 2002].

Em geral, tais esquemas de amostragem são baseados em cruzamentos de níveis. Neste caso,

observa-se que, quando um sinal analógico y(t) (veja Figura 2.8) é amostrado com amostragem

de Lebesgue, suas amostras y(ts
k), com ts

k = ts
k−1 + τsk−1 , são tomadas apenas quando o sinal y(t)

cruzar um dos níveis de quantização, os quais, são previamente definidos e espaçados por um
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quantum4 de magnitude q, como ilustrado na Figura 2.8. O valor de q é uma relação direta da

faixa de amplitude ∆Vin do conversor A/D utilizado para amostrar o sinal y(t) e, do número de

bits M deste conversor e é dado por [ALLIER, 2003, 2005].

q =
∆Vin

2M − 1
(2.8)

ts
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tempoτsk
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)

Sinal Amostrado y(t)

Amostragem de Lebesgue y(ts
k)

Figura 2.8: Amostragem de Lebesgue.

Dessa maneira, as amostras da sequência {y(ts
k)} são não uniformemente espaçadas no tempo

e são obtidas, respectivamente, na sequência de instantes de amostragem {ts
k}. A obtenção destas

amostras dependem das variações do sinal y(t), como mostrado na Figura 2.8 [QAISAR, 2009].

Assim, a cada um dos intervalos [ts
k, t

s
k+1) pode ser associado um estado sk de valor y(ts

k) como

membro de um espaço de estados discretizado Y . A transição entre o estado sk−1 e o estado sk é

definida como um evento ek que é membro de um espaço de eventos Es do nó sensor. Portanto,

em cada tempo ts
k um evento ek é gerado. Além disso, cada tempo de transição e seu evento

associado criam uma sequência tempo evento da forma {(ts
k,ek)}. Desta sequência, os estados

do sinal podem ser obtidos com a execução de um algoritmo de forma a se obter a sequência

{(ts
k,sk)} [MCCANN, 2004], cuja sequência tempo valor do estado é {(ts

k,y(ts
k))}.

A amostragem de Lebesgue aplica-se adequadamente em muitos contextos. Um deles é em

sistemas de comunicação, onde a limitação de recursos impõe restrições severas sobre o nú-

4A amostragem por cruzamento de nível pode ser realizada também com base em níveis de energia e, não
apenas, necessariamente baseado na amplitude de uma sinal, como apresentado em detalhes nesse texto. Um
exemplo de amostragem por cruzamento de níveis de energia é apresentado no artigo [VELASCO, 2009]. Nesse
trabalho os autores apresentam um esquema de amostragem de cruzamento de nível baseado em eventos, no qual
o evento de amostragem ocorre quando a trajetória do sinal de energia da função de Lyapunov muda de um nível
de energia para outro.
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mero de medições e ações de controle a serem transmitidas [ÅSTRÖM; BERNHARDSSON,

2002], o que possibilita minimizar o número de eventos de comunicação necessários para man-

ter o NCS estável [MCCANN, 2004; YEPEZ, 2011]. Outra aplicação, consiste em combinar

a amostragem de Lebesgue a processos de decisão de Markov em problemas de otimização de

sistemas de controle, de forma a melhorar o desempenho e reduzir a utilização de recursos do

mesmo [XU; CAO, 2007].

Quando utilizada em aplicações de controle uma propriedade relevante do sistema com

amostragem de Lebesgue é que a estratégia de controle é uma interessante mistura de controle

direto e realimentado, o qual, frequentemente ocorre em sistemas biológicos [HOBBIE; ROTH,

2007]. Além disso, sistemas baseados em eventos podem ter comportamento equivalente ao de

um sistema não linear, o qual pode, em alguns casos, gerar ciclos limites [ÅSTRÖM, 2007].

Assim, futuras investigações são necessárias para desenvolver métodos analíticos para o projeto

de sistemas de controle baseados em eventos [MCCANN, 2004; ÅSTRÖM, 2007; HEEMELS,

2008]. Alguns métodos e/ou estratégias, já desenvolvidos, são apresentados em [MISKOWICZ,

2014] e em suas referências.

2.2.3 Modelo de temporização dos NCSs

O comportamento temporal da execução das tarefas nos nós e das transmissões dos pacotes

pela rede de comunicação, é um dos tópicos de pesquisa de fundamental relevância e crescente

interesse no escopo da teoria dos NCSs [HALEVI; RAY, 1988; KOPETZ, 1993; TÖRNGREN,

1998; WITTENMARK, 1995]. As razões disso são evidentes, uma vez que, é a partir da de-

finição da temporização de um NCS, durante a fase de projeto, que o mesmo passará a operar

quando em funcionamento.

Neste sentido, um diagrama de temporização, para a topologia S-C-A, no qual, é ilustrado

cada etapa de transição de mensagens, durante um COAC de um NCS é mostrado na Figura

2.9 [HALEVI; RAY, 1988]. Para relembrar o significado de ts
k, τ

s
k, tc

k, τ
c
k, ta

k e τa
k presentes na

Figura 2.9 veja Definição 2.1. Diagramas semelhantes ao da Figura 2.9 podem ser obtidos com

pequenas modificações para as topologias nNCS, S-CA e SC-A.

Seja k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · } um inteiro não negativo, então, a partir do tempo ts
k = kτs, a

cada intervalo de tempo τs, durante um tempo τs
k um timer no nó sensor gera uma interrupção.

A qual, aciona os conversores A/Ds, para ler os sensores e disponibilizar os dados lidos y(ts
k)

no buffer de transmissão, para envio imediato ao nó controlador (vide Figura 2.9). No instante

ts
k + τ

s
k o nó sensor envia os dados, resultantes da leitura dos sensores, pela rede de comunicação

ao nó controlador, em um intervalo de tempo possivelmente aleatório τsc
k . Quando esses dados

y(ts
k) chegam ao nó controlador, no instante tc

k = ts
k + τ

s
k + τ

sc
k , caso o nó controlador seja guiado

a eventos, uma interrupção é gerada no mesmo. Então, as informações são retiradas do buffer

de recepção e processadas. A partir daí, o sinal de erro de referência er(tc
k) de tempo discreto
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Figura 2.9: Diagrama de temporização para transição de mensagens em um NCS - topologia
S-C-A.

da entrada do controlador é gerado. Quando o nó controlador é guiado no tempo, os dados

provenientes dos sensores só serão processados quando um timer gerar uma interrupção, a qual,

ocorrerá em um instante de tempo pré-definido.

Independentemente do controlador ser guiado a eventos ou no tempo, a saída do controlador

u(tc
k) é calculada sempre em função dos últimos dados, lidos pelos sensores, presentes no buffer

de recepção do nó controlador ou a partir dos estados estimados por um observador de estados.

O tempo decorrido, desde a geração do evento de chegada dos dados no nó controlador, até a

atualização do sinal de erro de referência, processamento das rotinas de controle e envio de u(tc
k)

ao buffer de saída do nó controlador é τc
k. Para alguns autores a ocorrência desta interrupção é

definida para o instante ts
k + 0,5τs [WALSH., 2002]. Entretanto, este valor pode ser diferente e

deve ser escolhido de acordo com os requisitos de projeto.

Durante um tempo possivelmente aleatório τca
k , a partir do instante ts

k + τ
s
k + τ

sc
k + τ

c
k, u(tc

k) é

enviado ao nó atuador através da rede de comunicação. A partir do instante ta
k = ts

k + τ
s
k + τ

sc
k +

τc
k + τ

ca
k , durante um tempo τa

k , o nó atuador recebe os dados u(tc
k) do nó controlador, gera um

evento de chegada de novos dados e, imediatamente, conversões D/As são realizadas e os sinais

analógicos resultantes das conversões são aplicados nas entradas da planta. Até que novos dados

dos controladores cheguem ao atuador, a saída da planta y(t) evolui, em malha aberta, sempre

em função do último valor de u(tc
k). No instante ts

k + τ
s
k + τ

sc
k + τ

c
k + τ

ca
k + τ

a
k a malha é fechada,

restando a partir deste instante o intervalo de tempo ts
k+1 − (ts

k + τ
s
k + τ

sc
k + τ

c
k + τ

ca
k + τ

a
k) para

que um novo COAC seja iniciado. Evidentemente, se τk ≤ τs o k−ésimo COAC é finalizado

no instante ts
k+1, quando inicia-se o (k + 1)−ésimo COAC. Além disso, é desejável que o NCS

opere com τk ≤ τs. Entretanto, isso nem sempre acontece. Em alguns instantes, ainda que de

forma indesejável, pode ocorrer do NCS operar com τk > τs. Neste caso, o k−ésimo COAC é

finalizado somente após o instante ts
k+1. Por conseguinte, um novo COAC pode ser iniciado sem

que o COAC anterior tenha sido concluído.
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2.2.4 Fenômenos que podem ocorrer no controlador

Para NCSs com nós controladores guiados no tempo os controladores estão sujeitos aos fenôme-

nos da amostragem vazia (do inglês - vacant sampling) e da rejeição de mensagens. O primeiro

ocorre quando uma mensagem gerada no nó sensor durante o k-ésimo COAC não chega ao nó

controlador no k-ésimo COAC. Já o segundo ocorre quando duas ou mais mensagens geradas

no nó sensor até o (k + 2)-ésimo COAC chegam ao nó controlador no (k + 1)-ésimo COAC.

Estes fenômenos são ilustrados na Figura 2.10 [HALEVI; RAY, 1988].
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k ts
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k+2
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Figura 2.10: Diagrama de temporização para os sinais de controle e do sensor.

O intervalo de tempo constante ∆k na Figura 2.10 é denominado tempo de variação (time

skew) e é definido como a diferença entre os instantes de amostragem do sensor e do contro-

lador, isto é, ∆k = tc
k − ts

k [RAY; HALEVI, 1988]5. Os efeitos da amostragem vazia podem ser

minimizados implementando-se um observador de estados no nó controlador. Dessa maneira,

quando esta ocorrer durante o k-ésimo COAC do controlador, em vez do controlador executar

o algoritmo de controle em função dos dados do (k − 1)-ésimo COAC, os dados do k-ésimo

COAC são estimados e utilizados na execução do algoritmo de controle. Evidentemente, para

que a estimação seja possível o buffer de entrada do nó controlador deve ter a capacidade de ar-

mazenamento aumentada, de forma que com os dados dos COAC anteriores, nele armazenados,

seja possível estimar os dados necessários para a execução do algoritmo de controle do k-ésimo

COAC [RAY; HALEVI, 1988].

2.2.5 Redes de comunicação utilizadas em NCSs

As redes de comunicação utilizadas para fins de controle são caracterizadas pelo transporte fre-

quente de uma grande quantidade de pequenos pacotes de dados, entre um grande número de

nós. Além disso, estas redes devem atender a requisitos temporais críticos de aplicações em

5É claro que, ∆k = tc
k − ts

k constante, só faz sentido se as sequências {tc
k} e {ts

k}, embora variantes no tempo,
variarem de forma regular, isto é, tc

k = kτc e ts
k = kτs, onde τc e τs são, respectivamente, os períodos de amostragem

do controlador e do sensor. Neste caso, os nós sensores e os nós controladores são obrigatoriamente guiados no
tempo.
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tempo real [STANKOVIC, 1988]. Em outras palavras, devem apresentar atrasos limitados e

garantir sucessivas transmissões dentro de um intervalo de tempo limitado [LIAN; TILBURY,

2001]. Dessa maneira, a propriedade mais importante de uma rede de comunicação em um sis-

tema de controle é o atraso, ou tempo de latência, o qual pode degradar o desempenho da malha,

assim como, levar o NCS à instabilidade [LIAN; TILBURY, 2001; HRISTU-VARSAKELIS;

LEVINE, 2005, p.198].

A primeira geração de redes desenvolvidas para aplicações de controle foi projetada no fi-

nal dos anos oitenta do século XX. Dentre outras, podem ser citadas: a FIP (CENELEC EN

50170:3), SERCOS (CENELEC EN 61491), Interbus (CENELEC EN 50254), LON (EIA-

709.1), Profibus (CENELEC EN50170:2) e CAN (ISO 11898). A rede CAN6, em geral, tem

sido utilizada com sucesso em aplicações automotivas não críticas. Sua taxa de transmissão

máxima é de um megabits por segundo [BOSCH, 1991]. Variantes da CAN, como a SDS (IEC

62026-5) e a DeviceNet (IEC 62026-3) foram projetadas para automação industrial [HRISTU-

VARSAKELIS; LEVINE, 2005, p.220]. O protocolo de acesso ao meio da DeviceNet é o

CSMA/AMP (CSMA/arbitration on message priority) [LIAN; TILBURY, 2001; MOYNE; TIL-

BURY, 2007].

Também projetada para controle, a SERCOS tem seu mercado voltado para aplicações de

controle numéricas. A Interbus e a Profibus-DP são utilizadas em aplicações com entradas re-

motas e saídas em um controlador lógico programável (CLP). Na automação predial o destaque

é para a rede LON. Já em aplicações relacionadas à segurança o destaque é para a WorldFIP

(parte do padrão europeu da Profibus EN50170) [HRISTU-VARSAKELIS; LEVINE, 2005,

p.220]. Em aplicações automotivas críticas o destaque é para a rescente FlexRay, a qual é base-

ada em CAN e tem taxa de transmissão máxima de dez megabits por segundo [CONSORTIUM,

2005].

Outra rede que tem sido aperfeiçoada para ser utilizada em aplicações de controle é a Ether-

net, cujo protocolo de acesso ao meio é o CSMA/CD (carrier sense multiple access with colli-

sion detection). A taxa de transmissão da Ethernet é da ordem de gigabits por segundo. Outra

rede utilizada em controle é a ControlNet, cujo mecanismo de acesso ao meio se dá por passa-

gem de ficha [LIAN; TILBURY, 2001; MOYNE; TILBURY, 2007].

A seguir serão apresentadas as principais abordagens da teoria de controle para NCSs.

2.3 Modelo de estados aumentado determinístico

O modelo de estados aumentado determinístico do NCS foi obtido a partir dos modelos contínuo

da planta G(s) e discreto do controlador C(z). Tais modelos são lineares invariantes no tempo

6Em 2005 a rede CAN já era a mais utilizada em sistemas automotivos. Estimativas desta época apontam para
a utilização anual de cerca de 400 milhões de nós CAN empregados nas mais variadas aplicações [NAVET, 2005].
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e de dimensão finita, com entradas de controle u(t) constantes por partes (piecewise constant)

durante cada período de amostragem. O sistema de controle atrasado pode ser representado por

um vetor de estados aumentado. Este vetor é composto por estados da planta e do controlador

e pelas entradas atuais e atrasadas da planta e do controlador. Assim, o problema de atrasos

variantes no tempo pode ser tratado por um modelo de tempo discreto, dimensão finita e variante

no tempo, onde os atrasos não precisam satisfazer a restrição de serem múltiplos inteiros de um

determinado período de tempo [HALEVI; RAY, 1988].

Tal modelo é obtido a partir do modelo da planta G(s) que é linear invariante no tempo e de

dimensão finita, de onde pode-se obter infinitas realizações. Uma dessas realizações, com Ap,

Bp e Cp, matrizes de dimensões compatíveis, pode ser apresentado na forma

ẋp(t) = Apxp(t) + Bpu(t) (2.9)

y(t) = Cpxp(t) (2.10)

cujo modelo equivalente discreto é explicitado por:

xp(kτs + τs) = Φpxp(kτs) + Γpu(kτs) (2.11)

y(kτs) = Cpxp(kτs) (2.12)

onde:

Φp = eAcτs (2.13)

Γp =

∫ τs

0
eAc sdsBc (2.14)

Analogamente, uma realização do controlador C(z) em espaço de estados no domínio do

tempo discreto, com sinal de referência r(t), nulo, é dada por:

xc(kτs + τs) = Φcxc(kτs) − Γcŷ(kτs) (2.15)

u(kτs) = Ccxc(kτs) − Dcŷ(kτs) (2.16)

onde as matrizes Φc, Γc, Cc e Dc são de dimensões compatíveis e ŷ(mτs) = y((m − i)τs), com

i = {1,2, · · · , j}. Por fim, combinando as equações (2.11), (2.12), (2.15) e (2.16) em um vetor

de estados aumentado, com (l + 1) diferentes valores de u(t) em cada período de amostragem

τs, obtém-se a seguinte equação de estados:

x(kτs + τs) = Φ(kτs)x(kτs) (2.17)

onde x(kτs + τs) = [xp
T (kτs) yT (kτs − τs) · · · yT (kτs − jτs) xc

T (kτs) uT (kτs − τs) · · ·
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uT (kτs − lτs)]T é o vetor de estados aumentado e Φ(kτs) é a matriz de transição de estados

aumentada, cujos elementos são obtidos a partir das matrizes Φp(kτs), Γp(kτs), Cp, Φc(kτs),

Γc(kτs), Cc e Dc.

Neste mesmo trabalho [HALEVI; RAY, 1988] Halevi e Ray ainda mostraram que se a

sequência de atrasos é periódica, sempre existirá um inteiro positivo M, tal que, em (2.17)

Φ(kτs +M) = Φ(kτs), ∀k. Além disso, o NCS em malha fechada (2.17) é assintoticamente está-

vel se todos os autovalores λi da matriz ΨM
k =

M
∏

j=1
Φ(k + M − j) satisfizerem a condição |λi| < 1.

Isto é, todos os λi estiverem contidos no disco unitário [HALEVI; RAY, 1988].

Muito embora interessante, uma das desvantagens deste método é que ele não funciona

para controladores operando no modo guiado a eventos. Outra desvantagem, é que a dimen-

são do sistema aumentado resultante em malha fechada, cresce na proporção do crescimento

das dimensões dos vetores de estados da planta e do controlador, assim como, dos vetores de

entradas da planta e do controlador. Tais percalços impactam evidentemente no aumento do

tempo computacional para execução dos algoritmos desenvolvidos. Uma extensão desse mé-

todo para sistemas multitaxa, ou seja, com diferentes períodos de amostragem do controlador e

dos sensores, é apresentado em [LIOU; RAY, 1990] e será abordado a seguir.

2.4 Amostragem multitaxa

Na tentativa de resolver o problema da amostragem vazia, foi proposta uma técnica baseada na

amostragem dos sensores, controladores e atuadores com períodos de amostragem diferentes,

conhecida na literatura como abordagem multitaxa (do inglês multirate) [LIOU; RAY, 1990].

A idéia de Liou e Ray foi fazer τs < τc, segundo a relação τs/τc < 1, de forma a maximizar,

em cada COAC, as chances de chegadas de dados no nó controlador (veja Figura 2.11). Nesta

figura, o ∗ na linha do controlador, diz respeito aos dados dos sensores utilizados para o cálculo

do sinal de controle. Demais dados dos sensores que chegaram ao controlador dentro do mesmo

COAC e antes do dado marcado com ∗ são descartados pelo controlador, caracterizando assim

o fenômeno da rejeição de mensagens.

ts
k−1 ts

k ts
k+1 ts

k+2 ts
k+3 ts

k+4 ts
k+5 ts

k+6 ts
k+7 ts

k+8

tc
k tc

k+1 tc
k+2 tc

k+3

ta
k ta

k+1 ta
k+2

∗∗∗Controlador

Sensor

Atuador

Figura 2.11: Tentativa de minimizar a ocorrência do fenômeno da amostragem vazia.

No cenário assumido em [LIOU; RAY, 1990] os sensores e controladores são guiados no

tempo e o atuador é guiado a eventos. Neste caso, o intervalo de amostragem do atuador τak =



Capítulo 2. O estado da arte 44

ta
k+1 − ta

k é variante no tempo. A variabilidade temporal de τak ocorre devido ta
k variar em cada

COAC. Evidentemente, ta
k varia em cada COAC em consequência das variabilidades dos atrasos

introduzidos no NCS.

A técnica proposta em [LIOU; RAY, 1990], embora resolvesse parcialmente o problema da

amostragem vazia, criava um outro problema. Por um lado, o valor de τc não poderia crescer

muito e ultrapassar os limites clássicos da teoria para a escolha da taxa de discretização de con-

troladores. Por outro lado, para maximizar a ocorrência de chegadas de dados no controlador,

em cada COAC, τs deveria ser o menor possível. Entretanto, quando maior a redução do valor

de τs mais rapidamente criava-se um problema de aumento do tráfego de pacotes na rede, o que

é algo indesejável em NCSs. Devido a esses conflitantes paradigmas da escolha apropriada de

τs e τc e o consequente ônus desta escolha, esta técnica não conseguiu se consolidar.

Dessa maneira, os fenômenos da amostragem vazia e da rejeição de mensagens estão dire-

tamente relacionados. Quando o número de ocorrências das amostragens vazias diminui, o nú-

mero de ocorrência das rejeições de mensagens aumenta. A consequência disto é que, enquanto

a redução da ocorrência da amostragem vazia implica diretamente na melhoria da qualidade

dos sinais de controle, as rejeições de mensagens aumentam o tráfego da rede, o que provoca a

utilização ineficaz dos recursos físicos do NCS [RAY; HALEVI, 1988].

Duas outras referências desta abordagem são [RAVI, 1990; SALA, 2009]. Em [RAVI, 1990]

é obtida a parametrização de todos os controladores estabilizantes de um dado sistema multitaxa

discreto no tempo de dimensão finita linear variante no tempo. Já em [SALA, 2009] é desenvol-

vida uma estratégia de controle baseada na resintonia do controlador PID (Proportional Integral

Derivative) multitaxa de acordo com os atrasos variáveis detectados no NCS.

2.5 Compensação de atrasos

Como já enfatizado neste texto, os atrasos de comunicação introduzidos pela rede são τsc
k e τca

k .

Em geral, estes atrasos são variantes no tempo. No caso, só podem ser tratados juntos, isto

é, somados para fins de compensação no controlador, se não ocorrer a amostragem vazia ou a

rejeição de mensagem no controlador [HALEVI; RAY, 1988]. Além disso, como o atraso τca
k

ocorre após o controlador, ele deve ser estimado durante k-ésimo COAC ou medido7, durante

k-ésimo COAC, e compensado apenas no (k + 1)-ésimo COAC [YéPEZ, 2002]. Outra con-

sequência da introdução de atrasos variantes no tempo no sistema de controle é que técnicas

clássicas de análise e projeto, como as do domínio da frequência, desenvolvidas e consolidadas

para sistemas lineares invariantes no tempo, não funcionam para sistemas variantes no tempo

[HALEVI; RAY, 1988].

7Desde que os nós componentes do NCS estejam sincronizados, a medição de atrasos pode ser realizada via
técnicas de timestamping [JOHANNESSEN, 2004].
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2.5.1 O preditor de Smith

O preditor de Smith foi concebido para tratar o problema de atraso em plantas com função de

transferência do tipo G = GaGp [SMITH, 1957]. No caso, Ga = G1e−sT1 é a função de transfe-

rência do atuador (tratado por Smith como uma válvula). Este atuador introduz no sistema de

controle um atraso, ou tempo morto T1. Além disso, Gp = G2e−sT2 é a função de transferên-

cia do processo controlado, o qual introduz no sistema de controle um atraso T2. Em termos

ilustrativos, o diagrama de blocos convencional para o sistema de controle do processo com o

atuador é mostrado na Figura 2.12 [SMITH, 1957]. Neste diagrama, r(t) é o sinal de referência,

er(t) é o erro de referência, C é o controlador, u(t) é a saída do controlador, y(t) é o sinal de

realimentação (saída da planta), p(t) é uma perturbação e F é um dispositivo de medição da

saída do processo.

+
+

−

+

r(t) er(t)
C

Controlador

Perturbação

Dispositivo de medição

G1e−sT1 G2e−sT2

p(t)
u(t) y(t)

F

Figura 2.12: Diagrama de blocos do sistema de controle de um processo convencional.

O passo inicial do projeto, segundo a técnica desenvolvida e apresentada em [SMITH,

1957], consiste em projetar o controlador para o sistema de controle de fase mínima. Em outras

palavras, deve-se desconsiderar qualquer atraso e projetar o controlador de forma a se obter a

resposta desejada. Um diagrama de controle em malha fechada para o cenário do sistema de

controle de fase mínima, em questão, é mostrado na Figura 2.13a.

Concluído o projeto do controlador ótimo que satisfaça a um conjunto de requisitos deseja-

dos para o sistema de controle de fase mínima da Figura 2.13a, estabelece-se, por construção, a

partir da Figura 2.12, uma arquitetura ou diagrama de controle em malha fechada que forneça

uma resposta com comportamento equivalente ao sistema de controle da Figura 2.13a. O dia-

grama de controle que possibilita tal equivalência é mostrado na Figura 2.13b. Em seguida, a

partir de manipulações sobre o diagrama da Figura 2.13b, obtém-se o diagrama apresentado na

Figura 2.13c e deste o da Figura 2.14.

O resultado deste processo é uma malha menor, de alta frequência, em torno do controlador.

Esta malha menor opera como um gerador de pulsos, o qual, tem características semelhantes

ao de um filtro passa altas, de modo a rejeitar as baixas frequências, sem alterar a precisão

ou o comportamento da resposta do sistema de controle com atraso. Dessa maneira, a malha



Capítulo 2. O estado da arte 46

+
−

r(t) er(t)
C

Controlador Processo de
fase mínima

u(t) y(t)
G=G1G2

F

(a)

−+−

++ +

+
+

r(t) er(t)
C G1G2 e−s(T1+T2)

G2p(t)e−sT2

u(t) y(t)

F

F

(b)

−

+++
+

+
+

+
+

+
+

−

r(t) er(t)
C

FG2

FG2e−sT2

G1

G1e−sT1 G2e−sT2

e−sT2 p(t)

p(t)

p(t)

u(t) y(t)
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Figura 2.13: Etapas do projeto do sistema de controle segundo o preditor de Smith: (a) Sistema
de controle de fase mínima. (b) Sistema de controle com atrasos equivalente ao da Figura 2.13a.
(c) Sistema de controle com atrasos equivalente ao da Figura 2.13b.

menor possibilita utilizar o controlador projetado para o sistema sem atraso em um sistema com

atraso, de forma a garantir que o sistema de controle com atraso tenha o mesmo desempenho do

sistema de controle sem atraso. Ou seja, tem-se assim estabelecido um compensador de atrasos

denominado preditor de Smith, cujo nome é em homenagem a seu criador [SMITH, 1957].

De forma simplificada, a idéia básica deste preditor pode ser apresentada na Figura 2.15

[HAGGLUND, 1992]. Neste caso, G é a planta, Gm é o modelo da planta, Gs é o modelo da

planta sem atraso (modelo da planta de fase mínima), yp(t) é saída da planta, ym(t) é a saída do

modelo da planta e ys(t) é a saída do modelo da planta sem atraso. Observa-se ainda que, quanto

mais precisos forem Gm e Gs, melhor será o funcionamento do sistema. Isto é, o comportamento

da resposta do sistema de controle com atraso será tão mais próxima do comportamento do

sistema de controle de fase mínima, quanto mais precisos forem os modelos de Gm e Gs.
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Figura 2.14: Diagrama de blocos da etapa final do projeto do preditor de Smith.
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Figura 2.15: O preditor de Smith.

O preditor de Smith foi desenvolvido para sistemas invariantes no tempo. Para sistemas

variantes no tempo, como os NCSs, há dificuldades na aplicação do mesmo, o que motivou e

motiva o desenvolvimento de novas abordagens de compensação de atrasos, muitas delas, ins-

piradas no preditor de Smith [HAGGLUND, 1992; LINCOLN, 2002; LAI; HSU, 2010]. Por

exemplo, em Hagglund [HAGGLUND, 1992] é apresentado o projeto de um controlador PI

preditivo (PIP) para compensar atraso de transporte. O efeito do controlador PIP é similar ao

do preditor de Smith [SMITH, 1957] e ao do controlador baseado em modelo interno (internal

model controller - IMC). Entretanto, o projeto do controlador, para uma planta de primeira or-

dem com atraso, requer o cálculo de cinco parâmetros, ao se utilizar o preditor de Smith, quatro

outros quando o IMC é utilizado e três quando o PIP é utilizado. Além disso, o controlador

PIP tem vantagens semelhantes às dos controladores PIDs, podendo inclusive ser sintonizado

através do processo de tentativa e erro [HAGGLUND, 1992].

Por outro lado, em Lincoln [LINCOLN, 2002] é apresentado um método para compensar

atrasos variantes no tempo em sistemas de controle digitais semelhante ao do preditor de Smith.

A idéia é medir os atrasos, através de técnicas de timestamping, projetar um compensador linear

para atrasos variantes no tempo e adicioná-lo ao controlador original do sistema de controle, de

forma a melhorar a estabilidade e o desempenho do sistema de controle. A principal vanta-

gem dessa abordagem é que ela pode ser empregada mesmo sem se conhecer completamente o

modelo do processo.

Finalmente, em Lai e Hsu [LAI; HSU, 2010] é apresentado um preditor de Smith adaptativo

com um estimador de atraso online para uma estrutura de NCS remota. Com a utilização desta
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abordagem foi obtida uma significativa redução do efeito do atraso sobre o sistema de controle,

o que resulta em melhoria de seus desempenho e estabilidade. A vantagem desta técnica, ve-

rificada experimentalmente para o controle de posição do servo DC, está no fato de que, como

os atrasos são estimados de forma online, mesmo na ocorrência de grandes atrasos, o sistema

mantém a estabilidade e o desempenho. Todavia, vale a pena observar que, eventuais erros de

estimação iniciais podem resultar em grandes overshoots, o que é algo indesejável. Esquemas

de estimação também pode ser realizados em sistemas de controle guiados a eventos e com

restrição de recursos, bem como, para sistemas de controle multi-agentes. Para mais detalhes

sobre estas abordagens deve-se consultar [LIU, 2014] e suas referências.

2.5.2 Observadores e preditores distribuídos

A teoria clássica sobre observadores e preditores de estado não é nova e está estabelecida desde

meados do século XX. Observadores de estado são, em geral, utilizados para estimar estados de

um processo que, por alguma razão, são de difíceis medições, ou, cujo preço da instrumentação

de medição oneraria o custo da implementação do sistema de controle. Já os preditores de estado

são utilizados para estimar estados futuros da dinâmica de um processo. Ambos as técnicas são

baseadas no modelo do processo.

Em NCSs, um dos métodos utilizados para compensar atrasos é baseado na utilização de

observadores e preditores de estados [LUCK; RAY, 1990, 1994]. Neste caso, um dos desafios a

ser enfrentado é a questão da variabilidade temporal dos atrasos, muito comum em NCSs, e que

torna a análise do mesmo complicada. Para superar esta dificuldade Luck e Ray [LUCK; RAY,

1990, 1994] tornaram o NCS invariante no tempo. Com isto obtiveram um NCS determinístico.

E, portanto, com atrasos de comunicações τsc
k e τca

k constantes. Isto foi feito com a utilização

de filas FIFO (First-In-First-Out) Q1 e Q2, de comprimentos respectivos µ e θ, localizadas,

respectivamente, nas entradas do atuador e do controlador, como ilustrado na Figura 2.16.

Este método é utilizado para NCSs com plantas cuja dinâmica pode ser representada por:

ẋp(t) = Apxp(t) + Bpu(t − φ1) (2.18)

y(t) = Cpxp(t) (2.19)

além disso, na Figura 2.16, tem-se que:

z̄(kτs) = y(kτs − φ2) (2.20)

Z̄(kτs) = {z̄(kτs), z̄(kτs − τs), · · · } (2.21)

u(kτs) = C(Z̄(kτs)) (2.22)

onde, z̄(kτs) é o vetor de saída da planta atrasado, Z̄(kτs) é o conjunto de saídas passadas atrasa-
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das e C é a lei de controle. Os inteiros não negativos φ1 e φ2 são, respectivamente, os números

de amostras atrasadas nos vetores de entrada e saída da planta. Como Q1 tem comprimento µ

e Q2 tem comprimento θ, os valores máximos assumidos por φ1 e φ2 são, respectivamente, µ

e θ. Observa-se também que, a primeira amostra em Q2 processada pelo observador (Obs) é

y(kτs−θ) e a primeira entrada de controle no início de Q1 é u(kτs+µ), como ilustrado na Figura

2.16.
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Z̄(kτs)
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x̄p(kτs− θ+1)
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x̄p(kτs+µ)

Cp
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Figura 2.16: Diagrama de blocos, topologia S-C-A, do método de compensação de atraso base-
ado em preditor determinístico.

Dessa maneira, com a sequência de dados passados Z̄(kτs), armazenados em Q2, os estados

da planta são estimados, via observador de estados (Obs), executado no nó controlador. A

partir dos estados estimados x̄p(kτs − θ + 1) o predidor de estados (Pred) calcula o vetor de

estados x̄p(kτs + µ) que multiplicado por Cp resulta em ȳ(kτs + µ), a partir do qual é obtido

o erro de referência er(kτs + µ). Em seguida, com a execução da lei de controle, a entrada de

controle preditiva u(kτs + µ) é obtida, enviada ao nó controlador e armazenada na fila Q1. Após

conversões D/As da entrada de controle discreta u(kτs), a entrada de controle contínua u(t) é

aplicada na entrada da planta. O valor de u(t) permanece inalterado, devido a ação do segurador

de ordem zero (do inglês - Zero Order Hold - ZOH), até a chegada nos atuadores do próximo

valor do sinal de controle u(kτs + τs).

Para tratar da compensação de atrasos aleatórios Chan e Özgüner também utilizaram o mé-

todo das filas, mas apenas com preditores de estados [CHAN; ÖZGÜNER, 1994; CHAN; OZ-

GUNER, 1995], como ilustrado na Figura 2.17.
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Nó Controlador
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C

G
AS

RC

Figura 2.17: Diagrama de blocos, topologia S-CA, do método de compensação de atraso base-
ado em preditor probabilístico.

Neste caso, o modelo dinâmico da planta é definido a seguir

ẋp(t) = Apxp(t) + Bpu(t) (2.23)

y(t) = Cpxp(t) (2.24)

e seu modelo dinâmico equivalente discreto, obtido com o segurador de ordem zero [ÅSTRÖM;

WITTENMARK, 1997, p.34], é:

xp(kτs + τs) = Φxp(kτs) + Γu(kτs) (2.25)

y(kτs) = Cpxp(kτs) (2.26)

com

Φ = eApτs (2.27)

Γ =

∫ τs

0
eAp sdsBp (2.28)

Evidentemente, a supressão do observador de estados força o modelo dinâmico da planta

ser de ordem completo. Isto é, y(kτs) deve ser igual a xp(kτs), caso contrário, um observador de

estados deve ser adicionado ao NCS da Figura 2.17.

Dessa maneira, para melhorar a predição, Chan e Özgüner combinaram uma abordagem

probabilística com o conhecimento do comprimento dos dados da fila. As filas FIFO Q1, no nó

sensor, e Q2 no nó controlador têm comprimentos µ e 1, respectivamente. Neste caso, como

Q2 tem comprimento 1 e é tipicamente um registrador de deslocamento, cuja saída é denotada



Capítulo 2. O estado da arte 51

por ω(kτs). O número de mensagens de dados armazenadas em Q1 é definido como i e os

dados y(kτs) armazenados em Q1 são enviados a Q2, via rede de comunicação, de acordo com

a atribuição de prioridades, previamente definidas, dos componentes do NCS. Assim, o NCS é

eminentemente guiado no tempo. Isto significa que, se no instante tc
k, o dado y(kτs) não houver

chegado ao nó controlador, isto é, em Q2, ω(kτs) será feito igual a ω(kτs − τs) ou a qualquer um

dos dados do conjunto {y(kτs),y(kτs − τs), · · · , y(kτs − µτs)} presente em Q2.

Por outro lado, se i é conhecido e enviado juntamente com as amostras {y(kτs), · · · , y(kτs −
µτs)}, então a escolha de ω(kτs) se reduz ou a y(kτs − iτs) ou a y(kτs − iτs + τs) [CHAN;

ÖZGÜNER, 1994; CHAN; OZGUNER, 1995]. Com isso, o preditor tem como saber quando a

mensagem de dados foi enviada e calcular o estado preditivo x̄(kτs), o qual é dado por:

x̄p(kτs) = P0

[

Φ
i−1ω(kτs) +Wi

]

+ P1

[

Φ
iω(kτs) +Wi+1

]

(2.29)

com

Wi =
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⎪

⎪

⎪

⎪

⎪
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⎪
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⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪
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⎩
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Γ ΦΓ · · · Φi−2
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⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢
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⎢
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...
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⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥
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⎥

⎥

⎥

⎦

, para i ! 1
(2.30)

e as matrizesΦ e Γ de (2.29) e (2.30) são obtidas, respectivamente, de (2.27) e (2.28). Já P0 e P1

de (2.29) são matrizes de ponderação e são calculadas a partir das probabilidades de ocorrência

de y(kτs − iτs) e y(kτs − iτs + τs). Por fim, calculado x̄p(kτs) de (2.29) obtém-se imediatamente

ȳ(kτs) = Cpx̄p(kτs), a partir do qual calcula-se er(kτs) e após a execução da lei de controle

se obtém a saída do controlador u(kτs) que é aplicada na entrada da planta, como ilustrado na

Figura 2.17.

Metodologias de controle baseadas em filas, por um lado, têm a desvantagem de aumen-

tar o atraso de controle do NCS. Por outro lado, têm a vantagem de possibilitar modelar o

NCS com base em teorias clássicas e invariantes no tempo, como verificado nas abordagens

previamente apresentadas [LUCK; RAY, 1990, 1994; CHAN; ÖZGÜNER, 1994; CHAN; OZ-

GUNER, 1995]. Além disso, abordagens baseadas em observadores e preditores de estados são

fortemente dependentes do modelo da planta. Dessa maneira, quanto mais preciso for o modelo

da planta, melhor será o desempenho do observador e do preditor e, consequentemente, me-

lhor será o desempenho da malha fechada [CHOW; TIPSUWAN, 2001; TIPSUWAN; CHOW,

2003].

Diversas outras abordagens de controle para NCSs baseadas em observadores e preditores

de estados podem ser verificadas em [HESPANHA, 2007] e em suas referências. Entretanto,

embora sejam muitas as vantagens de se utilizar observadores de estados, é importante salientar



Capítulo 2. O estado da arte 52

que, a introdução de um observador de estados na malha de realimentação do controlador deve

ser realizada de forma cautelosa. Isto porque, o observador de estados pode indesejavelmente

reduzir as margens de fase e de ganho do sistema e assim afetar as propriedades de robustez e

de estabilidade do sistema de controle [DOYLE; STEIN, 1979].

2.5.3 Controle estocástico ótimo

A teoria de controle estocástico não é nova. Seu desenvolvimento foi impulsionada pelos es-

tudos e publicações de Kalman, em especial as dos filtros de Kalman discreto [KALMAN,

1960] e contínuo [KALMAN; BUCY, 1961], realizados no início da segunda metade do sé-

culo passado. Tal desenvolvimento possibilitou introduzir ruídos de medição e perturbações

variantes no tempo e de natureza estocástica no modelo do processo. Quando tal perturbação

tem comportamento estocástico gaussiano, diz-se tratar de um problema de controle gaussiano

quadrático linear (do inglês - Linear Quadratic Gaussian - LQG). Além disso, quando nem

todos os estados são medidos, é possível projetar um estimador de estados ótimo que minimiza

a variância do erro de estimação [ÅSTRÖM; WITTENMARK, 1997, p.408]. Este estimador de

estados ótimo é o filtro de Kalman. Ele pode ser implementado nos domínios dos tempos dis-

creto [KALMAN, 1960] e/ou contínuo [KALMAN; BUCY, 1961]. Por fim, quando um sistema

de controle é amostrado com intervalo de amostragem variante no tempo, a variância do sinal de

saída reduz em relação à variância do mesmo sistema de controle amostrado com intervalo de

amostragem fixo (periódico) [ÅSTRÖM, 2007; MENG; CHEN, 2012; MISKOWICZ, 2014].

A partir de tal abordagem, para os NCSs de topologia S-C-A, o modelo de estados de tempo

contínuo do processo controlado, em espaço de estados, é dado segundo Nilsson [NILSSON,

1998, p.32], por:

ẋp(t) = Apxp(t) + Bpu(t − τk) + v(t) (2.31)

y(t) = Cpxp(t) + w(t) (2.32)

onde v(t) e w(t) são processos estocásticos de ruído gaussiano branco não correlacionados e de

médias nulas. E, sob as hipóteses de que: τsc
k e τca

k são estocásticos, não correlacionados e com

τsc
k + τ

ca
k < τs; τc

k , τs, seja constante e esteja incluído em τca
k ; a rede seja livre de erros; cada

mensagem de dados sempre seja constante e tenha o mesmo comprimento; o tráfego da rede não

é sobrecarregado; os comprimentos das mensagens de dados de medição enviados do nó sensor

para o nó controlador e as saídas de controle enviadas do nó controlador para o nó atuador sejam

constantes; os nós controlador e atuador sejam guiados a eventos e o nó sensor seja guiado no

tempo; e, por fim, a informação de todos os atrasos passados, {τsc
0 ,τ

sc
1 , · · · , τ

sc
k , τ

ca
0 ,τ

ca
1 , · · · , τ

ca
k−1},

sejam conhecidos, isto é, medidos via timestamping. Estabelecidas estas hipóteses, Nilsson
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obteve, a partir da equação (2.31), o seguinte modelo equivalente discreto:

xp(kτs + τs) = Φxp(kτs) + Γ0(τsc
k ,τ

ca
k )u(kτs) + Γ1(τsc

k ,τ
ca
k )u(kτs − τs) + v(kτs) (2.33)

y(kτs) = Cpxp(kτs) + w(kτs) (2.34)

onde

Φ = eApτs (2.35)

Γ0(τsc
k ,τ

ca
k ) =

∫ τs−τsc
k −τ

ca
k

0
eAp sdsBp (2.36)

Γ1(τsc
k ,τ

ca
k ) =

∫ τs

τs−τsc
k −τ

ca
k

eAp sdsBp (2.37)

A lei de controle ótima, baseada em realimentação de estados e programação dinâmica que

minimiza a função de custo

JN = E
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(2.38)

é dada por:

u(kτs) = −L(τsc
k ,cm(kτs))

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

xp(kτs)

u(kτs − τs)

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

(2.39)

onde, na equação (2.38) E denota a esperança matemática e QN e Q são matrizes de ponderação,

com Q simétrica e positiva semi-definida, dada por

Q =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

Q11 Q12

Q21 Q22

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

(2.40)

e em (2.40) Q22 é positiva definida [NILSSON, 1998, p.92].

Já cm(kτs), em (2.39), é o estado da cadeia de Markov [NILSSON, 1998, p.92]. Um exemplo

simples de cadeia de Markov para modelar o comportamento da carga de uma rede de comuni-

cação, isto é, o comportamento dos atrasos τsc
k e τca

k , é mostrado na Figura 2.18.

B M A

qBB qMM qAA

qMB

qBM qMA

qAM

qBA

qAB

Figura 2.18: Exemplo de uma cadeia de Markov para modelar o estado de carga da rede.
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Nesta figura, a carga do tráfego da rede é modelado por três estados: cargas baixa B; média

M; e, alta A, respectivamente. As probabilidades de transições P, são indicadas sobre os arcos

qi j e dadas por [NILSSON, 1998, p.31].

qi j = P{cm+1 = j|cm = i}, com i, j ∈ [B,M,A] (2.41)

Além disso, quando a cadeia de Markov tem o estado ck ∈ {1, · · · ,m} a matriz de transição de

estados Q = {qi j}, i, j ∈ {1, · · · ,m} é dada por qi j = P{cm+1 = j|cm = i} [NILSSON, 1998, p.76].

Os resultados de desempenho baseados na abordagem do controlador estocástico ótimo são

melhores que os resultados clássicos [NILSSON, 1998, p.74]. A desvantagem dessa aborda-

gem é a necessidade de uma grande quantidade de memória do controlador para armazenar os

dados passados, tanto dos estados da planta e do controlador, como dos atrasos. Além disso,

as hipóteses sobre as quais a teoria se sustenta são muito frágeis, uma vez que, é significati-

vamente difícil assegurar que τk = τ
sc
k + τ

ca
k < τs ou ainda que nunca ocorra perda de pacotes

durante o funcionamento do NCS [CHOW; TIPSUWAN, 2001]. Por fim, caso as informações

de estado completo não sejam disponíveis, um filtro de Kalman pode ser utilizado para estimar

os estados. Abordagens com controlador estocástico ótimo semelhantes a esta são obtidas por

Nilsson e Gupta e são apresentadas em [NILSSON, 1998; GUPTA, 2009]. Nesta abordagem

[NILSSON, 1998] são mantidas as mesmas hipóteses já apresentadas aqui e os atrasos não são

modelados por uma cadeia de Markov, o que é equivalente a fazer em (2.39) cm(kτs) = 0. Já em

Gupta [GUPTA, 2009] a hipótese de perdas de pacotes é relaxada.

2.6 Estabilidade de NCSs

A estabilidade de um NCS pode ser vista como a composição ou a verificação da estabilidade

de dois sistemas. Um é o sistema de controle propriamente dito nNCS, e outro, a rede de

comunicação. A rede comunicação é dita instável quando o tamanho da fila dos buffers dos nós

componentes tende para o infinito quando o tempo cresce. Neste caso, quando a rede é instável

os atrasos gerados por ela aumentam a tais níveis, que degradam o desempenho do sistema. O

resultado desta degradação pode ser a instabilidade do NCS [LIAN; TILBURY, 2001].

A estabilidade via co-projeto é obtida na fase de projeto dos NCSs. Este tipo de estabilidade

foi inicialmente suportada por técnicas de escalonamento [BRANICKY, 1995; CERVIN, 2003]

e anos mais tarde pela abordagem de margem de jitter, denotada por Jm(L). A definição da Jm(L)

foi introduzida por Cervin em [CERVIN, 2004]. Seu advento foi possível graças ao teorema de

estabilidade para sistemas de controle SISO (single input single output) com atrasos de entrada e

saída limitados e variantes no tempo [KAO; LINCOLN, 2004]. Para a formulação deste critério

de estabilidade admite-se que o sistema de controle nNCS seja estável. Além disso, o resultado
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obtido é válido para o caso do sistema de controle de tempos contínuo, discreto e misto. Um

sistema de controle é dito misto quando ele contém partes operando em tempo contínuo e partes

operando em tempo discreto. Na Figura 2.19 é ilustrado o caso contínuo no tempo.

+

∆

G(s)

C(s)

p

Figura 2.19: Sistema linear invariante no tempo com atraso variante no tempo na malha de rea-
limentação, onde: p é a perturbação; G(s) e C(s) são, respectivamente, a planta e o controlador
contínuos no tempo e ∆ é o operador de atraso variante no tempo.

Dessa maneira, para o sistema em malha fechada da Figura 2.19, com funções de transferên-

cias G(s) e C(s) com representações contínuas, o sistema é estável para qualquer atraso variante

no tempo definido por

∆(v) = v(t − δ(t)), 0 ≤ δ(t) ≤ δmax (2.42)

se
∣

∣

∣

∣

∣

G( jω)C( jω)
1 +G( jω)C( jω)

∣

∣

∣

∣

∣

<
1
δmaxω

, ∀ω ∈ [0,∞], (2.43)

O resultado precedente é válido para sistemas SISO e é baseado no teorema do ganho pe-

queno [JIANG, 1994]. Todavia, segundo os autores Kao e Lincoln, o mesmo pode ser generali-

zado para o caso de sistemas MIMO (multiple-input-multiple-output), através de técnicas LMIs

(linear matrix inequalities)8. Observa-se ainda que, se o sistema de controle em malha fechada

tem um pico de ressonância, então este é o ponto mais provável em que a equação (2.43) po-

derá vi a se tornar inválida. Assim, para um sistema com curva de Nyquist em que o pico de

ressonância ocorra em torno da frequência de corte ωc, isto é, onde |C( jωc)G( jωc)| = 1, tem-se:

∣

∣

∣

∣

∣

G( jωc)C( jωc)
1 +G( jωc)C( jωc)

∣

∣

∣

∣

∣

=
1

|e jϕm − 1|
=

1
√

ϕ2
m + O(ϕ4

m)
, (2.44)

onde ϕm é a margem de fase, que é assumida satisfazer ϕm < 1 radiano. Fazendo na equação

(2.43) ω = ωc, obtém-se:

∣

∣

∣

∣

∣

G( jωc)C( jωc)
1 +G( jωc)C( jωc)

∣

∣

∣

∣

∣

≈ 1
ϕm
<

1
δmaxωc

, ⇔ ϕm > δmaxωc (2.45)

a qual é, do teorema de Nyquist, a exata condição de estabilidade para um atraso constante δmax.

Dessa maneira, a margem de jitter foi inspirada no conceito de margem de fase9. Assim, uma

8Tudo indica que a extensão de tal resultado não seja tão trivial assim. Até hoje espera-se por ela.
9Detalhes sobre a margem de fase, veja: [FRANKLIN, 2006, p.267], [FRANKLIN, 1998, p.36], [OGATA,

2003, p.440] e [KUO, 1992, p.406]
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vez obtido o valor da margem de jitter é possível determinar a estabilidade e o desempenho do

NCS, tal como é feito quando se utiliza a margem de fase na teoria clássica de controle.

Como hipótese, a abordagem da margem de jitter parte do pressuposto que τk pode ser

dividido em duas partes. Uma fixa L e uma variável J, denominada jitter, como mostrado na

Figura 2.21. Além disso, considera-se que o sistema de controle seja semelhante ao da Figura

2.19 e tenha um ZOH na saída do controlador e a saída da planta seja amostrada periodicamente

por um amostrador periódico (do inglês - periodic sampler) Sh como ilustrado na Figura 2.20.

+

∆

G(s)

ShC(z)ZOH

p

Figura 2.20: Sistema de controle com atraso variante no tempo na malha de realimentação,
onde: p é a perturbação; G(s) e C(z) são, respectivamente, a planta contínua, controlador dis-
creto e ∆ é o operador de atraso variante no tempo.

A partir dessas hipóteses define-se a seguir a margem de jitter.

Definição 2.2 (Margem de jitter) Dado um sistema como o da Figura 2.19, acrescida do ZOH

e do Sh, como ilustrado na Figura 2.20, a margem de jitter é definida como o maior número

Jm(L) > J para o qual a estabilidade da malha fechada do sistema de controle, submetido a

qualquer valor de atraso variante no tempo contido no intervalo [L,L + Jm(L)], é preservada.

ts
k ts

k+1
t

Entrada Saída

L J

Figura 2.21: Divisão do atraso de controle τk = L + J em parte constante L e parte variável J.

Observa-se que, como o critério de estabilidade obtido por Lincoln [KAO; LINCOLN,

2004] adveio do teorema de Nyquist, ele não é muito conservativo. Além disso, parte dessa

conservatividade foi reduzida por Mirkin [MIRKIN, 2007] em cerca de 57%. Isto é, Mirkin

obteve um novo limite para δmax. Este novo limite é δmax = (π/2)δ′max ≈ 1,57δ′max [MIRKIN,

2007], onde δ′max é o atraso obtido por Lincoln [KAO; LINCOLN, 2004]. O significado explí-

cito do aumento δmax obtido por Mirkin [MIRKIN, 2007] é o aumento do valor máximo de τk

em cerca de 57%. Tal aumento tem uma série de benefícios para o NCS, entre os quais: o valor

de τs pode ser aumentado, o que acarreta numa imediata redução da quantidade de pacotes de

dados que trafegarão na rede de comunicação, redução do número de colisões de pacotes no
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meio de comunicação, assim como, aumento das utilizações do barramento de comunicação e

da largura de banda da rede de comunicação [HRISTU-VARSAKELIS; LEVINE, 2005, p.198].

Embora a abordagem de co-projeto via margem de jitter seja recente, a literatura a este

respeito é diversificada [PEREZ, 2006, 2006; SANTOS, 2008; TABBARA, 2007; ERIKSSON,

2009]. Tal diversidade é justificada pela simplicidade da abordagem de co-projeto via margem

de jitter, aliado ao fato do projeto do sistema de controle poder ser realizado utilizando técnicas

clássicas de controle invariante no tempo.

2.7 Determinação do atraso de controle

Uma condição suficiente para que os NCSs operem de maneira estável é o cumprimento do

máximo atraso de controle τm suportado por cada malha de controle. Em outras palavras, se

τk ≤ τm a estabilidade do NCS é assegurada. Dessa maneira, obter τm não conservativo é de

fundamental relevância para a otimização dos recursos dos NCSs. Isto porque, em um sistema

de dados amostrados, τm está diretamente relacionado com τs. Por conseguinte, quando se uti-

liza um ZOH em um sistema de controle linear invariante no tempo, a ação do segurador do

ZOH introduz um atraso médio de τs/2 no sistema de controle [ÅSTRÖM; WITTENMARK,

1997, p.320], [FRANKLIN, 1998, p.63], [FRANKLIN, 2006, p.454]. Neste caso, diz-se que

τs é considerado um parâmetro comum do sistema de controle e da rede de comunicação [HA-

LEVI; RAY, 1988].

Do ponto de vista da teoria clássica de controle, no tocante ao projeto do sistema de con-

trole, tem-se que quanto menor o valor de τs, mais a resposta do sistema discreto no tempo se

aproxima da resposta do sistema contínuo no tempo [ÅSTRÖM; WITTENMARK, 1997, p.15].

Por outro lado, quanto menor o valor de τs, maior a freqüência de amostragem e, conseqüente-

mente, maior é o tráfego de pacotes na rede [HALEVI; RAY, 1988], bem como, maior largura

de banda é requisitada. Dessa maneira, é fundamental a busca de um τs máximo τsm que, por

um lado, mantenha a integridade do sistema de controle discreto, e por outro lado, otimize a

largura de banda da rede de comunicação. A busca desse τsm teórico tem sido realizada de forma

indireta, através da determinação de τk máximo, denotado por τm.

A definição de τm foi feita inicialmente por Kim [KIM, 1998] como o MADB (Maximum

Allowable Delay Bound). Kim [KIM, 1998] determinou τm através da teoria de Lyapunov e com

um método de escalonamento conseguiu limitar e reduzir a intensidade dos atrasos do NCS. Já

Walsh [WALSH, 1999; WALSH., 2002] definiu-se τsm como o MATI (Maximum Allowable

Transfer Interval)10 e o obteve para sistemas não lineares, com base na teoria de Lyapunov e

no método das perturbações [KHALIL, 1996, p.203]. Entretanto, o valor de τsm obtido por

Walsh foi muito conservativo. Desde então, iniciou-se uma corrida pela busca do τsm menos

10A notação para o MATI definida por Walsh foi τm. Entretanto, aqui assumirá-se-a uma notação própria τsm .
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conservativo [NEŠIĆ; TEEL, 2004a, 2004b; CARNEVALE, 2007b]. Diversos foram os mé-

todos e abordagens utilizados na tentativa de determinar τsm não conservativo. A seguir serão

apresentados alguns deles.

2.7.1 Método de escalonamento

Os mais diversos métodos de escalonamentos são frequentemente utilizados na teoria de siste-

mas em tempo real, como forma de pré-estabelecer o comportamento temporal de um sistema.

Este comportamento temporal pode se dá a nível de CPU, barramento de comunicação, ou

até mesmo, a nível de máquina virtual, como utilizado, por exemplo, na máquina virtual Java

presente na linguagem de programação Java.

Em NCSs, métodos de escalonamento também são intensamente utilizados e, muitas vezes,

indispensáveis. Neste sentido, métodos de escalonamento foram utilizados por Kim [KIM,

1998] para limitar e reduzir a intensidade dos atrasos do NCS, bem como, para determinar o

valor de τm por meio do método de estabilidade de Lyapunov. Para tal, Kim modelou o NCS

com três atrasos: τsc
k , τc

k e τca
k (vide Definição 2.1) e a dinâmica de cada malha de controle do

NCS para o k−ésimo COAC como:

ẋ(t) = Fx(t) + F1x(t − τ1) + F2x(t − τ2) + F3x(t − τ3) (2.46)

onde:

x(t) = [xp
T (t) xc

T (t)]T , (2.47)

F =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

Ap 0

0 Ac

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

, F1 =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

0 0

BcCp 0

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

, F2 =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

BpAcCp 0

0 0

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

, F3 =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

0 BpCc

0 0

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

(2.48)

0 ≤ τ1 = τ
sc
k ≤ τ

sc
kmax
= τ1max (2.49)

0 ≤ τ2 = τ
sc
k + τ

ca
k + τ

c
k ≤ τsc

kmax
+ τca

kmax
+ τc

kmax
= τ2max (2.50)

0 ≤ τ3 = τ
ca
k + τ

c
k ≤ τca

kmax
+ τc

kmax
= τ3max (2.51)

com xp ∈ Rnp e xc ∈ Rnc , respectivamente, os estados da planta e do controlador, cujas repre-

sentações em espaço de estados são dadas por:

ẋp(t) = Apxp(t) + Bpu(t − τca
k ) (2.52)

y(t) = Cpxp(t) (2.53)

ẋc(t) = Acxc(t) + Bcer(t − τsc
k ) (2.54)

u(t) = Ccxc(t) (2.55)

As matrizes de estado Ap, Bp, Cp e Ac, Bc e Cc são, respectivamente, da planta (índice p)
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e do controlador (índice c) com dimensões apropriadas. Portanto, cada malha de controle do

NCS pode ser descrita como em (2.46) com três tipos de atrasos. Neste caso, Kim [KIM, 1998;

PARK, 2002] mostrou que a malha de controle do NCS, dada em (2.46), é estável se

τk <
σ

δ
∑3

i=1 ∥Fi(F +
∑3

i=1 Fi)∥
= τm (2.56)

onde: τk = max
i
τimax , σ =

λmin(Q)
2λmax(P) , δ =

[

λmax(P)
λmin(P)

]1/2
, λmax(·) e λmin(·) são, respectivamente, o

máximo e o mínimo autovalores da matriz e, finalmente, P e Q são matrizes definidas positivas

simétricas da seguinte equação de Lyapunov:

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

F +

3
∑

i=1

Fi

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

T

P + P

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

F +

3
∑

i=1

Fi

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

= −Q (2.57)

2.7.2 Método das perturbações

O método das perturbações [KHALIL, 1996, p.203] foi aplicado, inicialmente em NCS, por

Walsh [WALSH, 1999, 2001]. Nestes artigos os autores determinaram o comportamento assin-

tótico do NCS para sistemas não lineares. O controlador do NCS era previamente projetado

sem considerar a presença da rede de comunicação. Isto é, o controlador era projetado para a

topologia nNCS, ilustrada na Figura 2.4a. Como a introdução da rede no sistema de controle

causa uma perturbação no sistema de controle, Walsh modelou o NCS com o método das pertur-

bações. Já em Walsh [WALSH, 1999; WALSH., 2002] foi utilizado o método das perturbações

para determinar o valor de τsm do NCS, respectivamente, para as topologias S-CA e S-C-A.

Topologia S-CA

Um diagrama da topologia S-CA é ilustrado na Figura 2.4b. Para esta topologia a representação

dinâmica da planta, em espaço de estados, é dada por:

ẋp(t) = Apxp(t) + Bpu(t) (2.58)

y(t) = Cpxp(t) (2.59)

onde: xp ∈ Rnp é o estado da planta. Sem perda de generalidade, Dp = 0. E, a representação

dinâmica do controlador em espaço de estados, projetado sem considerar os efeitos da rede de

comunicação, é dada por:

ẋc(t) = Acxc(t) + Bcer(t) (2.60)

u(t) = Ccxc(t) + Dcer(t) (2.61)
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onde, no erro de referência er(t) = r(t) − y(t − τsc
k ) = r(t) − ŷ(t) é considerado apenas a parte

dinâmica, isto é, r(t) = 0, o que resulta em:

er(t) = −ŷ(t) = −y(t − τsc) (2.62)

Dessa maneira, substituindo a equação (2.62) em (2.60) e em (2.61), obtém-se:

ẋc(t) = Acxc(t) − Bcŷ(t) (2.63)

u(t) = Ccxc(t) − Dcŷ(t) (2.64)

Devido a introdução da rede de comunicação no sistema de controle, existirá sempre um

erro e(t) associado à saída da planta ŷ(t). Este erro foi considerado por [WALSH, 1999] como

e(t) = y(t)− ŷ(t). Entretanto, neste texto será considerado segundo e(t) = ŷ(t)− y(t) e como em

[WALSH, 1999] é conseqüência direta do efeito do atraso introduzido pela rede de comunicação

sobre o sistema de controle. Essa mudança não modifica a análise nem os resultados da mesma.

Por fim, definindo x(t) = [xp(t) xc(t)]T , desde que z(t) = [x(t) e(t)]T seja o estado do NCS

em malha fechada, e ti o instante de transmissão de um pacote. Para t ∈ [ti,ti+1), i = 0,1,2, . . . , a

dinâmica do sistema global pode ser escrita como:

ż(t) = [ẋ(t) ė(t)]T
=
[

ẋp(t) ẋc(t) ė(t)
]T
= Az(t) =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

A11 A12

A21 A22

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

z(t) (2.65)

z(t) = [xp(t) xc(t) e(t)]T , (2.66)

onde:

A11 =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

Ap − BpDcCp BpCc

−BcCp Ac

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

, A12 =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

−BpDc

−Bc

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

(2.67)

A21 =
[

CpAp − CpBpDcCp CpBpCc

]

, A22 =
[

−CpBpDc

]

(2.68)

Considerações complementares, a respeito da estabilidade do NCS, obtidas a partir da re-

presentação precedente serão apresentadas no tópico seguinte, tanto para a topologia S-C-A,

quanto para S-CA.

Topologia S-C-A

Um diagrama da topologia S-C-A é ilustrado na Figura 2.4d. Para esta topologia a representação

dinâmica da planta, em espaço de estados, é dada por:

ẋp(t) = Apxp(t) + Bpû(t) (2.69)

y(t) = Cpxp(t) (2.70)



Capítulo 2. O estado da arte 61

e a representação dinâmica do controlador, em espaço de estados, é dada por (2.63) e (2.64).

Além disso, para este caso o erro e(t) é associado às saídas da planta ŷ(t) e do controlador û(t).

Tal erro é determinado a seguir e é conseqüência direta do efeito do atraso introduzido pela rede

sobre o sistema de controle [WALSH., 2002].

e(t) =

⎡

⎢
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⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

ep(t)

ec(t)

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

=

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

ŷ(t) − y(t)

û(t) − u(t)

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

(2.71)

Finalmente, a representação dinâmica do NCS em malha fechada é dado por:

ż(t) = [ẋ(t) ė(t)]T
=
[

ẋp(t) ẋc(t) ėp(t) ėc(t)
]T
= Az(t) =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

A11 A12

A21 A22

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

z(t) (2.72)

com

z(t) = [xp(t) xc(t) ep(t) ec(t)]T , (2.73)

e:

A11 =
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Ap − BpDcCp BpCc

−BcCp Ac

⎤
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⎥
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(2.74)

A12 =

⎡
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−BpDc Bp

−Bc 0nc×nc
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(2.75)

A21 =
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A11 (2.76)

A22 =
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A12 (2.77)

Como foi assumido, em ambas as topologias, que o controlador foi projetado sem considerar

os efeitos da rede, A11 é dita de Hurwitz11.

Para determinar τsm , Walsh escreveu as equações de estado do NCS em malha fechada como:

ẋ(t) = A11x(t) + g(x(t),x̂(t)), (2.78)

onde

g(x(t),x̂(t)) = A12e(t) (2.79)

é considerado uma perturbação evanescente (do inglês - vanishing disturbance) generalizada12

11Uma matriz é dita de Hurwitz, quanto todos seus autovalores têm parte real negativa [KHALIL, 1996, p.123].
12g(x(t),x̂(t)) é uma perturbação evanescente se g(0,x̂(t)) = 0, ∀t.
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[KHALIL, 1996, p.204], que sob condições de operação normal, quando x(t)→ 0, g(x(t),x̂(t))→
0, pois x̂(t) carregará x(t) estritamente. Dessa maneira, desde que se conseguisse uma forma

de fazer g(x(t),x̂(t)) → 0 quando t → ∞, estaria demonstrado a estabilidade do NCS. Walsh

demonstrou no caso, a seguinte condição de estabilidade do NCS:

∥D∥∥A11∥∥A11 + D∥−1
(

e∥A11+D∥τsm − 1
)

e∥A11+D∥τsm

1 − ∥D∥∥A11 + D∥−1
(

e∥A11+D∥τsm − 1
) <

1
2λmax(P)

(2.80)

1 − ∥D∥∥A11 + D∥−1
(

e∥A11+D∥τsm − 1
)

> 0, (2.81)

onde P é uma matriz simétrica definida positiva solução da equação de Lyapunov PA11+AT
11

P =

−I do nNCS e a matriz D é, respectivamente, para as topologias S-CA e S-C-A, dada por:

D =
[

A12Cp 0(np+nc)×nc

]

, (2.82)

D = A12
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⎢
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DcCp Cc

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

, (2.83)

onde, evidentemente em (2.82) e (2.83) a matriz A12 é, respectivamente, dada por (2.67) e

(2.75). Além disso, pode-se observar, da equação (2.80), que após algumas manipulações ma-

temáticas, é possível mostrar que

τsm <
1
b

ln
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⎨
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√

(

1 − k1
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)2
+

4k1
a

(

1 + b
c

)

2

⎫

⎪

⎪

⎪

⎪

⎬

⎪

⎪

⎪

⎪

⎭

(2.84)

com a = ∥A11∥, b = ∥A11 + D∥, c = ∥D∥, k1 = 1/[2λmax(P)] e ln denota a função logaritmo

natural, também conhecida como logaritmo neperiano.

O valor de τsm determinado por Walsh para topologia S-C-A foi cerca de dez mil vezes me-

nor que o valor obtido em simulação [WALSH., 2002], o que veio a caracterizar o método das

perturbações como conservador. Já em [NEŠIĆ; TEEL, 2004a] essa conservatividade foi redu-

zida em cerca de mil vezes. Contudo, ainda assim, o valor de τsm determinado por Nešić ainda

era cerca de dez vezes menor que o esperado, obtido em simulação. Para conseguir determinar

o valor do MATI mais próximo do ideal, inicialmente em [NEŠIĆ; TEEL, 2004a] foram utili-

zados os teoremas do ganho pequeno [JIANG, 1994] para provar a estabilidade entrada-estado

(do inglês - Input-to-State Stable - ISS). Em seguida, estes autores conseguiram melhorar o

resultado utilizando o teorema do ganho pequeno combinado com a teoria de estabilidade de

Lyapunov [CARNEVALE, 2007a, 2007b]. As abordagens desenvolvidas em [NEŠIĆ; TEEL,

2003, 2004a, 2004b; CARNEVALE, 2007b, 2007a] para determinar τsm tiveram como ponto de

partida a representação em espaço de estados do NCS em malha fechada, topologia S-C-A, das
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equações (2.72)-(2.77). Neste caso, τsm é dado por:

τsm <
1
L

ln
(

L + γ
ρL + γ

)

(2.85)

onde ρ caracteriza as propriedades de estabilidade do protocolo de escalonamento utilizado e,

tipicamente, depende do número de nós da rede; L caracteriza o possível crescimento do erro

entre os valores reais de entrada e saída e seus últimos valores transmitidos via rede, isto é,

L > 0 diz respeito à expansão da função de Lyapunov do protocolo de comunicação entre

tempos de transmissão; γ é o ganho de perturbação Lp que captura as propriedades de robustez

do sistema sem a rede, isto é, do sistema de controle nNCS [NEŠIĆ; TEEL, 2003] e diz respeito

à contração da função de Lyapunov do protocolo de comunicação entre tempos de transmissão

[CARNEVALE, 2007a]. Desde então, diversos protocolos de rede rede têm sido propostos e/ou

melhorados para suportar um MATI menos conservativo [HEEMELS, 2010; TOLIC; HIRCHE,

2017].

2.7.3 Análise - MATI não conservativo

A não determinação analítica exata do MATI impacta diretamente na não otimização dos recur-

sos físicos dos NCSs. O que leva, inevitavelmente, à necessidade de maior largura de banda

da rede de comunicação e utilização de CPUs dos nós componentes com maior capacidade de

processamento. Além disso, requer, sensores e atuadores com conversores A/D (Anologic to

Digital) e D/A (Digital to Anologic) com taxas de conversões mais rápidas do que de fato é

necessário. Todos esses fatores impactam diretamente no aumento do custo final da instrumen-

tação para implementação dos NCSs. Além disso, como efeito colateral, causam o aumento do

consumo de energia dos nós [XIA, 2008]; provoca o estresse dos componentes, uma vez que,

para satisfazer os requisitos temporais impostos pelo MATI, as CPUs dos nós componentes têm

que operar com frequências de clocks maiores que as necessárias; assim como, aumento do

tráfego de pacotes de dados na rede de comunicação, uma vez que, uma quantidade maior que

o necessário de pacotes de dados passa a trafegar na rede.

2.8 Considerações finais

Embora os NCSs tenham surgido a cerca de quarenta anos, o desenvolvimento teórico da área

ainda não se consolidou [CARNEVALE, 2007a]. Trata-se de um problema multidisciplinar cu-

jas dificuldades são visivelmente desafiadoras. Uns tentam ou tentaram resolvê-lo do ponto de

vista da teoria de controle, outros com teorias de sistemas em tempo real. Assim, historicamente

as abordagens são desenvolvidas sob uma ou outra visão. Contudo, em ambas as vertentes, as

metodologias, abordagens e os resultados obtidos, ainda que apresentem vantagens e desvan-
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tagens, como mostrado neste capítulo, são quase sempre baseados em hipóteses não realistas

[CHOW; TIPSUWAN, 2001]. Portanto, ainda são necessários grandes investimentos em pes-

quisa para que os NCSs sejam efetivamente utilizados em plenitude, sem a subutilização dos

recursos físicos do sistema, como é feito atualmente.

Dessa maneira, muito esforço tem sido despendido para desenvolver o arcabouço teórico

necessário para superar as dificuldades e limitações até então enfrentadas, onde o problema

central é o atraso e seus efeitos sobre o sistema de controle. Para amenizar os efeitos do atraso

ou obtê-lo analiticamente de forma a preservar a estabilidade do NCS diversas técnicas foram

propostas na literatura. Entretanto, como referenciado neste capítulo, todas estas soluções são

obtidas a partir de hipóteses quase sempre não realistas ou um tanto quanto restritivas [CHOW;

TIPSUWAN, 2001]. Uma dessas considerações é a de fazer o NCS invariante no tempo. Isso,

embora facilite o tratamento sob o ponto de vista da análise matemática, parece inadequado

para abordar um problema que é eminentemente variante no tempo. Além disso, tal abordagem

torna o atraso de controle maior do que de fato ele é, sem garantias reais de que na prática

ele seja inferior ao valor máximo pré-estabelecido em projeto. Uma dessas técnicas é a de

coprojeto, realizada com base na margem de jitter, a qual, especifica na fase de projeto, ainda

que de forma conservativa, um limitante para o atraso máximo suportado, de forma a garantir

a operacionalidade do NCS. Outras técnicas tradicionais que tratam o NCS como um sistema

invariante no tempo são baseadas em observadores e preditores de estados. Entretanto, ambas

são obtidas sob pena do aumento do atraso de controle.

Uma forma de superar o aumento do atraso de controle é tratar os NCSs como sistemas

variantes no tempo. Todavia, embora nada impeça que isto seja feito, as dificuldades analíticas

enfrentadas nesta direção são desafiadoras. Como mostrado neste capítulo, os primeiros passos

no desenvolvimento de observadores e preditores de estados variantes no tempo já foram dados.

Isto torna possível, em alguns casos, relaxar hipóteses reais como a da perda de pacotes de da-

dos. Um exemplo evidenciado é obtido quando os controladores dos NCSs são projetados sob a

ótica de observadores e preditores de estados estocásticos ótimos. Outro exemplo desse esforço

está voltado para a direção do desenvolvimento matemático de técnicas de análise e projeto de

sistemas amostrados variantes no tempo, as quais permitem modelar e projetar sistemas de con-

trole baseado em eventos. Direções estas que, são atualmente vistas como potenciais candidatas

para tratar adequadamente o problema de atrasos variantes no tempo, intrínseco aos NCSs.

Neste sentido, este trabalho tem sido conduzido com foco no desenvolvimento de metodo-

logias que suportem o projeto de NCSs onde coexistam os paradigmas de amostragem guiadas

no tempo e a eventos. Os resultados iniciais obtidos são encorajadores e parecem apontar no

sentido do início da solução definitiva do problema de controle em rede. Nos capítulos seguintes

são apresentados estes primeiros passos e a explicitação dos mesmos através do comportamento

da resposta ao degrau unitário dos NCSs, obtidas via simulação, a partir das metodologias de-
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senvolvidas. Ressalva-se que nos trabalhos encontrados na literatura o intervalo de amostragem

variante no tempo é apenas dos sensores [ÅSTRÖM, 2007; MENG; CHEN, 2012; ZHANG;

PENG, 2015]. Nesta tese os intervalos de amostragem de todos os componentes: sensor, con-

trolador e atuador, podem ser variantes no tempo.

Assim sendo, no capítulo seguinte serão apresentadas as definições dos modos de operação

dos nós, assim como, os desdobramentos e implicações destes conceitos. Será demonstrado,

por exemplo, que quando um nó é guiado a eventos o intervalo de amostragem de execução do

algoritmo que ele executa muda de valor a cada COAC. Neste caso, é possível que todos os

intervalos de amostragem dos componentes de um NCS tenham valores diferentes. Isso não só

muda a forma de abordar o problema, como também, tem se mostrado ser uma maneira que

conduz a resultados inovadores e definitivos na solução do problema dos NCSs.



Capítulo 3

Intervalos de amostragem dos

componentes

3.1 Introdução

Como verificado nas discussões apresentadas em algumas partes do Capítulo 2, projetar e anali-

sar NCSs sob a perspectiva de teorias baseadas em eventos parece ser a maneira mais adequada

para superar os problemas decorrentes das variabilidades temporais dos atrasos nos mesmos. A

utilização destas teorias resulta em benefícios significativos e almejados pela comunidade de

controle, tais como, a redução do tráfego de pacotes de dados pelo barramento de comunicação

[ÅRZÉN, 1999; HEEMELS, 2008], assim como, a redução da variância do sinal de saída da

planta [ÅSTRÖM; BERNHARDSSON, 1999].

Portanto, como evidenciado, existem razões concretas para o desenvolvimento de teorias

de controle baseado em eventos. Contudo, o problema é que tais teorias ou não existem, ou

estão em fase embrionária de desenvolvimento. Neste sentido, esta tese foi conduzida com

foco no desenvolvimento de metodologias que suportem o projeto de NCSs onde coexistam os

paradigmas de amostragem guiadas no tempo e a eventos.

Os passos iniciais na direção de tais metodologias foram dados, a partir das definições dos

modos de operação dos nós dos NCSs, realizados na próxima seção. Em decorrência destas

definições foi constatado e é analiticamente provado que quando o NCS funciona com os nós

componentes guiados a eventos, os intervalos de amostragem dos componentes são, em geral,

distintos. Ou seja, os intervalos de amostragem podem assumir valores diferentes para ciclos

de operação do algoritmo de controle (COAC) distintos.

Para formalizar matematicamente as assertivas pré-anunciadas e ou outras ainda não explici-

tadas, neste capítulo serão apresentadas a modelagem e a determinação analítica dos intervalos

de amostragem dos controladores e dos atuadores dos NCSs [SILVA; LIMA, 2018]. O conheci-

mento dos intervalos de amostragem dos controladores, assim como, dos atuadores de um NCS
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em cada COAC é de fundamental relevância para entender o contexto do problema em estudo e,

dessa forma, tornar possível projetar e simular um NCS. Os resultados dos modelos doravante

obtidos serão para NCSs com controladores e atuadores guiados a eventos ou simultaneamente

guiados a eventos e no tempo.

A partir desses modelos torna-se imediata a determinação das dinâmicas de tempo discreto

dos NCSs com controladores e atuadores guiados a eventos ou simultaneamente guiados a even-

tos e no tempo. Inicialmente, os IAC e os IAA serão obtidos assumindo que os sensores são

guiados no tempo. Posteriormente, a hipótese dos sensores serem guiados no tempo é relaxada

e os resultados são estendidos para o caso dos sensores serem guiados a eventos. O relaxa-

mento dessa hipótese pode ser feito de forma direta e imediata, sem causar grandes mudanças

nos resultados a seguir apresentados. Em outras palavras, os nós sensores podem operar, nor-

malmente, e desde que desejado, sob a estratégia guiada a eventos. Entretanto, a implicação

dessa mudança de paradigma de operação de tempo para eventos resulta na imediata transfor-

mação de um sistema invariante no tempo, quando operando guiado no tempo, para um sistema

variante no tempo, quando operando guiado a eventos ou simultaneamente guiados a eventos e

no tempo.

3.2 Preliminares

A seguir serão abordados os conceitos de amostragem e de controle baseado em eventos e no

tempo. Conceitos formais como os de períodos de amostragem, de nós sensores, nós controla-

dores e nós atuadores guiados no tempo, a eventos ou simultaneamente guiados a eventos e no

tempo e, as implicações de cada um destes modos de operação dos nós serão apresentados.

3.2.1 Amostragem

A teoria de amostragem é ampla e utilizada em diversas áreas, desde a estatística aos sistemas

de dados amostrados [JURY, 1958; KALMAN; BERTRAM, 1959], tão comuns nas teorias de

controle e das comunicações. De uma maneira geral, define-se amostragem como [ÅSTRÖM;

WITTENMARK, 1997, p.31]:

Definição 3.1 (Amostragem) É o ato ou processo de tomar uma pequena parte ou quantidade

de alguma coisa como uma amostra para teste ou análise.

A amostragem de um sinal y(t) de tempo contínuo é realizada nos instantes ts
k, ∀k ∈ Z+ =

{0,1,2, · · · }, chamados instantes de amostragem, de forma a se obter a sequência de núme-

ros {y(ts
k)}. Cada termo y(ts

k) desta sequência representa a k−ésima amostra do sinal y(t). A

sequência de instantes de amostragem {ts
k} pode ser ou não conhecida a priori. Quando os ins-

tantes de amostragem são conhecidos a priori, tem-se o que se chama de amostragem periódica
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[ÅSTRÖM; WITTENMARK, 1997, p.31], também chamada amostragem convencional [KAL-

MAN; BERTRAM, 1959]. Neste caso, os instantes de amostragem são conhecidos e dados por

ts
k = kτs, onde τs é chamado de período de amostragem.

Quando os instantes de amostragem não são igualmente espaçados no tempo e não são co-

nhecidos a priori tem-se o que se chama de amostragem aleatória [KALMAN; BERTRAM,

1959], também conhecida como amostragem baseada em eventos [FRANKLIN, 1998, p.3].

Neste caso, os instantes de amostragem são dados por ts
k+1 = ts

k + τsk , onde τsk é o intervalo

de amostragem [KALMAN; BERTRAM, 1959; FRANKLIN, 1998, p.59]. Evidentemente, os

valores de ts
k, ts

k+1 e de τsk são aleatórios, isto é, ts
k, ts

k+1 e τsk , ∀k ∈ Z+, são variáveis aleató-

rias [KALMAN; BERTRAM, 1959]. Um exemplo clássico deste tipo de amostragem é obtido

quando se utiliza um encoder para determinar o instante de amostragem, através da geração de

um pulso, que inicializa o processo de amostragem [FRANKLIN, 1998, p.3]. Diversos outros

exemplos podem ser encontrados nas seguintes referências [ÅRZÉN, 1999; ÅSTRÖM; BER-

NHARDSSON, 2002; ÅSTRÖM, 2007].

3.2.2 Controle baseado em eventos e no tempo

A idéia inicial de mesclar as teorias de controle com os conceitos de eventos não é nova, data

dos anos cinquenta [KALMAN, 1957; ELLIS, 1959; KALMAN; BERTRAM, 1959]. Desde

então, muito poucos frutos surgiram desta associação. A razão disto sempre foi a dificuldade

enfrentada para se desenvolver ferramentas e/ou modelos matemáticos adequados para tratar de

forma eficiente problemas eminentemente variantes no tempo. Diante deste problema, diversos

questionamentos afloram naturalmente, como por exemplo, o que vem a ser um evento? Cuja

resposta é, em geral, um: “acontecimento incerto, casual, esporádico. Do ponto de vista da

estatística, um evento representa a ocorrência, num fenômeno aleatório, de um membro de um

determinado conjunto que se define a priori”. Para efeito de formalização serão apresentadas,

a seguir, as definições de: espaço amostral; experimento; evento; períodos de amostragem; in-

tervalos de amostragem; nós sensores, controladores e atuadores guiados a eventos e no tempo;

nós controladores e atuadores simultaneamente guiados a eventos e no tempo. Também serão

discutidas as implicações de algumas destas definições.

Definição 3.2 (Experimento) Um experimento E é o ato ou processo de tomar uma pequena

parte ou quantidade de alguma coisa como uma amostra para teste ou análise.

Um exemplo clássico de experimento é o do lançamento de uma moeda para se verificar

qual de suas faces é validada.

Definição 3.3 (Espaço amostral) Um espaço amostral, ou espaço amostral universal E de um

experimento ou teste aleatório E é o conjunto de todos os resultados possíveis de E.
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No caso, se o experimento é lançar uma moeda e verificar a face voltada para cima, o espaço

amostral é o conjunto E = {cara, coroa}.

Definição 3.4 (Evento) Um evento e relativo a um particular espaço amostral E associado

a um experimento E é um conjunto de resultados possíveis do experimento. Isto é, e é um

subconjunto do espaço amostral E.

Por exemplo, para o caso do experimento ser lançar uma moeda e verificar a face voltada

para cima, os eventos possíveis são os conjuntos: e = {cara}, e = {coroa} e, e = {cara, coroa}.

Um exemplo de interesse em sistemas de controle em rede é o da transferência de pacotes

de dados em uma rede de comunicação, de largura de banda limitada, que interconecta os com-

ponentes de vários sistemas de controle, ou seja, de vários NCSs. Neste caso, em cada NCS

pacotes de dados são enviados do nó sensor para o nó controlador e deste para o nó atuador.

Para este cenário, considera-se que Es seja o espaço amostral, cujos membros são os eventos

de amostragem dos nós sensores de cada NCS, e que o k−ésimo evento de amostragem ek,

∀k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · }, ocorra no instante de amostragem ts
k. Assim, Es = {e0, e1, · · · , ek, · · · } e,

portanto, cada evento e0, e1, · · · , ek, · · · está associado ao seu respectivo instante de amostragem

ts
0,t

s
1, · · · ,t

s
k, · · · . Consequentemente, o intervalo de amostragem do k−ésimo COAC τsk é dado

pela diferença entre os instantes de amostragem da (k+1)−ésima e da k−ésima amostras, isto é,

τsk = ts
k+1 − ts

k [KALMAN; BERTRAM, 1959; FRANKLIN, 1998, p.59]. Quando os instantes

de amostragem não são conhecidos a priori, o que caracteriza a aleatoreadade, τsk é variante no

tempo, e o nó sensor é dito guiado a eventos. Por outro lado, se os instantes de amostragem são

conhecidos a priori, isto é, dados por alguma relação analítica conhecida e invariante no tempo,

como por exemplo ts
k = kτs [KALMAN; BERTRAM, 1959; ÅSTRÖM; WITTENMARK, 1997,

p.31], onde τs é o período de amostragem, invariante no tempo, diz-se que o nó sensor é guiado

no tempo. Tais definições serão formalizadas a seguir.

Definição 3.5 (Nó sensor guiado no tempo) Um nó sensor é dito guiado no tempo quando a

sequência {ts
k}, ∀k ∈ Z+ de instantes de amostragem ts

k, é conhecida a priori e definida por

alguma relação analítica conhecida e invariante no tempo, como por exemplo, ts
k = kτs, onde

τs é o período de amostragem (Definição 3.7).

Definição 3.6 (Nó sensor guiado a eventos) Um nó sensor é dito guiado a eventos quando a

sequência {ts
k}, ∀k ∈ Z+ de instantes de amostragem ts

k, coincide com a sequência de instantes

de ocorrência dos eventos de amostragem. Assim, τsk = ts
k+1 − ts

k é o IAS (Definição 3.8) que é

variante no tempo e pode até ter comportamento estocástico.

Definição 3.7 (Período de amostragem do sensor) O período de amostragem do sensor (PAS)

τs é o intervalo de tempo compreendido entre dois instantes de amostragem ts
k e ts

k+1, ∀k ∈ Z+
consecutivos. Ou seja, τs = ts

k+1 − ts
k é invariante no tempo.
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Definição 3.8 (Intervalo de amostragem do sensor) O intervalo de amostragem do sensor

(IAS) τsk , ∀k ∈ Z+ do k−ésimo COAC é o intervalo de tempo compreendido entre dois ins-

tantes de amostragem ts
k e ts

k+1, ∀k ∈ Z+ consecutivos. Ou seja, τsk = ts
k+1 − ts

k é variante no

tempo.

No que diz respeito ao nó controlador, considere-se Ec o espaço amostral, cujos membros

são os eventos de execução da lei de controle nos nós controladores de cada NCS e ainda que

o k−ésimo evento de execução da lei de controle ck, ∀k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · }, ocorra no instante

de início da execução da lei de controle tc
k. Assim, Ec = {c0,c1, · · · ,ck, · · · } e, portanto, cada

evento c0,c1, · · · ,ck, · · · está associado ao respectivo instante de início da execução da lei de

controle tc
0,t

c
1, · · · ,t

c
k, · · · no nó controlador. Evidencia-se ainda que, cada nó controlador poderá

operar de três modos distintos, a saber: modo guiado no tempo, modo guiado a eventos e modo

simultaneamente guiado a eventos e no tempo. Para efeito de formalização, as definições de

período de amostragem do controlador (PAC), intervalo de amostragem do controlador (IAC) e

dos modos de operação dos nós controladores são consistidas como:

Definição 3.9 (Nó controlador guiado no tempo) Um nó controlador é dito guiado no tempo

quando a sequência {tc
k}, ∀k ∈ Z+ de instantes dos inícios das execuções da lei de controle

tc
k é conhecida a priori. Ou seja, os instantes tc

k são dados por alguma relação matemática

analítica conhecida e invariante no tempo, como por exemplo, tc
k = kτc, onde τc é o período de

amostragem do controlador (Definição 3.12).

Definição 3.10 (Nó controlador guiado a eventos) Um nó controlador é dito guiado a even-

tos quando a sequência {tc
k}, ∀k ∈ Z+ de instantes dos inícios das execuções da lei de controle

tc
k, coincidir com a sequência de instantes de chegadas de pacotes de dados no nó controlador.

Definição 3.11 (Nó controlador simultaneamente guiado a eventos e no tempo) Um nó con-

trolador é dito simultaneamente guiado a eventos e no tempo quando ele opera como no modo

guiado a eventos. Porém, os relógios (clocks) dos nós sensores e controladores são sincroni-

zados por um clock global, de forma a possibilitar a determinação do atraso de comunicação

sensor controlador τsc
k , ou via timestamping ou através de alguma outra técnica de determina-

ção de atraso.

Definição 3.12 (Período de amostragem do controlador) O período de amostragem do con-

trolador (PAC) τc é o intervalo de tempo compreendido entre dois instantes consecutivos tc
k e

tc
k+1, ∀k ∈ Z+ de inícios de execução da lei de controle. Isto é, τc = tc

k+1 − tc
k é invariante no

tempo.

Definição 3.13 (Intervalo de amostragem do controlador) O intervalo de amostragem do

controlador (IAC) τck , ∀k ∈ Z+ é o intervalo de tempo compreendido entre dois instantes con-

secutivos de inícios de execução da lei de controle tc
k e tc

k+1, ∀k ∈ Z+. Assim, para o k−ésimo

COAC τck = tc
k+1 − tc

k é variante no tempo.
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Observa-se como consequência imediata das Definições 3.10 e 3.11, que a sequência de

instantes {tc
k}, ∀k ∈ Z+ nem sempre é conhecida a priori. E, a depender do protocolo de acesso

ao meio de comunicação da rede de comunicação utilizada, os instantes tc
k desta sequência {tc

k}

poderão até mesmo serem estocásticos. Dessa maneira, para o k−ésimo COAC, o intervalo

de tempo τck entre dois inícios consecutivos de execução da lei de controle é dado por τck =

tc
k+1 − tc

k e é chamado de intervalo de amostragem do controlador (IAC) (caso variante no tempo

- Definição 3.13) ou período de amostragem do controlador (PAC) τc (caso invariante no tempo

- Definição 3.12).

Para o nó atuador, considere-se que Ea seja o espaço amostral, cujos membros são os eventos

de início das comutações das amostras {u(tc
k − τca

k )} do sinal de controle nos nós atuadores de

cada NCS, e que o k−ésimo evento de início das comutações da lei de controle ak, ∀k ∈ Z+ =
{0,1,2, · · · }, ocorra no instante ta

k . Desse modo, Ea = {a0,a1, · · · ,ak, · · · } e, portanto, cada evento

a0,a1, · · · ,ak, · · · está associado ao respectivo instante de início das comutações das amostras

{u(tc
k −τca

k )} do sinal de controle nos nós atuadores ta
0,t

a
1, · · · ,t

a
k , · · · . Além disso, cada nó atuador

poderá operar sob a regência de três modos de operação distintos, a saber: modo guiado no

tempo, modo guiado a eventos e modo simultaneamente guiado a eventos e no tempo, cujas

definições de período de amostragem do atuador (PAA), intervalo de amostragem do atuador

(IAA) e dos modos de operação dos nós atuadores, serão a seguir formalizados:

Definição 3.14 (Nó atuador guiado no tempo) Um nó atuador é dito guiado no tempo quando

a sequência {ta
k}, ∀k ∈ Z+ de instantes dos inícios das comutações ta

k das amostras {u(tc
k − τca

k )}

do sinal de controle nos atuadores são conhecidos a priori. Ou seja, são dados por alguma

relação matemática analítica conhecida e invariante no tempo, como por exemplo, ta
k = kτa,

onde τa é o período de amostragem do atuador (Definição 3.17).

Definição 3.15 (Nó atuador guiado a eventos) Um nó atuador é dito guiado a eventos quando

a sequência {ta
k}, ∀k ∈ Z+ de instantes dos inícios das comutações ta

k das amostras {u(tc
k − τca

k )}

do sinal de controle nos atuadores coincidir com a sequência de instantes das chegadas de

pacotes de dados no nó atuador.

Definição 3.16 (Nó atuador simultaneamente guiado a eventos e no tempo) Um nó atuador

é dito simultaneamente guiado a eventos e no tempo quando ele opera como no modo guiado

a eventos. Mas, os clocks dos nós controladores e atuadores estão sincronizados por um clock

global, de forma a possibilitar a determinação do atraso de comunicação controlador atuador

τca
k , ou via timestamping ou através de alguma outra técnica de determinação de atraso.

Definição 3.17 (Período de amostragem do atuador) O período de amostragem do atuador

(PAA) τa é o intervalo de tempo compreendido entre dois instantes consecutivos ta
k e ta

k+1, ∀k ∈
Z+ de inícios de comutações das amostras da sequência de sinais de controle {u(tc

k − τca
k )} nos

atuadores. Isto é, τa = ta
k+1 − ta

k é invariante no tempo.



Capítulo 3. Intervalos de amostragem dos componentes 72

Definição 3.18 (Intervalo de amostragem do atuador) O intervalo de amostragem do atu-

ador (IAA) τak , ∀k ∈ Z+ é o intervalo de tempo compreendido entre dois instantes consecutivos

ta
k e ta

k+1, ∀k ∈ Z+ de inícios de comutações das amostras da sequência de sinais de controle

{u(tc
k − τca

k )} nos atuadores. Assim, para o k−ésimo COAC τak = ta
k+1 − ta

k é variante no tempo.

Pode-se observar também das Definições 3.15 e 3.16, que a sequência de instantes {ta
k} nem

sempre é conhecida a priori. E, a depender do protocolo de acesso ao meio de comunicação

da rede de comunicação utilizada, tais instantes poderão até mesmo ser estocásticos. Dessa

maneira, para o k−ésimo COAC, o intervalo de tempo τak entre dois inícios consecutivos de

comutações das amostras {u(tc
k−τca

k )} do sinal de controle nos atuadores é dado por τak = ta
k+1−ta

k ,

e é chamado de intervalo de amostragem do atuador (IAA), conforme Definição 3.18.

Observação 3.1 (Modos de operação dos nós atuadores) Embora sejam possíveis os três mo-

dos de operação dos nós atuadores apresentados nas Definições 3.14, 3.15 e 3.16 é consenso da

comunidade científica utilizar o modo de operação guiado a eventos (ou ainda aqui no contexto

da definição de nó atuador simultaneamente guiado a eventos e no tempo), uma vez que, não faz

sentido que os pacotes da sequência de amostras do sinal de controle {u(tc
k−τca

k )} que chegarem

ao nó atuador não sejam imediatamente (automaticamente) aplicadas nas entradas da planta.

Caso estas amostras não fossem imediatamente (automaticamente) aplicadas nas entradas da

planta o atraso de controle aumentaria, o que é algo indesejável [CHOW; TIPSUWAN, 2001;

NILSSON, 1998].

Por uma questão de comodidade a Definição 2.1 será repetida aqui como a Definição 3.19.

Observa-se ainda que muitas das definições anteriores a esta serão, ou poderão ser, novamente

contempladas pela mesma razão.

Definição 3.19 Considere Z+ = {0,1,2, · · · } e k ∈ Z+ seja o k−ésimo ciclo de operação do al-

goritmo de controle (COAC), denota-se: τs
k como o intervalo de tempo para a aquisição das

informações provenientes dos sensores; τsc
k como o intervalo de tempo para que a mensagem

enviada pelo nó sensor chegue ao nó controlador; τc
k como o intervalo de tempo para execução

do algoritmo de controle embarcado no nó controlador; τca
k como o intervalo de tempo para que

a mensagem enviada pelo nó controlador chegue ao nó atuador; τa
k como o intervalo de tempo

de comutação para execução da mensagem de controle no atuador; ts
k, tc

k e ta
k são, respectiva-

mente, o instante de amostragem dos sensores, o instante de início da execução do algoritmo

de controle dos controladores e o instante de início das comutações das amostras {u(tc
k − τca

k )}

do sinal de controle nos atuadores; τs = ts
k+1 − ts

k como o período de amostragem dos sensores

(PAS) invariante no tempo, isto é, ts
k = kτs; τsk = ts

k+1 − ts
k como o intervalo de amostragem dos

sensores (IAS) variante no tempo; τc = tc
k+1 − tc

k como o período de amostragem do controlador

(PAC) invariante no tempo, isto é, tc
k = kτc; τck = tc

k+1 − tc
k como o intervalo de amostragem do
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controlador (IAC) variante no tempo; τa = ta
k+1− ta

k como o período de amostragem dos atuado-

res (PAA) invariante no tempo, isto é, ta
k = kτa; τak = ta

k+1 − ta
k como o intervalo de amostragem

do atuador (IAA) variante no tempo e τk como o atraso de controle. Isto é, τk é a soma de todos

os atrasos de malha, decorridos, desde o início do processo de amostragem dos sensores, até o

início da atuação dos atuadores na planta.

Como visto, o intuito da Definição 3.19 é relembrar a notação adotada e simplificar a dedu-

ção das expressões dos períodos de amostragem e intervalos de amostragem dos controladores

e atuadores do NCS. Posteriormente, será enfatizado que quando os nós controladores e atu-

adores são guiados a eventos ou simultaneamente guiados a evento e no tempo, os intervalos

de amostragem dos controladores e atuadores serão variantes no tempo, desde que, algum dos

atrasos que antecedem estes componentes variem no tempo, ou durante o k−ésimo COAC ou

durante (k + 1)−ésimo COAC. Isto é, para o caso dos controladores seus intervalos de amostra-

gem serão variantes no tempo se τs
k, ou τsc

k , ou τs
k+1, ou τsc

k+1 variar no tempo. Já para o caso dos

atuadores seus intervalos de amostragem serão variantes no tempo se τs
k, ou τsc

k , ou τc
k, ou τca

k ,

ou τs
k+1, ou τsc

k+1, ou τc
k+1, ou τca

k+1 variar no tempo.

A seguir, as expressões dos períodos/intervalos de amostragem dos controladores e dos

atuadores serão obtidas, para NCSs submetidos a atrasos de controle menor e maior que um

período/intervalo de amostragem dos sensores e, com e sem perdas de pacotes, para a topologia

S-C-A. A generalização dos períodos/intervalos de amostragem do controlador e do atuador

para as outras topologias é imediata.

3.3 NCSs sem perdas de pacotes

Nesta seção serão deduzidas as expressões dos períodos de amostragem dos controladores τc

e atuadores τa. Assim como, os intervalos de amostragem dos controladores τck , ∀k ∈ Z+
e atuadores τak , ∀k ∈ Z+. Tais deduções serão realizadas para NCSs não sujeitos a perda

de pacotes. Neste caso, o atraso de controle τk, ∀k ∈ Z+ poderá ser maior ou menor que o

período de amostragem dos sensores τs. Ou ainda, maior ou menor que o intervalo intervalo de

amostragem dos sensores τsk , ∀k ∈ Z+.

3.3.1 Determinação de τck e τak com τk ≤ τs

A soma de todos os tempos de atrasos resultantes das execuções das tarefas nos nós e das

transmissões das mensagens pela rede de comunicação é denominado de atraso de controle τk,

∀k ∈ Z+ [WITTENMARK, 1995]. Denotado por τk, o atraso de controle do k−ésimo COAC,

pode ser menor, igual ou maior que τs ou que τsk , ∀k ∈ Z+. Para o caso da topologia S-C-A,
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com τk ≤ τs, tem-se que τk é dado pela seguinte equação:

τk = τ
s
k + τ

sc
k + τ

c
k + τ

ca
k + τ

a
k ≤ τs (3.1)

Observa-se ainda que para o cenário previamente estabelecido, em que os nós sensores são

guiados no tempo, os nós controladores são guiados a eventos, ou simultaneamente guiados a

eventos e no tempo, e os nós atuadores são guiados a eventos. Quando τk ≤ τs, o comportamento

dos atrasos, períodos de amostragem, intervalos de amostragem e instantes de amostragem dos

componentes podem ser ilustrados como mostrado na Figura 3.1.

τk−1 τk τk+1

ts
k−1 ts

k ts
k+1tc

k−1 tc
k tc

k+1ta
k−1 ta

k ta
k+1

τs
k−1 τs

k τs
k+1τsc

k−1 τsc
k τsc

k+1

τs τs τs

τck−1 τck τck+1τca
k−1 τca

k τca
k+1τak−1 τak τak+1∆τk−1 ∆τk

τck−2 τck−1 τck τck+1

τak−2 τak−1 τak

t

Figura 3.1: Diagrama de temporização do NCS, topologia S-C-A, ilustrando os instantes de
execução das tarefas de aquisição, execução da lei de controle e atuação; assim como, a trans-
ferência dos pacotes de dados do nó sensor para o nó controlador e deste para o nó atuador e
suas relações de precedência temporal.

Naturalmente, da Figura 3.1 obtém-se que o instante de início da execução da lei de controle

tc
k é dado por:

tc
k = τ

s
0 + τ

sc
0 +

k−1
∑

i=0

τci (3.2)

com tc
0 = τ

s
0 + τ

sc
0 . Analogamente, o instante ta

k de início das comutações das amostras do sinal

de controle nos atuadores é dado por:

ta
k = τ

s
0 + τ

sc
0 + τ

c
0 + τ

ca
0 +

k−1
∑

i=0

τai (3.3)

com ta
0 = τ

s
0 + τ

sc
0 + τ

c
0 + τ

ca
0 .

Para o caso em que a temporização do NCS é como a apresentada na Figura 3.1 o intervalo

de amostragem do controlador τck , ∀k ∈ Z+ é obtido analiticamente segundo o seguinte teorema

[SILVA; LIMA, 2018].

Teorema 3.1 (IAC com τk ≤ τs, ∀k ∈ Z+) Sejam τs, τsc
k+1, τsc

k , τk = τ
s
k + τ

sc
k + τ

c
k + τ

ca
k + τ

a
k ,

∀k ∈ Z+ apresentados na Definição 3.19 e τck o IAC do k−ésimo COAC. Se τk≤τs, ∀k ∈ Z+ e o
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NCS, topologia S-C-A, opera sem perda de pacotes, então τck é dado por:

τck = τs + τ
s
k+1 + τ

sc
k+1 − τs

k − τsc
k (3.4)

ou

τck = τs + τ
sc
k+1 − τsc

k (3.5)

desde que na equação (3.4) τs
k = τ

s
k+1. "

Prova: Admita que a cada intervalo de tempo τs, os sensores sejam lidos. Admita ainda que o

atraso de controle do k−ésimo COAC seja dado por:

τk = τ
s
k + τ

sc
k + τ

c
k + τ

ca
k + τ

a
k (3.6)

e que τk ≤ τs, ∀k ∈ Z+. Além disso, o NCS, topologia S-C-A, opera sem perda de pacotes.

Nessas condições, sempre existirá um ∆τk ≥ 0, tal que

∆τk = τs − τk ≥ 0 (3.7)

substituindo a equação (3.6) na equação (3.7), obtém-se:

∆τk = τs − τs
k − τsc

k − τc
k − τca

k − τa
k (3.8)

e como da Figura 3.1, τck = tc
k+1 − tc

k, é dado por:

τck = τ
c
k + τ

ca
k + τ

a
k + ∆τk + τ

s
k+1 + τ

sc
k+1 (3.9)

substituindo a equação (3.8) na equação (3.9), obtém-se:

τck = τs + τ
sc
k+1 + τ

s
k+1 − τsc

k − τs
k (3.10)

evidentemente, desde que na equação (3.10) τs
k = τ

s
k+1, a mesma resulta em

τck = τs + τ
sc
k+1 − τsc

k (3.11)

o que conclui a prova. #

Observa-se da equação (3.10) que quando o controlador é guiado a eventos, se τsc
k+1, ou τsc

k ,

ou τs
k+1, ou τs

k variar no tempo, então τck também será variante no tempo. Nota-se ainda que,

a expressão do intervalo de amostragem do controlador, equação (3.10), é dependente apenas

do período de amostragem dos sensores, dos atrasos para aquisição dos dados τs
k e τs

k+1 e dos

atrasos de comunicação sensor controlador τsc
k e τsc

k+1. Isso motiva o seguinte corolário.
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Corolário 3.1 (IAC com atraso τk ≤ τs) Sejam τs, τs
k, τ

s
k+1, τsc

k e τsc
k+1, ∀k ∈ Z+ apresentados

na Definição 3.19 e τck o IAC do k−ésimo COAC do NCS. Se τk≤τs, ∀k ∈ Z+ e o NCS, topologia

S-C-A, opera sem perda de pacotes, então, τck é dependente apenas de τs, τs
k, τ

s
k+1, τsc

k e τsc
k+1. "

Prova: A prova segue diretamente do Teorema 3.1, equação (3.4). Observa-se que τck depende

apenas de τs, τsc
k , τsc

k+1, τs
k e τs

k+1, ∀k ∈ Z+. #

Corolário 3.2 (IAC guiado no tempo) Sejam τs, τs
k, τ

s
k+1, τsc

k e τsc
k+1, ∀k ∈ Z+ apresentados na

Definição 3.19 e τck o IAC guiado no tempo do k−ésimo COAC do NCS. Se τk≤τs, ∀k ∈ Z+, o

NCS, topologia S-C-A, opera sem perda de pacotes e invariante no tempo, então, τck = τs. "

Prova: A prova segue diretamente do Teorema 3.1, equação (3.4). Observa-se que τck , ∀k ∈ Z+
dependente apenas de τs, τs

k, τ
s
k+1, τsc

k e τsc
k+1, ∀k ∈ Z+. Além disso, o nó sensor é guiado no

tempo e por hipótese o NCS, topologia S-C-A, opera sem perda de pacotes e é invariante no

tempo, portanto, τs
k = τ

s
k+1. Ainda por hipótese, como o nó controlador e o nó sensor do NCS

são guiados no tempo o NCS é invariante no tempo. Isto significa que o controlador do NCS é

invariante no tempo. Por conseguinte, τsc
k = τ

sc
k+1. Portanto, fazendo τs

k = τ
s
k+1 e τsc

k = τ
sc
k+1 na

equação (3.4), obtém-se que τck = τs. #

Teorema 3.2 (IAA com τk ≤ τs) Sejam τs, τsc
k+1, τsc

k , τca
k+1, τca

k e τk = τ
s
k + τ

sc
k + τ

c
k + τ

ca
k + τ

a
k ,

∀k ∈ Z+, apresentados na Definição 3.19 e τak o IAA do k−ésimo COAC do NCS. Se τk ≤ τs,

∀k ∈ Z+ e o NCS, topologia S-C-A, opera sem perda de pacotes, então τak é dado por:

τak = τs + τ
s
k+1 + τ

sc
k+1 + τ

c
k+1 + τ

ca
k+1 − τs

k − τ
sc
k − τ

c
k − τca

k (3.12)

ou

τak = τs + τ
sc
k+1 + τ

ca
k+1 − τsc

k − τca
k (3.13)

desde que na equação (3.12) τs
k = τ

s
k+1 e τc

k = τ
c
k+1. "

Prova: Admita que a cada intervalo de tempo τs, os sensores sejam lidos. Admita ainda que o

atraso de controle τk do k−ésimo COAC seja dado por:

τk = τ
s
k + τ

sc
k + τ

c
k + τ

ca
k + τ

a
k (3.14)

e que τk ≤ τs, ∀k ∈ Z+ e que o NCS, topologia S-C-A, opera sem perda de pacotes. Neste caso,

sempre existirá um ∆τk ≥ 0, ∀k ∈ Z+, tal que

∆τk = τs − τk ≥ 0 (3.15)

Assim, substituindo a equação (3.14) na equação (3.15), obtém-se:

∆τk = τs − τs
k − τsc

k − τc
k − τca

k − τa
k (3.16)
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e por definição τak = ta
k+1 − ta

k (veja Figura 3.1), é dado por:

τak = τ
a
k + ∆τk + τ

s
k+1 + τ

sc
k+1 + τ

c
k+1 + τ

ca
k+1 (3.17)

finalmente, substituindo a equação (3.16) na equação (3.17), obtém-se:

τak = τ
a
k + τs − τs

k − τsc
k − τc

k − τca
k − τa

k + τ
s
k+1 + τ

sc
k+1 + τ

c
k+1 + τ

ca
k+1 ⇒

τak = τs + τ
s
k+1 + τ

sc
k+1 + τ

c
k+1 + τ

ca
k+1 − τs

k − τsc
k − τc

k − τca
k (3.18)

e, desde que, τs
k = τ

s
k+1 e τc

k = τ
c
k+1, a equação (3.18) reduz a:

τak = τs + τ
sc
k+1 + τ

ca
k+1 − τsc

k − τca
k (3.19)

o que conclui a prova. #

Corolário 3.3 (IAA guiado no tempo) Sejam τs, τs
k, τ

s
k+1, τsc

k e τsc
k+1, ∀k ∈ Z+ apresentados na

Definição 3.19. Se τk ≤ τs, ∀k ∈ Z+, o NCS, topologia S-C-A, opera sem perda de pacotes e τak

é o IAA guiado no tempo do k−ésimo COAC do NCS invariante no tempo, então τak = τs. "

Prova: A prova segue diretamente do Teorema 3.2, equação (3.12). Por hipótese, o NCS,

topologia S-C-A, opera sem perda de pacotes, é guiado no tempo e invariante no tempo. Por

conseguinte: τs
k = τ

s
k+1, τsc

k = τ
sc
k+1, τc

k = τ
c
k+1 e τca

k = τ
ca
k+1. Fato este que reduz a equação (3.12)

a τak = τs. #

3.3.2 Determinação de τck e τak com τk > τs

Para auxiliar a compreensão das explanações que se seguem é apresentada na Figura 3.2, a

relação de precedência temporal de execução das tarefas nos nós componentes e transferência

das mensagens pela rede de comunicação em um NCS com τk > τs e sem perda de pacotes.

Neste caso, tem-se que o atraso de controle é dado por:

τk = τ
s
k + τ

sc
k + τ

c
k + τ

ca
k + τ

a
k > τs (3.20)

em geral, τca
k ≤ τs mas, eventualmente, pode ocorrer que τs < τ

ca
k ≤ 2τs. Além disso, τsc

k < τs

e τsc
k + τ

s
k ≤ τs, uma vez que como o nó sensor é guiado no tempo a cada intervalo de tempo τs

ocorre uma nova amostragem. Assim, desde que se tenha um NCS com estrutura direta τsc
k < τs.

Evidentemente, para NCSs com estrutura hierárquica pode-se ter τsc
k > τs. Detalhes sobre NCSs

com estruturas direta e hierárquica podem ser vistos nas referências [CHOW; TIPSUWAN,

2001; TIPSUWAN; CHOW, 2003].
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Figura 3.2: Diagrama de temporização do NCS, topologia S-C-A, ilustrando os instantes de
execução das tarefas de aquisição, execução da lei de controle e atuação; assim como, a trans-
ferência dos pacotes de dados do nó sensor para o nó controlador e deste para o nó atuador e
suas relações de precedência temporal para τk > τs e sem perda de pacotes - dedução do IAC.

Nestas condições serão estabelecidos os próximos teoremas e corolários, sobre os intervalos

de amostragem do controlador e do atuador, assim como, os períodos de amostragem do con-

trolador e do atuador. Isto será feito para o controlador operando nos modos: guiado a eventos,

simultaneamente guiado a eventos e no tempo, e guiado no tempo.

Teorema 3.3 (IAC para NCSs sem perdas de pacotes e τk > τs) Sejam τs, τsc
k+1, τsc

k , τca
k+1, τca

k ,

τk = τ
s
k + τ

sc
k + τ

c
k + τ

ca
k + τ

a
k , ∀k ∈ Z+ apresentados na Definição 3.19 e τck o IAC do k−ésimo

COAC. Se τk > τs, ∀k ∈ Z+ e não ocorrerem perdas de pacotes no NCS, topologia S-C-A, então

τck é dado por:

τck = τs + τ
s
k+1 + τ

sc
k+1 − τs

k − τsc
k (3.21)

ou

τck = τs + τ
sc
k+1 − τ

sc
k (3.22)

desde que na equação (3.21) τs
k+1 = τ

s
k. "

Prova: Admita que a cada intervalo de tempo τs, os sensores sejam lidos e que não ocorram

perdas de pacotes no NCS, topologia S-C-A. Nestas condições, ainda que τk > τs, τsc
k < τs e

τsc
k + τ

s
k ≤ τs, uma vez que, como o nó sensor é guiado no tempo, a cada τs ocorre uma nova

amostragem. Observa-se ainda, da Definição 3.12 que τck = tc
k+1− tc

k. Além disso, da Figura 3.2,

obtém-se diretamente que:

τck = tc
k+1 − tc

k = δτk + τ
s
k+1 + τ

sc
k+1 (3.23)

com δτk dado por

δτk = τs − τs
k − τsc

k (3.24)
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no caso, substituindo a equação (3.24) na equação (3.23), obtém-se

τck = τs + τ
s
k+1 + τ

sc
k+1 − τs

k − τsc
k (3.25)

finalmente, desde que τs
k+1 = τ

s
k a equação (3.25) reduz-se a

τck = τs + τ
sc
k+1 − τsc

k (3.26)

o que conclui a prova. #

Corolário 3.4 (IAC guiado no tempo para NCSs sem perdas de pacotes e τk > τs) Sejam τs,

τsc
k+1, τsc

k , τca
k+1, τca

k , τk = τ
s
k + τ

sc
k + τ

c
k + τ

ca
k + τ

a
k , ∀k ∈ Z+ apresentados na Definição 3.19 e τck

o IAC guiado no tempo do k−ésimo COAC. Se τk > τs, ∀k ∈ Z+ e não ocorrerem perdas de

pacotes no NCS, topologia S-C-A, com controlador guiado no tempo, então τck = τs. "

Prova: A prova é análoga à do Corolário 3.2 e segue diretamente do Teorema 3.3. #

De modo ilustrativo, o cenário da temporização do NCS sem a ocorrência de perdas de

pacotes e com τk > τs é mostrado na Figura 3.3. Tal figura auxiliará na dedução da expressão

do intervalo de amostragem do atuador (IAA).

τk−1
τk τk+1

τs τs τs τs

ts
k−1 ts

k ts
k+1 ts

k+2tc
k−1 tc

k tc
k+1ta

k−1 ta
k ta

k+1

τs
k−1

τs
k

τs
k+1

τs
k+2

τsc
k−1

τsc
k

τsc
k+1

τsc
k+2

τck−1

τck

τck+1τca
k−1

τca
k

τca
k+1τak−1

τak

τak+1ϱτk−1

ϱτk

τck−2 τck−1 τck τck+1

τak−1τak−2 τak τak+1

t

Figura 3.3: Diagrama de temporização do NCS, topologia S-C-A, ilustrando os instantes de
execução das tarefas de aquisição, execução da lei de controle e atuação; assim como, a trans-
ferência dos pacotes de dados do nó sensor para o nó controlador e deste para o nó atuador e
suas relações de precedência temporal com τk > τs e sem perda de pacotes - dedução do IAA.

Teorema 3.4 (IAA para NCSs sem perdas de pacotes e τk > τs) Seja dk ∈ Z∗+ = {1,2, · · · } e

sejam τs, τsc
k , τsc

k−1, τca
k , τca

k−1, τk = τ
s
k + τ

sc
k + τ

c
k + τ

ca
k + τ

a
k , ∀k ∈ Z+ apresentados na Definição

3.19 e τak o IAA do k−ésimo COAC. Se τk > τs, ∀k ∈ Z+ e não ocorrerem perdas de pacotes no

NCS, topologia S-C-A, então τak é dado por:

τak = (dk − dk+1 + 1)τs + τ
s
k+1 + τ

sc
k+1 + τ

c
k+1 + τ

ca
k+1 − τs

k − τ
sc
k − τ

c
k − τca

k (3.27)
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com1

dk =

⌈

τk − τa
k

τs

⌉

=

⌈

τs
k + τ

sc
k + τ

c
k + τ

ca
k

τs

⌉

(3.28)

ou

τak = (dk − dk+1 + 1)τs + τ
sc
k+1 + τ

ca
k+1 − τsc

k − τca
k (3.29)

desde que na equação (3.27) τs
k+1 = τ

s
k e τc

k+1 = τ
c
k. "

Prova: Admita que a cada intervalo de tempo τs, os sensores sejam lidos e que não ocorram

perdas de pacotes no NCS, topologia S-C-A. Nestas condições, ainda que τk > τs, τsc
k < τs e

τsc
k + τ

s
k ≤ τs, uma vez que, como o nó sensor é guiado no tempo, a cada intervalo de tempo τs

ocorre uma nova amostragem no nó sensor. Agora da Figura 3.3, observa-se que:

ϱk =

⌈

τk − τa
k

τs

⌉

τs − (τs
k + τ

sc
k + τ

c
k + τ

ca
k ) = dkτs − τs

k − τsc
k − τc

k − τca
k (3.30)

onde

dk =

⌈

τk − τa
k

τs

⌉

=

⌈

τs
k + τ

sc
k + τ

c
k + τ

ca
k

τs

⌉

(3.31)

Como ilustrado na da Figura 3.3 o IAA, τak = ta
k+1 − ta

k é por definição dado por:

τak = ta
k+1 − ta

k = ϱk + τs − ϱk+1 (3.32)

no caso, substituindo ϱk+1 e ϱk da equação (3.30) na equação (3.32), obtém-se:

τak = dkτs − τs
k − τsc

k − τc
k − τca

k + τs − (dk+1τs − τs
k+1 − τsc

k+1 − τc
k+1 − τca

k+1)⇒

τak = (dk − dk+1 + 1)τs + τ
s
k+1 + τ

sc
k+1 + τ

c
k+1 + τ

ca
k+1 − τs

k − τ
sc
k − τ

c
k − τca

k (3.33)

finalmente, desde que τs
k+1 = τ

s
k e τc

k+1 = τ
c
k a equação (3.33) reduz-se a

τak = (dk − dk+1 + 1)τs + τ
sc
k+1 + τ

ca
k+1 − τsc

k − τca
k (3.34)

o que conclui a prova. #

Corolário 3.5 (IAA guiado no tempo para NCSs sem perdas de pacotes e τk > τs) Sejam τs,

τs
k, τ

s
k+1, τsc

k e τsc
k+1, ∀k ∈ Z+ apresentados na Definição 3.19 e τak o IAA guiado no tempo do

k−ésimo COAC. Se τk > τs, ∀k ∈ Z+ e não ocorrerem perdas de pacotes no NCS, topologia

S-C-A, com atuador guiado no tempo, então τak = τs. "

Prova: A prova diretamente do Teorema 3.4. Da hipótese que o atuador é guiado no tempo

1O símbolo matemático ⌈x⌉ significa o teto de x, isto é, o menor inteiro maior ou igual a x. Por exemplo
⌈3,5⌉ = 4.
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tem-se que τs
k + τ

sc
k + τ

c
k + τ

ca
k = τ

s
k+1 + τ

sc
k+1 + τ

c
k+1 + τ

ca
k+1, ∀k ∈ Z+ e, portanto, dk = dk+1, ∀k ∈ Z+.

Dessas igualdades decorre que a equação (3.27) reduz-se a τak = τs. #

3.4 NCSs com perda de um pacote

Quando o NCS opera com perda de pacotes e estas perdas não ocorrem em COAC consecutivos

estabelece-se dois cenários de temporizações. O primeiro deles ocorre quando τk ≤ τs, como

ilustrado na Figura 3.4. A outra possibilidade, contemplada no segundo cenário, ocorre quando

τk > τs, como ilustrado na Figura 3.5. Neste caso, contrariamente a quando não ocorre perdas de

pacotes, as indexações do IAC τci e do IAA τaι são realizadas com subscritos, i e ι, diferentes do

k que representa o k−ésimo COAC. A diferença de tais representações se justifica, basicamente,

em decorrência das dificuldades ou até mesmo devido à provável impossibilidade de se realizar

tais associações utilizando-se apenas o subscrito k.

τ0 τ2 τk−1 τk+1

τs τs τs τs τs τs τs τs τs

ts
0 ts

1 ts
2 ts

3 ts
k−1 ts
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· · ·

· · ·

· · ·

· · ·
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1 tc
2 tc

i tc
i+1ta

0 ta
1 ta

ι
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i+1

τs
0 τs

1 τs
2 τs

3 τs
k−1 τs

k τs
k+1 τs

k+2τsc
0 τsc

1 τsc
2 τsc

k−1 τsc
k+1τc0 τc1 τc2 τck−1 τck+1τca

0 τca
2 τca

k−1 τca
k+1τa0 τa2 τak−1 τak+1

τc0 τc1 τc2 τci−1 τci τci+1

τa0 τa1 τaι−1 τaι τaι+1

t

Figura 3.4: Diagrama de temporização do NCS, com perda de pacotes e τk ≤ τs para a topologia
S-C-A, ilustrando os instantes de execução das tarefas de aquisição, execução da lei de controle
e atuação; assim como, a transferência dos pacotes de dados do nó sensor para o nó controlador
e deste para o nó atuador e suas relações de precedência temporal.

τ0 τ2 τk−1 τk+1

τs τs τs τs τs τs τs τs τs

ts
0 ts

1 ts
2 ts

3 ts
k−1 ts

k ts
k+1 ts

k+2

· · ·

· · ·

· · ·· · ·

· · ·

tc
0 tc

1 tc
i tc

i+1ta
0 ta

1 ta
ι

ta
ι+1

τs
0

τs
1

τs
2

τs
3

τs
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k−1 τsc

k+1τc0 τc2 τck−1 τck+1τca
0 τca

2 τca
k−1 τca

k+1τa0 τa2 τak−1 τak+1∆τ0 ∆τ2 ∆τk−2 ∆τk−1

τc0 τc1 τci−1 τci τci+1

τa0 τa1 τaι−1 τaι τaι+1

t

Figura 3.5: Diagrama de temporização do NCS, com perda de pacotes e τk > τs para a topologia
S-C-A, ilustrando os instantes de execução das tarefas de aquisição, execução da lei de controle
e atuação; assim como, a transferência dos pacotes de dados do nó sensor para o nó controlador
e deste para o nó atuador e suas relações de precedência temporal.

Observação 3.2 (Interpretação das Figuras 3.4 e 3.5) Na Figura 3.4 o pacote do link da ma-

lha direta do 1−ésimo COAC foi perdido. Isto é, o pacote gerado no nó sensor não chegou

ao nó atuador. Na malha de realimentação os pacotes dos 3, k, (k + 2)−ésimos COAC foram
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perdidos. Isto é, os pacotes de dados gerados no nó sensor não chegaram ao nó controlador.

Considerações análogas podem ser feitas a respeito da Figura 3.5.

Naturalmente, em decorrência das mudanças precedentemente discutidas no parágrafo ante-

rior, parece óbvio que as indexações dos instantes de inícios da execução da lei de controle e das

comutações das amostras da sequência do sinal de controle {u(tc
i − τca

k )} nos atuadores, também

devam mudar, respectivamente, para i e ι. Disto resulta, respectivamente, os instantes tc
i e ta

ι ,

como ilustrado nas Figuras 3.4 e 3.5. Todavia, tais mudanças implicariam diretamente na perda

da referência, índice k, do k−ésimo COAC. Para superar os problemas das indexações do IAC

e do IAA sem suprimir a referência k dos instantes de inícios da execução da lei de controle

e das comutações das amostras da sequência do sinal de controle {u(tc
i − τca

k )} nos atuadores,

doravante tais instantes passarão a ser denotados, respectivamente, por tc
ni

e ta
kι

, ∀i,ι,k,n ∈ Z+.
Neste caso, os índices n e k representam, respectivamente, o n−ésimo e o k−ésimo COAC e

os índices i e ι representam nesta ordem o i−ésimo IAC e o ι−ésimo IAA. De outro modo, o

instante tc
ni

representa o i−ésimo instante de início da execução da lei de controle com IAC τci e

que se inicia no decorrer do n−ésimo COAC. Analogamente, o instante ta
kι

representa o ι−ésimo

instante de início das comutações do sinal de controle nos atuadores com IAA τaι cujo início se

dá no decorrer do k−ésimo COAC.

Em decorrência das considerações realizadas no parágrafo anterior, as Figuras 3.4 e 3.5

passam a ter suas nomenclaturas readaptadas e explicitadas, respectivamente, nas Figuras 3.6 e

3.7
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t

Figura 3.6: Diagrama de temporização do NCS, com perda de pacotes e τk ≤ τs para a topologia
S-C-A, ilustrando os instantes de execução das tarefas de aquisição, execução da lei de controle
e atuação; assim como, a transferência dos pacotes de dados do nó sensor para o nó controlador
e deste para o nó atuador e suas relações de precedência temporal.

De forma complementar, vale ressalvar ainda, a partir dos diagramas de temporizações do

NCS, topologia S-C-A, apresentados nas Figuras 3.4, 3.5, 3.6 e 3.7 que os pacotes de dados

podem ser perdidos ou nas malhas de realimentação, links de comunicação sensor controlador,

ou ainda, nas malhas diretas, links de comunicação controlador atuador. Por exemplo, nas

Figuras 3.4 e 3.6, pode-se observar que durante os COAC 0, 1 e 2 os pacotes de dados das

malhas de realimentação não foram perdidos. Neste caso, segundo o Teorema 3.1, os IAC dos

COAC 0 e 1 são τc0 = τs+τ
s
1+τ

sc
1 −τs

0−τsc
0 e τc1 = τs+τ

s
2+τ

sc
2 −τs

1−τsc
1 , respectivamente. Os demais
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Figura 3.7: Diagrama de temporização do NCS, com perda de pacotes e τk > τs para a topologia
S-C-A, ilustrando os instantes de execução das tarefas de aquisição, execução da lei de controle
e atuação; assim como, a transferência dos pacotes de dados do nó sensor para o nó controlador
e deste para o nó atuador e suas relações de precedência temporal.

COAC são intercalados, ora com um COAC sem perdas de pacotes, ora com um COAC com

perdas de pacotes. Além disso, quando ocorrem perdas de pacotes, estas ocorrem diretamente

nas malhas de realimentação. Portanto, os IAC não são dados pelos teoremas precedentes.

Analogamente, no tocante às malhas diretas, quando ocorre perdas de pacotes de dados os IAA

também não são dados segundo os teoremas até então apresentados.

Quanto às Figuras 3.5 e 3.7, comentários análogos aos tecidos no parágrafo anterior podem

ser apresentados. Obviamente, neste caso, as referências dos teoremas e figuras precedente-

mente citados sofrem as devidas modificações.

Outro ponto que merece destaque, diz respeito à definição dos instantes de inícios de exe-

cução da lei de controle tc
ki

e das comutações dos sinais de controle nos atuadores ta
nι , quando

ocorrem perdas de pacotes de dados no NCS. Neste caso, tc
ki

é dado por:

tc
ki
= k0τs + τ

s
k + τ

sc
k +

i−1
∑

m=0

τcm (3.35)

com tc
k0
= k0τs + τ

s
k + τ

sc
k . Desta maneira, desde que não ocorra perda de pacotes na malha de

realimentação durante COAC 0, tem-se que k = 0, assim k0 = 00 = 0 e portanto tc
00
= τs

0 + τ
sc
0 .

Por outro lado, se ocorrer perda de pacotes na malha de realimentação durante o COAC 0 a

primeira execução da lei de controle só ocorrerá durante COAC 1. Neste caso, k = 1 e dessa

maneira k0 = 10 = 1, portanto tc
10
= τs + τ

s
1 + τ

sc
1 .

Analogamente, o ι−ésimo instante de início das comutações das amostras do sinal de con-

trole nos atuadores ta
nι , que ocorre no decorrer do n−ésimo COAC é dado por:

ta
nι = n0τs + τ

s
n + τ

sc
n + τ

c
n + τ

ca
n +

ι−1
∑

m=0

τam (3.36)

com ta
n0
= n0τs + τ

s
n + τ

sc
n + τ

c
n + τ

ca
n . Neste caso, desde que não ocorra perda de pacotes na malha

direta durante o COAC 0, n = 0, dessa maneira, n0 = 00 = 0 e portanto ta
00
= τs

0 + τ
sc
0 + τ

c
0 + τ

ca
0 .
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Por outro lado, se ocorrer perda de pacotes de dados na malha direta durante o COAC 0 e não

ocorrer perda de pacotes de dados no COAC 1 a primeira comutação do sinal de controle nos

atuadores só ocorrerá durante o COAC 1. Por conseguinte, n = 1 e dessa maneira n0 = 10 = 1,

portanto, ta
10
= τs + τ

s
1 + τ

sc
1 + τ

c
1 + τ

ca
1 e assim sucessivamente.

Para os cenários aqui discutidos, a seguir serão obtidos os IAC e os IAA.

3.4.1 NCSs com perda de um pacote e τk ≤ τs

Quando o NCS opera com perda de não mais que um pacote em COAC não consecutivos e

τk ≤ τs, ∀k ∈ Z+, seu diagrama de temporização é como o mostrado na Figura 3.6. Neste caso,

o IAC é analiticamente dado segundo o teorema subseqüente.

Teorema 3.5 (IAC para NCSs sem perda de pacotes em COAC consecutivos e τk≤τs) Sejam

τs, τsc
k+1, τsc

k−1, τca
k+1, τca

k−1, τk = τ
s
k + τ

sc
k + τ

c
k + τ

ca
k + τ

a
k , ∀k ∈ Z+, apresentados na Definição 3.19 e

τci , ∀i ∈ Z+, o i−ésimo IAC de um NCS com nó controlador operando no modo GE ou no modo

GET. Se τk ≤ τs, ∀k ∈ Z+ e não ocorrerem perdas de mais de um pacote na malha de realimen-

tação em COAC consecutivos do NCS, topologia S-C-A, então, o i−ésimo IAC τci = tc
k+1i+1
− tc

k−1i

é dado por:

τci = 2τs + τ
s
k+1 + τ

sc
k+1 − τs

k−1 − τsc
k−1 (3.37)

ou

τci = 2τs + τ
sc
k+1 − τ

sc
k−1 (3.38)

desde que na equação (3.37) τs
k+1 = τ

s
k−1. "

Prova: A prova é feita por construção. Da hipótese do nó controlador operar ou modo GE ou

no modo GET tem-se que a sequência dos instantes de inícios das execuções da lei de controle

{tc
ki
} tem seus termos tc

ki
, possivelmente, aleatórios ∀k,i ∈ Z+ = {0,1,2, · · · }. Além disso, da

hipótese de τk ≤ τs, ∀k e o NCS, topologia S-C-A, operar com perdas de não mais que um

pacote na malha de realimentação em COAC consecutivos, tem-se estabelecido o cenário de

operação ilustrado na Figura 3.6. Neste caso, por definição, o i−ésimo IAC τci = tc
k+1i+1

− tc
k−1i

é

dado por

τci = τ
c
k−1 + τ

ca
k−1 + τ

a
k−1 + ∆τk−1 + τs + τ

s
k+1 + τ

sc
k+1 (3.39)

onde, embora não ilustrado na Figura 3.6, ∆τk−1 = τs − τk−1, ou seja:

∆τk−1 = τs −
(

τs
k−1 + τ

sc
k−1 + τ

c
k−1 + τ

ca
k−1 + τ

a
k−1

)

(3.40)
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que substituído na equação (3.39) resulta em

τci = 2τs + τ
s
k+1 + τ

sc
k+1 − τs

k−1 − τsc
k−1 (3.41)

evidentemente, desde que, τs
k+1 = τ

s
k−1, a equação (3.41) se reduz a:

τci = 2τs + τ
sc
k+1 − τsc

k−1 (3.42)

o que conclui a prova. #

Teorema 3.6 (IAA para NCSs sem perda de pacotes em COAC consecutivos e τk≤τs) Sejam

τs, τsc
k+1, τsc

k−1, τca
k+1, τca

k−1, τk = τ
s
k + τ

sc
k + τ

c
k + τ

ca
k + τ

a
k , ∀k ∈ Z+, apresentados na Definição 3.19

e τaι o ι−ésimo IAA de um NCS com nó atuador operando no modo GE. Se τk ≤ τs, ∀k ∈ Z+ e

não ocorrerem perdas de mais que um pacote na malha direta em COAC consecutivos, então o

ι−ésimo IAA τaι = ta
k+1ι+1

− tc
k−1ι

é dado por:

τaι = 2τs + τ
s
k+1 + τ

sc
k+1 + τ

c
k+1 + τ

ca
k+1 − τs

k−1 − τsc
k−1 − τc

k−1 − τca
k−1 (3.43)

ou

τaι = 2τs + τ
sc
k+1 + τ

ca
k+1 − τsc

k−1 − τca
k−1 (3.44)

desde que na equação (3.43) τs
k+1 = τ

s
k−1 e τc

k+1 = τ
c
k−1. "

Prova: A prova é feita por construção. Da hipótese do nó controlador operar no modo GE tem-

se que a sequência dos instantes de início das comutações do sinal de controle nos atuadores {ta
kι
}

tem seus termos ta
kι
∀k,ι ∈ Z+ = {0,1,2, · · · } aleatórios. Além disso, da hipótese de τk ≤ τs, ∀k e

o NCS operar com perdas de não mais que um pacote na malha direta em COAC consecutivos,

tem-se estabelecido o cenário de operação ilustrado na Figura 3.6. Neste caso, por definição o

ι−ésimo IAA τaι = ta
k+1ι+1

− ta
k−1ι

é dado por

τaι = τ
a
k−1 + ∆τk−1 + τs + τ

s
k+1 + τ

sc
k+1 + τ

c
k+1 + τ

ca
k+1 (3.45)

onde, embora não ilustrado na Figura 3.6, ∆τk−1 = τs − τk−1, ou seja:

∆τk−1 = τs −
(

τs
k−1 + τ

sc
k−1 + τ

c
k−1 + τ

ca
k−1 + τ

a
k−1

)

(3.46)

que substituído na equação (3.45) resulta em

τaι = 2τs + τ
s
k+1 + τ

sc
k+1 + τ

c
k+1 + τ

ca
k+1 − τs

k−1 − τ
sc
k−1 − τ

c
k−1 − τca

k−1 (3.47)
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evidentemente, desde que, τs
k+1 = τ

s
k−1 e τc

k+1 = τ
c
k−1, a equação (3.47) se reduz a:

τck = 2τs + τ
sc
k+1 + τ

ca
k+1 − τsc

k−1 − τca
k−1 (3.48)

o que conclui a prova. #

3.4.2 NCSs com perda de um pacote e τk > τs

Quando o NCS opera com perda de mais de um pacote em COAC sucessivos e τk > τs, o

diagrama de temporização do NCS é apresentado na Figura 3.7.

Neste caso, tem-se que o atraso de controle é dado por:

τk = τ
s
k + τ

sc
k + τ

c
k + τ

ca
k + τ

a
k > τs (3.49)

Para o cenário em questão, τsc
k < τs, ou ainda, τsc

k + τ
s
k ≤ τs. Isto porque a cada τs unidades

de tempo, no instante ts
k−1, o nó sensor é amostrado e, portanto, caso o pacote do (k − 1)-ésimo

COAC ainda não tenha sido transmitido, do nó sensor para o nó controlador, no instante ts
k

uma nova amostragem é realizada e os dados presentes no buffer de transmissão do nó sensor,

amostrados no instante ts
k−1, serão substituídos pelos dados amostrados no instante ts

k. Eviden-

temente, caso a amostragem no nó sensor não ocorra, por alguma razão eventual, então tem-se

que τsc
k poderá ser maior ou igual a τs, isto é, τsc

k ≥ τs e os dados amostrados no instante ts
k−1

permanecem no buffer de transmissão do nó sensor. Quanto ao atraso τca
k , em geral, ele pode

ser maior que τs. Nestas condições serão estabelecidos os próximos teoremas e corolários dos

intervalos de amostragem do controlador e do atuador para o controlador e o atuador operando

nos modos GE e GET. Os períodos de amostragem do controlador e do atuador, operando no

modo GT, serão obtidos na forma de corolários.

Teorema 3.7 (IAC para NCSs sem perda de pacotes em COAC consecutivos e τk>τs) Consi-

dere dk−1 ∈ Z∗+ = {1,2, · · · }, ∀k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · } e sejam τs, τsc
k+1, τsc

k , τca
k+1, τca

k−1, τk =

τs
k + τ

sc
k + τ

c
k + τ

ca
k + τ

a
k apresentados na Definição 3.19 e τci o i−ésimo IAC do NCS. Se o NCS

opera com nós sensores GT, nó controlador GE ou GET, não ocorrerem perdas de mais de um

pacote em COAC consecutivos e τk > τs, ∀k ∈ Z+, então, existe 0 ≤ ∆τk−1 = dk−1τs − τk−1 < τs,

se, e somente se, τci = tc
k+1i+1

− tc
k−1i

é dado por:

τci = dk−1τs + τ
s
k+1 + τ

sc
k+1 − τ

s
k−1 − τ

sc
k−1 (3.50)

e dk−1 ∈ Z∗+ é dado por:

dk−1 =

⌈

τs
k−1 + τ

sc
k−1 + τ

c
k−1 + τ

ca
k−1 + τ

a
k−1

τs

⌉

(3.51)
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ou

τci = dk−1τs + τ
sc
k+1 − τsc

k−1 (3.52)

desde que na equação (3.50) τs
k+1 = τ

s
k−1. "

Prova: A prova é dividida em duas etapas: a etapa do se e a etapa do somente se.

Neste caso, a prova do somente se é feita por construção. Para tal, admita que a cada

intervalo de tempo τs, os sensores sejam lidos, isto é, os nós sensores são guiados no tempo. Da

hipótese que τk > τs, ∀k ∈ Z+, cada COAC é finalizado apenas após decorrido cada intervalo de

tempo dk−1τs, com dk−1 ∈ Z∗+ = {1,2, · · · }. Além disso, da hipótese de não ocorrerem perdas de

mais de um pacote em COAC consecutivos, o valor de dk−1 é obtido diretamente da Figura 3.7, e

se refere a quão maior que τs é o atraso de controle. Assim, dk−1 = (τk−1+∆τk−1)/τs = ⌈τk−1/τs⌉,
onde 0 ≤ ∆τk−1 < τs é o intervalo de tempo complementar a τk−1. Ou seja, ∆τk−1 é o intervalo de

tempo, a partir do início de uma nova atuação, até o instante de início de uma nova amostragem

dos sensores (veja Figura 3.7). Como τk−1 é obtido da equação (3.49), no (k − 1)−ésimo COAC

tem-se estabelecida a equação (3.51). Isto é,

dk−1 =
τk−1 + ∆τk−1

τs
=

⌈

τk−1

τs

⌉

=

⌈

τs
k−1 + τ

sc
k−1 + τ

c
k−1 + τ

ca
k−1 + τ

a
k−1

τs

⌉

(3.53)

Além disso, como o modo de operação do nó controlador é, por hipótese, GE ou GET e o

i−ésimo IAC τci é, por definição, a diferença entre dois instantes tc
ni

consecutivos, ou seja, τci =

tc
k+1i+1

− tc
k−1i

. Dessa maneira, da definição do IAC e com o auxílio do diagrama de temporização

do NCS, ilustrado na Figura 3.7, obtém-se:

τci = tc
k+1i+1

− tc
k−1i
= τc

k−1 + τ
ca
k−1 + τ

a
k−1 + ∆τk−1 + τ

s
k+1 + τ

sc
k+1 (3.54)

Da equação (3.49), reescrita na forma do (k − 1)−ésimo COAC, tem-se:

τk−1 = τ
s
k−1 + τ

sc
k−1 + τ

c
k−1 + τ

ca
k−1 + τ

a
k−1 (3.55)

como, por definição, ∆τk−1 = dk−1τs−τk−1, substituindo a equação (3.55) na expressão de ∆τk−1,

obtém-se:

∆τk−1 = dk−1τs −
(

τs
k−1 + τ

sc
k−1 + τ

c
k−1 + τ

ca
k−1 + τ

a
k−1
)

(3.56)

que substituída na equação (3.54), resulta em:

τci = τ
c
k−1 + τ

ca
k−1 + τ

a
k−1 + τ

s
k+1 + τ

sc
k+1 + dk−1τs − τs

k−1 − τ
sc
k−1 − τ

c
k−1 − τca

k−1 − τa
k−1 ⇒

τci = dk−1τs + τ
s
k+1 + τ

sc
k+1 − τs

k−1 − τsc
k−1 (3.57)
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evidentemente, desde que, τs
k+1 = τ

s
k−1, a equação (3.57) se reduz a:

τci = dk−1τs + τ
sc
k+1 − τsc

k−1 (3.58)

Por outro lado, a prova do se é feita admitindo que τci , seja dado por:

τci = dk−1τs + τ
s
k+1 + τ

sc
k+1 − τs

k−1 − τsc
k−1 (3.59)

assim, somando e subtraindo os termos τc
k−1, τca

k−1 e τa
k−1 à equação (3.59), obtém-se:

τci = dk−1τs + τ
s
k+1 − τs

k−1 + τ
sc
k+1 − τsc

k−1 + τ
c
k−1 − τc

k−1 + τ
ca
k−1 − τca

k−1 + τ
a
k−1 − τa

k−1 (3.60)

daí, reescrevendo a equação (3.49) para o (k−1)−ésimo COAC obtém-se τk−1 dado pela equação

(3.55), a qual, substituída na equação (3.60) resulta:

τci = dk−1τs + τ
sc
k+1 + τ

s
k+1 + τ

c
k−1 + τ

ca
k−1 + τ

a
k−1 − τk−1 (3.61)

como ∆τk−1 = dk−1τs − τk−1, ∀k ∈ Z+, a equação (3.61) resulta em:

τci = ∆τk−1 + τ
sc
k+1 + τ

s
k+1 + τ

c
k−1 + τ

ca
k−1 + τ

a
k−1 (3.62)

evidentemente, se τk > τs ⇒ τs − τk < 0. Logo, sempre existirá um dk−1 ∈ Z∗+, tal que

0 ≤ dk−1τs − τk−1 < τs. Isto é, sempre existirá um dk−1 ∈ Z∗+, tal que o ∆τk−1 da equação (3.62)

seja não negativo e menor que τs. Ou seja, 0 ≤ ∆τk−1 = dk−1τs − τk−1 < τs. O que conclui a

prova. #

Teorema 3.8 (IAA para NCSs sem perda de pacotes em COAC consecutivos e τk>τs) Consi-

dere dk−1 ∈ Z∗+ = {1,2, · · · }, ∀k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · } e sejam τs, τsc
k+1, τsc

k−1, τca
k+1, τca

k−1 e

τk = τ
s
k + τ

sc
k + τ

c
k + τ

ca
k + τ

a
k apresentados na Definição 3.19 e τaι o ι−ésimo IAA do NCS.

Se o NCS opera com nós sensores GT, nós atuadores GE, não ocorrerem perdas de mais de um

pacote em COAC consecutivos e τk > τs, ∀k ∈ Z+, então, existe 0 ≤ ∆τk−1 = dk−1τs − τk−1 < τs,

se, e somente se, τaι é dado por:

τaι = dk−1τs + τ
s
k+1 + τ

sc
k+1 + τ

c
k+1 + τ

ca
k+1 − τs

k−1 − τsc
k−1 − τc

k−1 − τca
k−1 (3.63)

e dk−1 ∈ Z∗+ é dado por:

dk−1 =

⌈

τs
k−1 + τ

sc
k−1 + τ

c
k−1 + τ

ca
k−1 + τ

a
k−1

τs

⌉

(3.64)
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ou

τaι = dk−1τs + τ
sc
k+1 + τ

ca
k+1 − τsc

k−1 − τca
k−1 (3.65)

desde que na equação (3.63) τs
k = τ

s
k−1 e τc

k+1 = τ
c
k−1. "

Prova: A prova é dividida em duas etapas: a etapa do se, e a etapa do somente se.

Neste caso, a prova do somente se é feita por construção. Para tal, admita que a cada

intervalo de tempo τs, os sensores sejam lidos, isto é, os nós sensores são guiados no tempo. Da

hipótese que τk > τs, ∀k ∈ Z+, cada COAC é finalizado apenas após decorrido cada intervalo de

tempo dk−1τs, com dk−1 ∈ Z∗+ = {1,2, · · · }. Além disso, da hipótese de não ocorrerem perdas de

mais de um pacote em COAC consecutivos, o valor de dk−1 é obtido diretamente da Figura 3.7, e

se refere a quão maior que τs é o atraso de controle. Assim, dk−1 = (τk−1+∆τk−1)/τs = ⌈τk−1/τs⌉,
onde 0 ≤ ∆τk−1 < τs é o intervalo de tempo complementar a τk−1. Ou seja, ∆τk−1 é o intervalo de

tempo, a partir do início de uma nova atuação, até o instante de início de uma nova amostragem

dos sensores (veja Figura 3.7). Como τk−1 é obtido da equação (3.49), no (k − 1)−ésimo COAC

tem-se estabelecida a equação (3.64). Isto é,

dk−1 =
τk−1 + ∆τk−1

τs
=

⌈

τk−1

τs

⌉

=

⌈

τs
k−1 + τ

sc
k−1 + τ

c
k−1 + τ

ca
k−1 + τ

a
k−1

τs

⌉

(3.66)

Além disso, como o modo de operação do nó atuador é, por hipótese, GE e o ι−ésimo IAA

τaι é, por definição, a diferença entre dois instantes ta
nι consecutivos, ou seja, τai = ta

k+1ι+1
− ta

k−1ι
.

Dessa maneira, da definição do IAA e com o auxílio do diagrama de temporização do NCS,

ilustrado na Figura 3.7, obtém-se a seguinte expressão:

τaι = ta
k+1ι+1

− ta
k−1ι = τ

a
k−1 + ∆τk−1 + τ

s
k+1 + τ

sc
k+1 + τ

c
k+1 + τ

ca
k+1 (3.67)

Da equação (3.49) reescrita para o (k − 1)−ésimo COAC, tem-se:

τk−1 = τ
s
k−1 + τ

sc
k−1 + τ

c
k−1 + τ

ca
k−1 + τ

a
k−1 (3.68)

como, por definição, ∆τk−1 = dk−1τs−τk−1, substituindo a equação (3.68) na expressão de ∆τk−1,

resulta:

∆τk−1 = dk−1τs −
(

τs
k−1 + τ

sc
k−1 + τ

c
k−1 + τ

ca
k−1 + τ

a
k−1
)

(3.69)

o que substituindo a equação (3.69) na equação (3.67), obtém-se.

τaι = dk−1τs + τ
s
k+1 + τ

sc
k+1 + τ

c
k+1 + τ

ca
k+1 − τs

k−1 − τ
sc
k−1 − τ

c
k−1 − τca

k−1 (3.70)
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e desde que, τs
k+1 = τ

s
k−1 e τc

k+1 = τ
c
k−1 a equação (3.70) se reduz a:

τaι = dk−1τs + τ
sc
k+1 + τ

ca
k+1 − τsc

k−1 − τca
k−1 (3.71)

Consoante ao caso anterior, a prova do, se, é feita admitindo por hipótese que τaι seja dado

por

τaι = dk−1τs + τ
s
k+1 + τ

sc
k+1 + τ

c
k+1 + τ

ca
k+1 − τs

k−1 − τsc
k−1 − τc

k−1 − τca
k−1 (3.72)

portanto, somando e subtraindo o termo τa
k−1 à equação (3.72), obtém-se:

τaι = dk−1τs + τ
s
k+1 − τs

k−1 + τ
sc
k+1 − τsc

k−1 + τ
c
k+1 − τc

k−1 + τ
ca
k+1 − τca

k−1 + τ
a
k−1 − τa

k−1 (3.73)

o valor de τk−1 é por definição dado pela equação (3.68) que substituída na equação (3.73)

resulta:

τaι = dk−1τs + τ
sc
k+1 + τ

s
k+1 + τ

c
k+1 + τ

ca
k+1 + τ

a
k−1 − τk−1 (3.74)

como ∆τk−1 = dk−1τs − τk−1, ∀k ∈ Z+, a equação (3.74) resulta

τaι = ∆τk−1 + τ
sc
k+1 + τ

s
k+1 + τ

c
k+1 + τ

ca
k+1 + τ

a
k−1 (3.75)

é óbvio que se τk > τs, tem-se que τs − τk < 0 e portanto, sempre existirá um dk−1 ∈ Z∗+, tal que

0 ≤ dk−1τs − τk−1 < τs. Isto é, sempre existirá um dk−1 ∈ Z∗+, tal que o ∆τk−1 da equação (3.75)

seja não negativo e menor que τs. Ou seja, 0 ≤ ∆τk−1 = dk−1τs − τk−1 < τs. O que conclui a

prova. #

Observa-se das equações (3.50) e (3.51) que quando o controlador é guiado a eventos, se

algum dos atrasos τs
k−1, τsc

k−1, τc
k−1, τca

k−1, τa
k−1, τs

k+1 e τsc
k+1 variar no tempo, então, conseqüente-

mente τci também variará no tempo. Nota-se ainda que, a expressão do IAC, dada pela equação

(3.50) ou pela equação (3.52), é dependente apenas de intervalos de tempos múltiplos do pe-

ríodo de amostragem dos sensores dk−1τs e dos atrasos τs
k−1, τs

k+1, τsc
k−1 e τsc

k+1. Observa-se ainda,

da equação (3.51) que se dk−1 = 1, então τk ≤ τs e o IAC é obtido do Teorema 3.1. É claro que,

quando o controlador opera no modo guiado no tempo, por definição de projeto, os atrasos são

constantes, invariantes no tempo, e τk ≤ τs, portanto, τci = τs sempre. Evidentemente, para o

IAA, comentários análogos a estes podem ser feitos, a partir das equações (3.63)-(3.65).

A seguir será realizada a determinação das expressões do IAC e do IAA com nó sensor

guiado no tempo, nós controladores e atuadores guiados a eventos ou simultaneamente guiado

a eventos e no tempo, de forma a relaxar as hipóteses de perdas de pacotes e de atrasos de

controle menor ou igual, ou maior que um PAS.
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3.5 Determinação de τci e τaι - uma abordagem unificada

A determinação de τci e τaι de forma unificada é necessária e se justifica por diversas razões. A

primeira delas, diz respeito à unificação de todas as expressões dos IAC e dos IAA em apenas

uma expressão para o IAC e outra para o IAA. A segunda, é mais relevante ainda e, diz respeito

ao relaxamento de hipóteses como a de perdas de pacotes e de τk ≤ τs ou τk > τs. Na verdade,

estabelecer hipótese baseadas no valor de τk não é algo desejável. Isto porque quando a lei de

controle é executada τk ainda é desconhecido. Ou seja, os atrasos τc
k, τ

ca
k e τa

k ainda estão por

acontecer. Portanto, para um observador presente no nó controlador, tais atrasos são não causais.

Além disso, caso um pacote de dados se perca na malha direta durante o k−ésimo COAC, tal

COAC é interrompido antes do seu fim. Neste caso, em decorrência da não finalização do

k−ésimo COAC τk é inexistente.

Comentário semelhante à segunda razão apresentada no parágrafo precedente também pode

ser realizado para o caso do atuador. Entretanto, como o atuador é, em geral, guiado a eventos

e não desempenha o papel de executar uma lei de controle e se sim de aplicar às entradas da

planta as amostras da sequência do sinal de controle {u(tc
i − τk)}, dessa maneira o fato de se

saber o valor de τk torna-se irrelevante. Portanto, saber se τk ≤ τs ou τk > τs é irrelevante, pelo

menos do ponto de vista de implementação do NCS. É óbvio que, do ponto de vista teórico e

prático, se deseja ter sempre um τk mínimo.

Em face das justificativas e argumentos pré-apresentados a seguir serão estabelecidas as ex-

pressões analíticas do IAC e do IAA. Neste sentido, para facilitar o entendimento a respeito do

comportamento temporal do NCS, operando com o relaxamento de hipóteses, como as discuti-

das nos dois parágrafos anteriores, na Figura 3.8 é apresentado um diagrama de temporização o

mais geral possível.

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

τ0 τ1 τn τk+1

τs τs τs τs τs τs τs τs
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k+1i+1

ta
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1

τs
2

τs
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k+1τsc

0 τsc
1

τsc
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τsc
n τsc

k+1τc0 τc1

τc2

τcn τck+1τca
0 τca

1 τca
n τca

k+1τa0 τa1 τan τak+1

τc0 τc1 τc2 τci−1 τci τci+1

τa0 τa1 τaι−1 τaι τaι+1

t

Figura 3.8: Diagrama de temporização do NCS, com perda de pacotes, τk ≤ τs e τk > τs, de
topologia S-C-A, ilustrando os instantes de execução das tarefas de aquisição, execução da lei
de controle e atuação; assim como, a transferência dos pacotes de dados do nó sensor para o nó
controlador e deste para o nó atuador e suas relações de precedência temporal.

Entre outras coisas, pode-se verificar neste diagrama as interrupções, ou por assim dizer, as

não finalizações dos COAC de números 2 e n + 1, com as respectivas perdas dos pacotes de
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dados da malha direta e da malha de realimentação do NCS. Verifica-se também no diagrama

apresentado que τk ≤ τs para os COAC 0, n e k + 1. Finalmente, pode-se observar ainda que

τk > τs para o COAC 1, isto é, para k = 1.

Teorema 3.9 (IAC - uma abordagem unificada) Considere que n,k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · } com

k ≥ n, denotem, respectivamente, o n−ésimo e o k−ésimo COAC e sejam τs, τsc
k+1, τsc

k+1, τca
k+1, τca

n ,

τk = τ
s
k+τ

sc
k +τ

c
k+τ

ca
k +τ

a
k , ∀k ∈ Z+ apresentados na Definição 3.19 e τci o i−ésimo IAC. Se o NCS,

topologia S-C-A, opera com nós sensores GT, nó controlador GE ou GET, independentemente

do valor de τk na presença ou não de perda de pacotes, então, τci = tc
k+1i+1

− tc
ni

é dado por:

τci = (k + 1 − n)τs + τ
s
k+1 + τ

sc
k+1 − τs

n − τsc
n (3.76)

ou

τci = (k + 1 − n)τs + τ
sc
k+1 − τsc

n (3.77)

desde que na equação (3.76) τs
k+1 = τ

s
n. "

Prova: A prova é feita por construção. Para tal, admita que a cada intervalo de tempo τs, os

sensores sejam lidos e que possa ocorrer no NCS, topologia S-C-A: perdas de pacotes e τk ≤ τs

e/ou τk > τs, ∀k ∈ Z+. Considere ainda que o NCS tenha nós sensores GT, nó controlador GE

ou GET, e que n,k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · }, com k ≥ n, denotem, respectivamente, o n−ésimo e o

k−ésimo COAC, como ilustrado na Figura 3.8. Nestas condições, o i−ésimo IAC do NCS é,

por definição, τci = tc
k+1i+1

− tc
ni

, ou seja:

τci = tc
k+1i+1

− tc
ni
= (ts

k+1 − ts
n) − (tc

ni
− ts

n) + (tc
k+1i+1

− ts
k+1) (3.78)

com ts
k+1 − ts

n = (k + 1 − n)τs, tc
ni
− ts

n = τ
s
n + τ

sc
n e tc

k+1i+1
− ts

k+1 = τ
s
k+1 + τ

sc
k+1, que substituídos na

equação (3.78) resulta em

τci = (k + 1 − n)τs + τ
s
k+1 + τ

sc
k+1 − τs

n − τsc
n (3.79)

evidentemente, desde que, τs
k+1 = τ

s
n a equação (3.79) reduz-se a

τci = (k + 1 − n)τs + τ
sc
k+1 − τsc

n (3.80)

o que conclui a prova. #

Teorema 3.10 (IAA - uma abordagem unificada) Considere que n,k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · } com

k ≥ n, denotem, respectivamente, o n−ésimo e o k−ésimo COAC e sejam τs, τsc
k+1, τsc

k , τca
k+1, τca

k ,

τk = τ
s
k + τ

sc
k + τ

c
k + τ

ca
k + τ

a
k , ∀k ∈ Z+ apresentados na Definição 3.19 e τaι o ι−ésimo IAA. Se o
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NCS, topologia S-C-A, tem nós sensores GT, nós atuadores GE ou GET, independentemente do

valor de τk, na presença ou não de perda de pacotes, então, τaι = ta
k+1ι+1

− ta
nι é dado por:

τaι = (k + 1 − n)τs + τ
s
k+1 + τ

sc
k+1 + τ

c
k+1 + τ

ca
k+1 − τs

n − τsc
n − τc

n − τca
n (3.81)

ou

τaι = (k + 1 − n)τs + τ
sc
k+1 + τ

ca
k+1 − τsc

n − τca
n (3.82)

desde que na equação (3.81) τs
k+1 = τ

s
n e τc

k+1 = τ
c
n. "

Prova: A prova é feita por construção. Para tal, admita que a cada intervalo de tempo τs, os

sensores sejam lidos e que possa ocorrer no NCS, topologia S-C-A: perdas de pacotes e τk ≤ τs

e/ou τk > τs, ∀k ∈ Z+. Considere ainda que o NCS tenha nós sensores GT, nós atuadores GE

ou GET, e que n,k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · }, com k ≥ n, denotem, respectivamente, o n−ésimo e o

k−ésimo COAC, como ilustrado na Figura 3.8. Nestas condições, o ι−ésimo IAA do NCSs é,

por definição, τaι = ta
k+1ι+1

− ta
nι , ou seja:

τaι = ta
k+1ι+1

− ta
nι = (ts

k+1 − ts
n) − (ta

nι − ts
n) + (ta

k+1ι+1
− ts

k+1) (3.83)

com ts
k+1 − ts

n = (k+ 1− n)τs, ta
nι − ts

n = τ
s
n + τ

sc
n + τ

c
n + τ

ca
n e ta

k+1ι+1
− ts

k+1 = τ
s
k+1 + τ

sc
k+1 + τ

c
k+1 + τ

ca
k+1,

que substituídos na equação (3.83) resulta em

τaι = (k + 1 − n)τs + τ
s
k+1 + τ

sc
k+1 + τ

c
k+1 + τ

ca
k+1 − τs

n − τsc
n − τc

n − τca
n (3.84)

e, evidentemente, desde que, τs
k+1 = τ

s
n e τc

k+1 = τ
c
n a equação (3.84) reduz-se a

τa j = (k + 1 − n)τs + τ
sc
k+1 + τ

ca
k+1 − τsc

n − τca
n (3.85)

o que conclui a prova. #

Observação 3.3 (Hipóteses não realistas sobre τk) Os teoremas dos IAC e dos IAA estabele-

cidos nas seções anteriores a esta, são baseados em hipóteses quase sempre não realistas, tais

como a de não haver perdas de pacotes ou de τk ≤ τs, ou ainda de τk > τs, ∀k ∈ Z+. Porém, na

prática, nada ou ninguém garante que as condições e/ou restrições de projeto impostas sejam

satisfeitas durante o funcionamento do NCS. Isto justifica o estabelecimento dos teoremas desta

seção, os quais, são suficientemente gerais para estabelecer as expressões do IAC e do IAA em

tempo real e sob qualquer condição de operação do NCS com nós sensores guiados no tempo,

nós controladores e atuadores guiados a eventos ou simultaneamente guiados a eventos e no

tempo.

Observação 3.4 (Não causalidades de atrasos) Estabelecer os teoremas do IAC e do IAA sem
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as hipóteses de τk ≤ τs, ou de τk > τs, ∀k ∈ Z+, como feito nesta seção é uma vantagem. Uma

vez que, elimina a necessidade de envio de informações relativas aos valores dos atrasos τca
k e

τa
k , ∀k ∈ Z+ do nó atuador para o nó controlador, a partir do qual será obtido o valor de τk,

∀k ∈ Z+. Observa-se ainda que o envio do valor de τca
k e τa

k , ∀k ∈ Z+ do nó atuador para o

nó controlador até o instante de execução da lei de controle tc
ki

, ∀k,i ∈ Z+, é impossível, uma

vez que τca
k e τa

k , no instante tc
ki

, ainda está por acontecer. Em outras palavras, os instantes ta
kι

e ta
kι
+ τa

k , ∀ι ∈ Z+, são, para um observador presente no nó controlador, não causais e, por

conseguinte, τca
k e τa

k também são não causais.

A seguir, serão determinadas as expressões do IAC e do IAA com o IAS variante no tempo.

3.6 Determinação de τck e τak em função do IAS

A determinação das expressões do IAC e do IAA com o IAS variante no tempo é relevante no es-

tudo dos NCSs. Uma vez que, ter os sensores com amostragem variante no tempo, amostragem

aleatória ou amostragem de Lebesgue [ÅSTRÖM; BERNHARDSSON, 2002], possibilita redu-

zir o tráfego de pacotes na rede de comunicação [ÅRZÉN, 1999; ÅSTRÖM; BERNHARDS-

SON, 2002; ÅSTRÖM, 2007; HEEMELS, 2008; HENNINGSSON, 2008], além de possibilitar

a redução das variâncias dos sinais de saída dos NCSs [ÅSTRÖM; BERNHARDSSON, 1999].

Com esta motivação, a seguir serão determinados o IAC e o IAA para NCSs com nós sen-

sores GE, nós controladores e atuadores GE ou simultaneamente GET. Tais deduções serão

realizadas, inicialmente, para o caso específico do atraso de controle τk ser menor ou igual a um

IAS τsk variante no tempo. Isto é, τk ≤ τsk , ∀k ∈ Z+, caso em que a temporização do NCS é

ilustrada na Figura 3.9. Em seguida o IAC e o IAA são determinados para o caso geral com o

IAS variante no tempo e com o relaxamento das hipóteses de perdas de pacotes e do valor de τk

ser menor ou igual, ou ainda, maior que um IAS.

3.6.1 NCSs com τk ≤ τsk e sem perda de pacotes

Nesta subseção serão determinados o IAC e o IAA quando o NCS opera com nós sensores GE,

nó controlador GE ou simultaneamente GET e nós atuadores GE. Será assumido como hipótese

que o atraso de controle τk é menor ou igual a um IAS τsk , variante no tempo, isto é, τk ≤ τsk ,

∀k ∈ Z+. Neste caso, o diagrama de temporização do NCS é ilustrado na Figura 3.9. Para o

cenário pré-estabelecido, nos dois teoremas seguintes serão obtidos, respectivamente, o IAC e

o IAA.

Quando o NCS opera com IAS variante no tempo, seja de forma estocástica ou não estocás-

tica, os instantes de amostragem dos sensores são dados segundo a equação (3.86) [KALMAN,
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Figura 3.9: Diagrama de temporização do NCS, sem perda de pacotes, τk ≤ τs, topologia S-C-
A com o IAS variante no tempo, ilustrando os instantes de execução das tarefas de aquisição,
execução da lei de controle e atuação; assim como, a transferência dos pacotes de dados do nó
sensor para o nó controlador e deste para o nó atuador e suas relações de precedência temporal.

1957, p.56]2, aqui reapresentada com notação própria, segundo:

ts
k =

k−1
∑

n=0

τsn (3.86)

com ts
0 = 0. Analogamente, os instantes de inícios das execuções da lei de controle tc

k são dados

por:

tc
k = τ

s
0 + τ

sc
0 +

k−1
∑

n=0

τcn (3.87)

com tc
0 = τ

s
0+τ

sc
0 . E, os instantes de inícios das comutações dos sinais de controle nos atuadores

ta
k são dados por:

ta
k = τ

s
0 + τ

sc
0 + τ

c
0 + τ

ca
0 +

k−1
∑

n=0

τan (3.88)

com ta
0 = τ

s
0 + τ

sc
0 + τ

c
0 + τ

ca
0 .

Para o cenário discutido, a seguir serão obtidos o IAC e o IAA.

Teorema 3.11 (IAC com τk ≤ τsk ) Sejam τsk , τ
sc
k+1, τsc

k , τk = τ
s
k + τ

sc
k + τ

c
k + τ

ca
k + τ

a
k , ∀k ∈ Z+

apresentados na Definição 3.19 e τck o IAC do k−ésimo COAC. Se o NCS tem nós sensores GE,

nó controlador GE ou GET, não é submetido a perda de pacotes e τk ≤ τsk , ∀k ∈ Z+, então

τck = tc
k+1 − tc

k é dado por:

τck = τsk + τ
s
k+1 + τ

sc
k+1 − τs

k − τsc
k (3.89)

ou

τck = τsk + τ
sc
k+1 − τ

sc
k (3.90)

2Evidentemente, em 1957 ainda não existiam os NCSs, todavia as teorias de controle estocástico, embora
embrionárias, já se justificavam, como pode ser verificado em diversos trabalhos da época, como por exemplo, a
tese de Kalman [KALMAN, 1957].
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desde que na equação (3.89) τs
k = τ

s
k+1. "

Prova: Da hipótese que os nós sensores são GE, o IAS é, por definição, τs
k = ts

k+1 − ts
k e é

variante no tempo. Neste caso, a cada τsk , os sensores são lidos. Outra hipótese do teorema é

que o atraso de controle τk do k−ésimo COAC seja dado por:

τk = τ
s
k + τ

sc
k + τ

c
k + τ

ca
k + τ

a
k (3.91)

e que τk ≤ τsk . Assim, sempre existirá um ∆τk ≥ 0, tal que

∆τk = τsk − τk ≥ 0 (3.92)

substituindo a equação (3.91) na equação (3.92), obtém-se:

∆τk = τsk − τs
k − τsc

k − τc
k − τca

k − τa
k (3.93)

Finalmente, da hipótese que o nó controlador é GE ou GET tem-se, por definição, que

τck = tc
k+1 − tc

k. Pode-se observar ainda que a partir do conjunto de hipóteses do teorema,

constrói-se a Figura 3.9, da qual obtém-se:

τck = τ
c
k + τ

ca
k + τ

a
k + ∆τk + τ

s
k+1 + τ

sc
k+1 (3.94)

portanto, substituindo-se a equação (3.93) na equação (3.94), obtém-se:

τck = τsk + τ
s
k+1 + τ

sc
k+1 − τs

k − τsc
k (3.95)

evidentemente, desde que na equação (3.95) τs
k = τ

s
k+1, a equação (3.95) resulta em

τck = τsk + τ
sc
k+1 − τsc

k (3.96)

o que conclui a prova. #

Observação 3.5 (IAC com o IAS variante no tempo) Quando o IAS é variante no tempo

(Amostragem aleatória ou de Lebesgue) a expressão do IAC, equação (3.89), é dependente

apenas do IAS τsk do k−ésimo COAC, dos atrasos para aquisição dos dados τs
k e τs

k+1 e dos

atrasos de comunicação sensor controlador τsc
k e τsc

k+1.

Observação 3.6 (Não causalidades do IAS e do IAC variantes no tempo) Para se determi-

nar τck é necessário enviar o valor de τsk do nó sensor ao nó controlador no mesmo pacote

da amostra y(ts
k), obtida do sinal y(t) no instante ts

k. O valor de τsk−1 pode ser obtido acessando-

se um timer, presente no nó sensor, a cada vez que uma amostra for tomada, isto é, nos instantes
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da sequência de instantes de amostragem {ts
k}. Entretanto, o valor de τsk não é conhecido no ins-

tante ts
k, a menos que seja estimado ou obtido a partir do modelo em malha fechada do nNCSC.

Teorema 3.12 (IAA com τk ≤ τsk ) Sejam τsk , τ
sc
k+1, τsc

k , τca
k+1, τca

k e τk = τ
s
k + τ

sc
k + τ

c
k + τ

ca
k + τ

a
k ,

∀k ∈ Z+ apresentados na Definição 3.19 e τak o IAA do k−ésimo COAC. Se o NCS tem nós

sensores GE, nós atuadores GE, não é submetido a perda de pacotes e τk ≤ τsk , ∀k ∈ Z+, então

τak = ta
k+1 − ta

k é dado por:

τak = τsk + τ
s
k+1 + τ

sc
k+1 + τ

c
k+1 + τ

ca
k+1 − τs

k − τsc
k − τc

k − τca
k (3.97)

ou

τak = τsk + τ
sc
k+1 + τ

ca
k+1 − τsc

k − τca
k (3.98)

desde que na equação (3.97) τs
k = τ

s
k+1 e τc

k = τ
c
k+1. "

Prova: Da hipótese que os nós sensores são GE, o IAS é, por definição, τs
k = ts

k+1 − ts
k e é

variante no tempo. Neste caso, a cada τsk , os sensores são lidos. Outra hipótese do teorema é

que o atraso de controle do k−ésimo COAC seja dado por:

τk = τ
s
k + τ

sc
k + τ

c
k + τ

ca
k + τ

a
k (3.99)

e que τk ≤ τsk . Neste caso, sempre existirá um ∆τk ≥ 0, tal que

∆τk = τsk − τk ≥ 0 (3.100)

substituindo a equação (3.99) na equação (3.100) obtém-se:

∆τk = τsk − τs
k − τ

sc
k − τ

c
k − τca

k − τa
k (3.101)

Finalmente, da hipótese que os nós atuadores são GE ou GET tem-se, por definição, que

τak = ta
k+1 − ta

k . Pode-se observar ainda que a partir do conjunto de hipóteses do teorema,

constrói-se a Figura 3.9, da qual obtém-se:

τak = ta
k+1 − ta

k = τ
a
k + ∆τk + τ

s
k+1 + τ

sc
k+1 + τ

c
k+1 + τ

ca
k+1 (3.102)

portanto, substituindo-se a equação (3.101) na equação (3.102) obtém-se:

τak = τ
a
k + τsk − τs

k − τ
sc
k − τ

c
k − τca

k − τa
k + τ

s
k+1 + τ

sc
k+1 + τ

c
k+1 + τ

ca
k+1 ⇒

τak = τsk + τ
s
k+1 + τ

sc
k+1 + τ

c
k+1 + τ

ca
k+1 − τs

k − τsc
k − τc

k − τca
k (3.103)
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e desde que τs
k = τ

s
k+1 e τc

k = τ
c
k+1, a equação (3.103) se reduz à equação.

τak = τsk + τ
sc
k+1 + τ

ca
k+1 − τsc

k − τca
k (3.104)

o que conclui a prova. #

Corolário 3.6 (IAA com IAS variante no tempo) Sejam τsk , τ
s
k, τ

s
k+1, τsc

k , τsc
k+1, τc

k, τ
c
k+1, τca

k ,

τca
k+1, ∀k ∈ Z+ apresentados na Definição 3.19 e sejam τck e τak , respectivamente, o IAC e o IAA

do k−ésimo COAC. Se o NCS tem nós sensores GE, nó controlador GE ou GET e nós atuadores

GE, não é submetido a perda de pacotes e τk ≤ τsk , ∀k ∈ Z+, então τak = ta
k+1 − ta

k é dado por:

τak = τck + τ
c
k+1 + τ

ca
k+1 − τc

k − τca
k (3.105)

ou

τak = τck + τ
ca
k+1 − τca

k (3.106)

desde que na equação (3.105) τc
k = τ

c
k+1. "

Prova: Segue diretamente dos Teoremas 3.11 e 3.12. Isto é, para se obter a equação (3.105),

deve-se substituir a equação (3.89) na equação (3.97). Por outro lado, para se obter a equação

(3.106), deve-se substituir a equação (3.90) na equação (3.98) ou considerar que na equação

(3.105) τc
k = τ

c
k+1. #

Observação 3.7 (NCSs são sistemas híbridos) Dos teoremas e corolário do IAC e do IAA fica

evidente que a análise matemática do NCS é por demais complicada, pois os componentes do

mesmo têm intervalos de amostragem diferentes e, em geral, variantes no tempo. Embora,

considera-se para fins de análise discretizar a planta, esta é de natureza completamente de

tempo contínuo, o que vem a caracterizar os NCSs como sistemas híbridos, nos quais, coexistem

dinâmicas discretas, controladores, e dinâmicas contínuas, plantas [BRANICKY, 1995].

3.6.2 NCSs com τk qualquer e com e sem perda de pacotes

Quando o NCS opera com nós sensores GE, nó controlador GE ou simultaneamente GET, nós

atuadores GE e com atraso de controle τk qualquer, o IAS τsk é variante no tempo e o NCS

está sujeito a perda de pacotes em qualquer dos seus links de comunicação, o diagrama de

temporização do NCS é ilustrado na Figura 3.10. Para o cenário pré-estabelecido, nos dois

teoremas seguintes serão obtidos, respectivamente, o IAC e o IAA.

Quando o NCS opera sujeito a perda de pacotes e com atraso de controle qualquer sua

temporização é como a apresentada na Figura 3.10. Neste caso, os instantes de amostragem dos
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Figura 3.10: Diagrama de temporização do NCS, topologia S-C-A, ilustrando os instantes de
execução das tarefas de aquisição, execução da lei de controle e atuação; assim como, a trans-
ferência dos pacotes de dados do nó sensor para o nó controlador e deste para o nó atuador e
suas relações de precedência temporal para o NCS operando com e sem perda de pacotes e com
τk ≤ τsk ou τk > τsk .

sensores também continuam sendo dados segundo a equação (3.86). Todavia, os instantes de

inícios de execução da lei de controle tc
ki

passam a ser dados por:

tc
li = τ

s
l + τ

sc
l +

l−1
∑

n=0

τsn +

i−1
∑

n=0

τcn (3.107)

onde tc
l0
= τs

l + τ
sc
l +

l−1
∑

n=0
τsn e l ∈ Z+ é o COAC em que a lei de controle é executada pela

primeira vez. Para ilustrar, como exemplo, considera-se que os dois primeiros pacotes da malha

de realimentação são perdidos durante os dois primeiros COAC. Neste caso, a lei de controle é

executada pela primeira vez durante o terceiro COAC, isto é, k = 2. Por conseguinte, l = 2 e

tc
l0
= tc

20
= τs

2 + τ
sc
2 +

1
∑

n=0
τsn = τ

s
2 + τ

sc
2 + τs0 + τs1 .

Analogamente, o ι−ésimo instante de início das comutações das amostras do sinal de con-

trole nos atuadores ta
fι
, que ocorre no decorrer do f−ésimo COAC, é dado por:

ta
fι = τ

s
f + τ

sc
f + τ

c
f + τ

ca
f +

f−1
∑

n=0

τsn +

ι−1
∑

n=0

τan (3.108)

onde ta
f0
= τs

f + τ
sc
f + τ

c
f + τ

ca
f +

f−1
∑

n=0
τsn e f ∈ Z+ é o COAC em que as comutações das amostras

do sinal de controle nos atuadores ocorre pela primeira vez. Neste caso, desde que não ocorra

perda de pacotes durante COAC 0, f = 0. Dessa maneira, f0 = 00 = 0 e portanto ta
00
=

τs
0 + τ

sc
0 + τ

c
0 + τ

ca
0 . Por outro lado, se ocorrer perda de pacotes de dados nos COAC 0 e 1 e

não ocorrer perda de pacotes de dados no COAC 2 a primeira comutação do sinal de controle

nos atuadores só ocorrerá durante o COAC 2. Por conseguinte, f = 2 e f0 = 20 = 2. Portanto,

ta
20
= τs

2 + τ
sc
2 + τ

c
2 + τ

ca
2 +

1
∑

n=0
τsn = τ

s
2 + τ

sc
2 + τ

c
2 + τ

ca
2 + τs0 + τs1 e assim sucessivamente.

Para os cenários discutidos, a seguir serão obtidos o IAC e o IAA.
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Teorema 3.13 (IAC com τk qualquer e IAS variante no tempo) Sejam n,k ∈ Z+ com k ≥
n, respectivamente, o n−ésimo e o k−ésimo COAC e sejam τsk , τ

sc
k+1, τsc

n , τca
k+1, τca

n , τk = τ
s
k +

τsc
k + τ

c
k + τ

ca
k + τ

a
k , ∀k ∈ Z+ apresentados na Definição 3.19 e τci = tc

k+1i+1
− tc

ni
o i−ésimo IAC.

Se o NCS tem nós sensores GE, nó controlador GE ou GET, está submetido ou não à perda de

pacotes, então τci é dado por:

τci =

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

k
∑

j=n

τs j

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

+ τs
k+1 + τ

sc
k+1 − τs

n − τsc
n (3.109)

ou por

τci =

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

k
∑

j=n

τs j

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

+ τsc
k+1 − τ

sc
n (3.110)

desde que na equação (3.109) τs
k+1 = τ

s
n, independentemente, do valor que o atraso de controle

τk possa assumir. "

Prova: Da hipótese que os nós sensores são GE, o IAS é, por definição, τsk = ts
k+1 − ts

k e é

variante no tempo. Neste caso, a cada τsk , os sensores são lidos. Outra hipótese do teorema é

que o nó controlador é ou GE ou simultaneamente GET. Como já definido neste texto, quando o

controlador opera no modo simultaneamente GET é possível determinar τsc
k durante a operação

do NCS. Além disso, considere que n,k ∈ Z+, com k ≥ n, denotem, respectivamente, o n−ésimo

e o k−ésimo COAC e que possa ocorrer ou não perdas de pacotes no NCS, como ilustrado no

diagrama de temporização da Figura 3.10. Nestas condições, o i−ésimo IAC do NCS é, por

definição, τci = tc
k+1i+1

− tc
ni

, e é dado por:

τci = tc
k+1i+1

− tc
ni
= (ts

k+1 − ts
n) − (tc

ni
− ts

n) + (tc
k+1i+1

− ts
k+1) (3.111)

onde: ts
k+1 − ts

n =
k
∑

j=n
τs j , tc

ni
− ts

n = τ
s
n + τ

sc
n e tc

k+1i+1
− ts

k+1 = τ
s
k+1 + τ

sc
k+1, que substituídos na equação

(3.111) resulta em

τci =

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

k
∑

j=n

τs j

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

+ τs
k+1 + τ

sc
k+1 − τs

n − τsc
n (3.112)

evidentemente, desde que, τs
k+1 = τ

s
n a equação (3.112) reduz-se a

τci =

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

k
∑

j=n

τs j

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

+ τsc
k+1 − τsc

n (3.113)

Finalmente, como verificado até este ponto da demonstração, a expressão do IAC foi obtida

sem que nenhuma consideração a respeito do atraso de controle τk, ∀k ∈ Z+, fosse necessária.

Neste caso, independentemente do valor τk as equações (3.112) e (3.113 ) são válidas. Portanto,

τk pode ser qualquer, inclusive, maior do que τsk , o que conclui a prova. #
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Teorema 3.14 (IAA com τk qualquer e IAS variante no tempo) Sejam n,k ∈ Z+ com k ≥
n, respectivamente, o n−ésimo e o k−ésimo COAC e sejam τsk , τ

sc
k+1, τsc

n , τca
k+1, τca

n , τk = τ
s
k +

τsc
k + τ

c
k + τ

ca
k + τ

a
k , ∀k ∈ Z+ apresentados na Definição 3.19 e τaι = ta

k+1ι+1
− ta

nι o ι−ésimo IAA.

Se o NCS tem nós sensores GE e nós atuadores GE, está submetido ou não à perda de pacotes,

então τaι é dado por:

τaι =

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

k
∑

j=n

τs j

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

+ τs
k+1 + τ

sc
k+1 + τ

c
k+1 + τ

ca
k+1 − τs

n − τsc
n − τc

n − τca
n (3.114)

ou

τaι =

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

k
∑

j=n

τs j

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

+ τsc
k+1 + τ

ca
k+1 − τsc

n − τca
n (3.115)

desde que na equação (3.114) τs
k+1 = τ

s
n e τc

k+1 = τ
c
n, independentemente, do valor que o atraso

de controle τk possa assumir. "

Prova: Da hipótese que os nós sensores são GE, o IAS é, por definição, τsk = ts
k+1 − ts

k e

é variante no tempo. Neste caso, a cada τsk , os sensores são lidos. Outra hipótese do teorema

é que os nós atuadores são GE. Além disso, considere que n,k ∈ Z+, com k ≥ n, denotem,

respectivamente, o n−ésimo e o k−ésimo COAC e que possa ocorrer ou não perdas de pacotes

no NCS, como ilustrado no diagrama de temporização da Figura 3.10. Nestas condições, o

ι−ésimo IAA do NCS é, por definição, τaι = ta
k+1ι+1

− ta
nι , e é dado por:

τaι = ta
k+1ι+1

− ta
nι = (ts

k+1 − ts
n) − (ta

nι − ts
n) + (ta

k+1ι+1
− ts

k+1) (3.116)

onde: ts
k+1 − ts

n =
k
∑

j=n
τs j , ta

nι − ts
n = τ

s
n + τ

sc
n + τ

c
n + τ

ca
n e ta

k+1ι+1
− ts

k+1 = τ
s
k+1 + τ

sc
k+1 + τ

c
k+1 + τ

ca
k+1, que

substituídos na equação (3.116) resulta em

τaι =

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

k
∑

j=n

τs j

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

+ τs
k+1 + τ

sc
k+1 + τ

c
k+1 + τ

ca
k+1 − τs

n − τsc
n − τc

n − τca
n (3.117)

evidentemente, desde que, τs
k+1 = τ

s
n e τc

k+1 = τ
c
n a equação (3.117) reduz-se a

τaι =

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

k
∑

j=n

τs j

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

+ τsc
k+1 + τ

ca
k+1 − τsc

n − τca
n (3.118)

Finalmente, como verificado até este ponto da demonstração, a expressão do IAA foi obtida

sem que nenhuma consideração a respeito do atraso de controle τk, ∀k ∈ Z+, fosse necessária.

Neste caso, independentemente do valor τk as equações (3.117) e (3.118) são válidas. Portanto,

τk pode ser qualquer, inclusive, maior do que τsk , o que conclui a prova. #
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3.7 Determinação do atraso de controle máximo

O atraso de controle máximo τm vem sendo, até então, obtido de forma conservativa. Como

já visto no Capítulo 2 desta tese diversas técnicas foram utilizadas para se determinar o τm.

Entre as quais se destacam técnicas, conjuntamente, baseadas em teoria de Lyapunov e: teo-

ria de escalonamento [KIM, 1998] - determina-se τm de forma direta; teoria das perturbações

[WALSH, 1999; WALSH., 2002] - determina-se τm de forma indireta via determinação do má-

ximo intervalo de amostragem admissível τsm; estabilidade entrada-estado e teorema do ganho

pequeno [NEŠIĆ; TEEL, 2003, 2004a, 2004b; CARNEVALE, 2007b, 2007a] - também obtido

via determinação de τsm .

Outra técnica, também conservativa, utilizada para se determinar τm é a margem de jitter

[CERVIN, 2004; MIRKIN, 2007]. Todos os resultados de τm obtidos por estas técnicas são

respaldados por algum teste de estabilidade. Tal procedimento torna o resultado conservativo.

Isto porquê, testes de estabilidade são obtidos tendo em vista apenas condições necessárias, e

não necessárias e suficientes. A seguir a determinação de τm, com notação própria τkmax , será

feita a partir da temporização do NCS com estrutura direta ou não hierárquica.

Teorema 3.15 (Determinação de τkmax com PAS invariante no tempo) Seja k ∈ Z+ o k−ésimo

COAC, e sejam ts
k, tc

k, ta
k , τs

k, τ
sc
k , τc

k, τ
ca
k , τa

k e τk = τ
s
k+τ

sc
k +τ

c
k+τ

ca
k +τ

a
k (topologia S-C-A) apresen-

tados na Definição 3.19, se o NCS tem arquitetura baseada em estrutura direta com topologia

S-C-A e nó sensor guiado no tempo, então, o atraso de controle máximo, τkmax é

τkmax = 2τs (3.119)

onde, τs é o PAS invariante no tempo. "

Prova: Seja k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · } o k−ésimo COAC e sejam ts
k, tc

k, ta
k , τs

k, τ
sc
k , τc

k, τ
ca
k , τa

k e

τk = τ
s
k + τ

sc
k + τ

c
k + τ

ca
k + τ

a
k (topologia S-C-A) apresentados na Definição 3.19. Considera-se

ainda que o NCS tenha arquitetura baseada em estrutura direta com topologia S-C-A e nó sensor

guiado no tempo (PAS τs invariante no tempo). Nestas condições

tc
k = ts

k + τ
s
k + τ

sc
k (3.120)

e por esta equação o valor máximo de tc
k, denotado por tc

kmax
, ocorre quando o atraso de comuni-

cação sensor controlador τsc
k for máximo, o qual é neste caso denotado por τsc

kmax
. Dessa maneira,

da equação (3.120) obtém-se:

tc
kmax
= ts

k + τ
s
k + τ

sc
kmax
⇒ τsc

kmax
= tc

kmax
− ts

k − τs
k (3.121)

Por outro lado, como nos NCSs com arquitetura baseada em estrutura direta os nós compo-
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nentes estão conectados diretamente a uma rede de comunicação local, as informações enviadas

ou recebidas pelos nós não trafegam em camadas superiores de redes. Isto é, os pacotes não

passam por roteadores e/ou outros hardware com memórias, nos quais estas informações pos-

sam ficar armazenadas para transmissão/retransmissão posterior. Nestas condições, para que

não ocorra amostragem vazia durante o k−ésimo COAC tc
k ≤ ts

k+1 e assim

tc
kmax
= ts

k+1 = ts
k + τs (3.122)

Portanto, substituindo a equação (3.122) na equação (3.121) obtém-se:

τsc
kmax
= ts

k+1 − ts
k − τs

k = τs − τs
k (3.123)

Em outras palavras, como o nó sensor é guiado no tempo, a cada τs segundos uma nova

amostra y(ts
k) do sinal y(t) é tomada. Neste caso, para evitar que a amostra y(ts

k) seja sobreposta

no buffer de entrada do nó controlador pela amostra y(ts
k+1), obrigatoriamente tc

k ≤ ts
k+1, ∀k ∈ Z+.

Portanto, tc
kmax
= ts

k+1, ∀k ∈ Z+.
Deve-se observar ainda que, no instante tc

kmax
= ts

k+1 tem-se o início da execução da lei de con-

trole no nó controlador. Além disso, no instante tc
k+1 a amostra y(ts

k+1) já deve está armazenada

no buffer de entrada do nó controlador. Assim

tc
k+1max

= ts
k+1 + τ

s
k+1 + τ

sc
k+1max

⇒ τsc
k+1max

= tc
k+1max

− ts
k+1 − τ

s
k+1 ⇒

τsc
k+1max

= ts
k+2 − ts

k+1 − τs
k+1 = τs − τs

k+1 (3.124)

e, por construção:

ta
k − tc

k = τ
c
k + τ

ca
k ⇒ ta

k = tc
k + τ

c
k + τ

ca
k (3.125)

Como é assumido que tc
k é máximo, então ta

k , equação (3.125), será máximo quando τca
k for

máximo. Assim, se ta
kmax

denotar o máximo ta
k e τca

kmax
denotar o máximo τca

k , obtém-se da equação

(3.125) que:

ta
kmax
= tc

kmax
+ τc

k + τ
ca
kmax

(3.126)

e para que a amostra y(ts
k+1) não sobreponha a amostra y(ts

k) antes do sinal u(t− τca
k ) do k−ésimo

COAC ser aplicado às entradas da planta, tem-se que

ta
kmax
+ τa

k = tc
k+1max

= ts
k+2 ⇒ ta

kmax
= ts

k+2 − τa
k (3.127)

agora, substituindo as equações (3.122) e (3.127) na equação (3.126) resulta:

ts
k+2−τa

k = ts
k+1 + τ

c
k + τ

ca
kmax
⇒ τca

kmax
= ts

k+2 − ts
k+1−τa

k −τc
k ⇒ τca

kmax
= τs − τa

k − τc
k (3.128)
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finalmente, da hipótese do NCS ser de topologia S-C-A tem-se que:

τk = τ
s
k + τ

sc
k + τ

c
k + τ

ca
k + τ

a
k (3.129)

e definindo o valor máximo de τk como τkmax , este ocorrerá quando τsc
k e τca

k forem máximos,

isto é,

τkmax = τ
s
k + τ

sc
kmax
+ τc

k + τ
ca
kmax
+ τa

k (3.130)

por fim, substituindo as equações (3.123) e (3.128) na equação (3.130) resulta que:

τkmax = τ
s
k + τs − τs

k + τ
c
k + τs − τa

k − τc
k + τ

a
k ⇒ τkmax = 2τs (3.131)

o que conclui a prova. #

Teorema 3.16 (Determinação de τkmax com IAS variantes no tempo) Seja k ∈ Z+ o k−ésimo

COAC, e sejam ts
k, tc

k, ta
k , τs

k, τ
sc
k , τc

k, τ
ca
k , τa

k e τk = τ
s
k + τ

sc
k + τ

c
k + τ

ca
k + τ

a
k , ∀k ∈ Z+ (topologia

S-C-A) apresentados na Definição 3.19. Se o NCS tem arquitetura baseada em estrutura direta

com topologia S-C-A e nós sensores guiados a eventos, então, o atraso de controle máximo τkmax

é

τkmax = τsk + τsk+1 (3.132)

onde, τsk e τsk+1 são os IASs, respectivamente, do k−ésimo e do (k + 1)−ésimo COAC. "

Prova: Seja k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · }, o k−ésimo COAC e sejam ts
k, tc

k, ta
k , τs

k, τ
sc
k , τc

k, τ
ca
k , τa

k e

τk = τ
s
k+τ

sc
k +τ

c
k+τ

ca
k +τ

a
k (topologia S-C-A) apresentados na Definição 3.19. Considera-se ainda

que o NCS tenha arquitetura baseada em estrutura direta com topologia S-C-A e nós sensores

guiados a eventos (IAS τsk , ∀k ∈ Z+ variante no tempo). Nestas condições, por construção e/ou

por definição

tc
k = ts

k + τ
s
k + τ

sc
k (3.133)

e por esta equação o valor máximo de tc
k, denotado por tc

kmax
, ocorre quando τsc

k , for máximo.

Denotando, τsc
kmax

como o valor máximo de τsc
k , a equação (3.133) resulta:

tc
kmax
= ts

k + τ
s
k + τ

sc
kmax
⇒ τsc

kmax
= tc

kmax
− ts

k − τ
s
k (3.134)

Agora, como nos NCSs com arquitetura baseada em estrutura direta os nós componentes

estão conectados diretamente a uma rede de comunicação local, as informações enviadas ou

recebidas pelos nós não trafegam em camadas superiores de redes, isto é, os pacotes não passam

por roteadores e/ou outros hardware com memórias, nos quais estas informações possam ficar

armazenadas para transmissão/retransmissão posterior. Nestas condições, para que não ocorra
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amostragem vazia durante o k−ésimo COAC, tc
k ≤ ts

k+1, e assim

tc
kmax
= ts

k+1 = ts
k + τsk (3.135)

Portanto, substituindo a equação (3.135) na equação (3.134) obtém-se:

τsc
kmax
= ts

k+1 − ts
k − τs

k = τsk − τs
k (3.136)

Em outras palavras como os nós sensores são guiados a eventos, a cada intervalo de tempo

τsk uma nova amostra y(ts
k) do sinal y(t) é tomada. Neste caso, para evitar que a amostra y(ts

k)

seja sobreposta no buffer de entrada do nó controlador pela amostra y(ts
k+1), obrigatoriamente

tc
k ≤ ts

k+1, ∀k ∈ Z+. Portanto, tc
kmax
= ts

k+1, ∀k ∈ Z+.
Deve-se observar ainda que, no instante tc

kmax
= ts

k+1 tem-se o início da execução da lei de con-

trole no nó controlador. Além disso, no instante tc
k+1 a amostra y(ts

k+1) já deve está armazenada

no buffer de entrada do nó controlador. Assim

tc
k+1max

= ts
k+1 + τ

s
k+1 + τ

sc
k+1max

⇒ τsc
k+1max

= tc
k+1max

− ts
k+1 − τs

k+1 ⇒

τsc
k+1max

= ts
k+2 − ts

k+1 − τs
k+1 = τsk+1 − τs

k+1 (3.137)

e, por construção:

ta
k − tc

k = τ
c
k + τ

ca
k ⇒ ta

k = tc
k + τ

c
k + τ

ca
k (3.138)

Como é assumido que tc
k é máximo, ta

k da equação (3.138) será máximo quando τca
k for

máximo. Assim, denotando ta
kmax

como o máximo ta
k e τca

kmax
como o máximo τca

k , da equação

(3.138), obtém-se que:

ta
kmax
= tc

kmax
+ τc

k + τ
ca
kmax

(3.139)

e para que a amostra y(ts
k+1) não sobreponha a amostra y(ts

k) antes do sinal u(t− τca
k ) do k−ésimo

COAC ser aplicado às entradas da planta, tem-se que

ta
kmax
+ τa

k = tc
k+1max

= ts
k+2 ⇒ ta

kmax
= ts

k+2 − τ
a
k (3.140)

agora, substituindo as equações (3.135) e (3.140) na equação (3.139) resulta:

ts
k+2 − τ

a
k = ts

k+1 + τ
c
k + τ

ca
kmax
⇒ τca

kmax
= ts

k+2 − ts
k+1 − τ

a
k − τc

k ⇒

τca
kmax
= τsk+1 − τa

k − τc
k (3.141)

finalmente, da hipótese do NCS ser de topologia S-C-A, tem-se que:

τk = τ
s
k + τ

sc
k + τ

c
k + τ

ca
k + τ

a
k (3.142)
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donde, naturalmente, o valor máximo de τk, denotado por τkmax , ocorrerá quando τsc
k e τca

k forem

máximos, ou seja:

τkmax = τ
s
k + τ

sc
kmax
+ τc

k + τ
ca
kmax
+ τa

k (3.143)

por fim, substituindo as equações (3.136) e (3.141) na equação (3.143) resulta que:

τkmax = τ
s
k + τsk − τs

k + τ
c
k + τsk+1 − τa

k − τc
k + τ

a
k ⇒ τkmax = τsk + τsk+1 (3.144)

o que conclui a prova. #

3.8 Limitantes dos intervalos de amostragem

Os valores limites, máximo e mínimo, dos intervalos de amostragem do controlador e do atuador

serão doravante inferidos dos Teoremas 3.1, 3.2, 3.3, 3.4, 3.5, 3.6, 3.7, 3.8, 3.9, 3.10, 3.11,

3.12, 3.13 e 3.14. Para tal, considere que: τakmax
e τakmin

sejam, respectivamente, o máximo

e o mínimo valores que podem ser assumidos por τak quando o NCS opera sem perdas de

pacotes; τckmax
e τckmin

sejam, respectivamente, o máximo e o mínimo valores que podem ser

assumidos por τck quando o NCS opera sem perdas de pacotes; considere ainda que: τaιmax
e

τaιmin
sejam, respectivamente, o máximo e o mínimo valores que podem ser assumidos pelo

IAA τaι quando o NCS opera com perdas de pacotes; τcimax
e τcimin

sejam, respectivamente, o

máximo e o mínimo valores que podem ser assumidos pelo τci quando o NCS opera com perdas

de pacotes; τs
kmax

e τs
kmin

sejam, respectivamente, o máximo e o mínimo valores que podem ser

assumidos por τs
k; τ

sc
kmax

e τsc
kmin

sejam, respectivamente, o máximo e o mínimo valores que podem

ser assumidos por τsc
k ; τc

kmax
e τc

kmin
sejam, respectivamente, o máximo e o mínimo valores que

podem ser assumidos por τc
k; τ

ca
kmax

e τca
kmin

sejam, respectivamente, o máximo e o mínimo valores

que podem ser assumidos por τca
k ; τa

kmax
e τa

kmin
sejam, respectivamente, o máximo e o mínimo

valores que podem ser assumidos por τa
k . Portanto, quando τk ≤ τs, do Teorema 3.1 e das

definições do parágrafo anterior tem-se que:

τckmax
= τs + τ

s
k+1max

+ τsc
k+1max

− τs
kmin
− τsc

kmin
(3.145)

τckmin
= τs + τ

s
k+1min

+ τsc
k+1min

− τs
kmax
− τsc

kmax
(3.146)

desde que, τs
k seja invariante no tempo, τs

k+1max
= τs

kmin
, bem como, τs

k+1min
= τs

kmax
e como con-

sequência as equações (3.145) e (3.146) se reduzem a:

τckmax
= τs + τ

sc
k+1max

− τsc
kmin

(3.147)

τckmin
= τs + τ

sc
k+1min

− τsc
kmax

(3.148)
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analogamente, quando τk > τs e o NCS não é submetido a perda de pacotes, obtém-se direta-

mente do Teorema 3.3 que:

τckmax
= τs + τ

s
k+1max

+ τsc
k+1max

− τs
kmin
− τsc

kmin
(3.149)

τckmin
= τs + τ

s
k+1min

+ τsc
k+1min

− τs
kmax
− τsc

kmax
(3.150)

obviamente, desde que, τs
k seja invariante no tempo, τs

k+1max
= τs

kmin
, bem como, τs

k+1min
= τs

kmax
e

como consequência as equações (3.149) e (3.150) se reduzem a:

τckmax
= τs + τ

sc
k+1max

− τsc
kmin

(3.151)

τckmin
= τs + τ

sc
k+1min

− τsc
kmax

(3.152)

Quando o NCS opera com perda de não mais que um pacote em COAC não consecutivos e

τk ≤ τs, ∀k ∈ Z+, os IAC máximos e mínimos, respectivamente, denotados por τcimax e τcimin , são

dados diretamente do Teorema 3.5 por:

τcimax
= 2τs + τ

s
k+1max

+ τsc
k+1max

− τs
k−1min

− τsc
k−1min

(3.153)

τcimin = 2τs + τ
s
k+1min

+ τsc
k+1min

− τs
k−1max

− τsc
k−1max

(3.154)

e, obviamente, desde que, τs
k seja invariante no tempo, τs

k+1max
= τs

k−1min
, bem como, τs

k+1min
=

τs
k−1max

, e como consequência as equações (3.153) e (3.154) se reduzem a:

τcimax
= 2τs + τ

sc
k+1max

− τsc
k−1min

(3.155)

τcimin
= 2τs + τ

sc
k+1min

− τsc
k−1max

(3.156)

Quando τk > τs e o NCS é submetido a perda de um pacote, isto é, não ocorrem perda de

mais de um pacote em COAC sucessivos, obtém-se diretamente do Teorema 3.7 que:

τcimax
= dkτs + τ

s
k+1max

+ τsc
k+1max

− τs
kmin
− τsc

kmin
(3.157)

τcimin
= dkτs + τ

s
k+1min

+ τsc
k+1min

− τs
kmax
− τsc

kmax
(3.158)

ou, desde que τs
k seja invariante no tempo, isto é, τs

k+1max
= τs

kmin
, bem como, τs

k+1min
= τs

kmax
, que

por conseguinte, obtém-se das equações (3.157) e (3.158):

τckmax
= dkτs + τ

sc
k+1max

− τsc
kmin

(3.159)

τckmin
= dkτs + τ

sc
k+1min

− τsc
kmax

(3.160)

Em face das expressões do IAC serem, até então, obtidas com base em hipóteses sobre o
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valor do atraso de controle τk ser menor ou igual ou maior que o IAS, uma abordagem unificada

para a determinação do IAC foi proposta. Neste caso, o NCS também tem nós sensores GT, nós

controladores GE ou GET e nós atuadores GE. Nestas condições, independentemente do valor

de τk, ∀k ∈ Z+, na presença ou não de perda de pacotes, o IAC mínimo e máximo denotados,

respectivamente, por τcimin
e τcimax

são obtidos do Teorema 3.9 e dados por:

τcimax
= (k + 1 − n)τs + τ

s
k+1max

+ τsc
k+1max

− τs
nmin
− τsc

nmin
(3.161)

τcimin
= (k + 1 − n)τs + τ

s
k+1min

+ τsc
k+1min

− τs
nmax
− τsc

nmax
(3.162)

ou, desde que, τs
k seja invariante no tempo, isto é, τs

k+1max
= τs

nmin
, bem como, τs

k+1min
= τs

nmax
. Por

conseguinte, obtém-se das equações (3.161) e (3.162) que:

τcimax
= (k + 1 − n)τs + τ

sc
k+1max

− τsc
nmin

(3.163)

τcimin
= (k + 1 − n)τs + τ

sc
k+1min

− τsc
nmax

(3.164)

Quando o NCS tem nós sensores GE, nós controladores GE ou GET e nós atuadores GE e

τk ≤ τsk , ∀k ∈ Z+, os IAC máximo e mínimo são obtidos do Teorema 3.11 e dados por:

τckmax
= τsk + τ

s
k+1max

+ τsc
k+1max

− τs
kmin
− τsc

kmin
(3.165)

τckmin
= τsk + τ

s
k+1min

+ τsc
k+1min

− τs
kmax
− τsc

kmax
(3.166)

evidentemente, desde que, τs
k seja invariante no tempo, isto é, τs

k+1max
= τs

kmin
, bem como, τs

k+1min
=

τs
kmax

, obtém-se, por conseguinte, das equações (3.165) e (3.166) que:

τckmax
= τsk + τ

sc
k+1max

− τsc
kmin

(3.167)

τckmin
= τsk + τ

sc
k+1min

− τsc
kmax

(3.168)

Por outro lado, quando o NCS tem nós sensores GE, nós controladores GE ou GET, nós

atuadores GE e o valor de τk, ∀k ∈ Z+ é qualquer, na presença ou não de perda de pacotes, os

IAC máximo e mínimo são obtidos segundo o Teorema 3.13 e são dados por:

τcimax
=

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

k
∑

j=n

τs j

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

+ τs
k+1max

+ τsc
k+1max

− τs
nmin
− τsc

nmin
(3.169)

τcimin
=

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

k
∑

j=n

τs j

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

+ τs
k+1min

+ τsc
k+1min

− τs
nmax
− τsc

nmax
(3.170)

obviamente, desde que, τs
k seja invariante no tempo, isto é, τs

k+1max
= τs

kmin
, bem como, τs

k+1min
=
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τs
kmax

, obtém-se, por conseguinte, das equações (3.169) e (3.170) que:

τcimax
=

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

k
∑

j=n

τs j

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

+ τsc
k+1max

− τsc
nmin

(3.171)

τcimin
=

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

k
∑

j=n

τs j

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

+ τsc
k+1min

− τsc
nmax

(3.172)

Da mesma forma, os valores máximo e mínimo dos IAA são obtidos dos Teoremas 3.2, 3.4,

3.6, 3.8, 3.10, 3.12 e 3.14. Dessa maneira, quando τk ≤ τs do Teorema 3.2 tem que:

τakmax
= τs + τ

s
k+1max

+ τc
k+1max

+ τsc
k+1max

+ τca
k+1max

− τs
kmin
− τsc

kmin
− τc

kmin
− τca

kmin
(3.173)

τakmin
= τs + τ

s
k+1min

+ τc
k+1min

+ τsc
k+1min

+ τca
k+1min

− τs
kmax
− τsc

kmax
− τc

kmax
− τca

kmax
(3.174)

e, desde que, τs
k e τc

k sejam invariantes no tempo tem-se: τs
k+1max

= τs
kmin

e τc
k+1max

= τc
kmin

, bem

como, τs
k+1min

= τs
kmax

e τc
k+1min

= τc
kmax

, como consequência as equações (3.173) e (3.174) se

reduzem a:

τakmax
= τs + τ

sc
k+1max

+ τca
k+1max

− τsc
kmin
− τca

kmin
(3.175)

τakmin
= τs + τ

sc
k+1min

+ τca
k+1min

− τsc
kmax
− τca

kmin
(3.176)

Analogamente, quando τk > τs e o NCS não é submetido a perda de pacotes, obtém-se do

Teorema 3.4 que:

τakmax
= (dk−dk+1+1)τs+τ

s
k+1max

+τsc
k+1max

+τc
k+1max

+τca
k+1max

−τs
kmin
−τsc

kmin
−τc

kmin
−τca

kmin
(3.177)

τakmin
= (dk−dk+1+1)τs+τ

s
k+1min
+τsc

k+1min
+τc

k+1min
+τca

k+1min
−τs

kmax
−τsc

kmax
−τc

kmax
−τca

kmax
(3.178)

ou, desde que τs
k e τc

k sejam invariantes no tempo tem-se τs
k+1max

= τs
kmin

e τc
k+1max

= τc
kmin

, bem

como, τs
k+1min

= τs
kmax

e τc
k+1min

= τc
kmax

. O que reduz as equações (3.177) e (3.178) a:

τakmax
= (dk − dk+1 + 1)τs + τ

sc
k+1max

+ τca
k+1max

− τsc
kmin
− τca

kmin
(3.179)

τakmin
= (dk − dk+1 + 1)τs + τ

sc
k+1min

+ τca
k+1min

− τsc
kmax
− τca

kmax
(3.180)

Quando o NCS opera com perda de não mais que um pacote em COAC não consecutivos e

τk ≤ τs, ∀k ∈ Z+, os IAA máximos e mínimos, respectivamente, denotados por τaimax e τaimin , são

dados diretamente do Teorema 3.6 por:

τaιmax
= 2τs + τ

s
k+1max

+ τsc
k+1max

+ τc
k+1max

+ τca
k+1max

− τs
k−1min

− τsc
k−1min

− τc
k−1min

− τca
k−1min

(3.181)

τaιmin
= 2τs + τ

s
k+1min

+ τsc
k+1min

+ τc
k+1min

+ τca
k+1min

− τs
k−1max

− τsc
k−1max

− τc
k−1max

− τca
k−1max

(3.182)
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e, desde que, τs
k e τc

k sejam invariantes no tempo, τs
k+1max

= τs
k−1min

e τc
k+1max

= τc
k−1min

, bem

como τs
k+1min

= τs
k−1max

e τc
k+1min

= τc
k−1max

, e como consequência as equações (3.181) e (3.182) se

reduzem a:

τaιmax
= 2τs + τ

sc
k+1max

+ τca
k+1max

− τsc
k−1min

− τca
k−1min

(3.183)

τaιmin
= 2τs + τ

sc
k+1min

+ τca
k+1min

− τsc
k−1max

− τca
k−1max

(3.184)

Quando τk > τs e o NCS é submetido a perda sucessiva de não mais que um pacote tem-se

do Teorema 3.8 que:

τaιmax
= dkτs + τ

s
k+1max

+ τc
k+1max

+ τsc
k+1max

+ τca
k+1max

− τs
kmin
− τsc

kmin
− τc

kmin
− τca

kmin
(3.185)

τaιmin
= dkτs + τ

s
k+1min

+ τc
k+1min

+ τsc
k+1min

+ τca
k+1min

− τs
kmax
− τsc

kmax
− τc

kmax
− τca

kmax
(3.186)

e, desde que, τs
k e τc

k sejam invariantes no tempo tem-se: τs
k+1max

= τs
kmin

e τc
k+1max

= τc
kmin

, como

consequência, as equações (3.185) e (3.186) se reduzem a:

τaιmax
= dkτs + τ

sc
k+1max

+ τca
k+1max

− τsc
kmin
− τca

kmin
(3.187)

τaιmin
= dkτs + τ

sc
k+1min

+ τca
k+1min

− τsc
kmax
− τca

kmax
(3.188)

Para o NCS com nós sensores GT, nós controladores GE ou GET e nós atuadores GE, na

presença ou não de perda de pacotes e para τk, ∀k ∈ Z+ qualquer, os valores máximos e mínimos

de τaι , denotado por τaιmax
, são dados a partir do Teorema 3.10 por:

τaιmax
= (k+1−n)τs + τ

s
k+1max

+ τsc
k+1max

+ τc
k+1max

+ τca
k+1max

− τs
nmin
− τsc

nmin
− τc

nmin
− τca

nmin
(3.189)

τaιmin
= (k+1−n)τs + τ

s
k+1min
+ τsc

k+1min
+ τc

k+1min
+ τca

k+1min
− τs

nmax
− τsc

nmax
− τc

nmax
− τca

nmax
(3.190)

naturalmente, desde que τs
k e τc

k sejam invariantes no tempo, tem-se que τs
k+1max

= τs
nmin

e τc
k+1max

=

τc
nmin

, bem como, τs
k+1min

= τs
nmax

e τc
k+1min

= τc
nmax

, o que reduz as equações (3.189) e (3.190) a:

τaιmax
= (k + 1 − n)τs + τ

sc
k+1max

+ τca
k+1max

− τsc
nmin
− τca

nmin
(3.191)

τaιmin
= (k + 1 − n)τs + τ

sc
k+1min

+ τca
k+1min

− τsc
nmax
− τca

nmax
(3.192)

Quando o NCS tem nós sensores GE, nós controladores GE ou GET e nós atuadores GE e

τk ≤ τsk , ∀k ∈ Z+ os IAA máximo e mínimo são obtidos do Teorema 3.12 e dados por:

τakmax
= τsk + τ

s
k+1max

+ τsc
k+1max

+ τc
k+1max

+ τca
k+1max

− τs
kmin
− τsc

kmin
− τc

kmin
− τca

kmin
(3.193)

τakmin
= τsk + τ

s
k+1min

+ τsc
k+1min

+ τc
k+1min

+ τca
k+1min

− τs
kmax
− τsc

kmax
− τc

kmax
− τca

kmax
(3.194)
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obviamente, desde que τs
k e τc

k sejam invariantes no tempo, tem-se que τs
k+1max

= τs
kmin

e τc
k+1max

=

τc
kmin

, bem como, τs
k+1min

= τs
kmax

e τc
k+1min

= τc
kmax

, o que reduz as equações (3.193) e (3.194) a:

τakmax
= τsk + τ

sc
k+1max

+ τca
k+1max

− τsc
kmin
− τca

kmin
(3.195)

τakmin
= τsk + τ

sc
k+1min

+ τca
k+1min

− τsc
kmax
− τca

kmax
(3.196)

Por fim, quando o NCS tem nós sensores GE, nós controladores GE ou GET e nós atuadores

GE e para qualquer valor de τk, ∀k ∈ Z+ na presença ou não de perda de pacotes, os valores

máximo e mínimo do IAA são obtidos do Teorema 3.14 e dados por:

τaιmax
=

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

k
∑

j=n

τs j

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

+ τs
k+1max

+ τsc
k+1max

+ τc
k+1max

+ τca
k+1max

− τs
nmin
− τsc

nmin
− τc

nmin
− τca

nmin
(3.197)

τaιmin
=

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

k
∑

j=n

τs j

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

+ τs
k+1min

+ τsc
k+1min

+ τc
k+1min

+ τca
k+1min

− τs
nmax
− τsc

nmax
− τc

nmax
− τca

nmax
(3.198)

analogamente, quando τs
k e τc

k são invariantes no tempo, tem-se que τs
k+1max

= τs
nmin

e τc
k+1max

=

τc
nmin

, bem como, τs
k+1min

= τs
nmax

e τc
k+1min

= τc
nmax

, o que reduz as equações (3.197) e (3.198) a:

τaιmax
=

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

k
∑

j=n

τs j

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

+ τsc
k+1max

+ τca
k+1max

− τsc
nmin
− τca

nmin
(3.199)

τaιmin
=

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

k
∑

j=n

τs j

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

+ τsc
k+1min

+ τca
k+1min

− τsc
nmax
− τca

nmax
(3.200)

Finalmente, deve-se ressalvar que τsc
k+1min

e τca
k+1min

ocorrem no NCS quando se tem comuni-

cação perfeita. Isto é, quando um dado é armazenado no buffer de transmissão do nó sensor

ou do nó controlador, respectivamente, e é transmitido imediatamente, sem que haja qualquer

problema na comunicação, tal como, por exemplo, tentativa de retransmissão.

3.9 Considerações complementares

Como verificado, os resultados obtidos naquilo que diz respeito à determinação dos intervalos

de amostragem do controlador e do atuador para NCSs com nós sensores guiados no tempo ou a

eventos, nós controladores e atuadores guiados no tempo ou a eventos foram determinados. Para

tal, a partir das definições dos modos de operação dos nós, é possível concluir que nós guiados

no tempo têm seus clocks locais sincronizados por um clock global e nós guiados a eventos não

têm clocks locais sincronizados por um clock global. Portanto, para nós guiados no tempo ou

simultaneamente guiados a eventos e no tempo é possível determinar os atrasos de comunicação

através de alguma técnica de determinação de atraso, como por exemplo, via timestamping.
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Neste caso, a partir dos atrasos determinados é possível obter, com os teoremas precedentes,

os intervalos de amostragem dos controladores e atuadores. De outro modo, tais intervalos de

amostragem podem ser determinados com os próprios clocks locais dos nós. Maneira esta que,

viabiliza a determinação dos intervalos de amostragem dos controladores e atuadores para nós

guiados a eventos.

Quando se tem um nó controlador guiado a eventos ou simultaneamente guiado a eventos

e no tempo, a lei de controle é variante no tempo e de dimensão infinita. Neste caso, o con-

trolador tem intervalo de amostragem variante no tempo de acordo com a variação dos atrasos.

Dessa maneira, independentemente da rede de comunicação utilizada, sua dinâmica é mate-

maticamente representada pelos atrasos e, naturalmente, pelos intervalos de amostragem dos

componentes. Portanto, os modelos desenvolvidos se aplicam para qualquer tipo de rede. Natu-

ralmente, como o controlador neste cenário tem intervalo de amostragem variante no tempo, ele

precisa ser recalculado a cada COAC. Os possíveis impactos relacionados a possíveis problemas

aritméticos direta ou indiretamente correlacionados com estes recálculos não são investigados

neste trabalho.

Por fim, observações sobre os valores máximos e mínimos dos intervalos de amostragem

do controlador e do atuador são feitas. Neste caso, é conhecido da literatura dos sistemas

invariantes no tempo que valores muito pequenos de períodos de amostragem podem causar

problemas, inclusive de instabilizar o sistema discreto, como mostrado em Åström [ÅSTRÖM,

1980, 1984]. Todavia, para a solução aqui proposta este problema não deve ocorrer, devido à

construção geométrica e temporal do sistema que, naturalmente, impede a ocorrência consecu-

tiva de pequenos intervalos de amostragem do controlador e do atuador. Em outras palavras,

após a ocorrência de um pequeno intervalo de amostragem do controlador ou do atuador, o

intervalo de amostragem seguinte é sempre relativamente grande. Isto é, da mesma ordem de

grandeza do período/intervalo de amostragem dos sensores ou maior. Dessa maneira, pequenos

intervalos de amostragem do controlador ou do atuador não chegam a ser algo problemático.

Por outro lado, a ocorrência de intervalos de amostragem máximos, ou do controlador ou do

atuador pode ser, em geral, problemática. Neste caso, pode ocorrer três situações. Na primeira

o NCS opera sem perdas de pacotes e τk ≤ τs. Situação esta que é pouco problemática. Isto

porquê, os atrasos são pequenos, menores que o período/intervalo de amostragem dos sensores.

Consequentemente, os intervalos de amostragem do controlador e do atuador, por construção,

não serão maiores, respectivamente, que dois períodos/intervalos de amostragem dos sensores.

Isto é, τck ≤ 2τs e τak ≤ 2τs.

A segunda situação ocorre quando τk > τs e não ocorre perdas de pacotes no NCS. Neste

caso, também tem-se que τck ≤ 2τs e τak ≤ 2τs. Todavia, o fato de τk > τs implica que os atrasos

que compõem τk aumentaram. Fato este que pode resultar em maior degradação de desempenho

da resposta do NCS. Entretanto, ainda assim esta situação não chega a ser tão crítica, uma vez
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que, por construção τk ≤ 2τs.

A terceira situação se dá quando τk > τs e ocorre perdas de pacotes no NCS. Neste caso, os

valores máximos dos intervalos de amostragem do controlador e do atuador podem ser maiores

que os valores máximos de τck e τak suportados e definidos em projeto. Nesta situação, observa-

dores e preditores de estados podem ser executados sempre que um determinado valor máximo

de τck , especificado em projeto, ocorrer. Por outro lado, desde que o NCS opere sem observa-

dores e preditores de estados e os pacotes de dados passarem a ser perdidos (não entregues) de

forma sucessiva, o valor dos intervalos de amostragem dos controladores e atuadores do NCS

crescem infinitamente. Neste caso, o NCS passará a operar em malha aberta. E, certamente, se

instabilizará a menos que algo (controle local automático, alarme) ou alguém (operador) inter-

venha na operação do sistema de controle. Neste caso, do ponto de vista de controle automático,

uma das soluções de tal problema pode ser a implementação de observadores e preditores de

estados no controlador.

Todavia, embora seja comum a utilização de observadores e preditores de estados na teoria

dos NCSs, eles nem sempre resolvem os problemas de atrasos e perdas de pacotes. Isto porquê,

tais algoritmos são executados no nó controlador. Todavia, para a topologia S-C-A de NCS, não

há como garantir que os pacotes gerados no nó controlador cheguem aos nós atuadores. Neste

caso, uma possível maneira de contornar tal problema pode ser a execução de tais estratégias,

diretamente, do próprio nó atuador do NCS3. Além disso, estes algoritmos devem ser executados

sempre que o intervalo de amostragem dos atuadores ultrapassar um valor máximo, pré-definido

na fase de projeto do NCS. Outra solução possível, e manual, é a intervenção de um operador

humano.

3.10 Considerações finais

Neste capítulo foram demonstradas as expressões dos intervalos de amostragem dos controla-

dores guiados a eventos (GE) e simultaneamente guiados a eventos e no tempo (GET) para os

NCSs. Tais resultados foram formalizados segundo os Teoremas 3.1, 3.3, 3.5, 3.7, 3.9, 3.11 e

3.13. Foram obtidos também os intervalos de amostragem dos atuadores GE. Tais intervalos

de amostragem foram definidos e apresentados nos Teoremas 3.2, 3.4, 3.6, 3.8, 3.10, 3.12 e

3.14. Foi verificado, segundo o Corolário 3.1, que o intervalo de amostragem dos controladores

é dependente apenas do período/intervalo de amostragem dos sensores da malha e dos atrasos

que ocorrem antes do pacote chegar no nó controlador. No Corolário 3.2, foi provado que o in-

tervalo de amostragem dos controladores guiados no tempo é igual ao período de amostragem

dos sensores da malha.
3Evidentemente, isso só será possível se a infra-estrutura de hardware do nó atuador for dotada dos recursos

físicos necessários para a implementação dos observadores e preditores de estados em questão.
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Analogamente, segundo o Teorema 3.2 foi verificado que o intervalo de amostragem dos

atuadores é dependente apenas do período de amostragem dos sensores da malha e dos atrasos

que ocorrem antes do pacote chegar no nó atuador. Além disso, no Corolário 3.3, foi provado

que o intervalo de amostragem dos atuadores guiados no tempo é igual ao período de amos-

tragem dos sensores da malha. Também foram estabelecidos limitantes para os períodos de

amostragem máximos e mínimos dos controladores e atuadores em função dos atrasos máxi-

mos e mínimos que ocorrem no NCS.

Discussões adicionais sobre os modos de operação dos nós e os possíveis problemas de-

correntes das variabilidades dos intervalos de amostragem dos componentes também foram

realizadas.

No capítulo seguinte serão apresentadas as discretizações do controlador e da planta com

base nos paradigmas tempo e eventos discutidos neste capítulo. Neste sentindo, diversos mo-

delos de tempo discreto são obtidos com base nos diversos modos de operação dos nós compo-

nentes. Por fim, é apresentado, como uma das contribuições desta tese, um amplo estudo sobre

o comportamento do ZOH. Estudo este, com o qual se consegue explicar os efeitos dos atrasos

variantes no tempo em NCSs.



Capítulo 4

Discretização da planta e do controlador

4.1 Introdução

Neste capítulo a discretização da planta, cuja dinâmica é, eminentemente, de tempo contínuo é

abordada. A razão de tal escolha é a de facilitar a análise do sistemas de controle em rede. To-

davia, naturalmente, uma abordagem na qual a planta é analisada sob a ótica de tempo contínuo

pode ser realizada, utilizando-se da teoria de sistemas híbridos. Entretanto, tal escolha não foi

adotada, por razões inerentes da área, como por exemplo, complexidade, assim como, pelo fato

desta teoria ainda está em fase de desenvolvimento [BRANICKY, 1995].

Neste sentido, serão deduzidas as expressões dos controladores de tempo discreto ou digi-

tais, em que o atraso de controle pode ser menor ou maior que o período de amostragem dos

sensores (PAS). Tal discretização é válida, tanto para controladores operando nos modos guiado

a eventos (GE), guiado no tempo (GT), assim como para aqueles, simultaneamente guiados a

eventos e no tempo (GET). Será mostrado que, quando o controlador é GE ou GET, o intervalo

de amostragem do mesmo é variante no tempo. Portanto, os parâmetros da expressão do contro-

lador discretizado variam a cada ciclo de operação do algoritmo de controle (COAC). Em outras

palavras, os coeficientes da equação de diferença resultante da discretização do controlador, va-

riam, ou estão sujeitas a variações de um COAC para o outro. Esta variabilidade temporal pode

ser estocástica, dependendo do protocolo de acesso ao meio da rede de comunicação utilizada

no NCS e, da forma como as tarefas embarcadas nos nós componentes são executadas.

Para possibilitar a discretização do controlador operando no modo GET foi necessário criar

um modelo matemático “fictício”. Isto é, uma “abstração” matemática, utilizando-se como

referencial de integração o instante de amostragem dos sinais nos nós sensores e o instante

de chegada dos pacotes de dados no nó controlador. Com esse modelo “fictício” foi possível

compatibilizar os conceitos físicos do controlador operando no modo GE, no modo GT e no

modo GET, com o significado físico das expressões matemáticas deduzidas que representam o

modelo do controlador discretizado.
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Embora, não seja muito comum a existência de modelos matemáticos “fictícios” na lite-

ratura. Um exemplo clássico de modelos matemáticos que se utilizam deste tipo de artifício

é encontrado na dedução do filtro de Kalman [KALMAN, 1960; KALMAN; BUCY, 1961].

Durante o desenvolvimento da teoria de tal filtro, Kalman adicionou um termo (por alguns cha-

mado ruído “fictício” [DOYLE; STEIN, 1979] à expressão matemática da saída da planta de

forma a possibilitar representar o ruído de quantização e as incertezas presentes nas malhas de

controle.

Um outro exemplo de modelo “fictício” encontrado na literatura é do segurador triangular,

o qual, é utilizado para aproximar um sinal contínuo por poligonais [JURY, 1958, p.288], [RA-

GAZZINI; FRANKLIN, 1958, p.287]. Por se tratar do modelo de um segurador, este exemplo

é ainda mais adequado e próximo daquele que será proposto neste capítulo. Dessa maneira, e

sob a inspiração das idéias da introdução do ruído “fictício” no modelo matemático do filtro de

Kalman e do modelo do segurador triangular, um modelo matemático “fictício” de segurador

baseado no ZOH (Zero Order Hold) foi desenvolvido para possibilitar a correta discretização

do controlador operando no modo GET.

Por fim, um amplo estudo sobre o comportamento dos ZOHs invariantes e variantes no

tempo é apresentado. Desse estudo surgiu o conceito de fase relativa. Conceito este que explica

os efeitos dos atrasos variantes no tempo em um sistema de controle com atrasos variantes no

tempo. Bem como, elucida a invalidade física dos modelos matemáticos equivalentes discretos

de sistemas físicos submetidos a atrasos variantes no tempo. Tais resultados constituem-se em

contribuições genuínas desta tese.

4.2 Preliminares sobre Controle digital

A topologia clássica de um sistema de controle digital é como ilustrada na Figura 4.1 [FRAN-

KLIN, 2006, p.453].

+
−

er(tc
k)r(t) τs r(ts

k) u(t)u(tc
k) y(t)

y(ts
k)

τc
k τa

k τs
k

τs

τa

Controlador Digital

Clock

C Recons-
trução

dos dados
G

A S

Figura 4.1: Diagrama de blocos de um sistema de controle digital.

Para o sistema pré-apresentado τs, τc e τa, são respectivamente, os períodos de amostragem
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dos sensores, do controlador e dos atuadores. Os cálculos do sinal do erro de referência er(tc
k),

∀k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · } e do algoritmo de controle do controlador C, para compensação do sinal

de saída da planta G são realizados por uma unidade computacional denominada computador

digital1. Estes cálculos são realizados a partir de amostras y(ts
k) obtidas por conversores A/Ds a

uma taxa de amostragem 1/τs (isto é, com período de amostragem τs), diretamente da saída da

planta. Para que a obtenção de er(tc
k) seja isenta de erros, os sinais analógicos da saída da planta

y(t) e de referência r(t) devem ser amostrados simultaneamente pelo computador digital, como

ilustrado na Figura 4.1, pelo bloco Clock.

Teoricamente, é, em geral, assumido que a amostragem dos sinais y(t) e r(t) pelos con-

versores A/Ds, a execução do algoritmo de controle em C e, a aplicação do sinal de controle

u(tc
k) após as conversões D/As nos atuadores sejam sincronizadas e realizadas simultaneamente

[ÅSTRÖM; WITTENMARK, 1997, p.33], como indicado pelo bloco Clock da Figura 4.1.

Entretanto, na prática, cada etapa deste processo leva um intervalo de tempo não nulo para

ser realizada [HANSELMANN, 1987; MARTI, 2001]. As conversões A/Ds para aquisição dos

dados na saída da planta e na entrada de referência, durante o k−ésimo COAC, são realizadas

em um intervalo de tempo τs
k = τ

s invariante no tempo. A execução do algoritmo de controle

do controlador C, do k−ésimo COAC, é realizada em um intervalo de tempo τc
k = τ

c invariante

no tempo. Finalmente, as conversões D/As e a aplicação do sinal de controle, u(tc
k), durante o

k−ésimo COAC nos atuadores, são realizadas em um intervalo de tempo τa
k = τ

a invariante no

tempo. A soma desses tempos resulta no atraso de controle τk = τ invariante no tempo, o qual

é ilustrado na Figura 4.2 e quantificado pela expressão.

τ = τs + τc + τa (4.1)

Todavia, como já enfatizado, em geral, nas análises τ é considerado nulo. Considerar τ = 0

é o mesmo que assumir a hipótese de sincronismo perfeito entre os conversores A/Ds, D/As e a

execução do algoritmo de controle. Uma das implicações da hipótese de sincronismo perfeito,

resulta em τs = τc = τa, o que é provado, posteriormente, no Teorema 4.1.

Dessa maneira, a cada τs unidades de tempo, o computador digital fornece um pulso de

clock ou uma interrupção, que aciona os conversores A/Ds, D/As e o início da execução do

algoritmo de controle.

Da amostragem dos sinais analógicos y(t) e r(t) resultam, respectivamente, os sinais amos-

trados y(ts
k) e r(ts

k). A partir das amostras y(ts
k) e r(ts

k) o erro de referência er(tc
k) = r(ts

k) − y(ts
k)

é calculado. Imediatamente, após a obtenção de er(tc
k) o algoritmo de controle é executado

1A denominação computador digital se emprega a qualquer unidade computacional de processamento dos algo-
ritmos de controle. Este computador digital é, geralmente, dotado de conversores A/Ds, D/As, portas de entradas e
saídas, memórias e, pode ser desde um PC (Personal Computer), um PLC (Programmable Logic Controller), um
DSP (Digital Signal Processing), um microcontrolador, etc. [FRANKLIN, 2006, p.470] e [KUO, 1992, c.12].
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obtendo-se a saída do controlador u(tc
k) a qual é, em seguida, aplicada na entrada da planta.

τa τa τa

τk−1 τk τk+1

τs τs τs

ts
k−1 ts

k ts
k+1tc

k−1 tc
k tc

k+1ta
k−1 ta

k ta
k+1

τs
k−1 τs

k τs
k+1τck−1 τck τck+1τak−1 τak τak+1∆τ ∆τ

τc τc τc

t

Figura 4.2: Relação de precedência temporal das tarefas executadas no computador digital.

Observa-se na Figura 4.2 que a ocorrência de cada uma destas etapas (tarefas) segue uma

ordem de precedência temporal. Em outras palavras, a ocorrência de uma está intrinsecamente

relacionada à ocorrência das outras. Isto não quer dizer, entretanto, que no momento da geração

da interrupção pelo clock, durante o k-ésimo COAC, se ocorrer uma falha na execução de uma

dessas três etapas o computador digital pára de executar. Neste caso, o computador digital

substitui os eventuais dados problemáticos do k-ésimo COAC pelos dados sem problemas do

(k − 1)-ésimo COAC ou, estima o dado com problema e continua executando normalmente as

tarefas nele embarcadas.

O sistema de controle digital descrito nesta seção foi denominado no Capítulo 2 de sistema

de controle não conectado em rede (do inglês - nonnetworked control system - nNCS) de tempo

discreto ou digital (nNCSD), para o qual, a seguir será demonstrado, através do Teorema 4.1,

que τs = τc = τa.

Teorema 4.1 (PAS, PAC e PAA do nNCS) Seja k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · } o k−ésimo COAC e se-

jam: τ = τs
k + τ

c
k + τ

a
k , τs, τc e τa, τs

k, τ
c
k e τa

k definidos na Definição 3.19. Se os clocks dos nós

componentes são sincronizados e τ ≤ τs, ∀k ∈ Z+, então:

τs = τc = τa (4.2)

"

Prova: A prova é realizada de forma direta. Observa-se que, se os clocks dos componentes

são sincronizados e a amostragem dos componentes ocorrem ao mesmo tempo, isto é, de forma

simultânea. Neste caso, para o k−ésimo COAC, tem-se que ts
k = tc

k = ta
k , o que implica, direta-

mente, que τs = τc = τa (Veja Figura 4.2). Por outro lado, mesmo não admitindo a hipótese da

simultaneidade da amostragem dos componentes, é possível mostrar, como realizado nas provas
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dos Teoremas 3.1 e 3.2, que

τc = τs + τ
s
k+1 − τs

k = τs (4.3)

τa = τs + τ
s
k+1 − τs

k + τ
c
k+1 − τc

k = τs (4.4)

desde que: τs
k+1 = τ

s
k e τc

k+1 = τ
c
k. Portanto, das equações (4.3) e (4.4) tem-se que τs = τc = τa. #

4.3 Métodos de discretização

Embora se saiba que a discretização seja, algumas vezes, rejeitada como sendo ineficiente com

relação às taxas de amostragem necessárias, em muitos casos sua utilização é justificável. Uma

das possíveis razões para tal escolha é que no sentido de explorar a precisão do projeto discreto,

devem pré-existir decisões, tais como, a frequência de amostragem e, possivelmente, sobre as

variações de amostragem (amostragem não simultânea de todas as entradas), ou ainda, sobre

atrasos computacionais, os quais, devem ser conhecidos a priori [HANSELMANN, 1987].

Outra situação é quando o sistema de controle analógico é substituído pelo sistema de con-

trole de tempo discreto2. Neste caso, o controlador de tempo contínuo existe e está prontamente

disponível. Fato este que, por si só, constitui-se em uma motivação natural para se tentar con-

verter o controlador de tempo contínuo, diretamente, em um controlador de tempo discreto

[ÅSTRÖM; WITTENMARK, 1997, p.293].

Também utiliza-se frequentemente a discretização em aplicações de filtros digitais, para os

quais os projetistas utilizam o conhecimento do projeto de filtros analógicos para projetá-lo

e, em seguida, a partir da função de transferência de tempo contínuo do filtro, obtém-se sua

representação equivalente de tempo discreto [FRANKLIN, 1998, c.6].

Diversos são os métodos utilizados para aproximar ou converter uma representação de

tempo de contínuo em sua equivalente de tempo discreto. Tais aproximações são obtidas ou

por técnicas de diferenciação, ou por técnicas de integração ou ainda por ambas. A seguir serão

abordados alguns destes métodos.

4.3.1 Técnicas de discretização baseadas em diferenciação

Da definição da derivada de uma função x(t), denotada por ẋ(t) e para pequenos valores de T

pode-se fazer as seguintes aproximações:

ẋ(t) = lim
T→0

x(t + T ) − x(t)
T

≈ x(t + T ) − x(t)
T

(4.5)

2Na literatura sistema de controle de tempo discreto também é chamado de sistema de controle via computador.
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ou, de outro modo, por

ẋ(t) = lim
T→0

x(t) − x(t − T )
T

≈ x(t) − x(t − T )
T

(4.6)

A partir das aproximações da derivada da função x(t) dadas pelas equações (4.5) e (4.6)

e da definição dos operadores deslocamento q e diferenciação p dados, respectivamente, por

x(t + T ) $ qx(t) e ẋ(t) $ px(t), as equações (4.5) e (4.6) resultam, respectivamente, em:

ẋ(t) = px(t) ≈ x(t + T ) − x(t)
T

=
qx(t) − x(t)

T
=

(

q − 1
T

)

x(t) (4.7)

e

ẋ(t) = px(t) ≈ x(t) − x(t − T )
T

=
x(t) − q−1x(t)

T
=

(

q − 1
qT

)

x(t) (4.8)

donde, se conclui da equação (4.7) que

p ≈ q − 1
T

⇒ q ≈ 1 + pT (4.9)

e da equação (4.8) que

p ≈ q − 1
qT

⇒ q ≈ 1
1 − pT

(4.10)

além disso, como z = esT [JURY, 1958, p.38], então substituindo q por z e p por s, nas equações

(4.9) e (4.10) [ÅSTRÖM; WITTENMARK, 1997, p.294], obtém-se, respectivamente:

z = esT ≈ 1 + sT ⇒ s ≈ z − 1
T

(4.11)

z = esT ≈ 1
1 − sT

⇒ s ≈ z − 1
zT

(4.12)

A aproximação expressa na equação (4.11) é comumente chamada de método de Euler e

representa a aproximação da série de potências de esT =
∞
∑

n=0

(sT )n

n! , de ordem infinita, pelos seus

dois primeiros termos. Neste caso, o semi-plano esquerdo, Re(s) ≤ 0, região de estabilidade

da transformada de Laplace, é mapeado no domínio z sobre o disco unitário, isto é, Re(z) ≤
1. Já a aproximação referente à equação (4.12) mapeia o semi-plano Re(s) ≤ 0 no disco,

[Re(z) − 1
2]2 + [Im(z)]2 = 1

4 , o qual tem raio 1
2 e é centrado no ponto ( 1

2 ,0).

As equações (4.11) e (4.12) também podem ser obtidas por integração numérica como mos-

trado em Franklin [FRANKLIN, 1998, p.189].

Outra aproximação comum é a chamada transformação bilinear, também conhecida como

aproximação de Tustin [JURY, 1958, p.170], [ÅSTRÖM; WITTENMARK, 1997, p.294], a

qual é dada por

z = esT ≈ 1 + sT/2
1 − sT/2

⇒ s ≈ 2
T

(

z − 1
z + 1

)

(4.13)
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e corresponde ao método trapezoidal para integração numérica [FRANKLIN, 1998, p.191] e

[RAGAZZINI; FRANKLIN, 1958, p.74]. A transformação bilinear mapeia o plano Re(s) ≤ 0

no disco de raio unitário centrado na origem. Isto significa que, sistemas de tempo contínuo

estáveis serão transformados em sistemas equivalentes de tempo discreto estáveis, assim como,

sistemas de tempo contínuo instáveis serão transformados em sistemas equivalentes de tempo

discreto instáveis [ÅSTRÖM; WITTENMARK, 1997, p.295].

Utilizando-se as equações (4.11), (4.12) e (4.13) obtém-se diretamente a discretização ou

aproximação do sistema contínuo para o discreto, substituindo-se o s dado nas referidas equa-

ções diretamente na função de transferência G(s) do sistema a ser discretizado, isto é:

H(z) ≈ G(s)
∣

∣

∣

s=lnz/T
(4.14)

4.3.2 Técnicas de discretização baseadas em integração

Técnicas de integração também podem ser utilizadas para se obter os mesmos resultados prece-

dentemente apresentados. Os desenvolvimentos matemáticos empregados em tais técnicas são

mostrados em Franklin [FRANKLIN, 1998, p.189], bem como, em Kuo [KUO, 1992, p.424] e

Ragazzini [RAGAZZINI; FRANKLIN, 1958].

4.3.3 Métodos de discretização no domínio do tempo

Dois métodos utilizados para discretizar ou aproximar representações dinâmicas de tempo con-

tínuo, em espaço de estados, em representações de tempo discreto, também em espaço de esta-

dos, são as invariâncias à rampa e ao degrau. Tais métodos serão descritos a seguir.

Método da invariância à rampa

Invariância à rampa é o nome designado à discretização de um sistema de tempo contínuo, de

dinâmica representada por

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) (4.15)

y(t) = Cx(t) + Du(t) (4.16)

cujo sinal de entrada u(t) varia segundo uma rampa entre instantes de amostragem tk, ∀k ∈
Z+ = {0,1,2, · · · }, consecutivos. Ou seja, u(t) varia segundo uma rampa ao longo do intervalo

de tempo de cada período de amostragem Tk = tk+1 − tk.

Da integração da equação (4.15) ao longo de um período de amostragem Tk = tk+1 − tk
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obtém-se:

x(tk+1) = Φ(tk+1,tk)x(tk) + Γ0(tk+1,tk)u(tk) +
1
Tk
Γ1(tk+1,tk) [u(tk+1) − u(tk)]

= Φ(tk+1,tk)x(tk) +
1
Tk
Γ1(tk+1,tk)u(tk+1) +

[

Γ0(tk+1,tk) −
1
Tk
Γ1(tk+1,tk)

]

u(tk) (4.17)

onde:

Φ(tk+1,tk) = eA(tk+1−tk) = eATk (4.18)

Γ0(tk+1,tk) =
∫ tk+1−tk

0
eAsdsB =

∫ Tk

0
eAsdsB (4.19)

Γ1(tk+1,tk) =
∫ tk+1−tk

0
eAs(tk+1 − tk − s)dsB =

∫ Tk

0
eAs(Tk − s)dsB (4.20)

que é um sistema variante no tempo desde que Tk seja variante no tempo. Por outro lado, se

tk = kT , ∀k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · }, onde T = tk+1 − tk é o período de amostragem invariante no

tempo, as equações (4.17)-(4.20), reduzem a [ÅSTRÖM; WITTENMARK, 1997, p.258]:

x(kT + T ) = Φx(kT ) + Γ0u(kT ) +
1
T
Γ1 [u(kT + T ) − u(kT )]

= Φx(kT ) +
1
T
Γ1u(kT + T ) +

[

Γ0 −
1
T
Γ1

]

u(kT ) (4.21)

onde:

Φ = eAT (4.22)

Γ0 =

∫ T

0
eAsdsB (4.23)

Γ1 =

∫ T

0
eAs(T − s)dsB (4.24)

Naturalmente, reescrevendo a equação (4.16) com t = tk = kT , juntamente com a equação

(4.21), obtém-se:

x(kT + T ) = Φx(kT ) +
1
T
Γ1u(kT + T ) +

[

Γ0 −
1
T
Γ1

]

u(kT ) (4.25)

y(kT ) = Cx(kT ) + Du(kT ) (4.26)

as quais, após aplicação da transformada z resultam:

zX(z) = ΦX(z)+
[

Γ1

T
z+Γ0−

Γ1

T

]

U(z) ⇒ X(z) = (zI−Φ)−1

[

Γ1

T
(z−1)+Γ0

]

U(z) (4.27)

Y(z) = CX(z) + DU(z) (4.28)
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Substituindo a equação (4.27) na equação (4.28), obtém-se que Y(z) = H(z)U(z), onde H(z)

é a função de transferência e é dada por:

H(z) = C(zI −Φ)−1

[

Γ1

T
(z − 1) + Γ0

]

+ D (4.29)

Neste caso, quando o sistema amostrado for um integrador, cuja função de transferência é

G(s) = 1/s, tem-se que A = D = 0 e B = C = 1 [ÅSTRÖM; WITTENMARK, 1997, p.259].

Por conseguinte, a equação (4.29) resulta em

H(z) = (z − 1)−1

[

T 2

2T
(z − 1) + T

]

=
T
2

(

z + 1
z − 1

)

(4.30)

que é a transformação bilinear. Contudo, evidentemente, para cada função de transferência G(s)

utilizada, obtém-se da equação (4.29) um H(z).

Observação 4.1 (Discretização baseada na invariância à rampa) O método de discretização

da invariância à rampa é equivalente ao método de discretização baseado em segurador de

ordem um (do inglês, First-Order Hold - FOH) preditivo. Além disso, devido à natureza pre-

ditiva (veja equações (4.17) ou (4.21), nas quais o sinal de entrada, respectivamente, u(tk+1)

ou u(kT + T ), tem ação futura da invariância à rampa, deve existir um atraso no controlador

[ÅSTRÖM; WITTENMARK, 1997, p.298].

Método da invariância ao degrau

Assim como o método da invariância à rampa, o método da invariância ao degrau é utilizado

para se obter representações discretas de sistemas cujas dinâmicas são como a apresentada nas

equações (4.15) e (4.16). Neste caso, o sinal de entrada é um sinal constante por partes (pie-

cewise) e muda de valor nos instantes de amostragem. Em outras palavras, o sinal de entrada é

constante ao longo de um intervalo de amostragem. Por esta razão, tal método é denominado de

invariância ao degrau [ÅSTRÖM; WITTENMARK, 1997, p.297]. Além disso, com a utilização

de tal método é possível obter a representação de tempo discreto variante no tempo, o que pode

vir a ser uma vantagem, sobretudo, quando se desejar obter a representação de tempo discreto

com intervalos de amostragem variantes no tempo. Outra vantagem da utilização da invariância

ao degrau é a da causalidade do sinal de entrada da representação de tempo discreto, que não

tem ação preditiva, não causal, como verificado no método da invariância à rampa. Tal razão,

por si só, justifica a escolha da invariância ao degrau como método de discretização, doravante

utilizado.
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4.4 Discretização da planta

Do ponto vista da representação dinâmica de tempo contínuo ou de tempo discreto os modelos

de plantas podem ou não ser representados com atraso. Além disso, relativamente às repre-

sentações de tempo discreto, tais dinâmicas podem evoluir com períodos de amostragem dos

sensores (PAS) invariantes3 ou com intervalos de amostragem dos sensores (IAS) variantes no

tempo4.

Neste sentido, a obtenção dos modelos equivalentes discretos de tais plantas, considerando-

se ou não a existência de atraso, com PAS invariante no tempo ou com IAS variantes no tempo,

são os objetos de estudo desta seção. Como hipótese adicional, será considerado que quando

o atraso for não nulo este deve ser menor que um PAS/IAS, independentemente, das naturezas

dos PAS/IAS e dos atrasos.

4.4.1 Com PAS invariante no tempo e τk = 0

O modelo da representação dinâmica da planta em espaço de estados com atraso de controle

nulo, isto é, τk = 0, é:

ẋp(t) = Apxp(t) + Bpu(t) (4.31)

y(t) = Cpxp(t) (4.32)

Pode-se obter o modelo equivalente de tempo discreto, ou simplesmente, modelo equiva-

lente discreto da planta, a partir das equações (4.31) e (4.32). A solução geral da equação (4.31)

no intervalo [ts
k,t], com ts

k ≤ t ≤ ts
k+1, ∀k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · } é:

xp(t) = eAp(t−ts
k)xp(ts

k) +
∫ t

ts
k

eAp(t−s′)Bpu(s′)ds′ (4.33)

Para resolver a integral à direita da igualdade da equação (4.33) deve-se observar, a partir da

Figura 4.3, que o sinal de controle u(t) na entrada da planta é contínuo e constante por partes5.

Dessa maneira, na equação (4.33) u(s′) é constante no intervalo [ts
k,t] e portanto a integral da

equação (4.33) é resolvida como segue:

∫ t

ts
k

eAp(t−s′)Bpu(s′)ds′ =
∫ t

ts
k

eAp(t−s′)ds′Bpu(ts
k) (4.34)

3O caso clássico e mais utilizado de amostragem invariante no tempo é a amostragem convencional [KALMAN;
BERTRAM, 1959], também, recentemente, chamada de amostragem Riemann [ÅSTRÖM; BERNHARDSSON,
2002]. Neste caso, o período de amostragem dos sensores é invariante no tempo.

4Quando os IAS são variantes no tempo os instantes de amostragem são, frequentemente, aleatórios. Neste
caso, denomina-se tal amostragem de amostragem aleatória [KALMAN; BERTRAM, 1959], também chamada de
amostragem de Lebesgue [ÅSTRÖM; BERNHARDSSON, 2002].

5Deve-se salientar que o sinal de erro er(tc
k) na entrada do controlador é impulsivo. Assim, o valor de cada

amostra de er(tc
k) fica armazenada no buffer do controlador até que uma nova aquisição seja realizada.
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y(·) y(t)

y(ts
k)

er(tc
k)

u(t)

t

t

tta
k−1 ta

k ta
k+1 ta

k+2

tc
k−1 tc

k tc
k+1 tc

k+2

ts
k−1 ts

k ts
k+1 ts

k+2

Figura 4.3: Relações entre os sinais: de saídas da planta y(t) de tempo contínuo e de tempo
discreto y(ts

k); erro er(tc
k) de tempo discreto e sinal de controle u(t) de tempo contínuo na entrada

da planta.

Para resolver a integral da equação (4.34) deve-se fazer a seguinte substituição s = t − s′,

donde resulta que ds = −ds′ e os novos limites de integração passam a ser s = t− s′
∣

∣

∣

s′=ts
k
= t− ts

k

e s = t − s′
∣

∣

∣

s′=t
= t − t = 0, cuja integral resulta em:

∫ t

ts
k

eAp(t−s′)ds′ = −
∫ 0

t−ts
k

eAp sds =
∫ t−ts

k

0
eAp sds (4.35)

substituindo a equação (4.35) na equação (4.33) resulta:

xp(t) = eAp(t−ts
k )xp(ts

k) +
∫ t−ts

k

0
eAp sdsBpu(ts

k) (4.36)

Finalmente, como o modelo de amostragem da planta, apresentado na Figura 4.3, é inva-

riante no tempo e do tipo convencional, a equação (4.36) pode ser reescrita com ts
k = kτs e

t = ts
k+1 = kτs + τs, ∀k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · }, o que reduz a equação (4.36) a:

xp(kτs + τs) = eApτs xp(kτs) +
∫ τs

0
eAp sdsBpu(kτs) (4.37)

que reescrita de forma simplificada, conjuntamente com a equação (4.32) no instante kτs obtém-

se, respectivamente:

xp(kτs + τs) = Φpxp(kτs) + Γpu(kτs) (4.38)

y(kτs) = Cpxp(kτs), (4.39)

onde:



Capítulo 4. Discretização da planta e do controlador 126

Φp = eApτs (4.40)

Γp =

∫ τs

0
eAp sdsBp (4.41)

que é o modelo equivalente discreto da planta de tempo contínuo das equações (4.31) e (4.32).

O comportamento entre amostras, ou seja, nos instantes ts
k da sequência de instantes de amos-

tragem {ts
k}, com ts

k = ta
k , ∀k ∈ Z+, pode ser obtido a partir da equação (4.36).

4.4.2 Com IAS variante no tempo e τk = 0

Quando a amostragem de um sinal y(t) é realizada utilizando-se de alguma técnica de cruza-

mento de nível, o resultado obtido é uma sequência de amostras {y(ts
k)}, ∀k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · }

cujos instantes de amostragem {ts
k} são aleatórios. Por conseguinte, como o intervalo de amos-

tragem dos sensores é, por definição, τsk = ts
k+1 − ts

k, tem-se que os intervalos de amostragem τsk

são os termos, também aleatórios, da sequência {τsk }. Para este caso, uma ilustração semelhante

à apresentada na Figura 4.3 é mostrada na Figura 4.4. Nesta figura, o termo q, definido no

Capítulo 2, equação (2.8), representa um quantum.

y(·)

y(t)

y(ts
k)
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k)

u(t)

t

t

tta
k−4 ta
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k+1 ta
k+2
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k−4 tc

k−3 tc
k−2 tc

k−1 tc
k tc

k+1 tc
k+2

ts
k−4 ts

k−3 ts
k−2 ts

k−1 ts
k ts

k+1 ts
k+2

q

Figura 4.4: Relações entre os sinais: de saídas da planta y(t) de tempo contínuo e de tempo
discreto y(ts

k); erro de referência er(tc
k) de tempo discreto e sinal de controle u(t) de tempo

contínuo na entrada da planta.

Neste caso, pode-se obter o modelo equivalente discreto da planta, cuja dinâmica é apresen-

tada nas equações (4.31) e (4.32), da mesma maneira que fora obtida até a equação (4.36) da

subseção precedente. Equação esta, por comodidade, repetida a seguir:

xp(t) = eAp(t−ts
k )xp(ts

k) +
∫ t−ts

k

0
eAp sdsBpu(ts

k) (4.42)
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a qual, para t = ts
k+1 e utilizando-se o fato que τsk = ts

k+1 − ts
k, a equação (4.42) resulta em:

xp(ts
k+1) = eApτsk xp(ts

k) +
∫ τsk

0
eAp sdsBpu(ts

k) (4.43)

Por fim, reescrevendo a equação (4.43) de forma simplificada e a equação (4.32) no instante

ts
k obtém-se, respectivamente:

xp(ts
k+1) = Φp(τsk)xp(ts

k) + Γp(τsk)u(ts
k) (4.44)

y(ts
k) = Cpxp(ts

k), (4.45)

onde:

Φp(τsk) = eApτsk (4.46)

Γp(τsk) =
∫ τsk

0
eAp sdsBp (4.47)

que é o modelo equivalente discreto da planta de tempo contínuo das equações (4.31) e (4.32)

com intervalo de amostragem τsk variante no tempo de forma estocástica. O comportamento

entre amostras, ou seja, nos instantes ts
k da sequência de instantes de amostragem {ts

k}, com

ts
k = ta

k , ∀k ∈ Z+, pode ser obtido a partir da equação (4.42).

4.4.3 Com PAS invariante no tempo e τs ≥ τ ! 0

A representação dinâmica da planta, em espaço de estados, considerando-se que o período de

amostragem dos sensores τs e o atraso de controle τ invariantes no tempo e menor do que ou

igual a τs, isto é, τ ! 0 e τ ≤ τs ou, equivalentemente, τs ≥ τ ! 0, é da forma:

ẋp(t) = Apxp(t) + Bpu(t − τ) (4.48)

y(t) = Cpxp(t) (4.49)

A solução geral da equação (4.48) no intervalo [ts
k,t], com ts

k ≤ t ≤ ts
k+1, ∀k ∈ Z+ =

{0,1,2, · · · } é:

xp(t) = eAp(t−ts
k )xp(ts

k) +
∫ t

ts
k

eAp(t−s′)Bpu(s′ − τ)ds′ (4.50)

A integral à direita da igualdade da equação (4.50) é resolvida em virtude do efeito ZOH

sobre o sinal u(t − τ) da entrada da planta, o que o torna constante nos intervalos [ts
k,t

s
k + τ] e

[ts
k + τ,t], como ilustrado na Figura 4.5 e de onde resulta que:
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∫ t

ts
k

eAp(t−s′)Bpu(s′ − τ)ds′=
∫ ts

k+τ

ts
k

eAp(t+τ−τ+τs−τs−s′)ds′Bpu(ts
k−1) +

∫ t

ts
k+τ

eAp(t−s′′)ds′′Bpu(ts
k)

=eAp(τs−τ)
∫ ts

k+τ

ts
k

eAp(t+τ−τs−s′)ds′Bpu(ts
k−1) +

∫ t

ts
k+τ

eAp(t−s′′)ds′′Bpu(ts
k) (4.51)

y(·) y(t)

y(ts
k)

er(tc
k)

u(t − τ)

t

t

tta
k−1 ta

k ta
k+1 ta

k+2

tc
k−1 tc

k tc
k+1 tc

k+2

ts
k−1 ts

k ts
k+1 ts

k+2

τ τττ

Figura 4.5: Relações entre os sinais: de saídas da planta de tempo contínuo y(t) e de tempo
discreto y(ts

k); sinal de erro de referência er(tc
k) de tempo discreto e o sinal de controle u(t − τ)

de tempo contínuo na entrada da planta.

Similarmente ao caso precedente, para resolver as integrais à direita da igualdade da equação

(4.51) deve-se fazer, para a primeira integral, após a igualdade, a seguinte substituição s = t+τ−
τs− s′, donde resulta que ds = −ds′ e os novos limites de integração são s = t+τ−τs− s′

∣

∣

∣

s′=ts
k
=

t − ts
k − τs + τ e s = t + τ − τs − s′

∣

∣

∣

s′=ts
k+τ
= t + τ − τs − ts

k − τ = t − ts
k − τs. Analogamente, para

a segunda integral, após a igualdade da equação (4.51), correspondentemente, a substituição

s = t − s′′, donde resulta que ds = −ds′′ e os novos limites de integração passam a ser dados

por s = t − s′′
∣

∣

∣

s′′=ts
k+τ
= t − ts

k − τ e s = t − s′′
∣

∣

∣

s′′=t
= t − t = 0, que substituídos nas respectivas

integrais à direita da igualdade da equação (4.51), resulta:

∫ tk+τ

ts
k

eAp(t+τ−τs−s′)ds′ = −
∫ t−ts

k−τs

t−ts
k−τs+τ

eAp sds =
∫ t−ts

k−τs+τ

t−ts
k−τs

eAp sds (4.52)

∫ t

ts
k+τ

eAp(t−s′′)ds′′ = −
∫ 0

t−ts
k−τ

eAp sds =
∫ t−ts

k−τ

0
eAp sds (4.53)

Daí, substituindo as equações (4.52) e (4.53) na equação (4.51), obtém-se:

∫ t

ts
k

eAp(t−s′)Bpu(s′ − τ)ds′ = eAp(τs−τ)
∫ t−ts

k−τs+τ

t−ts
k−τs

eAp sdsBpu(ts
k−1) +

∫ t−ts
k−τ

0
eAp sdsBpu(ts

k) (4.54)

e, finalmente, substituindo a equação (4.54) na equação (4.50), obtém-se:
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xp(t) = eAp(t−ts
k )xp(ts

k) +
∫ t−ts

k−τ

0
eAp sdsBpu(ts

k) + eAp(τs−τ)
∫ t−ts

k−τs+τ

t−ts
k−τs

eAp sdsBpu(ts
k−1) (4.55)

e como foi assumido que o intervalo de amostragem dos sensores e o atraso de controle são

invariantes no tempo, a equação (4.55) pode ser reescrita com ts
k−1 = (k − 1)τs, ts

k = kτs e

t = ts
k+1 = (k + 1)τs, o que resulta em:

xp(kτs + τs) = eApτs xp(kτs)+
∫ τs−τ

0
eAp sdsBpu(kτs)+eAp(τs−τ)

∫ τ

0
eAp sdsBpu(kτs − τs) (4.56)

Neste caso, pode-se observar que a equação (4.56) é da forma:

xp(kτs + τs) = Φpxp(kτs) + Γp0
u(kτs) + Γp1

u(kτs − τs) (4.57)

onde:

Φp = eApτs (4.58)

Γp0
=

∫ τs−τ

0
eAp sdsBp (4.59)

Γp1
= eAp(τs−τ)

∫ τ

0
eAp sdsBp (4.60)

Reescrevendo a equação (4.49) no instante kτs, obtém-se:

y(kτs) = Cpxp(kτs) (4.61)

Por fim, o sistema de equações discretas equivalente ao sistema de equações contínuas da planta

é explicitado pelas equações:

xp(kτs + τs) = Φpxp(kτs) + Γp0
u(kτs) + Γp1

u(kτs − τs) (4.62)

y(kτs) = Cpxp(kτs) (4.63)

onde as matrizes Φp, Γp0
e Γp1

da equação (4.62) são, respectivamente, dadas pelas equações

(4.58), (4.59) e (4.60). Além disso, o comportamento entre amostras, ou seja, nos instantes ta
k ,

∀k ∈ Z+, pode ser obtido a partir da equação (4.55). Neste caso, a malha é fechada sempre e

apenas nos instantes ta
k da sequência {ta

k} ou, de outro modo nos instantes ta
k + τ

a
k da sequência

{ta
k + τ

a
k}, desde que τa

k seja, a rigor, considerado não nulo. Para efeito de análise, a primeira

opção é mais simples, razão pela qual, é a utilizada neste texto.

4.4.4 Com PAS invariante no tempo τs ≥ τk ! 0

Quando o intervalo de amostragem dos sensores é invariante no tempo τs e o atraso de controle

τk é variante no tempo e menor do que ou igual a τs, isto é, τk ! 0 e τk ≤ τs ou, equivalente-
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mente, τs ≥ τk ! 0, o modelo da representação dinâmica da planta, em espaço de estados, é da

forma:

ẋp(t) = Apxp(t) + Bpu(t − τk) (4.64)

y(t) = Cpxp(t) (4.65)

A dedução do modelo equivalente discreto dinâmico da planta é obtido exatamente como

realizado na subseção precedente. Duas mudanças ocorre deste para aquele caso. A primeira

delas se dá na Figura 4.5 que é modificada para a Figura 4.6. Por fim, a segunda mudança ocorre

no próprio modelo equivalente discreto que passa a ser variante no tempo, como evidenciado

nas equações seguintes:

y(·) y(t)

y(ts
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er(tc
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u(t−τk)

t

t

tta
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k ta
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Figura 4.6: Relações entre os sinais: de saídas da planta de tempo contínuo y(t) e de tempo
discreto y(ts

k); sinal de erro de referência er(tc
k) de tempo discreto e o sinal de controle u(t − τk)

de tempo contínuo na entrada da planta.

xp(ts
k+1) = Φpxp(ts

k) + Γp0
(τk)u(ts

k) + Γp1
(τk)u(ts

k−1) (4.66)

y(ts
k) = Cpxp(ts

k) (4.67)

onde:

Φp = eApτs (4.68)

Γp0
(τk) =

∫ τs−τk

0
eAp sdsBp (4.69)

Γp1
(τk) = eAp(τs−τk)

∫ τk

0
eAp sdsBp (4.70)

4.4.5 Com IAS variante no tempo τsk ≥ τk ! 0

Quando a amostragem de um sinal y(t) é realizada utilizando-se de alguma técnica de cru-

zamento de nível, os intervalos de amostragem τsk , ∀k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · }, da sequência de
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intervalos de amostragem dos sensores {τsk} serão aleatórios. Além disso, considerando-se o

modelo da planta com atraso de controle τk não nulo, isto é, τk ! 0 variante no tempo e τk ≤ τsk ,

∀k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · }. Para este cenário, uma ilustração semelhante à apresentada na Figura 4.5

é mostrada a seguir na Figura 4.7, na qual, q definido na equação (2.8), representa um quantum.
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Figura 4.7: Relações entre os sinais: de saída da planta y(t) de tempo contínuo e de tempo
discreto y(ts

k); erro de referência er(tc
k) de tempo discreto e sinal de controle de tempo contínuo

u(t − τk) na entrada da planta, onde τk = τrk + τdk , com τrk = τ
s
k + τ

sc
k e τdk = τ

c
k + τ

ca
k + τ

a
k , para

NCSs de topologia S-C-A.

Para o cenário em questão a representação dinâmica da planta, em espaço de estados, é

análoga à dada pelas equações (4.48) e (4.49), com a diferença que o atraso de controle τk é

variante no tempo. Dessa maneira, tal representação é da forma:

ẋp(t) = Apxp(t) + Bpu(t − τk) (4.71)

y(t) = Cpxp(t) (4.72)

e a solução geral da equação (4.71) no intervalo [ts
k,t], com ts

k ≤ t ≤ ts
k+1 é

xp(t) = eAp(t−ts
k )xp(ts

k) +
∫ t

ts
k

eAp(t−s′)Bpu(s′ − τk)ds′ (4.73)

onde, a integral à direita da igualdade da equação (4.73) é resolvida considerando-se que o sinal

u(t − τk) da entrada da planta, na presença do ZOH, seja constante nos intervalos [ts
k,t

s
k + τk] e

[ts
k + τk,t], como ilustrado na Figura 4.7. Dessa forma, a solução da referida integral é:
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∫ t

ts
k

eAp(t−s′)Bpu(s′ − τk)ds′=
∫ ts

k+τk

ts
k

eAp(t+τk−τk+τsk−τsk−s′)ds′Bpu(ts
k−1) +

∫ t

ts
k+τk

eAp(t−s′′)ds′′Bpu(ts
k)

∫ t

ts
k

eAp(t−s′)Bpu(s′ − τk)ds′=eAp(τsk−τk)
∫ ts

k+τk

ts
k

eAp(t+τk−τsk−s′)ds′Bpu(ts
k−1)+
∫ t

ts
k+τk

eAp(t−s′′)ds′′Bpu(ts
k) (4.74)

Analogamente ao caso precedente, para resolver as integrais à direita da igualdade da equa-

ção (4.74) deve-se fazer, para a primeira integral, após a igualdade, a seguinte substituição

s = t + τk − τsk − s′, donde resulta que ds = −ds′ e os novos limites de integração são

s = t+τk−τsk−s′
∣

∣

∣

s′=ts
k
= t−ts

k−τsk+τk e s = t+τk−τsk−s′
∣

∣

∣

s′=ts
k+τk
= t+τk−τsk−ts

k−τk = t−ts
k−τsk .

Analogamente, para a segunda integral, após a igualdade da equação (4.74), correspondente-

mente, a substituição s = t − s′′, donde resulta que ds = −ds′′ e os novos limites de integração

passam a ser dados por s = t− s′′
∣

∣

∣

s′′=ts
k+τk
= t− ts

k−τk e s = t− s′′
∣

∣

∣

s′′=t
= t− t = 0, que substituídos

nas respectivas integrais à direita da igualdade da equação (4.74) resulta:

∫ tk+τk

ts
k

eAp(t+τk−τsk−s′)ds′ = −
∫ t−ts

k−τsk

t−ts
k−τsk+τk

eAp sds =
∫ t−ts

k−τsk+τk

t−ts
k−τsk

eAp sds (4.75)

∫ t

ts
k+τk

eAp(t−s′′)ds′′ = −
∫ 0

t−ts
k−τk

eAp sds =
∫ t−ts

k−τk

0
eAp sds (4.76)

Daí, substituindo as equações (4.75) e (4.76) na equação (4.74), resulta em:

∫ t

ts
k

eAp(t−s′)Bpu(s′ − τk)ds′ = eAp(τsk−τk)

∫ t−ts
k−τsk+τk

t−ts
k−τsk

eAp sdsBpu(ts
k−1) +

∫ t−ts
k−τk

0
eAp sdsBpu(ts

k)(4.77)

e, finalmente, substituindo a equação (4.77) na equação (4.73), obtém-se:

xp(t) = eAp(t−ts
k )xp(ts

k) +
∫ t−ts

k−τk

0
eAp sdsBpu(ts

k) + eAp(τsk−τk)
∫ t−ts

k−τsk+τk

t−ts
k−τsk

eAp sdsBpu(ts
k−1) (4.78)

por fim, fazendo t = ts
k+1 e, além disso, como, por definição τsk = ts

k+1 − ts
k, que substituídos na

equação (4.78) resulta

xp(ts
k+1) = eApτsk xp(ts

k) +
∫ τsk−τk

0
eAp sdsBpu(ts

k) + eAp(τsk−τk)
∫ τk

0
eAp sdsBpu(ts

k−1) (4.79)

Neste caso, pode-se observar que a equação (4.79) é da forma:

xp(ts
k+1) = Φp(τsk )xp(ts

k) + Γp0
(τsk ,τk)u(ts

k) + Γp1
(τsk ,τk)u(ts

k−1) (4.80)

onde:

Φp(τsk ) = eApτsk (4.81)
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Γp0
(τsk ,τk) =

∫ τsk−τk

0
eAp sdsBp (4.82)

Γp1
(τsk ,τk) = eAp(τsk−τk)

∫ τk

0
eAp sdsBp (4.83)

Reescrevendo a equação (4.72) no instante ts
k resulta:

y(ts
k) = Cpxp(ts

k) (4.84)

Dessa maneira, o sistema de equações discretas equivalente ao sistema de equações contí-

nuas da planta é explicitado pelas equações:

xp(ts
k+1) = Φp(τsk )xp(ts

k) + Γp0
(τsk ,τk)u(ts

k) + Γp1
(τsk ,τk)u(ts

k−1) (4.85)

y(ts
k) = Cpxp(ts

k) (4.86)

onde as matrizes Φp(τsk ), Γp0
(τsk ,τk) e Γp1

(τsk ,τk) da equação (4.85) são dadas, respectivamente,

pelas equações (4.81), (4.82) e (4.83). Para este cenário, o comportamento entre amostras, isto

é, nos instantes ta
k , ∀k ∈ Z+, da sequência {ta

k} pode ser obtido a partir da equação (4.78).

4.5 Planta submetida a atrasos maiores que os IAS e SPP

Quando a planta é submetida a atrasos de controle de valores superiores aos dos intervalos de

amostragem dos sensores (IAS) τsk e o NCS opera sem perda de pacotes (SPP), quatro situa-

ções são possíveis. A primeira é quando o atraso de controle τ e o IAS são ambos invariantes no

tempo. Neste caso, o IAS é denominado período de amostragem do sensor (PAS) τs e é invari-

ante no tempo. A segunda ocorre quando o IAS é invariante no tempo τs e o atraso de controle

τk é variante no tempo. A terceira ocorre quando ambos, atraso de controle τk e o IAS τsk , são

variantes no tempo. A quarta e última opção ocorre quando o IAS τsk é variante no tempo e o

atraso de controle τ é invariante no tempo. As três primeiras situações são de interesse direto

para esta tese e seus modelos equivalentes discretos serão apresentados a seguir.

4.5.1 Com atraso e IAS invariantes no tempo

Quando o atraso de controle τ é invariante no tempo e maior do que o período de amostragem

dos sensores τs, τ > τs, a modelagem de τ é realizada como a soma de duas parcelas. Uma

múltipla de τs, denotada por τi e outra sub-múltipla de τs, denotada por τ f , com6 0 < τ f < τs.

Em resumo,

τ = τi + τ f (4.87)

6Os sobrescritos i e f de τ significam, respectivamente, inteiro e fracionário.
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e para b ∈ Z∗+ = {1,2,3, · · · }, τi e τ f são definidos segundo as equações7:

τi = (b − 1)τs, onde b =

⌈

τ

τs

⌉

(4.88)

τ f = τ −
⌊

τ

τs

⌋

τs (4.89)

Para ilustrar as definições precedentes, considera-se o seguinte exemplo.

Exemplo 4.1 (Obtendo τi e τ f invariantes no tempo) Considere que a planta seja submetida

a um atraso de controle τ = 4,8 ms. Determine τi e τ f , dado que, τs = 2,0 ms.

Solução 4.1 A partir dos valores de τs = 2,0 ms, τ = 4,8 ms e da equação (4.88) determina-se,

inicialmente, o valor de b e em seguida o valor de τi, logo:

b =

⌈

4,8
2,0

⌉

= ⌈2,4⌉ = 3,0, donde resulta que τi = (3 − 1)2 = 4,0 ms

por fim, substituindo os valores de τ = 4,8 ms e de τs = 2,0 ms na equação (4.89), obtém-se

τ f = 4,8 −
⌊

4,8
2,0

⌋

2,0 = 4,8 − ⌊2,4⌋2,0 = 4,8 − 4,0 = 0,8 ms.

Para o cenário preestabelecido e a partir do modelo dinâmico da planta na representação em

espaço de estados, dado nas equações seguintes,

ẋp(t) = Apxp(t) + Bpu(t − τ) (4.90)

y(t) = Cpxp(t) (4.91)

obtém-se a representação equivalente discreta do modelo da planta para τ > τs. Representação

esta, obtida a partir da resolução da equação diferencial (4.90) no intervalo de tempo de um

período de amostragem dos sensores das malhas [ÅSTRÖM; WITTENMARK, 1997, p.40]. A

solução geral da equação (4.90), válida no intervalo [ts
k,t], com ts

k ≤ t ≤ ts
k+1 é:

xp(t) = eAp(t−ts
k )xp(ts

k) +
∫ t

ts
k

eAp(t−s′)Bpu(s′ − τ)ds′ (4.92)

A integral à direita da igualdade da equação (4.92) é resolvida de forma que o sinal de

entrada da planta u(t − τ), seja constante nos intervalos [ts
k,t

s
k + τ

f ] e [ts
k + τ

f ,t], como ilustrado

na Figura 4.8, o que resulta em:

7O símbolo matemático ⌊x⌋ significa o piso de x, isto é, o maior inteiro menor ou igual a x. Por outro lado, o
símbolo matemático ⌈x⌉ significa o teto de x, isto é, o menor inteiro maior ou igual a x. Por exemplo, ⌊3,5⌋ = 3 e
⌈3,5⌉ = 4.



Capítulo 4. Discretização da planta e do controlador 135

∫ t

ts
k

eAp(t−s′)Bpu(s′ − τ)ds′ =
∫ ts

k+τ
f

ts
k

eAp(t+τ f −τ f +τs−τs−s′)ds′Bpu(ts
k−1) +

∫ t

ts
k+τ

f
eAp(t−s′′)ds′′Bpu(ts

k)

= eAp(τs−τ f )
∫ tk+τ f

ts
k

eAp(t+τ f −τs−s′)ds′Bpu(ts
k−1)+

∫ t

ts
k+τ

f
eAp(t−s′′)ds′′Bpu(ts

k) (4.93)

y(·) y(t)

y(ts
k−2)

er(tc
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t

t

t

ta
k−3 ta

k−2 ta
k−1 ta

k ta
k+1

tc
k−3 tc

k−2 tc
k−1 tc

k tc
k+1 tc

k+2

ts
k−3 ts

k−2 ts
k−1 ts

k ts
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τ
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τ
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τ
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Figura 4.8: Relações entre os sinais: de saídas da planta de tempo contínuo y(t) e de tempo
discreto y(ts

k); sinal de erro de referência er(tc
k) de tempo discreto e o sinal de controle u(t − τ)

de tempo contínuo na entrada da planta.

As duas últimas integrais à direita da igualdade da equação (4.93) são resolvidas fazendo-

se para a penúltima integral a substituição s = t + τ f − τs − s′, o que resulta em ds = −ds′

e os limites de integração passam a ser s = t + τ f − τs − s′
∣

∣

∣

s′=ts
k
= t − ts

k − τs + τ
f e s =

t + τ f − τs − s′
∣

∣

∣

s′=ts
k+τ

f = t − ts
k − τs. Analogamente, para a última integral após a igualdade da

equação (4.93) a substituição s = t − s′′, o que resulta em ds = −ds′′ e os limites de integração

passam a ser s = t− s′′
∣

∣

∣

s′′=ts
k+τ

f = t− ts
k − τ f e s = t− s′′

∣

∣

∣

s′′=t
= 0, que substituídos nas respectivas

integrais resultam:

∫ ts
k+τ

f

ts
k

eAp(t+τ f −τs−s′)ds′ = −
∫ t−ts

k−τs

t−ts
k−τs+τ f

eAp sds =
∫ t−ts

k−τs+τ
f

t−ts
k−τs

eAp sds (4.94)

∫ t

ts
k+τ

f
eAp(t−s)ds′′ = −

∫ 0

t−ts
k−τ f

eAp sds =
∫ t−ts

k−τ
f

0
eAp sds (4.95)

substituindo as integrais expressas nas equações (4.94) e (4.95) na equação (4.93) obtém-se:

∫ t

ts
k

eAp(t−s′)Bpu(s′ − τ)ds′ = eAp(τs−τ f )

∫ t−ts
k−τs+τ

f

t−ts
k−τs

eAp sdsBpu(ts
k−1) +

∫ t−ts
k−τ

f

0
eAp sdsBpu(ts

k) (4.96)
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que substituída na equação (4.92), resulta:

xp(t) = eAp(t−ts
k )xp(ts

k) +
∫ t−ts

k−τ
f

0
eAp sdsBpu(ts

k) + eAp(τs−τ f )
∫ t−ts

k−τs+τ
f

t−ts
k−τs

eAp sdsBpu(ts
k−1) (4.97)

Por fim, como τ > τs, das equações (4.88) e (4.89), a equação (4.97) pode ser reescrita

fazendo-se nos argumentos de u(·) as substituições: ts
k−1 = kτs − bτs e ts

k = kτs − (b − 1)τs e nos

argumentos de xp(·) as substituições: ts
k = kτs e t = ts

k+1 = kτs + τs, o que resulta em:

xp(kτs + τs) = eApτs xp(kτs) +
∫ τs−τ f

0
eAp sdsBpu(kτs − (b − 1)τs) +

+eAp(τs−τ f )

∫ τ f

0
eAp sdsBpu(kτs − bτs) (4.98)

e como a equação (4.98) é da forma:

xp(kτs + τs) = Φpxp(kτs) + Γp0
u(kτs − (b − 1)τs) + Γp1

u(kτs − bτs) (4.99)

obtém-se da comparação direta das equações (4.98) e (4.99), que:

Φp = eApτs (4.100)

Γp0
=

∫ τs−τ f

0
eAp sdsBp (4.101)

Γp1
= eAp(τs−τ f )

∫ τ f

0
eAp sdsBp (4.102)

Reescrevendo a equação (4.91) no instante kτs, obtém-se:

y(kτs) = Cpxp(kτs) (4.103)

Dessa maneira, o sistema de equações de tempo discreto, equivalente ao sistema de equações

de tempo contínuo da planta é dado pelas equações:

xp(kτs + τs) = Φpxp(kτs) + Γp0
u(kτs − (b − 1)τs) + Γp1

u(kτs − bτs) (4.104)

y(kτs) = Cpxp(kτs) (4.105)

onde as matrizes Φp, Γp0
e Γp1

da equação (4.104) são dadas, respectivamente, pelas equações

(4.100), (4.101) e (4.102). Para este caso, o comportamento entre amostras, isto é, nos instantes

ta
k , ∀k ∈ Z+, da sequência {ta

k}, pode ser obtido a partir da equação (4.97).
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4.5.2 Com atrasos variantes no tempo e IAS invariante no tempo

Neste caso, os desenvolvimentos são todos idênticos aos da Subseção 4.5.1. Uma das poucas

mudanças ocorre no modelo dinâmico da planta, na representação em espaço de estados, que

passa a ser com atraso variante no tempo e, portanto, dada por

ẋp(t) = Apxp(t) + Bpu(t − τk−1) (4.106)

y(t) = Cpxp(t) (4.107)

e em consequência do atraso variante no tempo a Figura 4.8 é adaptada e passa a ser como a

Figura 4.9.
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Figura 4.9: Relações entre os sinais: de saídas da planta de tempo contínuo y(t) e de tempo
discreto y(ts

k); sinal de erro de referência er(tc
k) de tempo discreto e o sinal de controle u(t − τk)

de tempo contínuo na entrada da planta.

Além disso, naturalmente, nos desenvolvimentos matemáticos deve-se acrescentar o subs-

crito k−1 nas variáveis τ, τi, τ f e b, as quais passam a ser τk−1, τi
k−1, τ f

k−1 e bk−1. Dessa maneira,

o sistema de equações de tempo discreto, equivalente ao sistema de equações de tempo contínuo

da planta, passa a ser dado pelas equações:

xp(ts
k+1) = Φpxp(ts

k) + Γp0
(τ f

k−1)u(ts
k − (bk−1 − 1)τs) + Γp1

(τ f
k−1)u(ts

k − bk−1τs) (4.108)

y(ts
k) = Cpxp(ts

k) (4.109)

onde

Φp = eApτs (4.110)
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Γp0
(τ f

k−1) =
∫ τs−τ f

k−1

0
eAp sdsBp (4.111)

Γp1
(τ f

k−1) = eAp(τs−τ f
k−1)

∫ τ
f
k−1

0
eAp sdsBp (4.112)

com
τ

f
k−1 = τk−1 −

⌊

τk−1

τs

⌋

τs (4.113)

e

τi
k−1 = (bk−1 − 1)τs, onde bk−1 =

⌈

τk−1

τs

⌉

(4.114)

onde, analogamente ao caso da subseção precedente, τk−1 é dado por

τk−1 = τ
i
k−1 + τ

f
k−1 (4.115)

4.5.3 Com atrasos e IAS variantes no tempo

Quando o atraso de controle τk e o intervalo de amostragem dos sensores τsk são ambos varian-

tes no tempo e τk > τsk , ∀k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · }, a modelagem de τk também pode ser realizada

como a soma de duas parcelas. Por conveniência considera-se que n,k ∈ Z+ com n < k, denotem,

respectivamente, o n−ésimo e o k−ésimo COAC. Além disso, o fechamento da malha relativa-

mente à amostra y(ts
n), obtida no n−ésimo COAC, só se dá no decorrer do k−ésimo COAC. Para

as condições preestabelecidas, o atraso de controle τn do n−ésimo COAC é representado como

a soma de duas parcelas. A primeira, denotada por τi
n, é relativa à diferença entre os instantes

de início do k−ésimo COAC ts
k e o instante de início do n−ésimo COAC ts

n. Seu valor é dado

por

τi
n = ts

k − ts
n =

k−1
∑

m=n

τsm (4.116)

e a segunda, denotada por τ f
n é obtida da igualdade τn = τ

i
n + τ

f
n e da equação (4.116), o que

resulta em:

τ f
n = τn − τi

n = τn −
k−1
∑

m=n

τsm (4.117)

com 0 < τ f
n < τsk .

Para ilustrar a discussão precedente, considera-se o seguinte exemplo.

Exemplo 4.2 (Obtendo τi
n e τ

f
n variantes no tempo) Considere que n = 5 e k = 7 sejam, res-

pectivamente, o n−ésimo e o k−ésimo COAC e seja τn = 3,8 ms. Determine τi
n e τ f

n , dado que,

τsn = 1,2 ms e τsn+1 = 2,1 ms.

Solução 4.2 Para n = 5, k = 7, τsn = τs5 = 1,2 ms e τsn+1 = τs6 = 2,1 ms, obtém-se diretamente
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da equação (4.116) que

τi
5 =

6
∑

m=5

τsm = τs5 + τs6 = 1,2 + 2,1 = 3,3 ms

por fim, substituindo os valores de τi
5 = 3,3 ms e de τn = τ5 = 3,8 ms na equação (4.117),

obtém-se τ f
5 = τ5 − τi

5 = 3,8 − 3,3 = 0,5 ms.

Para as condições preestabelecidas e considerando-se o modelo dinâmico da planta, na re-

presentação em espaço de estados, dado por

ẋp(t) = Apxp(t) + Bpu(t − τk−1) (4.118)

y(t) = Cpxp(t) (4.119)

a obtenção da representação equivalente discreta do modelo da planta para τk > τsk , também

é realizada resolvendo a equação diferencial (4.118) no intervalo de tempo de um intervalo de

amostragem dos sensores das malhas. Neste caso, a solução geral da equação (4.118), válida

no intervalo [ts
k,t], com ts

k ≤ t ≤ ts
k+1 é:

xp(t) = eAp(t−ts
k )xp(ts

k) +
∫ t

ts
k

eAp(t−s′)Bpu(s′ − τk−1)ds′ (4.120)

A integral à direita da igualdade da equação (4.120) é resolvida de forma que o sinal de

entrada da planta u(t − τk−1), seja constante nos intervalos [ts
k,t

s
k + τ

f
k−1] e [ts

k + τ
f
k−1,t], como

ilustrado na Figura 4.10, o que resulta em:

∫ t

ts
k

eAp(t−s′)Bpu(s′ − τk−1)ds′ =
∫ ts

k+τ
f
k−1

ts
k

eAp(t+τ f
k−1−τ

f
k−1+τsk−τsk−s′)ds′Bpu(ts

k−2) +

+

∫ t

ts
k+τ

f
k−1

eAp(t−s′′)ds′′Bpu(ts
k−1) = eAp(τsk−τ

f
k−1)
∫ tk+τ

f
k−1

ts
k

eAp(t+τ f
k−1−τsk−s′)ds′Bpu(ts

k−2) +

+

∫ t

ts
k+τ

f
k−1

eAp(t−s′′)ds′′Bpu(ts
k−1) (4.121)

As duas últimas integrais à direita da igualdade da equação (4.121) são resolvidas fazendo-

se para a penúltima integral a substituição s = t + τ f
k−1 − τsk − s′, o que resulta em ds = −ds′

e os limites de integração passam a ser s = t + τ f
k−1 − τsk − s′

∣

∣

∣

s′=ts
k
= t − ts

k − τsk + τ
f
k−1 e

s = t + τ f
k−1 − τsk − s′

∣

∣

∣

s′=ts
k+τ

f
k−1
= t − ts

k − τsk . Analogamente, para a última integral após a

igualdade da equação (4.121) a substituição s = t − s′′, o que resulta em ds = −ds′′ e os limites

de integração passam a ser s = t− s′′
∣

∣

∣

s′′=ts
k+τ

f
k−1
= t− ts

k−τ
f
k−1 e s = t− s′′

∣

∣

∣

s′′=t
= 0, que substituídos
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Figura 4.10: Relações entre os sinais: de saídas da planta de tempo contínuo y(t) e de tempo
discreto y(ts

k); sinal de erro de referência er(tc
k) de tempo discreto e o sinal de controle u(t − τk)

de tempo contínuo na entrada da planta.

nas respectivas integrais resultam:

∫ ts
k+τ

f
k−1

ts
k

eAp(t+τ f
k−1−τsk−s′)ds′ = −

∫ t−ts
k−τsk

t−ts
k−τsk+τ

f
k−1

eAp sds =
∫ t−ts

k−τsk+τ
f
k−1

t−ts
k−τsk

eAp sds (4.122)

∫ t

ts
k+τ

f
k−1

eAp(t−s)ds′′ = −
∫ 0

t−ts
k−τ

f
k−1

eAp sds =
∫ t−ts

k−τ
f
k−1

0
eAp sds (4.123)

substituindo as integrais expressas nas equações (4.122) e (4.123) na equação (4.121) obtém-se:

∫ t

ts
k

eAp(t−s′)Bpu(s′−τk−1)ds′=eAp(τsk−τ
f
k−1)
∫ t−ts

k−τsk+τ
f
k−1

t−ts
k−τsk

eAp sdsBpu(ts
k−2)+
∫ t−ts

k−τ
f
k−1

0
eAp sdsBpu(ts

k−1)(4.124)

que substituída na equação (4.120) resulta:

xp(t)=eAp(t−ts
k)xp(ts

k) +
∫ t−ts

k−τ
f
k−1

0
eAp sdsBpu(ts

k−1) + eAp(τsk−τ
f
k−1)
∫ t−ts

k−τsk+τ
f
k−1

t−ts
k−τsk

eAp sdsBpu(ts
k−2) (4.125)

Por fim, deve-se fazer na equação (4.125) t = ts
k+1 = ts

k + τsk , o que resulta em

xp(ts
k+1) = eApτsk xp(ts

k) +
∫ τsk−τ

f
k−1

0
eAp sdsBpu(ts

k−1) + eAp(τsk−τ
f
k−1)

∫ τ
f
k−1

0
eAp sdsBpu(ts

k−2) (4.126)
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e como a equação (4.126) é da forma:

xp(ts
k+1) = Φp(τsk )xp(ts

k) + Γp0
(τsk ,τ

f
k−1)u(ts

k−1) + Γp1
(τsk ,τ

f
k−1)u(ts

k−2) (4.127)

obtém-se da comparação direta das equações (4.126) e (4.127), que:

Φp(τsk ) = eApτsk (4.128)

Γp0
(τsk ,τ

f
k−1) =

∫ τsk−τ
f
k−1

0
eAp sdsBp (4.129)

Γp1
(τsk ,τ

f
k−1) = eAp(τsk−τ

f
k−1)
∫ τ

f
k−1

0
eAp sdsBp (4.130)

Reescrevendo a equação (4.119) no instante ts
k obtém-se:

y(ts
k) = Cpxp(ts

k) (4.131)

Dessa maneira, o sistema de equações de tempo discreto, equivalente ao sistema de equações

de tempo contínuo da planta é dado pelas equações:

xp(ts
k+1) = Φp(τsk )xp(ts

k) + Γp0
(τsk ,τ

f
k−1)u(ts

k−1) + Γp1
(τsk ,τ

f
k−1)u(ts

k−2) (4.132)

y(ts
k) = Cpxp(ts

k) (4.133)

onde as matrizes Φp(τsk ), Γp0
(τsk ,τ

f
k−1) e Γp1

(τsk ,τ
f
k−1) da equação (4.132) são dadas, respectiva-

mente, pelas equações (4.128), (4.129) e (4.130).

4.6 Discretização da planta - abordagem unificada

Nesta seção serão obtidos os modelos equivalentes discretos da planta quando amostrada com

PAS τs invariante no tempo ou IAS τsk variante no tempo, com atrasos inferiores ou superiores

ao PAS/IAS e com o NCS submetido ou não à perda de pacotes. Condições estas, que englobam

todas as outras, até então apresentadas. Razão pela qual foi intitulada de abordagem unificada.

4.6.1 NCS CPP atrasos variantes no tempo e PAS invariante

Quando é assumido, por hipótese, que o NCS opera com perda de pacotes (CPP), atrasos va-

riantes no tempo de valores inferiores ou superiores ao PAS invariante no tempo, seu compor-

tamento temporal é apresentado na Figura 4.11. Pode-se verificar nesta figura que k − n + 5

COAC são explicitados. Além disso, pode-se observar que no decorrer destes k − n + 5 COAC,

um pacote de dados na malha de realimentação é perdido no (n−2)-ésimo COAC, o que explica

a ausência, na figura, do instante tc
n−2i−2

. De modo complementar, observa-se ainda, a partir do
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(n + 1)−ésimo COAC, que k − n − 2 pacotes de dados são perdidos até o (k − 1)−ésimo COAC.
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Figura 4.11: Relações entre os sinais: de saídas da planta de tempo contínuo y(t) e de tempo
discreto y(ts

k); sinal de erro de referência er(tc
k) de tempo discreto e o sinal de controle u(t − τk)

de tempo contínuo na entrada da planta.

Para as condições preestabelecidas e considerando-se o modelo dinâmico da planta, na re-

presentação em espaço de estados, dado por

ẋp(t) = Apxp(t) + Bpu(t − τn) (4.134)

y(t) = Cpxp(t) (4.135)

para o qual, analogamente aos casos de discretização precedentes, obtém-se o seguinte modelo

equivalente discreto:

xp(ts
k+1) = Φp(τs)xp(ts

k) + Γp0
(τs,τ

f
n)u(ts

n) + Γp1
(τs,τ

f
n)u(ts

n−1) (4.136)

y(ts
k) = Cpxp(ts

k) (4.137)

com

Φp(τs) = eApτs (4.138)

Γp0
(τs,τ

f
n) =

∫ τs−τ f
n

0
eAp sdsBp (4.139)

Γp1
(τs,τ

f
n) = eAp(τs−τ f

n )
∫ τ

f
n

0
eAp sdsBp (4.140)

Outro fato relevante e que pode ocorrer no nó atuador, sobretudo quando se tem τk > τs é

processo de multi-amostragem do atuador. Neste caso, dois ou mais pacotes de dados podem

chegar no nó atuador durante o intervalo de tempo de um PAS τs. Tal fato é ilustrado na parte
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inferior da Figura 4.12 no decorrer do k−ésimo COAC.
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Figura 4.12: Relações entre os sinais: de saídas da planta de tempo contínuo y(t) e de tempo
discreto y(ts

k); sinal de erro de referência er(tc
k) de tempo discreto e o sinal de controle u(t − τ)

de tempo contínuo na entrada da planta.

O modelo equivalente discreto da planta é obtido de modo semelhante aos já apresentados

neste capítulo. Dessa maneira, integrando a equação (4.134) no intervalo [ts
k,t], com ts

k ≤ t ≤ ts
k+1

obtém-se como solução geral a equação

xp(t) = eAp(t−ts
k)xp(ts

k) +
∫ t

ts
k

eAp(t−s′)Bpu(s′ − τn)ds′ (4.141)

cuja integral à direita da igualdade da equação (4.141) é resolvida de forma que o sinal de

entrada da planta u(t − τn), seja constante nos intervalos [ts
k,t

s
k + τ

f
n], [ts

k + τ
f
n ,ts

k + τk] e [ts
k + τk,t],

como ilustrado na Figura 4.12, o que resulta em:

∫ t

ts
k

eAp(t−s′)Bpu(s′−τn)ds′ =
∫ ts

k+τ
f
n

ts
k

eAp(t−s′)ds′Bpu(ts
n−1) +

∫ t

ts
k+τ

f
n

eAp(t−s′′)Bpu(s′′−τn)ds′′ (4.142)

Cada integral à direita da igualdade da equação (4.142) será resolvida separadamente. As-

sim, a primeira dessas integrais é

∫ ts
k+τ

f
n

ts
k

eAp(t−s′)ds′Bpu(ts
n−1) =

∫ ts
k+τ

f
n

ts
k

eAp(t+τ f
n−τ

f
n+τk−τk−s′)ds′Bpu(ts

n−1) =

eAp(τk−τ f
n )

∫ ts
k+τ

f
n

ts
k

eAp(t+τ f
n−τk−s′)ds′Bpu(ts

n−1) = eAp(τk−τ f
n )

∫ τ
f
n

0
eAp sdsBpu(ts

n−1) (4.143)

onde a última igualdade decorre da substituição s = t + τ f
n − τk − s′, com t = ts

k + τk, donde
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obtém-se: ds = −ds′ e os novos limites de integração: s = ts
k + τk + τ

f
n − τk − s′

∣

∣

∣

s′=ts
k
= τ

f
n e

s = ts
k + τk + τ

f
n − τk − s′

∣

∣

∣

s′=ts
k+τ

f
n
= 0.

A segunda integral à direita da igualdade da equação (4.142) é resolvida de modo análogo.

Assim

∫ t

ts
k+τ

f
n

eAp(t−s′′)Bpu(s′′−τn)ds′′ = eAp(τs−τk)
∫ ts

k+τk

ts
k+τ

f
n

eAp(t+τk−τs−s′′)ds′′Bpu(ts
n)+
∫ t

ts
k+τk

eAp(t−s′′′ )ds′′′Bpu(ts
k)

∫ t

ts
k+τ

f
n

eAp(t−s′′)Bpu(s′′−τn)ds′′ = eAp(τs−τk)
∫ τk−τ f

n

0
eAp sdsBpu(ts

n) +
∫ τs−τk

0
eAp sdsBpu(ts

k) (4.144)

onde a primeira integral da última igualdade decorre da substituição s = t + τk − τs − s′′ =

ts
k + τk − s′′, com t = ts

k + τs, donde obtém-se: ds = −ds′′ e os novos limites de integração:

s = ts
k + τk − s′′

∣

∣

∣

s′′=ts
k+τ

f
n
= τk − τ f

n e s = ts
k + τk − s′′

∣

∣

∣

s′′=ts
k+τk
= 0.

Substituindo as equações (4.143) e (4.144) na equação (4.142) e por fim o resultado dessa

substituição na equação (4.141), resulta

xp(ts
k+1) = eApτs xp(ts

k) +
∫ τs−τk

0
eAp sdsBpu(ts

k) + eAp(τs−τk)
∫ τk−τ f

n

0
eAp sdsBpu(ts

n) +

+ eAp(τk−τ f
n )
∫ τ

f
n

0
eAp sdsBpu(ts

n−1) (4.145)

e como a equação (4.145) é da forma:

xp(ts
k+1) = Φpxp(ts

k) + Γp0
(τk)u(ts

k) + Γp1
(τk,τ

f
n)u(ts

n) + Γp2
(τk,τ

f
n)u(ts

n−1) (4.146)

obtém-se da comparação direta das equações (4.145) e (4.146), que:

Φp = eApτs (4.147)

Γp0
(τk) =

∫ τs−τk

0
eAp sdsBp (4.148)

Γp1
(τk,τ

f
n) = eAp(τs−τk)

∫ τk−τ f
n

0
eAp sdsBp (4.149)

Γp2
(τk,τ

f
n) = eAp(τk−τ f

n )
∫ τ

f
n

0
eAp sdsBp (4.150)

Reescrevendo a equação (4.135) no instante ts
k obtém-se:

y(ts
k) = Cpxp(ts

k) (4.151)

dessa maneira, o sistema de equações de tempo discreto, equivalente ao sistema de equações de
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tempo contínuo da planta é dado pelas equações:

xp(ts
k+1) = Φpxp(ts

k) + Γp0
(τ f

n)u(ts
k) + Γp1

(τk,τ
f
n)u(ts

n) + Γp2
(τk,τ

f
n)u(ts

n−1) (4.152)

y(ts
k) = Cpxp(ts

k) (4.153)

onde as matrizes Φp, Γp0
(τ f

n), Γp1
(τk,τ

f
n) e Γp2

(τ f
n) da equação (4.152) são dadas, respectiva-

mente, pelas equações (4.147), (4.148), (4.149) e (4.150).

4.6.2 NCS CPP atrasos e IAS variantes no tempo

Para o caso em que o NCS opera com perda de pacotes (CPP) e o atraso de controle τk pode

assumir qualquer valor, inclusive, pode ser maior que um IAS τsk . Nestas condições o com-

portamento temporal do NCS é mostrado na Figura 4.13. Demais comentários a respeito desta

figura são análogos aos realizados na subseção precedente para a Figura 4.11.
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Figura 4.13: Relações entre os sinais: de saídas da planta de tempo contínuo y(t) e de tempo
discreto y(ts

k); sinal de erro de referência de tempo discreto er(tc
k) e o sinal de controle de tempo

contínuo u(t − τk) na entrada da planta.

Para as condições pré-estabelecidas e considerando-se o modelo dinâmico da planta, na

representação em espaço de estados, dado por

ẋp(t) = Apxp(t) + Bpu(t − τn) (4.154)

y(t) = Cpxp(t) (4.155)

para o qual, analogamente aos casos de discretização precedentes, obtém-se o seguinte modelo
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equivalente discreto:

xp(ts
k+1) = Φp(τsk )xp(ts

k) + Γp0
(τsk ,τ

f
n)u(ts

n) + Γp1
(τsk ,τ

f
n)u(ts

n−1) (4.156)

y(ts
k) = Cpxp(ts

k) (4.157)

com

Φp(τsk ) = eApτsk (4.158)

Γp0
(τsk ,τ

f
n) =

∫ τsk−τ
f
n

0
eAp sdsBp (4.159)

Γp1
(τsk ,τ

f
n) = eAp(τsk−τ

f
n )

∫ τ
f
n

0
eAp sdsBp (4.160)

Por outro lado, quando além das condições pré-estabelecidas ocorre multi-amostragem nos

atuadores o comportamento temporal do NCS passa a ser dado segundo a Figura 4.14.
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Figura 4.14: Relações entre os sinais: de saídas da planta de tempo contínuo y(t) e de tempo
discreto y(ts

k); sinal de erro de referência er(tc
k) de tempo discreto e o sinal de controle u(t − τ)

de tempo contínuo na entrada da planta.

Neste caso, procedendo de maneira análoga ao ocorrido na subseção precedente, para o

modelo em espaço de estados da planta dado pelas equações (4.154) e (4.155), obtém-se o

seguinte modelo equivalente discreto.

xp(ts
k+1) = Φp(τsk)xp(ts

k) + Γp0
(τsk ,τk)u(ts

k) + Γp1
(τsk ,τk,τ

f
n)u(ts

n) + Γp2
(τsk ,τk,τ

f
n)u(ts

n−1) (4.161)

y(ts
k) = Cpxp(ts

k) (4.162)
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onde:

Φp(τsk ) = eApτsk (4.163)

Γp0
(τsk ,τk) =

∫ τsk−τk

0
eAp sdsBp (4.164)

Γp1
(τsk ,τk,τ

f
n) = eAp(τsk−τk)

∫ τk−τ
f
n

0
eAp sdsBp (4.165)

Γp2
(τsk ,τ

f
n) = eAp(τk−τ

f
n )

∫ τ
f
n

0
eAp sdsBp (4.166)

4.7 Discretização do controlador

Nesta seção são deduzidas as expressões dos modelos equivalentes discretos (MED) do contro-

lador. Tais modelos são válidos, tanto para controladores operando nos modos guiado no tempo

(GT), guiado a eventos (GE), assim como para aqueles, operando no modo simultaneamente

guiado a eventos e no tempo (GET). Será mostrado que, quando o controlador opera nos modos

GE e GET, o intervalo de amostragem do mesmo é variante no tempo. Por conseguinte, os coe-

ficientes da equação de diferença do controlador variam a cada ciclo de operação do algoritmo

de controle (COAC). Em outras palavras, os coeficientes da equação de diferença resultante da

discretização do controlador, variam, ou estão sujeitos a variações de um COAC para o outro.

Esta variabilidade temporal pode ser estocástica, dependendo do protocolo de acesso ao meio

da rede de comunicação, utilizada no NCS, e da forma como as tarefas embarcadas nos nós

componentes são executadas.

Para possibilitar a discretização do controlador foi necessário fazer uma consideração “fic-

tícia” sobre o comportamento físico do nó controlador. A partir dessa consideração foi possível

obter os MEDs do controlador operando no modo GE, no modo GT e no modo GET.

Embora, não seja muito comum a existência de modelos matemáticos “fictícios” na lite-

ratura. Um exemplo clássico de modelos matemáticos que se utilizam deste tipo de artifício

é encontrado na dedução do filtro de Kalman [KALMAN, 1960; KALMAN; BUCY, 1961].

Durante o desenvolvimento da teoria de tal filtro, Kalman adicionou um termo (por alguns cha-

mado ruído “fictício” [DOYLE; STEIN, 1979]) à expressão matemática da saída da planta de

forma a possibilitar representar o ruído de quantização e as incertezas presentes nas malhas de

controle.

Um outro exemplo de modelo “fictício” encontrado na literatura é o do segurador triangular,

o qual, é utilizado para aproximar um sinal contínuo por poligonais [JURY, 1958, p.288], [RA-

GAZZINI; FRANKLIN, 1958, p.287]. Por se tratar do modelo de um segurador, este exemplo

é ainda mais adequado e próximo daquele que foi desenvolvido e que será apresentado a se-

guir. Dessa maneira, e sob a inspiração das idéias da introdução do ruído “fictício” no modelo
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matemático do filtro de Kalman e do modelo do segurador triangular, um modelo matemático

“fictício” de segurador, baseado no ZOH (Zero Order Hold), foi desenvolvido para possibilitar

a discretização do controlador operando nos modos GT, GE, GET e GETM.

4.7.1 MED do controlador GT

Quando o controlador opera no modo GT seu modelo dinâmico é invariante no tempo. Como

já provado no Capítulo 3 o controlador de tempo discreto é invariante no tempo e tem intervalo

de amostragem invariante no tempo. Neste caso, as relações entre os sinais: da saída da planta

de tempo contínuo y(t), de tempo discreto y(ts
k), de tempo discreto atrasado y(ts

k − τsc
k ); erros de

referência de tempo contínuo atrasado er(t − τsc
k ) e de tempo discreto atrasado er(ts

k − τsc
k ) são

apresentadas na Figura 4.15.
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k+2tc
k−1 tc
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Figura 4.15: Relações entre os sinais: da saída da planta de tempo contínuo y(t), de tempo
discreto y(ts

k) e de tempo discreto atrasado y(ts
k − τ

sc
k ); erros de referência de tempo contínuo

atrasado er(t − τsc
k ) e de tempo discreto atrasado er(ts

k − τsc
k ) com τsc

k < τs, para o controlador
operando no modo GT.

O MED do controlador é obtido a partir do comportamento do erro de referência de tempo

discreto er(tc
k) = er(ts

k − τsc
k ) ilustrado na Figura 4.15. Neste caso, muito embora o sinal er(tc

k)

na entrada do controlador seja pulsado é possível considerá-lo como degrais, uma vez que, a

informação presente no buffer de entrada do controlador se mantém inalterada até que a pró-

xima amostra do erro de referência er(tc
k+1) substitua a atual amostra er(tc

k), como explicitado na

referida figura. Assim, embora “fictício”, tal efeito é similar ao de um ZOH (Zero Order Hold).
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Desse modo, é possível obter os MEDs do controlador pelo método da invariância ao degrau.

Assim, o modelo equivalente discreto (MED) do controlador, operando no modo guiado

no tempo (GT) é obtido a partir da representação dinâmica em espaço de estados de tempo

contínuo do controlador. Tal representação é apresentada nas equações seguintes:

ẋc(t) = Acxc(t) + Bcer(t) (4.167)

u(t) = Ccxc(t) + Dcer(t) (4.168)

onde: xc(t) é o estado do controlador, er(t) é o erro de referência, u(t) é a saída do controlador.

Ambos na representação de tempo contínuo. E, Ac, Bc, Cc e Dc são as matrizes da representação

em espaço de estados do controlador de tempo contínuo. Neste caso, o MED do controlador de

tempo contínuo apresentado nas equações (4.167) e (4.168), obtido pelo método da invariância

ao degrau, é:

xc(tc
k+1) = Φcxc(tc

k) + Γcer(tc
k) (4.169)

u(tc
k) = Ccxc(t

c
k) + Dcer(t

c
k), (4.170)

onde

Φc = eAcτs (4.171)

Γc =

∫ τs

0
eAcsdsBc (4.172)

O sistema de controle com este controlador em operação e não submetido a atrasos é aqui

denominado de sistema de controle não conectado em rede com o controlador de tempo discreto

ou digital (nNCSD). Além disso, quando o NCS opera com este controlador com intervalo de

amostragem τc = τs, invariante no tempo (período de amostragem), e é submetido a atrasos

variantes no tempo, é denominado de NCS com atrasos variantes (NCSav).

4.7.2 MED do controlador GE/GET

Quando o controlador opera no modo GE e/ou GET, a temporização do NCS, não submetido à

perda de pacotes é como a apresentada na Figura 1.3. Neste caso, se qualquer um dos atrasos

de aquisição τs
k ou τs

k+1 ou os atrasos de comunicação sensor controlador τsc
k ou τsc

k+1 variar o

IAC τck será variante no tempo. A consequência da variabilidade temporal dos atrasos e, por

conseguinte, do IAC é um controlador, cujo MED é variante no tempo. Isto significa que os

coeficientes da equação de diferença do controlador mudam a cada COAC. Além disso, as

relações entre os sinais: da saída da planta contínuo y(t), discreto y(ts
k) e discreto atrasado

y(ts
k − τsc

k ); erros contínuo atrasado er(t − τsc
k ) e discreto atrasado er(ts

k − τsc
k ), com τsc

k < τs, com
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o controlador operando nos modos GE e/ou GET são apresentadas na Figura 4.16.
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Figura 4.16: Relações entre os sinais: da saída da planta de tempo contínuo y(t), de tempo
discreto y(ts

k) e de tempo discreto atrasado y(ts
k − τ

sc
k ); erros de referência de tempo contínuo

atrasado er(t − τsc
k ) e de tempo discreto atrasado er(ts

k − τsc
k ), com τsc

k < τs, com o controlador
operando nos modos GE e/ou GET.

O MED do controlador cuja dinâmica de tempo contínuo em espaço de estados é definida

pelas equações (4.167) e (4.168) obtido via invariância ao degrau, com IAC τck variante no

tempo e determinado por algum dos teoremas apresentados no Capítulo 3 é:

xc(t
c
k+1) = Φc(τck )xc(t

c
k) + Γc(τck )er(t

c
k) (4.173)

u(tc
k) = Ccxc(tc

k) + Dcer(tc
k) (4.174)

onde:

Φc(τck ) = eAcτck (4.175)

Γc(τck ) =
∫ τck

0
eAcsdsBc (4.176)

são variantes no tempo, desde que, τck seja variante no tempo. Naturalmente, como já provado

no Capítulo 3, a variabilidade temporal de τck é decorrente dos atrasos introduzidos no NCS pelo

nó sensor τs
k e pela rede de comunicação τsc

k . Além disso, como a lei de controle é dependente

do IAC τck , o mesmo deve ser determinado a cada COAC. O IAC pode ser, ou medido a partir

do clock local do nó controlador, ou obtido a partir dos atrasos determinados8. Todavia, como

8Uma das técnicas, comumente, utilizada para a determinação de atrasos em sistemas distribuídos é a técnica
de timestamping [JOHANNESSEN, 2004; IEEE, 2009].



Capítulo 4. Discretização da planta e do controlador 151

τck é não causal, o que se pode determinar ou medir de fato é τck−1 .

Vale ressaltar ainda que do ponto de vista matemático os MEDs do controlador operando no

modo GE ou GET são idênticos. A diferença é meramente conceitual e filosófica. Desse modo,

quando o controlador do NCS opera no modo GET, conceitualmente, os relógios presentes nos

nós componentes do NCS devem estar sincronizados por um relógio global. De outro modo,

quando o sincronismo de tais relógios não é um requisito, diz-se que o modo de operação do

controlador é guiado a eventos (GE). Neste caso, não é necessária a existência de um relógio

global. Em ambos os casos, a lei a de controle é executada imediatamente após a chegada de

um pacote de dados proveniente do nó sensor no nó controlador. A consequência disso é a

variabilidade temporal do IAC.

4.7.3 Modo GETM de operação do controlador

O modo GETM de operação do controlador é semelhante ao modo GE e/ou GET, com apenas

uma modificação na condição inicial do IAC do controlador. Daí o nome GETM, M de modifi-

cado. Neste caso, a condição inicial do IAC τc0 pode ser menor, igual ou maior que o PAS τs,

isto é, τc0 < τs ou τc0 = τs ou τc0 > τs. O efeito de fazer τc0 < τs é, evidentemente, o de tornar

o primeiro COAC mais rápido, uma vez que, quanto menor for o valor de τc0 mais próximo da

borda do disco unitário estarão os pólos do primeiro COAC do controlador. Já o efeito de fazer

τc0 > τs é contrário ao de fazer τc0 < τs. Desse modo, quando τc0 > τs o primeiro COAC é mais

lento, uma vez que, quanto maior for o valor de τc0 mais no centro do disco unitário estarão

os pólos do primeiro COAC do controlador. Uma possível consequência disso é a redução do

overshoot da RDU do NCS.

Observação 4.2 (MEDs da Planta e do Controlador) Os MEDs da planta e do controlador

podem ser obtidos diretamente das funções de transferências de tempo contínuo da planta G(s)

e do controlador Ca(s) do nNCS, tanto para um sistema de controle SISO (Single Input Single

Output), quanto para um sistema controle MIMO (Multiple Input Multiple Output).

4.8 Efeito ZOH da discretização

Um efeito relevante a ser ressaltado no processo de discretização de um sistema de controle de

tempo contínuo é o atraso associado com a ação do segurador (hold). Nesse sentido, a seguir

é apresentado um estudo detalhado sobre a ação do ZOH e seus efeitos sobre o sistema de

controle. Nessa discussão será avaliado o ZOH com largura de pulsos invariante no tempo,

assim como, com largura de pulsos variantes no tempo.

Quando um sistema de controle está em operação o sinal de controle u(tc
k) resultante da

execução da lei de controle é gerado após o cálculo do sinal de erro de referência er(tc
k) =
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r(ts
k)− y(ts

k), a partir dos sinais amostrados y(ts
k) e r(ts

k). Tais sinais são obtidos simultaneamente

a cada PAS τs, por meio da leitura dos sinais contínuos da saída da planta y(t) e da entrada de

referência do controlador r(t), realizada por conversores A/Ds como ilustrado na Figura 4.1.

Destes, os sinais contínuos y(t) e u(t) e seus respectivos amostrados, são ilustrados na Figura

4.17.
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Figura 4.17: Atraso causado pela ação do ZOH, com ts
k = kτs e ta

k = kτa.

É relevante observar na Figura 4.17 que o valor de u(tc
k) permanece constante até que a

próxima amostra resultante da leitura dos sensores esteja disponível ao controlador. Desse

modo, o sinal contínuo u(t) na entrada dos atuadores é constituído de degraus. O efeito destes

degraus sobre o sistema de controle é a introdução de um atraso, que na média retarda o sinal

contínuo u(t) em τa/2, como ilustrado pela linha tracejada da Figura 4.17 [FRANKLIN, 2006,

p.454]. Já quando a largura dos pulsos τak na entrada da planta são variantes no tempo a Figura

4.17 é modificada para Figura 4.18.

O atraso médio τa/2 introduzido pela ação do segurador tem efeito direto na seleção do PAS

τs do sistema de controle. Para reduzir tal efeito, pode-se diminuir suficientemente o valor de

τs o que não é desejável, ou ainda, introduzir este atraso diretamente no projeto do controlador.

Em geral, para se obter um desempenho satisfatório do sistema equivalente discreto, a taxa de

amostragem ωs deverá estar relacionada com a largura de banda ωBW do sistema de controle em
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malha fechada, segundo a relação:

ωs = 2π fs =
2π
τs
≥ 20ωBW ⇒ τs ≤

π

10ωBW
(4.177)

além disso, desde que ωs ≥ 30ωBW , o sistema equivalente discreto apresentará desempenho

semelhante ao do sistema de tempo contínuo. E, portanto, pode ser utilizado com segurança.

Taxas de amostragem inferiores à apresentada na equação (4.177) podem ser obtidas, desde que,

se considere o efeito do atraso médio τa/2 diretamente no projeto do controlador [FRANKLIN,

2006, p.468].
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Figura 4.18: Atraso causado pela ação do ZOH, com ts
k = kτs e ta

k+1 = ta
k + τak .

Quando um ZOH é utilizado em um sistema de controle, o sinal de controle u(t), recons-

truído e aplicado na entrada da planta, tem valor constante entre os instantes de amostragem do

atuador ta
k . Em outras palavras, u(t) é constituído de pulsos de valores constantes e de largura

invariante ou variante no tempo, segundo o modo de operação dos atuadores. Dessa maneira,

quando os atuadores operam no modo guiado no tempo (GT) a largura de cada um destes pulsos

é constante, invariante no tempo e de valor igual a um PAA τa, consequentemente, os instantes

de amostragem do atuador são dados por ta
k = kτa, como ilustrado na Figura 4.17.

Por outro lado, quando os atuadores operam no modo guiado a eventos (GE) ou no modo

simultaneamente guiado a eventos e no tempo (GET) a largura τak = ta
k+1 − ta

k de cada um

destes pulsos varia ao longo do tempo, como ilustrado na Figura 4.18. Neste caso, os IAA
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τak são variantes no tempo e dados por τak = ta
k+1 − ta

k . Entretanto, tanto no primeiro como no

segundo caso, esses pulsos podem estar na origem ou deslocados da origem. O comportamento

da resposta em frequência de tais pulsos será abordado a seguir.

4.8.1 Resposta em frequência - pulso na origem

Sem perda de generalidade, considera-se, inicialmente, o caso em que a largura de cada um

destes pulsos gh(t) seja constante e dada por τa = τs, como ilustrado na Figura 4.19a. Notada-

mente, gh(t) pode ser decomposto em duas funções degraus unitárias u(t) e −u(t − τa), como

ilustrado na Figura 4.19b.

(a) (b)

1

gh(t)

τa0 t

gh(t)

τa

t0

1

−1

Figura 4.19: (a) Resposta impulsiva de um ZOH de largura τa invariante no tempo. (b) Compo-
nentes da função degrau da resposta impulsiva de um ZOH [RAGAZZINI; FRANKLIN, 1958,
p.35].

A representação matemática de gh(t) no domínio do tempo é

gh(t) = u(t) − u(t − τa) (4.178)

e representa a resposta impulsiva do ZOH, cuja transformada de Laplace é

Gh(s) =
1
s
− 1

s
e−sτa =

1
s
(

1 − e−sτa) (4.179)

Um resultado conhecido na literatura é a análise da resposta em frequência do pulso unitário

gh(t). A partir de tal análise obtém-se a amplitude e a fase deste pulso. Como este resultado é

relevante para as deduções posteriores, ele será apresentado em destaque, na forma do seguinte

lema.

Lema 4.1 (Amplitude e fase do pulso na origem) Se o pulso unitário gh(t) da Figura 4.19a

está na origem, tem largura τa, representação matemática no domínio do tempo contínuo dada

pela equação (4.178) e resposta impulsiva dada pela equação (4.179), então, a resposta em

frequência de gh(t) é Gh( jω) = |Gh( jω)| Gh( jω) tem amplitude |Gh( jω)| não linear e fase
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Gh( jω) linear, dadas, respectivamente, por

|Gh( jω)| = τa
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(4.180)

Gh( jω) = −
ωτa

2
(4.181)

"

Prova: Seja gh(t) o pulso unitário da Figura 4.19a de largura τa, cuja representação matemática

no domínio do tempo contínuo é dada pela equação (4.178) e resposta impulsiva dada pela

equação (4.179). A amplitude e a fase de gh(t) é obtida diretamente da equação (4.179), fazendo

s = jω, o que resulta em:

Gh( jω) =
1
jω

(

1 − e− jωτa
)

=
1
jω
[

1 − cos(ωτa) + jsen(ωτa)
]

(4.182)

onde, a última igualdade é resultante da identidade de Euler [AVILA, 2000, p.22], [HöNIG,

1981, p.29]. Além disso, ω é a frequência dada em radianos por segundos.

A amplitude |Gh( jω)| é obtida, diretamente, da equação (4.182) e é dada por:

|Gh( jω)| =
1
|ω|

√
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√
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(4.183)

A fase Gh( jω) também é obtida da equação (4.182). Para tal, deve-se fazer a seguinte

manipulação matemática

Gh( jω) =
1 − cos(ωτa) + jsen(ωτa)

jω
=

sen(ωτa) − j[1 − cos(ωτa)]
ω

(4.184)

da qual se obtém a fase de Gh( jω), que é, por definição, dada por

Gh( jω) = −arctg

(

1 − cos(ωτa)
sen(ωτa)

)

= −arctg
(

tg
(

ωτa

2

))

= −ωτa

2
(4.185)

Por fim, como o sinc(·) é uma função não linear a amplitude |Gh( jω)|, dada pela equação

(4.183), é não linear. Por outro lado, a fase de Gh( jω) é Gh( jω) que segundo a equação (4.185)

é dada por −ωτa2 é linear. #
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Naturalmente, quando τa = τs, do Lema 4.1 resulta que

Gh( jω) = τs

∣

∣

∣

∣

∣

sinc
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ωτs

2

)

∣

∣
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∣

−ωτs
2

(4.186)

portanto, a introdução de um ZOH em um sistema de controle introduz um atraso médio de

τa/2 ou de τs/2, quando τa = τs, no mesmo [RAGAZZINI; FRANKLIN, 1958, p.36]. Além

disso, da equação (4.186) se obtém os gráficos de amplitude e fase de Gh( jω). Tais gráficos

são ilustrados na Figura 4.20 para três pulsos de larguras diferentes: τs = τa, τs = 0,8τa e

τs = 0,3τa.
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Figura 4.20: Amplitude e fase das respostas em frequência dos ZOHs, com pulsos na origem
de larguras: τa, 0,8τa e 0,3τa.

Para um sistema de controle invariante no tempo a largura de cada um desses pulsos é o

PAC ou o PAA, conforme a discretização seja, respectivamente, do controlador ou da planta.

Complementarmente, quando se trata da discretização de uma planta submetida a atrasos vari-

antes no tempo, a largura de cada um desses pulsos são os IAA τak , ∀k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · }. E, se

a discretização for de um controlador de um NCS, topologia S-C-A ou S-CA, a largura de cada

um desses pulsos é o próprio IAC, isto é, τck , ∀k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · }.
De volta à discussão da Figura 4.20, evidentemente, a fase de cada um desses pulsos é uma

reta cujo coeficiente angular é o negativo da metade da largura do pulso, isto é: −τa/2, −0,8τa/2

e −0,3τa/2. Desse modo, quanto maior for a largura de cada um desses pulsos, maior também

será a inclinação de cada uma dessas retas. E, consequentemente, maior também será o atraso

médio 0,5τa, 0,4τa e 0,15τa gerado por cada um desses pulsos. Tais assertivas ficam ainda mais

evidentes quando se analisa a Figura 4.20.

Na subseção seguinte serão deduzidas as expressões de amplitude e fase da resposta em

frequência de um pulso deslocado da origem.
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4.8.2 Resposta em frequência - pulso deslocado da origem

Quando o sistema de controle é submetido a atrasos variantes no tempo a largura τak dos pulsos

ghk
(t) do ZOH é variante no tempo. Um exemplo típico de tal descrição ocorre nos NCSs

quando os atuadores operam no modo GE ou GET, como ilustrado na Figura 4.18. Neste caso,

os IAAs são variantes no tempo, dados por τak = ta
k+1 − ta

k e podem assumir valores menores,

iguais ou maiores que o PAS. Fato este que ocorre, independentemente, dos sensores serem GTs

(PAS τs invariante no tempo) ou GEs (IAS τsk variante no tempo), como mostrado no Capítulo

3 deste documento.

Em decorrência da variabilidade temporal da largura τak dos pulsos aplicados pelo ZOH

na entrada da planta ou do controlador, a seguir será realizada a análise em frequência desses

pulsos. O primeiro desses pulsos gh0
(t), tem largura τa0 , pode estar ou não localizado na origem.

Quando este pulso está localizado na origem ele é como o ilustrado na Figura 4.21.

(a) (b)

1

gh0
(t)

τa00 t

gh0
(t)

τa0

t0

1

−1

Figura 4.21: (a) Resposta impulsiva de um ZOH de largura τa0 variante no tempo. (b) Compo-
nentes da função degrau da resposta impulsiva de um ZOH de largura τa0 variante no tempo.

As respostas impulsiva e em frequência desse pulso foram abordadas na subseção prece-

dente. Doravante será apresentada as respostas impulsiva e em frequência do pulso de largura

τck ou τak , deslocado da origem, respectivamente, para os instantes tc
k ou ta

k . Evidentemente,

quando se tratar da discretização do controlador tal pulso terá largura τck e será deslocado para

o instante tc
k. Formalmente, tc

k é o instante de início da execução da lei de controle no controla-

dor e não o instante de finalização da execução da lei de controle tc
k + τ

c
k, quando formalmente

dar-se o início do pulso. Analogamente, quando se tratar da discretização da planta, tal pulso

terá largura τak e será deslocado para o instante ta
k . Formalmente, ta

k é o instante de início das

conversões D/A e não o início das comutações dos atuadores que formalmente, inicia no ins-

tante ta
k +τ

a
k . Todavia sem perda de generalidade e para simplificar a notação tais instantes serão

considerandos como tc
k ou ta

k , conforme tratar-se, respectivamente, do controlador ou do atua-

dor. Para o caso da discretização da planta o pulso deslocado para o instante ta
k é apresentado

na Figura 4.22.

O primeiro pulso, já apresentado na subseção precedente, reapresentado na Figura 4.21,

pode ser obtido da Figura 4.22, fazendo k = 0. Neste caso, obtém-se para o caso do atuador um

pulso de largura τa0 e para o caso do controlador um pulso de largura τc0 .
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(a) (b)

1

ghk
(t) ghk

(t)

τak

ta
k ta

k+10 t

τak

ta
k ta

k+1 t0

1

−1

Figura 4.22: (a) Resposta impulsiva de um pulso do ZOH de largura τak variante no tempo. (b)
Componentes da função degrau da resposta impulsiva de um ZOH.

A representação matemática no domínio do tempo contínuo do pulso ghk
(t) apresentado na

Figura 4.22 é

ghk
(t) = u(t − ta

k) − u(t − ta
k+1) (4.187)

e representa a resposta impulsiva do k−ésimo pulso do ZOH, cuja transformada de Laplace é,

com ta
k+1 = ta

k + τak , dada por:

Ghk
(s) =

1
s

e−stak − 1
s

e−stak+1 = e−stak

[

1
s
(

1 − e−sτak
)

]

(4.188)

cuja resposta em frequência pode ser obtida fazendo, na equação (4.188), s = jω, o que resulta

em:

Ghk
( jω) = e− jωtak

[

1
jω

(

1 − e− jωτak

)

]

(4.189)

Além disso, da teoria dos números complexos, apresentada no Lema seguinte, sabe-se que:

Lema 4.2 (Amplitude e fase do produto de dois números complexos) Se z, u e v são núme-

ros complexos, com z = uv, u = |u| θu e v = |v| θv, então:

|z| = |uv| = |u||v| (4.190)

z = θu + θv = θu + θv (4.191)

"

Prova: É simples e direta, conforme pode-se verificar em [AVILA, 2000, p.9 e p.13] e [HöNIG,

1981, p.5 e p.8]. #

Por fim, tem-se como consequência imediata dos Lemas 4.1 e 4.2 as expressões de magni-

tude e fase da resposta em frequência do pulso deslocado da origem, as quais são apresentadas

no seguinte lema.

Lema 4.3 (Amplitude e fase do pulso deslocado da origem) Se ok−ésimopulsounitárioghk
(t)

da Figura 4.19a, de largura τak , tem representação matemática no domínio do tempo contínuo

dada pela equação (4.187) e resposta impulsiva dada pela equação (4.189), então, a resposta
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em frequência de ghk
(t) é Ghk

( jω) = |Ghk
( jω)| Ghk

( jω) tem amplitude |Ghk
( jω)| não linear e

fase Ghk
( jω) linear, dadas, respectivamente, por

|Ghk
( jω)| = τak

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

sen
(

ωτak
2

)

ωτak
2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= τak

∣

∣

∣

∣

∣

sinc
(

ωτak

2

)

∣

∣

∣

∣

∣

(4.192)

Ghk
( jω) = −ω

(

τak

2
+ ta

k

)

(4.193)

"

Prova: Seja gh(t) o pulso unitário da Figura 4.19a de largura τak , cuja representação matemática

no domínio do tempo contínuo é dada pela equação (4.187) e resposta impulsiva dada pela equa-

ção (4.188). A amplitude e a fase de ghk
(t) é obtida diretamente da equação (4.188), fazendo

s = jω, o que resulta na equação (4.189). Decorre diretamente do Lema 4.1 e da Proposição

4.2 aplicados à equação (4.189) que:

|Ghk
( jω)| = τak

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

sen
(

ωτak
2

)

ωτak
2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= τak

∣

∣

∣

∣

∣

sinc
(

ωτak

2

)

∣

∣

∣

∣

∣

(4.194)

Ghk
( jω) = −ω

(

τak

2
+ ta

k

)

(4.195)

Por fim, como o sinc(·) é uma função não linear a amplitude |Ghk
( jω)|, dada pela equação

(4.194), é não linear. Por outro lado, a fase de Ghk
( jω) é Ghk

( jω) que segundo a equação

(4.195) é linear. #

Naturalmente, os resultados precedentemente apresentados sobre as respostas em frequência

são para um pulso na origem e um pulso deslocado da origem. Entretanto, levando-se em

consideração todos os pulsos do ZOH surge a questão. As expressões de magnitude e fase do

ZOH mudam quando são considerados todos os pulsos? Se mudam, quais seriam as expressões

de magnitude e fase da sequência de pulsos do ZOH? E, quais seriam as implicações de tais

mudanças?

A reposta à primeira questão do parágrafo precedente é não. Mesmo considerando todos os

pulsos do ZOH, cada pulso do ZOH tem sua própria resposta em frequência, com sua curva de

magnitude e fase dadas segundo os Lemas 4.1 e 4.3, respectivamente, para o pulso na origem

e para os pulsos deslocados da origem. A resposta à primeira questão acaba invalidando a

segunda e a terceira questões. Todavia, tais questionamentos são relevantes na perspectiva de

uma tentativa de construção de um gráfico de fase que contemple, ao mesmo tempo, a fase de

todos os pulsos do ZOH.

Como já mostrado nos Lemas 4.1 e 4.3 a magnitude |Ghk
( jω)| de cada pulso de largura τa,

independentemente de está na origem ou deslocado da origem é a mesma. Tais magnitudes são

dadas pelas equações (4.180) e (4.192), as quais são não lineares e também contínuas já que a



Capítulo 4. Discretização da planta e do controlador 160

função sinc(·) é contínua e periódica nas frequências 2(k+1)π/τa, ∀k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · } (nestas

frequências a magnitude |Ghk
( jω)| é nula). Quanto à fase Ghk

( jω) é dada pelas equações

(4.181) e (4.193), respectivamente, para o pulso na origem e para um pulso deslocado da origem.

Obviamente, o gráfico da fase de cada pulso do ZOH é uma reta que vai da origem (frequência

zero) até o infinito (frequência infinita). Portanto, cada pulso do ZOH gera uma curva de fase

que é uma reta. Desse modo, quanto se considera todos os infinitos pulsos do ZOH, tem-se

infinitas retas, curvas de fase, de modo que fica impossível obter um gráfico de fase global que

forneça alguma informação global sobre a fase do ZOH (todos os pulsos do ZOH). A discussão

de uma ideia que torne viável a construção do gráfico global de fase do ZOH é discutida no

parágrafo seguinte.

Na equação (4.193) a cada período τa, ou dito de outro modo, a cada frequência 2(k+1)π/τa,

∀k ∈ Z+, ou ainda, a cada instante ta
k , ∀k ∈ Z+ na expressão da fase, equação (4.193), o instante

ta
k muda de valor (nesses instantes a magnitude |Ghk

( jω)|, ∀k ∈ Z+ é nula, isto é, nos pontos de

frequência 2(k + 1)π/τa, ∀k ∈ Z+, |Ghk
( jω)| = 0). Evidentemente, a cada instante ta

k um novo

pulso do ZOH se inicia e, naturalmente, surge uma nova reta da curva de fase deste novo pulso.

A ideia que surgiu para viabilizar a construção do gráfico de fase global do ZOH (todos os pulsos

do ZOH) consiste em plotar apenas uma faixa de frequência correspondente a um período τa

de duração desta reta. Esta faixa de frequência corresponde a um intervalo de frequência de

[2kπ/τa, 2(k + 1)π/τa), ∀k ∈ Z+, ou ainda, dito de outro modo a cada intervalo de frequência

[ωk,ωk+1), onde ωk = ta
k/τa, com ta

k = 2kπ, ∀k ∈ Z+, quando termina um pulso e inicia outro

[RAGAZZINI; FRANKLIN, 1958, p.36].

Seguindo o procedimento descrito no parágrafo precedente obtém-se uma curva de fase

global do ZOH que é na verdade apenas uma espécie de “rastro” de fase deixado por cada

pulso. Com este “rastro” é possível ter uma visão global da curva de fase do ZOH como um

todo. Além disso, tal “rastro”, ou gráfico global de fase Rhk
( jω) da sequência de pulsos do

ZOH é linear por partes e descontínua nos pontos de frequência 2(k + 1)π/τa, ∀k ∈ Z+. Uma

fórmula geral do “rastro” de fase Rhk
( jω), ∀k ∈ Z+ do ZOH invariante no tempo, isto é, com

τak = τa = τs é dado pela equação

Rhk
( jω) =

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪
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⎪

⎪

⎪

⎨
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⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

−ω
(

τa
2 + ta

0

)

se 0 ≤ ω < 2π
τa

−ω
(

τa
2 + ta

1

)

se 2π
τa
≤ ω < 4π

τa
...

...
...

−ω
(

τa
2 + ta

k

)

se 2kπ
τa
≤ ω < 2(k+1)π

τa
, k ∈ Z+

(4.196)

A ideia e formulação do gráfico do “rastro” de fase do ZOH é mais uma inovação trazida por

esta tese. Tal gráfico não existe em qualquer outro texto.

Para ilustrar a discussão precedente, na Figura 4.23 é apresentada as respostas em frequência

de três sequências de pulsos de larguras τa, 0,8τa e 0,3τa. Cada uma dessas sequências de pulso
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representa um ZOH com pulsos de larguras: τa, 0,8τa e 0,3τa invariantes no tempo. Na parte

superior da Figura 4.23 é apresentada as respostas em frequência das magnitudes dos pulsos

dos três ZOHs e na parte inferior da figura é apresentado os “rastros” de fase Rhk
( jω) dos

três ZOHs. Neste contexto, com relação às curvas de magnitude pode-se observar que quanto

menor é a largura do pulso 0,3τa, maior é a frequência ω = 2π/0,3τa para que |Ghk
( jω)| = 0

pela primeira vez. Nessa frequência, a fase Ghk
( jω) desse pulso é Ghk

( jω) = −π.
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Figura 4.23: Amplitude e “rastros” de fase das respostas em frequência dos ZOHs com pulsos
de larguras: τa, 0,8τa e 0,3τa.

Da teoria clássica de controle sabe-se que quanto menor é a largura dos pulsos do ZOH

tão mais próxima é a curva da resposta ao degrau de tempo discreto da curva de resposta ao

degrau de tempo contínuo. A razão disso está fundamentada na discussão precedente sobre o

comportamento da magnitude e fase do ZOH. Desse modo, quanto mais estreito são os pulsos

do ZOH melhor é o comportamento de magnitude e fase do filtro passa baixa que o ZOH

introduz no sistema de controle. Por essa ótica, o ideal seria que os pulsos do ZOH de largura

τa fossem os mais estreitos possíveis. Entretanto, ter a largura τa de tais pulsos tão estreitos

quando possível é algo indesejável em um sistema de controle, pois implica em fazer o período

de amostragem τs tão pequeno quanto possível. Isso força a frequência de amostragem ser

muito grande, o que também é indesejável. Melhor seria poder fazer apenas o primeiro pulso

do ZOH tão estreito quanto possível. Para tornar isso viável, com eficiência, seria preciso tornar

o sistema de controle variante no tempo. Ou, posto de outro modo, fazer os IAC, os IAA e os

IAS variantes no tempo. O primeiro e o segundo casos serão discutidos a seguir.

Para elucidar um princípio de discussão sobre a relevância ou não de se fazer os IAC, os IAA

e os IAS variantes no tempo, um exemplo simples será doravante apresentado. Nesse exemplo

são apresentadas as respostas em frequência de três diferentes ZOHs, dois dos quais com pulsos



Capítulo 4. Discretização da planta e do controlador 162

de largura τak , ∀k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · }, variante no tempo. O primeiro desses ZOHs tem pulsos de

largura τa = τs invariante no tempo. O segundo ZOH está submetido a uma sequência de atrasos

de controle τk do tipo {0,8τa, 0,3τa, 0,8τa, 0,3τa, · · · } o que resulta na seguinte sequência de IAA

τak {0,5τa, 1,5τa, 0,5τa, 1,5τa, · · · }. A magnitude de tais pulsos é ilustrada na parte superior da

Figura 4.24. A composição das curvas de fase, ou seja, o “rastro” de fase, deixado por cada

pulso desse ZOH é apresentada na parte inferior da Figura 4.24 pela linha tracejada, legenda

MmMm. Neste caso, é bom ressaltar que, embora cada pulso tenha uma curva de fase linear, a

composição dessas curvas gera uma curva de fase, “rastro” de fase, que é linear por partes, com

saltos nos instantes ta
k de mudança de um pulso para outro.

O terceiro ZOH está submetido a uma sequência de atrasos de controle τk, ∀k ∈ Z+ =
{0,1,2, · · · }, da forma {0,3τa, 0,8τa, 0,3τa, 0,8τa, · · · } o que resulta na seguinte sequência de IAA

τak {1,5τa, 0,5τa, 1,5τa, 0,5τa, · · · }. A magnitude de tais pulsos é ilustrada na parte superior da

Figura 4.24. A composição das curvas de fase, “rastro” de fase, de cada pulso desse ZOH é

apresentada na parte inferior da Figura 4.24 pela linha pontilhada, legenda mMmM.
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Figura 4.24: Amplitude e fase das respostas em frequência dos ZOHs com pulsos de larguras:
0,5τa, τa e 1,5τa.

Uma fórmula geral do “rastro” de fase Rhk
( jω), ∀k ∈ Z+ do ZOH variante no tempo, isto

é, com9 τak = τs + τk+1 − τk é dado pela equação

9Evidentemente, o valor do IAA τak = τs + τk+1 − τk é para o NCS operando sem perda de pacotes e com
τk ≤ τs.



Capítulo 4. Discretização da planta e do controlador 163

Rhk
( jω) =
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(4.197)

onde, ωk = ωk−1 +
2π
τak
=

k
∑

n=0

2π
τan

, ∀k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · }, com ω−1 = 0, ω0 =
2π
τa0

. Portanto, o

“rastro” de fase Rhk
( jω), equação (4.197), da sequência de pulsos do ZOH é linear por partes

e descontínua nos pontos de frequência ωk. Além disso, as frequências ωk ocorrem quando

termina um pulso e inicia outro. Isto é, em termos do tempo, nos instantes ta
k , ∀k ∈ Z+ =

{0,1,2, · · · }, quando termina um pulso e inicia outro.

Com relação às curvas de magnitude pode-se observar que quanto menor é a largura do

pulso 0,3τa, maior é a frequência ω = 2π/0,3τa para que |Ghk
( jω)| = 0 pela primeira vez.

Nessa frequência, a fase Ghk
( jω) desse pulso é Ghk

( jω) = −π.
A ideia e formulação do gráfico do “rastro” de fase do ZOH com largura de pulsos τak

variantes no tempo é mais uma inovação trazida por esta tese. Tal gráfico também não existe

em qualquer outro texto.

4.9 Conceito de fase relativa

A ideia do conceito de fase relativa surgiu após cerca de dez anos de reflexão sobre o comporta-

mento das respostas ao degrau unitário (RDU) apresentadas no Capítulo 1, para os NCSs subme-

tidos às sequências de atrasos: {0,1τs, 0,8τs, 0,1τs, 0,8τs, · · · } e {0,8τs, 0,1τs, 0,8τs, 0,1τs, · · · }.

A análise destas curvas de RDUs levavam sempre ao mesmo questionamento. Por que o com-

portamento das RDUs dos NCSs mudavam tanto quando a sequência de atrasos a eles sub-

metidos mudava da primeira para a segunda sequência de atrasos, já que as sequências de

atrasos aplicadas aos NCSs são tão parecidas e têm o mesmo valor médio de atraso τkm =

(0,8τs + 0,1τs)/2 = 0,45τs?

Todas as tentativas de responder este questionamento conduziam a uma reflexão sobre o

comportamento dos overshoots das RDUs dos NCSs. Do senso comum sabe-se que em qual-

quer sistema de controle com atraso, quanto maior o atraso maior também será o overshoot de

sua RDU. Neste caso, parece óbvio que se o atraso diminui, o overshoot também diminui e

vice-versa. Entretanto, da análise das RDUs do exemplo apresentado essa lógica parece não

funcionar para os NCSs. Contudo, sabe-se que só existe uma maneira de reduzir o overshoot:

diminuindo o valor do atraso, ou de modo equivalente, injetando avanço de fase no sistema.

Neste caso, se este raciocínio estiver correto, pode-se concluir que de alguma forma o próprio

NCS deve introduzir um avanço de fase no sistema de controle de modo a neutralizar o atraso e

ainda melhorar o desempenho da RDU do sistema.
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Da conclusão apresentada no parágrafo precedente fica claro que só há uma forma do sis-

tema de controle gerar avanço de fase. Deve haver uma “espécie” de “elemento” físico que

introduz esse avanço de fase no sistema. Dessa análise concluiu-se que este “elemento” físico

deveria existir e mais, tal “elemento” físico deveria ser um ZOH. Além disso, tal ZOH deveria

ser um ZOH “fantasma” presente na saída da planta. Para tornar a explicação mais clara, na

Figura 4.25 são apresentados os sinais de saída da planta de tempo contínuo y(t) e de tempo

discreto y(ts
k) e o sinal de tempo contínuo u(t − τk) do ZOH físico presente na entrada da planta.
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y(ts
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ZOH Físico

Figura 4.25: Relações entre os sinais de saída da planta de tempo contínuo y(t) e de tempo
discreto y(ts

k) e o sinal de tempo contínuo u(t − τk) do ZOH presente na entrada da planta.

Por outro lado, das análises realizadas e pré-apresentadas concluiu-se que deveria existir

um “elemento” físico no sistema de controle que poderia introduzir atraso ou avanço de fase no

sistema de controle. Além disso, o efeito físico deste “elemento” físico, aqui denominado de

ZOH “fantasma”, presente na saída da planta existe fisicamente no sistema, mas ninguém ver

ou toca neste ZOH, ele é invisível, “fantasma”, como ilustrado na Figura 4.26. Tais análises e a

previsão teórica da existência física do ZOH “fantasma” é uma das contribuições desta tese.

y(·) y(t)

y(ts
k)

u(t − τk)

t

t

τk−1 τk τk+1 τk+2

τs

τs

τs

τs

τak−1

τak

τak+1

ts
k−1 ts

k ts
k+1 ts

k+2ta
k−1 ta

k ta
k+1

ZOH “Fantasma”

ZOH Físico

Figura 4.26: Relações entre os sinais de saída da planta de tempo contínuo y(t), de tempo
discreto y(ts

k) e ZOH “fantasma” e o sinal de tempo contínuo u(t − τk) do ZOH presente na
entrada da planta.
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A existência de dois ZOHs: um físico, “visível”, presente na entrada da planta e um físico,

“fantasma”, presente na saída da planta resulta em duas curvas de fases, como ilustrado na

Figura 4.27. Cada curva de fase corresponde a um pulso do ZOH presente na entrada da planta

Ghek( jω) e a um pulso do ZOH “fantasma” Ghsk( jω) presente na saída da planta. Pulsos estes

introduzidos por cada um dos ZOHs físicos presentes no sistema de controle. As curvas de

fase de tais pulsos são ilustradas na Figura 4.27. Tais ZOHs operam simultaneamente, podendo

introduzir avanço de fase ou atraso de fase no sistema de controle. Além disso, a curva de fase de

cada pulso do ZOH presente na entrada da planta é função da largura τak , ∀k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · }
dos pulsos e dos instantes ta

k de início de cada pulso do ZOH. Analogamente, a curva de fase

de cada pulso do ZOH “fantasma” presente na saída da planta é função da largura τs ou τsk ,

∀k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · } dos pulsos e dos instantes ts
k de início de cada pulso do ZOH “fantasma”.

Ghk ( jω)

0

2π
τa

2π
τa0

ω(rad/s)

−π

Ghsk ( jω)

Ghek ( jω)

φk(ω) > 0

(a)

Ghk ( jω)

0

2π
τa

2π
τa0

ω(rad/s)

−π

Ghsk ( jω)

Ghek ( jω)

φk(ω) < 0

(b)

Figura 4.27: Fase relativa φk(ω) = Ghik ( jω) − Ghvk ( jω): (a) positiva φk(ω) > 0; (b) negativa
φk(ω) < 0.

Foi verificado também que quanto mais largo é cada pulso do ZOH presente na entrada da

planta, maior é o atraso médio introduzido por cada pulso desse ZOH. E, quanto mais estreito

é o pulso do ZOH presente na entrada da planta, menor é o atraso médio introduzido por cada

pulso do ZOH. No contexto dos sistemas de controle com atrasos variantes no tempo, a largura

τak dos pulsos do ZOH presente na entrada da planta variam e podem ser maior, igual, ou menor

que o PAS ou IAS (isto é, τak > τs, τak = τs ou τak < τs). As variações temporais dos atrasos e,

consequentemente, dos IAAs τak , ∀k ∈ Z+ introduzem no sistema de controle uma fase relativa.

O conceito de fase relativa foi ilustrado na Figura 4.27 e é formalmente apresentado, como uma

das contribuições desta tese, na seguinte definição.

Definição 4.1 (Fase relativa) Fase relativa φk(ω) é a diferença entre as fases do k−ésimo pulso

do ZOH presente na entrada da planta Ghek
( jω) e a fase do k−ésimo pulso do ZOH “fan-
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tasma” presente na saída da planta Ghsk
( jω). Matematicamente, tem-se:

φk(ω) $ Ghek
( jω) − Ghsk

( jω) (4.198)

Como a fase relativa pode ser positiva φk(ω) > 0 ⇒ Ghek
( jω) > Ghsk

( jω), ou negativa

φk(ω) < 0 ⇒ Ghek
( jω) < Ghsk

( jω) ou nula Ghek
( jω) = Ghsk

( jω), pode ocorrer a

introdução de um avanço relativo de fase ou de um atraso relativo de fase no sistema de controle

variante no tempo. O avanço relativo de fase sempre ocorrerá quando a fase relativa for positiva,

conforme Definição 4.2. E, o atraso relativo de fase sempre ocorrerá quando a fase relativa for

negativa, conforme Definição 4.3. As definições de avanço relativo de fase e de atraso relativo

de fase também são contribuições desta tese.

Definição 4.2 (Avanço relativo de fase) Avanço relativo de fase δPk(ω) é toda e qualquer taxa

de variação positiva da fase relativa φk(ω). Matematicamente, tem-se:

δPk(ω) $
dφk(ω)

dω
=

d
dω

[ Ghek
( jω) − Ghsk

( jω)] > 0 (4.199)

Definição 4.3 (Atraso relativo de fase) Atraso relativo de fase δNk (ω) é toda e qualquer taxa

de variação negativa da fase relativa φk(ω). Matematicamente, tem-se:

δNk (ω) $
dφk(ω)

dω
=

d
dω

[ Ghek
( jω) − Ghsk

( jω)] < 0 (4.200)

A expressão da fase relativa gerada pelos pulsos variantes no tempo dos ZOHs será obtida

no teorema seguinte.

Teorema 4.2 (Fase relativa dos pulsos dos ZOHs) Se Ghsn
( jω), ∀n ∈ Z∗+ = {1,2,3, · · · } é a

fase do n−ésimo pulso de largura τs do ZOH “fantasma” invariante no tempo e Ghen
( jω),

∀n ∈ Z∗+ é a fase do n−ésimo pulso de largura τan do ZOH variante no tempo, então a fase

relativa φ0(ω) do primeiro pulso dos ZOHs e a fase relativa do n−ésimo pulso φn(ω), ∀n ∈ Z∗+
dos ZOHs são:

φ0(ω) =
ω

2
(

τs − τa0

)

(4.201)

φn(ω) = ω
[

τs −
1
2

(τn−1 + τn)
]

(4.202)

"

Prova: A prova decorre diretamente da Definição 4.1. Assim, quando k = 0, tem-se da equação

(4.198) e do Lema 4.1, equação (4.181), que

φ0(ω) = Ghe0
( jω) − Ghs0

( jω) = −
ωτa0

2
−
(

−ωτs

2

)

=
ω

2
(

τs − τa0

)

(4.203)
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onde, τs = τa é o PAA, isto é, a largura do pulso do ZOH “fantasma”, que neste caso é invariante

no tempo e τa0 é a largura do primeiro pulso do ZOH presente na entrada da planta, que neste

caso é variante no tempo. Continuando o procedimento, quando k = 1 tem-se da Definição 4.1,

equação (4.198) e do Lema 4.3, equação (4.193), que

φ1(ω) = Ghe1
( jω) − Ghs1

( jω) = −ω
(

τa0

2
+ ta

0

)

−
[

−ω
(

τs

2
+ ts

1

)]

= −ω
(

τs + τ1 − τ0

2
+ τ0

)

+ ω

(

τs

2
+ τs

)

= ω

[

τs −
1
2

(τ0 + τ1)
]

(4.204)

onde10, τa0 = τs+τ1−τ0, ta
0 = τ0 e ts

1 = τs. Continuando esse procedimento, tem-se da Definição

4.1, equação (4.198) e do Lema 4.3, equação (4.193), que quando k = n, n ∈ Z∗+ = {1,2,3, · · · },
tem-se:

φn(ω) = Ghen
( jω) − Ghsn

( jω) = −ω
(

τan−1

2
+ ta

n−1

)

−
[

−ω
(

τs

2
+ ts

n

)]

= −ω
(

τs + τn − τn−1

2
+ ts

n−1 + τn−1

)

+ ω

(

τs

2
+ nτs

)

= −ω
(

τs + τn − τn−1

2
+ (n − 1)τs + τn−1

)

+ ω

(

τs

2
+ nτs

)

φn(ω) = ω
[

τs −
1
2

(τn−1 + τn)
]

(4.205)

onde τan−1 = τs + τn − τn−1, ts
n = nτs e ta

n = ts
n + τn, ∀n ∈ Z∗+ = {1,2,3, · · · }. #

Uma consequência imediata do teorema precedente é que a fase relativa introduzida pelo

primeiro pulso de largura τa0 do ZOH presente na entrada da planta será positiva apenas quando

a largura τa0 desse pulso for menor que a largura τs do pulso do ZOH “fantasma” presente

na saída da planta. Neste caso, a fase relativa máxima ocorrerá quando τa0 for mínimo. Tal

resultado será formalizado e provado no teorema seguinte.

Corolário 4.1 (Fase relativa do primeiro pulso dos ZOHs) Se Ghs0
( jω) é a fase do primeiro

pulso de largura τs do ZOH “fantasma” presente na saída da planta e Ghe0
( jω) é a fase do

primeiro pulso de largura τa0 do ZOH presente na entrada da planta, então a fase relativa φ0(ω)

do primeiro pulso do ZOH será positiva se τa0 < τs, nula se τa0 = τs e negativa se τa0 > τs. "

Prova: A prova segue diretamente do Teorema 4.2, equação (4.201), que φ0(ω) será positiva,

isto é

φ0(ω) =
ω

2
(τs − τa0) > 0 (4.206)

quando τa0 < τs. Analogamente, φ0(ω) será nula se τs = τa0 e negativa quando τa0 > τs. #

10Do Teorema 3.2, equação (3.12): τak = τs + τ
s
k+1 + τ

sc
k+1 + τ

c
k+1 + τ

ca
k+1 − τ

s
k − τ

sc
k − τ

c
k − τ

ca
k = τs + τ

s
k+1 + τ

sc
k+1 +

τc
k+1 + τ

ca
k+1 + τ

a
k+1 − τ

s
k − τ

sc
k − τ

c
k − τ

ca
k − τ

a
k = τs + τk+1 − τk, para τa

k = τ
a
k+1, ∀k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · }.
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Teorema 4.3 (Fase relativa máxima do primeiro pulso dos ZOHs) A fase relativa φ0(ω) in-

troduzida pelo primeiro pulso dos ZOHs, será máxima quando a largura τa0 desse pulso for

mínima τa0min
. "

Prova: Quando o pulso do ZOH de entrada da planta está na origem a prova segue diretamente

do Teorema 4.2, equação 4.201, quando k=0, que assume seu valor máximo φ0max(ω), isto é

φ0max(ω) =
ω

2
(τs − τa0min

) (4.207)

quando τa0 assume seu valor mínimo τa0min
. E, quando o primeiro pulso do ZOH de entrada da

planta não está na origem a fase relativa gerada pelos ZOHs em decorrência deste pulso é dada

por

φ0(ω) = ω
[

τs

2
−
(

τa0

2
+ ta

0

)]

(4.208)

Por fim, decorre da equação (4.208) que a fase relativa introduzida pelo primeiro pulso do

ZOH de entrada da planta será máxima φ0max(ω) quando a largura τa0 deste pulso assumir seu

valor mínimo τa0min
. #

Considerando o caso em que τk < τs, o primeiro pulso aplicado na entrada do planta tem

largura τa0 = τs + τ1 − τ0, conforme Teorema 3.2. Para que este pulso gere uma fase relativa

positiva tem que τ0 + τ1 < 2τs. Tal resultado, será formalizado e provado no teorema seguinte.

Teorema 4.4 (Fase relativa positiva) Seja φn(ω), ∀n ∈ Z∗+ a fase relativa do n−ésimo pulso do

ZOH presente na entrada da planta. Se a soma τn−1 + τn dos atrasos de controle dos n − 1 e

n−ésimo COACs for inferior a 2τs, isto é, τn−1 + τn < 2τs, então φn(ω) será positiva. "

Prova: A prova segue diretamente do Teorema 4.2, equação (4.202). Desta equação resulta que

φn(ω) = ω
[

τs − 1
2 (τn−1 + τn)

]

, que será positiva, obviamente, quando τn−1 + τn < 2τs. #

Teorema 4.5 (Os dois primeiros atrasos de controle: τ0 e τ1) A fase relativa φ0(ω), do pri-

meiro pulso dos ZOHs, será máxima quando o primeiro atraso de controle τ0 for máximo e o

segundo atraso de controle τ1 for mínimo. "

Prova: A prova segue diretamente do Teorema 4.3. Como τa0 deve ser mínimo τa0min
para

que se tenha fase relativa φ0(ω) máxima, decorre do Teorema 3.2, equação (3.12) que τa0min
=

τs + τ1min − τ0max . Portanto, para que a fase relativa introduzida pelo primeiro pulso do ZOH

presente na entrada da planta seja maximizada o primeiro atraso de controle τ0 deve ser máximo

τ0max e segundo atraso de controle τ1 deve ser mínimo τ1min . #

Observação 4.3 (Os dois primeiros atrasos de controle: τ0 e τ1) O Teorema 4.5 dá uma cla-

reza gigantesca à área dos NCSs e põe “por terra” a ideia de que “atraso bom” é atraso de

valor pequeno ou de valor nulo. Como mostrado no teorema supracitado, isto não é verdade.
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Como provado no Teorema 4.5 a fase relativa máxima introduzida pelo primeiro pulso do

ZOH variante no tempo ocorrerá quando o atraso de controle inicial τ0 for máximo, isto é, τ0max

e o segundo τ1 for mínimo, isto é, τ1min . A pergunta natural que surge nesse ponto é: será que

existe uma sequência de atrasos de controle que maximize a fase relativa introduzida pelo ZOH

variante no tempo? E, se essa sequência de atrasos existe, é possível estabelecê-la? A resposta

a estas perguntas é sim. Tais indagações serão estabelecidas e provadas nos teoremas seguintes.

Teorema 4.6 (Sequências ótimas de atrasos e IAAs) Se um sistema de controle é submetido

a atrasos variantes no tempo, então, as respectivas sequências ótimas de atrasos e IAAs que

maximizam a fase relativa são: {τ0max ,τ1min ,τ2max ,τ3min , · · · } e {τa0min
,τa1max

, τa2min
, τa3max

, · · · }. "

Prova: Do Teorema 4.3, a fase relativa do primeiro pulso φ0(ω) do ZOH será máxima φ0max(ω)

quando τ0 for máximo, isto é, τ0max e τ1 for mínimo, isto é, τ1min . Este fato se traduz num

primeiro pulso de largura τa0 mínima τa0min
aplicado na entrada da planta. Para os outros pulsos

a fase relativa φn(ω), ∀n ∈ Z∗+ = {1,2,3, · · · } é dada pela equação (4.202), Teorema 4.2, aqui

repetida por comodidade φn(ω) = ω
[

τs − 1
2(τn−1 + τn)

]

. Desta equação é possível concluir

que a fase relativa máxima φnmax(ω) = ω
[

τs − 1
2(τn−1min + τnmin)

]

, o que faz com que o IAA do

(n−1)−ésimo COAC τan−1 = τs+τn−τn−1 = τs+τnmin −τn−1min = τs, uma vez que, τnmin = τn−1min ,

o que torna o ZOH invariante no tempo. Neste caso, a fase relativa seria nula, visto que os

IAA τan−1 , ∀n ∈ Z∗+ = {1,2,3, · · · } seriam constantes. Desse modo, é óbvio que, para que a fase

relativa seja não nula φn(ω) ! 0, os atrasos τn−1 e τn devem ser diferentes, ou seja, τn−1 ! τn.

Observa-se que por questões de simplificações matemáticas que o IAA do ZOH presente na

entrada da planta não aparece explicitamente na equação (4.202). Uma expressão geral da fase

relativa φn(ω), ∀n ∈ Z∗+ = {1,2,3, · · · } em que apareça explicitamente o IAA, ou seja, a largura

do pulso do ZOH presente na entrada da planta pode ser obtida da equação (4.205), tal como

φn(ω) = Ghvn
( jω) − Ghin( jω) = −ω

(

τan−1

2
+ ta

n−1

)

−
[

−ω
(

τs

2
+ ts

n

)]

= −ω
(

τan−1

2
+ ts

n−1 + τn−1

)

+ ω

(

τs

2
+ nτs

)

= −ω
(

τan−1

2
+ (n − 1)τs + τn−1

)

+ ω

(

τs

2
+ nτs

)

= ω

[

3τs

2
−
(

τan−1

2
+ τn−1

)

]

(4.209)

onde ts
n = nτs e ta

n−1 = ts
n−1 + τn−1 = (n − 1)τs + τn−1. Além disso, do Teorema 3.2, equação

(3.12), sem perda de generalidade, pode-se fazer τa
k = τ

a
k+1, o que resulta em:

τak = τs + τ
s
k+1 + τ

sc
k+1 + τ

c
k+1 + τ

ca
k+1 + τ

a
k+1 − τs

k − τsc
k − τc

k − τca
k − τa

k = τs + τk+1 − τk (4.210)

Dando continuidade à prova, decorre da equação (4.209) que para n = 1 a fase relativa

φ1(ω) = ω
[

3τs
2 −
(

τa0
2 + τ0

)]

, onde τa0 = τs + τ1 − τ0 é a largura do primeiro pulso do ZOH

presente na entrada planta. Neste caso, φ1(ω) será máxima se
τa0
2 + τ0 for mínimo. Como
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do Teorema 4.3 τ0 é máximo, isto é, τ0max e τ1 é mínimo, isto é, τ1min , τa0 é mínimo, isto é,

τa0min
. Portanto, φ1(ω) é máxima, quando τ0 é máximo, τ1 é mínimo e, consequentemente, τa0 é

mínimo.

Para n = 2, a fase relativa φ2(ω) = ω
[

3τs
2 −
(

τa1
2 + τ1

)]

, onde τa1 = τs + τ2 − τ1 é a largura

do segundo pulso do ZOH presente na entrada da planta. Neste caso, φ2(ω) será máxima se
τa1
2 + τ1 for mínimo. Uma vez que τ1 é mínimo, será assumido que τa1 seja máximo, uma vez

que, τa1max
= τs + τ2max − τ1min , de onde resulta que τ2 máximo τ2max . Portanto, φ2(ω) é máxima

φ2max(ω). E, como τ2 é máximo τ2max , τa2 deve ser mínimo τa2min
. Todavia, o fato de τa2 ser

mínimo força τ3 ser mínimo τ3min .

Seguindo este procedimento estabelece-se que a sequência ótima de atrasos de controle

submetido ao ZOH presente na entrada da planta é {τ0max ,τ1min ,τ2max ,τ3min , · · · } e que a sequência

ótima de IAA é {τa0min
,τa1max

, τa2min
, τa3max

, · · · }. #

A pergunta natural que surge neste ponto é: assim como existe a sequência ótima de atrasos

e de IAAs, as quais maximizam a fase relativa, será que também existe uma sequência de atrasos

e de IAAs que minimiza a fase relativa? A resposta a esta pergunta é sim! Tais sequências são

exatamente contrárias às sequências ótimas de atrasos e IAAs. Suas expressões serão deduzidas

no teorema seguinte.

Teorema 4.7 (Sequências péssimas de atrasos e IAAs) Se um sistema de controle é subme-

tido a atrasos variantes no tempo, então, as respectivas sequências péssimas de atrasos e IAAs

que minimizam a fase relativa são: {τ0min ,τ1max ,τ2min ,τ3max , · · · } e {τa0max
,τa1min

, τa2max
, τa3min

, · · · }. "

Prova: Análoga à prova do Teorema 4.6 para quando a fase relativa é negativa. #

Observação 4.4 (Implementação da sequência ótima de atrasos) O resultado apresentado

no Teorema 4.6 suscita alguns questionamentos. Talvez o mais natural deles seja: é possível

implementar tal sequência de atrasos ótima de modo a gerar a sequência ótima de IAA? Como

os atrasos de um NCS, em geral, são aleatórios é improvável que se consiga assegurar e ga-

rantir o funcionamento do NCS de modo que a sequência de atrasos ótima aconteça (a não

ser, obviamente, em casos específicos, tal como, um experimento controlado em laboratório).

Desse modo, descartada a possibilidade de se implementar tal sequência de atrasos na entrada

da planta, surge a seguinte pergunta. Seria possível gerar uma sequência de atrasos e interva-

los de amostragem tal como aquela estabelecida para entrada da planta, agora para a entrada

do controlador? A resposta a este questionamento a priori é não, uma vez que, a aleatoriedade

do atraso sensor controlador τsc
k , ∀k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · } pode facilmente violar tal sequência

(aqui também vale o comentário anterior que se encontra entre parênteses). Entretanto, com a

implementação de um observador ou preditor de estados no controlador é possível implementar

tal sequência. Todavia, embora seja possível a implementação de tais estratégias, elas não são

o foco dessa tese. E, portanto, não serão realizadas e apresentadas nesta tese.
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Observação 4.5 (Exemplo do Capítulo 1) A sequência de atrasos ótima e consequentemente

de IAAs ótima apresentadas no Teorema 4.6 explicam o resultado obtido no exemplo do Ca-

pítulo 1. Naquele exemplo ficou evidenciado que quando o NCS é submetido à sequência de

atrasos {0,8τs, 0,1τs, 0,8τs, 0,1τs, · · · } os IRDU do NCS são melhores que os IRDU do nNCSC

e do nNCSD. E, no caso da RDU do nNCSav os IRDU foram melhores mesmo com o controla-

dor operando com IAC τck = τc = τs invariante no tempo. Evidentemente, quando a sequência

de atrasos passa a ser {0,1τs, 0,8τs, 0,1τs, 0,8τs, · · · } os IRDU no NCSav são piores que os

IRDU dos nNCSC, nNCSD e GET. Entretanto, quando o controlador opera no modo GET os

IRDU do NCS são semelhantes aos IRDU do nNCSC. Esta é mais uma razão que justifica dis-

cretizar o controlador utilizando o método da invariância ao degrau, como já realizado com

sucesso no exemplo do Capítulo 1. Os detalhes destas discretizações já foram apresentados na

Seção 4.7. A resposta em frequência dos ZOHs do sistema de controle aqui discutido é apresen-

tada na Figura 4.28. Na parte superior desta figura são apresentadas as magnitudes |Ghk
( jω)|

da resposta em frequência dos pulsos dos ZOHs e na parte inferior da figura os “rastros” de

fase Rhk
( jω) de tais ZOHs.
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Figura 4.28: Amplitude e fase das respostas em frequência dos ZOHs com pulsos de larguras:
0,3τa, τa e 1,7τa, com τa = τs = 2,0 ms.

Na Figura 4.28 as legendas MmMm e mMmM representam, respectivamente, os “rastros” de

fases de cada um dos pulos dos ZOHs com sequências de IAAs {0,3τs,1,7τs,0,3τs,1,7τs, · · · } e
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{1,7τs,0,3τs,1,7τs,0,3τs, · · · }, ou, equivalentemente, representam respectivamente os “rastros”

de fases de cada um dos pulos dos ZOHs submetidos às sequências de atrasos de controle:

{0,8τs,0,1τs,0,8τs,0,1τs, · · · } e {0,1τs,0,8τs,0,1τs,0,8τs, · · · }. Além disso, as frequências ω1,

ω2 e ω3 da referida figura são, respectivamente, dadas por: ω1 =
2π

0,3τa
+ 2π

1,7τa
, ω2 =

8π
τa

e

ω3 =
4π

1,7τa
+ 2π

0,3τa
, com τa = τs = 2,0 ms.

Por fim, os resultados apresentados na Figura 4.28 já eram esperados e foram antecipada-

mente previstos na teoria. A partir da análise das curvas dos “rastros” de fases dos ZOHs,

pode-se concluir que a dinâmica dos NCSs é extremamente sensível às condições iniciais de

operação do sistema. Em outras palavras, o comportamento passa baixa dos ZOHs é determi-

nado pela largura dos primeiros pulsos nele aplicados. Este resultado não foi provado e será

apresentado como uma conjectura. Tais formulações, deduções e análises apresentadas também

são parte das contribuições genuínas desta tese.

Conjectura 4.1 (Dependência da Condição Inicial) Se τk, ∀k ∈ Z+ é o atraso de controle

variante no tempo do k−ésimo COAC do NCS, então, a resposta dinâmica de tempo discreto

do NCS é dependente apenas dos valores de τ0 e de τ1, ou, de modo equivalente, da largura

τa0 = τs + τ1 − τ0 do primeiro pulso do ZOH presente na entrada da planta. "

Observação 4.6 (Avanço relativo de fase máximo versus amostragem de Lebesgue) Apli-

cando a Definição 4.2 à equação (4.201) e (4.202) obtém-se, respectivamente, o avanço relativo

de fase δP0(ω) e δPn(ω), ∀n ∈ Z∗+ = {1,2,3, · · · }, matematicamente definido na equação (4.199).

Desse modo, δP0(ω) = 1
2 (τs − τ0)] e δPn(ω) =

[

τs − 1
2(τn−1 + τn)

]

. Analogamente, aplicando a

mesma definição à equação (4.209), obtém-se δPn(ω) =
[

3τs
2 −
(

τan−1
2 + τn−1

)]

. Pode-se verificar

dessas equações que o avanço relativo de fase máximo δPkmax
(ω), ∀k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · } intro-

duzido pelo ZOH variante no tempo é sempre menor que um PAS τs. Neste caso, quanto maior

o valor de τs, maior também será o valor do avanço relativo de fase máximo δPkmax
(ω). Todavia,

o valor de τs além de relativamente pequeno11, é invariante no tempo. Dessa maneira, utilizar

a amostragem de Lebesgue, além de possibilitar aumentar ou diminuir, dinamicamente, o IAS

τsk - agora variante no tempo - com desempenho assegurado, possibilita, consequentemente,

também aumentar ou diminuir, dinamicamente, o avanço relativo de fase máximo δPkmax
(ω) in-

troduzido pelo ZOH variante no tempo. Fato este que consiste em mais uma vantagem de se

utilizar a amostragem de Lebesgue, além obviamente, das tantas já elencadas nesta tese. Além

disso, para que a sequência ótima de atrasos aconteça os IAAs e os atrasos de controle devem

alternar com valores máximos e mínimos em COAC consecutivos a partir do 0−ésimo COAC.

Fato este cujo significado é - quanto mais variante no tempo são os atrasos do sistema de con-

trole, maior é o avanço relativo de fase que o ZOH variante pode introduzir no sistema de

11Para se garantir desempenho satisfatório o valor de τs ≤ π
10ωBW

, onde ωBW é a largura de banda do sistema de
controle em malha fechada. Isto corresponde a fazer a frequência de amostragem ωs cerca de vinte vezes maior
que ωBW .
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controle.

A última afirmativa da observação precedente é sumarizada no seguinte teorema.

Teorema 4.8 (Variabilidade dos atrasos em um sistema de controle) Se um sistema de con-

trole é submetido a atrasos variantes no tempo e τk ≤ τs, então, quanto mais variante no tempo

são os atrasos do sistema de controle, maior é o avanço relativo de fase que o ZOH pode

introduzir no mesmo. "

Prova: Satisfeitas as hipóteses enunciadas, o resultado segue diretamente do Teorema 4.6. #

Observação 4.7 (Por que o IAC deve ser variante no tempo?) Como já provado no Teorema

4.6 da fase relativa φk(ω), a fase relativa máxima φkmax(ω) introduzida pelo ZOH ocorre quando

o IAS é máximo - o que justifica a utilização da amostragem de Lebesgue - e o IAA é mínimo.

Ora, mas se a variabilidade dos atrasos e, consequentemente, do IAA podem introduzir avanço

de fase no sistema de controle é natural se imaginar, pelas mesmas razões, que fazendo-se va-

riar o IAC também se pode introduzir avanço relativo de fase no sistema de controle. Contudo,

como o ZOH presente na entrada do controlador é fictício, não é físico, é natural concluir que

tal ZOH não gere nem avanço, nem atraso relativo de fase no sistema de controle. Já que a

geração de avanço e atraso relativos de fase é uma característica física do ZOH físico e não do

ZOH fictício.

Observação 4.8 (Invariância ao degrau para discretização do controlador) Embora o ZOH

presente ficticiamente na entrada do controlador não gere nem avanço, nem atraso relativo de

fase, discretizar o controlador utilizando o método da invariância ao degrau, tem todas os be-

nefícios já discutidos na seção precedente. Inclusive, o benefício da redução da variância do

sistema, resultante da variação temporal do IAC.

As observações precedentes, por si só, justificam a discretização do controlador utilizando-

se o método da invariância ao degrau e com intervalo de amostragem variante no tempo. Tais

desenvolvimentos já foram apresentados neste capítulo. A seguir será apresentado um dos efei-

tos mais esclarecedores da teoria de sistemas amostrados. Tal efeito é uma consequência direta

do conceito de fase relativa, introduzida aqui como uma das contribuições desta tese.

4.10 Consequência do conceito de fase relativa

A Figura 4.29 foi adaptada da tese de Jury [JURY, 1953, p.9] para o contextualizar e/ou explicar

a amostragem de um sistema de tempo contínuo G. Tal sistema é dotado de atuadores A em

suas entradas e sensores S em suas saídas, como ilustrado na referida figura. Além disso, nos
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sistemas de dados amostrados clássicos a amostragem é síncrona. Neste caso, os sinais de

entrada de tempo contínuo u(t) e saídas de tempo contínuo y(t) do sistema são amostrados

simultaneamente. Tal amostragem ocorre quando as chaves ilustradas na Figura 4.29a fecham.

A consequência imediata da simultaneidade do fechamento destas chaves é que os intervalos de

amostragem para amostrar os sinais u(t) τa e y(t) τs são iguais. Isto é, τa = τs. E mais, essa

igualdade τa = τs ou τak = τsk ocorre independentemente de τa e τs serem invariantes no tempo

ou τak e τsk serem variantes no tempo.

τs

u(t)u(ta
k) y(t) y(ts

k)

τa
k τs

kτa = τs
G

A S

Sincronizado

(a)

τsk

u(t)u(ta
k ) y(t) y(ts

k)

τa
k τs

kτak ! τsk

G
A S

Não sincronizado

(b)

Figura 4.29: Sistema de dados amostrado: (a) Sistema invariante no tempo; (b) Sistema variante
no tempo.

Para alguns sistemas variantes no tempo, como é o caso dos NCSs, o sincronismo discutido

no parágrafo anterior não é garantido. Neste caso, como ilustrado na Figura 4.29b τak ! τsk . Os

métodos de amostragem existentes são válidos apenas para o caso em que os sinais de entrada

e os sinais de saída são amostrados simultaneamente. A violação da hipótese de sincronismo,

simultaneidade da amostragem dos sinais de entrada e de saída dos sistema amostrado, torna o

comportamento do sistema amostrado inesperado. Tal afirmação será ilustrada a seguir com um

exemplo.

Exemplo 4.3 (Efeito da fase relativa) Dados as funções de transferência do controlador Ca(s)

e da planta G(s), obtenha os MEDs da planta e do controlador operando segundo as aborda-

gens nNCSD, NCSav e GET para τk ≤ τs e simule tais sistemas quando submetido às sequências

de atrasos: {0,1τs, 0,8τs, 0,1τs, 0,8τs, · · · } e {0,8τs, 0,1τs, 0,8τs, 0,1τs, · · · }.

G(s) =
1000

s(s + 1)
(4.211)

Ca(s) = 1,5
(

1 +
0,035s

1 + 0,0035s

)

(4.212)

Solução 4.3 As matrizes da representação em espaço de estados do controlador de tempo con-

tínuo, equações (4.167) e (4.168), são: Ac = −285,7143, Bc = 64, Cc = −66,9643 e Dc = 16,5

e as matrizes da representação em espaço de estados da planta, equações (4.31) e (4.32), são:

Ap =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

−1 0

1 0

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

, Bp =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

32

0

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

, Cp =
[

0 31,25
]

(4.213)
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Planta com τk = 0 - o MED das equações (4.31) e (4.32) é apresentado nas equações (4.38) e

(4.39), com:

Φp = eApτs =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

e−τs 0

1 − e−τs 1

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

(4.214)

Γp =

∫ τs

0
eAp sdsBp = 32

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

1 − e−τs

−1 + τs + e−τs

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

(4.215)

dadas pelas equações (4.40) e (4.41), com Ap, Bp e Cp dadas por (4.213) e τs = 2,0 ms.

Planta com τk ≤ τs - o MED das equações (4.64) e (4.65) é apresentado nas equações (4.66) e

(4.67), com:

Φp = eApτs =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

e−τs 0

1 − e−τs 1

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

(4.216)

Γp0
(τk) =

∫ τs−τk

0
eAp sdsBp = 32

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

1 − e−(τs−τk)

−1 + τs − τk + e−(τs−τk)

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

(4.217)

Γp1
(τk) = eAp(τs−τk)

∫ τk

0
eAp sdsBp = 32

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

e−τs (eτk − 1)

e−τs (1 − eτk ) + τk

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

(4.218)

dadas pelas equações (4.68), (4.69) e (4.70), com Ap, Bp e Cp dadas por (4.213) e τs = 2,0 ms.

Controlador GT - o MED das equações (4.167) e (4.168) é apresentado nas equações (4.169)

e (4.170), com

Φc = eAcτs = e−285,7143τs (4.219)

Γc =

∫ τs

0
eAcsdsBc =

64
285,7143

(

1 − e−285,7143τs
)

(4.220)

dadas pelas equações (6.33) e (6.34), com Ac = −285,7143, Bc = 64, Cc = −66,9643 e

Dc = 16,5 e τs = 2,0 ms.

Controlador GET - o MED das equações (4.167) e (4.168) é apresentado nas equações (6.35)

e (6.36), com

Φc(τck ) = eAcτck = e−285,7143τck (4.221)

Γc(τck ) =
∫ τck

0
eAcsdsBc =

64
285,7143

(

1 − e−285,7143τck

)

(4.222)

dadas pelas equações (6.37) e (6.38), com Ac = −285,7143, Bc = 64, Cc = −66,9643 e

Dc = 16,5, com τck = τs + τ
s
k+1 + τ

sc
k+1 − τ

s
k − τ

sc
k e τs = 2,0 ms.

As respostas ao degrau unitário foram obtidas para o NCS - topologia S-CA - submetido a

uma sequência de atrasos {τk}, ∀k ∈ Z+, com lei de formação {0,1τs, 0,8τs, 0,1τs, 0,8τs, · · · },
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τk ≤ τs = 2,0 ms, τs
k = 30 µs, τc

k = 20 µs, τa
k = 30 µs. Nestas condições, uma ampliação da

temporização dos dois primeiros COAC do NCS é ilustrada na Figura 4.30.
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Figura 4.30: Ampliação da temporização dos dois primeiros COAC para o caso em que a
sequência de atrasos de controle {τk}, ∀k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · }, tem lei de formação do tipo
{0,1τs, 0,8τs, 0,1τs, 0,8τs, · · · }.

Pode-se observar nesta figura, de forma explícita, os atrasos do NCS (a saber para a to-

pologia S-CA: τs
k, τ

sc
k , τc

k e τa
k), os quais compõem o valor de τk que, por definição, é dado

por τk = τ
s
k + τ

sc
k + τ

c
k + τ

a
k . Sob tais condições, as respostas ao degrau unitário do sistemas

de controle de tempo contínuo (nNCSC), equações (4.31) e (4.32); do sistema de controle não

conectado em rede com o controlador de tempo discreto ou digital (nNCSD), equações (4.169),

(4.170), (4.219) e (4.220); e, do NCS submetido ao atraso τk variante no tempo (NCSav) com

o controlador de tempo discreto operando com τck = τs, invariante no tempo, são ilustradas na

Figura 4.31.

Sob as mesmas condições, repetindo-se a simulação para a sequência de atrasos {τk}, ∀k ∈
Z+ = {0,1,2, · · · }, da forma {0,8τs, 0,1τs, 0,8τs, 0,1τs, · · · }, cuja ampliação da temporização

dos dois primeiros COAC do NCS é ilustrada na Figura 4.32 e as respostas ao degrau unitário

são apresentadas na Figura 4.33.
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Figura 4.31: Respostas ao degrau unitário dos sistemas de controle não conectados em rede
de tempo contínuo (nNCSC) e de tempo discreto ou digital (nNCSD), do NCS submetido a
atraso τk, ∀k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · }, variante no tempo (NCSav) com τck = τs e do NCS com o
controlador operando no modo GET. Os NCSs NCSav e GET são submetidos a sequência de
atrasos {τk} cuja lei de formação é da forma {0,1τs, 0,8τs, 0,1τs, 0,8τs, · · · }.
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Figura 4.32: Ampliação da temporização dos dois primeiros COAC para o caso em que a
sequência de atrasos de controle {τk}, ∀k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · } tem lei de formação do tipo
{0,8τs, 0,1τs, 0,8τs, 0,1τs, · · · }.
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Figura 4.33: Respostas ao degrau unitário dos sistemas de controle não conectados em rede
de tempo contínuo (nNCSC) e de tempo discreto ou digital (nNCSD), do NCS submetido a
atraso τk, ∀k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · }, variante no tempo (NCSav) com τck = τs e do NCS com o
controlador operando no modo GET. Os NCSs NCSav e GET são submetidos a sequência de
atrasos {τk} cuja lei de formação é da forma {0,8τs, 0,1τs, 0,8τs, 0,1τs, · · · }.

Comparando as respostas ao degrau unitário (RDUs) dos NCSs: NCSav e GET, aqui apre-

sentas, com as apresentadas no Capítulo 1, Seção 1.1, verifica-se que o comportamento das

RDUs de tais sistemas são diferentes. Percebe-se claramente que os overshoots de tais cur-

vas possuem valores diferentes daqueles das curvas apresentadas no exemplo do Capítulo

1. É notório que os efeitos dos atrasos das sequências de atrasos que os NCSs foram sub-

metidos se invertem. Isto é, nos resultados apresentados neste exemplo quando a sequência

de atrasos aplicados aos NCSs é {0,1τs, 0,8τs, 0,1τs, 0,8τs, · · · } as RDUs dos NCSs NCSav e

GET têm overshoots inferiores aos overshoots das RDUs dos sistemas nNCSC e NCSD. Tais

resultados são contrários aos apresentados no exemplo do Capítulo 1. Esse efeito contrá-

rio também ocorre quando os NCSs: NCSav e GET são submetidos à sequência de atrasos

{0,8τs, 0,1τs, 0,8τs, 0,1τs, · · · }. Tais fatos ocorrem devido ao efeito causado pela fase relativa,

uma vez que, os MEDs foram obtidos com a violação da hipótese de sincronismo sensores atu-

adores no processo de amostragem. No caso deste mesmo exemplo apresentado no Capítulo

1 essa violação não ocorre devido o modelo de tempo contínuo da planta do NCS ter sido

integrado via método de Runge-Kutta de quarta ordem, o que minimiza os efeitos da fase rela-

tiva. Desse modo, quando o modelo de tempo contínuo da planta é integrado com o método de

Runge-Kutta de quarta ordem a hipótese de sincronismo (sensores atuadores) da amostragem

dos sinais de entrada e de saída da planta não é violada.
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Observação 4.9 (Comentários adicionais sobre o Exemplo 4.3) Os resultados apresentados

no Exemplo 4.3, com o erro já discutido no referido exemplo, foram publicados como corretos

no CBA2010 [SILVA; LIMA, 2010]. Entretanto, como já enfatizado e provado neste capítulo, os

resultados deste exemplo e do artigo supracitado estão errados. Erro este cometido durante o

processo de discretização da planta, o qual, violou a hipótese de sincronismo necessária entre

os sinais de entrada e de saída da planta.

Por fim, independentemente do modo de operação do NCS, o fato dos sinais y(t) e r(t) terem

que ser amostrados simultaneamente força a necessidade de sincronismo entre os clocks dos nós

sensores e controladores do NCS. Tal fato será discutido em detalhes na seção seguinte.

4.11 Sincronismo dos relógios dos nós componentes do NCS

O conceito de sincronismo é de fundamental relevância para a operação de muitos sistemas dis-

tribuídos. Um exemplo típico, ocorre, naturalmente, em sistemas telefônicos de comunicações,

nos quais, os relógios das centrais telefônicas são sincronizados por um relógio global, também

chamado relógio universal. Tal relógio possibilita o correto funcionamento do sistema, assim

como, viabilizar a medição do tempo de duração das chamadas, para posterior cobrança dos

serviços aos clientes.

Tal como nos sistemas telefônicos de comunicações, para os NCSs o sincronismo dos reló-

gios de seus componentes é fundamental para o correto funcionamento do mesmo. Neste caso,

a necessidade de sincronismo e relógio universal torna-se evidente quando o sinal de referên-

cia de tempo contínuo r(t) é variante no tempo, uma vez que, é de suma relevância amostrar

simultaneamente os sinais r(t) e y(t) como ilustrado na Figura 4.34.
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Figura 4.34: Diagrama de blocos de um NCS com amostragem simultânea dos sinais de entrada
e saída.

Observe-se na Figura 4.34 que, embora seja considerado o sincronismo entre os nós compo-

nentes, a necessidade de operação simultânea ocorre apenas na amostragem do sinal de referên-
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cia r(t) e de saída y(t) da planta. Tal simultaneidade de amostragem do sinal de referência e de

saída da planta é explicitada na Figura 4.34 pelas setas que conectam o bloco do clock (relógio)

às chaves que representam os conversores A/Ds da entrada e da saída do NCS (amostragem de

r(t) e y(t)). O requisito da simultaneidade da amostragem dos sinais r(t) e y(t) seria dispensável

caso o atraso τsc
k , introduzido pela rede de comunicação (RC), fosse invariante no tempo e a

amostragem de y(t) fosse realizada com PAS τs invariante no tempo.

A análise da Figura 4.35 é esclarecedora e reforça tal afirmação. Desta figura pode-se ob-

servar que, para que o erro de referência de tempo discreto er(ts
k) seja corretamente calculado,

as amostras dos sinais de tempo discreto de saída da planta y(ts
k) e de referência r(ts

k) devem

ser comparadas, amostra por amostra, isto é, r(ts
k − τsc

k ) com y(ts
k − τsc

k ). Em outras palavras, a

amostra r(ts
k − τsc

k ) deve ser comparada com a amostra y(ts
k − τsc

k ), a amostra r(ts
k+1 − τsc

k+1) deve

ser comparada com y(ts
k+1 − τsc

k+1), a amostra r(ts
k+2 − τsc

k+2) deve ser comparada com y(ts
k+2− τsc

k+2)

e assim sucessivamente, como ilustrado nas Figuras 4.35c e 4.35d.
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L2
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Figura 4.35: Ilustração da necessidade sincronização e relógio universal entre os nós do NCS.

É importante também evidenciar que quando τsc
k ≤ τs é possível comparar r(ts

k) com y(ts
k −

τsc
k ), uma vez que, neste caso er(ts

k − τ
sc
k ) é obtido de maneira correta (veja linha L1 que vai da

Figura 4.35d para a Figura 4.35c). Percebe-se assim que se pode comparar, sem problemas, as

amostras r(ts
k) da Figura 4.35a com y(ts

k − τ
sc
k ) da Figura 4.35d.

Entretanto, quando12 τsc
k > τs mais evidente fica a necessidade de sincronismo. Observa-se,

por exemplo, a linha L2 da Figura 4.35d para a Figura 4.35c, percebe-se que na ausência de

sincronismo a amostra y(ts
k+1 − τsc

k+1) da Figura 4.35d seria comparada com a amostra r(ts
k+2) da

Figura 4.35a, em vez de ser comparada com a amostra r(ts
k+1−τ

sc
k+1) da Figura 4.35c. O resultado

12Para NCSs de estrutura direta, os quais são o foco desta tese, como já provado no Capítulo 3, Teorema 3.15,
nunca ocorrerá de τsc

k > τs.
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de um erro como este tem implicações diretas no funcionamento do NCS, uma vez que levaria a

um erro no cálculo do sinal de erro de referência er(tc
k) de tempo discreto. É relevante enfatizar

ainda que a sincronização e relógio universal são requeridos para medir os atrasos introduzidos

pela rede de comunicação, com os quais são calculados τk e τck . A literatura sobre sincronização

é vasta e diversificada [SCHEDL, 1996; SUNDARARAMAN, 2005; RHEE, 2009; SEONG,

2010].

4.12 Cálculo da exponencial de matriz

Uma das inovações trazidas por esta tese, está justamente na introdução dos modos de operação

GE e GET do controlador. Entretanto, a operação do controlador nesses modos resulta em al-

gumas implicações. Por exemplo, como demonstrado no Capítulo 3 o intervalo de amostragem

do controlador é variante no tempo, desde que, algum dos atrasos τs
k e/ou τsc

k seja(m) variante(s)

no tempo. A consequência dessas variabilidades é a rediscretização do controlador, isto é, o re-

cálculo dos coeficientes da equação discreta do controlador [SILVA; LIMA, 2008; ÅSTRÖM;

WITTENMARK, 1997, p.328].

Rediscretizar o controlador é uma desvantagem, pois aumenta o tempo de execução da CPU

(Central Processing Unit) do nó controlador [ÅRZÉN, 1999] e pode ocorrer erros ou de natu-

reza física ou lógica (aritméticas de ponto fixo e/ou ponto flutuante) utilizada [HANSELMANN,

1987]. Outra desvantagem e/ou cuidado a ser tomado está no cálculo de eAcτck , realizado no re-

cálculo dos coeficientes da equação de diferença do controlador, que além de aumentar o tempo

de execução da CPU, pode não convergir [MOLER; LOAN, 1978]. Dessa maneira, deve-se

utilizar a forma mais conveniente, entre as 19 formas possíveis, de calcular eAcτck [MOLER;

LOAN, 1978, 2003].

Para realçar tal problema, considera-se o seguinte exemplo [ÅSTRÖM; WITTENMARK,

1997, p.36].

Exemplo 4.4 (Cálculo de exponencial de matriz) Obtenha eAcτck para Ac dada por:

a) Ac =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

0 1

0 0

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

, b) Ac =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

−1 0

1 0

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

Solução 4.4 A solução desejada é obtida por métodos diferentes para cada caso.

a) Método da expansão em série de potência:

eAcτck = I +
Acτck

1!
+

A2
cτ

2
ck

2!
+ · · · =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

1 0

0 1

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

+

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

0 τck

0 0

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

=

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

1 τck

0 1

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

b) Método da transformada de Laplace:
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(sI − Ac)−1 =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

s + 1 0

−1 s

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

−1

=
1

s(s + 1)

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

s 0

1 s + 1

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

=

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

1
s+1 0
1

s(s+1)
1
s

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

como eAcτck = L−1
[

(sI − Ac)−1
]

resulta que

eAcτck = L−1

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

1
s+1 0
1

s(s+1)
1
s

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

=

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

e−τck 0

1 − e−τck 1

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

Nos exemplos apresentados no Capítulo 1, o cálculo de eAcτck foram realizados diretamente

e de forma exata, uma vez que, a matriz Ac é de dimensão unitária. Todavia, quando a matriz Ac

for de dimensão superior a um, o cálculo exato de eAcτck nem sempre é trivial, como ilustrado

no exemplo precedente. Neste caso, um dos métodos, computacionalmente, eficiente é o da

expansão em série de potências, isto é:

eAcτck = I +
Acτck

1!
+

A2
cτ

2
ck

2!
+ · · · +

An
cτ

n
ck

n!
+ · · · (4.223)

com I a matriz identidade de mesma ordem de Ac.

Além disso, como τck e τs são diferentes e τck é variante no tempo, cria-se uma dificuldade

para realizar a análise matemática da malha fechada. Todavia, a simulação foi realizada de

forma a representar fielmente os paradigmas de operação do NCS. Como já visto, no exemplo

apresentado no Capítulo 1, os resultados obtidos por simulação são encorajadores.

Observação 4.10 (MED dos controladores GE e GET) Nos modelos discretos dos controla-

dores operando no modo GE e no modo GET τck = tc
k+1 − tc

k é variante no tempo. O fato de no

instante de execução da lei de controle tc
k+1 ser desconhecido é um problema. Isso impossibilita

determinar de forma exata o valor de τck . Para resolver este problema, na prática, pode-se

substituir τck por τck−1 na expressão do controlador. Ou, de modo mais elegante, pode-se trocar

os índices k + 1 e k dos instantes de amostragem, respectivamente, por k e k − 1, o que re-

sulta τck = tc
k − tc

k−1. Do ponto de vista teórico isso evidentemente é uma incoerência. Todavia,

do ponto de vista prático operacional, nenhuma diferença ou quase nenhuma diferença deve

ocorrer na resposta do NCS, uma vez que, a melhoria de desempenho obtida é graças à varia-

bilidade dos atrasos, que evidentemente, causa a variabilidade dos intervalos de amostragem

do controlador e do atuador, os quais, continuam variantes no tempo, independentemente de se

utilizar a forma não causal exata τck = tc
k+1 − tc

k ou a forma causal inexata τck = tc
k − tc

k−1 do IAC

no modelo do controlador.

Observação 4.11 (Recálculo das matrizes do controlador) Quando o controlador opera no

modo GE ou no modo GET as matrizes do modelo equivalente discreto do controlador devem
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ser recalculadas a cada COAC. Entretanto, esse recálculo além de consumir tempo da CPU

pode gerar problemas indesejáveis de aproximações numéricas. Uma alternativa para evitar

tais infortúnios é fazer estes cálculos a priori para diversos valores de IAC. Neste caso, deve-se

obter a priori diversas representações de tempo discreto do controlador e durante a execução

apenas utilizar uma destas representações do controlador13. A escolha da representação a ser

utilizada pode ser feita com base no valor do atraso sensor controlador ou com base em algum

parâmetro de desempenho da resposta do NCS. Como o tipo do controlador não muda durante

o funcionamento do NCS, problemas como windup e bumpless transfer [JR., 2003] não devem

ocorrer.

Outro problema de destaque nos sistemas lineares invariantes no tempo é a questão dos

zeros dos sistemas amostrados. Um resumo no qual é explicitado os principais pontos desse

assunto é apresentado na seção seguinte.

4.13 Zeros de sistemas amostrados

Um problema definido há mais de quarenta anos e ainda sem solução definitiva, em teoria de

controle, diz respeito às relações entre os zeros de um sistema em tempo contínuo e sua versão

amostrada. Contrariamente à intuição lógica, a teoria estabelecida revela que para diferentes

valores de períodos de amostragem, em muitas aplicações, zeros instáveis surgirão quando o

período de amostragem tem seu valor reduzido, mesmo quando todos os zeros do sistema con-

tínuo são estáveis [ÅSTRÖM, 1984]. Além disso, sistemas contínuos no tempo, com zeros

localizados no semi-plano esquerdo, nem sempre são transformados em sistemas amostrados,

com zeros contidos no disco unitário, e vice-versa. Isto significa que, métodos de projeto para

sistemas amostrados baseados no cancelamento de zeros do processo, podem funcionar bem

para certos períodos de amostragem e falhar para outros.

Conforme mostrado em Åström [ÅSTRÖM, 1980, 1984], todo sistema contínuo no tempo

em que o número de pólos é superior ao número de zeros em dois, resultará em um sistema

amostrado com zeros instáveis, desde que o período de amostragem seja suficientemente pe-

queno. Assim, sistemas discretos com zeros instáveis, são muito comuns. Este tipo de problema

é próprio da conversão de uma função de transferência do plano-s para o plano-z. Por fim, como

tal abordagem não foi utilizada nas discretizações apresentadas nesta tese, o problema de zeros

amostrados instáveis não ocorre aqui.

13Isto não foi feito nesta tese. É apenas uma possibilidade para resolver o problema.
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4.14 Considerações finais

Na primeira parte deste capítulo foram deduzidos os modelos equivalentes discretos da planta

e do controlador. O método utilizado para a obtenção de tais modelos foi a invariância ao

degrau. A justificativa para esta escolha surge naturalmente ao longo das deduções e análises

desenvolvidas e apresentadas. Neste contexto, foi desenvolvido e apresentado um amplo estudo

sobre o comportamento em frequência dos ZOHs, com largura de pulso invariante no tempo e

variante no tempo. Desse estudo ficaram estabelecidas sequências ótimas de atrasos e intervalos

de amostragem que determinam as condições para as quais a RDU do sistema de tempo discreto,

variante no tempo, pode ter desempenho melhor que o desempenho do mesmo sistema de tempo

contínuo sem atraso.

Na segunda parte deste capítulo é apresentada a problemática sobre sincronismo e as ra-

zões para a necessidade de sincronismo dos relógios dos nós componentes do NCS. Também

foi mostrado o problema de cálculo da exponencial de matrizes e suas dezenove formas de re-

alização. Por fim, foi abordado o problema dos prováveis zeros instáveis que surgirão ao se

converter um sistema de tempo contínuo, plano-s, em um sistema de tempo discreto, plano-z,

de um sistema amostrado.

No capítulo seguinte será abordado a questão da amostragem por cruzamento de nível. A

qual, é uma das formas de amostragem com intervalo de amostragem variante no tempo. Neste

sentido, uma nova técnica de amostragem por cruzamento de nível será proposta e apresentada

no capítulo seguinte.



Capítulo 5

Amostragem por cruzamento de nível

5.1 Introdução

Os recursos físicos dos sistemas de controle em rede além de compartilhados são, em geral,

limitados. Neste caso, nem sempre os recursos necessários para o correto funcionamento do

sistema de controle estarão disponíveis no instante esperado. Além disso, amostrar os sinais do

sistema de controle com amostragem periódica pode sobrecarregar o NCS. Isso ocorre devido

ao fato de que um número, possivelmente maior, que o necessário de pacotes de dados poderão

estar sendo gerados para trafegar pela rede comunicação. O processamento e execução de

algoritmos de controle com base em tais dados é outra razão de sobrecarga do NCS.

Uma alternativa para superar os problemas mencionados no parágrafo precedente é amostrar

o sinal do sistema com intervalo de amostragem variante no tempo. Para tornar essa ideia

viável, uma nova técnica de amostragem será proposta e apresentada neste capítulo. A técnica

de amostragem por cruzamento de nível que aqui será apresentada é uma das contribuições

desta tese. Esta se diferencia das demais apresentadas na literatura pelo fato dos instantes de

amostragem tk do sinal amostrado serem determinados a partir de expressões analíticas obtidas

a partir do sinal de tempo contínuo a ser amostrado.

O capítulo inicia-se com a Seção 5.2, na qual, é apresentado um estudo sobre teoria de fun-

ções e conjuntos. Na Seção 5.3 é apresentada a amostragem por cruzamento de nível. Por fim,

na Seção 5.4 são apresentadas as conclusões do capítulo e o que será apresentado no capítulo

seguinte.

5.2 Preliminares

Nesta seção serão pré-apresentados alguns conceitos de suma relevância para o entendimento

deste capítulo. Dessa maneira, serão apresentados alguns resultados sobre teoria de conjuntos

e funções. No tocante à teoria de conjuntos será exibido o conceito de corpo real e suas pro-
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priedades. E, no que concerne a funções será apresentado o conceito de função inversa, mais

especificamente, o teorema da aplicação inversa.

5.2.1 Funções e conjuntos

Um dos tópicos relevantes da teoria de funções é o conceito de função inversa. Saber como e em

que condições pode-se obter a inversa de uma função é um dos pontos de discussão enfatizado

a seguir. O outro ponto dessa discussão está relacionado à teoria de conjuntos, o conceito de

corpo.

Para começar, a seguir é apresentado o teorema da aplicação inversa para funções de uma

variável real [LIMA, 2008, p.93]1.

Teorema 5.1 (Teorema da aplicação inversa - domínio real) Seja f : X → Y uma bijeção

entre os conjuntos X,Y ⊂ R, com inversa f −1 : Y → X e seja X′ o conjunto dos pontos de

acumulação2 de X. Se f é derivável no ponto c ∈ X ∩ X′ e f −1 é contínua no ponto b = f (c),

então f −1 é derivável no ponto b se, e somente se, f ′(c) ! 0. No caso afirmativo, tem-se

( f −1)′(b) =
1

f ′(c)
(5.1)

"

Prova: Com efeito, se xn ∈ X − {c} para todo n ∈ N e lim
n→∞

xn = c então, como f é injetiva e

contínua no ponto c, tem-se yn = f (xn) ∈ Y − {b} e lim
n→∞

yn = b. Portanto, b ∈ Y ∩Y ′. Se a inversa

f −1 de f for derivável no ponto b, a igualdade f −1( f (x)) = x, válida para todo x ∈ X, juntamente

com a regra da cadeia, tem-se ( f −1)′(b) · f ′(c) = 1. Em particular, f ′(c) ! 0. Reciprocamente,

se f ′(c) ! 0 então, para qualquer sequência de pontos yn = f (xn) ∈ Y − {b} com lim
n→∞

yn = b, da

continuidade de f −1 no ponto b, tem-se que lim
n→∞

xn = c, portanto

( f −1)′(b) = lim
n→∞

f −1(yn) − f −1(b)
yn − b

= lim
n→∞

[

yn − b
f −1(yn) − f −1(b)

]−1

= lim
n→∞

[

f (xn) − f (c)
xn − c

]−1

=
1

f ′(c)
(5.2)

o que conclui a prova [LIMA, 2008, p.93]. #

De outro modo, o teorema da aplicação inversa pode ser enunciado assim: Se f é uma

função derivável em um intervalo abeto I com derivada f ′(x) ! 0 em I, então, f tem inversa

f −1 em I e ( f −1)′(y) = 1/ f ′(x).

1Uma versão deste teorema para funções de n variáveis pode ser encontrado na referência [LIMA, 2007, p.115].
2Diz-se que c ∈ R é um ponto de acumulação do conjunto X ⊂ R quando toda vizinhança V de c contém

algum ponto de X diferente do próprio c, isto é, V ∩ (X − {c}) ! ∅. Equivalentemente: para todo ε > 0 tem-se
(c − ε, c + ε) ∩ (X − {c}) ! ∅ [LIMA, 2008, p.52].
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Dizer que f ′(x) ! 0 em I é o mesmo que afirmar que f ′(x) > 0 ou, f ′(x) < 0 em I, o

que também é equivalente a dizer que f (x) é crescente quando f ′(x) > 0 em I e que f (x) é

decrescente quando f ′(x) < 0 em I.

Observação 5.1 (Teorema da aplicação inversa) É relevante salientar a interpretação do Te-

orema da aplicação inversa. Sobretudo, no tocante ao fato de que a definição de função inversa

é local, isto é, nas vizinhanças de um ponto. Ponto este contido em um intervalo aberto (para

funções de uma variável real) ou, em uma bola aberta (para funções de n variáveis reais), ou

ainda, em uma região do plano complexo em que f é analítica (para funções complexas3).

Exemplo 5.1 (Função inversa do seno) Obtenha a função inversa f −1 dada f a seguir:

f (θ) = AM + A0sen(θ) (5.3)

Solução 5.1 A derivada f ′(θ) = cos(θ) e portanto f ′(θ) = 0 quando θ = π

2 + 2πn, ∀n ∈ Z =
{· · · , − 1,0,1, · · · }. Neste caso,

arcsen

(

f (θ) − AM

A0

)

= θ + 2πn, com θ ∈
(

−π
2
,
π

2

)

, ou (5.4)

arcsen

(

f (θ) − AM

A0

)

= π − θ + 2πn, com θ ∈
(

π

2
,
3π
2

)

(5.5)

e do fato que θ = f −1( f (θ)) as equações (5.4) e (5.5) passam a ser:

f −1( f (θ)) = θ = −2πn + arcsen

(

f (θ) − AM

A0

)

, n ∈ Z e θ ∈
(

−π
2
,
π

2

)

, ou (5.6)

f −1( f (θ)) = θ = π(2n + 1) − arcsen

(

f (θ) − AM

A0

)

, n ∈ Z e θ ∈
(

π

2
,
3π
2

)

(5.7)

e, desse modo, conclui-se que a f tem infinitas inversas, cada uma delas definida em um inter-

valo aberto onde a f é crescente
(

π(−1+4n)
2 ,

π(1+4n)
2

)

ou decrescente
(

π(1+4n)
2 ,

π(3+4n)
2

)

, ∀n ∈ Z.

O conjunto dos números reais é um corpo. Isto significa que estão definidas em R duas

operações: adição e multiplicação [LIMA, 2008, p.11]. Elas serão enunciadas a seguir, como

uma propriedade.

Propriedade 1 (Operações de adição e multiplicação) A adição de dois números reais é sem-

pre um número real. A multiplicação de dois números reais é sempre um número real.
3A versão do Teorema 5.1 para funções no domínio complexo pode ser encontrada na referência [CHUR-

CHILL; BROWN, 1960, p.181].
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5.3 Amostragem por cruzamento de nível

A amostragem por cruzamento de nível é o dual da amostragem convencional. Enquanto na

amostragem convencional os instantes de amostragem tk = kT , ∀k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · }, onde

T $ tk+1 − tk é o período de amostragem, na amostragem por cruzamento de nível cada amostra

f (tk), ∀k ∈ Z+ é tomada quando o sinal f (t) ultrapassa um dos níveis aNk = Nkq, com Nk ∈ Z =
{· · · , − 1,0,1, · · · } e ∀k ∈ Z+, onde q $ aN+1k+1 − aNk é o quantum4, como ilustrado na Figura

5.1. Neste caso, os intervalos de amostragem Tk = tk+1 − tk, ∀k ∈ Z+ mudam em função dos

instantes de amostragem. Todavia, uma vez conhecidos os instantes de amostragem tk, ∀k ∈ Z+,
é possível definir e implementar a amostragem por cruzamento de nível.

f (t)

q

··
·

··
·

· ·
·

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

· ·
·

· · ·

t

t0 t1 t2 t3 tk tk+1 tk+2 tk+3 tm tm+1 tm+2 tn tn+1 to to+1 to+2

f (t0)

f (tk)

f (tk+1)

f (tm)

f (tn)

f (to)

T0 T1 T2 Tk Tk+1 Tk+2 Tm Tm+1 Tn To To+1

aN+1k+1

aNk

a10

a01

a−1m+2

aLn

Figura 5.1: Amostragem por cruzamento de nível.

Observação 5.2 (Níveis de cruzamento do sinal f (t)) Os níveis de cruzamento aNk = Nkq,

com Nk ∈ Z = {· · · , − 1,0,1, · · · }, k ∈ Z+ e q $ aN+1k+1 − aNk do sinal f (t) são finitos. To-

davia, para um mesmo valor de Nk ∈ Z o subscrito k ∈ Z+ pode assumir mais de um valor.

Por exemplo, para o caso da Figura 5.1 pode-se observar que: a10 = a13 = a1m = a1o+2 ,

a01 = a02 = a0m+1 = a0o+1, aNk = aNk+3, aN+1k+1 = aN+1k+2 , a−1m+2 = a−1o e aLn = aLn+1. Neste caso,

os subscritos k dos Nk estão associados aos instantes de amostragem tk do sinal f (t). Natural-

mente, como já evidenciado, para um mesmo valor de Nk pode-se ter vários valores diferentes

de k. O número k representa o número da amostra do sinal discreto f (tk).

Doravante, serão apresentas as provas e subsídios matemáticos para a determinação dos

instantes de amostragem tk, ∀k ∈ Z+ e, consequentemente, dos intervalos de amostragem Tk =

4Como visto no Capítulo 2 equação (2.8) o valor de q = ∆Vin/(2M − 1), onde: ∆Vin é a faixa de amplitude do
conversor A/D utilizado para amostrar o sinal f (t) e M é o número de bits do conversor A/D [ALLIER, 2003, 2005].
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tk+1 − tk, ∀k ∈ Z+ e os atrasos presentes no sistema. Neste sentido, o resultado apresentado no

teorema seguinte é relevante.

Teorema 5.2 (Particionamento do domínio de uma função diferenciável) Se f : X → Y é

uma função diferenciável e sejam c0, c1, · · · , ci, com i ∈ Z+, os pontos em que f ′ = 0, então, f

tem i + 1 funções inversas f −1
i : Y → X e cada f −1

i está definida em um dos intervalos x < c0,

(c0,c1), · · · ,(ci−1,ci) e x > ci. "

Prova: Ora, do teorema da aplicação inversa, Teorema 5.1, sabe-se que o conceito de função

inversa é local, assim, da hipótese que f ′ = 0 apenas nos pontos x = ci, i ∈ Z+, tem-se que a f é

crescente ou descrente entre estes pontos, e desse modo, existem i + 1 funções inversas f −1
i de

f , sendo que cada f −1
i está definida em um dos intervalos x < c0, (c0,c1), · · · ,(ci−1,ci) e x > ci

em que a f é crescente ou é decrescente. #

Teorema 5.3 (Os instantes de amostragem são números reais) Se f : X → Y é um sinal

(função) não constante e diferenciável, amostrado por cruzamento de níveis, então os pontos

de amostragem tk, ∀k ∈ Z+, são números reais. "

Prova: Da hipótese que f : X → Y ser um sinal (função) não constante e diferenciável, decorre

do Teorema 5.2 que f tem pontos c0, · · · , ci com i ∈ Z+ de derivada nula f ′(ci) = 0 (pontos

de máximos e mínimos ou pontos críticos). Neste caso, é possível particionar o domínio da f

em i + 1 partições, nas quais a f é crescente ou é decrescente e, portanto, com inversas f −1
i nos

intervalos em que f é crescente ou é decrescente. Ora, mas se existe inversa f −1
i em cada região

de crescimento ou de decrescimento da f e do fato que na amostragem por cruzamento de nível

f (t) = f (tk) = aNk = Nkq, ∀k ∈ Z+ e ∀Nk ∈ Z, é possível explicitar os instantes de amostragem

em função dos pontos aNk de cruzamento de níveis, isto é, tk = f −1
i (aNk), ∀k ∈ Z+ e ∀Nk ∈ Z.

Por fim, como aNk = Nkq é o produto de dois número Nk e q reais, decorre da Propriedade 1 que

aNk é um número real e assim tk = f −1
i (aNk ) também é um número real. #

Teorema 5.4 (Atrasos e intervalos de amostragem são números reais) Se os instantes de

amostragem ts
k, tc

k e ta
k , ∀k ∈ Z+, são números reais, então os intervalos de amostragem τsk , τck e

τak e os atrasos τsc
k e τca

k , ∀k ∈ Z+, também são números reais. "

Prova: O fato que os instantes de amostragem são números reais é garantido pelo Teorema

5.3. Em consequência disso e da Propriedade 1 decorre que τsk = ts
k+1 − ts

k, τck = tc
k+1 − tc

k e

τak = ta
k+1 − ta

k , ∀k ∈ Z+, são números reais. Além disso, sem perda de generalidade, pode-se

considerar que os atrasos τs
k e τc

k, ∀k ∈ Z+, podem ser incorporados, respectivamente, aos atrasos

τsc
k e τca

k . Desse modo, tais atrasos passam a ter os seguintes valores τsc
k = tc

k − ts
k e τca

k = ta
k − tc

k e,

portanto, da Propriedade 1 τsc
k e τca

k são números reais, uma vez que, os instantes de amostragem

ts
k, tc

k e ta
k também o são. #
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Teorema 5.5 (Não linearidade da amostragem por cruzamento de nível) A amostragem por

cruzamento de nível é uma operação não linear. "

Prova: Decorre direto do fato que os instantes de amostragem são obtidos a partir de funções

inversas tk = f −1
i (aNk), i,k ∈ Z+. Em geral, tais funções são não lineares. #

Os Teoremas 5.2, 5.3 e 5.5 são bem ilustrados pelo seguinte exemplo.

Exemplo 5.2 (Amostragem por cruzamento de nível) Obtenha os instantes de amostragem

tk e os intervalos de amostragem Tk do sinal f (t) através do esquema de amostragem por cru-

zamento de nível e mostre que eles são lineares em T = 1/ f0 e não lineares em ai.

f (t) = AM + A0sen(2π f0t) (5.8)

Solução 5.2 No esquema de amostragem por cruzamento de nível o sinal f (t) cruza o Nk−ésimo

nível de quantização aNk , no instante tk, k ∈ Z+. Por conseguinte, a equação (5.8), para

f (tk) = aNk e θk = 2π f0tk, resulta em:

aNk = AM + A0sen(θk) (5.9)

donde, se obtém:

arcsen

(

aNk − AM

A0

)

= θk + 2πn, k ∈ Z+, n ∈ Z e θk ∈
(

−π
2
,
π

2

)

, ou (5.10)

arcsen

(

aNk − AM

A0

)

= π − θk + 2πn, k ∈ Z+, n ∈ Z e θk ∈
(

π

2
,
3π
2

)

(5.11)

e do fato que θk = 2π f0tk e f0 = 1/T, as equações (5.10) e (5.11) passam a ser:

tk = T

[

−n +
1

2π
arcsen

(

aNk − AM

A0

)]

, k ∈ Z+, n ∈ Z e tk ∈
(

−T
4
,
T
4

)

, ou (5.12)

tk = T

[

2n + 1
2
− 1

2π
arcsen

(

aNk − AM

A0

)]

, k ∈ Z+, n ∈ Z e tk ∈
(

T
4
,
3T
4

)

(5.13)

em que os instantes de amostragem tk são periódicos e variam de forma linear em relação a

T e de forma não linear em relação a aNk . Além disso, os instantes de amostragem tk variam

em função da variação de aNk . Portanto, tk nas equações (5.12) e (5.13) pode ser reescrito em

função de aNk , ou seja, tk(aNk). Desse modo, pré-definidos os N níveis de quantização, obtém-se

os instantes de amostragem.

A obtenção dos intervalos de amostragem se dá diretamente da definição Tk = tk+1 − tk. Por

fim, considerando que f (t) cruza o nível aN+1k+1 no instante tk+1, obtém-se da equação (5.12)
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que:

Tk =
T
2π

[

arcsen

(

aN+1k+1 − AM

A0

)

− arcsen

(

aNk − AM

A0

)]

, tk ∈
(

−T
4
,
T0

4

)

(5.14)

e, portanto, o intervalo de amostragem Tk é linear e periódico em T e não linear em relação

aos níveis de cruzamento aNk e aN+1k+1 do sinal f (t).

Os desenvolvimentos precedentes realizados a partir da equação (5.12) também podem ser

realizados a partir da equação (5.13). Neste caso, as conclusões obtidas serão análogas às já

apresentadas.

Observação 5.3 (Instantes de amostragem do controlador) Independentemente dos modos de

operação dos nós controladores, os instantes de amostragem do controlador tc
k sempre podem

ser obtidos analiticamente, uma vez que, nestes casos os níveis de cruzamento dos sinais da

saída do controlador podem ser tão refinados quanto se queira. Isto é possível, porque o

tamanho ou valor do quantum q, neste caso, não está associado a requisitos técnicos como

quantidade de bits ou faixa de amplitude de conversores A/D ou D/A e, portanto, pode assumir

valores infinitesimais.

Observação 5.4 (Instantes de amostragem do atuador) Independentemente dos modos de o-

peração dos nós atuadores, os instantes de amostragem dos atuadores ta
k também podem ser ob-

tidos analiticamente. Neste caso, os níveis de cruzamento dos sinais da saída do atuador estão

condicionados ao tamanho ou valor do quantum q, o qual estará sempre associado a requisi-

tos técnicos, como quantidade de bits ou faixa de amplitude dos conversores D/A e, portanto,

pode assumir um dos níveis de quantização admissível pelos conversores D/A. Consequente-

mente, neste caso, o sistema sempre estará sujeito a erros de quantização. Tais erros serão tão

maiores quanto menor for o número de bits dos conversores D/A.

5.3.1 Particionando um sinal em polinômios de segundo grau

A ideia de particionar um sinal f (t), como o ilustrado na Figura 5.25, em n polinômios de

segundo grau fi(t), surge para possibilitar obter a inversa f −1
i (t) de cada um desses polinômios.

E, consequentemente, os instantes de amostragem tk, ∀k ∈ Z+ do sinal f (t). Sinal este definido

como sendo

f (t) =

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

f0(t) se t ≤ pd0

f1(t) se pd0 < t ≤ pi0
...

...
...

fn−1(t) se t > pdi

(5.15)

5Os comentários realizados na Observação 5.2 relativos à Figura 5.1 também são válidos para a Figura 5.2.
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onde, cada polinômio fi(t) de segundo grau, resultante do particionamento do sinal f (t), é da

forma

fi(t) = ait
2 + bit + ci (5.16)

com ai,bi,ci ∈ R constantes para cada i ∈ Z+.

f (t)

q

··
·

· ·
·

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

pd0 pi0 pd1 pi1 pdi

t

t0 t1 t2 t3 tk−1 tk tk+1 tk+2 tm tm+1

f (t0)

f (tk)

f (tk+1)

f (tm)

f0(t) f1(t) f2(t) fo(t) fo+1(t) fo+2(t) fn−2(t) fn−1(t)

T0 T1 T2 Tk−1 Tk Tk+1 Tm

aN+1k+1

aNk

a10

a01

Figura 5.2: Particionando um sinal f (t).

O particionamento do sinal f (t) em polinômios fi(t) de segundo grau, equação (5.16), deve

ser realizado de modo que cada um destes polinômios fi(t) esteja situado entre um ponto crítico

( f ′(t) = 0) e um ponto de inflexão ( f ′′(t) = 0) consecutivos, a partir do instante t0, como ilus-

trado na Figura 5.2. Neste caso, cada um desses polinômios fi(t) é, ou crescente, ou decrescente

e, portanto, é inversível. Desse modo, como f −1( f (t)) = t, pode-se obter, facilmente, os instan-

tes de amostragem tk, ∀k ∈ Z+ do sinal f (t). Tais instantes, são obtidos quando fi(t) = ak = Nkq,

com Nk ∈ Z e k ∈ Z+. Por conseguinte, a equação (5.16) resulta em:

fi(t) = ak = Nkq = ait
2
+ bit + ci ⇒ ait

2
+ bit + (ci − Nkq) = 0 (5.17)

donde, obtém-se que:

t′ =
−bi +

√

b2
i − 4ai(ci − Nkq)

2ai
e t′′ =

−bi −
√

b2
i − 4ai(ci − Nkq)

2ai
(5.18)

obviamente, t é o tempo, e portanto é positivo. Desse modo, apenas uma das duas raízes t′ ou

t′′, da equação anterior é válida, a raiz positiva. Além disso, a lógica de variação de Nk se dá

por incremento ou decremento. O incremento é definido como sendo

Nk $ inc(Nk−1) $ Nk−1 + 1 (5.19)



Capítulo 5. Amostragem por cruzamento de nível 193

e o decremento é definido como sendo

Nk $ dec(Nk+1) $ Nk+1 − 1 (5.20)

Desse modo, o incremento ou decremento de Nk na equação (5.18) é feito com base no fato

do sinal f (t) ser crescente ou decrescente em cada uma de suas partições. A i−ésima partição

de f (t) é representada pelo polinômio de segundo grau fi(t), equação (5.17). Neste caso, a lei

de formação da representação dos níveis de cruzamento do sinal f (t) é dada por uma função

Q : Z→ R. A função Q para k = 0 é definida como

Q(N0) $ N0q (5.21)

onde, N0 na equação (5.21), é obtido a partir do valor da condição inicial f (t0) do sinal f (t) no

instante inicial t = t0, e é, por definição, dado por

N0 $ round

(

f (t0)
q

)

(5.22)

onde a função round(·) na equação (5.22) arredonda o argumento para o inteiro mais próximo.

Matematicamente, tem-se para um número qualquer a,b a seguinte definição:

round(a,b) $

⎧

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎩

a se b ≤ 0,5

a + 1 se b > 0,5
(5.23)

complementarmente, quando k ≥ 1, a função Q assume a forma

Q(Nk) =

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

q · inc(Nk−1) se f ′(t) > 0

q · dec(Nk−1) se f ′(t) < 0

q · Nk−1 se f ′(t) > 0% f ′(t) < 0

(5.24)

onde, na equação (5.24) a expressão f ′(t) > 0 % f ′(t) < 0 representa a mudança do sinal

da derivada de f (t) de positivo para negativo ou de negativo para positivo. Isto é, a expressão

f ′(t) > 0 % f ′(t) < 0 tem o seguinte significado: se no (k − 1)−ésimo COAC f ′(t) > 0 e no

k−ésimo COAC f ′(t) < 0, então Nk = Nk−1. Do mesmo modo, se no (k − 1)−ésimo COAC

f ′(t) < 0 e no k−ésimo COAC f ′(t) > 0, então Nk = Nk−1.

5.3.2 Obtendo os polinômios de segundo grau

Os polinômios de segundo grau serão obtidos por identificação de sistemas. O método de

identificação utilizado será o ARX (Autoregressive Exogenous) [LJUNG, 1987, p.72], a partir

dos dados gerados pela própria função do sinal de tempo contínuo do sistema. O modelo ARX



Capítulo 5. Amostragem por cruzamento de nível 194

é obtido a partir da equação de diferença linear

y(tk) + a1y(tk−1) + · · · + any(k−n) = b1u(tk−1) + · · · + bmu(tk−m) + e(tk) (5.25)

onde e(tk) na equação (5.25) é um termo de ruído branco6 presente no sistema. Reescrevendo a

equação (5.25) na forma

y(tk) = −a1y(tk−1) − · · · − any(tk−n) + b1u(tk−1) + · · · + bmu(tk−m) + e(tk) (5.26)

obtém-se a representação matricial

y(tk) =
[

−y(tk−1) − · · · − y(tk−n) u(tk−1) · · · u(tk−m)
]

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

a1...
an

b1...
bm

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

+ e(ts
k) = ϕ

T (tk)θ + e(tk) (5.27)

ou

y(tk) = [a1 · · · an b1 · · · bm]

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

−y(tk−1)
...

−y(tk−n)

u(tk−1)
...

u(tk−m)

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

+ e(tk) = θ
Tϕ(tk) + e(tk) (5.28)

onde

θT $ [a1 · · · an b1 · · · bm] (5.29)

ϕT (tk) $
[

−y(tk−1) − · · · − y(tk−n) u(tk−1) · · · u(tk−m)
]

(5.30)

O vetor θ de n + m parâmetros, apresentado na forma transposta na equação (5.29), é cha-

mado vetor de parâmetros [LJUNG, 1987, p.70]. E, o vetor de dados ϕ(tk), apresentado na forma

transposta na equação (5.30), é conhecido como vetor de regressão [LJUNG, 1987, p.72].

Da equação (5.27) e (5.28), obtém-se facilmente que:

e(tk) = y(tk) − θTϕ(tk) = y(tk) − ϕT (tk)θ (5.31)

O erro e(tk) dado pela equação (5.31) pode ser reescrito em função do vetor de parâmetros θ.

6Quando o valor de e(t) na equação (5.25) é “insignificante” ou “difícil de encontrar” ou ainda quando se trata
de um modelo determinístico, pode-se fazer e(t) = 0 [LJUNG, 1987, p.72].
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Neste caso, esse novo erro ε(tk,θ) é conhecido como erro de predição e é definido como sendo

ε(tk,θ) = y(tk) − ŷ(tk|θ) (5.32)

e representa a diferença entre a saída da planta y(t) e a saída do modelo ŷ(t/θ), a qual é dada

por:

ŷ(tk|θ) = θTϕ(tk) = ϕT (tk)θ (5.33)

O vetor de parâmetros θ é obtido minimizando-se o erro de predição médio quadrático

ε(tk,θ)2. Para tal, deve-se, inicialmente, assumir que sejam realizadas medições da entrada

u(tk) e da saída y(tk) por M intervalos de amostragem. Neste caso, a matriz dos dados obtidos

nas medições é

Z(M) =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

y(t0) y(t1) · · · y(tM−2) y(tM−1)

u(t0) u(t1) · · · u(tM−2) u(tM−1)

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

T

(5.34)

A função de custo do erro quadrático é definida como sendo [LJUNG, 1987, p.172].

VM(θ,Z(M)) =
1
M

M−1
∑

k=0

[

y(tk) − ϕT (tk)θ
]2

(5.35)

A estimativa para os parâmetros mínimos quadrados θLS (M) é obtida fazendo

θLS (M) = arg min
θ

VM(θ,Z(M)) (5.36)

Neste caso, o valor mínimo da função custo pode ser encontrado derivando-se a equação

(5.35) em relação a θ e igualando o resultado da derivada a zero, obtém-se

M−1
∑

k=0

ϕ(tk)y(tk) =
M−1
∑

k=0

ϕ(tk)ϕT (tk)θ (5.37)

donde, pré-multiplicando-se a equação (5.37) pela inversa da matriz
M−1
∑

k=0
ϕ(tk)ϕT (tk), desde que

tal inversa exista, obtém-se o valor de θLS (M), ou seja:

θLS (M) =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

M−1
∑

k=0

ϕ(tk)ϕ
T (tk)

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

−1 M−1
∑

k=0

ϕ(tk)y(tk) (5.38)

que é o vetor de parâmetros que minimiza o erro de predição médio quadrático.
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5.4 Considerações finais

Sistemas amostrados com intervalos de amostragem variantes no tempo apresentam algumas

características particulares interessantes. Uma delas é que, neste caso, o sistema amostrado não

é susceptível a aliasing. Simplesmente, as próprias condições de operação do sistema eliminam

a possibilidade do surgimento de aliasing devido a ruídos aleatórios [SHAPIRO; SILVERMAN,

1960]. Outro fato curioso, ocorre na recuperação do sinal amostrado com intervalos de amos-

tragem variantes no tempo. Neste caso, é possível recuperar o sinal mesmo quando a taxa de

amostragem média é inferior à taxa de Nyquist [BEUTLER, 1966]. Essa duas razões por si só

já justificam o desenvolvimento de uma técnica de amostragem com intervalos de amostragem

variantes no tempo, como a aqui apresentada neste capítulo.

Além das razões já citadas no parágrafo anterior, a maior justificativa para o desenvolvi-

mento de uma técnica de amostragem por cruzamento de nível é o fato que os sistemas de

controle em rede (NCS) são sistemas de controle com recursos físicos limitados e comparti-

lhados. Tal fato é responsável por fazer surgir nos NCSs atrasos eminentemente variantes no

tempo. Por conseguinte, em tais sistemas os intervalos de amostragem do controlador e do

atuador são de natureza variante no tempo.

No capítulo seguinte serão apresentados resultados de simulações para os NCSs simulados.

Para algumas abordagens simuladas um experimento estatístico foi desenvolvido e implemen-

tado. Com os dados gerados em tal experimento foi feito um tratamento estatístico para cada

um dos parâmetros indicadores da resposta ao degrau unitário dos NCSs simulados. Por fim, a

estabilidade de uma dessas abordagens será provada.



Capítulo 6

Metodologias de projeto, resultados e

estabilidade dos NCSs

6.1 Introdução

Neste capítulo são apresentados: a metodologia de projeto desenvolvida, os resultados de simu-

lações e experimentais obtidos e a prova de estabilidade do NCS. Na metodologia de projeto

são delineados todos os passos para incorporar um sistema de controle convencional de forma

a transformá-lo em um sistema de controle em rede. Para tal, é assumido que as representações

contínuas da planta e do controlador que a estabiliza, do sistema de controle não conectado

em rede, sejam dados. De posse do controlador dado, obtém-se sua representação equivalente

discreta, para que o mesmo opere no modo de operação desejado, como realizado no Capítulo

4, e em seguida, interliga-se os componentes do sistema de controle por meio de uma rede de

comunicação.

A partir do delineamento da metodologia de projeto desenvolvida, as simulações do NCS

podem ser realizadas, com o controlador operando nos modos guiado a eventos (GE), guiado

no tempo (GT) e simultaneamente guiado a eventos e no tempo (GET). Estes resultados são

comparados com o sistema de controle não conectado em rede de tempos discreto e contínuo

submetido ou não a atrasos. As curvas das saídas da planta e os diagramas de temporização

são obtidos para ambas as estratégias. A partir das respostas aos degraus unitários (RDUs) dos

NCSs simulados é verificado como o comportamento dos atrasos influencia o comportamento

das RDUs do NCS, com controlador operando nos diferentes modos.

Do ponto de vista da implementação das simulações, a representação da planta pode ser

tratada de duas formas. Na primeira delas, a planta é representada de forma contínua e sua

dinâmica evolui de acordo com algum método numérico, com um passo de integração sufici-

entemente pequeno. Por outro lado, na segunda representação, a simulação é realizada a partir

do modelo dinâmico discreto da planta. Ambos os métodos têm suas vantagens e desvantagens.
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Por exemplo, utilizar a primeira abordagem tem como desvantagem o aumento significativo

do tempo de simulação. Por outro lado, obtém-se como vantagem a flexibilidade para imple-

mentação da amostragem de Lebesgue, bem como, possibilita simular sistemas com atrasos

variantes no tempo. Quando à utilização da segunda abordagem, tem-se como vantagem a re-

dução expressiva do tempo de simulação. Todavia, não possibilita simular sistemas com atrasos

variantes no tempo. Além disso, para simular a implementação da amostragem de Lebesgue, é

necessário estimar o valor dos intervalos de amostragem dos sensores, a cada ciclo de operação

do algoritmo de controle (COAC). O método para tal estimativa foi desenvolvido e apresentado

no capítulo anterior e é uma das contribuições desta tese.

Por fim, a prova de estabilidade é apresentada para o NCS com planta não submetida a

atrasos, mas amostrada com a técnica de amostragem por cruzamento de nível desenvolvida e

apresentada no Capítulo 5.

6.2 Metodologias de Projeto do NCS

A seguir é descrita cada etapa da metodologia desenvolvida para o projeto de um NCS, a partir

das técnicas de discretização apresentadas no Capítulo 4 desta tese:

(1) Levantamento das especificações de desempenho desejadas para a malha fechada do sis-

tema de controle nNCS. Um diagrama de blocos do sistema de controle não conectado

em rede de tempo contínuo (nNCSC) é mostrado na Figura 6.1.

−

+

er(t)r(t) u(t) y(t)Ca
G

A S
τc

k τa
k τs

k

Figura 6.1: Diagrama de blocos da topologia nNCSC com τk = τ
s
k + τ

c
k + τ

a
k = 0.

(2) Projeto da lei de controle para a topologia nNCSC sem considerar qualquer atraso, isto é

τk = 0, de forma que a resposta da malha fechada do sistema de controle nNCSC cumpra

as especificações de projeto. A lei de controle em questão pode ser obtida a partir da

utilização de qualquer técnica clássica de projeto de controlador, de forma a satisfazer os

requisitos de projeto pré-definidos.

(3) A partir do modelo dinâmico da planta, seja na forma de função transferência ou não, deve-

se obter sua representação em espaço de estados de tempo contínuo, o qual para a planta
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com atraso nulo é dada por

ẋp(t) = Apxp(t) + Bpu(t) (6.1)

y(t) = Cpxp(t) (6.2)

onde: Ap, Bp e Cp são as matrizes de estado da planta, xp(t) é o estado de tempo contínuo

da planta, y(t) é a saída de tempo contínuo da planta e u(t) é a saída de tempo contínuo

do controlador.

Quando a planta é submetida a atrasos, seu modelo em espaço de estados de tempo con-

tínuo é da forma:

ẋp(t) = Apxp(t) + Bpu(t − τk) (6.3)

y(t) = Cpxp(t) (6.4)

onde τk é o atraso de controle. Além disso, τk = τ quando for invariante no tempo. Nesta

tese o valor de τk é qualquer. Isto é, pode ser τk ≤ τs ou τk > τs com τs o PAS (invariante

no tempo), ou ainda, no caso de τk ≤ τsk ou τk > τsk com τsk o IAS (variante no tempo).

Na prática é frequente acontecer de τk > τs. Em face destas considerações os modelos

equivalentes discretos (MED) da planta onde o NCS opera sem perda de pacotes (SPP)

serão obtidos a seguir.

(3.1) MED da planta com τ = 0 com PAS invariante no tempo e o NCS opera SPP

Quando a planta não é submetida a atraso (τ = 0) e o NCS opera SPP, sua dinâmica

em espaço de estados é dada segundo as equações (6.1) e (6.2). Neste caso, um dos

modelos equivalentes discretos (MEDs) possíveis, para PAS invariante no tempo, é

obtido através da invariância ao degrau. Tal modelo é dado por:

xp(ts
k+1) = Φpxp(ts

k) + Γpu(ts
k) (6.5)

y(ts
k) = Cpxp(ts

k), (6.6)

onde

Φp = eApτs (6.7)

Γp =

∫ τs

0
eAp sdsBp (6.8)

com Ap, Bp e Cp dadas no modelo das equações (6.1) e (6.2).

(3.2) MED da planta com τ = 0 com IAS variante no tempo e o NCS opera SPP

Quando a planta não é submetida a atraso (τ = 0) e o NCS opera SPP sua dinâmica
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em espaço de estados é dada segundo as equações (6.1) e (6.2). Neste caso, um dos

MEDs possíveis, para o IAS variante no tempo, é obtido através da invariância ao

degrau. Tal modelo é dado por:

xp(ts
k+1) = Φp(τsk)xp(ts

k) + Γp(τsk )u(ts
k) (6.9)

y(ts
k) = Cpxp(ts

k), (6.10)

onde:

Φp(τsk ) = eApτsk (6.11)

Γp(τsk ) =
∫ τsk

0
eAp sdsBp (6.12)

com Ap, Bp e Cp dadas no modelo das equações (6.1) e (6.2).

(3.3) MED da planta com τk ≤ τs com PAS invariante no tempo e o NCS opera SPP

Quando a planta é submetida a um atraso de controle τk variante no tempo e menor

do que um período de amostragem dos sensores (PAS) τs, isto é, τk ≤ τs e o NCS

opera SPP, sua dinâmica de tempo contínuo em espaço de estados é dada pelas

equações (6.3) e (6.4). Neste caso, o MED obtido através da invariância ao degrau

é dado por:

xp(ts
k+1) = Φpxp(ts

k) + Γp0
(τk)u(ts

k) + Γp1
(τk)u(ts

k−1) (6.13)

y(ts
k) = Cpxp(ts

k), (6.14)

onde

Φp = eApτs (6.15)

Γp0
(τk) =

∫ τs−τk

0
eAp sdsBp (6.16)

Γp1
(τk) = eAp(τs−τk)

∫ τk

0
eAp sdsBp (6.17)

com Ap, Bp e Cp obtidas do modelo das equações (6.1) e (6.2). Foi mostrado no

Capítulo 4 que tal modelo não representa fisicamente o sistema de controle a ele

associado. Este modelo é válido apenas quando o atraso é invariante no tempo.

(3.4) MED da planta com τk ≤ τsk variantes no tempo e o NCS opera SPP

Quando a planta é submetida a um atraso de controle τk variante no tempo e menor

do que um intervalo de amostragem dos sensores (IAS) τsk , isto é, τk ≤ τsk e o

NCS opera SPP, sua dinâmica de tempo contínuo em espaço de estados é dada pelas
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equações (6.3) e (6.4). Neste caso, o MED obtido através da invariância ao degrau

é dado por:

xp(ts
k+1) = Φp(τsk )xp(ts

k) + Γp0
(τsk ,τk)u(ts

k) + Γp1
(τsk ,τk)u(ts

k−1) (6.18)

y(ts
k) = Cpxp(ts

k) (6.19)

onde:

Φp(τsk ) = eApτsk (6.20)

Γp0
(τsk ,τk) =

∫ τsk−τk

0
eAp sdsBp (6.21)

Γp1
(τsk ,τk) = eAp(τsk−τk)

∫ τk

0
eAp sdsBp (6.22)

com Ap, Bp e Cp obtidas do modelo das equações (6.1) e (6.2). Foi mostrado no

Capítulo 4 que tal modelo não representa fisicamente o sistema de controle a ele

associado. Este modelo é válido apenas quando o atraso e o IAS são invariantes no

tempo.

(3.5) MED da planta com τk > τs, PAS invariante no tempo e o NCS opera SPP

Quando a planta é submetida a um atraso de controle τk variante no tempo e maior

do que um período de amostragem dos sensores τs, isto é, τk > τs, sua dinâmica

de tempo contínuo em espaço de estados é dada pelas equações (6.3) e (6.4). Neste

caso, o MED obtido através da invariância ao degrau deve ser modificado. Desse

modo, se1

τk = (b − 1)τs + τ
′
k ⇒ bτs − τk = τs − τ′k (6.23)

com 0 < τ′k = τk − ⌊τk⌋ ≤ τs e b = ⌈τk/τs⌉ invariante no tempo, já que 0 < τ′k ≤ τs.

Nesta tese, será assumido que b é invariante no tempo, ou seja, a parte variante no

tempo do atraso τ′k é menor que ou igual a τs. Neste caso, τk = τi + τ
′
k, com τi sendo

a fração invariante no tempo do atraso de controle τk. Nestas condições, o MED da

planta com atraso invariante no tempo2 é dado por [ÅSTRÖM; WITTENMARK,

1997, p.40]:

xp(ts
k+1) = Φpxp(ts

k) + Γp0
(τ′k)u(ts

k − (b − 1)τs) + Γp1
(τ′k)u(ts

k − bτs) (6.24)

y(ts
k) = Cpxp(ts

k), (6.25)

1O símbolo ⌊·⌋ denota a função menor inteiro e o símbolo ⌈·⌉ denota a função maior inteiro. Exemplos: ⌊2,6⌋ = 2
e ⌈2,6⌉ = 3.

2Foi mostrado no Capítulo 4 que tal modelo não representa fisicamente o sistema de controle a ele associado.
Este modelo é válido apenas quando o atraso é invariante no tempo.
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onde
Φp = eApτs (6.26)

Γp0
(τ′k) =

∫ τs−τ′k

0
eAp sdsBp (6.27)

Γp1
(τ′k) = eAp(τs−τ′k)

∫ τ′k

0
eAp sdsBp (6.28)

Observação 6.1 (MED da Planta) Os MEDs da planta podem ser obtidos quando

o NCS opera sem perda de pacotes (SPP) ou quando o NCS opera com perda de

pacotes (CPP). Os modelos apresentados aqui foram para quando o NCS opera

SPP. Os detalhes sobre a dedução de tais modelos e sobre os modelos em si podem

ser vistos no Capítulo 4.

Observação 6.2 (MED da planta com atrasos variante no tempo) Foi mostrado

no Capítulo 4 que, embora os MED da planta com atrasos variantes no tempo

estejam corretos do ponto de vista matemático, tais modelos não representam fi-

sicamente os sistemas de controle a eles associados. Razão pela qual, quando o

sistema de controle for submetido a atrasos variantes no tempo sua simulação de-

verá ser realizada com algum método numérico como o de Runge-Kutta de quarta

ordem. Como mostrado no Capítulo 4, isto deve ser feito para minimizar os efeitos

da fase relativa presente no sistema de controle com atrasos variantes no tempo.

Tal resultado é mais uma contribuição desta tese.

(4) No tocante ao controlador, a seguir a metodologia de projeto é apresentada. Neste sentido,

serão apresentados os modelos equivalentes discretos (MEDs) do controlador obtidos no

Capítulo 4. Tais modelos, são para quando o controlador opera no modo GT, quando o

controlador opera no modo GET, assim como, para quando o controlador opera no modo

simultaneamente guiado a eventos e no tempo com condição inicial modificada (GETM).

Estes modelos foram obtidos a partir da representação dinâmica em espaço de estados de

tempo contínuo do controlador, apresentada nas equações seguintes:

ẋc(t) = Acxc(t) + Bcer(t) (6.29)

u(t) = Ccxc(t) + Dcer(t) (6.30)

onde: xc(t) é o estado do controlador, er(t) é o erro de referência, u(t) é a saída do contro-

lador, ambos na representação de tempo contínuo. E, Ac, Bc, Cc e Dc são as matrizes da

representação em espaço de estados do controlador.

(4.1) MED do controlador guiado no tempo
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Quando o controlador opera no modo GT seu modelo dinâmico é invariante no

tempo. Neste caso, o MED do controlador, apresentado nas equações (6.29) e (6.30)

obtido pelo método da invariância ao degrau é:

xc(tc
k+1) = Φcxc(tc

k) + Γcer(tc
k) (6.31)

u(tc
k) = Ccxc(tc

k) + Dcer(tc
k), (6.32)

onde

Φc = eAcτs (6.33)

Γc =

∫ τs

0
eAc sdsBc (6.34)

O sistema de controle com este controlador em operação e não submetido a atraso é

aqui denominado de sistema de controle não conectado em rede com o controlador

de tempo discreto ou digital (nNCSD). Além disso, quando o NCS opera com este

controlador com período de amostragem τs, invariante no tempo, e é submetido a

atrasos variantes no tempo, ele é aqui denominado de NCS com atrasos variantes no

tempo (NCSav).

(4.2) Modo GET de operação do controlador

Quando o controlador opera no modo GET a temporização do NCS não submetido

a perda de pacotes e com τk ≤ τs é como a apresentada na Figura 3.1. Neste caso, se

qualquer um dos atrasos de aquisição τs
k ou τs

k+1 ou os atrasos de comunicações sen-

sor controlador τsc
k ou τsc

k+1 variar o IAC τck será variante no tempo. A consequência

da variabilidade temporal dos atrasos e, por conseguinte, do IAC, é um controlador

cujas equações dinâmicas de tempo discreto são variantes no tempo. Razão pela

qual, os coeficientes das equações do controlador no domínio do tempo discreto

mudam a cada COAC.

A representação dinâmica de tempo discreto deste controlador é obtida a partir da

representação dinâmica de tempo contínuo definida pelas equações (6.29) e (6.30).

Dessa maneira, seu MED com IAC τck variante no tempo e determinado pelo Teo-

rema 3.1 é:

xc(tc
k+1) = Φc(τck )xc(tc

k) + Γc(τck )er(tc
k) (6.35)

u(tc
k) = Ccxc(tc

k) + Dcer(tc
k) (6.36)
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onde:

Φc(τck ) = eAcτck (6.37)

Γc(τck ) =
∫ τck

0
eAcsdsBc (6.38)

são variantes no tempo, desde que, τck seja variante no tempo, onde a variabilidade

temporal de τck é decorrente dos atrasos introduzidos no NCS pelos nós componen-

tes e pela rede de comunicação. Além disso, como a lei de controle é dependente do

IAC τck , o mesmo deve ser determinado a cada COAC. O IAC pode ser, ou medido a

partir do clock local do nó controlador, ou obtido a partir dos atrasos determinados3.

Por fim, o fato dos sinais y(t) e r(t) terem que ser amostrados simultaneamente força

o sincronismo entre os clocks dos nós sensores e controladores do NCS.

(4.3) Modo GETM do controlador

O modo GETM de operação do controlador é semelhante ao modo GET, com apenas

uma modificação na condição inicial do IAC do controlador. Daí o nome GETM,

M de modificado. Neste caso, a condição inicial do IAC τc0 pode ser menor, igual

ou maior que o PAS τs, isto é, τc0 < τs ou τc0 = τs ou τc0 > τs. O efeito de fazer

τc0 < τs é, evidentemente, o de tornar o primeiro COAC mais rápido, uma vez que,

quanto menor for o valor de τc0 mais próximo da borda do disco unitário estarão os

pólos do primeiro COAC do controlador. Já o efeito de fazer τc0 > τs é contrário ao

de fazer τc0 < τs. Desse modo, quando τc0 > τs o primeiro COAC é mais lento, uma

vez que, quanto maior for o valor de τc0 mais no centro do disco unitário estarão

os pólos do primeiro COAC do controlador. A consequência disso é a redução do

overshoot da RDU do NCS.

(5) Resolvidas as questões inerentes ao projeto do controlador de cada NCS e verificado o

comportamento resultante em malha fechada de um deles submetidos a atrasos, deve-se

interligar os nós componentes de cada sistema de controle, através da rede de comunica-

ção. Evidentemente, a depender dos modos de operação dos nós componentes de cada

NCS, uma atenção especial deve ser dada ao projeto global dos diversos NCSs, de forma

a se estabelecer as devidas garantias de cumprimento das restrições temporais impostas

por cada um deles. Tal aspecto não é um dos objetivos desta tese.

(6) Neste sentido, um projeto global cuidadoso deve ser realizado, quando os nós sensores e

controladores dos NCSs forem projetos para operar no modo GT. Embora, esta seja uma

área de estudo emergente e extremamente fértil, não é objeto desta tese. Exemplos de

3Uma das técnicas, comumente, utilizadas para a determinação de atrasos em sistemas distribuídos é a técnica
de timestamping [JOHANNESSEN, 2004; IEEE, 2009].
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abordagens utilizadas para a realização destes projetos são baseadas em tempos de res-

postas fim a fim, como é o caso da margem de jitter [CERVIN, 2004], e das metodologias

baseadas em co-projeto [BRANICKY, 1995; CERVIN, 2003].

Observação 6.3 (MEDs da Planta e do Controlador) Os MEDs da planta e do controlador

podem ser obtidos diretamente das funções de transferências de tempo contínuo da planta G(s)

e do controlador Ca(s) do nNCS, tanto para um sistema de controle SISO (Single Input Single

Output), quanto para um sistema controle MIMO (Multiple Input Multiple Output).

Observação 6.4 (Modos de operação dos nós controladores e atuadores) Fazer o intervalo

de amostragem do controlador variar de acordo com as variabilidades da sequência de ins-

tantes {tc
k} é uma das inovações trazidas por esta tese. Em geral, na literatura é feito variar o

intervalo de amostragem dos sensores, de forma a se obter o que se denomina de amostragem

aleatória [KALMAN, 1957; KALMAN; BERTRAM, 1959], também chamada de amostragem de

Lebesgue [ÅSTRÖM; BERNHARDSSON, 2002]. Neste caso, entre outras vantagens, obtém-se,

a redução da variância do sinal de saída do NCS [ÅSTRÖM; BERNHARDSSON, 1999], assim

como, redução do tráfego de pacotes na rede, uma vez que, quando se utiliza a amostragem de

Lebesgue, menos pacotes de dados serão gerados pelos nós sensores [ÅRZÉN, 1999]. Por con-

seguinte, abordar o problema dos NCSs sobre a ótica variante no tempo, como já enfatizado,

tem vantagens, as quais já foram destacadas em várias publicações relativas ao assunto [MC-

CANN, 2004; ÅSTRÖM, 2007; XU; CAO, 2007; HENNINGSSON, 2008; HEEMELS, 2008;

QAISAR, 2009]. Vantagens estas que se tornarão ainda maiores quando os NCSs operarem

com IAC, IAA e IAS variantes no tempo. Com o desenvolvimento da amostragem por cruza-

mento de nível, apresentada no Capítulo 5, agora é possível fazer o IAS variante no tempo, o

que é outra contribuição desta tese.

6.3 Simulação dos NCSs

A simulação dos NCSs é realizada com a planta representada nos domínios dos tempos contínuo

e discreto.

6.3.1 NCSs com a planta no domínio do tempo contínuo

A simulação do NCS é realizada para controle de um processo que pode ser SISO (Single

Input Single Output) ou MIMO (Multiple Input Multiple Output). Além disso, este programa

permite simular NCS com o nó controlador operando nos modos GE, GT, GET e GETM. Seu

fluxograma é mostrado na Figura 6.2 [SILVA; LIMA, 2008].
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Figura 6.2: Fluxograma do programa para simulação do NCS com a planta no domínio do
tempo contínuo.

Seguindo a ordem do fluxograma, ao iniciar a execução do programa (bloco iniciar), deve-se

definir o valor de τs. Em seguida, deve-se definir o modelo de geração de atrasos para os atrasos

presentes no NCS, sobretudo, dos atrasos de comunicação τsc
k e τca

k , introduzido pela rede de

comunicação, durante a transmissão dos pacotes. Seguindo a deixa de Walsh [WALSH., 2002],

o modelo de transferência de pacotes, ou equivalentemente dos atrasos dos pacotes que trafegam

pela rede de comunicação, é representado por um processo de Poisson [PAPOULIS, 1991, p.57]

de média4 µ = 1/τs e de λ amostras esperadas na unidade de tempo (1 segundo).

4A depender da quantidade de diferentes valores de atraso que se deseja, o valor dessa média pode ser modifi-
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Dessa maneira, a probabilidade de k eventos de transmissão de pacotes ocorrer na unidade de

tempo é dada por P(k) = µke−µ/k!. A função do MatLab de=poisspdf(a1,µ), com a1=1:LIpoiss

para Ipoiss=0:τs:1 e LIpoiss=length(Ipoiss), retorna um vetor de pontos obtidos segundo um

processo de Poisson. O valor de cada coordenada desse vetor deve satisfazer as condições pré-

estabelecidas para o atraso, isto é: τk ≤ τs ou τk > τs e também se adequar às especificações do

tempo mínimo de resposta para transmissão de um pacote na rede.

Quando a execução do programa alcança o laço principal, a saída da planta (no fluxograma:

Calcule y(t)) é calculada pelo método numérico de Runge-Kutta de quarta ordem [PRESS, 2002,

p.716] com um intervalo de tempo incremental tinc a ser definido. A definição de tinc deve ser

feita com base na menor granularidade de tempo do sistema. Em algumas simulações o valor

de tinc foi feito igual a 50 µs, isto é, tinc = 50 µs, em outras tinc = 5 µs. A partir desse instante, é

fundamental observar o fluxograma do programa juntamente com a Figura 2.9. A obtenção dos

atrasos de comunicação (no fluxograma: Obtenha τsc
k e τca

k ) é realizada de forma aleatória5, a

cada τs ou τsk segundos. Ao final do tempo de simulação tmax os resultados obtidos são plotados

e apresentados em gráficos. As simulações dos NCSs com algum parâmetro variante no tempo

(atraso ou intervalos de amostragem) apresentadas nesta tese foram realizadas como descrito

nesta subseção. A razão para tal foi apresentada no Exemplo 4.3.

Observação 6.5 (Modelo de atrasos de comunicação) Embora se tenha utilizado um processo

de Poisson como modelo de atraso de τsc
k e τca

k para a realização das simulações, os modelos

de temporizações dos NCSs e dos controladores discretos obtidos são suficientemente gerais e

suportam qualquer modelo de atraso. Dessa maneira, na prática, quando os NCSs estiverem

em funcionamento os valores dos atrasos na simulação, gerados pelo bloco modelo de geração

de atrasos, devem ser substituídos pelos valores reais de τsc
k e τca

k , determinados durante a

operação do NCS.

Observação 6.6 (Medição de atrasos) A necessidade de medição de τsc
k e τca

k , via técnicas,

por exemplo de timestamping, implica na necessidade de sincronismo global entre os clocks das

CPUs dos nós componentes. Entretanto, o sincronismo global exato, sem erros, é impossível de

ser realizado [LAMPORT, 1978]. Na prática, o sincronismo pode ser obtido quando se admite

uma faixa de tolerância ao erro, dentro de limites aceitáveis, que não venham a comprometer o

bom funcionamento do NCS ou do sistema distribuído que se deseja implementar. Atualmente

se consegue medir atrasos com a técnica de timestamping com precisão de 1 ns [IEEE, 2009].

Taxa esta que é tão pequena que pode-se dizer exata naquilo que concerne ao universo dos

NCSs.

cado, conforme ficará evidente nos exemplos numéricos da próxima seção.
5A obtenção dos atrasos τsc

k e τca
k de forma aleatória, para o caso particular da distribuição de Poisson, pode ser

realizada no MatLab utilizando-se o comando de(round(rand(1,1)*(length(de)-1)+1)).
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6.3.2 NCSs com a planta no domínio do tempo discreto

A simulação do NCS com a planta no domínio do tempo discreto é realizada segundo o fluxo-

grama mostrado na Figura 6.3. Neste caso, enquanto t ≤ tmax, a cada τs ou τsk segundos y(ts
k),

er(tc
k) e u(tc

k) são calculados utilizando suas respectivas equações. Das simulações apresentadas

nesta tese apenas aquelas em que o NCS não apresenta parâmetros variantes no tempo foram

realizadas como descrito nesta subseção.

Início

Modelo de gera-

ção de atrasos

Plota
Gráficos

t > tmax

t ≤ tmax

t = t + (ts
k+1 − ts

k)

Obtenha
er(tc

k) e u(tc
k)
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y(ts

k)

Obtenha

τk
Fim

Figura 6.3: Fluxograma do programa para simulação do NCS com planta de tempo discreto.

6.3.3 Detalhes do funcionamento do nó controlador

Quando um sistema de controle em rede é colocado em funcionamento uma sequência de ta-

refas é executada em cada nó componente. De forma global, a repetição da execução de tais

sequências de tarefas ao longo do tempo dita o comportamento temporal do NCS. Para o caso

de um NCS com nó sensor GT e nós controlador e atuador GEs ou GETs, com τk ≤ τs, em que

não ocorra perdas de pacotes, o comportamento temporal global do NCS é apresentado na parte

superior da Figura 6.4. Na parte inferior desta figura é ilustrado o comportamento temporal do

k−ésimo COAC do NCS, cuja sequência de tarefas executadas no nó controlador é detalhado e

apresentado.

Pode-se observar, na parte inferior da figura, que o k−ésimo COAC é iniciado no instante

t = ts
k, quando no nó sensor a tarefa de aquisição de dados é ativada. No instante t = ts

k + τ
s
k é

finalizada a execução da tarefa de aquisição de dados com o empacotamento e o armazenamento
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Figura 6.4: Parte superior - diagrama de temporização do NCS, topologia S-C-A, ilustrando
os instantes de execução das tarefas de aquisição, execução da lei de controle e atuação; assim
como, a transferência dos pacotes de dados do nó sensor para o nó controlador e deste para o nó
atuador e suas relações de precedência temporal para três COAC. Parte inferior - detalhamento
das tarefas executadas no nó controlador durante o k−ésimo COAC.

destes dados no buffer de transmissão do nó sensor. A partir de então, inicia-se o processo de

transmissão dos mesmos, via rede de comunicação, do nó sensor para o nó controlador. No

instante t = ts
k+τ

s
k+τ

sc
k = tc

k o pacote de dados proveniente do nó sensor chega ao nó controlador

e é armazenado no buffer de entrada deste. Como o nó controlador é GE, ou GET, ou GETM, a

chegada deste pacote de dados no mesmo gera uma interrupção, a qual ativa uma sequência de

tarefas a serem nele executadas.

A primeira destas tarefas é a de calcular o valor do erro de referência er(tc
k). Isto é feito a

partir dos dados provindos do nó sensor y(ts
k − τ

sc
k ) e do sinal de referência r(ts

k − τ
sc
k ). Como

ilustrado na Figura 6.4, seu tempo de execução é τc
k1

.

A segunda tarefa é determinar o valor do intervalo de amostragem do controlador τck . Neste

caso, seu tempo de execução é τc
k2

, como ilustrado na Figura 6.4. Para tal, relativamente ao

modo de operação do nó controlador, duas particularidades devem ser consideradas. A primeira

delas diz respeito a quando o nó controlador é guiado a eventos (GE) e a segunda, quando o nó

controlador é simultaneamente guiado a eventos e no tempo (GET). Quando o nó controlador

é guiado a eventos seu clock não é sincronizado por um clock global. Portanto, não é possível

determinar o valor de τsc
k . Também não é possível determinar τck , uma vez que, para se determi-

nar τck é necessário determinar antes τsc
k e τsc

k+1, o que não é possível, já que os clocks não estão

sincronizados e já que τsc
k+1 ainda está por ocorrer. Desse modo, é possível determinar apenas

τck−1 utilizando-se o próprio clock local, para medir o tempo transcorrido entre os dois últimos
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instantes de amostragem do nó controlador tc
k−1 e tc

k, isto é, τck−1 = tc
k − tc

k−1.

Por outro lado, quando o nó controlador opera no modo GET, seu clock é sincronizado por

um clock global, o que torna possível determinar τsc
k . Entretanto, ainda assim, não é possível

determinar τck , uma vez que, para determinar τck o valor de τsc
k+1 deve ser previamente conhe-

cido. Neste caso, não é possível utilizar as expressões deduzidas nos teoremas apresentados

no Capítulo 3 para se determinar τck . A menos que se utilize alguma técnica de predição para

estimar o valor de τsc
k+1 ou, diretamente, o valor de τck .

A terceira tarefa é calcular o valor das matrizes de estado do controlador de tempo discreto:

Φ(τck ), Γ0(τck ) e Γ1(τck ). O tempo de execução desta tarefa é τc
k3

. A quarta tarefa é a de calcular

o estado do controlador xc(tc
k+1) e a saída do controlador u(tc

k). O tempo de execução desta

tarefa é τc
k4

. Finalmente, a quinta tarefa é a de armazenar u(tc
k) no buffer de transmissão do nó

controlador. Seu tempo de execução é de τc
k5

.

Obviamente, da discussão precedente, o valor de τc
k é a soma do tempo de execução das

cinco tarefas precedentemente apresentadas. Por conseguinte, seu valor é:

τc
k = τ

c
k1
+ τc

k2
+ τc

k3
+ τc

k4
+ τc

k5
(6.39)

Quando t = ts
k + τ

s
k + τ

sc
k + τ

c
k = tc

k + τ
c
k o pacote de dados a ser transmitido do nó controlador

para o nó atuador está pronto para ser transmitido e encontra-se no buffer de transmissão do nó

controlador. A partir de então, transcorrido o intervalo de tempo τca
k , quando t = ta

k o pacote

de dados proveniente do nó controlador chega ao nó atuador. Neste instante uma interrupção

é gerada no nó atuador, a qual é a responsável pela inicialização da tarefa de execução das

conversões D/A realizadas no mesmo. Terminada tais conversões o sinal de controle contínuo

u(t− τk) é aplicado nas entradas da planta. No instante t = ts
k+1 termina o k−ésimo COAC e tem

inicio o (k + 1)−ésimo COAC e todo o processo aqui descrito se repete.

Observação 6.7 Quando o nó controlador é GT o instante de início de execução da lei de

controle tc
k é previamente definido na fase de projeto do NCS. Tal fato, resulta em algumas

implicações. A primeira delas é que quando o pacote de dados proveniente do nó sensor chega

no buffer de entrada nó controlador nada ocorre até o instante t = tc
k. Consequentemente, o

atraso τsc
k e o IAC τck passam a ser invariantes no tempo. Neste caso, as matrizes Φc(τck ) e

Γc(τck ), antes variantes no tempo, passam a ser invariantes no tempo e, portanto, são reescritas

como Φc, Γc, cuja consequência é uma lei de controle invariante no tempo. Isso elimina a

necessidade de determinar τck e τsc
k , bem como, de recalcular as matrizes Φc e Γc. Portanto, as

cinco tarefas executadas no nó controlador se reduzem a três. A segunda e a terceira tarefas

passam a não mais existir.
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6.4 Exemplos numéricos

Doravante serão apresentados vários exemplos de NCSs. Para cada exemplo, os dados relati-

vos aos indicadores de desempenho da resposta ao degrau unitário (IDRDU) são levantados e

analisados. Além disso, os gráficos de todas as respostas ao degraus unitários (RDUs) de cada

exemplo são plotados uns sobre os outros.

6.4.1 Planta de fase mínima

De posse das funções de transferências de tempo contínuo da planta G(s) e do controlador Ca(s)

pré-projetado para um sistema de controle não conectado em rede (nNCS - sigla em inglês

para nonnetworked control system), deve-se obter seus modelos equivalentes de tempo discreto

conforme apresentado na Seção 6.2. Para o exemplo em questão tais funções de transferência

são [CERVIN, 2003].

G(s) =
1000

s(s + 1)
(6.40)

Ca(s) = 1,5
(

1 +
0,035s

1 + 0,0035s

)

(6.41)

cujas matrizes da representação em espaço de estados da planta Ap, Bp e Cp do modelo apre-

sentado nas equações (6.1) - (6.2) e do controlador Ac, Bc, Cc e Dc do modelo apresentado nas

equações (6.29) - (6.30) são:

Ap =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

−1 0

1 0

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

, Bp =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

32

0

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

e Cp =
[

0 31,25
]

(6.42)

Ac = −285,7143, Bc = 64, Cc = −66,9643 e Dc = 16,5. (6.43)

MED da planta

Quando a planta não é submetida a atraso (τ = 0) seu modelo em espaço de estados de tempo

contínuo é dado segundo as equações (6.1) e (6.2). Neste caso, o MED é dado nas equações

(6.5) - (6.8), com:

Φp = eApτs =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

e−τs 0

1 − e−τs 1

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

(6.44)

Γp =

∫ τs

0
eAp sdsBp = 32

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

1 − e−τs

−1 + τs + e−τs

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

(6.45)



Capítulo 6. Metodologias de projeto, resultados e estabilidade dos NCSs 212

com Ap, Bp e Cp dadas na equação (6.42).

MED do controlador

Quando o controlador opera no modo GT seu modelo dinâmico de tempo contínuo e invariante

no tempo é apresentado nas equações (6.29) e (6.30). Neste caso, o MED invariante no tempo

é apresentado nas equações (6.31) - (6.34), com:

Φc = eAcτs = e−285,7143τs (6.46)

Γc =

∫ τs

0
eAcsdsBc =

64
285,7143

(

1 − e−285,7143τs
)

(6.47)

com Ac, Bc, Cc e Dc dadas na equação (6.43).

Quando o controlador opera no modo GET seu modelo de tempo discreto também é obtido

da representação dinâmica de tempo contínuo dada nas equações (6.29) e (6.30). Neste caso,

seu MED com IAC τck variante no tempo e determinado pelo Teorema 3.1 é dado segundo as

equações (6.35) - (6.38), com:

Φc(τck ) = eAcτck = e−285,7143τck (6.48)

Γc(τck ) =
∫ τck

0
eAcsdsBc =

64
285,7143

(

1 − e−285,7143τck

)

(6.49)

variantes no tempo e com Ac, Bc, Cc e Dc dadas na equação (6.43).

Quando o controlador opera no modo GET com condição inicial modificada (GETM) toda

a formulação matemática é como a do controlador operando no modo GET. A condição inicial

do IAC operando no modo GETM é τc0 = 2,0τs + τ
sc
0 .

Observação 6.8 (Não causalidade do IAC GET) É relevante destacar que a expressão do IAC

τck = τs + τ
s
k+1 + τ

sc
k+1 − τs

k − τsc
k quando o controlador opera no modo GET, Teorema 3.1, é não

causal [SILVA; LIMA, 2018]. Isto é, para determinar τck é necessário conhecer o valor dos

atrasos τs
k+1 e τsc

k+1, os quais ainda estão por ocorrer. Do ponto de vista prático este problema

pode ser superado trocando o índice k por k − 1 nos termos do lado direito da igualdade

da expressão de τck . Com isto, tal expressão passa a ser causal e, portanto, dada por τck =

τs + τ
s
k + τ

sc
k − τs

k−1 − τsc
k−1.

Simulação - topologia S-C-A

Seguindo a deixa de Walsh [WALSH., 2002], o modelo de transferência de pacotes, ou equiva-

lentemente dos atrasos τsc
k e τca

k dos pacotes de dados que trafegam pela rede de comunicação,

é representado por um processo de Poisson [PAPOULIS, 1991, p.57] de média µ = 1/τs e de

λ amostras esperadas na unidade de tempo (1 segundo). Dessa maneira, a probabilidade de k



Capítulo 6. Metodologias de projeto, resultados e estabilidade dos NCSs 213

eventos de transmissão de pacotes ocorrerem na unidade de tempo é dada por P(k) = µke−µ/k!.

A partir desta equação pode-se obter um vetor de pontos. Cada ponto deste vetor6 representa

um atraso de comunicação do NCS. O valor de cada coordenada desse vetor deve satisfazer as

condições pré-estabelecidas para o atraso, isto é: τk ≤ τs ou τk > τs e também deve se adequar

às especificações do tempo mínimo de resposta para transmissão de um pacote de dados na rede.

Assim, para o exemplo em questão, foi assumido que: τk ≤ τs, τs = 2,0 ms, τs
k = τ

c
k = τ

a
k = 50

µs. Além disso, os atrasos máximos e mínimos de comunicação sensor controlador, respecti-

vamente, denotados por τsc
kmax

e τsc
kmin

e controlador atuador, respectivamente, denotados por τca
kmax

e τca
kmin

são τsc
kmax
= τca

kmax
= 0,915 ms e τsc

kmin
= τca

kmin
= 51,46 µs. O método numérico utilizado

para integrar o modelo contínuo da planta foi o método Runge-Kutta de quarta ordem [PRESS,

2002, p.716]. O passo de integração utilizado para implementar tal método foi de 50 µs.

Tratamento Estatístico

Para o levantamento dos dados estatísticos para verificação do comportamento das RDU do

NCS, topologia S-C-A, com controlador operando nos modos apresentados, foi realizado um

experimento simulado. Tal experimento foi realizado para o exemplo que vem sendo utilizado

nesta tese. O número de simulações (RDU) Cn
p a que o NCS foi submetido é dado por

Cn
p =

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

n

p

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

=
n!

p!(n − p)!
(6.50)

onde: n é o número de diferentes valores dos possíveis atrasos de controle ao qual o NCS é

submetido e p é o número de parâmetros variantes no tempo do NCS. Para todos os exemplos o

PAS é invariante no tempo, consequentemente o número de simulações da RDU foi obtido para

p = 3, sendo τk, τck e τak os parâmetros variantes do tempo do NCS.

NCS com p = 3

Quando τk, τck e τak , ∀k ∈ Z+ são considerandos os parâmetros variantes no tempo do NCS

tem-se que p = 3. Como o número de diferentes valores de atrasos é n = 22, para p = 3

resulta que C22
3 = 1.540. Isto significa que o NCS foi submetido a 1.540 simulações, ou 1.540

transitórios (RDUs). As 1.540 RDUs do NCS são apresentadas sobrepostas umas às outras

na Figura 6.5. Nesta figura também são apresentadas sobrepostas às 1.540 RDUs do NCS,

as RDUs do nNCS de tempo contínuo (nNCSC) e do nNCS de tempo discreto (nNCSD). A

sobreposição das 1.540 RDUs, obtida com o NCS submetido à sequência de atrasos como a

ilustrada na Figura 6.5a, são apresentadas nas Figuras 6.5b abordagem NCSav, 6.5c abordagem

6A função do MatLab de=poisspdf(a1,µ), com a1=1:LIpoiss para Ipoiss=0:τs:1 e LIpoiss=length(Ipoiss), re-
torna um vetor de pontos obtidos segundo um processo de Poisson [SILVA; LIMA, 2008].



Capítulo 6. Metodologias de projeto, resultados e estabilidade dos NCSs 214

GET e 6.5d, abordagem GETM. Para este cenário, os IDRDU são apresentados e comparados

na Tabela 6.2. Os valores médios e os desvios padrões (DP) dos IDRDU do NCS, assim como,

os valores máximos e mínimos de tais indicadores obtidos nesse experimento são apresentados

na Tabela 6.1. A condição inicial do IAC utilizado na abordagem GETM foi de τc0 = 2,0τs+τ
sc
0 ,

com τs = 2,0 ms.
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Figura 6.5: (a) Sequência de atrasos {τs
k,τ

sc
k ,τ

c
k, τ

ca
k , τ

a
k} de uma RDU. (b) 1.540 RDUs da abor-

dagem NCSav com a sobreposição das RDUs do nNCSC e do nNCSD; (c)1.540 RDUs da
abordagem GET com a sobreposição das RDUs do nNCSC e do nNCSD; (d) 1.540 RDUs da
abordagem GETM com a sobreposição das RDUs do nNCSC e do nNCSD.

Tabela 6.1: Valores médios, máximos e mínimos e desvios padrões dos indicadores da resposta
ao degrau dos NCSs submetidos a 1.540 transitórios (planta de fase mínima).

I NCSav GET GETM

R Má- Mí- Mé- Des. Má- Mí- Mé- Des. Má- Mí- Mé- Des.

D nNCSC nNCSD ximo nimo dia Pad. ximo nimo dia Pad. ximo nimo dia Pad.

Mp 0,236 0,274 0,424 0,029 0,224 0,0623 0,378 0,079 0,222 0,0455 0,252 0,000 0,048 0,0489
tp 0,051 0,036 0,051 0,034 0,038 0,0021 0,044 0,034 0,038 0,0015 0,250 0,036 0,100 0,0907
tr 0,022 0,020 0,028 0,015 0,018 0,0019 0,024 0,015 0,018 0,0014 0,063 0,017 0,027 0,0068
ts 0,117 0,120 0,142 0,066 0,123 0,0090 0,140 0,092 0,124 0,0065 0,128 0,032 0,076 0,0237

Pode-se observar que as RDUs das abordagens GET e GETM apresentam overshoots me-

nores que as demais. De um modo geral, no experimento estatístico fica evidenciado que na

abordagem GETM os IDRDUs são melhores que os IDRDUs das abordagens NCSav e GET,

como ilustrado na Tabela 6.2. Além disso, para a abordagem GETM dois IDRDUs merecem

destaque: o overshoot e o tempo de estabelecimento. Pode-se observar que em 100% das RDUs

os overshoots das RDUs da abordagem GETM foram inferiores aos overshoots das RDUs das

abordagens NCSD, NCSav e GET e em 98,87% das vezes os overshoots das RDUs da aborda-

gem GETM foram inferiores ao overshoot da RDU do sistema de controle de tempo contínuo
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não submetido a atraso (nNCSC). E cerca de 98,0% das vezes os tempos de estabelecimentos

foram menores nas RDUs da abordagem GETM em relação aos tempos de estabelecimentos das

abordagens nNCSC, nNCSD, NCSav e GET. O que evidencia que tal abordagem proporciona

melhores resultados que as demais.

Tabela 6.2: Porcentagem (%) e frequência (freq) de ocorrência dos indicadores da resposta ao
degrau dos NCSs submetidos a 1.540 transitórios (planta de fase mínima).

Comparação Overshoot Tempo de Tempo de Tempo de esta-

dos Mp pico tp subida tr belecimento ts

IRD freq % freq % freq % freq %

NCSav≤nNCSC 857 55,65 1.539 99,94 1.480 96,10 0 0,00
NCSav≤nNCSD 1.198 77,79 167 10,84 1.247 80,97 482 31,30
GET≤nNCSC 895 58,12 1.540 100,00 1.532 99,48 267 17,33
GET≤nNCSD 1.364 88,57 131 8,51 1.346 87,40 384 24,93
GET≤NCSav 920 59,74 867 56,30 660 42,86 825 53,57
GETM≤nNCSC 1.538 98,87 964 62,60 405 26,30 1.521 98,77
GETM≤nNCSD 1.540 100,00 0 0,00 137 8,90 1.533 99,55
GETM≤NCSav 1.540 100,00 0 0,00 0 0,00 1.510 98,05
GETM≤GET 1.540 100,00 0 0,00 0 0,00 1.531 99,42

Aspectos teóricos práticos das abordagens propostas

A abordagem na qual o NCS opera com controlador no modo GET ou GETM é adaptativa, uma

vez que, o IAC é atualizado em tempo de execução. Isto é, o IAC de tempo discreto muda de

valor a cada COAC.

Do ponto de vista teórico não há dúvidas que existem ganhos com a abordagem proposta,

uma vez que, os problemas decorrentes dos atrasos variantes no tempo são, em geral, ameniza-

dos/suprimidos.

Por outro lado, do ponto de vista prático, ainda não existem soluções comerciais de hard-

ware, como CLPs (Controladores lógicos programáveis), com os quais se possa implementar

as abordagens GET ou GETM propostas. Fato este justificado pela inexistência no mercado, de

CLPs que operem com intervalos de amostragem variantes no tempo. Neste caso, implemen-

tações específicas podem ser desenvolvidas utilizando-se microcontroladores, DSPs (Digital

Signal Processors) ou computadores.

Outro fator que poderia ser crítico na implementação das abordagens GET e GETM é re-

lativo ao cumprimento da hipótese de sincronismo dos clocks presentes nos nós componentes.

Todavia, isto não se constitui um problema, uma vez que, a especificação do tempo máximo

necessário para o estabelecimento do sincronismo de clocks em uma rede de comunicação é

ínfimo em relação aos atrasos do NCS. Em termos quantitativos, por exemplo, para a rede CAN

(Controller Area Network) [BOSCH, 1991], este tempo é igual ao tempo de transferência de um

bit. Isto significa que para a máxima taxa de transferência da rede CAN, que é de 1 Mbps, este

tempo é de 1 µs. Já o padrão IEEE 1588 estabelece o sincronismo para redes de área local, in-
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clusive para a rede Ethernet, com precisão de 1 ns [IEEE, 2009, p.C1]. Dessa maneira, do ponto

de vista tecnológico, a hipótese de sincronismo é facilmente satisfeita, não se constituindo por-

tanto, em um problema ou limitação para a implementação física de um NCS. Complementar

a tais fatos, sabe-se que a maioria das aplicações de controle tem requisitos, relativos à taxa de

amostragem, satisfeitos para períodos de amostragem da ordem de milissegundos, o que para

os casos supracitados representam algo em torno de milhares, ou até milhões, de vezes maior

que o tempo de sincronismo da rede de comunicação.

6.5 Resultados experimentais

Os resultados experimentais aqui apresentados têm o propósito de confirmar experimentalmente

os efeitos do conceito de fase relativa introduzido no Capítulo 4, Seção 4.9, desta tese.

6.5.1 A plataforma experimental

O diagrama esquemática da plataforma experimental com simulador hardware in the loop utili-

zada para realização do experimento controlado do NCS, topologia S-CA, é ilustrada na Figura

6.6. Tal plataforma é composta pelos nós sensor, controlador e atuador, um microcomputador

(simulador hardware in the loop), uma fonte de tensão DC de 12 volts, barramentos de comu-

nicação CAN e RS232 e cabos de alimentação. Fisicamente, os nós controlador e atuador são

implementados em uma única placa com microcontrolador PIC16F876A, razão pela qual tais

nós aparecem juntos e envolvidos por uma linha tracejada.

Serial
RS232

Serial
RS232

Simulador Hardware
in The Loop

Barramento CAN

Fonte de Tensão:

12 VDC

Nó SensorNó ControladorNó Atuador

Cabo de alimentação

Figura 6.6: Representação da plataforma experimental para simulação e teste em tempo real de
NCSs com barramento CAN e topologia S-CA.

As duas placas nas quais são implementados os nós sensor e controlador atuador contém

o microcontrolador PIC16F876A, o qual possui interfaces RS232 e CAN. Estas placas são
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alimentadas em 12 VDC. As interfaces RS232 são utilizadas para interligar as placas ao mi-

crocomputador (Simulador Hardware in The Loop), com sistema operacional em tempo real

Linux/RTAI (Real-Time Aplication Interface), a uma taxa de 115.200 bits/s. Já as setas que

aparecem na figura indicam o fluxo de dados. Os nós sensor e controlador são interligados via

barramento CAN a uma taxa de 1 Mbits/s como ilustrado no diagrama da Figura 6.6. A planta

é executada no microcomputador com método de Runge-Kutta de quarta ordem, cujo passo de

cálculo é de 100 µs. Os software embarcados nos microcontroladores e no microcomputador

foram escritos em linguagem C. Por fim, uma foto da plataforma experimental é apresentada na

Figura 6.7. Mais detalhes sobre ela podem ser encontrados em [Sá, 2016, p.170].

Serial RS232

Serial RS232

Barramento CAN

12 VDC

Nó Sensor

Nó Controlador
e Nó Atuador

Figura 6.7: Plataforma experimental - NCS topologia S-CA.

6.5.2 O experimento realizado

O experimento realizado foi para o exemplo do Servo DC, o qual já foi utilizado nos Capítulos

1, 4 e 6. O exemplo em questão foi reproduzido experimentalmente para a topologia S-CA, com

PAS τs de 5,0 ms. A razão para a utilização de τs = 5,0 ms foi de ordem prática, para tornar

viável o experimento com a plataforma experimental disponível. Neste caso, para o sistema

de controle não conectado em rede via computador (nNCSvc) o PAC τc também é de 5,0 ms.

O tempo de execução do algoritmo de controle τc
k foi medido utilizando o osciloscópio, como
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ilustrado na Figura 6.8a. Para tal, imediatamente antes de executar a rotina do algoritmo de

controle um pino de saída digital da placa onde foi implementado o nó controlador era setado

para o estado lógico 0. Assim que a execução da rotina de controle era finalizada, este pino era

setado para o estado lógico 1. O valor medido de τc
k foi de 578 µs, o qual foi aproximando para

0,58 ms. Obviamente, o intervalo de tempo entre duas execuções do algoritmo de controle é

justamente o PAC. Seu valor de 5,0 ms também foi verificado na medição com osciloscópio e é

apresentado na Figura 6.8b. Os valores dos atrasos τs
k e τa

k são: τs
k = τ

a
k = 0,36 ms. Vale salientar

aqui que os valores dos atrasos τs
k e τa

k são grandes devido à baixa velocidade de transferência

de dados da porta RS232 utilizada, que mesmo operando na taxa máxima permitida, 115.200

bits/s, ainda é lenta.

τck = 578,0 µs

(a)

τc = 5,0 ms τck = 578,0 µs

(b)

Figura 6.8: Telas do osciloscópio mostrando a medição: (a) execução do algoritmo de controle
τc

k; (b) período de amostragem do controlador τc entre duas execuções do algoritmo de controle
da implementação do sistema de controle não conectado em rede via computador (nNCSvc).

Por fim, estabeleceu-se o valor do atraso sensor controlador τsc
k . Para tal, verificou-se que o

tempo para transmitir uma mensagem pela rede CAN, à taxa de 1 Mbits/s, foi de 92 µs7. Valor

este aproximado para 100 µs. Tal aproximação foi feita devido o passo de integração do método

de Runge-Kutta de quarta ordem, utilizado para integrar a planta, ter sido de 100 µs. Desse

modo, como 92 < 100, o valor da transferência de um pacote pela rede CAN, que é de 92 µs,

foi assumido como sendo de 100 µs. Portanto, o atraso sensor controlador τsc
k mínimo foi de

100 µs.

Além disso, como o experimento realizado foi planejado para ser controlado, τsc
k assumiu

apenas dois valores: 100 µs ou 0,1 ms e 2.700 µs ou 2,7 ms. Quando o valor de τsc
k = 0,1 ms, a

rotina de controle foi executada imediatamente, assim que o pacote de dados proveniente do nó

sensor alcançasse o nó controlador. Já quando o valor de τsc
k = 2,7 ms, os dados provenientes

7Um dos comprimentos de mensagem de dados da rede CAN é de 92 bits. Destes, 32 bits, ou 4 bytes, são de
dados e os demais bits são bits de sinais e de controle [Sá, 2016, p.219].
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do nós sensor eram “segurados” no nó controlador até transcorrer o atraso desejado de 2,7 ms.

Só então, a rotina de controle era executada. A partir dos dois valores de τsc
k , estabeleceu-se

duas sequências de atrasos sensor controlador {τsc
k } específicas: {0,1, 2,7, 0,1, 2,7, · · · } ms e

{2,7, 0,1, 2,7, 0,1, · · · } ms.

A partir das informações apresentadas, duas sequências de atrasos de controle8 {τk} fo-

ram estabelecidas: {1,4, 4,0, 1,4, 4,0, · · · } ms e {4,0, 1,4, 4,0, 1,4, · · · } ms. Naturalmente tais

sequências de atraso de controle resultaram do fato que τk = τ
s
k+τ

sc
k +τ

c
k+τ

a
k , que para τs

k = τ
a
k =

0,36 ms, τc
k = 0,58 ms e τsc

k = 0,1 ms, obtém-se, τk = 1,4 ms. Analogamente, para τs
k = τ

a
k =

0,36 ms, τc
k = 0,58 ms e τsc

k = 2,7 ms, obtém-se, τk = 4,0 ms. Equivalentemente, em termos de

PAS, as sequências de atraso de controle {τk} são dadas por: {0,28τs, 0,8τs, 0,28τs, 0,8τs, · · · }

e {0,8τs, 0,28τs, 0,8τs, 0,28τs, · · · }. Pode-se observar que em ambas as sequências {τk} o atraso

de controle tem valor médio τkm dado por τkm = (0,28τs + 0,8τs)/2 = 0,54τs.

As sequências de atraso de controle {τk} foram escolhidas de modo proposital para demons-

trar experimentalmente os efeitos da fase relativa sobre os NCSs9. O conceito de fase relativa

foi introduzido no Capítulo 4, Seção 4.9, e é uma das contribuições desta tese. Foi provado

também no Capítulo 4 a existência das sequências ótima e péssima. Estas sequências são como

as apresentadas neste experimento. Os resultados experimentais foram obtidos justamente para

comprovar/corroborar os resultados teóricos. Sendo assim, a sequência ótima de atrasos de

controle é uma sequência da forma {0,8τs, 0,28τs, 0,8τs, 0,28τs, · · · } e a pior das sequências de

atrasos de controle, ou sequência péssima, é da forma {0,28τs, 0,8τs, 0,28τs, 0,8τs, · · · }. Tais

resultados serão apresentados a seguir.

6.5.3 Resultados obtidos

As respostas ao degrau unitário (RDU) foram obtidas a partir do experimento planejado e rea-

lizado. As RDU foram obtidas tanto para os NCSs: NCSav e GET, quanto para o sistema de

controle não conectado em rede via computador (nNCSvc) tradicional. Na primeira parte do

experimento foi obtida a RDU do sistema de controle nNCSvc, com τs = 5,0 ms, τc = 5,0 ms

e passo de cálculo do método de Runge-Kutta de quarta ordem, utilizado para integração da

planta, de 100 µs.

Em seguida, o experimento foi re-executado com o sistema de controle submetido à se-

guinte sequência de atrasos de controle {0,28τs, 0,8τs, 0,28τs, 0,8τs, · · · } em dois cenários. No

primeiro deles, o controlador é invariante no tempo e tem PAC τc = 5,0 ms. Além disso, a lei

8Por se tratar do NCS com topologia S-CA, o atraso de controle τk é dado por τk = τ
s
k + τ

sc
k + τ

c
k + τ

a
k .

9As sequências {τk} foram obtidas através dos atrasos determinados. O atraso τsc
k foi experimentalmente im-

plementado através do condicionamento da execução da lei controle após decorrido um tempo pré-estabelecido
por um time do microcontrolador no qual foi implementado o nó controlador. Somente após transcorrido o tempo
pré-estabelecido no time que a lei de controle era executada e o sinal de controle gerado aplicado na entrada da
planta.
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de controle é executada assim que os dados provenientes do nó sensor alcance o nó controlador

e transcorra o atraso τs
k + τ

sc
k . Esta estratégia foi definida previamente nesta tese com o nome

de NCSav. No segundo cenário, o controlador opera no modo GET. Portanto, o intervalo de

amostragem do controlador τck é variante no tempo e dado por τck = τs + τ
sc
k+1 − τsc

k , conforme

Teorema 3.1, o qual também é uma das contribuições desta tese. Além disso, a lei de controle é

executada assim que os dados provenientes do nó sensor alcance o nó controlador e transcorra

o atraso τs
k + τ

sc
k .

Para estes cenários as RDUs obtidas experimentalmente, assim como, a RDU do sistema de

controle de tempo continuo (nNCSC), são apresentadas na Figura 6.9. E, os sinais de controle

utilizados, obtidos experimentalmente, das RDUs ilustradas na Figura 6.9, são apresentados na

Figura 6.10.
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Figura 6.9: Respostas ao degrau unitário dos sistemas de controle não conectados em rede de
tempo contínuo (nNCSC) e com controlador de tempo discreto ou via computador (nNCSvc),
do NCS submetido a atraso τk, ∀k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · }, variante no tempo (NCSav) com τck = τs

e do NCS com o controlador operando no modo GET. Os NCSs NCSav e GET são submetidos
a sequência de atrasos {τk} cuja lei de formação é da forma {0,28τs, 0,8τs, 0,28τs, 0,8τs, · · · }.

Os overshoots das RDUs apresentadas na Figura 6.9 para os sistemas de controle: nNCSC,

nNCSvc, NCSav, GET assumem, respectivamente, os seguintes valores: 0,236, 0,414, 0,914 e

0,805. Pode-se observar que o overshoot da RDU do NCS com controlador operando no modo

GET é inferior ao da RDU do NCS NSCav, cujo controlador opera com PAC invariante no

tempo.

Pode-se verificar através dos overshoots dos NCSs NCSav e GET que o desempenho desses
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Figura 6.10: Sinais de controle das respostas ao degrau unitário dos sistemas de controle:
nNCSC, nNCSvc, NCSav e GET. Os NCSs NCSav e GET foram submetidos à sequência de
atrasos {τk} cuja lei de formação é {0,28τs, 0,8τs, 0,28τs, 0,8τs, · · · }.

sistemas é pior que desempenho dos sistemas nNCSC, nNCSvc. Tal resultado já era esperado,

uma vez que, a que sequência de atrasos de controle {0,28τs, 0,8τs, 0,28τs, 0,8τs, · · · } não é

a sequência ótima de atrasos deduzida no Capítulo 4, Seção 4.9. Tal sequência de atrasos é a

sequência péssima, também deduzida no Capítulo 4, Seção 4.9. Como demonstrado no Capítulo

4, Seção 4.9 esta sequência de atrasos minimiza a fase relativa. E, portanto é a pior sequência

de atrasos, entre todas as sequências de atrasos possíveis a serem aplicadas ao NCS. Ou dito de

outra forma, esta é sequência de atrasos de controle que leva os NCSs a ter o pior desempenho

possível.

Quando o experimento é repetido aplicando-se aos NCSs a sequência ótima de atrasos

({0,8τs, 0,28τs, 0,8τs, 0,28τs, · · · }) os resultados obtidos, na forma das RDUs dos NCSs, são

como esperado. Tais RDUs e seus respectivos sinais de controle são apresentados, respectiva-

mente, nas Figuras 6.11 e 6.12.

Os overshoots das RDUs apresentadas na Figura 6.11 para os sistemas de controle: nNCSC,

nNCSvc, NCSav, GET têm, respectivamente, os seguintes valores: 0,236, 0,414, 0,189 e 0,519.

Neste caso, é notória a mudança de valores dos overshoots das RDUs dos NCSs. Para o caso da

abordagem GET, seu valor caiu de 0,805 para 0,519. Certamente, para valores de PAS menores

que o utilizado, 5,0 ms, os valores de tais overshoots seriam menores que os obtidos com PAS

de 5,0 ms. Já para o caso da abordagem NCSav o overshoot que era de 0,915 passou a ser de

0,189. Resultados estes já esperados, uma vez que, aos NCSs foi aplicado a sequência ótima de

atrasos, comprovadamente deduzida no Capítulo 4, Seção 4.9.
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Figura 6.11: Respostas ao degrau unitário dos sistemas de controle não conectados em rede
de tempo contínuo (nNCSC) e de tempo discreto ou digital (nNCSD), do NCS submetido a
atraso τk, ∀k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · }, variante no tempo (NCSav) com τck = τs e do NCS com o
controlador operando no modo GET. Os NCSs NCSav e GET são submetidos a sequência de
atrasos {τk} cuja lei de formação é da forma {0,8τs, 0,28τs, 0,8τs, 0,28τs, · · · }.
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Figura 6.12: Sinais de controle das respostas ao degrau unitário dos NCSs simulados: nNCSC,
nNCSD, NCSav e GET. Os NCSs NCSav e GET foram submetidos à sequência de atrasos {τk}

cuja lei de formação é {0,8τs, 0,28τs, 0,8τs, 0,28τs, · · · }.

6.5.4 Resposta em frequência do ZOH - Topologia S-CA

As respostas em frequência do ZOH foram obtidas para as RDUs do experimento realizado

e apresentado na subseção precedente. Neste caso, três curvas de amplitude |Ghk
( jω)| e três
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curvas do “rastro” de fase Rhk
( jω) foram obtidas e apresentadas na Figura 6.13.

A primeira das curvas do “rastro” de fase é a do ZOH do sistema de controle não co-

nectado em rede via computador com PAS igual ao PAA de 5,0 ms e as outras duas cur-

vas do “rastro” de fase são dos ZOHs dos NCSs submetidos às sequências: ótima e péssima

de atraso de controle. Tais sequência são, respectivamente: {0,8τs, 0,28τs, 0,8τs, 0,28τs, · · · }

e {0,28τs, 0,8τs, 0,28τs, 0,8τs, · · · }. A primeira sequência de atrasos de controle, sequência

ótima, gerou a sequência ótima de IAA {τak}, dada por: {0,48τs, 1,52τs, 0,48τs, 1,52τs, · · · }. E,

a segunda sequência de atrasos de controle (sequência péssima) gera a pior sequência de IAA

{τak}, dada por: {1,52τs, 0,48τs, 1,52τs, 0,48τs, · · · }. Para estes cenários as curvas de amplitude

e do “rastro” de fase são apresentadas na Figura 6.13.
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Figura 6.13: Amplitude e “rastro” de fase das respostas em frequência dos ZOHs com pulsos
de larguras: 0,28τa, τa e 1,52τa, com τa = 5,0 ms.

onde ω1 =
2π

0,28τa
+ 2π

1,52τa
, ω2 =

2π
1,52τa

+ 2π
0,28τa

+ 2π
1,52τa

e ω3 =
2π

0,28τa
+ 2π

1,52τa
+ 2π

0,28τa
.

Observa-se que quando o NCS é submetido à sequência ótima de atrasos a curva do “rastro”

de fase do ZOH do NCS é a que tem melhor fase, está acima das demais. Já quando a pior

sequência de atrasos é aplicada a curva do “rastro” de fase do ZOH é a pior entre as curvas de

“rastros” de fases obtidas. Tal curva está abaixo das demais curvas de “rastros” de fases. E,

por fim, como era de se esperar a curva do “rastro” de fase do ZOH do sistema de controle

não conectado em rede via computador está entre as duas outras curvas geradas a partir do

NCS submetido à sequência ótima e péssima de atrasos. Tais resultados corroboram fidedigna-

mente com a teoria desenvolvida e apresentada no Capítulo 4 e constitui-se numa das principais
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contribuições desta tese.

6.6 Estabilidade

A estabilidade do NCS será realizada para o caso em que o sinal de saída da planta y(t) é

amostrado por cruzamento de níveis. Neste sentido, a estabilidade será provada para o exemplo

do Servo DC operando com a planta não submetida a atrasos. A estabilidade será provada

quando a planta é controlada por uma lei de controle baseada em realimentação de estados.

6.6.1 Planta não submetida a atrasos

Quando a planta não é submetida a atrasos seu modelo em espaço de estados de tempo contínuo

é dado segundo as equações (6.1) e (6.2) e seu MED é dado nas equações (6.9) - (6.12). Neste

caso, para uma lei de controle do tipo

u(ts
k) = −Lkxp(ts

k) + r(ts
k) (6.51)

onde, Lk é o vetor de ganhos do k−COAC do controlador. Tal vetor deve ser de dimensão

compatível com o vetor de estados xp(ts
k) da planta. Para o exemplo em questão

Lk = [l1k l2k] (6.52)

que substituído na equação (6.5), resulta

xp(ts
k+1) =

(

Φpk
− Γpk

Lk

)

xp(ts
k) + Γpk

r(ts
k) (6.53)

onde na equação (6.53) Φpk
= Φpk

(τsk ) e Γpk
= Γpk

(τsk ) com notação equivalente, mais simples,

que a utilizada nas equações (6.9) - (6.12) são dadas por

Φpk
= eApτsk =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

e−τsk 0

1 − e−τsk 1

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

(6.54)

Γpk
=

∫ τsk

0
eAp sdsBp = 32

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

1 − e−τsk

−1 + τsk + e−τsk

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

(6.55)

com Ap e Bp dadas na equação (6.42). Neste caso, a matriz Φpk
− Γpk

Lk da equação (6.53) com

Φpk
e Γpk

dadas, respectivamente, pelas equações (6.54) e (6.55) é

Φpk
− Γpk

Lk =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

e−τsk − 32 (1 − e−τsk ) l1k −32 (1 − e−τsk ) l2k

1 − e−τsk − 32
(−1 + τsk + e−τsk

)

l1k 1 − 32
(−1 + τsk + e−τsk

)

l2k

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

(6.56)
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Os autovalores λi, i = 1,2, da matriz Φpk
− Γpk

Lk são obtidos da equação característica

det
(

Φpk
− Γpk

Lk − λI
)

= λ2 + a1λ + a2 = 0 (6.57)

de onde se obtém

l1k =
a1
[

1 − (τsk + 1)e−τsk
]

+ a2
[

1 − τsk − e−τsk
]

+ 1 −
[

τsk + e−τsk + τske
−2τsk

]

32τsk (1 − e−τsk )
(6.58)

l2k =
1 + a1 + a2

32τsk (1 − e−τsk )
(6.59)

para τsk ! 0, a1 = −(ep1τsk +ep2τsk ) e a2 = e(p1+p2)τsk , com p1 e p2 pólos do sistema de tempo con-

tínuo projetado para satisfazer requisitos de projeto, tais como: coeficiente de amortecimento

ζ e frequência natural não amortecida ωn. Neste caso, como o exemplo em questão é o de um

sistema de segunda ordem p1 = −ζωn + jωn

√

1 − ζ2 e p2 = −ζωn − jωn

√

1 − ζ2. Assim, para

ζ = 0,707 e ωn = 80 rad/s, resulta que: p1 = −56,56 + j56,5771 e p2 = −56,56 − j56,5771.

Além disso, os parâmetros IDRDU são: tempo tr, tempo de pico tp, overshoot Mp e o tempo de

estabelecimento ts são dados em função de ζ e ωn, pelas seguintes expressões [OGATA, 2003,

p.189, p.190 e p.191]:

tr =
1

ωn

√

1 − ζ2
tg−1

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

√

1 − ζ2

−ζ

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

(6.60)

tp =
π

ωn

√

1 − ζ2
(6.61)

Mp = e
−
(

ζ/
√

1−ζ2
)

π
(6.62)

ts =
4
ζωn

, critério de 2% (6.63)

Observação 6.9 (Estabilidade: planta com atrasos variantes no tempo) Como já mostrado

no Capítulo 4, embora os MEDs da planta com atrasos variantes no tempo estejam corretos do

ponto de vista matemático, tais modelos não representam fisicamente os sistemas de controle a

eles associados. Razão pela qual, a estabilidade não será provada para os NCSs submetidos

a atrasos variantes no tempo. Como já provado, neste caso o conceito de fase relativo é vio-

lado. A consequência dessa violação é a não representatividade física dos MEDs das plantas

submetidas a atrasos variantes no tempo. Fato este que impossibilita a prova de estabilidade

dos NCSs submetidos a atrasos variantes no tempo, a partir de tais MEDs.
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6.7 Considerações finais

Neste capítulo foram apresentados: o projeto do NCS, a partir de uma metodologia de projeto

própria; as idéias dos programas desenvolvidos para simular, via computador, um NCS, no

qual, o modelo da planta pode ser representado no domínio dos tempos contínuo e discreto e o

controlador pode operar com intervalos de amostragem variante ou invariante no tempo; e, por

fim, foram apresentados detalhados resultados de simulação para um exemplo numérico com

planta SISO.

O projeto do NCS é realizado a partir da metodologia desenvolvida e apresentada, com

a qual, é possível, a partir do projeto de um sistema de controle convencional integrá-lo em

rede, transformado-o, ao fim da execução, passo a passo, da metodologia proposta em um NCS.

O modelo equivalente discreto do controlador, obtido a partir do seu projeto convencional,

pode operar em vários modos e de formas variante e/ou invariante no tempo, assim como, com

períodos e/ou intervalos de amostragem e/ou atrasos variantes e/ou invariantes no tempo.

Com os programas desenvolvidos pode-se simular NCSs com o controlador operando nos

modos nNCS, NCSav, GET e GETM, isto é, com o controlador variante no tempo (modos

NCSav, GET e GETM) e não variante no tempo (modo nNCS). As curvas da resposta ao degrau

dos sinais de saída da planta são obtidas para ambas as estratégias e para atrasos de controle

menores que o período/intervalo de amostragem dos sensores da malha.

Para atrasos de controle menor que o período/intervalo de amostragem dos sensores da

malha, as respostas ao degrau da malha fechada com o controlador operando em ambos os

modos são bastante semelhantes. De maneira que, do ponto de vista da resposta da planta pode-

se concluir que o modo de discretização do controlador é determinante para o desempenho do

NCS. O modo de operação que resultou em melhor desempenho foi o GETM. Além disso,

os resultados obtidos, em simulação, com a abordagem GETM desenvolvida são relevantes

para o desenvolvimento teórico da área dos NCSs, uma vez que, resolvem e/ou esclarecem os

problemas causados pelos atrasos variantes no tempo, e ainda proporciona a redução do valor de

parâmetros de desempenho (indicadores da resposta ao degrau unitário), tais como: overshoot

e tempo de estabelecimento.

Além disso, vale ressaltar ainda que, do ponto de vista do projeto do NCS, que quando

se utiliza as abordagens GET ou GETM desenvolvidas é possível, entre outras coisas, não se

preocupar com o escalonamento das mensagens na rede de comunicação e com a execução das

tarefas nos nós componentes durante o projeto do NCS. É claro que, para tal, tanto a utilização

da rede de comunicação e das CPUs dos nós componentes têm que ser menores que um. Outra

vantagem é a flexibilização do uso de redes de comunicações como a Ethernet e outras redes

de comunicações sem controle de acesso ao meio determinístico, mas que possuem taxas de

transmissões elevadas [NAVET, 2005]. A desvantagem principal dessas abordagens é a de ter
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que rediscretizar o controlador a cada COAC.

Verificou-se também que, dos experimentos simulados em computador realizados, é possí-

vel concluir que o efeito do atraso variante no tempo resulta em um comportamento previsível.

Isto graças as deduções das sequências ótimas e péssimas de atrasos. Foi verificado que mesmo

quando a sequência ótima não é aplicada, deste que o primeiro atraso seja maior que o segundo o

overshoot da RDU do NCS é menor que o do sistema de controle de tempo contínuo sem atraso.

Esse resultado é excepcional, uma vez que, transforma a RDU do NCS, até então com compor-

tamento estocástico, em uma RDU com comportamento determinístico. Foi mostrado também

através de simulações e experimentações para um exemplo simples, que sinais de atraso que

têm mesmo valor médio, podem provocar comportamento totalmente adversos na RDU de um

NCS convencional, com atraso variante no tempo e período de amostragem do sensor invariante

no tempo. Todavia, para as abordagens GET e GETM desenvolvidas, este comportamento da

RDU praticamente inexiste, mesmo quando os atrasos variam de maneira estocástica.

Por fim, foi mostrado que a condição inicial do intervalo de amostragem do controlador

(IAC) é de suma relevância para melhorar os indicadores de desempenho da resposta ao de-

grau unitário (IDRDU) do NCS. Com as metodologias propostas mostrou-se, através de um

experimento estatístico, que os IDRDU do NCS, que é um sistema de controle com atraso, são

melhores (menores) que os IDRDU do mesmo NCS simulado como no caso clássico. Além

disso, com as metodologias propostas os IDRDU do NCS são, em alguns casos, melhores (me-

nores) até mesmo que os IDRDU do mesmo sistema de controle de tempo contínuo ou discreto,

não submetidos a qualquer atraso. O impacto de tal resultado é direto não só no que diz res-

peito aos aspectos de confiabilidade do uso dos NCSs, como também, no estímulo à crescente

utilização dos mesmos.

Tais fatos são animadores e indicam que este é o caminho a ser trilhado na direção da supe-

ração dos entraves teóricos e práticos decorrentes da presença intrínseca dos atrasos variantes

no tempo presentes nos NCSs.
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Conclusão

Atrasos variantes no tempo realmente degradam o desempenho de um sistema de controle em

rede? A reposta a esta pergunta é não, nem sempre! Como afirmado por Jury [1958, p.2] e

também por Kalman e Bertram [1959, p.408] em certas condições o desempenho da resposta

de um sistema de tempo discreto pode ser melhor que o desempenho da resposta do sistema

equivalente de tempo contínuo. Isto ocorre quando acontece ao menos uma das duas seguintes

situações [JURY, 1958, p.2]:

a. Quando a largura dos pulsos aplicados na entrada da planta varia ao longo do tempo;

b. Quando o intervalo de amostragem dos sensores é variante no tempo.

Tais cenários é o que ocorre frequentemente nos sistemas de controle em rede (do inglês

networked control systems - NCSs). As condições a. e b. apresentadas são apenas necessárias.

Isto quer dizer que a ocorrência de tais cenários não garante que o sistema de tempo discreto

tenha desempenho melhor que o desempenho do sistema de tempo contínuo equivalente. A con-

dição suficiente para ocorrência de tal melhoria foi prevista teoricamente, formulada e provada

matematicamente, bem como, confirmada experimentalmente e por simulação constituindo uma

das contribuições desta tese.

A condição suficiente pré anunciada, é que: τa0 < τs ou τa0 < τs0 , onde τa0 é o intervalo de

amostragem do atuador (IAA) do primeiro ciclo de operação do algoritmo de controle (COAC),

ou seja, τa0 é a largura do primeiro pulso do ZOH presente na entrada da planta; τs é o período

de amostragem do sensor (PAS) e τs0 é o intervalo de amostragem do sensor (IAS) do primeiro

COAC. Como τa0 = τs + τ1 − τ0 ou τa0 = τs0 + τ1 − τ0, estabelece-se equivalentemente que

a condição suficiente é que τ0 > τ1, onde τ0 < τs e τ1 < τs ou τ0 < τs0 e τ1 < τs1 são,

respectivamente, os atrasos de controle do primeiro e do segundo COAC. Dito de outro modo, a

condição suficiente para que o sistema de controle de tempo discreto tenha desempenho melhor

que o desempenho do sistema de controle de tempo contínuo equivalente é τ0 > τ1, com: τ0 < τs

e τ1 < τs ou τ0 < τs0 e τ1 < τs1 . Tal resultado decorre diretamente da definição de fase relativa,



Capítulo 7. Conclusão 229

introduzida no Capítulo 4, além de ser a materialização do objetivo geral desta tese constituindo

também como dito, uma das mais relevantes contribuições da mesma.

Daquela definição pode-se obter diversos resultados esclarecedores sobre os NCSs, os quais

são contribuições genuínas desta tese, a saber:

1. Todo sistema de dados amostrado tem dois seguradores, um visível na entrada da planta

e um invisível na saída da planta;

2. A interação física dos seguradores pode introduzir atraso ou avanço de fase na resposta

do sistema amostrado (tempo discreto);

3. Das expressões matemáticas obtidas a partir do conceito de fase relativa determinam-se

as sequências ótima e péssima de atrasos como também as dos intervalos de amostragem

dos atuadores. Tais sequências levarão o sistema de dados amostrado ao melhor e ao pior

desempenho correspondentemente. Isto foi provado algebricamente (Capítulo 4), bem

como, verificado experimentalmente e por simulação (Capítulo 6);

4. A determinação da sequência ótima de atrasos possibilita tratar os NCSs, os quais têm

comportamento eminentemente estocástico, como determinísticos;

5. A degradação de desempenho da malha fechada do sistema de dados amostrado não é

proporcional ao tamanho do atraso, mas sim, à ordem temporal (comportamento ao longo

do tempo) na qual estes atrasos acontecem no sistema. Este é outro ponto de extrema

relevância, uma vez que, a partir de seu entendimento é possível compreender o efeito

que o atraso variante no tempo causa no sistema (objetivo específico (v));

6. Um desdobramento da afirmação anterior é que sequências de atrasos que possuam valo-

res médios iguais, podem provocar degradação de desempenho completamente diferentes

no sistema. Um exemplo claro disto ocorre para as sequências ótima e péssima de atra-

sos, as quais possuem mesmo valor médio e causam, respectivamente, o melhor e o pior

desempenho da resposta (resposta ao degrau unitário) do sistema;

7. A partir da definição de fase relativa foi mostrado que a discretização de qualquer planta

física só é válida se os componentes (sensores e atuadores) operarem de modo síncrono.

Neste sentido, o intervalo de amostragem dos atuadores (IAA) τak ou, a largura dos pulsos

do sinal de entrada da planta deve ser igual ao intervalo de amostragem dos sensores

(IAS) τsk do sinal de saída da planta, isto é, τak = τsk , ∀k ∈ Z+ = {0,1,2, · · · }. Caso

contrário, a sistema amostrado (de tempo discreto) não representará o mesmo sistema de

tempo contínuo. Tal cenário é muito frequente nos NCSs devido a presença dos atrasos

variantes no tempo.
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8. Ainda a partir do conceito de fase relativa verificou-se que modelos equivalentes discretos

de sistemas submetidos a atrasos variantes no tempo, amplamente utilizados na literatura,

embora estejam corretos do ponto de vista matemático, não representam fisicamente o

sistema de tempo contínuo do qual tais modelos foram originados. Desse modo e como

apresentado no Capítulo 4, os modelos de tempo discreto da planta submetida a atrasos

variantes no tempo estão matematicamente corretos, mas não representam o sistema físico

que o originou, razão pela qual não devem ser utilizados nem no projeto do NCS, nem tão

pouco para simulá-los. Tais simulações devem ser realizadas utilizando algum método

numérico, como por exemplo o método de Runge-Kutta de quarta ordem, onde se admite

que o sistema se dá como se o sistema fosse de tempo contínuo, com passo de cálculo

dezenas, ou centenas, de vezes menor que o período/ intervalo de amostragem, o que

minimiza os efeitos da fase relativa sobre o sistema. A propósito, todas as simulações

de resposta ao degrau dos sistemas apresentadas nesta tese, foram realizadas utilizando o

método de Runge-Kutta de quarta ordem;

9. A resposta ao degrau do NCS submetido a atrasos variantes é, provavelmente, dependente

apenas dos valores de atrasos τ0 e τ1, ou equivalentemente da largura τa0 do primeiro pulso

aplicado na entrada da planta. Tal resultado é apresentado no Capítulo 4, Conjectura 4.1,

e carece ser analiticamente provado;

10. Utilizando o conceito de fase relativa, foi provado que quanto mais variante são os atrasos

de um NCS maior é o avanço relativo de fase que o ZOH (Zero Order Hold) pode intro-

duzir no mesmo. Este resultado é corroborado com os publicados na literatura no sentido

de que a variância do sinal de saída do sistema submetidos a atrasos variante no tempo é

menor quando o amostragem se dá com intervalos de amostragem dos sensores variantes

no tempo [ÅSTRÖM, 2007; MENG; CHEN, 2012; MISKOWICZ, 2014].

11. Por outro lado, foi elaborada uma abordagem que possibilitou desenvolver o conceito de

“rastro de fase”, apresentado no Capítulo 4, como uma das contribuições desta tese. A

partir da qual foi possível plotar os gráficos de “rastro de fase” dos ZOHs e compará-los,

tanto para ZOHs com largura de pulsos invariante no tempo, bem como, com largura de

pulsos variante no tempo. Tais gráficos são relevantes para o entendimento global da

fase de todos os pulsos introduzidos no sistema de controle, tanto pelo ZOH, presente na

entrada da planta, quanto pelo ZOH “fantasma”, presente na saída da planta.

Como dito anteriormente ao longo desta tese, atrasos variantes podem melhorar o desem-

penho dos NCSs quando os componentes (sensores, controladores e atuadores) operam sob a

regência dos paradigmas guiados a eventos (GE), ou simultaneamente guiados a eventos e no

tempo (GET), ou até mesmo para um sistema de controle guiado no tempo (GT), como demons-

trado no Capítulo 4.



Capítulo 7. Conclusão 231

A motivação para se utilizar a amostragem variante no tempo existe desde os anos cinquenta

(século XX), todavia, sua teoria é relativamente complexa, o que acarreta um desenvolvimento

tardio. No entanto, tal cenário suscita paulatinamente desenvolvimentos na medida em que, um

dos problemas críticos da teoria de NCSs é a questão da variabilidade temporal dos atrasos,

característica esta que torna praticamente impossível projetar um controlador que neutralize

completamente o efeito dos atrasos variantes no tempo.

Desse modo, a partir da modelagem da transferência de mensagens e processamento das

informações nos nós componentes do NCS, como apresentado no Capítulo 2 (objetivos especí-

ficos (i) e (ii) desta tese), foram determinados os intervalos de amostragem dos componentes,

conforme deduções realizadas e apresentadas no Capítulo 3, como contribuições desta tese.

Tais formulações possibilitaram a discretização dos controladores variantes e não variantes no

tempo, as quais são apresentadas no Capítulo 4.

Evidentemente, modelos de tempo discreto de controladores são variantes no tempo, apenas

quando o nó controlador opera nos modos: guiado a eventos (GE), simultaneamente guiados a

eventos e no tempo (GET), ou ainda no modo simultaneamente guiados a eventos e no tempo

com condição inicial modificada (GETM). Os modelos equivalentes discretos de tais controla-

dores se constituem no objetivo específico (iii) e foram obtidos no Capítulo 4. Por outro lado,

no Capítulo 3 foi realizado um amplo estudo sobre a temporização dos NCSs com nós senso-

res, controladores e atuadores guiados a tempo e a eventos ou sob a combinação de ambos os

paradigmas. Neste contexto, foi determinado o intervalo de amostragem do controlador (IAC)

de tempo discreto, para os controladores operando nos modos GE, GET e GETM, bem como,

foram determinados os intervalos de amostragem dos atuadores GE. Foi verificado ainda que

tais controladores são variantes no tempo sempre que os atrasos dos dados recebidos por eles

forem variantes no tempo. Tais fatos ensejam a busca de soluções que possibilitem a utilização

de controladores que operem nos modos GE, GET e GETM no âmbito dos NCSs.

No caso da solução proposta, baseada na discretização do controlador com intervalos de

amostragem e atrasos variantes no tempo, aplicada aos exemplos explorados foi verificado que

o comportamento do atraso é, em geral, mais relevante que seus valores propriamente ditos. Ou

seja, em geral, não é o valor do atraso que determina a degradação de desempenho da resposta

ao degrau unitário do sistema de controle em rede, mas sim, o seu comportamento ao longo

do tempo, sobretudo nos primeiros ciclos de operação do algoritmo de controle (COAC). Neste

sentido, a definição do modo de operação GETM foi fundamental para minimizar/resolver tal

problema. A concepção de tal modo de operação do controlador também é uma das contribui-

ções desta tese.

Além disso, como a abordagem desenvolvida suporta todo e qualquer tipo de atraso, desde

que com valor limitado tal como deduzido neste trabalho, de natureza variante ou invariante no

tempo e de comportamento estocástico ou não. Tal solução se aplica a qualquer tipo de rede
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de comunicação atualmente existente ou ainda por ser projetada. Isto, por si só, se caracteriza

em uma interessante vantagem e uma significativa contribuição. Sobretudo, porque a maioria

das soluções de controle, existentes para controle em rede, são próprias para tipos específicos de

redes de comunicação. Isto é, funcionam relativamente bem, para um determinado tipo de rede e

não para outros. Obviamente, a desvantagem da abordagem desenvolvida está no recálculo dos

coeficientes da equação de tempo discreto do controlador. Além disso, a partir dos resultados

das simulações e para os exemplos investigados, torna-se possível ainda concluir que:

(a) Os resultados obtidos em simulação com as abordagens GET e GETM desenvolvidas são

relevantes para o desenvolvimento teórico da área de NCSs, uma vez que, a partir destes

os problemas causados pelos atrasos variantes no tempo são esclarecidos e/ou resolvidos.

A partir das simulações verificou-se a redução no valor de parâmetros de desempenho

como overshoot, tempo de subida e tempo de estabelecimento. Com isso, quando o atraso

de controle é menor que o período de amostragem dos sensores, os problemas decorrentes

do atraso são significativamente amenizados.

(b) O efeito do atraso variante no tempo é mais acentuado quando o intervalo de amostragem

do controlador é invariante no tempo e igual ao período de amostragem dos sensores e o

atraso de controle é variante no tempo. Neste caso, sequências de atrasos cujos valores

médios são idênticos, podem provocar comportamentos totalmente adversos na resposta

ao degrau unitário (RDU) do NCS. Todavia, aplicando-se as mesmas sequências de atra-

sos no sistema de controle e fazendo o intervalo de amostragem do controlador variante

no tempo, abordagens GET e GETM, os efeitos degradativos do desempenho são pra-

ticamente eliminados. Isto, obviamente é um indicativo de que abordar os problemas

decorrentes dos atrasos variantes no tempo, sob a ótica variante no tempo é a mais ade-

quada.

(c) Para NCSs com controlador operando nos modos GET, GETM e NCSav (NCS operando

com controlador invariante no tempo e com a execução da lei de controle no instante em

que o pacote chega no nó controlador) verificou-se que a variância da resposta (sinal de

saída da malha fechada) é menor quanto mais variante no tempo é o NCS. Neste caso,

o menores valores de variância dos indicadores da resposta ao degrau unitário (IRDU)

do NCS, verificado em simulação, ocorre quando o controlador do NCS opera no modo

GETM. É justamente quando o controlador opera no modo GETM que o NCS é mais

variante no tempo. Os segundos menores valores da variância dos IRDU do NCS ocorre

quando o NCS opera com controlador no GET. E, por fim, os maiores valores da variân-

cia dos IRDU do NCS observado ocorrereram quando o controlador do NCS operou no

modo NCSav. Os resultados obtidos em todas as abordagens se deu com todos os NCSs
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submetidos às mesmas condições operacionais, isto é, aos mesmos atrasos. Tais resulta-

dos são a síntese de um experimento estatístico desenvolvido e apresentado no Capítulo

6. Tal experimento estatístico contempla os objetivos específicos (vii) e (viii) desta tese.

(d) Utilizando-se as abordagens GET ou GETM desenvolvidas tem-se uma flexibilização na

utilização de redes de comunicações como a Ethernet e outras redes de comunicações

sem controle de acesso ao meio determinístico, mas que possuem taxas de transmissões

elevadas.

Outra contribuição significativa desta tese foi o desenvolvimento de um esquema de amos-

tragem por cruzamento de nível introduzido no Capítulo 5, onde é possível definir a priori os

tempos de amostragem de um determinado sinal. Baseado na inversão por partes da representa-

ção de tempo contínuo do sinal a ser amostrado, obtém-se funções inversas nas quais a variável

independente é a amplitude e a variável dependente é o tempo. A estabilidade da malha fe-

chada, objetivos específicos (iv) e (vi), foi determinada para a planta sem atraso e amostrada,

utilizando-se o esquema de amostragem por cruzamento de nível, desenvolvido e apresentado

no Capítulo 5.

Desse modo, em um sentido mais amplo, a contribuição principal desta tese é todo o arca-

bouço filosófico e teórico que a norteia, desde o entendimento da problematização na área de

sistemas de controle em rede, início da concepção e constatação de que os intervalos de amos-

tragem dos controladores e atuadores são, naturalmente, variantes no tempo. Ressaltam-se

também, os resultados teóricos, por simulação e experimentais obtidos, a partir da metodologia

desenvolvida para as abordagens propostas, as quais, são relevantes, motivadoras e, consequen-

temente, abrem um horizonte de estudo teórico importante para o desenvolvimento da teoria de

sistemas de controle guiados a eventos. Ainda neste sentido vale destacar como uma das con-

sequências desse estudo o caracter explicativo e de resolução de um dos problemas formulados

e apresentados por Jury e Kalman, respectivamente, em 1958 e 1959 [JURY, 1958; KALMAN;

BERTRAM, 1959, p.2; p.408] aberto na teoria de controle até o ano de 2017, o qual foi final-

mente explicado e resolvido (Capítulo 4) pelo autor desta tese. A partir de tal entendimento

mostrou-se ser possível projetar sistemas de controle em rede e assegurar o desempenho de sua

resposta ao degrau unitário. Feito este consignado pela primeira vez neste trabalho de tese.

7.1 Trabalhos futuros

Uma ampla gama de possíveis estudos podem resultar como uma continuidade deste trabalho,

dentre os quais pode-se citar:

1. Desenvolvimento de ferramental matemático para tratar sistemas lineares variantes no
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tempo, semelhante às transformadas de Fourier, Laplace e Z, amplamente utilizadas para

análise e síntese dos sistemas lineares invariantes no tempo;

2. Estudo probabilístico do sistema de controle em rede com atrasos e intervalos de amos-

tragem dos componentes variantes no tempo, cujo ponto de partida pode-se seguir a tese

de Kalman [KALMAN, 1957], onde tal estudo é apresentado, solicitando que os sen-

sores têm intervalos de amostragem variantes no tempo, muito embora variem de modo

estocástico. A idéia aqui é estender o estudo de Kalman para que todos os componentes

possam operar com intervalo de amostragem variantes no tempo. Tal direcionamento pos-

sibilitará desenvolver avanços teóricos significativos no âmbito do controle baseado em

eventos. A importância deste tópico é reforçado pela prova realizada e apresentada como

uma das contribuições desta tese, que quanto mais variante no tempo é o NCS, menor é a

variância do sinal de saída da planta;

3. Estudo de sistemas MIMOs, quando os sensores de cada saída do sistema opera com

períodos de amostragem diferentes. Neste sentido, é de interesse particular o comporta-

mento do nó controlador, diante da aleatoriedade das chegadas de pacotes no mesmo.

4. Desenvolvimento da teoria de observadores e preditores de estados com intervalos de

amostragem variantes no tempo. Tais abordagens são indispensáveis para sistemas de

controle que operem sob restrições [GOODWIN, 2004; TATIKONDA; MITTER, 2004].

Sistemas que, por exemplo, estejam submetidos a perdas de pacotes de dados, assim

como, a atrasos variantes que podem ultrapassar um determinado valor limite máximo

admitido. Evidentemente, o desenvolvimento de tais teorias só será possível quando se

encontrar modelos matemáticos equivalentes discretos dos sistemas de tempo contínuo

que não violem o conceito de fase relativa introduzido nesta tese.

5. Levar em consideração a presença de ruídos e seus efeitos sobre nos modelos desenvol-

vidos. Neste sentido, filtros anti-aliasing devem ser introduzidos na saída da planta dos

NCSs, quando o sinal de saída da planta for amostrado com taxa de amostragem fixa.

Tal é necessária visto que aliasing é um problema característico da amostragem com taxa

amostragem fixa. No caso da amostragem com taxa de amostragem variante no tempo,

tal problema não ocorre [SHAPIRO; SILVERMAN, 1960].

6. Implementar, em plataforma física, as diversas abordagens desenvolvidas.
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