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Aristóteles Onassis



RESUMO

Nessa dissertação estuda-se o comportamento de potencial entre quarks em um

cenário de D3-branas com constante cosmológica. Via correspondência AdS/CFT ,

encontram-se as expressões para a distância e energia entre os quarks em tal cenário.

Mostramos que a presença da constante cosmológica deforma a geometria do espaço

em questão, eliminando seu caráter conforme. Tal deformação é a chave para encon-

tramos, de forma anaĺıtica, o platô presente no potencial entre quarks, que indica a

presença de sabores na teoria.

Palavras-chave: Correspondência AdS/CFT, potencial quark-antiquark, holografia.



ABSTRACT

In this text we study the interquark potential behavior in braneworld scenarios

with a cosmological constant. Using AdS/CFT correspondence, we find the expressi-

ons for the distance and energy of a quark-antiquark potential in such configuration.

We show that the presence of a cosmological constant in the brane deforms the ge-

ometry around, breacking the conformal symmetry. Such deformation is the key to

find the saturation limit, where the hadronization process starts, and it indicates the

presence of flavours in the theory.

Keywords: AdS/CFT Correspondence, interquark potential, holography.
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Caṕıtulo 1

Introdução

As forças da Natureza hoje em dia são reconhecidas como o conjunto das interações

eletromagnética, gravitacional e das nucleares, forte e fraca. A força nuclear fraca é

responsável pelos processos que envolvem neutrinos, enquanto a força nuclear forte é

responsável por manter juntos os constituintes da matéria, como o neutron, o próton

e os quarks.

Inicialmente, as interações elétricas e magnéticas pareciam representar fenômenos

totalmente desconectados. Após os estudos de Cavendish e Coulomb, nos anos 1700,

Oersted, e os estudos de Biot, Savart, Ampère e Faraday nos anos 1800, ficou evidente

que existia uma relação mais profunda entre essas duas, aparentemente, teorias não

relacionadas. Ainda nos anos 1800, James Clerk Maxwell ( pra ser mais exato, em

1865) construiu um conjunto de equações (que ficaram conhecidas como as equações de

Maxwell) que mostravam como se dava a relação entre a eletricidade e o magnetismo,

formulando assim uma nova teoria que veio a ser chamada de Eletromagnetismo. O

Eletromagnetismo foi o primeiro exemplo de unificação de duas teorias.

No decorrer do tempo, outras unificações aconteceram. O Eletromagnetismo e a

força nuclear fraca foram unificados na década de 1960, no que ficou conhecido como

modelos das interações eletrofracas que, junto com a QCD1, usada para descrever as

interações fortes, formam o Modelo Padrão, apesar de não haver unificação entre elas.

1QCD é a sigla, em inglês, para Cromodinâmica Quântica
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Enquanto isso, no que dizia respeito à interação gravitacional, a Relatividade Geral

ganhava espaço, onde descrevia a Gravidade não como uma força, mas um efeito da

curvatura do espaço-tempo devido à presença de objetos massivos[1].

As teorias da Gravitação e do Eletromagnetimo, de Maxwell, são clássicas. Ou

seja, não são definidas no contexto da Mecânica Quântica (outra revolução da F́ısica no

século 1900). Enquanto as interações nucleares fortes e fracas são quânticas.Entretanto,

é posśıvel quantizar o Eletromagnetismo, dando origem a teoria que ficou conhecida

como QED2, que é justamente a versão da teoria eletromagnética usada no mode-

los das interações eletrofracas. Mas, ainda é um desafio quantizar a Gravitação. Tal

feito é importante para compreendermos o que aconteceu no ińıcio do Universo quando,

acredita-se, todas as interações seriam igualmente importantes em sua dinâmica. Exis-

tem algumas teorias que hoje buscam uma teoria de gravidade quântica. Em especial,

a Teoria de Cordas é uma delas.

A teoria de cordas se originou, nos anos 1960, como uma alternativa para des-

crever as interações fortes. Verificou-se que cordas girantes clássicas reproduziam as

trajetórias de Regge que aparecem no espectro dos hádrons (part́ıculas formadas por

quarks, como o próton, por exemplo) e a proposta de uma corda fundamental que pos-

sui infinitos modos de vibrações poderia explicar a origem da grande quantidade de

hádrons novos que apareciam nos experimentos à época. Mas algumas inconsistências

na teoria inicial, como Táchions (estados não f́ısicos com massa negativa), levaram

a teoria ao descrédito no que dizia respeito ao problema que ela propunha resolver.

Entretanto, devido ao aparecimento natural do bósons de calibre, em particular, o

gráviton (bóson associado às interações gravitacionais), especulou-se que, ao invés de

descrever interações fortes, a Teoria de Cordas poderia ser usada como uma teoria

de gravidade quântica[2, 3, 4]. A partir das condições de contorno sobre as cordas

abertas, aparecem as D-branas, onde os cenários de mundo-brana se torna objeto de

interesse. Que aparecem quando consideramos teorias com dimensões extras, sendo

2Sigla, em inglês, para Eletrodinâmica Quântica.
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nosso Universo uma brana (a brana-mundo) imersa nessas dimensões[5]

A Teoria de Cordas, apesar de não ter sido comprovada, tem dado diversas contri-

buições em vários ramos da F́ısica. Em particular, uma de suas consequências, a cor-

respondência AdS/CFT, tem ganhado destaque nos últimos anos. A corrêspondência,

desde seu surgimento nos trabalhos de Maldacena[6, 7], vem contribuindo de forma

significativa para a consolidação das teorias duais, que são teorias diferentes, mas li-

gadas por sua estrutura. A Correspondência propõe a existência de uma dualidade

entre teorias de calibre que, em nosso caso, são teorias de campos conformes3 e teorias

de gravidade ou teorias de cordas compactificadas em um espaço AdS. A vantagem

dessa correspondência é que estão em limites de energias ou acoplamentos diferentes.

Ou seja, enquanto uma age em altas energias, a outra age em baixas energias.

Devido ao seu caráter dual, a correspondencia AdS/CFT pode relacionar teorias

de calibre, como a QCD, com teorias de gravitação. Em particular, o fato de podermos

tratar o par quark-antiquark como uma corda[8, 9] torna posśıvel analisar seu com-

portamento no regime de baixas energias, onde a QCD se torna fortemente acoplada

e fazer cálculos de forma direta se torna muito dif́ıcil.

A estrutura da dissertação segue a ordem:

No Caṕıtulo 2 fazemos uma revisão de alguns ingredientes que serão necessários

no decorrer da dissertação. Definimos Campos Conformes e estabelecemos algumas de

suas propriedades básicas, falamos dos espaços Andi-de Sitter e discutimos sua natu-

reza, realizamos um estudo do grupo SU(N), também estabelecendo o limite de t’Hooft.

Terminamos o caṕıtulo apresentando algumas propriedades do loop de Wilson.

No Caṕıtulo 3 discutimos alguns aspectos elementares de Teoria de Cordas. Apre-

sentamos as cordas e discutimos o surgimento das Dp-branas e a importância das

dimensões extras. Terminamos o caṕıtulo estabelecendo a correspondência AdS/CFT.

No caṕıtulo 4 tratamos dos cenários de brana- mundo inflacionária e do com-

portamento do potencial entre quarks, sua estrutura, relação com o loop de Wilson

3cuja sigla, em inglês, é CFT
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e cálculo em um espaço de Minkowski. No último tópico, estudamos como o po-

tencial estático entre quarks se comporta em um cenário onde existe uma constante

cosmológica. Esse caso foi estudado, inicialmente, na referência [10].
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Caṕıtulo 2

Revisão Teórica

2.1 Aspectos elementares da Teoria de Campos Con-

formes

Transformações conformes são transformações gerais de coordenadas que preservam a

forma da métrica a menos de um fator de escala global. Tais transformações mantém

ângulos invariantes. De forma geral, temos [11, 12, 13, 14]

g′ρσ (x
′)
∂x′ρ

∂xµ

∂x′σ

∂xν
= Λ(x)gµν(x), (2.1)

onde x e x′ são, respectivamente, as coordenadas antes e depois de aplicarmos a trans-

formação, gµν é a métrica que descreve o espaço em questão, Λ(x) é o que vamos chamar

de fator de escala e as letras gregas minúsculas varrem todas as dimensões (tipo espaço

ou tipo tempo) do espaço. Para um espaço de Minkowski, ηµν = diag(−1, 1, 1, ..., 1),

a equação (2.1) toma a forma

ηρσ
∂x′ρ

∂xµ

∂x′σ

∂xν
= Λ(x)ηµν (2.2)

Note que, se Λ(x) = 1, encontramos transformações associadas ao grupo de Poincaré

de translações e rotações no espaço-tempo, peça fundamental na formulação da Teoria

da Relatividade.

Para nossa análise, vamos usar transformações infinitesimais da forma

xρ → x′ρ = xρ + ερ(x) +O(ε2), (2.3)
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onde ε ≪ 1 é um parâmetro pequeno que se torna despreźıvel para ordens maiores do

que a primeira. Sendo assim, pela equação (2.2), encontramos

Λ(x)ηµν = ηρσ
∂

∂xµ

(
xρ + ερ(x) +O(ε2)

) ∂

∂xν

(
xσ + εσ(x) +O(ε2)

)

= ηρσ

(

δρµδ
σ
ν + δρµ

∂εσ

∂xν
+ δσν

∂ερ

∂xµ

)

+O
(
ε2
)

= ηµν +
∂εµ
∂xν

+
∂εν
∂xµ

+O
(
ε2
)
. (2.4)

Agora observe que, para mantermos a forma da equação (2.2), devemos ter

∂νεµ + ∂µεν = K(x)ηµν . (2.5)

Onde, por simplicidade, escrevemos ∂µ = ∂
∂xµ . É simples encontrar a expressão para

K(x).

K(x)ηµνηµν = ηµν (∂νεµ + ∂µεν)

D ·K(x) = ∂νεν + ∂µεµ

K(x) =
2

D
∂ · ε (2.6)

Aqui, D é a dimensão do espaço e ∂ · ε é o gradiente de εµ. Logo, encontramos a

identidade

∂νεµ + ∂µεν =
2

D
(∂ · ε) ηµν , (2.7)

e, nessa aproximação, o fator de escala (2.4) é dado por

Λ(x) = 1 +
2

d
∂ · ε+O

(
ε2
)
. (2.8)

Com mais algumas manipulações algébricas é posśıvel mostrar que

(d− 1)✷ (∂ · ε) = 0. (2.9)

Sendo assim, é normal esperarmos que ∂ · ε seja, no máximo, linear em x. Ou seja,

(∂ · ε) = A+Bµx
µ. Escolhemos, então, o seguinte ansatz para εµ:

εµ = aµ + bµνx
ν + cµνρx

νxρ. (2.10)
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Onde aµ, bµν , cµνρ ≪ 1, com cµνρ = cµρν (simétrico nos dois últimos ı́ndices). Observa-

mos claramente que as constantes associadas às variáveis possuem caráter f́ısico bem

definidos[12, 13]. Para uma transformação constante, x′µ = xµ + aµ, encontramos jus-

tamente o termo de translação ordinária no espaço-tempo, cujo gerador é Pµ = −i∂µ.

A interpretação das outras constantes não é tão simples e vamos tratá-las de forma

mais cuidadosa. Primeiro, note que

∂νεµ = ∂ν (aµ + bµσx
σ + cµσρx

σxρ)

= bµν + cµσρ [δ
σ
νx

ρ + xσδρν ]

= bµν + cµνρx
ρ + cµσνx

σ

= bµν + 2cµνρx
ρ (2.11)

Onde usamos a propriedade simétrica de cµνρ. Assim, a equação (2.7) se torna

bµν + bνµ =
2

d
(ηρσbσρ) ηµν (2.12)

Pela expressão acima, vemos que bµν pode ser separada em duas partes, uma simétrica

e outra antissimétrica.

bµν = αηµν +mµν , mµν = −mνµ (2.13)

O termo αηµν representa transformações de escala da forma xµ → x′µ = (1 + α) xµ,

que são dilatações do espaço-tempo, cujo gerador é D = −ixµ∂µ
1 e o termo mµν ,

antissimétrico, representa as rotações infinitesimais, xµ → x′µ = (δµν +mµ
ν ) x

ν , cujo

gerador é dado por Lµν = i (xµ∂ν − xν∂µ) . Com mais algumas manipulações algébricas

sobre a equação (2.7), encontramos

2∂µ∂νερ =
2

d
(−ηµν∂ρ + ηρµ∂ν + ηνρ∂µ) ∂ · ε. (2.14)

Note que ∂ · ε = bµµ + 2cµµρx
ρ e ∂ν (∂ · ε) = 2cµµν . O que nos leva ao valor de cµνρ

cµνρ = ηµρbν + ηµνbρ + ηνρbµ, (2.15)

1deve-se ter cuidado para não confundir o D relacionado à operação de dilatação com o D que
define a dimensão do espaço-tempo em uso.
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com bµ = 1
d
cσσµ. As transformações que resultam desse termo são conhecidas como

transformações conformes especiais e são dadas por

x′µ = xµ + 2(x · b)xµ − (x · x)bµ. (2.16)

Note que a equação acima tem a forma de uma expansão de x′µ para bµ pequeno. O

gerador associado às transformações conformes especiais é dado por

Kµ = −i (2xµx
ν∂ν − (x · x)∂µ) , (2.17)

e o fator de escala resultante é

Λ(x) = (1− 2(b · x) + (b · b)(x · x))2 (2.18)

Como foi dito antes, todos os termos do ansatz (2.3) possuem uma interpretação

f́ısica bem definida. No caso dos efeitos associados aos termos quadráticos, que se

relacionam com as transformações especiais conformes, sua interpretação não é trivial.

Primeiro, observemos que a forma dos produtos internos entre os vetores envolvidos

na transformação em questão, que são

x′ · x =
x · x− (x · x)(b · x)

1− 2(b · x) + (b · b)(x · x) ,

b · x′ =
b · x− (x · x)(b · b)

1− 2(b · x) + (b · b)(x · x) . (2.19)

Onde redefinimos x′µ → x′µ√
Λ(x)

. Sendo assim, o produto escalar x′ · x′ é calculado da

seguinte forma

x′ · x′ =
x · x′ − (x · x)(b · x′)

1− 2(b · x) + (b · b)(x · x)

=

(
x·x−(x·x)(b·x)

1−2(b·x)+(b·b)(x·x)

)

− (x · x)
[

b·x′−(x·x)(b·b)
1−2(b·x)+(b·b)(x·x)

]

1− 2(b · x) + (b · b)(x · x)

=
(x · x)

1− 2(b · x) + (b · b)(x · x) (2.20)

e, dividindo a nova coordenada associada a uma trasformação especial conforme por

x′ · x′, encontramos

x′µ

x′ · x′ =
xµ − (x · x)bµ

1− 2(b · x) + (b · b)(x · x)
1− 2(b · x) + (b · b)(x · x)

x · x
=

xµ

x · x − bµ. (2.21)
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Que nada mais é do que uma inversão seguida de uma translação no espaço-tempo.

Um grupo conforme consiste de transformações conformes definidas de forma glo-

bal, inverśıveis e finitas (difeomorfismos conformes). A álgebra de Lie associada a um

dado grupo conforme é chamada de álgebra conforme. Esses conceitos são úteis para

que possamos dar nosso próximo passo, que é encontrar o grupo conforme de espaços

do tipo R
p,q, onde D = p + q ≥ 3. As coordenadas associadas a p são coordenadas

tipo-tempo, enquanto as coordenadas associadas a q são coordenadas tipo-espaço.

Primeiro, definindo os operadores

Jµ,ν = Lµν , J−1,µ = 1
2
(Pµ −Kµ) ,

J−1,0 = D, J0,µ = 1
2
(Pµ +Kµ) ,

(2.22)

encontramos a relação de comutação

[Jmn, Jrs] = i (ηmsJnr + ηnrJms − ηmrJns − ηnsJmr) . (2.23)

Se estivermos em um espaço R
d,0, essas são as relações de comutação da álgebra de Lie

so(d + 1, 1). Se o nosso espaço for R
d−1,1, então, essas são as relações de comutação

de so(d, 2). Então, de forma geral, o grupo conforme de R
p,q, (p + q ≥ 3) é o grupo

SO(p+ 1, q + 1).

Para uma análise mais detalhada, deveŕıamos analisar de perto o caso de teorias

conformes com D = 2, que são importantes em diversos aspectos. Por exemplo, permi-

tem a existência de infinitas transformações especiais conformes e suas propriedades,

por exemplo, abrem o caminho para a análise dos modos de vibrações das cordas, em

Teoria de Cordas[12, 13, 14, 4]. Tais ferramentas incluem a álgebra de de Witt e sua

extensão central, a álgebra de Virasoro.

Para terminar, no que se refere ao assunto de teorias de campos conformes, vamos

ver como se comporta o tensor energia-momento nesses backgrounds2.

Estamos interessados em teorias que, dadas as transformações

xµ → xµ + εµ(x), (2.24)

2Para esse review foram usadas as referências [13, 12], mas uma outra abordagem muito interes-
sante é mostrada na referência [14]
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exibam simetria conforme. Pelo Teorema de Noether, simetrias cont́ınuas implicam na

existência de cargas e correntes conservadas. As correntes podem ser escritas como

jµ = Tµνε
ν (2.25)

Para εν constante, segue

0 = ∂µjµ = ∂µ (Tµνε
ν) = (∂µTµν) ε

ν → ∂µTµν = 0 (2.26)

Para casos mais gerais, temos

0 = ∂µjµ = ∂µ (Tµνε
ν) = (∂µTµν) ε

ν + Tµν∂
µεν

=
1

2
Tµν (∂

µεν + ∂νεµ) =
1

d
Tµν (∂ · ε) ηµν

=
1

d
(∂ · ε)T µ

µ (2.27)

Como consideramos casos gerais, conclúımos que em teorias de campos conformes, o

traço do tensor energia momento é nulo.

T µ
µ = 0 (2.28)

Em outras palavras, teorias que possuem invariância conforme possuem o traço do

tensor energia-momento associado nulo.

2.2 Espaços Anti-de-Sitter

Nessa seção, vamos considerar um espaço com D = d + 1 dimensões que obedeça a

equação de Einstein com constante cosmológica Λ[15].

GAB + ΛgAB = 0 (2.29)

Onde GAB = RAB − 1
2
RgAB é o tensor de Einstein, RAB é o tensor de Ricci, R é o

escalar de curvatura (ou de Ricci) e gAB é a métrica do espaço em análise. Vamos

usar letras maiúsculas para ı́ndices que varrem todas as dimensões. Quando Λ = 0,

temos um espaço plano, quando Λ > 0 temos um espaço de Sitter e, quando Λ < 0,

10



temos um espaço anti-de Sitter. As soluções mais simples da equação (2.29) podem

ser caracterizadas pela condição geométrica

RABCD =
R

d(d+ 1)
(gACgBD − gADgBC) (2.30)

Onde RABCD é o tensor de curvatura de Riemann em d+ 1 dimensões e R é o escalar

de Ricci associado.

Vale ressaltar aqui que , no ińıcio, a constante cosmológica não fazia parte da

Relatividade Geral proposta por Einstein[16]. Ou seja, inicialmente tinha-se Gµν =

0 (µ, ν = 0, ... , 4). Entretanto, o fato de o Universo parecer, em grandes escalas,

ser homogêneo e isotrópico, leva a ideia de que o formato do tensor energia-momento

em tal configuração deve ser o de um fluido perfeito caracterizado, em particular, por

uma densidade de energia ρ e uma pressão p isótropica em seu referencial de repouso.

Em tal configuração, encontramos o que é conhecido como Universo de Friedmann-

Robertson-Walker (FRW ), cuja métrica é dada por [17]

ds2FRW = −dt2 + a2(t)

[
1

1− κr2
dr2 + r2dΩ2

]

, (2.31)

onde dΩ2 = dθ2 + sen2θdφ2 é a métrica de uma esfera de raio unitário. κ pode valer

1, 0 ou −1 e define quando um universo possui curvatura positiva, nula ou negativa,

respectivamente. Einstein estava procurando por configurações onde o fator de escala

presente na metrica do espaço FRW não variasse com o tempo (ȧ = 0). Entretanto,

as equações de Friedmann 3 relacionadas ao universo em questão levam à expressão

ä

a
= −4πG

3
(ρ+ 3p) . (2.32)

Ou seja, se a pressão e a densidade de energia possuissem o mesmo sinal, não se poderia

encontrar soluções estáticas na configuração estabelecida. Einstein, então, adicionou

a sua teoria uma constante cosmológica de tal forma que a solução acima tomasse a

forma

ä

a
= −4πG

3
(ρ+ 3p) +

Λ

3
(2.33)

3Não vamos entrar em detalhes sobre essas equações nessa dissertação.
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e admitisse soluções estáticas. A constante cosmológica, nesse sentido, é interpretada

como a densidade de energia do vácuo e serve para ”calibrar”o que ficou conhecido

como universo estático de Einstein. Hoje sabemos que nosso Universo, pelo menos nas

quatro dimensões a que temos acesso, está se expandindo de forma acelerada, o que

implica a existência de uma constante cosmológica positiva[16].

Para definirmos o que é um espaço AdS, primeiro vamos trabalhar a noção de

espaços curvos imersos no espaço-tempo[18]. Em um espaço de Minkowski com assi-

natura euclideana, que nada mais é do que o R
4, note que o exemplo mais simples de

espaço curvo que podemos pensar, a priori, é a imersão da hiperesfera S
3 = {XA ∈

R
4|X2

0 + X2
1 + X2

2 + X2
3 = a2}, que é invariante sob as transformações do grupo de

rotação SO(4) e cuja curvatura é 6/a2. Podemos visualizar essa afirmação de forma

simples se diminuirmos uma dimensão e olharmos para a imersão de uma esfera (S2)

em R
3[18].

Figura 2.1: Imersão de uma esfera no espaço tridimensional R3[18]

Também podemos visualizar um exemplo de hipersuperf́ıcie com curvatura nega-

tiva. Para isso, vamos usar a imersão de uma hipérbole H
3 dentro do espaço de Min-

kowski R1,3, que nada mais é do que o espaço em que adicionamos uma coordenada
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tipo-tempo ao espaço R
3. Temos que H3 = {XA ∈ R

1,3|−X2
0 +X2

1 +X2
2 +X2

3 = −a2}.

Figura 2.2: Imersão de uma hipérbole no R
13[18]

Apesar dessa tentativa de apresentar uma noção intuitiva sobre a imersão de

espaços curvos, tanto com curvatura positiva quanto com curvatura negativa, nesse

trabalho não vamos nos prender às propriedades de espaços planos ou espaços de Sitter.

Vamos manter o foco nas propriedades dos espaços Anti-de Sitter.

Espaços Anti-de Sitter são soluções maximamente simétricas das equações de Eins-

tein com constante cosmológica negativa. É o análogo lorentziano dos espaços hi-

perbólicos em qualquer dimensão[18, 19, 20, 21, 22].

Pode-se perguntar aqui sobre a causa de se focar no estudo do espaço AdS, com

constante cosmológica negativa, se o que se observa é um Universo que se expande de

forma acelerada, o que implica a existência de uma constante cosmológica positiva.

Acontece, que isso se aplica ao espaço a que temos acesso, mas não é necessariamente

verdade quando consideramos espaços com dimensões maiores. Deve-se observar que,

pela consistência da teoria que aqui trabalhamos, dimensões extras possuem funda-

mental importância. A importância sobre a existência de dimensões extras e o papel

13



do espaço AdS nesse sistema ficará clara no decorrer dessa dissertação[11].

Para encontrarmos o espaço Anti de Sitter em 4 dimensões, basta que adicionemos

duas coordenadas tipo tempo ao conjunto R
3[18]. Ou seja, trabalhamos com o espaço

(note que aqui usamos a palavra ”espaço”e não ”espaço-tempo”) R
2,3 como o grupo

que possui duas coordenadas temporais e três coordenadas espaciais para, finalmente,

definirmos

AdS4 =
{
Xµ ∈ E

(2,3)| −X2
0 +X2

1 +X2
2 +X2

3 −X2
4 = −a2

}
, (2.34)

cuja curvatura é −12/a2. Note que AdS4, por estar inserido em R
2,3, acaba por

absorver as simetrias de seu espaço, ou seja, SO(2, 3). Além disso, se aproxima do

espaço de Minkowski no limite em que a curvatura se aproxima de zero. R2,3 não é um

espaço-tempo, não satisfaz as equações de Einstein, masAdS4 o faz. Além disso, devido

ao grupo de simetrias associado, vemos que AdS4 é invariante sob transformações

conformes (nesse caso, p = 1 e q = 2).

De forma geral, um espaço anti-de Sitter AdSd+2 é definido como a quártica[19]

−X2
0 −X2

d+1 +
d∑

i=1

X2
i = −a2 (2.35)

inserida no interior de um espaço com d+2 dimensões e a métrica associada ao AdSd+2

é

ds2 = −dX2
0 − dX2

d+1 +
d∑

i=1

dX2
i (2.36)

Suas isometrias são dadas pelo grupo SO(2, d) que, por sua vez, são gerados pelos

d(d− 1)/2 vetores de Killing associados4. Note que o grupo de isometrias é um grupo

de transformações conformes, como mostrado no topico anterior. Assim, espaços anti-

de Sitter possuem invariância conforme.

Agora, vamos em busca de melhores formas de trabalhar nesse espaço[11, 18, 19,

4Um tratamento dos vetores de Killing do Espaço ADS é mostrado na referências [11, 20]
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20, 22]. Façamos a parametrização

X0 = a sec ρ cos τ,

Xd+1 = a sec ρ sin τ,

Xi = a tan ρΩi, i = 1, ..., d (2.37)

Com isso, a métrica do espaço AdSd+2 se torna

ds2 =
a2

cos2 ρ

(

−dτ 2 + dρ2 + sin2 ρ

d∑

i=1

(dΩi)
2

)

. (2.38)

Onde dΩi é o elemento infinitesimal da hiperesfera em d dimensões.

Outra paramatrização interessante é dada por

u =
X0 −Xd

a2

v =
X0 +Xd

a2

xi =
Xi

au

t =
Xd+1

au
(2.39)

Onde fazemos a identificação

X0 =
1

2u

(
1 + u2

(
a2 + x̄2 − t2

))

Xd =
1

2u

(
1 + u2

(
−a2 + x̄2 − t2

))

Xi = auxi, i = 1, ..., n− 1

Xd+1 = Rut (2.40)

com x̄2 = xix
i. Redefinindo u = 1/z, encontramos

X0 =
1

2z

(
z2 + a2 + x̄2 − t2

)

Xd =
1

2z

(
z2 − a2 + x̄2 − t2

)

Xi =
axi

z
, i = 1, ..., n− 1

Xd+1 =
Rt

z
(2.41)
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Essas são as coordenadas de Poincaré e a métrica, nesse sistema, toma a forma

ds2 =
a2

z2
(−dt2 + dx̄2 + dz2) (2.42)

Podeŕıamos também obter a métrica em função das coordenadas de Poincaré de

forma mais direta, baseados apenas no caráter conforme da teoria. Vejamos como isso

pode ser feito[23].

A métrica para um espaço AdSd+2 em coordenadas de Poincaré tem a forma.

ds2 = Ω2(z)(−dt2 + d~x2 + dz2) (2.43)

O elemento de linha deve possuir invariância conforme, ou seja, dadas as trans-

formações

(t, ~x) → λ(t, ~x), z → λz (2.44)

O elemento de linha deve se manter. Logo, tal reescalamento nos leva a

ds2 → ds′
2

= Ω′2(z)(−λ2dt2 + λ2d~x2 + λ2dz2)

= λ2Ω′2(z)(−dt2 + d~x2 + dz2) (2.45)

Ou seja, para que a invariância conforme se mantenha, Ω tem que se transformar como

Ω(z) → 1

λ
Ω(z) (2.46)

Tal propriedade se manifesta quando Ω possui a forma

Ω(z) =
a

z
, a = constante (2.47)

Assim, a métrica é

ds2 =
a2

z2
(−dt2 + d~x2 + dz2) (2.48)

O elemento de linha (2.48) é solução de uma ação do tipo

S =
1

16πGN

∫

dd+1x
√−g (−2Λ +R) (2.49)
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Cuja solução é dada pela equação de Einstein (2.29). Podemos encontrar facilmente a

relação entre o escalar de curvatura e a constante cosmológica da seguinte forma

Rµν −
1

2
gµνR = −Λgµν

gµνRµν −
1

2
gµνgµνR = −Λgµνgµν

(

1− 1

2
gµνgµν

)

R = −Λgµνgµν
[

1− 1

2
(d+ 1)

]

R = −Λ(d+ 1).

Sendo assim, o escalar de curvatura é

R = 2Λ
d+ 1

d− 1
. (2.50)

Além disso, podemos encontrar Rµν a partir da equação de Einstein

Rµν −
1

2
gµν

(

2Λ
d+ 1

d− 1

)

= −Λgµν

Rµν =
2

d− 1
Λgµν . (2.51)

Por outro lado, podemos calcular o tensor de Ricci diretamente. Os śımbolos de

Crhistoffel não nulos são Γ0
04 = Γi

i4 = Γ4
00 = Γ4

44 = Γ4
04 = −1

z
e Γ4

ii = 1
z
, onde

i = 1, ..., d. Depois de algumas manipulações, o tensor de Ricci assume a forma

Rµν = Rσ
µσν = ∂4Γ

4
µν − ∂νΓ

σ
σµ + Γσ

σλΓ
λ
νµ − Γσ

νλΓ
λ
σµ (2.52)

A t́ıtulo de ilustração, vamos calcular a componente R00 do tensor de Ricci de forma

expĺıcita.

R00 = ∂4Γ
4
00 − ∂0Γ

σ
σ0 + Γσ

σλΓ
λ
00 − Γσ

0λΓ
λ
σ0

=
1

z2
+
[
Γ0
04 + dΓi

i4 + Γ4
00

]
Γ4
00 − Γ0

04Γ
4
00 − Γ0

04Γ
4
00 − Γ4

04Γ
4
04

=
1

z2
+ dΓi

i4Γ
4
00 −

1

z2

=
d

z2
(2.53)

Observe que R00 = d
a2

a2

z2
= − d

a2
g00. Seguindo o mesmo procedimento para as outras

componentes do tensor de Ricci, encontramos a expressão

Rµν = − d

a2
gµν (2.54)
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Para terminar esse topico, note que, comparando as equações (2.51) e (2.54), en-

contramos que, para um espaço AdSd+2, a constante cosmoógica e o escalar de Ricci

são dados por, respectivamente,

Λ = −d(d− 1)

2a2
, R = −d(d+ 1)

a2
. (2.55)

Ou seja, tanto o escalar de curvatura quanto a constante cosmológica estão diretamente

ligados à dimensão e ao raio de curvatura do espaço AdS.

2.3 Grupo SU(N) e o limite de t’Hooft (large N

limit)

Um outro grupo de fundamental importância e que trataremos aqui com mais atenção,

além do grupo de rotações SO(p+1, q+1), associado às transformações conformes de

R
p,q, é o grupo SU(N), que denota o grupo de matrizes unitárias de ordem N com de-

terminante unitário[24], está associado a diversos contextos na Fisica e, em particular,

possui especial importância na formulação da QCD[25], como será comentado mais

adiante. Qualquer matriz U desse grupo pode ser representada através de geradores

T a (a = 1, ...N2 − 1) como

U (Λ1, ...,ΛN2−1) = exp [iΛaT
a] . (2.56)

As matrizes de SU(N) são unitárias, seus geradores são hermiteanos e possuem traço

nulo. Como exemplo, SU(2) (de fundamental importância no estudo de spin, por

exemplo) possui 22 − 1 = 3 geradores, que são as matrizes de Pauli dadas por

σ1 =

(
0 1
1 0

)

, σ2 =

(
0 −i
i 0

)

, σ3 =

(
1 0
0 −1

)

(2.57)

e os geradores de SU(3) são as matrizes de Gell-Mann5[25]. Além disso, os geradores

de SU(N) obedecem à Álgebra de Lie

[
T a, T b

]
= ifabcT c (2.58)

5Um estudo mais detalhado sobre os grupos SU(2) e SU(3) é encontrado no livro clássico de
Mecânica Quântica do J.J. Sakurai.
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e tem como anticomutador

{
T a, T b

}
=

1

N
δab + dabcT c. (2.59)

Com a condição de normalização trT aT b = 1
2
δab. Aqui, fabc são constantes de estrutura

antissimétricas, enquanto dabc são constantes de estrutura simétricas. A relação de

completeza é dada por

T a
pqT

a
rs =

1

2
δpsδqr −

1

2N
δpqδrs. (2.60)

Temos também a identidade de Fierz

T a
pqT

a
rs =

N2 − 1

2N2
δpsδqr −

1

N
T a
psT

a
qr (2.61)

e outras identidades interessantes podem ser encontradas na referência [25].

A teoria que descreve as interações fortes é a QCD cujo grupo de calibre é o

SU(3), formado por matrizes de ordem 3, unitárias e com determinante um. Isso é

equivalente a dizer que a QCD possui três cores. Para ultrapassar as dificuldades

existentes devido ao forte acoplamento da teoria (que é assintoticamente livre) em

baixas energias, Gerard t’Hooft, em 1974, sugeriu que, ao invés de usar o grupo SU(3)

como grupo de calibre, fosse usado o grupo SU(N). Era esperado que, no limite N→ ∞,

mantendo-se λ = g2YMN constante, fosse posśıvel obter uma solução exata e, a partir

de tal solução, fosse posśıvel realizar uma perturbação para N=3 [11].

Isso advém do fato de que, em teorias the Yang-Mills, o acoplamento do calibre

muda sua dimensão próximo a escala ΛQCD, o que impossibilita a realização de ex-

pansões perturbativas próximas dessa escala. O uso do grupo SU(N) traz um novo

parâmetro na teoria: o número natural N. Devido a liberdade assintotica da teoria,

pode-se escolher gYM de forna tal que ΛQCD permaneça constante quando N é muito

grande[26].

Quando se trata de campos que se transformam sob o calibre de SU(N), N≥2,

podemos distinguir duas propriedades[27]:
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i) Campos que se transformam na representação fundamental do grupo de calibre

são elementos de um espaço vetorial com dimensão N.

qi(x) −→
(
eiθ

a(x)Ta) j

i
qj(x), i, j,= 1, ..., N. (2.62)

Os geradores T a são matrizes N×N de traço nulo e hermitianas, para garantir a uni-

tariedade de eiθ
a(x)Ta

. Se θa(x) é infinitesimal, temos:

qi(x) −→ qi(x) + iθa(x) (T a) j
i qj(x); (2.63)

ii) Campos que se transformam na representação adjunta estão associados a uma

álgebra de N2-1 dimensões.

φ j
i ≡ φa (T a) j

i −→
(

eiθ
bT b
) k

i
φa (T a) l

k

(
eiθ

cT c) j

l
. (2.64)

De forma infinitesimal

φaT a −→ φaT a +i
(
θbT bφaT a − φaT aθbT b

)

= φaT a − iθbφa
[
T a, T b

]

= φaT a + fabcθbφaT c. (2.65)

Ao contrário do que acontece com a QED, os campos de calibre da QCD não são

abelianos. Campos de calibre não abelianos Aµ = Aa
µT

a dão origem ao Tensor de

Maxwell não-abeliano

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + ig [Aµ, Aν ]

=
(
∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ − gfabcAb

µA
c
ν

)
. (2.66)

Também podemos escrever Fµν de forma simplificada se definirmos a derivada covari-

ante como

(Dµ)
j
i = δ j

i + igAa
µ (T

a) j
i . (2.67)

De onde encontramos a relação

Fµν = − i

g
[Dµ, Dν ] . (2.68)
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Para encerrar esse tópico, vamos calcular o formato do propagador de uma teoria

da calibre em SU(N). Os campos de calibre na forma matricial são escritos como[26]

Aij
µ = g

∑

a

Aa
µ [T

a]ij (2.69)

e a relação de completeza fica

N2−1∑

a

[T a]ij [T a]kl =
1

2

(

δilδkj − 1

N
δijδkl

)

. (2.70)

O propagador é dado por

〈Aa
µ(x)A

b
ν(y)〉 = δabDµν(x− y). (2.71)

Aplicando um duplo somatório em ambos os lados, encontramos

〈
N2−1∑

a

Aa
µ(x) [T

a]ij
N2−1∑

b

Ab
ν(y)

[
T b
]kl〉 =

N2−1∑

a

N2−1∑

b

[T a]ij
[
T b
]kl

δabDµν(x− y)

=
N2−1∑

a

[T a]ij [T a]kl Dµν(x− y). (2.72)

Agora, usando as equações (2.69) e (2.70), encontramos

〈Aij
µ (x)A

kl
ν (y)〉 =

1

2

(

δilδkj − 1

N
δijδkl

)

Dµν(x− y). (2.73)

Sabemos que, no calibre de Feynmann, Dµν é dado por

g2

4π2

δµν
(x− y)2

(2.74)

Conhecer o comportamento do propagador, especialmente nesse caso, é importante

porque no limite onde N → ∞ temos

〈Aij
µ (x)A

kl
ν (y)〉 ∝ g2δilδkj = i // l

k joo

. (2.75)

Cada linha representa uma delta e possui a orientação da seta associada6. Tal notação

está de acordo com descrição de uma propagação de uma part́ıcula do ponto x até o

6Aqui, não apresentaremos detalhes sobre o comportamento dos propagadores na notação de
linhas. Uma referência interessante sobre o assunto é [26].
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ponto y. O propagador, da forma como foi explicitado, está relacionado com os glúons,

que são os bósons de calibre das interações fortes. Em particular, encontraremos a

importância desse propagador quando comentarmos o comportamento do potencial

quark-antiquark nas seções subsequentes.

2.4 Loop de Wilson

Um importante operador que aparece em uma teoria de calibre é o Loop de Wilson,

que, devido a correspondência AdS/CFT, está intimamente ligada ao comportamento

dos quarks. O loop de Wilson é definido como[6, 11, 15, 25]

W (C) ≡ 1

N
Treig

∮
C
dxµAµ (2.76)

Para notarmos a importância de tal operador, observemos que na Eletrodinâmica

Quântica, cujo grupo é o U(1), quando se impõe que a lagrangeana deve ser invariante

de calibre, nasce um observável associado à propagação dos elétrons no espaço-tempo,

o fóton. Sendo assim, é natural a busca de observáveis associados aos grupos de calibre

mais gerais. A saber, SU(N). Na busca por essas quantidades invariantes de calibre,

vamos definir[15]

U [Cxy] = Pe
i
∫
Cxy

dzµAµ (2.77)

onde Aµ = Aa
µTa, Ta são matrizes geradoras de SU(N) e Cyx é um contorno qualquer

no espaço tempo que começa no ponto x e termina no ponto y.

Vamos considerar, primeiramente, o caso em que Ta pertence ao grupo de calibre

U(1). Sob uma transformação infinitesimal

δAµ = ∂µα(x), (2.78)
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temos

e
i
∫
Cxy

Aµdxµ −→ e
i
∫
Cxy

dxµ(Aµ+∂µα(x))

= e
i
∫
Cxy

Aµdxµ

e
i
∫
Cxy

∂µα(x)dxµ

= e
i
∫
Cxy

Aµdxµ

ei[α(y)−α(x)]

= eiα(y)
(

e
i
∫
Cxy

Aµdxµ
)

e−iα(x)

Assim, quando campo carregado se transforma sob esse calibre, i.e.,

φ(x) −→ eiα(x)φ(x), (2.79)

a multiplicação por U [Cxy] fornece

U [Cyx]φ(x) −→ eiα(y)U [Cyx]e
−iα(x)eiα(x)φ(x) = eiα(y) (U [Cyx]φ(x)) . (2.80)

Ou seja, a transformação infinitesimal (2.78) nos dá o transporte paralelo de φ desde

o ponto x até o ponto y. Logo, U [Cyx] representa um fator de fase na Eletrodinâmica

Quântica[28]. Note que, se y = x, temos:

U [Cxx] −→ eiα(x)U [Cxx]e
−iα(x) = U [Cxx] (2.81)

Isto é, quando medimos U em um contorno fechado, encontramos um invariante de

calibre. Esse fato deve dar algum ind́ıcio sobre a natureza dos observáveis em teorias

sob grupos mais gerais, como o SU(N) que, para N≥2, é não-abeliano. Tomando α(x)

infinitesimal e a transformação

Aµ −→ Ω(x)AµΩ
−1(x)− i (∂µΩ)Ω

−1, (2.82)

onde Ω(x) = eiα(x), encontramos

Aµ −→ (1 + iα)Aµ (1− iα)− i (∂µ (1 + iα)) (1 + iα)

≃ Aµ + ∂µα− i [Aµ, α]

Ou seja, a variação do calibre deve ser

δAµ = Dµα = ∂µα− i[Aµ, α]. (2.83)
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Apartir da transformação (2.83), segue que

e
i
∫
Cxy

dxµAµ −→ e
i
∫
Cxy

dxµ[Ω(x)AµΩ−1(x)−i(∂µΩ(x))Ω−1(x)]

= e
i
∫
Cxy

dxµeiα[Aµ+∂µα]e−iα

≃ e
i
∫
Cxy

dxµ(1+iα)[Aµ+∂µα](1−iα)

≃ e
i
∫
Cxy

dxµ(Aµ+∂µα)

= eiα(y)
(

e
i
∫
Cxy

Aµdxµ
)

e−iα(x)

Novamente encontramos que U [Cyx] define transporte paralelo entre os pontos x e y.

Entretanto, diferente do que acontece com o grupo U(1), agora a ordem dos termos

importam e, para y = x (contorno fechado), obtemos

U [Cxx] −→ eiα(x)U [Cxx]e
−iα(x) 6= U [Cxx] (2.84)

Ainda assim podemos encontrar uma grandeza que não depende do calibre. Note que

Tr
{
eiα(x)U [Cxx]e

−iα(x)
}
= Tr {U [Cxx]} (2.85)

Sendo assim, definimos então o loop de Wilson como

W (C) =
1

N
Trei

∮
C
Aµdxµ

(2.86)

O fator 1/N aparece por conveniência, porque o traço do grupo SU(N) possui N

termos[15]. Note que o loop de Wilson obedece a propriedade

W (C1)W (C2) = W (C1 ∩ C2) (2.87)

Esse comportamento é conhecido como lei das áreas e tem fundamental papel na des-

crição de teorias confinantes, como a QCD. De forma particular, veremos adiante que o

loop de Wilson auxilia na ”captura”do potencial quark-antiquark via correspondência

AdS/CFT e a lei das áreas vai indicar o caráter confinante da teoria[28, 29, 15].
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Caṕıtulo 3

Elementos da Correspondência
AdS/CFT

3.1 Cordas e D-branas

Vamos imaginar uma corda extremamente fina e pequena, de modo que seja imposśıvel

dividi-la. Ou seja, a corda é, simples e fundamentalmente, feita de... corda! Vamos,

aqui, descrever as cordas em função do parâmetro σ ∈ [0, π] e as coordenadas da corda

serão denotadas por Xµ. A ação que descreve a dinâmica de uma corda aberta é dada

pela ação de Polyakov[14]

S =
1

4πα′

∫

d2σ∂αX · ∂αX. (3.1)

Apenas essa ação, em si, não é suficiente para que possamos descrever a dinâmica da

corda aberta. Precisamos também usar condições de contorno. Variando a ação 3.1,

temos

δS = − 1

4πα′

∫

d2σδ (∂αX · ∂αX)

= − 1

4πα′

∫

d2σ [(∂αδX) · ∂αX + ∂αX · (∂αδX)]

= − 1

2πα′

∫

d2σ∂αX · ∂αδX

= − 1

2πα′

∫

d2σ∂α (δX · ∂αX)− (∂α∂
αX) · δX. (3.2)
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Vamos dar um pouco de atenção ao segundo termo da integral. Temos que

∫

d2σ∂α (δX · ∂αX) =

∫ τf

τi

dτ

∫ π

0

dσ [∂τ (δX · ∂τX)− ∂σ (δX · ∂σX)]

=

[∫ π

0

dσδX · Ẋ
]τf

τi

−
[∫ τf

τi

dτδX ·X ′
]π

0

. (3.3)

De acordo com as regras do prinćıpio variacional, devemos estabelecer δXµ(τi) =

Xµ(τf ) = 0. Assim, o primeiro termo se anula. Entretanto, para conseguirmos

(∂σX
µ) δXµ = 0 (3.4)

em σ = 0, π, devemos ter δXµ = 0, o que implicaria em condições de contorno de

Dirichlet, ou ∂σX
µ = 0, que são exatamente as condições de contorno de Neumann.

Figura 3.1: ”Visualisação”das condições de Neumann e Dirichlet

Não é posśıvel obter uma Teoria de Cordas com o número de dimensões com as

quais estamos acostumados. Precisamos de mais dimensões. A idéia de dimensões

extras é bem mais antiga do que a idéia de cordas, ela surgiu nos anos 1920 nos

trabalhos de Kaluza-Klein. Segundo a Teoria de Supercordas, para obtermos um

espaço-tempo estável e com matéria, nosso Universo deve possuir 10 dimensões (Numa

teoria de Cordas Bosônicas, sem matéria, nosso Universo deveria possuir ”apenas”26

dimensões)[14, 4]. Apesar de fugir do nosso senso comum, a ideia da existência de

dimensões extras se mostra importante porque explica de forma bastante econômica

diversos problemas que hoje existem em aberto na F́ısica, como por exemplo, o pro-

blema da hierarquia, que está relacionado à diferença existente entre as intensidades da
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interação gravitacional e das interações eletromagnéticas, nuclear fraca e nuclear forte.

Enquanto a interação gravitacional, por ser fonte do espaço-tempo, estaria espalhada

por todas as dimensões, as outras interações estariam presas no espaço usual1.

Com as idéias de cordas e dimensões extras, aparece o alvo de nosso interesse nesse

tópico: as Dp-branas. Dp-branas são entes f́ısicos com p dimensões espaciais onde as

cordas abertas podem terminar[4]. Elas aparecem das condições de Dirichlet (de onde

aparece o ”D”, de Dp) impostas sobre as cordas abertas para que possamos descrever

sua dinâmica. Falando de outra maneira, a condição de contorno de Dirichlet define

uma hipersuperf́ıcie onde as pontas das cordas devem se manter e denomina-se essa

hipersuperf́ıcie de Dp-brana.

A existência de mais dimensões, além de nos dar novos insights, como por exem-

plo, na interação forte (veremos adiante), resolve diversos problemas. Por exemplo,

o problema da hierarquia, Uma posśıvel explicação vem da Teoria de Cordas. Os

responsáveis pelas interações de calibre são dados por cordas abertas, enquanto o

gráviton, responsável pela interação gravitacional, é obtido a partir dos modos de vi-

bração das cordas fechadas. Então, nosso universo pode ser uma D3-brana onde estão

as interações de calibre e, enquanto isso, o gráviton fica livre para se mover entre to-

das as dimensões. Sendo, o gráviton, descrito por cordas fechadas, não está preso em

Dp-brana alguma e, dáı, pode-se concluir que a interação gravitacional é distribuida

em todo o bulk, enquanto as outras interações estão confinadas em nosso Universo,

sendo assim, mais intensas nele [4]. Uma outra consequência direta está na escala de

energia da Gravidade Quântica. Nesse caso, a massa de Planck que conhecemos, da

ordem de 1019gev, seria efetiva, sendo maior do que a massa de Planck fundamental.

As massas para teorias com N dimensões extras se relacionam por [34, 4]

M2
P = MN+2

Pf lc, (3.5)

onde lc ∝ RN e R é o raio dado as dimensões extras.

1Um modelo que funciona muito bem para esses cenários é o modelo de Randall-Sundrum
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Agora, vamos separar as coordenadas que obedecem as condições de Dirichlet das

que obedecem as condições de Neumann.

∂aX
a = 0, a = 0, ..., p (3.6)

XI = cI , I = p+ 1, ..., d (3.7)

Com isso, o grupo de Lorentz associado, SO(1, d), é separado em duas partes

SO(1, d) −→ SO(1, p)× SO(d− p) (3.8)

A hipersuperf́ıcie definida pelo grupo SO(1, p) é chamada de Dp-brana. As coordena-

das cI motram a localização da Dp-brana no espaço onde está inserida. Nesse trabalho

não serão discutidas de forma detalhada as caracteŕısticas das Dp-branas. Para um

estudo mais aprofundado, as referências [4, 5, 11, 14, 27] são excelentes materiais nesse

assunto.

Assim como as cordas vibram, as Dp-branas possuem dois tipos de excitações.

A primeira é relacionada ao movimento ŕıgido na superf́ıcie da brana. Os graus de

liberdade são dados pelos 9-p coordenadas transversais, denotadas por φi, às p+1

dimensões do volume-mundo ocupado pela Dp-brana. O segundo tipo de excitação

são devidos às vibrações das cordas abertas . As pontas das cordas são cargas. Cargas

funcionam como fontes de um campo de calibre. Assim, Dp-branas carregam em si um

campo da calibre Aµ [9].Uma única Dp brana carrega um campo U(1). Se colocarmos

duas Dp-branas paralelas, chamando-as de brana 1 e brana 2, teremos os campos

de calibre gerados pelas cordas que estão presas na mesma brana, (Aµ)
1
1 e (Aµ)

2
2, e

os campos gerados por cordas que iniciam e terminam em branas diferentes, (Aµ)
1
2

e (Aµ)
2
1. A matriz (Aµ)

a
b, a, b = 1, 2, é a matriz formada pelos campos de calibre

gerados por cordas que iniciam naDp- brana a e terminam na Dp-brana b e pertence

ao grupo U(2). De forma similar, as 9−p coordenadas transversais formam uma matriz

(φi)ab que pertence ao grupo U(2). De forma geral, N Dp-branas carregam um campo

U(N)[4] em si. Aµ e φ são matrizes que se transformam na representação adjunta de
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U(N). Os elementos não-diagonais desses campos correspondem às excitações gerads

por branas diferentes, enquanto os elementos da diagonal são excitações na mesma

brana. Pode-se provar que[27], para o grupo U(N),

U(N) ⇐⇒ U(1)× SU(N)× (termos que, aqui, não são importantes). (3.9)

Ou seja, U(N) é equivalente ao grupo U(1) vezes o grupo SU(N) e outros termos que

não afetam no que segue. Assim, podemos desacoplar o U(1) e vemos que o conjunto

de N Dp-branas possuem um grupo de calibre SU(N) em p+ 1 dimensões.

A energia potencial, clássica, de uma corda esticada é igual a T0ls, onde ls é o

tamanho da corda. Após a quantização, entretanto, novos termos devem aparecer no

potencial devido às correções quânticas da teoria. Para D-branas separadas por uma

distância L, a massa das cordas esticadas sobre elas vai ter a forma[4]

M2 = (T0L)
2 +

1

α′

(

N⊥ − 1

24
(D − 2)

)

, (3.10)

onde N⊥ está relacionado às vibrações das codas entre as D-branas e, para uma corda

esticada (que não se excita), é nulo (N⊥ = 0). Além disso, a M2 pode ser identificda

com o quadrado da energia potencial da corda, M2 = E(L)2.

E(L) =
√

(T0L)2 + 2T0γD (3.11)

onde T0 é a tensão da corda e γD = − π
24
(D − 2) é o coeficiente de Luscher. Podemos

expandir a equação (3.11) para L muito grande, obtendo

E(L) = T0L+ γD
1

L
+O(1/L3). (3.12)

Veremos que um potencial com o mesmo formato aparece quando estudamos os mésons.

Esse fato advém da analogia entre cordas e pares quark-antiquarks.

A Dp-brana em 10 dimensões[11, 27] possui simetrias SO(1, p) × SO(9 − p) e a

métrica desse espaço tem a forma2

ds2 = H(y)−1/2dsµdxµ +H(y)1/2dy · dy (3.13)

2A forma mais geral, em supergravidade, dessa configuração, em 10 dimensões, é ds2 =

H−1/2(r)
[
−f(r)dt2 +

∑p
i=1

(dxi)2
]
+H1/2(r)

[
f−1(r)dr2 + r2dΩ2

8−p

]
, onde H(r) = 1 + L7−p

r7−p , f(r) =

1− r7−p

0

r7−p e r0 é a localização do amantoado de Dp-branas. Para nossa análise, usamos r0 = 0.
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Figura 3.2: Cordas entre duas Dp-branas

Onde, aqui, usamos as coordenadas xµ como sendo as coordenadas sobre a Dp-brana

e ~y as coordenadas perpendiculares à brana. H tem a forma

H(y) = 1 +

(
L

y

)D−p−3

, (3.14)

onde, para um amontoado de N Dp-branas,

LD−p−3 = Ngs (4π)
(5−p)/2 Γ

(
7− p

2

)

α′(D−p−3)/2 (3.15)

Assim, L é um fator com dimensão de comprimento que depende somente de α′[30].

Merece atenção o fato de que, para D3-branas em teoria de cordas (onde gs = g2YM),

obtemos L4 = 4πλα′2, onde λ = gsN é a constante de acoplamento de t’Hooft.

3.2 Correspondência AdS/CFT

A correspondência AdS/CFT é uma teoria que relaciona uma Teoria Quântica de Cam-

pos em d dimensões com uma teoria de gravidade, ou de cordas, em d+ 1 dimensões.

Em sua formulação mais simples, que será o caso abordado nessa seção, ela trata da

dualidade entre Teorias da Campos Conformes e espaços AdS.

Vamos considerar o sistema onde temos N D3-branas paralelas colocadas a uma

distância r entre si dentro de um espaço de Minkowisk em 10 dimensões[6, 8]. As cordas
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fechadas representam excitações do espaço no vácuo, enquanto as cordas abertas são

excitações nas N D3-branas. Vamos aqui escolher o limite onde

α′ → 0, U =
r

α′ = fixo (3.16)

Escolher α′ → 0 é equivalente a escolher o limite de baixas energias, E ≪ 1/
√
α′,

onde somente os modos de vibração não-massivos das cordas sobrevivem. O tamanho

de uma corda é ls =
√
α′[4]. A condição de U fixo acrescenta mais duas condições

ao nosso sistema. A primeira, é colocar as branas muito próximas entre si (de fato,

um amontoado de D3-branas). A segunda, é manter as massas das cordas esticadas

entre as branas fixas3. A teoria resultante sobre as D3-branas é N = 4 U(N) SYM ,

Figura 3.3: Sistema de branas próximas

que é a máxima supersimetria de uma teoria de calibre sem gravidade[30]. Essa teoria

possui uma simetria SO(4, 2), além da simetria SU(4) ∼= SO(6), que rotacionan os 6

escalares sobre as branas entre si. Nesse mesmo regime, a gravidade no bulk se torna

livre. Assim, em baixas energias, encontramos dois sistemas diferentes: a gravidade

livre no bulk e uma teoria de calibre nas D3-branas.

Se N é muito grande, essa aproximação é equivalente a colocar um objeto muito

massivo dentro de uma teoria de cordas fechadas, que contém gravidade[31]. Em uma

teoria de supergravidade tipo IIB, a métrica que descreve um amontoado de D3-branas

3A massa de tais cordas, do ponto de vista clássico, é dada pela tensão da corda (1/2πα′) vezes o
comprimento da mesma, que é justamente a distância entre as branas nas quais a corda está presa,
r (m = 1

2πα′
r = U

2π ).[4]
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é dada por

ds2 =

(

1 +
L4

r4

)−1/2

(−dt2 + dx2
1 + dx2

2 + dx2
3) +

(

1 +
L4

r4

)1/2
(
dr2 + r2dΩ2

5

)
. (3.17)

Onde L4 = 4πgsNα′2. Note que existe um fator de redshift para a energia, pois gtt

não é constante.

E = H−1/4Ep. (3.18)

Aqui[27, 15], E é a energia de um objeto visto por um observador no infinito, en-

quanto Ep é a energia do mesmo objeto medida por um observador que está numa

posição fixa r. Essa expressão nos diz que cada vez que aproximamos um objeto de

r = 0, este parece ter menor e menor energia para um observador no infinito. Tal

observador irá perceber dois tipos de excitações de baixas energias. O primeiro tipo

é formado por qualquer excitação nas proximidades de r = 0 e o segundo é formado

pelas vibrações de modos não massivos no bulk. Part́ıculas sem massa se desacoplam

no bulk, enquanto os outros tipos de interações ficam presas na região r = 0 pelo po-

tencial gravitacional gerado pelas D3-branas. Encontramos, novamente, dois sistemas

desacoplados. Assim, no limite de baixas energias, encontramos a gravidade no bulk e

a região no limite r = 0. Nessa região, encontramos

ds2 =
L2

z2
(−dt2 + d~x2 + dz2) + L2dΩ2

5, (3.19)

onde, d~x2 = dx2
1+dx2

2+dx2
3, z = L2

r
e dΩ2

5 é o elemento de arco de uma esfera unitária

em 5 dimensões. Esse é, justamente, um espaço AdS5 × S5.

Aqui, obtemos, de formas distintas, o limite de baixas energias a partir de dois

pontos de vista diferentes. Em ambos encontramos uma teoria de gravidade somada

de outra teoria. É natural perguntar se se essas teorias seriam equivalentes. E é

justamente o que a correspondência AdS/CFT faz. Ela conjectura (em sua forma

fraca) que uma teoria de Yang-Mills supersimétrica com N = 4 em (3+1) dimensões

é equivalente (ou dual) à teoria de cordas tipo IIB sobre AdS5 × S5[6].
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Note que o grupo de isometrias associado ao espaço AdS5×S5 é o SO(4, 2)×SO(6),

que é justamente o grupo de calibre associado ao amontoado de D3-branas, definidos

anteriormente. Assim, o fato de a teoria sobre as D3-branas em baixas energias ser

conforme reflete o fato de a geometria gerada nas vizinhaças das D3-branas ser a

geometria de um espaço AdS5[11].

Tanto a parte AdS quanto a esfera S5, devido ao fato de serem maximalmente

simétricas, possuem curvaturas proporcionais a 1/L2 e, para altos valores de L, se tor-

nam muito pequenas. Nesse regime, as D3-branas são melhor descritas na aproximação

da teoria de cordas tipo IIB. Assim, a geometria em r → 0 pode ser vista como um

Figura 3.4: Esquema geométrico da Correspondência AdS/CFT[30]

”gargalo”de raio L, onde r → ∞ leva a um espaço plano de (9+1) dimensões[31]. Esse

é justamente o caso onde o limite de supergravidade é válido, pois, para L ≫
√
α′,

temos

L√
α′

∼ (gsN)1/4 ≫ 1. (3.20)

Ou seja, o acoplamento de t’ Hooft deve possuir um alto valor. Essa é justamente

a condição estabelecida por Maldacena[8] geometria nas proximidades das D3-branas

possui curvatura pequena e pode ser descrita em termos de uma teoria de cordas tipo

IIB.
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Caṕıtulo 4

Descrição Holográfica do Potencial
Entre Quarks

4.1 Cenários com branas-mundo

Como consequência dos calibres necessários para descrever os modos de vibrações das

cordas abertas, nasceram as Dp-branas. Com o aparecimento de branas na teoria,

ressurge a ideia de dimensões extras (idealizadas, primeiramente, por Kaluza-Klein):

o nosso Universo pode ser uma D3-brana imersa num espaço de dimensão maior (o

”bulk”). Essas dimensões podem estar compactadas, como na formulação dada por

teorias do tipo Kaluza-Klein ou, no caso de a matéria estar compactada nas três

dimensões em que vivemos, poderiam existir bulks com dimensões extras, ou mesmo

infinitas, como mostrado nos trabalhos de Randall-Sundrum[32, 33].

Um modelo muito usado, devido à compatibilidade com as observações feitas em

nosso Universo, é o modelo de Randall-Sundrum. Esse modelo consiste na idéia de que

vivemos num bulk com cinco dimensões e constante cosmológica negativa dividido em

dois setores, um não-gravitacional, onde está a matéria, e outro gravitacional, onde

existe uma concentração significativa de grávitons.

Seguindo tal modelo vamos, inicialmente, considerar uma teoria de cinco dimensões

em que a ação possui a forma [36]

S(5) =
1

2κ2
(5)

∫

d5x
√

−g̃R̃ +

∫

d5x
√

−g̃Lm. (4.1)

O primeiro termo da equação 4.1 é a ação da Einstein-Hilbert em cinco dimensões,
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Figura 4.1: Modelo de Randall-Sundrum

onde g̃AB é a métrica no bulk e R̃ é o escalar de curvatura em cinco dimensões. O

segundo termo é relacionado à lagrangeana de matéria (Lm) no bulk. Além disso,

κ2
(5) = 8πG(5) = M−3

p(5). Onde G(5) é a constante de Newton e Mp(5) é a massa de

planck, ambos em cinco dimensões. A métrica nesse bulk, onde a D3-brana é um

universo homogêneo e isotrópico (FRW), pode ser escrita como [35, 36, 37]

ds2 = −n2(τ, r)dτ 2 + a2(τ, r)γijdx
idxj + b2(τ, r)dr2, (4.2)

onde n(τ, r), a(τ, r) e b(τ, r) são funções que dependem das coordenadas da dimensão

extra, denotada por r e pelo tempo proprio τ . Note que não podemos fatorar essa

métrica, o que nos abre a possibilidade de termos tanto dimensões extras muito largas

quanto dimensões compactificadas, como em casos mais gerais [33]. Para obtermos

soluções cosmológicas nesse cenário deve-se resolver as equações de Einstein em cinco

dimensões

G̃AB ≡ R̃AB − 1

2
R̃g̃AB = κ2T̃AB, (4.3)

onde G̃AB é o tensor de Einstein, R̃AB é o tensor de Ricci e T̃AB é o tensor energia

momento, todos em cinco dimensões.
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Precisamos agora distinguir o que acontece no bulk do que acontece na D3-brana.

Primeiramente, vamos separar as partes da brana e do bulk no tensor energia momento.

T̃A
B = ŤA

B |bulk +TA
B |brana . (4.4)

Vamos assumir que a D3-brana é ”extremamente fina”e posicionada em r = 0. Sendo

assim, devemos encontrar

TA
B |brana=

δ(r)

b
diag(−ρb, pb, pb, pb, 0), (4.5)

onde ρb e pb são a densidade de energia e a pressão na D3-brana, respectivamente.

Para obtermos soluções FRW na D3-brana, esses termos são considerados como sendo

constantes [17, 35]. A delta aparece porque a brana é definida somente em r = 0. Para

a parte de tensor energia momento associada ao bulk, vamos assumir que ela possui a

forma genérica [36]

ŤA
B |bulk= diag(−ρB, PB, PB, PB, PT ), (4.6)

onde ρB e PB são a densidade de energia e a pressão no bulk, respectivamente. PT é

a pressão na coordenada r. Sendo assim, encontramos

T̃A
B = diag

[

(−ρB, PB, PB, PB, PT ) +
δ(r)

b
(−ρb, pb, pb, pb, 0)

]

. (4.7)

As componentes do tensor de Einsten são

G̃00 = 3

{

ȧ

a

(

ȧ

a
+

ḃ

b

)

− n2

b2

[
a′′

a
+

a′

a

(
a′

a
− b′

b

)]

+ κ
n2

a2

}

,

G̃04 = 3

(

ȧ

a

n′

n
+

a′

a

ḃ

b
− ȧ′

a

)

,

G̃44 = 3

{
a′

a

(
a′

a
+

n′

n

)

− b2

n2

[
ȧ

a

(
ȧ

a
− ṅ

n

)

+
ä

a

]

− κ
b2

a2

}

, (4.8)

G̃ij =
a2

b2
γij

{
a′

a

(
a′

a
+ 2

n′

n

)

− b′

b

(

2
a′

a
+

n′

n

)

+ 2
a′′

a
+

n′′

n

}

+

+
a2

n2
γij

{

ȧ

a

(

− ȧ

a
+ 2

ṅ

n

)

+
ḃ

b

(

−2
ȧ

a
+

ṅ

n

)

− 2
ä

a
− b̈

b

}

− κγij.
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Aqui, a t́ıtulo de ilustração, vamos calcular G̃04. A métrica, em sua forma matricial,

é dada por gµν = diag (−n2, a2γ, a2γ, a2γ, b2). Note que g̃04 = 0. Assim, pela equação

4.3 temos

G̃04 = R̃04. (4.9)

Nessa notação, a conexão afim tem a forma

ΓC
AB =

1

2
g̃CD (∂Ag̃BD + ∂B g̃DA − ∂Dg̃AB) , (4.10)

onde as letras maiúsculas se restrigem a valores de 0 a 4. Dáı,

Γ0
00 =

1

2
g̃00∂0g̃00

=
1

2

(

− 1

n2

)

∂τ
(
−n2

)

=
ṅ

n
, (4.11)

e as outras conexões afins são

Γ4
00 =

nn′

b2 Γi
00 = 0

Γ0
0i = 0 Γ4

0i = 0 Γi
0i =

ȧ
a

Γ0
04 =

n′

n Γ4
04 =

ḃ
b Γi

04 = 0

Γ0
44 =

bḃ
n2 Γ4

44 =
b′

b Γi
44 = 0

Γ0
i4 = 0 Γ4

i4 = 0 Γi
i4 =

a′

a

Γ0
ii =

aȧ
n2γii Γ4

ii = − a
n2γii Γi

ii = 0
Γ0
jk = 0 Γ4

jk = 0 Γi
jk = 0.

onde i, j, k = 1, 2, 3 e i 6= j, k. O tensor de Riemann é dado por

R̃D
ACB = ∂CΓ

D
BA − ∂BΓ

D
CA + ΓD

CEΓ
E
BA − ΓD

BEΓ
E
CA. (4.12)

Sendo assim, o tensor de Ricci toma a forma

R̃AB = R̃C
ACB

= R̃0
A0B + R̃i

AiB + R̃4
A4B

= ∂CΓ
C
BA − ∂BΓ

C
CA + ΓC

CEΓ
E
BA − ΓC

BEΓ
E
CA. (4.13)
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Logo, a componente R̃04 é

R̃04 = ∂CΓ
C
04 − ∂4Γ

C
C0 + ΓC

CEΓ
E
04 − ΓC

4EΓ
E
C0

= R̃0
004 + 3R̃i

0i4 + R̃4
044

= 0 + 3

(

ȧ

a

n′

n
+

a′

a

ḃ

b
− ȧ′

a

)

+ 0 (4.14)

Assim, encontramos

G̃04 = 3

(

ȧ

a

n′

n
+

a′

a

ḃ

b
− ȧ′

a

)

(4.15)

Fazendo uso das condições de junção sobre a branas, encontramos a equação de Fri-

edmann associada

ȧ20
a20

=
κ2

6
ρB +

κ4

36
ρ2b +

C

a40
− κ

a20
. (4.16)

Impondo que a quinta dimensão seja estática, com calibre b(τ, y) = 1, obtemos

a2(t, r) =
1

2

(

1 +
κ2ρ2b
6ρB

)

a20 +
3C

κ2ρ2Ba
2
0

+

[
1

2

(

1− κ2ρ2B
6ρB

)

a20 −
3C

κ2ρ2Ba
2
0

]

cosh(µ|r|)−

− κρb√−6ρB
a20sinh(µ|r|) (4.17)

n(t, r) =
ȧ(t, r)

ȧ0(t)

4.2 Potenciais entre quarks

Os quarks são, do ponto de vista fenomenológico, constituintes fundamentais da Na-

tureza. Não podemos encontrá-los livres, pois quando se tenta separar um quark de

seu parceiro antiquark, um tubo de fluxo cromoelétrico se forma e, quando possui

energia suficiente, forma novos pares quark-antiquark. Nesse sentido, a QCD não é

uma teoria estritamente confinante, tendo em vista que nesse processo de produção de

pares os quarks usados inicialmente podem muito bem se separar e formar novos pares

com outros quarks e antiquarks gerados pelo tudo de fluxo cromoelétrico. Isso afeta a

curva do potencial entre eles, que em certo ponto abandona seu comportamento linear

e se torna um platô. Essa mudança se dá no processo de hadronização e pode ser

descrita em termos de quebra da corda QCD. A energia de interação necessária para
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Figura 4.2: produção de mésons[?]

o ińıcio desse processo é de duas vezes a massa do quarks mais leve da teoria[8, 9, 4]

e o potencial entre os quarks pode ser fitado pelo potencial de Cornell, que possui a

forma

E(L) = −A

L
+BL+ F, (4.18)

onde A é a força de Coulomb, B é a tensão da corda QCD e F fixa o potencial. Note

que o formato dessa expressão é similar ao formato da equação (3.11).

Figura 4.3: Desenho do comportamento do potencial entre quarks[41]

Devemos notar que, devido a esse comportamento análogo ao de uma corda, po-

demos associar o intervalo de energia onde temos uma teoria confinante à energia de
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uma corda girante clássica, cuja energia potencial é dada por E(L) = τL, onde τ é a

tensão da corda.

A interação que mantém os quarks presos uns nos outros é a interação forte e

seus mediadores são conhecidos como glúons. Os gluons são, assim como o fóton na

QED, representados por um potencial quadrimensional Aµ. No entanto, diferente do

que acontece com o foton, que é único, existem 8 glúons. Isso está relacionado com o

grupo de calibre da QCD, que é o SU(3)[25].

Aqui, iremos tratar do caso em que a massa dos quarks envolvidos é muito grande

(→ ∞). Nessa aproximação, podemos abordar o problema sem necessidade de analisar

sua dinâmica e de forma não-relativ́ıstica, pois nesse sistema a massa dos quarks é

muito maior do que seus quadrimomentos. Assim, o termo cinético pode ser descartado

e consideramos a distância entres os quarks fixa. A ação toma, então, a forma[25]

S =

∫

dτE(L) = TE(L), (4.19)

onde E(L) é a energia potencial presente no par quark-antiquark. Vamos impor que

a interação quark-glúon tenha a forma

jµAµ = ̺A4, (4.20)

onde ̺ = δ(3)(x)− δ(3)(x− L), esse termo determina a posição relativa entre o quark

e o anti-quark. Dessa forma, a ação euclideana se torna

S = −i

∫

d4x̺(x)A4(x)

= −i

∫ T

0

dτ (A4(0, τ)− A4(L, τ))

T≫L
= −i

[∫ T

0

dτA4(0, τ) +

∫ L

0

dsA4(s, T ) +

∫ 0

T

dτA4(L, τ) +

∫ 0

L

dsA4(s, 0)

]

= −i

∮

dxµA
µ = TE(L). (4.21)

Onde tomamos um contorno fechado no espaço-tempo e consideramos T ≫ L (T →

∞) para estabelecer a posição fixa dos quarks. Assim, pela equação (2.86), fica fácil
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mostrar que

〈W (C)〉 = 〈 1
N
Trei

∮
C
Aµdxµ〉 = e−TE(L). (4.22)

e o contorno descrito pelo loop de Wilson assume a forma retangular no espaço tempo.

Figura 4.4: Esquema do Wilson loop[28]

A inserção de quarks em uma teoria de calibre é feita em sua representação fun-

damental. Apesar de N = 4SYM não possuir quarks, podemos inseri-los em sua

teoria dual gravitacional através das cordas abertas presas na D3-brana[8]. As pontas

das cordas abertas são duais ao par quark-antiquark e a fronteira da folha-mundo da

corda aberta deve então ser cercada pelo contorno C. Assim, o contorno C descreve a

Figura 4.5: O loop de Wilson pode ser interpretado como a fronteira de uma superf́ıcie
Σ [54]

propagação do par quark-antiquark desde sua criação até sua aniquilação. Isso sugere

que podemos identificar o valor esperado do loop de Wilson, que nos dá a função de
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partição do quark sobre C, com a função de partição da folha mundo de sua corda

dual. Ou seja[6],

〈W (C)〉 = Zcorda [∂Σ = C] . (4.23)

No limite N → ∞, encontramos

Zcorda [∂Σ = C] = eiS(C) → 〈W (C)〉 = eiS(C), (4.24)

onde S(C) é a ação de Nambu-Goto que satisfaz a condição de que as pontas da

corda que representa o par quark-antiquark terminem sobre a curva C. Se tomarmos

uma linha reta (de Wilson) na direção do tempo T , que descreve um quark isolado e

estático, devemos obter

〈W (C)〉 = e−iMT (4.25)

Onde M é a massa do quark.

Estando associado à representação fundamental e se comportando como um fator

de fase, podemos então ver o loop de Wilson como um fator de fase associado com a

propagação de um quark muito massivo na representação fundamental do grupo de

calibre [8]. No limite de supergravidade (limite de t’Hooft) e ”Euclideanizando”a ação

(iS → −S), para uma ação que não dependa do tempo), devemos obter uma expressão

do tipo [8]

〈W (C)〉 ∼ e−S (4.26)

Onde S é a área própria da folha mundo da corda fundamental imersa no bulk AdS5×

S5. Podemos descrever o bulk como um grande número N de D3-branas em um espaço

de 10 dimensões [6, 9, 10]. A ação da corda, nesse caso, é infinita porque a distância

própria da fronteira ao centro do espaço AdS é infinita e isso é consistente com o fato

de que quarks externos possuem massa infinita. Assim, ela deve ser regularizada e,

para isso, subtraimos da ação as massas dos quarks inseridos. O loop de Wilson se

torna

〈W (C)〉 ∼ e−(S−2MT ). (4.27)
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Aqui, S é a ação de Nambu-Goto, e a métrica em questão é a do espaço AdS5 × S5,

que é dada por[6]

ds2 = α′
[
U2

R2

(
dt2 + dxidx

i
)
+R2dU

2

U2
+R2dΩ2

5

]

. (4.28)

Como a dinâmica da corda está sobre a parte AdS do espaço em questão, vamos

apenas lidar com suas cordenadas Xµ = (t, x1, x2, x3, U) e abandonemos a parte S5.

Aqui, escolhemos o calibre t = τ , σ = x1 para identificarmos as coordenadas da folha-

mundo com duas coordenadas e x2 e x3 são constantes. Essa é a escolha do calibre

estático[15, 4], que concorda com o problema que desejamos resolver. Além disso,

devemos ter U = U(σ = x), pois uma só coordenada é necessária para descrever a

folha mundo nessa configuração. Sendo assim, a ação de Nambu-Goto se torna

S =
T

2π

∫

dx

√

U ′2 +
U4

R4
. (4.29)

Aplicando a equação de Euler-Lagrange, encontramos a equação de movimento, dada

por

U4

√

(∂xU)2 + U4

R4

= constante. (4.30)

Logo, podemos encontrar a distância entre os quarks pela integral

x =
R2

U0

∫ U/U0

1

dy

y2
√

y4 − 1
, (4.31)

onde y = U/U0 e U0 é justamente onde U(x) é mı́nimo. Note que devemos ter

U
(
±L

2

)
→ ∞, logo, encontramos

L

2
=

∫ ∞

1

dy

y2
√

y4 − 1
=

R2

U0

21/2π3/2

Γ (1/4)
. (4.32)

Comparando com as equações (4.27) e (4.22), encontramos

E =
2U0

2π

[
∫ ∞

1

dy

(

y2
√

y4 − 1
− 1

)

− 1

]

= −4π2 (2g2YMN)
1/2

Γ (1/4)4 L
(4.33)

Note que a energia varia com o inverso da distância, isso advém do aspecto conforme

da teoria.
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4.3 Potenciais entre quarks em cenários de brana-

mundo inflacionária

Desprezando os termos de radiação, podemos reescrever o fator de escala (4.17) da

seguinte maneira [10]

a(r, t) = Ũ(r)a0(t), (4.34)

onde definimos

Ũ(r) =
√

eγ + ξ2eµr + χ2e−µr

ξ2 =
1

2
(1− eγ −

√

1− 2eγ)

χ2 =
1

2
(1− eγ +

√

1− 2eγ) (4.35)

com γ = 3H2/2σ para e = −1, γ = 3H2
E/2σ para e = +1 e

H2 =
2

3

(

1 +
ρ

2σ

)

, (4.36)

é a equação de Friedmann que descreve a dinâmica sobre a D3-brana. HE é o parâmetro

de Hubble euclideano. Derivando Ũ(r), encontramos

Ũ ′ =
1

R0Ũ

√
(

Ũ2 − eγ
)2

− 4ξ2χ2. (4.37)

Logo, encontramos o infinitésimo de r dado por

dr =
1

Ũ ′
dŨ =

R0Ũ
√
(

Ũ2 − eγ
)2

− 4ξ2χ2

dŨ , (4.38)

onde R2
0 = α′R2. Aqui, por conveniênca, vamos reescrever Ũ = α

R0

U . Assim, as

dimensões das grandezas relacionadas se tornam: [α′] = (comprimento)2, [U ] =

(comprimento)−1, [R] = 1, [~x] = [τ ] = (comprimento). Tais transformações vão se

mostrar fundamentais quando encontramos os objetos relevantes nesse estudo devido

à forma ”simples”em que serão reescritos. Realizando as mesmas transformações para
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reescrever o termo dr, obtemos

dr →
R0

(
α′

R0

)

U
√
(

α′2

R2

0

U2 − eγ
)2

− 4ξ2χ2

(
α′

R0

)

dU

= R0
U

√
(

U2 − eγ
R2

0

α2 − 2|ξχ|R2

0

α′2

)(

U2 − eγ
R2

0

α2 + 2|ξχ|R2

0

α′2

)dU

= R0
U

√

(U2 − C ′
+) (U

2 − C ′
−)

dU (4.39)

com C ′
± = (eγ ± 2|ξχ|) R2

α′ . Agora, redefinindo U = |U0|y1 , temos

dr = R0
y

√

(y2 − C+) (y2 − C−)
dy (4.40)

com C± =
C′

±

U2

0

= (eγ ± 2|ξχ|) R2

α′U2

0

. Seguindo o processo de forma similar, o elemento

de arco toma a forma

ds2 = U2edt2 + U2a20γijdx
idxj + dr2

=
α′

R2
U2
0 y

2
(
edt2 + a20γijdx

idxj
)
+

α′R2y2

(y2 − C+) (y2 − C−)
dy2

= α′
[
U2
0

R2
y2
(
edt2 + a20γijdx

idxj
)
+

R2y2

(y2 − C+) (y2 − C−)
dy2
]

(4.41)

Além disso, temos que

ξ2χ2 =
1

4

(

1− eγ −
√

1− 2eγ
)(

1− eγ +
√

1− 2eγ
)

=
1

4

[
(1− eγ)2 − |1− 2eγ|

]
(4.42)

Logo,

|ξχ| = 1

2

√

1− 2eγ + γ2 − |1− 2eγ|. (4.43)

Para evitarmos dificuldades com singularidades na métrica, devemos ter C± ≤ 0.

Assim, por simplicidade, vamos escolher e = −1. Então, |ξχ| = γ
2
e C± = (±1− 1) γR2

α′U2

0

e a métrica se torna

ds2 = α′
[
U2
0

R2
y2
(
−dt2 + a20γijdx

idxj
)
+

R2

y2 + C
dy2
]

(4.44)

1Nesse trabalho não usamos U0 em si, mas comente o módulo dele. Então, de agora em diante
usaremos somente U0 como sendo seu módulo. isso deve ficar subentendido
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com C = 2γR2

α′U2

0

. Essa métrica difere da métrica de um espaço AdS5 pela presença do

parâmetro de inflação C e é evidente que esse termo quebra a simetria SO(2, 4) da

teoria. Assim, o fato de trabalharmos com uma teoria inflacionária implica na quebra

do caráter conforme da mesma. Entretanto, consideramos o caso em que o termo C

deforma o espaço AdS mas a maioria dos ingredientes da correspondência AdS/CFT

se mantém. Em particular, a relação entre o loop de Wilson e a área da folha-mundo

se mantém.

Nessa configuração, a distância entre os quarks é dada por [28]

L = 2

∫ r1

r0

g(τ, r)

f(τ, r)

f(τ, r)
√

f 2(τ, r)− f 2(τ, r0)
, (4.45)

onde g2(τ, r) = g00grr = eU2 e f 2(τ, r) = g00gxx = eU4a20. Dáı,

L = 2

∫ r1

r0

dr

√

eU2

eU4a20

√

eU4
0a

2
0

√

eU4a20 − eU4
0a

2
0

=
L0

a0(t)
(4.46)

onde

L0 = 2

∫ r1

r0

dr
1

U

U2
0

√

U4 − U4
0

(4.47)

Mais uma vez, trabalhando pra encontramos uma melhor forma paraL0, encontramos

L0 → 2

∫ r1

r0

dr
1

α′

R0

U

α′2

R2

0

U2
0

√
α′4

R4

0

U4 − α′4

R4

0

U4
0

= 2
R0

α′

∫ r1

r0

dr
1

U

U2
0

√

U4 − U4
0

(4.48)

e redefinindo U = U0y, finalmente, obtemos

L0 = 2
R2

0

α′U0

∫ U1/U0

1

1

y

1
√

y4 − 1

y
√

(y2 − C+) (y2 − C−)
dy (4.49)

Note que, quando γ = 0, nos deparamos com o mesmo caso estudado na referência [8].

Escolhendo a assinatura lorentziana e γ ≤ 1/2, obtemos

L0 = 2
R2

0

α′U0

∫ U1/U0

1

1

y
√

y4 − 1

1
√

y2 + C
dy (4.50)
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Podemos expandir o fator dependente de C presente na integral (4.50) em termos de

C/y2.

1
√

y2 + C
=

1
√

y2 − (−C)
=

1

y

∞∑

n=0

an(−1)n
Cn

y2n
, (4.51)

Logo, reescrevendo L0, obtemos

L0 = 2
R2

0

α′U0

∫ U1/U0

1

1

y
√

y4 − 1

1

y

∞∑

n=0

an(−1)n
Cn

y2n
dy

= 2
R2

0

α′U0

∞∑

n=0

an(−1)nCn

∫ U1/U0

1

y−(2n+4)

√

1− 1
y4

dy

= 2
R2

0

α′U0

∞∑

n=0

an(−1)nCnIn, (4.52)

onde a0 = 1 , an = (2n−1)!
22n−1n!(n−1)!

(coeficientes da expansão em Série de Taylor da função

1/
√
1− x), para n ≥ 1 e definimos

In ≡
∫ U1

U

1

dy
y−(2n+4)

√

1− 1
y4

(4.53)

Aqui, vamos tomar o limite U1 → ∞, esse limite é equivalente a tomar as massas dos

quarks infinitas. Nesse limite, obtemos

In
U1→∞
=

1√
2π

23nn!

(2n+ 1)!
Γ

(
2n+ 3

4

)2

(4.54)

Logo, inserindo a equação acima na (4.50), encontramos a seguite forma para a ex-

pressão que descreve a distância entre-quarks

L0
U1→∞
=

2R2
0

α′U0

1√
2π

∞∑

n=0

(−1)n
Γ
(
2n+3

4

)2

(2n+ 1)n!
(2C)n (4.55)

Essa expressão indica que a distância entre os quarks depende também do parâmetro

de inflação.

Encontramos a energia que mantém os quarks juntos a partir do loop de Wilson.

Precisamos, então, calcular a ação associada ao nosso sistema. Podemos seguir o

mesmo procedimento usado para simplificação de L0 para descrever a ação associada

aos quarks pesados [10, 28]. A ação, devido a presença de quarks com massa infinita,
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deve ser divergente. De fato, temos

S = 2
1

2πα′

∫ r1

r0

∫ T

0

drdτ
g(τ, r)f(τ, r)

√

f 2(τ, r)− f 2(τ, r0)

= 2
1

2πα′

∫ r1

r0

∫ T

0

drdτ
U3

√

eU4 − eU4
0

= 2
T

2πα′√e

∫ r1

r0

dr
U3

√

U4 − U4
0

, (4.56)

onde aplicamos uma integração em um certo intervalo de tempo que denotamos por

T . Aplicando a transformação U → α′

R0

U , obtemos

S → 2
T

2πα′√e

∫ r1

r0

dr

(
α′

R0

U
)3

√
α′4

R4

0

U4 − α′4

R4

0

U4
0

= 2
T

2πR0

√
e

∫ r1

r0

dr
U3

√

U4 − U4
0

(4.57)

e redefinindo U = U0y, encontramos

S = 2
TU0

2π
√
e

∫ U1/U0

1

y4
√

y4 − 1

1
√

(y2 − C+) (y2 − C−)
dy (4.58)

Escolhendo e = −1 e γ ≤ 1/2 a ação toma a forma

S = 2
TU0

2πi

∫ U1/U0

1

y3
√

y4 − 1

1
√

y2 + C
dy

= 2
TU0

2πi

∞∑

n=0

an(−1)nCnAn (4.59)

Onde

An =

∫ U1

U

1

dy
y−2n

√

1− 1
y4

(4.60)

Para n ≥ 1 e no limite de massa infinita (U1 → ∞) obtemos

An
U1→∞
=

23n

16
√
2π

(2n− 1)n!

(2n)!
Γ

(
2n− 1

4

)2

(4.61)

Logo

S
U1→∞
= 2

TU0

2πi





∫ ∞

1

1
√

1− 1
y4

dy +
1√
2π

∞∑

n=1

(−1)n
2nΓ

(
2n+3

4

)2

(2n− 1)n!
Cn



 (4.62)
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Vamos definir

f± =
∞∑

n=0

(−1)n
Γ
(
2n+3

4

)2

(2n± 1)n!
(2C)n (4.63)

A massa (infinita) de cada quark é dada por

Mq =
1

2πα′

∫ r1

0

g(r)dr

=
1

2πα′

∫ r1

0

√
eU2dr (4.64)

Repetindo o processo feito anteriormente para obter as expressões da distância entre-

quarks e da ação, obtemos

Mq
U1→∞
= i

U0

2π

∫ ∞

0

y
√

y2 + C
dy (4.65)

Note que essa integral é sempre divergente. Esse fato será útil quando regularizarmos

a ação que, por sinal, também é divergente. Nessa configuração, a massa dos quarks

presentes na teoria dependem do parâmetro de expansão. Assim,

Mq
U1→∞
= i

U0

2π

[
∫ 1

0

y
√

y2 + C
dy +

∫ ∞

1

y
√

y2 + C
dy

]

= i
U0

2π

[

−
√
C + lim

y→∞

√

y2 + C

]

(4.66)

= i
U0

2π

[

−
√
C +

∫ ∞

0

dy

]

(4.67)

onde usamos o fato de C ser uma constante no termo divergente. Vamos também

definir

mq ≡
U0

2π

√
C =

1√
2π

R√
α′

√
γ (4.68)

O loop de Wilson com assinatura Lorentziana, nesse caso, é

〈W (C)〉 = e−i(2Mq+E(L0))T = eiS(C) (4.69)

Logo podemos calcular diretamente e energia entre os quarks separados por uma
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distância L0, sendo f
(n=1)
− a função (4.63) tomada a partir do termo em que n = 1,

−E(L0)T = S + 2MqT

−E(L0) = −i
U0

π

√
C + i

U0

π









−
[
∫ U1

U

1

dy

(

y2
√

y4 − 1
− 1

)

− 1

]

︸ ︷︷ ︸

Γ(3/4)2/
√
2π

− 1√
2π

f
(n=1)
−









E(L0) = i
U0

π

√
C − i

U0

π

[

Γ (3/4)2 /
√
2π +

1√
2π

f
(n=1)
−

]

= 2imq − i
U0

π

[

Γ (3/4)2 /
√
2π +

1√
2π

f
(n=1)
−

]

(4.70)

A energia euclideana é dada pela transformação E → −iE(iT ). Como a energia

potencial aqui estudada é constante no tempo, encontramos, finalmente,

E(L0) = 2mq −
U0

π
√
2π

[

Γ (3/4)2 + f
(n=1)
−

]

(4.71)

Podemos colocar essa expressão em uma forma mais compacta, mas, da forma como

está escrita, é melhor a visualização dos termos que dependem e dos termos que não

dependem do cenário cosmológico. Para encontrarmos E como função expĺıcita de L0,

basta escrevermos U0(L0), mas isso pode ser trabalhoso.

Aqui, devido a simplicidade, vamos analisar o limite onde, de fato, podemos des-

prezar a forma como a distância entre os quarks depende do parâmetro de inflação.

Note que a expressão (4.55) difere muito pouco da expressão que encontraŕıamos em

um espaço de Minkowski (γ = 0) para γ ≪ 1. Podemos tentar visualizar essa apro-

ximação da seguinte forma: imagine uma malha com alta tensão esticada, mas não

de forma homogênea, na qual jogamos um haltere em cima. A malha pode ser vista

como o espaço-tempo, enquanto o haltere representa o par quark-antiquark pesado que

inserimos na teoria. Ou seja, o haltere sente a deformação da malha, mas a influência

dessa não é suficiente para deforma-lo. A tensão da malha é grande o suficiente para

que possamos desprezar a deformação exercida pelo halter na malha, mas sentimos o

aumento da massa, num todo.
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Traduzindo: estamos colocando um par quark-antiquark pesado em um espaço-

tempo deformado, de forma que a configuração energética do sistema é alterada. Es-

tamos desprezando os efeitos da deformação provocada pela constante cosmológica

sobre a distância entre os quarks, mas não desprezamos a influência de tal deformação

na energia que mantém os quarks juntos.

A distância entre os quarks, na aproximação feita, é dada por

L0 =
2R2

U0

√
2π

Γ

(
3

4

)2

(4.72)

Tomando C ≪ 1 e abandonando os termos de ordem O(C2) (ou O(γ2)), o potencial

entre quarks toma a forma

E(L0) = 2mq −
1

π
√
2π

[

Γ (3/4)2 U0 − 4Γ (5/4)2
R2

α′
1

U0

]

, (4.73)

onde usamos C = 2γR2

α′

1
U2

0

. Retirando o termo U0 da expressão usando a expressão

4.72, obtemos

E(L0) = 2mq −
Γ
(
3
4

)4

π2

R2

L0

+
2

π

Γ (5/4)2

Γ (3/4)2
L0

α′ γ, (4.74)

onde mq = 1√
2π

R√
α′

√
γ. Sabemos que o potencial entre-quarks satura em uma escala

de energia da ordem de duas vezes a massa do quarks mais leve da teoria depois de

um peŕıodo de confinamento. Assim, a deformação induzida no espaço AdS5 pela

constante cosmológica força o aparecimento de uma grandeza que se comporta como

um novo quark, de massa finita, que serve de limite de saturação para o potencial e

induz o intervalo onde a teoria é confinante, já encontrado anteriormente na referência

[10].
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Caṕıtulo 5

Conclusão

Neste trabalho computamos o potencial entre quarks no contexto holográfico em

cenários cosmológicos. Nossos resultados mostram que produzimos fases de confina-

mento e deconfinamento na formação de pares de mésons (hadronização)[30, 40, 41, 42].

A presença de sabores se dá justamente devido ao regime de quarks de massas leves cu-

jas massas são controladas por uma constante cosmológica muito pequena. A presença

da constante cosmológica na brana deforma o espaço AdS em 5d. Essa deformação

desenvolve o papel de uma ‘brana de sabor’ como acontece em teorias fora de cenários

cosmológicos.

Nossa perspectiva é obter estudos mais detalhados sobre a espectroscopia de mésons

via cosdas girantes em cenários cosmológicos. Estes estudos levarão em conta o cálculo

das trajetórias de Regge (a qual considera a as massas como uma função da raiz qua-

drada do spin da corda girante)[30, 40]. Resultados preliminares têm demonstrado uma

relação entre o ângulo de Regge e a constante cosmológica, bem como a existência de

hadronização para constante cosmológica suficientemente pequena. Este é um assunto

pretendemos concluir num futuro próximo[43].
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