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comentam: como tem sorte! e o guerreiro

consegue muito mais do que a sua

capacidade permite, por isso, quando o sol
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que é capaz de entender o milagre da
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RESUMO

Neste trabalho, consideramos a teoria eletromagnética efetiva de Myers-Pospelov

formulada por derivadas de altas ordens e campos constantes, constituindo assim,

operadores de dimensão-5. A principal caracteŕıstica dessa teoria é a de modificar a

relação de dispersão e descrever part́ıculas altamente energética. Essa caracterśtica,

abre a possibilidade de se estudar novos efeitos oriundos da escala de Planck, e por sua

vez, no regime de energia de teorias como a da gravidade quântica. Uma vez que temos

modificação na relação de dispersão, isto nos motiva a estudar a dinâmica de um gás

de fóton neste contexto. Como resultado, observamos que as principais equações de

estado como a entropia clássica do sistema, sofre uma correção logaŕıtimica-linear na

temperatura em sua descrição. Tal comportamento, pode estar associado a um estágio

anterior ao ińıcio da evolução da escala do ultra-violeta (escala de Planck).

Palavra-chave: quebra de simetria de lorentz, eletrodinamica estendida, termo-

dinamica modificada.



ABSTRACT

In this paper, we consider the effective electromagnetic theory formulated by Myers-

Pospelov derived from higher orders and constant fields, thus, dimension-5 operators.

The main feature of this theory is to modify the dispersion relation and describe highly

energetic particles. This feature opens up the possibility to study new effects from the

Planck scale, and in turn the system power theories such as quantum gravity. Once

we have modified the dispersion relation, this motivates us to study the dynamics

of a photon gas in this context. As a result, we observe that the main equations of

state as the entropy of the classical system, suffers a correction logarithmic-linear in

temperature in your description. Such behavior can be associated with a stage prior

to the beginning of the evolution of the scale of the ultra-violet (Planck scale).

Keywords: symmetry breaking of lorentz, electrodynamics extended, thermody-

namic modified.



i

Conteúdo
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Caṕıtulo 1

Introdução

Apesar de que a simetria de Lorentz tenha alcançado o status de simetria fun-

damental da natureza e, sendo por exemplo base do Modelo Padrão da f́ısica das

part́ıculas fundamentais, estudos recentes questionam se a invarância de tal simetria,

seja de fato, uma simetria exata da natureza em todos os regimes de energias. Uma

justificativa teórica, é a busca de uma f́ısica além da descrita pelo Modelo Padrão.

E a experimental, surge com o crescente avanço tecnológico que pode oferecer boas

perpesctivas de se dedectar efeitos oriundos de uma escala de comprimento fundamen-

tal que seja incompat́ıvel com a simetria de Lorentz. Isto pode justificar posśıveis

modificações ou até mesmo extensões na f́ısica convencional [1, 2].

A moderna teoria quântica de campos já admite a possibilidade da quebra da

invariância de Lorentz pelo mecanismo da quebra espontânea de simetrias via a solução

de vácuo da teoria. Contudo, o Modelo Padrão não possui dinâmica suficiente para

causar a violação espontânea da simetria de Lorentz. Então considera-se que a quebra

de simetrias tão fundamentais como a simetria de Lortentz venha a ocorrer em teorias

mais fundamentais, tais como Teoria de Cordas, Gravidade Quântica, etc, e a teoria

resultante pode ser efetivamente descrita por uma estrutura que seja superior a atual

estrutura do Modelo Padrão emergindo da escala de Planck ∝ 10−35m. Esta ideia



3

levou ao desenvolvimento de uma teoria efetiva conhecida como a Extensão do Modelo

Padrão (SME em inglês) proposta por Colladay e Kostelecký na decáda de 90 [1, 2].

Além disso, a existência de uma escala fundamental tal como a escala de Planck,

pode sugerir modificações na descrição da relação de dispersão de part́ıculas altamente

energética no mesmo cenário da gravidade da quântica. Este aspecto motivou Robert

C. Myers e Maxim Pospelov a proporem uma generalização da SME baseada em

operadores de dimensão−5 capazes de conduzir modificações cúbicas nas dinâmicas

das part́ıculas escalares, fermiônicas e vetorias [3]. Além disso, a teoria de Myers-

Pospelov impõe um limite de ξ < 10−15 para raios cósmicos ultraenergéticos. Neste

caso, ξ é um coeficiente adimensional associado ao parâmetro tipo-tempo que controla

a violação da simetria de Lorentz da teoria [4]. Além disso, a teoria de Myers-pospelov

produziu outros limites através de observações cosmológicas [5, 6], radiação ciclotron

[7], correções radiativas [8, 9], e testes experimentais [10].

Nesta dissertação, estudamos a teoria da violação da simetria de Lorentz no con-

texto da eletrodinâmica com um ingrediente a mais, incorporado por operadores de

dimensões elevadas. Espećıficamente, considera-se uma modificação na densidade de

Lagrangeana quadrática nos campos de calibre as quais alguns vetores constantes

que controlam a violação da simetria de Lorentz são acoplados com operadores de-

rivativos. Esta modificação, é representada pelo operador: Lγ ∼ (n · ∂)2nµF̃
µνAν

onde F̃ µν = 1
2
εµναβFαβ é o usual tensor dual ao tensor intensidade de campo eletro-

magnético e nµ é um parâmetro constante adimensional. Tal operador é impar frente

a transformação de CPT e par por conjugação de carga. Além disso, a constante

de proporcionalidade associada ao presente termo, corresponde ao inverso da massa

de Planck MP, regime de energia no qual apareceria uma nova f́ısica tal como a vi-

olação da simetria de Lorentz. Novos estudos tais como a redução dimensional [12]

e a abordagem de operadores generalizados [11], também foram propostos para esta
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modificação do setor do campo de calibre.

Portanto, podemos concluir que o modelo anisotrópico de Myers-Pospelov abre

uma possibilidade de se encontrar novos efeitos oriundos da escala de Planck, princi-

palmente por implementar modificações na relação de dispersão [13]. Tomamos essa

caracteŕıstica como principal motivação, e estudamos as propriedades termodinâmicas

de um gás de fóton. Neste sentido, verificamos que no regime de energia próximo

a energia de Planck, as principais equações de estado como a entropia clássica do

sistema, sofre uma correção logaŕıtimica-linear em sua descrição. Recentes trabalhos

que envolvem a violação da simetria de Lorentz e propriedades termodinâmicas são

frenquentes na literatura [14, 15, 17].

Adotando o sistema de unidades naturais o qual c = ~ = 1 este trabalho está orga-

nizado como, no Cap. II, introduzimos o modelo eletromagnético de Myers-Pospelov

com um coeficiente constate que determina uma direção preferencial para o sistema.

As equações de movimento e a relação de dispersão são obtidas em detalhes. No

caso da relação de dispersão encontramos as soluções por frequência associada aos

casos os quais o parâmetro constante é puramente tipo-tempo e tipo-espaço, indepen-

dentemente. No Cap. III, apresentamos uma revisão da termodinâmica de uma gás

de fótons, onde vamos usar para este estudo, o método da mecânica estat́ıstica pelo

ensemble grã-canônico e estat́ıstica de Bose-Einstein. No Cap. IV, estudamos as modi-

ficações nas propriedades termodinâmicas de um gás fótons num cenário onde teremos

energias próximas a a escala de Planck. Neste contexto, obtemos a densidade de ener-

gia, a densidade de part́ıculas, a pressão da radiação e a entropia. Ambas as equações

de estado se apresentam como uma função logaŕıtimica-linear da temperatura. No

Cap.V, apresentamos nossas conclusões.
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Caṕıtulo 2

A Dinâmica Eletromagnética com

Operadores de Dimensão-5

Um sistema f́ısico possui simetria, quando é invariante frente a uma dada trans-

formação, sendo assim, quando um sistema f́ısico possui simetria de Lorentz podemos

afirmar que é invariante frente as transformações de Lorentz (Rotações e Boosts). A

teoria eletromagnética usual se mantém invariante frente a estas transformações de

acordo com a teoria da relatividade especial de Einstein. Para especular uma posśıvel

violação desta simetria no eletromagnetismo é necessário que se faça uma extensão

da teoria usual, onde em nosso contexto, esta extensão ocorre com a introdução de

um termo composto por operadores de dimensão-5 na densidade de lagrangeana de

Maxwell. Neste sentido, podemos através da equação de Euler-Lagrange observar

como a dinâmica do eletromagnetismo se transforma com esta modificação.

Neste caṕıtulo, vamos introduzir, a priori, uma revisão da teoria usual de Maxwell

com os seus principais componentes a partir deste ponto estudamos as propriedades

clássicas da eletrodinâmica estendida de Myers-Pospelov. Neste sentido, desenvol-

vemos principalmente as equações de movimento e a estrutura geral da relação de

dispersão que governa a propagação das ondas eletromagnéticas.
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2.1 Eletromagnetismo Usual

Sabemos que as equações de Maxwell descrevem a dinâmica do eletromagnetismo

e que as mesmas foram o foco de pesquisas entre o fim do século XIX e o ińıcio do

século XX, sendo responsáveis por descrever os fenômenos elétricos e magnéticos como

sendo de uma mesma natureza. Essas equações podem ser escritas na presença das

densidades de carga ρ(x, t) e corrente ~j(x, t), na forma diferencial:

~∇ · ~E = ρ, (2.1.1)

~∇× ~B = ~j +
∂ ~E

∂t
, (2.1.2)

~∇ · ~B = 0, (2.1.3)

~∇× ~E = −∂ ~B

∂t
, (2.1.4)

no qual ~E(x, t) e ~B(x, t) são os campos elétrico e magnético que satisfazem as equações

acima. Já, para c = 1, as equações de onda desses campos são dadas por:

∇2 ~E − ∂2 ~E

∂t2
= 0, (2.1.5)

∇2 ~B − ∂2 ~B

∂t2
= 0. (2.1.6)

As equações de Maxwell podem ser escritas na forma covariante a partir da densidade

de lagrageana

LM = −1

4
FµνF

µν − jµAµ, (2.1.7)

onde Fµν=∂µAν − ∂νAµ ou ainda na forma matricial:

Fµν =















0 Ex Ey Ez

−Ex 0 −Bz By

−Ey Bz 0 −Bx

−Ez −By Bx 0















(2.1.8)
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É fácil observar que o tensor Fµν é antissimétrico

Fµν = −Fνµ, (2.1.9)

observa-se também, que quando fixamos µ = 0 e ν = 0 e variamos ν em 1, 2 e 3, fica

claro que:

F 0i = Ei, (2.1.10)

Assim como

Bij = ǫijkBk, (2.1.11)

onde o termo ǫijk, é o conhecido tensor de Levi-Civita, que por sua vez apresenta as

seguintes caracteŕısticas:

ǫijk =















0

1

−1

(2.1.12)

quando os ı́ndices forem repetidos o tensor se anula, quando formarem permutações

ćıclicas ele possui valor 1, e quando for permutação não-ćıclica o valor −1.

A partir da equação de Euler-Lagrange podemos de (2.1.7) encontrar as equações

de movimento que são as equações de Maxwell na forma coveriante, ou seja, a forma

válida para todos os refenciais inerciais

∂µF
µν = 0, (2.1.13)

na ausência de fontes, e

∂µF
µν = jν . (2.1.14)

na presença de fontes.

Em termos das componentes vetoriais (2.1.7) passa a ser expressa como:

L =
1

2
( ~E2 − ~B2)− ρφ+~j · ~A. (2.1.15)
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2.2 O Modelo e a Equação de Movimento

Vamos considerar a densidade de lagrangeana eletromagnética de Maxwell na pre-

sença de uma corrente jµ e do termo de Myers-Pospelov [3]. Este modelo pode ser

escrito a seguir,

L = −1

4
FµνF

µν − jµA
µ + gεαµλρnλ(n · ∂)2FραAµ. (2.2.16)

Os principais objetos desta teoria podem ser descritos como segue: F µν é o tensor

usual de intensidade de campo eletromagéntico [34], nµ é o quadri-vetor constante

que determina uma direção privilegiada no espaço-tempo caracterizando a violação

da simetria de Lorentz εαµλρ é o śımbolo de Levi-Civita totalmente anti-simétrico. E

ainda, g é uma constante com dimensão do inverso de massa por g = ξ
MP

. Como

mencionamos anteriormente, ξ representa um parâmetro adimensional e MP é massa

de Planck. Note que a densidade de lagrangeana (2.2.16) deve ser invariante frente a

seguinte transformação de calibre: Aµ → A′
µ = Aµ + ∂µΛ a menos de uma derivada

total.

Os operadores de dimensão-5 tal como o terceiro termo da lagrangena (2.2.16)

podem ser constrúıdos satifazendo cinco critérios: (a) quadrático no mesmo campo,

no caso é o campo de calibre; uma ou mais derivadas além do termo cinético; (b)

invariante de calibre, como já foi mencionado acima; (c) invariante de Lorentz, exceto

pela natureza do quadri-vetor nµ; (d) não redut́ıvel à operadores de baixas dimensões

pela equação de movimento; (e) não redut́ıvel a uma derivada total.

É importante mensionar que as condições (b) e (e) garantem que esses operado-

res conduzem à modificações cúbicas na enegia (O(E3)) pela modificação da relação

de dispersão. Além disso, mencionamos também que este presente termo possúı

correpondencia direta com o termo tipo o de Chern-Simons de Carrol-Field-Jackiw

[18, 19, 20, 21, 22]. Isto pode ser melhor observado usando a notação da Extensão do
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Modelo Padrão proposta por Colladay e Kostelecký que usa operadores de dimensões

mais baixas[1],

LCFJ = (kAF )µε
µαβρFαβAρ,

observe que retomamos o temo de Myers-Pospelov quando fazemos a substituição:

(k
(3)
AF )µ = −g(n · ∂)2nµ

Neste ponto determinaremos as equações de movimento via a densidade de Lagran-

geana (2.2.16). Então associamos este modelo às equações de Euler-Lagrange dada a

seguir:

∂µ

[

∂L
∂ (∂µAν)

]

− ∂L
∂Aν

= 0 (2.2.17)

e assim, obtemos o seguinte resultado

∂µF
µν + gnαε

ναλσ(n · ∂)2Fλσ = jν . (2.2.18)

Logo, esta expressão nos fornece as equações de Maxwell modificadas em termos dos

campos elétricos ( ~E), magnéticos ( ~B) e das componetes do quadri-vetor nµ = (n0, ~n)

que são escritas como

~∇ · ~E + 2g (n · ∂)2
(

~n · ~B
)

= ρ, (2.2.19)

−∂ ~E

∂t
+ ~∇× ~B + 2g (n · ∂)2

(

n0
~B −

(

~n× ~E
))

= ~j, (2.2.20)

~∇ · ~B = 0, (2.2.21)

~∇× ~E +
∂ ~B

∂t
= 0. (2.2.22)

É válido lembrar que os campos elétrico e magnético podem ser expressos em termos

do potencial vetor Aµ

~E = −∂ ~A

∂t
− ~∇A0 (2.2.23)
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~B = ~∇× ~A (2.2.24)

Como podemos observar, as modificações ocorrem na lei de Coulumb e lei de Am-

perè, que possuem fontes, no entanto as equações homogeneas permancem inalteradas.

E ainda, a contribuição que viola a simetria de Lorentz, destaca a propriedade de que

o campo elétrico funcione como fontes para cargas elétricas e o campo magnético como

fonte de correntes magnéticas caso existam na natureza.

Podemos escrever a equação de onda também em função dos campos elétricos

e magnéticos. Neste sentido, aplicamos o operador rotacional no lado esquerdo da

equação (2.2.22) e obtemos:

~∇× (~∇× ~E) +
∂

∂t
(~∇× ~B) = 0. (2.2.25)

substituimos na equação (2.2.20), na expressão (2.2.25) com ~j = 0 e com o aux́ılio de

algumas indentidades vetorias, obtemos:

~∇× (~∇× ~E) +
∂

∂t

[

∂ ~E

∂t
− 2g (n · ∂)2

(

n0
~E −

(

~n× ~E
))

]

= 0 (2.2.26)

ou, ainda

~∇(~∇ · ~E)−∇2 ~E +
∂2 ~E

∂t2
− 2g (n · ∂)2 (n0(−~∇× ~E)− ∂

∂t
(n× ~E)) = 0. (2.2.27)

Isto deve resultar em:

✷ ~E + ~∇(~∇ · ~E) + 2g(n · ∂)2
(

n0(~∇ ~E) +
∂

∂t
(~n× ~E)

)

= 0 (2.2.28)

onde ✷ ~E = −∇2 ~E + ∂2 ~E
∂t2

é o operador d’Alembertiano.

2.3 Os Modos de Propagação dos Fótons

Nesta seção, determinaremos os modos de propagação das ondas eletromagnéticas

sobre o efeito da quebra da simetria de Lorentz. Neste sentido, é necessário reescrever

a equação (2.2.18) em termos das derivadas totais na ausencia de fontes externas:

(✷ηµν − ∂µ∂ν + 2gεναλµnα(n · ∂)2∂λ)Aµ = 0. (2.3.29)
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No gauge de Feynman ∂ · A = 0, resolvemos a equação (2.3.29) para o Ansatz do

campo Aµ, tipo solução de ondas planas: Aµ(x) = ǫµe
−ikx onde kµ ≡ (w,~k). Neste

caso, obtemos

(k2ηµν + 2giεναλµnα(n · k)2kλ)ǫµ = 0. (2.3.30)

Agora, multiplicamos a expressão acima pelo seu conjugado complexo,

(k2ηµν + 2igεναλµnα(n · k)2kλ)(k2ηµν − 2igενβρµn
β(n · k)2kρ) = 0, (2.3.31)

o que resulta na seguinte estrutura geral da relação de dispersão

(k2)2 − 4g2(n · k)4((k · n)2 − k2n2) = 0. (2.3.32)

Esta relação de dispersão admite soluções anaĺıticas e exatas apenas para o caso em

que o quadri-vetor constante nµ seja puramente tipo-tempo nµ = (n0,~0). Sendo assim,

a equação (2.3.32) se reduz a

ω2 − |~k|2 ± 2gn3
0|~k|ω2 = 0. (2.3.33)

Esta expressão ofereçe soluções em termos do vetor onda ~k. Isto pode ser visto a seguir

w±(~k) =
|~k|

√

1± 2α|~k|
, (2.3.34)

onde α = gn3
0. Para pequenos momentos, isto é, |~k| << 1/(2α), a aproximação da

equação (2.3.34) é dada como

w±(~k) ≈ |~k| ± α|~k|2. (2.3.35)

Por outro lado, quando consideramos momentos muito grandes, consequentemente a

expressão não será mais válida para o caso da frequência w−(~k). Isto aconteçe pelo

fato de que a parte imaginária de tal solução nos levaria a perda da unitariedade e

instabilidade nas propagações das ondas. Este fato, implica diretamente numa cut-off
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na região do ultravioleta evitando o colapso das soluções. Portanto, a quantização

deste modelo deve ser associada a um certo limite superior para a intensidade dos

momentos |~k| numa região |~k| < |~k|max = 1/(2α). Este limite será usado para estudar

as propriedades termodinâmica do modelo.

Vamos agora restringir nosso estudo para o caso do quadri-vetor tipo espaço n =

(0, ~n) nesta situação a relação de dispersão (2.3.32) se resume à:

(w2 − |~k|2)2 − 4g2(~k · ~n)4
[

(~k · ~n)2 + (k2
0 − ~k2)~n2

]

= 0, (2.3.36)

Cuja solução por frequência é dada por:

w±(~k) =
[

~k2 + 2g2~n2(~k · ~n)4 ± 2g2|~k · ~n|3
√

1 + g2~n4( ~k · ~n)
]1/2

, (2.3.37)

Para pequenos valores de momento temos o valor aproximado:

w(~k) ≈ |~k| − g|~n|3| cos θ|3|~k|2. (2.3.38)

onde θ é o ângulo entre ~k e ~n. Note que esta equação é similar a equação (2.3.35),

exceto pelo fato de não ser válida para todo valor de momento. A velocidade de grupo

é obtida de forma a satisfazer:

vg± =
1 + 4g2|~k|2 cos4 θ ± g|~k|| cos θ|3(3 + 4g2|~k|2 cos2 θ)/

√

1 + g2|~k|2 cos2 θ
(

1 + 2g2|~k|2 cos4 θ ± 2g|~k|| cos θ|3
√

1 + g2|~k|2 cos2 θ
)1/2

.

(2.3.39)

usamos para este resultado a condição de que ~n2 = 1 caracteŕıstica de vetores tipo-

espaço. Podemos analisar três situações distintas para a relação de dispersão (2.3.37):

(a) Quando os vetores ~k e ~n são perpendiculares;

(b) Quando são paralelos ou anti-paralelos com | cos θ| = 1;

(c) Em direções pela qual seja satisfeito a seguinte condição: | cos θ| < 1.

Para situação (a), ou seja, ~k e ~n sejam perpendiculares retomamos o caso usual

w = |~k|, mencionado em [23] como uma direção ”blindada”dos efeitos da violação da
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simetria de Lorentz. Note que para analisarmos os casos (b) e (c), devemos considerar

os gráficos das Figuras (2.3) e (2.3) dadas abaixo. Nestas situações, o momento k− =

(w−, k) está fora do cone de luz, ameaçando a estabilidade da nossa teoria. No entanto

para pequenos impulsos de momento devemos ter uma região restrita à:

β < 1− g|~k|| cos θ|3. (2.3.40)

que por sua vez, oferece referenciais mais estáveis. Isto inclui um grande número

de tais referenciais que possuem velocidades muito próximas ao cone de luz. Por

outro lado, quando consideramos momentos muito grandes, temos que a quantidade

ω− se aproxima de um valor constante w−(~k) ≈ 1
2g
, para o caso (b), e diverge para

w−(~k) ≈ sin θ|~k| no caso (c). Em razão disto, a velocidade de grupo se aproxima de um

valor v−g(~k) ≈ sin θ. Consequentemente, qualquer impulso (boost) deve apresentar

instabilidade nas direções paralelas ou anti-paralelas para altos valores de momentos.

Neste sentido, espera-se que tenhamos referênciais estáveis propagando-se nas direções

perpendiculares.

Análise gráfica da solução por frequência w versus o vetor onda ~k em cada uma

das situações em questão.

Figura 2.1: Relação de Dispersão (2.3.37) para o caso (b) com ~n2 = 1.
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Figura 2.2: Relação de Dispersão (2.3.37) para o caso (c) com ~n2 = 1 e cos θ = 1/2.

2.4 O Propagador do Campo Eletromagnético

Para determinarmos o propagador do campo eletromagnético, é necessário que

façamos a introdução de um termo de fixação de calibre1 na densidade de Lagrangeana

(2.2.16), assim teremos que:

L = −1

4
FµνF

µν − g

2
nµε

µνλσAν(n · ∂)2Fλσ −
1

2
(∂µAµ)

2, (2.4.41)

podemos ainda reescreve-la em termos do módulo de suas derivadas totais:

L =
1

2
Aν(✷ηνσ − 2gnµε

µνλσ(n · ∂)2∂λ)Aσ + ∂µΓ
µ, (2.4.42)

onde o termo ∂µΓ
µ é um termo de superf́ıcie, que pode ser desprezado. A quantidade

vista abaixo

Oνσ(x) = ηνσ✷− 2gǫµνλσnµ(n · ∂)2∂λ. (2.4.43)

é conhecido como o operador cinético do fóton. Como o propagador é uma função de

Green, podemos calculá-lo usando a seguinte identidade

Oνσ(x)∆
λν(x− y) = iδλσδ(x− y), (2.4.44)

(ηνσ✷− 2gǫµνλσnν(n · ∂)2∂λ)∆λν(x− y) = iδλσδ(x− y), (2.4.45)

1A fixação de Calibre é um termo introduzido para que o propagador seja determinado de forma

uńıvoca.
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aplicando uma transformada de Fourier sobre o propagador na forma:

∆µν(x− y) =

∫

(dk)∆λν(k)eik(x−y), (2.4.46)

podemos reescrever (2.4.45) no espaço dos momentos

∫

(dk)eik(x−y)(−k2ηνσ + 2igεµνλσnµ(n · k)2kλ)∆λν(k) = iδλσ

∫

(dk)eik(x−y), (2.4.47)

para este resulatdo foi usado a definição da função delta δ(x − y) = 1
2π

∫

(dk)eik(x−y),

então observando a expressão (2.4.47), as integrais são iguais então os integrandos

também o são, encontramos:

(−k2ηνσ + 2igεµνλσnµ(n · k)2kλ)∆λν(k) = iδλσ , (2.4.48)

então tomando o operador inverso de ∆λν(k) na expressão acima teremos o propagador

de Feynmann:

(∆F (k))λσ =
1

G

[

− k2nσλ + 2ig(n · k)2ǫσαβλnαkβ −

4g2(n · k)4
(

nσnλ + kσkλ

(

n2

k2

)

− (nσkλ + nλkσ)
(n · k)
k2

)

]

,(2.4.49)

onde

G = (k2)2 − 4g2(n · k)4((k · n)2 − k2n2), (2.4.50)

Para a situação puramente tipo-tempo n = n(n0, 0, 0, 0) temos as correções na seguinte

forma:

(∆F (k))µν =
1

((k2)2 − 4gk4
0|~k|)

[

− k2nµν + 2igk2
0ǫ

lmrkmnµlnrν −

4g2k4
0

k2
klkrδ

l
µδ

r
ν +

4g2k4
0|~k|2
k2

n0µn0ν

]

. (2.4.51)



16

Caṕıtulo 3

A Termodiâmica de um Gás de

Fótons

Neste caṕıtulo, vamos apresentar uma revisão do método usual da termodinâmica

de um gás de fótons, via uma análise da mecânica estat́ıstica. Usaremos neste caso o

formalismo do ensemble Grã-Canonico, usamos este formalismo por nos proporcionar

uma complexidade maior da dinâmica de um sistema termodinâmico.

3.1 A Função de Partição

A peça fundamental no desenvolvimento da dinâmica de um sistema termodinâmico

via análise estat́ıstica é a chamada função de partição [32], uma vez que nos fornece

toda informação necessária sobre a evolução do sistema. Esta quantidade pode ser

definida na forma:

Z(T, V, µ) =
∑

j

e−β(ǫjnj−µN), (3.1.1)

onde β = 1
KBT

e KB é a constante de Boltzmann. Uma vez que estamos tratando de

um gás de Bósons devemos usar o modelo estat́ıstico de Bose-Einstein, é válido lembrar

que estamos no regime quântico, as part́ıculas são indistinguiveis e não interagentes,

sendo assim, pelas propriedades de simetria da função de onda um estado quântico do



17

gás ideal fica inteiramente caracterizado pelo conjunto de números:

{n1, n2, . . . . . . , nj, . . . . . .} ≡ {nj} , (3.1.2)

onde j designa o estado quântico de um orbital e nj o número de part́ıculas no orbital

j. Observe que para Férmions nj = 0 ou 1, consequência do prinćıpio da exclusão de

Pauli, entretanto, para Bósons nj pode variar de 0 a N onde N é o número total de

part́ıculas. A energia do correspondente ao estado quântico nj é dada por:

Enj =
∑

j

εjnj, (3.1.3)

sendo εj a energia do orbital j. O número total de part́ıculas é:

N = Nnj =
∑

j

nj. (3.1.4)

Sabendo que, no contexto do ensemble grã-canônico não ocorre restrinções sobre a

conservação do número total de part́ıculas podendo elas variarem de 0 a∞, é necessário

que se faç a presente um novo somatório na expressão (3.1.1),com respeito ao valor

total de N . Neste caso, temos

Z(T, V, µ) =
∞
∑

N=0

eβµN
∑

j

{

e−βǫ1n1−βǫ2n2+...
}

. (3.1.5)

Ou ainda,

Z(T, V, µ) =
∞
∑

n=0

∑

j

e−β(ǫ1−µ)n1−β(ǫ2−µ)n2−... (3.1.6)

a soma é feita sobre o conjunto de ocupação n1 + n2 + . . . com a restrinção de que

N = n1 +n2 + . . ., no entanto existe ainda uma outra soma correspondente a todos os

valores de N , assim poderemos realizar uma soma múltipla sobre todos os estados de

ocupação, sem qualquer restrinção devido a este fato ficamos com:

Z(T, V, µ) =

{

∑

n1

e−β(ǫ1−µ)n1

}{

∑

n2

e−β(ǫ2−µ)n2

}

. . .

=
∏

j

{

∑

n

e−β(ǫk−µ)n

}

, (3.1.7)
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como a soma em n variando de 0 a ∞, podemos ainda expressar (3.1.7) da seguinte

forma:

Z(T, V, µ) =
∏

j

(

1

1− ze−βǫj

)

, (3.1.8)

onde o termo z = eβµ é conhecido como fulgacidade do sistema. A expressão (3.1.8) é

a famosa função de partição para a estat́ıstica de Bose-Einstein e, tomando dela o seu

logaŕıtmo natural, vamos obter um resultado que será bastante utilizado na descrição

do nosso modelo, principalmente quando fomos expor a conexão com a termodinâmica,

assim obtemos:

lnZ(T, V, µ) = −
∑

j

ln(−ze−βǫj). (3.1.9)

O número total de part́ıculas pode ser expresso pelo número de ocupação N =
∑

k nk,

onde por sua vez seu valor médio pode ser extraido de

〈nj〉 = − 1

β

∂

∂ǫj
lnZ, (3.1.10)

uma vez que no ensemble grã-canônico as part́ıculas podem flutuar em torno dos

valores esperados assim como a energia, então usando a equação (3.1.10) vamos ter o

seguinte resultado

〈nj〉 =
1

eβ(ǫj−µ) − 1
. (3.1.11)

Por simplicidade de cálculo, expressaremos a função de partição do sistema em termos

de uma única part́ıcula, neste caso escrevemos

ZN = ZN
1 , (3.1.12)

justificando o uso de um sistema constitúıdo de part́ıculas não interagentes. Como

estamos no regime de estudo no ensemble grã-canônico a conexão com a termodinâmica

é feita através do grande potencial termodinâmico Φ, expresso por

Φ = −
∑

j

1

β
N ln(1− ze−βǫj). (3.1.13)
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Então, com base na relação de Euller da termodinâmica

Φ = U − TS −Nµ = −pV, (3.1.14)

chegamos á seguinte igualdade:

PV = KBT lnZN . (3.1.15)

que é a equação dos gases ideais no formalismo do ensemble grã canônico.
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Caṕıtulo 4

Propriedades termodinâmicas

modificadas

Neste caṕıtulo, vamos estudar as propriedades termodinâmicas de um gás de fótons

modificadas, tomando como base a expressão da energia (2.3.34) obtida via o modelo de

Myers-Pospelov. Vamos verificar primeiramente a densidade de energia e de part́ıculas,

logo após veremos a pressão e a densidade de entropia.

4.1 A Densidade de Energia e de Part́ıculas

A partir da solução por frequência eq.(2.3.34), podemos escrever uma função de

partição associada, e assim, obter as quantidades termodinâmicas de interesse:

Z =
∏







1

1− ze

−β|~k|√
1+2g|~k|






. (4.1.1)

Note que estamos considerando a energia fixa de uma única part́ıcula (fóton). Agora,

tomando o logaŕıtmo natural da expressão (4.1.1), podemos mostrar o grande potencial

termodinâmico sob o seguinte aspecto

Φ = − 1

β

∑

ln(1− ze
−β

|~k|√
1+2α|~k| ). (4.1.2)
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Nete sentido, a densidade de energia poderá ser obtida fazendo

u =
U

V
= −

(

∂Φ

∂β

)

µ

. (4.1.3)

Associando as equações (4.1.2) e (4.1.3), obtemos

u =
∑ |~k|

√

1± 2α|~k|

e

−β|~k|√
1±2α|~k|

1− ze
−β

|~k|√
1±2α|~k|

. (4.1.4)

Por outro lado, a transição do discreto para o cont́ınuo [33], os estados acesśıveis

de energia para o sistema definem uma região no diagrama de fase chamada de região

acesśıvel. Matematicamente esta transição pode ser dada por

∑

k

→
∫

dw (4.1.5)

onde dw = dqdk. Então nossa densidade de energia é dada por

u =
1

h3

∫ ∫ |~k|
√

1± 2α|~k|

e

−β|~k|√
1±2α|~k|

1− ze
−β k√

1±2αk

d3qd3k. (4.1.6)

nesta expressão h equivale ao volume de uma célula do espaço de fase. Observe que

quando integramos nas coordenadas espaciais, elas nos fornece o volume total do espaço

onde está contido o gás de fótons, e assim, ficamos apenas com a integral nas coorde-

nadas de momento. Reescrevendo a equação (4.1.6) em coordenadas esféricas, temos

u =
4πV

8π3

∫ 1/2α

0

k3

√
1± 2αk

1

z−1e
β k√

1±2αk − 1
dk. (4.1.7)

Uma vez que a energia total do sistema não é fixa a priori, não há v́ınculos entre

as variáveis de momento, então elas variam de −∞ à +∞. Neste caso, podemos então

tomar qualquer limite de integração com respeito ao momento. Quando o número

de part́ıculas não é conservado (µ = 0), podemos obter pela expressão (4.1.7) uma

analogia à radiação do corpo negro. Nesta situação,considerando α → 0 recuperamos

o caso usual da lei de Stefam-Boltzmann,

u ≈ β−4 ≈ σT 4. (4.1.8)
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Por outro lado, quando tomamos o limite de altas temperaturas encontramos o seguinte

resultado

u ≈ 1

6π2α3β
≈ KbT

6π2α3
. (4.1.9)

Isto nos mostra que neste limite, a densidade de energia é afetada pelo termo α que

viola a simetria de lorentz, neste cenário, temos uma função linear na temperatura. A

densidade de part́ıculas é afetada pela quebra da simetria de Lorentz como,

n =
N

V
=

1

β

(

∂Φ

∂µ

)

β

. (4.1.10)

E através da equação (4.1.2), obtemos

n =
∑ 1

h3

1

z−1e
β k√

1±2αk − 1
. (4.1.11)

E para o caso cont́ınuo ela se apresenta como

n =
4πV

8π3

∫ 1/2α

0

k2

z−1e
β k√

1±2αk − 1
dk. (4.1.12)

Resolvendo a integral na equação (4.1.12), podemos encontrar o valor para densidade

de part́ıculas para o limite T → ∞. Isto é dado, como

n ≈ KBT

5πα2
(
√
3 +

1

6
). (4.1.13)

Através das expressões (4.1.9) e (4.1.13), é posśıvel ver facilmente que a energia total

U e o número total de part́ıculas N , são lineares na temperatura,

U ≈ KBT

6π2α3
V N ≈ KBT

5πα2
(
√
3 +

1

6
)V. (4.1.14)

Contudo, quando consideramos a energia por part́ıcula podemos encontrar um resul-

tado de bastante interessante que pode ser dado como

ǫ =
U

N
≈ 5

6α
(
√
3 +

1

6
). (4.1.15)

Note que este resultado tem consequencias diretas no prinćıpio clássico da equipartição

de energia, que afirma que cada termo quadrático da hamiltoniana contribui com
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um valor: ǫ = 1
2
KBT para a energia total do sistema. Sendo assim, no regime das

alt́ıssimas energias (energias proximas a energia de Planck) esta expressão não é apli-

cada. Em outras palavras, o nosso resultado (4.1.15) prever que no instante inicial do

surgimento da escalas energéticas, a energia por part́ıcula não seria infinita, e sim, da

ordem da escala de Planck, isto é

ǫ ≈ χMP (4.1.16)

uma vez que o fator não depende da temperatura, onde: χ = 5
6ξη3

0

(
√
3 + 1

6
).

4.2 A Pressão e a Entropia

A pressão de radiação pode ser obtida pelo uso da expressão (4.1.2) como

P = −Φ

V
=

KBT

V
ln(1− e

−β
|~k|√

1+2α|~k| ). (4.2.17)

Integrando esta expressão pelos os mesmo critérios usados nas quantidades anteriores,

encontramos

P =
KBT

2π2

∫ 1/2α

0

k2 ln(1− e
−β

|~k|√
1+2α|~k| ). (4.2.18)

Então para baixas temperaturas recuperamos o caso clássico proporcional à lei de

Stefam-Boltzmann P ∝ u ∼= σT 4, enquanto que em altas temperaturas obtemos uma

lei logaŕıtimica e liner na tempearatura:

P ∼= KBT

6π2α3
ln(αKBT ). (4.2.19)

Através da expressões (4.1.9) e (4.2.19), podemos observar que no regime da violação

da simetria de Lorentz o raio da pressão por densidade de energia pode ser em geral

uma função da temperatura, como podemos ver

R =
P

u
= ln(αKBT ). (4.2.20)
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Note que no mesmo domı́nio de temperatura, as equações de estado da radiação do

corpo negro violando a simetria de Lorentz podem ser aproximadas como

P ≈ u ln
(

6π2α4u
)

(4.2.21)

A densidade de entropia pode ser obtida da seguinte forma

s ≡ S

V
=

∫

∂u

∂T

dT

T
. (4.2.22)

Resolvendo esta integral vamos obter para o limite de altas temperaturas o seguinte

resultado

s ≈ KB

6π2
ln(KBT ) (4.2.23)

e, para baixas temperaturas temos o caso usual,

s ≈ 4

3
σT 3. (4.2.24)

Note que, os resultados (4.2.21) e (4.2.23) indicam a possibilidade da existência

um estágio de energia anterior ao regime de energia da escala de Planck, o qual pode

ser visto como uma correção logaritimica nas equações de estado clássicas do gás.

Correções semelhantes, já foram encontradas em vários modelos cosmológicos que en-

volvem correções quânticas para previsões da relatividade geral [24, 25, 26, 27, 28, 29,

30, 31]. Por outro lado, dinâmica pré-Planckiana deste tipo, também foi prevista na

literatura via métrica efetiva que viola a simetria de Lorentz [40].
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Caṕıtulo 5

Conclusão

O principal interesse desta dissertação, é verificar a consistência de teorias efetivas

que introduzem operadores de dimensões elevadas, e assim, violando a invariância

de Lorentz. Especificamente, estudamos os impactos do termo de Myers-Pospelov

sobre algumas caracteŕısticas da eletrodinâmica. Este estudo pode ser justificado por

meio de testes astrof́ısicos observacionais que impõe limites intensos para o principal

parâmetro desta teoria.

Em resumo, especionamos as equações de movimento e a relação de dispersão cova-

riante para propagação dos fótons num sistema num referêncial privilegiado. No caso

da cinemática dos fótons, as soluções por frequências associadas aos campos de fundo

tipo-tempo e tipo-espaço são obtidas separadamente. E ainda, pela análise assintótica

da velocidade de grupo, no caso tipo-espaço, observamos um comportamento superlu-

minal. Este, efeito nos levou a estudar a estrutura microcausal da teoria. Para o caso

tipo-tempo, encontramos soluções instáveis diante de certos valores no momento, as

quais sugerem a introdução de uma função cut-off. Essa função cut-off tem sido usada

para a quantização desse modelo [41, 42]. Verificamos que a teoria efetiva tipo-espaço

é estável, causal e seus efeitos microcausais são fortemente suprimidos. Portanto, essa

situação é devidamente aproriada para estudos de quantizações. Isto oferece a teoria
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de Myers-Pospelov definir novos regras para se procurar efeitos que violam a simetria

de Lorentz no regime de Planck. A estrutura do propagador do fóton e da função de

Green são também obtidas.

Uma vez que é observada que a teoria efetiva de Myers-Pospelov tipo-tempo pode

ser limitada por um cut-off f́ısico, usamos isto como parâmetro para estudar as proprie-

dades termodinâmicas do modelo. Neste sentido, primeiro observamos que na presença

da violação da invariância de Lorentz, a radiação do corpo negro obdeçe as equações

de estados de Stefan-Boltzmann apenas para temperaturas muito baixas em relação a

energia de Planck. Por outro lado, mostramos que no estágio de energia, anterior a do

ultra-violeta (pré-Planckiano), a densidade de energia e a pressão são linearmente pro-

porcionais na temperatura, diferentemente do comportamento clássico ∼ T 4. Como

consequência, o raio da pressão-energia e bem como a entropia obdecem uma função

logaŕıtimica-linear na temperatura. Estas observações, são os principais resultados da

presente dissertação as quais estão sendo preparadas para publicação. Uma extensão

imediata desse trabalho, seria a de estudar os impactos da lei logaŕıtimica das equações

de estado sobre a inflação cosmológica numa era pré-Planckiana. Em outras palavras,

conjecturar como se desenvolveu a entropia antes do Big Bang ou do nascimento da

escala de Planck.
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Apêndice A

Relatividade e Função de Green

A.1 Algumas propriedades do espaço-tempo

O espaço-tempo de Minkowski descreve os eventos que ocorrem em algum lugar no

espaço, e em um certo momento. Podendo então ser caracterizado pela métrica gµν

com µ, ν = 0, 1, 2, 3.

gµν =















+1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1















(A.1)

onde as coordenadas do quadrivetor espaço-tempo seguem novamente para c = 1 a

seguinte notação

(xµ) = (x0, x1, x2, x3) = (t, x, y, z) = (t, ~r), (A.2)

cuja função acontece mediante uma transformação de Lorentz, dada na forma:

xµ = gµνx
ν = (t,−~r)(componentes covariantes) (A.3)

xµ = gµνxν = (t, ~r)(componentes contravariantes) (A.4)
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Tendo em vista o caráter do tensor métrico, observamos outras propriedades por ele

apresentada, tais como:

gµν = gµλgλν = δµν (A.5)

onde δµν é o chamado Delta de Kronecker admitindo os seguintes valores: 1 se µ = ν e

0 para µ 6= ν.

Os quadrivetores diferenciais são expressos por:

∂µ = (
∂

∂t
, ~∇) (A.6)

∂µ = (
∂

∂t
,−~∇) (A.7)

é válido lembrar que o operador diferencial d’Alembertiano é um escalar de Lorentz

∂µ∂
µ = ∂0 − ∂i =

∂2

∂t2
−∇2 (A.8)

A.2 A Função de Green Transversal

A função de Green tranversal poderá ser construida baseada numa redução do grau

de liberdade correspondente a A0, tomando então o divergente em (2.2.23)

∇ · ~E = − ∂

∂t
(∇ · ~A)−∇A0, (A.9)

e igualando à (2.2.19), vamos obter:

A0 = 2g
(n · ∂)2
∇2

(~n · ~B)− 1

∇2
ρ, (A.10)

substituindo esta expressão na lei de Amperé do nosso modelo, obtemos:

✷ ~A + 2g
(n · ∂)2
∇2

∇
(

~n · ∇ × ∂ ~A

∂t

)

+ (A.11)

+2g(n · ∂)2
(

n0∇× ~A+ ~n× ∂ ~A

∂t

)

+

+4g2
(n · ∂)2
∇2

×∇
(

~n · ∇ × ~A
)

= ~JT , (A.12)
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onde JT é chamada de corrente transversal

JT = ~j − ∇(∇ ·~j)
∇2

+ 2g
(n · ∂)2
∇2

~n×∇ρ. (A.13)

usando a equação de continuidade ∂ρ
∂t

+∇ ·~j = 0 é fácil verificar que ∇ · ~JT = 0.

Considerando que o campo de gauge seja tranversal e usando identidade vetorial

adequada em (A.11), vamos obter:

(

✷+ 4g2(n · ∂)4(~n2 − (n · ∇)2

∇2
)
)

~A+ 2g
(n · ∂)2
∇2

∇
(

~n · ∇ × ∂ ~A

∂t

)

+

+2g(n · ∂)2
(

n0∇× ~A+ ~n× ∂ ~A

∂t

)

+

+4g2(n · ∂)4
(∇(~n · ∇)

∇2
− ~n

)

(~n · ~A) = ~JT , (A.14)

Uma vez tomada esta expressão em termo de suas componetes termos como resultado:

Mij(∂0,∇)Ai = J i
T , (A.15)

onde

Mij(∂0,∇)Ai =
[(

✷+ 4g2(n · ∂)4(~n2 − (n · ∇)2

∇2
)
)

δij

+2g(n · ∇)2
(

n0ε
ilj∂l + ∂0

(

εiljnl +
∂i∂m
∇2

εlmjnl
))

+

4g2(n · ∂)4
(∂i∂ln

l

∇2
− ni

)

nj
]

, (A.16)

A função de Green transversal retardada pode ser obtida por:

Gjk(x− y) = Tjk(∂0,∇)D(x− y), (A.17)

o tensor Tjk(∂0,∇) é compreendido como sendo:

Tjk(∂0,∇) =
(

δjk −
∂j∂k
∇2

)

✷+ 2g(n · ∂)2
(

n0 +
(~n · ∇)

∇2
∂0

)

εjkl∂l

+4g2(n · ∂)4
(

nj +
(~n · ∇)

∇2
∂j

)(

nk +
(~n · ∇)

∇2
∂k

)

, (A.18)

Sendo a função de Green escalar retardada D(x− y) definida de modo a satisfazer:

(

✷
2 + 4g2(n · ∂)4

(

(n · ∂)4 − n2
✷

))

D(x− y) = 4πδ(x− y), (A.19)



30

Por meio de uma transformada de Fourier podemos te-la na forma integral:

D(x− y) =
4π

(2π)4

∫

c

d4k
e−ik(x−y)

(k2)2 − 4g2(n · k)4((k · n)2 − k2n2)
. (A.20)

onde o contorno da curva C no plano complexo k0 define as condições de contorno

impostas pela função de Green. Para a função de Green retardada a curva está definida

em torno do eixo real denotado por CR, a função escalar correspondente controla o

comportamento causal da teoria nos deixando aptos para na estudar a sua causalidade.
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Apêndice B

Algumas fórmulas úteis

B.1 A função δ de Dirac

A ”função”δ de Dirac definida por meio das propriedades:

δ(x) =

{

0; se x 6= 0

∞; se x = 0
(B.1)

tal que
∫ +∞

−∞

f(x)δ(x)dx = f(0) (B.2)

para qualquer função cont́ınua f(x), somente pode ser justificada dentro do contexto

da ”teoria das distribuições”. No entanto de uma maneira heuŕıstica podemos utilizar

uma série de propriedades da ”função”δ que decorrem da aplicação das regras usuais

do cálculo.

B.2 Identidades

O śımbolo alternando completamente antissimétrico de Levi-Civita satisfaz as se-

guintes identidades de contração que são bastante utilizadas em teoria quântica de

campos:

εαβµνεαβστ = −2(δµσδ
ν
τ − δµτ δ

ν
σ) (B.3)
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εαβγνεαβγτ = −6δµτ (B.4)

εαβγδεαβγδ = −24 (B.5)
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