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RESUMO

Neste trabalho, consideramos a teoria eletromagnética efetiva de Myers-Pospelov
formulada por derivadas de altas ordens e campos constantes, constituindo assim,
operadores de dimensao-5. A principal caracteristica dessa teoria é a de modificar a
relacao de dispersao e descrever particulas altamente energética. FEssa caracterstica,
abre a possibilidade de se estudar novos efeitos oriundos da escala de Planck, e por sua
vez, no regime de energia de teorias como a da gravidade quantica. Uma vez que temos
modificacao na relacao de dispersao, isto nos motiva a estudar a dinamica de um gas
de féton neste contexto. Como resultado, observamos que as principais equacoes de
estado como a entropia classica do sistema, sofre uma corre¢ao logaritimica-linear na
temperatura em sua descricao. Tal comportamento, pode estar associado a um estagio
anterior ao inicio da evolugao da escala do ultra-violeta (escala de Planck).

Palavra-chave: quebra de simetria de lorentz, eletrodinamica estendida, termo-

dinamica modificada.



ABSTRACT

In this paper, we consider the effective electromagnetic theory formulated by Myers-
Pospelov derived from higher orders and constant fields, thus, dimension-5 operators.
The main feature of this theory is to modify the dispersion relation and describe highly
energetic particles. This feature opens up the possibility to study new effects from the
Planck scale, and in turn the system power theories such as quantum gravity. Once
we have modified the dispersion relation, this motivates us to study the dynamics
of a photon gas in this context. As a result, we observe that the main equations of
state as the entropy of the classical system, suffers a correction logarithmic-linear in
temperature in your description. Such behavior can be associated with a stage prior
to the beginning of the evolution of the scale of the ultra-violet (Planck scale).

Keywords: symmetry breaking of lorentz, electrodynamics extended, thermody-

namic modified.
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Capitulo 1

Introducao

Apesar de que a simetria de Lorentz tenha alcancado o status de simetria fun-
damental da natureza e, sendo por exemplo base do Modelo Padrao da fisica das
particulas fundamentais, estudos recentes questionam se a invarancia de tal simetria,
seja de fato, uma simetria exata da natureza em todos os regimes de energias. Uma
justificativa tedrica, é a busca de uma fisica além da descrita pelo Modelo Padrao.
E a experimental, surge com o crescente avanco tecnolégico que pode oferecer boas
perpesctivas de se dedectar efeitos oriundos de uma escala de comprimento fundamen-
tal que seja incompativel com a simetria de Lorentz. Isto pode justificar possiveis
modificagdes ou até mesmo extensoes na fisica convencional [1, 2].

A moderna teoria quantica de campos ja admite a possibilidade da quebra da
invariancia de Lorentz pelo mecanismo da quebra espontanea de simetrias via a solucao
de vacuo da teoria. Contudo, o Modelo Padrao nao possui dinamica suficiente para
causar a violagao espontanea da simetria de Lorentz. Entao considera-se que a quebra
de simetrias tao fundamentais como a simetria de Lortentz venha a ocorrer em teorias
mais fundamentais, tais como Teoria de Cordas, Gravidade Quantica, etc, e a teoria
resultante pode ser efetivamente descrita por uma estrutura que seja superior a atual

estrutura do Modelo Padrao emergindo da escala de Planck oc 1073*m. Esta ideia



levou ao desenvolvimento de uma teoria efetiva conhecida como a Extensao do Modelo
Padrao (SME em inglés) proposta por Colladay e Kostelecky na decada de 90 [1, 2.

Além disso, a existéncia de uma escala fundamental tal como a escala de Planck,
pode sugerir modificagoes na descrigao da relacao de dispersao de particulas altamente
energética no mesmo cenario da gravidade da quantica. Este aspecto motivou Robert
C. Myers e Maxim Pospelov a proporem uma generalizacao da SME baseada em
operadores de dimensao—5 capazes de conduzir modificagoes cubicas nas dinamicas
das particulas escalares, fermionicas e vetorias [3]. Além disso, a teoria de Myers-
Pospelov impoe um limite de & < 107! para raios césmicos ultraenergéticos. Neste
caso, & é um coeficiente adimensional associado ao parametro tipo-tempo que controla
a violacao da simetria de Lorentz da teoria [4]. Além disso, a teoria de Myers-pospelov
produziu outros limites através de observagoes cosmoldgicas [5, 6], radiagao ciclotron
[7], correcoes radiativas [8, 9], e testes experimentais [10].

Nesta dissertacao, estudamos a teoria da violacao da simetria de Lorentz no con-
texto da eletrodinamica com um ingrediente a mais, incorporado por operadores de
dimensoes elevadas. Especificamente, considera-se uma modificacao na densidade de
Lagrangeana quadratica nos campos de calibre as quais alguns vetores constantes
que controlam a violacao da simetria de Lorentz sao acoplados com operadores de-
rivativos. Esta modificagdo, é representada pelo operador: L, ~ (n - 8)271“}7’ A,
onde Fr = %5’“’0‘5 F,5 ¢ o usual tensor dual ao tensor intensidade de campo eletro-
magnético e n, ¢ um parametro constante adimensional. Tal operador ¢ impar frente
a transformacao de CPT e par por conjugacao de carga. Além disso, a constante
de proporcionalidade associada ao presente termo, corresponde ao inverso da massa
de Planck Mp, regime de energia no qual apareceria uma nova fisica tal como a vi-
olagao da simetria de Lorentz. Novos estudos tais como a reducao dimensional [12]

e a abordagem de operadores generalizados [11], também foram propostos para esta



modificacao do setor do campo de calibre.

Portanto, podemos concluir que o modelo anisotrépico de Myers-Pospelov abre
uma possibilidade de se encontrar novos efeitos oriundos da escala de Planck, princi-
palmente por implementar modifica¢oes na relagdo de dispersao [13]. Tomamos essa
caracteristica como principal motivacao, e estudamos as propriedades termodinamicas
de um gas de féton. Neste sentido, verificamos que no regime de energia préximo
a energia de Planck, as principais equacoes de estado como a entropia cléssica do
sistema, sofre uma correcao logaritimica-linear em sua descrigao. Recentes trabalhos
que envolvem a violagao da simetria de Lorentz e propriedades termodinamicas sao
frenquentes na literatura [14, 15, 17].

Adotando o sistema de unidades naturais o qual ¢ = h = 1 este trabalho estd orga-
nizado como, no Cap.Il, introduzimos o modelo eletromagnético de Myers-Pospelov
com um coeficiente constate que determina uma direcao preferencial para o sistema.
As equacoes de movimento e a relacao de dispersao sao obtidas em detalhes. No
caso da relacao de dispersao encontramos as solucoes por frequéncia associada aos
casos 0s quais o parametro constante é puramente tipo-tempo e tipo-espaco, indepen-
dentemente. No Cap.III, apresentamos uma revisao da termodinamica de uma gas
de fétons, onde vamos usar para este estudo, o método da mecanica estatistica pelo
ensemble gra-canonico e estatistica de Bose-Einstein. No Cap. IV, estudamos as modi-
ficacoes nas propriedades termodinamicas de um gas fétons num cenario onde teremos
energias proximas a a escala de Planck. Neste contexto, obtemos a densidade de ener-
gia, a densidade de particulas, a pressao da radiacao e a entropia. Ambas as equagoes
de estado se apresentam como uma funcao logaritimica-linear da temperatura. No

Cap. V, apresentamos nossas conclusoes.



Capitulo 2

A Dinamica Eletromagnética com

Operadores de Dimensao-5

Um sistema fisico possui simetria, quando é invariante frente a uma dada trans-
formacao, sendo assim, quando um sistema fisico possui simetria de Lorentz podemos
afirmar que é invariante frente as transformagoes de Lorentz (Rotagoes e Boosts). A
teoria eletromagnética usual se mantém invariante frente a estas transformacoes de
acordo com a teoria da relatividade especial de Einstein. Para especular uma possivel
violagao desta simetria no eletromagnetismo é necessario que se faca uma extensao
da teoria usual, onde em nosso contexto, esta extensao ocorre com a introducao de
um termo composto por operadores de dimensao-5 na densidade de lagrangeana de
Maxwell. Neste sentido, podemos através da equacao de Euler-Lagrange observar
como a dinamica do eletromagnetismo se transforma com esta modificagao.

Neste capitulo, vamos introduzir, a priori, uma revisao da teoria usual de Maxwell
com 0s seus principais componentes a partir deste ponto estudamos as propriedades
classicas da eletrodinamica estendida de Myers-Pospelov. Neste sentido, desenvol-
vemos principalmente as equacoes de movimento e a estrutura geral da relagao de

dispersao que governa a propagacao das ondas eletromagnéticas.



2.1 Eletromagnetismo Usual

Sabemos que as equacoes de Maxwell descrevem a dinamica do eletromagnetismo
e que as mesmas foram o foco de pesquisas entre o fim do século XIX e o inicio do
século XX, sendo responsaveis por descrever os fenomenos elétricos e magnéticos como
sendo de uma mesma natureza. Essas equacoes podem ser escritas na presenca das

densidades de carga p(z,t) e corrente iz, t), na forma diferencial:

V-E=p, (2.1.1)
) )
B=j+— 2.1.2
V X g+ BT ( )
V-B=0, (2.1.3)
. . 9B
VxE=—-" 2.1.4

no qual E(z,t) e B(x,t) sdo os campos elétrico e magnético que satisfazem as equagoes

acima. Ja, para ¢ = 1, as equacoes de onda desses campos sao dadas por:

. PE
2

As equagoes de Maxwell podem ser escritas na forma covariante a partir da densidade

de lagrageana
1 w o p
/:M = —ZFW,F —J A#, (217)

onde F,,=0, A, — 0,A, ou ainda na forma matricial:

0O E, E, E.
~E, 0 -B. B
Fo— y (2.1.8)
B. 0 -B,

~E, -B, B, 0



E facil observar que o tensor F),, ¢ antissimétrico

E

nuv

= _F

1473

(2.1.9)

observa-se também, que quando fixamos ¢ = 0 e v = 0 e variamos v em 1,2 e 3, fica

claro que:

F% = FE", (2.1.10)

Assim como

By; = " B*, (2.1.11)

onde o termo €ijk, é o conhecido tensor de Levi-Civita, que por sua vez apresenta as

seguintes caracteristicas:

e = 1 (2.1.12)

quando os indices forem repetidos o tensor se anula, quando formarem permutagoes
ciclicas ele possui valor 1, e quando for permutagao nao-ciclica o valor —1.

A partir da equacao de Euler-Lagrange podemos de (2.1.7) encontrar as equagoes
de movimento que sao as equacgoes de Maxwell na forma coveriante, ou seja, a forma

valida para todos os refenciais inerciais

0, F" =0, (2.1.13)
na auséncia de fontes, e

0, F" = j¥. (2.1.14)

na presenga de fontes.

Em termos das componentes vetoriais (2.1.7) passa a ser expressa como:

1 = . 5 -
L= §(E2 — B%) —pp+j-A. (2.1.15)



2.2 O Modelo e a Equacao de Movimento

Vamos considerar a densidade de lagrangeana eletromagnética de Maxwell na pre-
senga de uma corrente j* e do termo de Myers-Pospelov [3]. Este modelo pode ser

escrito a seguir,
1 , o
L= = PP = A" 4 g (n - 0 F A, (22.16)

Os principais objetos desta teoria podem ser descritos como segue: F* é o tensor
usual de intensidade de campo eletromagéntico [34], n, é o quadri-vetor constante
que determina uma direcao privilegiada no espacgo-tempo caracterizando a violacao
da simetria de Lorentz e ¢ o sfmbolo de Levi-Civita totalmente anti-simétrico. E
ainda, g é uma constante com dimensao do inverso de massa por g = MLP Como
mencionamos anteriormente, ¢ representa um parametro adimensional e Mp é massa
de Planck. Note que a densidade de lagrangeana (2.2.16) deve ser invariante frente a
seguinte transformagao de calibre: A, — A/ = A, + J,A a menos de uma derivada
total.

Os operadores de dimensao-5 tal como o terceiro termo da lagrangena (2.2.16)
podem ser construidos satifazendo cinco critérios: (a) quadratico no mesmo campo,
no caso é o campo de calibre; uma ou mais derivadas além do termo cinético; (b)
invariante de calibre, como j& foi mencionado acima; (c) invariante de Lorentz, exceto
pela natureza do quadri-vetor n,; (d) nao redutivel a operadores de baixas dimensoes
pela equagao de movimento; (e) nao redutivel a uma derivada total.

E importante mensionar que as condicdes (b) e (¢) garantem que esses operado-
res conduzem & modificagdes ciibicas na enegia (O(E?)) pela modificagao da relagao
de dispersao. Além disso, mencionamos também que este presente termo possui

correpondencia direta com o termo tipo o de Chern-Simons de Carrol-Field-Jackiw

[18, 19, 20, 21, 22]. Isto pode ser melhor observado usando a notagao da Extensao do



Modelo Padrao proposta por Colladay e Kostelecky que usa operadores de dimensoes

mais baixas[1],
Lopy = (kap)e"PPFpA,,
observe que retomamos o temo de Myers-Pospelov quando fazemos a substituicao:
(kKip)n = —g(n-9)n,

Neste ponto determinaremos as equagoes de movimento via a densidade de Lagran-

geana (2.2.16). Entao associamos este modelo as equagoes de Euler-Lagrange dada a

seguir:
oL oL
0 = =0 2.2.17
o) o (22.17)
e assim, obtemos o seguinte resultado
DuF™ + gnae”®? (n - 0)*Fy, = 5. (2.2.18)

Logo, esta expressao nos fornece as equacoes de Maxwell modificadas em termos dos
campos elétricos (E), magnéticos (B) e das componetes do quadri-vetor n,, = (ng, 1)

que sao escritas como

V- E+29(n-0) (ﬁ-é) =, (2.2.19)
0E = > 2 = — = =
—S+VxB+2g(n-0) <nOB— (an>) =7 (2.2.20)
V-B=0, (2.2.21)
_ . 0B
E+ 22 = 2.2.22
V x E+ By 0 ( )

E valido lembrar que os campos elétrico e magnético podem ser expressos em termos

do potencial vetor A,

E=—2-—VA, (2.2.23)
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— -

B=VxA (2.2.24)

Como podemos observar, as modificagdes ocorrem na lei de Coulumb e lei de Am-
pere, que possuem fontes, no entanto as equagoes homogeneas permancem inalteradas.
E ainda, a contribuicao que viola a simetria de Lorentz, destaca a propriedade de que
o campo elétrico funcione como fontes para cargas elétricas e o campo magnético como
fonte de correntes magnéticas caso existam na natureza.

Podemos escrever a equagao de onda também em funcao dos campos elétricos
e magnéticos. Neste sentido, aplicamos o operador rotacional no lado esquerdo da

equagao (2.2.22) e obtemos:

| @

V x (VX E)+—(VxB)=0. (2.2.25)

S5

t

substituimos na equacio (2.2.20), na expressio (2.2.25) com j = 0 e com o auxilio de

algumas indentidades vetorias, obtemos:

- - . 0 |0E N
VX(VXE)—}-a[E—Zg(nI?) (nOE—<n><E>> —0 (2.2.26)
ou, ainda
Y 5= O°E 9 - o 0 -
V(V-E)—-V°E+ Sz 2g(n-0)" (no(=V x E) — a(n x E))=0. (2.2.27)
Isto deve resultar em:
OE +V(V - E) +2g(n - 0)? <n0(ﬁﬁ) + %(ﬁ X E)) =0 (2.2.28)

onde OF = —V2F + %2—5 é o operador d’Alembertiano.

2.3 Os Modos de Propagacao dos Fdétons

Nesta secao, determinaremos os modos de propagacao das ondas eletromagnéticas
sobre o efeito da quebra da simetria de Lorentz. Neste sentido, é necessario reescrever

a equacao (2.2.18) em termos das derivadas totais na ausencia de fontes externas:

(DTIMV _ a,ual/ + QQEVQAMTLOC(TL . 8)26/\)/1“ =0. (2329)
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No gauge de Feynman 0 - A = 0, resolvemos a equagao (2.3.29) para o Ansatz do
campo A, tipo solugao de ondas planas: A,(z) = e,e~** onde k* = (w, E) Neste

caso, obtemos
(K" + 2gie”*n4(n - k)*ky)e, = 0. (2.3.30)
Agora, multiplicamos a expressao acima pelo seu conjugado complexo,
(20" 4 2ige”*Mna(n - k)?ky) (K*1 — 2ige,sum” (n - k)*kP) =0,  (2.3.31)
o que resulta na seguinte estrutura geral da relacao de dispersao
(K*)? —4g*(n - kB)*((k-n)* — k*n?) = 0. (2.3.32)

Esta relacao de dispersao admite solucoes analiticas e exatas apenas para o caso em
que o quadri-vetor constante n, seja puramente tipo-tempo n, = (ng,0). Sendo assim,

a equagao (2.3.32) se reduz a
w? — |k|? + 2gnd|k|w? = 0. (2.3.33)

Esta expressao oferece solugoes em termos do vetor onda k. Isto pode ser visto a seguir
||
\/ 1=+ 20k|

onde a@ = gn?. Para pequenos momentos, isto é, k<< 1/(2a , a aproximacao da
0

wy (k) = (2.3.34)

equagao (2.3.34) é dada como

wy (k) ~ |k £ ok (2.3.35)

Por outro lado, quando consideramos momentos muito grandes, consequentemente a
expressao nao sera mais vélida para o caso da frequéncia w_(k). Isto acontege pelo
fato de que a parte imaginaria de tal solucao nos levaria a perda da unitariedade e

instabilidade nas propagacgoes das ondas. Este fato, implica diretamente numa cut-off
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na regiao do ultravioleta evitando o colapso das solucoes. Portanto, a quantizacao
deste modelo deve ser associada a um certo limite superior para a intensidade dos
momentos |k| numa regiao |k| < |k|mee = 1/(2a). Este limite serd usado para estudar
as propriedades termodinamica do modelo.

Vamos agora restringir nosso estudo para o caso do quadri-vetor tipo espaco n =

(0,7) nesta situacao a relagao de dispersao (2.3.32) se resume a:

(w? — [F|2)? — 4g*(K - 1) [(12- )2+ (k2 — E?)ﬁ?] — 0, (2.3.36)

Cuja solucao por frequéncia é dada por:

. . . . S 1/2
wi(F) = [B2 + 26272k - )t 271 - 31 + g2id )", (2.3.37)
Para pequenos valores de momento temos o valor aproximado:
w(k) ~ k| — glii]?| cos 0| k|2 (2.3.38)

onde # é o angulo entre k e ii. Note que esta equagao é similar a equagao (2.3.35),
exceto pelo fato de nao ser vélida para todo valor de momento. A velocidade de grupo

é obtida de forma a satisfazer:

N 1+492’E|2COS49ﬂ:g’EHCOSHP(?)+492|E‘200529)/\/1+92‘E|2C0829
vt =

(1 + 2¢2|k|? cos* 0 + 29| k|| cos 9|3\/1 + g?|k|? cos? 8)
(2.3.39)

usamos para este resultado a condicao de que 7 = 1 caracteristica de vetores tipo-
espago. Podemos analisar trés situagoes distintas para a relagao de dispersao (2.3.37):
(a) Quando os vetores ke 7 sio perpendiculares;
(b) Quando s@o paralelos ou anti-paralelos com |cos | = 1;
(c¢) Em diregoes pela qual seja satisfeito a seguinte condigao: | cosf| < 1.
Para situacao (a), ou seja, ke sejam perpendiculares retomamos o caso usual

w = |k|, mencionado em [23] como uma direcdo ”blindada”dos efeitos da violacdo da
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simetria de Lorentz. Note que para analisarmos os casos (b) e (c), devemos considerar
os gréficos das Figuras (2.3) e (2.3) dadas abaixo. Nestas situagoes, o momento k_ =
(w_, k) esté fora do cone de luz, ameacando a estabilidade da nossa teoria. No entanto

para pequenos impulsos de momento devemos ter uma regiao restrita a:
B <1—g|k||cosb)®. (2.3.40)

que por sua vez, oferece referenciais mais estdaveis. Isto inclui um grande ntmero
de tais referenciais que possuem velocidades muito préximas ao cone de luz. Por
outro lado, quando consideramos momentos muito grandes, temos que a quantidade
w_ se aproxima de um valor constante w,(l;) R~ %, para o caso (b), e diverge para
w_ (k) ~ sin 8|k| no caso (c). Em razao disto, a velocidade de grupo se aproxima de um
valor v_g(/;) ~ sinf. Consequentemente, qualquer impulso (boost) deve apresentar
instabilidade nas direcoes paralelas ou anti-paralelas para altos valores de momentos.
Neste sentido, espera-se que tenhamos referénciais estaveis propagando-se nas direcoes
perpendiculares.

Analise grafica da solugao por frequéncia w versus o vetor onda k em cada uma

das situagoes em questao.

gw
4l Wy

Figura 2.1: Relagdo de Dispersao (2.3.37) para o caso (b) com 7% = 1.
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30

gw a5t Wy

Figura 2.2: Relagao de Dispersao (2.3.37) para o caso (c) com 71 =1 e cosf = 1/2.
2.4 O Propagador do Campo Eletromagnético

Para determinarmos o propagador do campo eletromagnético, é necessario que
facamos a introducao de um termo de fixacao de calibre! na densidade de Lagrangeana

(2.2.16), assim teremos que:

1 1
L= =P = S, A (0 0) By — 5 (0" A, (2.4.41)

podemos ainda reescreve-la em termos do médulo de suas derivadas totais:
1
L= §AV(D77W — anﬂe‘“”\“(n -0)20y) A, + oI, (2.4.42)

onde o termo 9,I'* é um termo de superficie, que pode ser desprezado. A quantidade
vista abaixo

O,o (1) = 10 — 29", (n - §)?0y. (2.4.43)

¢é conhecido como o operador cinético do féton. Como o propagador é uma funcao de

Green, podemos calculé-lo usando a seguinte identidade
O () AN (z — y) = 1625 (x — y), (2.4.44)

(Mo — 207, (n - D)D) AN (2 — ) = i25(x — y), (2.4.45)

LA fixacdao de Calibre é um termo introduzido para que o propagador seja determinado de forma
univoca.
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aplicando uma transformada de Fourier sobre o propagador na forma:
A (x —y) = /(dk)AA”(k:) tk(@=y) (2.4.46)
podemos reescrever (2.4.45) no espago dos momentos
/ (dk)e* =9 (—k2n,, 4 2ige™  n,(n - k)2 k) AN (k) = i6) / (dk)e* ==Y (2.4.47)

para este resulatdo foi usado a definigao da funcado delta 6(x — y) = f (dk)e*@=v),
entdo observando a expressao (2.4.47), as integrais sao iguais entdo os integrandos

também o sao, encontramos:
(ke + 2ige"™ 7 n, (n - k)2ky) AN (k) = 62, (2.4.48)

entdao tomando o operador inverso de A* (k) na expressao acima teremos o propagador

de Feynmann:

(Ap(k))re = — kP ngx + 2ig(n - k)?egapank’ —

al
4g*(n - k)* (non,\ + kyky <

n2

kQ

) (noky + ko) kf)) }2.4.49)

onde

G = (K*)? —4¢*(n- k) ((k-n)* — k*n?), (2.4.50)

Para a situagao puramente tipo-tempo n = n(ng, 0,0, 0) temos as corre¢oes na seguinte

forma:

o 1 2 . 2 Ilmr
(AF<k))uV = (k2)2 — 4gké‘|];|) [ — kg, + 2igkye™ kpnne, —
42 kA 402K k|2
gk Ok, 6407 + gk—(w%“noy]. (2.4.51)
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Capitulo 3

A Termodiamica de um Gas de

Fotons

Neste capitulo, vamos apresentar uma revisao do método usual da termodinamica
de um gas de fétons, via uma andlise da mecanica estatistica. Usaremos neste caso o
formalismo do ensemble Gra-Canonico, usamos este formalismo por nos proporcionar

uma complexidade maior da dinamica de um sistema termodinamico.

3.1 A Funcao de Particao

A peca fundamental no desenvolvimento da dinamica de um sistema termodinamico
via andlise estatistica é a chamada funcao de partigdo [32], uma vez que nos fornece
toda informacao necessaria sobre a evolucao do sistema. Esta quantidade pode ser

definida na forma:
Z(T,V,p) =Y e Plamm), (3.1.1)
J

onde g = ﬁ e Kp € a constante de Boltzmann. Uma vez que estamos tratando de
um gas de Bésons devemos usar o modelo estatistico de Bose-Einstein, ¢ valido lembrar

que estamos no regime quantico, as particulas sao indistinguiveis e nao interagentes,

sendo assim, pelas propriedades de simetria da fungao de onda um estado quantico do
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gas ideal fica inteiramente caracterizado pelo conjunto de nimeros:

{ni,ng,...... My }={n,}, (3.1.2)

onde j designa o estado quantico de um orbital e n; o nimero de particulas no orbital
J. Observe que para Férmions n; = 0 ou 1, consequéncia do principio da exclusao de
Pauli, entretanto, para Bésons n; pode variar de 0 a N onde N é o ntimero total de

particulas. A energia do correspondente ao estado quantico n; é dada por:

En; = Zejnj, (3.1.3)
J

sendo ¢; a energia do orbital j. O ndmero total de particulas é:

N =Nn;=> n; (3.1.4)

Sabendo que, no contexto do ensemble gra-candnico nao ocorre restringoes sobre a
conservacao do nimero total de particulas podendo elas variarem de 0 a oo, é necessario
que se fag a presente um novo somatério na expressao (3.1.1),com respeito ao valor

total de . Neste caso, temos

Z(T,V, ) Z e “NZ {e-Pam-fenat A (3.1.5)

Ou ainda,

T V ,U Z Z e—ﬁ e1—p)n1—Blea—p)n2—... (316)

n=0 j

a soma ¢ feita sobre o conjunto de ocupagao n; + ny + ... com a restringao de que
N =ny+ns+ ..., no entanto existe ainda uma outra soma correspondente a todos os
valores de N, assim poderemos realizar uma soma muiltipla sobre todos os estados de
ocupacao, sem qualquer restrin¢ao devido a este fato ficamos com:

Z(Ta v, M) = {Z e Bla—p)m } {Z 6—5(62—u)n2} o

ni n2

- 11 {Zemww} , (3.1.7)

7 n
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como a soma em n variando de 0 a oo, podemos ainda expressar (3.1.7) da seguinte

forma:

21V, =] (ﬁ) , (3.1.8)

J

onde o termo z = ¢’# é conhecido como fulgacidade do sistema. A expressdo (3.1.8) é
a famosa funcao de particao para a estatistica de Bose-Einstein e, tomando dela o seu
logaritmo natural, vamos obter um resultado que sera bastante utilizado na descricao
do nosso modelo, principalmente quando fomos expor a conexao com a termodinamica,

assim obtemos:
mZ(T,V,p) == In(—ze 7). (3.1.9)
J

O nimero total de particulas pode ser expresso pelo nimero de ocupagao N = ), ny,

onde por sua vez seu valor médio pode ser extraido de
(nj) =——--—InZz, (3.1.10)

uma vez que no ensemble gra-canonico as particulas podem flutuar em torno dos
valores esperados assim como a energia, entao usando a equagao (3.1.10) vamos ter o

seguinte resultado

1

i) = o= 1 (3.1.11)

Por simplicidade de calculo, expressaremos a funcao de particao do sistema em termos

de uma tnica particula, neste caso escrevemos
Zy = Z{, (3.1.12)

justificando o uso de um sistema constituido de particulas nao interagentes. Como
estamos no regime de estudo no ensemble gra-canonico a conexao com a termodinamica

¢é feita através do grande potencial termodinamico ®, expresso por

d=— Z %Nln(l — ze P4, (3.1.13)
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Entao, com base na relagao de Euller da termodinamica

®=U—-TS— Nu=—pV, (3.1.14)

chegamos & seguinte igualdade:

que é a equacao dos gases ideais no formalismo do ensemble gra canonico.
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Capitulo 4

Propriedades termodinamicas

modificadas

Neste capitulo, vamos estudar as propriedades termodinamicas de um gas de fétons
modificadas, tomando como base a expressao da energia (2.3.34) obtida via o modelo de
Myers-Pospelov. Vamos verificar primeiramente a densidade de energia e de particulas,

logo apds veremos a pressao e a densidade de entropia.

4.1 A Densidade de Energia e de Particulas

A partir da solugao por frequéncia eq.(2.3.34), podemos escrever uma funcao de

particao associada, e assim, obter as quantidades termodinamicas de interesse:

1
z=[I|——| (4.1.1)
1 — ze V12l

Note que estamos considerando a energia fixa de uma tnica particula (f6ton). Agora,
tomando o logaritmo natural da expressao (4.1.1), podemos mostrar o grande potencial

termodinamico sob o seguinte aspecto

8 |%|

Vi), (4.1.2)

o = —%Zln(l _ze
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Nete sentido, a densidade de energia podera ser obtida fazendo

uw= % - — (Z—Z))M. (4.1.3)

Associando as equagoes (4.1.2) e (4.1.3), obtemos
— k|

E \/ 1£2alk|
u=3" i ¢ . (4.1.4)

— _ |E]
ViE2alkl|

Por outro lado, a transigdo do discreto para o continuo [33], os estados acessiveis

de energia para o sistema definem uma regiao no diagrama de fase chamada de regiao

acessivel. Matematicamente esta transicao pode ser dada por

d> = /dw (4.1.5)

onde dw = dqdk. Entao nossa densidade de energia é dada por

—B|E|

1 . \/1£2a|k|
u:ﬁ// il ‘ — dPqdk. (4.1.6)

1+ 2alk| 1 — ze”VERE

nesta expressao h equivale ao volume de uma célula do espaco de fase. Observe que

quando integramos nas coordenadas espaciais, elas nos fornece o volume total do espaco
onde esta contido o gas de fotons, e assim, ficamos apenas com a integral nas coorde-
nadas de momento. Reescrevendo a equagao (4.1.6) em coordenadas esféricas, temos

Agy e B 1
8w Sy VIE 20k 1P

Uma vez que a energia total do sistema nao é fixa a priori, nao ha vinculos entre

d. (4.1.7)

as variaveis de momento, entao elas variam de —oo a +00. Neste caso, podemos entao
tomar qualquer limite de integracao com respeito ao momento. Quando o nimero
de particulas nao é conservado (u = 0), podemos obter pela expressao (4.1.7) uma
analogia a radiacao do corpo negro. Nesta situacao,considerando o — 0 recuperamos

o caso usual da lei de Stefam-Boltzmann,

um Bt~ ol (4.1.8)
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Por outro lado, quando tomamos o limite de altas temperaturas encontramos o seguinte

resultado
1 K, T

U~ 62035 N e (4.1.9)

Isto nos mostra que neste limite, a densidade de energia é afetada pelo termo o que
viola a simetria de lorentz, neste cenario, temos uma funcgao linear na temperatura. A

densidade de particulas é afetada pela quebra da simetria de Lorentz como,

n= ]‘Z B(‘%)ﬁ. (4.1.10)

E através da equagao (4.1.2), obtemos

n= Z R —— (4.1.11)

\/1i2a — 1

E para o caso continuo ela se apresenta como

Agl (U2 L2
= i d. (4.1.12)
8'/T 0 Z—leﬁx/liQak —1

Resolvendo a integral na equagao (4.1.12), podemos encontrar o valor para densidade

de particulas para o limite 7' — oo. Isto é dado, como

KgT 1
~ —). 41.1
n 57m2(\/§+ 6) ( 3)

Através das expressoes (4.1.9) e (4.1.13), é possivel ver facilmente que a energia total

U e o numero total de particulas N, sao lineares na temperatura,

~ ety vaLel g Ly SV (4.1.14)

~ 671203 Sra?
Contudo, quando consideramos a energia por particula podemos encontrar um resul-
tado de bastante interessante que pode ser dado como

U 5 1
= —~ — —). 4.1.1
€= 6a(\/§+6) ( 5)

Note que este resultado tem consequencias diretas no principio classico da equiparticao

de energia, que afirma que cada termo quadratico da hamiltoniana contribui com
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um valor: € = %K g1 para a energia total do sistema. Sendo assim, no regime das
altissimas energias (energias proximas a energia de Planck) esta expressao nao é apli-
cada. Em outras palavras, o nosso resultado (4.1.15) prever que no instante inicial do
surgimento da escalas energéticas, a energia por particula nao seria infinita, e sim, da
ordem da escala de Planck, isto é

e~ xMp (4.1.16)

uma vez que o fator ndo depende da temperatura, onde: y = ﬁ(\/g + %)

4.2 A Pressao e a Entropia

A pressao de radiagao pode ser obtida pelo uso da expressao (4.1.2) como

O KT o
P=-r=—-I(l-e Vil (4.2.17)

Integrando esta expressao pelos os mesmo critérios usados nas quantidades anteriores,

encontramos
||

K T 1/2a —574
p=2_5 / k2In(l —e Vi+2elE), (4.2.18)
0

272
Entao para baixas temperaturas recuperamos o caso classico proporcional a lei de
Stefam-Boltzmann P oc u = 0T*, enquanto que em altas temperaturas obtemos uma

lei logaritimica e liner na tempearatura:

_ KgT

Através da expressoes (4.1.9) e (4.2.19), podemos observar que no regime da violagao

da simetria de Lorentz o raio da pressao por densidade de energia pode ser em geral

uma fun¢ao da temperatura, como podemos ver

P
R =— =1In(aKgT). (4.2.20)
u
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Note que no mesmo dominio de temperatura, as equacoes de estado da radiacao do

corpo negro violando a simetria de Lorentz podem ser aproximadas como
P = uln (67°a’u) (4.2.21)

A densidade de entropia pode ser obtida da seguinte forma

S Oou dT

S

Resolvendo esta integral vamos obter para o limite de altas temperaturas o seguinte
resultado
Kp

s~ — In(KgT) (4.2.23)
672

e, para baixas temperaturas temos o caso usual,

4
5w goT?. (4.2.24)

Note que, os resultados (4.2.21) e (4.2.23) indicam a possibilidade da existéncia
um estagio de energia anterior ao regime de energia da escala de Planck, o qual pode
ser visto como uma correcao logaritimica nas equacoes de estado cldssicas do gas.
Correcoes semelhantes, ja foram encontradas em varios modelos cosmoldgicos que en-
volvem corregoes quanticas para previsoes da relatividade geral [24, 25, 26, 27, 28, 29,
30, 31]. Por outro lado, dinamica pré-Planckiana deste tipo, também foi prevista na

literatura via métrica efetiva que viola a simetria de Lorentz [40].
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Capitulo 5

Conclusao

O principal interesse desta dissertagao, ¢ verificar a consisténcia de teorias efetivas
que introduzem operadores de dimensoes elevadas, e assim, violando a invariancia
de Lorentz. Especificamente, estudamos os impactos do termo de Myers-Pospelov
sobre algumas caracteristicas da eletrodinamica. Este estudo pode ser justificado por
meio de testes astrofisicos observacionais que impoe limites intensos para o principal
parametro desta teoria.

Em resumo, especionamos as equagoes de movimento e a relagao de dispersao cova-
riante para propagacao dos fétons num sistema num referéncial privilegiado. No caso
da cinematica dos fotons, as solugoes por frequéncias associadas aos campos de fundo
tipo-tempo e tipo-espaco sao obtidas separadamente. E ainda, pela analise assintética
da velocidade de grupo, no caso tipo-espaco, observamos um comportamento superlu-
minal. Este, efeito nos levou a estudar a estrutura microcausal da teoria. Para o caso
tipo-tempo, encontramos solugoes instaveis diante de certos valores no momento, as
quais sugerem a introducao de uma funcao cut-off. Essa funcao cut-off tem sido usada
para a quantizacao desse modelo [41, 42]. Verificamos que a teoria efetiva tipo-espaco
¢é estavel, causal e seus efeitos microcausais sao fortemente suprimidos. Portanto, essa

situacao ¢ devidamente aproriada para estudos de quantizacoes. Isto oferece a teoria
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de Myers-Pospelov definir novos regras para se procurar efeitos que violam a simetria
de Lorentz no regime de Planck. A estrutura do propagador do féton e da funcao de
Green sao também obtidas.

Uma vez que é observada que a teoria efetiva de Myers-Pospelov tipo-tempo pode
ser limitada por um cut-off fisico, usamos isto como parametro para estudar as proprie-
dades termodinamicas do modelo. Neste sentido, primeiro observamos que na presenca
da violacao da invariancia de Lorentz, a radiacao do corpo negro obdege as equagoes
de estados de Stefan-Boltzmann apenas para temperaturas muito baixas em relagao a
energia de Planck. Por outro lado, mostramos que no estagio de energia, anterior a do
ultra-violeta (pré-Planckiano), a densidade de energia e a pressao sao linearmente pro-
porcionais na temperatura, diferentemente do comportamento classico ~ T#. Como
consequéncia, o raio da pressao-energia e bem como a entropia obdecem uma funcao
logaritimica-linear na temperatura. Estas observacoes, sao os principais resultados da
presente dissertacao as quais estao sendo preparadas para publicacao. Uma extensao
imediata desse trabalho, seria a de estudar os impactos da lei logaritimica das equacoes
de estado sobre a inflagdo cosmoldgica numa era pré-Planckiana. Em outras palavras,
conjecturar como se desenvolveu a entropia antes do Big Bang ou do nascimento da

escala de Planck.
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Apeéendice A

Relatividade e Funcao de Green

A.1 Algumas propriedades do espaco-tempo

O espago-tempo de Minkowski descreve os eventos que ocorrem em algum lugar no
espago, € em um certo momento. Podendo entao ser caracterizado pela métrica g,

com pu,v =0,1,2,3.

Guv = (Al)

onde as coordenadas do quadrivetor espago-tempo seguem novamente para ¢ = 1 a

seguinte notacao
(") = (20, 2", 2%, 2%) = (t, 2.y, 2) = (t,7), (A.2)
cuja fungao acontece mediante uma transformacao de Lorentz, dada na forma:
x, = g’ = (t,—T)(componentes covariantes) (A.3)

' = g™z, = (t,7)(componentes contravariantes) (A.4)
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Tendo em vista o carater do tensor métrico, observamos outras propriedades por ele

apresentada, tais como:
g = 9" g = 0 (A.5)
onde 0¥ ¢é o chamado Delta de Kronecker admitindo os seguintes valores: 1se p=v e

0 para p # v.

Os quadrivetores diferenciais sao expressos por:

o -
O = (5 V) (A.6)
o = (%, —V) (A7)

¢é valido lembrar que o operador diferencial d’Alembertiano é um escalar de Lorentz

82

0 =y~ 0, = =

- V? (A.8)

A.2 A Funcao de Green Transversal

A funcao de Green tranversal podera ser construida baseada numa reducao do grau

de liberdade correspondente a Ay, tomando entao o divergente em (2.2.23)

— a —.
e igualando a (2.2.19), vamos obter:
n-0?, . = 1
Ao = 29( VQ) (- B) — w2/ (A.10)

substituindo esta expressao na lei de Amperé do nosso modelo, obtemos:

- (n-0)2_/ A
0 + 20 V(n-VXE>+ (A.11)

: 0A
. 2 n —
+2g(n - 0) <n0V X A+ 1 % 5 ) +

. 2 ) =
+44¢* (nva) X V(ﬁ -V x A) = Jr, (A.12)

2
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onde Jr é chamada de corrente transversal

L V(V-))

. n-0)?
Jr=j— V2 ( )

+ 2g oz % V,. (A.13)

usando a equacao de continuidade % + V. j = ( é facil verificar que V - Jr = 0.
Considerando que o campo de gauge seja tranversal e usando identidade vetorial

adequada em (A.11), vamos obter:

2/, . 4—»2_<n'v)2 Y (n-0) /. %
(0+46*(n- 0)' (7 = ))A+2 = v(i-v 0t>+
. A
+2g(n - 8)2<nov X A4 1 x a_t> +
V#i-V) N, o=~ =
+4g*(n - 8)4(% - n) (ri- A) = Jr, (A.14)

Uma vez tomada esta expressao em termo de suas componetes termos como resultado:
M;;(9o, V)A" = Jp, (A.15)

onde

Mij(ao,V)Ai _ [(D +4g2(n. 8)4(77[2 . (n . V)2)>5ij

V2
+2g(n - V)? (noeﬂjal + 8 (eﬂjnl + aivi;"glmﬂ‘nl)) +
4g*(n - 9)* ((91327# — nl> nj] , (A.16)

A funcao de Green transversal retardada pode ser obtida por:
Gir(z —y) = Tjx(0, V) D(x — y), (A.17)

o tensor T};(0p, V) é compreendido como sendo:

9;0, -V :
Cijk<807v) = <5J _]v_;>D+2g<na)2<n0+<nvg )80)5]klal
(Vv n-V
sagin- ot (w0 + TV (i T 00) (ang)

Sendo a fungao de Green escalar retardada D(x — y) definida de modo a satisfazer:

<D2 +4g*(n - 8)4<(n -0)* — nQD)>D(x —y) =4nd(r — y), (A.19)
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Por meio de uma transformada de Fourier podemos te-la na forma integral:

A . e~ tk(z=y)
Do) = s | e A

onde o contorno da curva C' no plano complexo ko define as condigoes de contorno
impostas pela fungao de Green. Para a fungao de Green retardada a curva estéd definida
em torno do eixo real denotado por Cg, a funcao escalar correspondente controla o

comportamento causal da teoria nos deixando aptos para na estudar a sua causalidade.



Apeéendice B

Algumas férmulas uteis

B.1 A funcao ¢ de Dirac

A 7funcao”d de Dirac definida por meio das propriedades:

5(x)—{ 0; se x#0

o0; se x =20

tal que
+oo

f(@)d(x)de = f(0)

—00
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(B.2)

para qualquer fungao continua f(x), somente pode ser justificada dentro do contexto

da "teoria das distribui¢oes”. No entanto de uma maneira heuristica podemos utilizar

uma série de propriedades da ”funcao”d que decorrem da aplicacao das regras usuais

do célculo.

B.2 Identidades

O simbolo alternando completamente antissimétrico de Levi-Civita satisfaz as se-

guintes identidades de contracao que sao bastante utilizadas em teoria quantica de

campos:

P e sor = —2(516Y — 515Y)

(B.3)



9 V{fo T
Byr = —60/
T

g*P1
apys = —24
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