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Resumo

Nesta tese estabelecemos resultados de existéncia e multiplicidade de solugoes para
algumas classes de problemas sobre R™ envolvendo o operador p(x)-laplaciano. Na pri-
meira parte, consideramos classes de problemas com nao-linearidades tendo crescimento
critico. Na parte final, consideramos uma classe de problemas com nao-linearidade tendo
um crescimento subcritico. Neste ultimo caso, buscamos solugoes do tipo multi-bump.
Entre as ferramentas utilizadas estao o Teorema do Passo da Montanha, Principio de Con-
centragao de Compacidade, Lema de Lions, Principio Variacional de Ekeland e o Método

de Penalizagao.

Palavras-Chave: Expoentes Variaveis; p(x)-laplaciano; Métodos Variacionais; Cresci-

mento Critico.
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Abstract

In this thesis we establish existence and multiplicity results for solutions to some
classes of problems on RN involving the p(x)-Laplacian operator. In the first part, we
consider classes of problems dealing with nonlinearities possessing critical growth. Ul-
timately, we consider a class of problems with a nonlinearity possessing a subcritical
growth. In this latter case, we searched for multi-bump solutions. Among the tools we
used are Mountain Pass Theorem, Concentration-Compactness Principle, Lion’s Lemma,

Ekeland’s Variational Principle and Penalization Method.

Keywords: Variable Exponents; p(x)-Laplacian; Variational Methods; Critical Growth.
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Indice de Notacoes

Definicoes e Notacoes Gerais:

e Neste tese, C e C; denotam constantes positivas genéricas, as quais podem variar

de linha para linha;
e A¢ denota o complementar do conjunto A;
e Nos Capitulos 2, 3 e 4, em todas as integrais omitimos o simbolo dx;
e RN denota o espaco euclidiano N-dimensional;
e B.(x) é a bola aberta de centro x e raio v > 0;

e Se O C RN ¢ um conjunto mensuravel a Lebesgue, entdo }Q| denota a medida de

Lebesgue de Q;
e A expressao ¢.t.p. € uma abreviagao para quase todo ponto;
e supp(u) denota o suporte da fungao u;
e X, = 0nr(1) se, e s0se, xn — 0;
e X, | x significa que X, = X € Xni1 < Xn, VN € N;

e x, T x significa que X, — X € Xni1 > Xn, VN € N;

O simbolo — significa convergéncia em norma;

O simbolo — significa convergéncia fraca;

e X — Y denota que X esté imerso continuamente em Y;
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Se u: Q — R ¢é mensuravel, entdao u™ e u™ denotam as partes negativa e positiva
de u respectivamente. Ou seja,

u(x) = min {u(x),0} e u*(x) = max {u(x),0};

Se u: QO — R é mensuravel, entao
u_ = infessu e u, = supessy;
Q Q
Dadas u,v: O — R mensuréveis, o simbolo u < v denota que
inf — 0;
inf ess (v(x) u(x)) > 0,
M (RN) denota o espaco das medidas de Radon;

X* é o dual topologico de X.

Espacos de Funcoes:

C (Q) denota o espago das fungoes continuas;

cx (Q) = {u € C(_Q) ; U é k-vezes continuamente diferenciével};

c*(Q) = QC"(Q);

Cg° (Q) = {u eCc™® (Q) ;supp(u) C Q é compacto};

Lh (Q) = {u: O — R mensuravel ; J lul" < oo} munido da norma
Q

mmzﬂgwﬂi

[o° (Q) = {u: Q — R mensuravel ; supess [u| < oo} munido da norma
Q
[uloo = supess [uf;
Q
L*(Q)={hel~(Q);h.>1}
Se he LY (Q), definimos

L) (Q) = {u: 0 — R mensuravel ; J yu‘h(X) < oo}
Q

munido da norma

|wmwﬂﬁ{x>mjjﬁ
alA

h(x)
dx < 1};
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e Sehely (Q), definimos

wh(Q) = {u e 1"9(Q); [Vul € L (RY) }

munido da norma
ful = [Vul, ) + W






Introducao

Desde a tltima década do século passado, consideravel atencao tém sido dada a

problemas envolvendo o operador p(x)-laplaciano, ou seja,
Appgue = div ([Vu[" V).

Acreditamos que uma das motivagoes para tal fato sao as aplicacoes deste operador a uma
ampla variedade de campos de pesquisa. Entre tais esta a Mecanica dos Fluidos, mais
exatamente, os fluidos eletrorreoldgicos, descobertos por Willis Winslow [84]| na década
de 40. Os fluidos eletrorreoldgicos possuem a interessante e 1til propriedade de que sua
viscosidade pode se alterar drasticamente em questao de milésimos de segundos pela agao
de um campo elétrico externo. Eles sao utilizados, por exemplo, em Robética e Tecnologia
Espacial. De acordo com [74], a pesquisa experimental relativa aos fluidos eletrorreologicos
tem sido realizada sobretudo nos EUA, algumas destas em laboratérios da NASA.

Um modelo Matemaético para os fluidos eletrorreoldgicos é apresentado com detalhes
no texto de Ruzicka |76] (veja também Rajagopal & Ruzicka [75]). Neste modelo, as equa-
¢oes que descrevem o movimento de um fluido eletrorreologico incompressivel, homogéneo

e isotérmico sao dadas por

2u+divS(u) + [Vu]u+ V= f + [VE|P,

divu =0,

onde u: R**" — R3 ¢é a velocidade do fluido em um ponto do espaco-tempo, V =

(07,02,03) é operador gradiente, [Vu}u = (Z; ujajui) é o termo convectivo,

— ey
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: R3*1 — R é a pressao, f: R3! — R3 representa forcas externas, E: R3*!" — R3 é o

campo elétrico, P: R¥!" — R? ¢ a polarizagao elétrica e S: WL (R*™") — R ¢ o tensor

stress. Além disso, E e P estao sujeitos as equagoes quase-estaticas de Maxwell, isto é,

div (eoE + P) =0,

curl E =0,

onde ¢y denota a constante dielétrica no vécuo.
Assumindo que a polarizagao elétrica P seja constante e que o tensor stress S satisfaca
uma dependéncia adequada em E, obtemos

p(x)—2
’2 2

S(w)(x) = u(x) (1 + [Du(x) Du(x),

sendo Du = % ([Vu] + [Vu}T> é a parte simétrica do gradiente de u. Assim, chegamos
a uma equacao a expoentes variaveis.

Uma outra aplicagao do operador p(x)-laplaciano, devida a Chen, Levine & Rao [35],
encontra-se no campo de processamento de imagens. Em [35], os autores combinaram dois
modelos conhecidos para restauragao de imagens e obtiveram um novo modelo. Neste,

deve-se minimizar a energia

E(w = L I%|Vu(x)|p(x) o) — 1P dx,

onde ) é tipicamente um retangulo no plano e o expoente p varia entre 1 e 2, para
recuperar a imagem real u a partir da imagem com ruido observada I. A grande virtude
do modelo de Chen, Levine & Rao, possivel devido ao carater variavel do expoente, é que
os modelos anteriores sao combinados de modo que as deficiéncias de qualquer um deles
sejam substituidas pelas qualidades do outro.

Mais aplicagoes do operador p(x)-laplaciano sdo encontradas em Antontsev & Ro-

drigues [23], Antontsev & Shmarev [24] e Zhikov [85].

O objetivo da presente tese é o estudo da existéncia e multiplicidade de solugoes
para alguns problemas envolvendo o operador p(x)-laplaciano. Devido a perda da homo-

geneidade, tal operador é mais complexo do que o operador p-laplaciano e, de um modo
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geral, quando lidamos com este operador quase sempre devemos procurar por métodos e
ferramentas distintas daquelas utilizadas no caso constante.

A tese esta organizada da seguinte forma. No Capitulo 1, é apresentada uma breve
introdugao ao espagos de Lebesgue e Sobolev com expoentes variaveis. O objetivo ¢ infor-
mar ao leitor os principais conceitos e resultados utilizados. Apresentamos um Teorema
do tipo Brezis-Lieb muito adequado ao nosso trabalho, cuja demonstracao para expoentes
constantes encontra-se fragmentada nos artigos [5| e [64]. Adaptamos as demonstracoes
no caso constante para o contexto dos expoentes varidveis e reunimo-as em uma tnica
proposicao. O restante do Capitulo consiste de uma revisao de importantes ferramentas
utilizadas: o Teorema do Passo da Montanha, o Principio Variacional de Ekeland e o

género de Krasnoselski.

No Capitulo 2, consideramos a classe de problemas

(Pso) —Appott+ VPO 20 = 02y 4 [uP" -2y, em RN,
Poo
we WK (RN {0},
a um parametro pu > 0, supondo a ZN-periodicidade dos expoentes continuos p: RN —
(1,N) e g: RN — (1,N) e do potencial continuo V: RN — R.

No primeiro Teorema apresentado no Capitulo 2, demonstramos que se
V(x) >V, >0, ¥x € RV,

e o termo da nao-linearidade afetado pelo pardmetro é superlinear (p. < q_) e unifor-
memente subcritico (q < p*), entdo para valores suficientemente grandes de p > 0, o
problema (P,) possui uma solu¢ao ground-state (energia minima entre todas as solugoes)
nao-negativa.

No contexto dos expoentes constantes, Alves, Carriao & Miyagaki demonstraram
em [20] a existéncia de uma solugao ground-state para o andlogo semilinear de (Py,). Em
vista dos expoentes variaveis, diferentemente de [20], tivemos que aprender a contornar
a auséncia de extremos (em geral) para a imersao de Sobolev WP (RN) — TP"0(RN).
Isto foi alcancado utilizando-se uma importante propriedade do nivel do passo da mon-

tanha associado com (P.,) (veja apéndice C), apds a descoberta de um substituto para o
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) N .
nimero %S 2 no contexto dos expoentes variaveis.
Ainda no Capitulo 2, apds o estudo de (P4 ), consideramos uma classe de problemas

relacionados a uma perturbacao nao-periodica de (P4,), a saber,

(P) —Ap)totott + U UPHIFeI72y = 407t =2y 4 P 72y, em RN,

ue W],p(x)+6(x) (RN) \{O},

a um parametro n > 0. Neste caso, adicionamos as hipoteses de que o potencial U satisfaz

U(x) > Uy > 0, Vx € RN,

U(x) TV(x), [x] = oo.
O expoente p cumpre a condigao
P(X) =m, VXEBR1(Z’)) (1)

onde m € (1,N), z € (0,1)N e Ry = 0*. As perturbacoes o, T: RN — [0, 00) sdo pequenas
no sentido de que o termo da nao-linearidade afetado pelo parametro é superlinear e

subcritico. Além disso, existe 0 < R < Ry tal que

supp o, supp T C Bg(z).

No segundo Teorema apresentado no Capitulo 2, demonstramos que com as hipoteses
acima, para valores suficientemente grandes de > 0, o problema perturbado (P) possui
uma solugao ground-state nao-negativa.

Problemas envolvendo potenciais peridédicos ou assintoticamente periddicos no in-
finito possuem uma extensa bibliografia. Ha numerosos trabalhos relevantes no caso de
expoentes constantes. Uma pequena lista poderia incluir, por exemplo, Pankov [70], Rabi-
nowitz [73], Coti-Zelati & Rabinowitz [37], Montecchiari [66], Alves, Carriao & Miyagaki
[20] e Alves, do O & Miyagaki [19] no caso de problemas definidos. No caso indefinido,
Kryszewski & Szulkin [60], Troestler & Willem [80], Pankov & Pfliiger |71], Bartsch &
Ding [26], Willem & Zou [83], Chabrowski & Yang [34]| e Schechter & Zou [77].
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Seguindo sugestao de Pankov, Fan considerou problemas peridédicos no contexto de
expoentes variaveis. Em [43], Fan considerou uma classe de perturbagoes nao-periodicas
como no problema (P), porém com a nao-linearidade tendo um crescimento subcritico.

Mais precisamente, uma classe de problemas estudados foi

( ) _Ap(x)+d(x)u + a(x)v(xnu’p(x)-&-ﬁ(x)—zu - b(X”u’_T(X)f(X) LL), €m RN»
P
we WP (RN {0}, u > 0, em RN,

onde p: RN — (1,N), o,7,V,a,b: RN — [0,00) e f: RN x R — R sdo fung¢oes conti-
nuas satisfazendo algumas hipoteses, entre estas, p e V sendo ZN-periddicas e f tendo um
crescimento uniformemente subcritico. A principal ferramenta utilizada foi o método vari-
acional, mais exatamente, algumas caracteriza¢oes do passo da montanha correspondente

ao funcional energia associado com o problema (P;).

A partir do trabalho de Fan supracitado, nos motivamos a procurar por uma solugao
ground-state para o problema (P). Até certo ponto, utilizamos argumentos semelhantes
aqueles em [43]. Todavia, uma parte crucial dos argumentos naquele trabalho é que a
solucao do problema periédico relacionado a (P;) possui um comportamento adequado
no infinito. Isto é obtido via uma teoria de regularidade valida somente na hipotese
de crescimento subcritico e, portanto, nao se mantém quando lidamos com crescimento
critico. Para contornar a auséncia de uma teoria de regularidade valida na hipotese
de crescimento critico, impomos a condi¢ao adicional (1) ao expoente p. Tal condi¢ao
permite aplicar o Método de Iteragao de Moser para concluir um comportamento adequado
para uma transladada adequada da solugao obtida para (P.). Observamos que para
problemas envolvendo o operador p(x)-laplaciano, perdemos o controle sobre os expoentes
nas estimativas necessarias a iteracao de Moser. Assim, sem uma hipotese adicional como
(1), nao seria claro que o Método de Iteracado de Moser fosse uma boa ferramenta para
obter as estimativas que necessitavamos. Destacamos que os resultados do Capitulo 2
desta tese originaram um artigo de pesquisa, o qual foi aceito para publicacao na revista

Mathematische Nachrichten no ano de 2014 (veja [13]).

No Capitulo 3, ap6s perturbarmos a equacao em (P.), consideramos a seguinte
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classe de problemas

() —Apu+ V) uPM 20 = A2 + pluld™ =20 4 [uP ™20 em RN,
P?\,u

w e WP (RN) \ {0},
a dois parametros A, u > 0, onde 1: RN — (1,N) é continua e satisfaz r, < p_. A funcio
h é ndo-negativa e pertence a L& (RN) com

Np(x)

O = Nl — (N ()’

Nosso interesse neste problema teve origem em Alves [4]. Neste artigo, Alves consi-
derou a existéncia de solucoes para a seguinte classe de problemas
—A,u =Ag(x)u ! +uP ! em RN
(P2)
ue D'P(RN) \{0}, u >0, em RN,
a um parametro A > 0, onde 2 < p < N, 1 < 1 < p é constante e g € uma funcao
nao-negativa pertecente a L®(RN) com

_ Np
Np —1(N—p)’

Utilizando métodos variacionais, Alves estabeleceu a existéncia de duas solugoes
com energias opostas quando A > 0 é suficientemente pequeno.

Uma extensa pesquisa sobre problemas que apresentam uma perturbacao do termo
critico tem sido desenvolvida desde o artigo seminal de Brezis & Nirenberg [32|. Encon-
tramos na literatura numerosos trabalhos neste sentido, tanto sobre dominios limitados
quanto ilimitados. Citamos, por exemplo, Guedda & Veron [53|, Tarantelo [79], Pan [69],
Azorero & Peral [51], Ambrosetti, Brezis & Cerami [22], Cao, Li & Zhou [33| e Gongalves
& Alves [52]. Entretanto, considerando expoentes variaveis, conhecemos somente Bonder
& Silva [30], onde o dominio considerado ¢ limitado.

Motivados pelas informagoes acima, mostramos que resultados analogos aqueles en-
contrados em [4] sdo validos no contexto de expoentes variaveis.

No primeiro Teorema apresentado no Capitulo 3, demonstramos a existéncia de

p* > 0 com a seguinte propriedade: para cada p > p*, existe A, = A(n) > 0 tal que o



INTRODUGCAO 11

problema (Px,u) possui duas solucdes nao-negativas Wp, ¥, € WhHr (]RN) com energias
opostas, para todo A € (0,A,).

Uma parte fundamental da demonstracao é que para valores suficientemente grandes
do parametro p > 0, o funcional energia considerado para (P;\‘u) satisfaz uma condicao de
compacidade do tipo (PS) abaixo de um determinado nivel (condi¢ao (PS) local), o qual
é uma funcao do parametro A > 0. Novamente, a principal dificuldade da demonstracao
é contornar a auséncia de extremos (em geral) para a imersao de Sobolev WP (RN) —
Lp () (RN) e, devido a uma relagao existente entre os funcionais energia considerados para
(PML) e (Ps), resultados do Capitulo 2 sao utilizados.

Ainda no Capitulo 3, adaptamos ao contexto dos expoentes varidveis, as idéias desen-
volvidas por Azorero & Peral em [51]|. Naquele trabalho, Azorero & Peral demonstraram
um resultado de multiplicidade de solugoes para

—Ayu =AU+ uP Py, em Q)
(P3)
u e WP (Q)\ {0},
quando 1 < v < p. Em vista de uma condigao (PS) local e sem a exigéncia de solugdes
com sinal, puderam utilizar a Teoria do género de Krasnoselski para obter uma infinidade
de solugoes com energias negativas. Motivados por [51], obtivemos um resultado analogo
para (P;\,u).

No segundo Teorema apresentado no Capitulo 3, demonstramos a existéncia de
p* > 0 com a seguinte propriedade: para cada p > p*, existe A, = A(p) > 0 tal que o
problema (P;\,H) possui infinitas solu¢oes com energias negativas, para todo A € (0,A,).

Observamos que embora encontremos numerosos trabalhos envolvendo o operador
p(x)-laplaciano na literatura atual, dentre estes, os trabalhos tratando de problemas com
crescimento critico formam um conjunto extremamente reduzido. Neste sentido, acre-
ditamos que com os resultados dos Capitulos 2 e 3 demos uma pequena contribui¢ao
para a pesquisa de tais tipos de problemas. Destacamos que os resultados do Capitulo 3
desta tese originaram um artigo de pesquisa, o qual foi aceito para publicacao na revista

Topological Methods in Nonlinear Analysis no ano de 2014 (veja [14]).

No Capitulo 4, consideramos a existéncia de solucoes do tipo multi-bump para a
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classe de problemas

—Apu+ (AV(X) + Z(x)) [ulP¥2u = f(x,u), em RV,

(P2)

ue WHPO(RN)\ {0}, u> 0, em RN,

aum parametro A > 0, onde supomos o expoente p: RN — (1, N) continuo (lipschitziano),
os potenciais V,Z: RN — R continuos, V> 0 em RN e f € C! (RN X R) possuindo um

crescimento subcritico. Além disso, existem M > 0 e K > 0 tais que

AV(X)+Z(x) > M, Vx e RN A > 1,

|Z(x)| <K, vx € RN,

Observamos que no contexto de expoentes constantes, existem importantes trabalhos
relacionados a existéncia e mutiplicidade de solugoes do tipo multi-bump para este tipo
de problema. No caso semilinear, citamos Bartsch & Wang [27|, [28], Wang [81], Bartsch,
Pankov & Wang [29], Ding & Tanaka [40|, Clapp & Ding [36], Alves, de Morais & Souto
[18] e Alves [8]. No caso quasilinear, citamos Alves [6], [7] e Alves & Ding [12].

Em [40], Ding & Tanaka consideraram o problema (P;\) comp = 2e f(u) = ud,
q e (1,%) se N> 3; q € (1,00) se N = 1,2. Naquele trabalho, os autores demons-
traram que o ntumero de soluc¢oes do tipo multi-bump para (PA) esta relacionado a uma

geometria do conjunto V~'(0). Mais precisamente, nas hipoteses de que Q := int V='(0)

seja limitado, nao-vazio, Q = V=1(0) e

com as componentes conexas Qi,...,Q, de Q tais que dist(Qi,Qj) >0,sei#j,0
problema (P;\) possui pelo menos 2% — 1 solucoes u,, desde que os valores de A sejam
grandes, sendo uma solugao para cada subconjunto nao-vazio Y de {1,...,k}. Além disso,
fixado Y, de toda sequéncia Ay, — 0o podemos extrair uma subsequéncia An, tal que uy,,

converge em H' (RN) para uma funcao u, a qual satisfaz u = 0 fora de Qy = UjGY Qje



INTRODUGCAO 13

U, j € Y, é uma solugao de energia minima para

—Au+ Z(x)u =ud, em Qj,
(P4)
u e HJ)(Q]), u >0, em QJ

Alguns argumentos explorados em [40] foram adaptados de argumentos encontrados
em del Pino & Felmer [38] e Seré [78].

Em [7], empregando argumentos diferentes daqueles utilizados em [40], Alves es-
tendeu os resultados em [40] para o operador p-laplaciano, assumindo que em (PA) a
nao-linearidade f = f(u) possui um crescimento subcritico e 2 < p < N.

Motivados pelos resultados descritos acima, estudamos a existéncia e multiplicidade
de solugoes do tipo multi-bump para o problema (PA) no contexto de expoentes variaveis.
No principal resultado apresentado no Capitulo 4 estendemos os resultados em [7] ao
operador p(x)-laplaciano, completando assim os estudos em [7] e [40].

Observamos que em [7], o método de iteragao de Moser foi utilizado como uma ferra-
menta bésica para obtencao de estimativas na norma L*. Infelizmente, como ja dissemos
anteriormente, a menos de alguma hipotese adicional, nao é claro que o referido método
seja uma boa ferramenta para obter as estimativas na norma L* quando lidamos com
equagdes envolvendo o operador p(x)-laplaciano. Por outro lado, como estamos lidando
com um crescimento subcritico, pudemos adaptar algumas idéias diferentes exploradas
em [44] e [50] para obter tais estimativas sem o uso do Método de Iteragdo de Moser e,
portanto, sem a imposicao de uma hipotese adicional.

Ressaltamos que no contexto de expoente varidveis, até onde sabemos, este é o
primeiro estudo relacionado a soluc¢oes do tipo multi-bump.

Para finalizar a tese, no Apéndice A, apresentamos uma breve introducao ao con-
ceito abstrato de espago modular. Os espagos de Lebesgue e Sobolev com expoentes
variaveis sao exemplos concretos de tais espacos. Nos Apéndices B e C, demonstramos
alguns resultados utilizados no Capitulo 2. Escolhemos separa-los em apéndices devido
as tecnicalidades envolvidas. Assim é que no Apéndice B demonstramos a importante
estimativa na norma L* para uma transladada da solugao obtida para (P ), enquanto

no Apéndice C a importante propriedade do nivel do passo da montanha associado com
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(Ps), citados anteriormente.
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1.1. ESPAGOS DE LEBESGUE E SOBOLEV COM EXPOENTES VARIAVEIS 17

1.1 Espacos de Lebesgue e Sobolev com expoentes va-

riaveis

Nesta secao reunimos alguns fatos acerca de espacos de Lebesgue e Sobolev com
expoentes variaveis. Tais espacos diferem dos espacos usuais [P e W*P no sentido de que
o expoente p nao é uma constante, mas uma funcao.

O leitor encontrard exposi¢oes mais completas sobre o assunto, contendo demons-
tracoes aqui omitidas ou tocando outros pontos nao relevantes para esta tese, nos artigos
introdutorios [45] e [59]. Um estudo compreensivo, incluindo uma breve introducao his-

torica e aplicagdes, é apresentado no livro-texto [39].

1.1.1 Espacos de Lebesgue com expoente variavel

Com o intuito de definir os espagos de Lebesgue com expoente variavel (e por-
tanto os espagos de Sobolev), necessitamos introduzir a classe dos expoentes que serao
considerados. Esta classe é descrita na préoxima definicao.

Definicao 1.1.1. Seja QO C RN um conjunto Lebesque mensurdvel. Entdo
LP(Q)={hel*(Q); h->1}.

Dada h € LT (Q), escrevemos h’ para denotar seu expoente conjugado pontual, isto

1 1
h(x) = h'(x)

com a convencao de que 1/00 = 0.

=1 q.t.p. em Q,

Introduzimos agora os espacos de Lebesgue com expoente variavel.

Definicao 1.1.2. Para cada h € LY (Q), definimos o espago de Lebesgue com expoente
variavel LMY (Q) como

r

LM(Q) = {u: Q — R mensurdvel ; | u/"™ dx < OO} ;

JQ

munido da norma de Luxemburg

u (h(x)
|u|Lh(xJ(Q) = |u|h(x) = inf {7\ > 0; J X‘ dx < 1} .
Q
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Equipado com esta norma, LM~ (Q) é um espaco de Banach separavel . Se QQ é um
aberto, C§° (Q) ¢ um subconjunto denso. Além disso, se h_ > 1, entao L"™ (Q) também
¢ um espaco reflexivo e LV (Q) ¢ identificado ao espaco dual topologico de L) (Q)

Observamos que sendo h(x) = h constante, q.t.p em Q, a norma de Luxemburg
coincide com a norma usual sobre LM (Q)

O conceito apresentado na definicao seguinte se revelara um dos mais relevantes

para a teoria dos espacos LMY (Q)

Definigao 1.1.3. O funcional pyxy: L") (Q) — R definido como

ph(x) (u) :J |u|h(X) dX,
Q

¢ denominado a modular relativa ao espaco LMY (Q)

Parau € LMY (Q) \{0} fixo, a fungdo A € [0, 00) — pn(y (AU) é convexa, estritamente

crescente, continua e (devido a falta de homogeneidade de pyy)) verifica
e Se A< ]» entdao A™ Pr(x) (u) < ph(x)(}\u) < A ph(x)(u);
e Se A > 1, entdo A" prpg (W) < prpg(Aw) <A™ prpg (w).

Evidentemente

b = inf {A> 03 o (5) <1

Proposicao 1.1.4. Sejo u € L"™ (Q) \ {0}. Entao, existe um tunico a > 0 tal que
Ph(x) (%) = 1. Além disso, a = [ulp).
Demonstracao. Dado u € LMY (Q) \{0}, a fungdo A € (0,00) — Py (A1) é continua,

estritamente decrescente e verifica
Phix) (?\_]u) — 00, se A = 07} Py (7\_1u) — 0, se A — oo.
Portanto, existe um tnico a > 0 tal que pp(y (a_]u) = 1. Obviamente

a = min {7\ > 05 P (LXL) < 1} = [ulnx)-

]
Uma importante estimativa que seréd frequentemente utilizada neste trabalho é dada

na proxima proposicao.
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Proposigcao 1.1.5. Seja m € LOO(Q) com 0 < m_ < m(x) < h(x) ¢t.p em Q. Se
h(x)
u € L"(Q), entio u™™ € Lnt (Q) e
™y < max Rl i) b < Rl + el

m(x)

Demonstracao. Suponha [ufy) < 1. Pela Proposigao 1.1.4 obtemos

l,

e, portanto, ||u|m(")‘% < Iulf:(;) = max{lulr:(;),lulf&;)}. No caso em que [ulpy) > 1, 0

h(x)
m(x)

dx <1

fu ™™

i

raciocinio é anélogo. [ ]

Temos a seguinte generalizacao da desigualdade de Holder.

Proposicao 1.1.6 (Desigualdade de Hélder). Se h_ > 1, entio quaisquer u € LX) (Q)
ev e LVM(Q) satisfazem

1 1
. luv| dx < = + o [ VI () -

Demonstracao. Podemos admitir que u,v # 0. Escrevemos [uly) = a € [Vlh/x) = b.

Pela desigualdade de Young e Proposicao 1.1.4, concluimos que

u(x)] v(x)| 1 o 1 [ |vix)
JQ dX<—JQ dX+h—/JQ b

a b ~ h_
1 1
luwly < | — 4+ — | [ulhp VIinx)-

h'() 1 1

dX:E—Fh—L

u(x)

a

Portanto

h.  h’

Proposicao 1.1.7 (Férmula de Interpolagao). Sejam h,m,s € LY (Q), sendoh €K m <
s, e (Uy) uma sequéncia em LMY (Q) N LK (Q) tal que

|ufn|h(x)a |u/n|s(x) S mn, Vn € N)

onde 1 > 0. Entdo, (un) € uma sequéncia em L™ (Q) e eristem C >0 e x € L™ (Q)

satisfazendo

z

1 T—a(x) o
0 1 = t.p. Q

tais que

1— _
|un|m(x) S C|Lbn|s(>3C+ |1«Ln|h(x)> Vn e N.
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Demonstragao. Seja v, = ‘;—“, vn € N. Como [vnlnx), Vnlsx) < 1, obtemos

m(x) b [me00-at)
| el i
Q Q

|Vn|s(x)
onde q.t.p em Q vale 1/m(x) = (1 — oc(x))/s(x) + x(x)/h(x). Da desigualdade de Holder

m(x)o(x)

v
L dx,

Vn

1— _
|vn|s(,3ur ’Vn|h(x) |Vn|h(x)

(Proposicao 1.1.6) e Proposigao 1.1.4 deduzimos

m(x)
v
J - = dx < 2,
Q |Vn|5(x)+|vn|h(7x)
implicando que
m(x)
J _n dx <1
Q 2|Vn|s(x)+|vn|h(x)

Desta maneira

1— _
’un|m(x) < C|un’5(x()x+ |un’h(x)» Vn € N)
sendo C = 2n®+—%-, [ ]

A despeito de todas as boas propriedades apontadas acima, em uma primeira vista,
a norma de Luxemburg possui uma expressao inadequada para aplicacao dos Métodos
Variacionais. Idealmente, gostariamos que tal norma fosse parte integrante dos funcionais
energia correspondentes aos problemas considerados como ocorre no caso de expoentes

constantes. Neste sentido, a proxima proposicao é extremamente util.
Proposicao 1.1.8. Seja u € LMY (Q) \{0}. Entao
(1) ey < 1= |um(+x) < P (W) < Julyys

.. _ h
(1) [ulhw = 1= lulyy < prpo(u) < fully-
Demonstracao. Escrevemos [uly) = a. Se a < 1, entéo
a™ Priy (@7'U) < P (1) < a pry (a'u).

Pela Proposicao 1.1.4 obtemos (i). O raciocinio para (ii) ¢ analogo. [

Corolario 1.1.9. Para quaisquer u € LM (Q) eS cC LM (Q), sao vadlidos:

. . h_ h _ h
(i) min { s iy b < oo (0) < mae {Rul, i
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1 1

a1 a1 a1 a1
(i1) min {ph(x)(u) "o Po (W) } < Julppy < max {ph(x)(u) " P (W) };
(ii1) ulhx) < 1(=1,> 1) se, e somente se, pry(u) < 1(=1,>1);

(iv) S € limitado em LMY (Q) se, e somente se, Py (S) € limitado em R.

Devido a sua importancia, decidimos destacar o seguinte resultado.
Corolario 1.1.10. Seja (u,) uma sequéncia em LMY (Q) Entéo, dado u € LMY (Q),
lun — ulnx) — O se, e somente se, Prx)(Un —u) — 0.

Relativamente ao espago L' (Q), a inclusao entre espacos de Lebesgue generaliza-

se naturalmente.

Proposigao 1.1.11. Sejam h,m € L¥(Q). Se |Q] < oo e h(x) < m(x) g.t.p em Q,
entao

L™ (Q) = L"M(Q).
Demonstracao. Seja u € L™ (Q) Como h(x) < m(x) q.t.p em Q, é valida a relacao
™ < 14+ ™™ q.t.p. em Q.
Portanto, u € L"™(Q) e temos

P (W) < Q|+ pmpn (W),

o que mostra a limitagao da inclusao. [ ]

Podemos definir espagos de Lebesgue com expoente varidvel a valores vetoriais. Dado
Q c RN um conjunto Lebesgue mensuravel, dizemos que u = (u,...,u;): Q — RE €

L' (Q,RY) se, e somente se, u; € L"™(Q), para i = 1,...,L. Sobre L"™(Q,R"),
L
consideramos a norma [u| ne g L) = Z Wil -
i=1
Enunciamos abaixo generalizagoes dos Lemas de Brezis-Lieb aos espacos de Lebes-

gue com expoente varidvel. As demonstragoes seguem os mesmos argumentos utilizados

em [58]. Nestes lemas, Q C RN denota um aberto.



22 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Proposigao 1.1.12 (Lema de Brezis-Lieb, primeira versao). Seja (w,) uma sequéncia
limitada em LMY (Q, RL) tal que un(x) — u(x) ¢.t.p em Q. Entdo, uw € LMY (O_,]RL) e

[ Jran™ = it = — ] ax = on(1),
Q

Demonstragao. Em primeiro lugar, segue-se diretamente do Lema de Fatou que
u e L"Y(Q,RY).

Em segundo lugar, dado € > 0, verificamos que existe uma constante C. > 0 dependente

somente de € tal que
‘Iy + kM — Iylh(x)] < elylh(") + C k™™ q.t.p. em Q, vy, k € Rh (1.1)

De fato, considerando a funcao

oy, kt) =y +tk"™ x € Q,y,k e R t € [0, 1],
sex € h™! ((1 , oo)) aplicamos o Teorema do valor médio a @(x,y,k, ), obtendo

[y + k0 — [y "] < h(x)ly + tok 0K,

para algum t, = to(x,y, k) € (0,1). Logo,

Iy 4 K" — | < 20T (O 4 kM)

Assim, dado € > 0, o qual sem perda da generalidade é suposto suficientemente pequeno,

da desigualdade acima combinada com a desigualdade de Young, concluimos que

[y + k"0 — [y | < ely[MY + CelkM,

€

R
para todo x € h™'([1,00)), y, k € R", onde Ce =h, 2™ (hﬁ_—1 (ﬁ) s ]).

Definimos agora, para € > 0en € N,

Fen(x) = max { | [un ") = [ =" = "] = efun —uf™, 0}, x € Q.
Temos

fen(x) = 0 q.t.p. em Q, quando n — oo, e, por (1.1) ,

0 <fenlx) < (Ce + 1)|u|h(x) q.t.p. em Q, Vn € N.
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Desta maneira, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,
J fen(x) dx — 0, quando n — oo.
Q

Como

S fe,n(x) + €|1,Ln - u|h(X)> X € Q)

") — g, =" — "
apos passagem ao limite superior, o ultimo limite acima assegura que

— ™| dx < eC, Ve > 0,

lim supj ) g —
n Q

implicando que

dx = 0.

i | ™ = ity "
nJa
|

Corolario 1.1.13. Seja (un) uma sequéncia em LMY (Q,RL) tal que Pnix)(Un) — Prpx (W)
e Un(x) = u(x) g.t.p. em Q. Entao

Uy — u em L (Q,RY),

Proposicao 1.1.14 (Lema de Brezis-Lieb, segunda versao). Seja (w,) uma sequéncia
limitada em LMY (Q, RL), sendo h_ > 1. Suponha que w,(x) — u(x) q.t.p em Q. Entao

Uy — u em L"¥(Q,RY).
Demonstragio. Suponha que
Uy A uwem L"Y(Q,RY).
Entdo, existem f € (L*¥(Q,R'))", uma subsequéncia (uy,, ) de (uy) e € > 0 tais que
|f(un,) — f(u)| > €, Vk € N. (1.2)

Por outro lado, como (LLnk) é uma sequéncia limitada em LMY (Q,RL) e h. > 1, pela
reflexividade de LM~ (Q, RL), existem uma subsequéncia de (unk), também denotada por

(Un,), e v € LMY (Q,R") tais que

Un, — v em L"Y(Q,RY),
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implicando que
f(Un, ) — T(v).

Mostraremos que v = u, obtendo uma contradigdo com (1.2). Com efeito, para cada
m € N seja

Am={x€Q;

Un, (x) —u(x)| <1, Vk > m}.
Fixamos m € N e consideramos ¢ € L") (Q,R") tal que
{xGQ;cp(x)#O}CAme ){XGQ;@(X)%O}‘<OO. (1.3)

Em primeiro lugar, observamos que da convergéncia fraca de (unk) para v em LMY (Q, RL) ,

temos

J unk(deHJ v dx.
Q Q

Em segundo lugar, observando que
(uﬂk(p)(x) — (ue)(x) q.t.p. em Q, quando k — oo,

| (Uny @) (%) = (u@) (x)] < |(tn, —w) (X)||@(x)] < [@(X)], ¥x € A, Yk >m,

| (Un, @) (x) — (u@)(x)| < |@(x)|, VX & A, Vk €N,
pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos
J Up, @ dx — J ug dx.
ol Q
Por unicidade, segue-se que

J v(pdx:J ue dx,
Q Q

para quaisquer @ € LV (Q_, RL) tais que sejam validas as propriedades em (1.3). Porém,

dada qualquer ¢ € L"®(Q,R"), definindo
Pn = XAnB, @, N E N,
onde B, = {x € Q; [x| <n}, entdo ¢, € L™ (Q,R"),

{XEQ; ©n(x) ;AO} CA, e ‘{XEQ; ©n(x) #O}‘ < 0.
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Além disso, para q.t.p. Q, existe m € N tal que x € A,, N B, Vn > m. Portanto

Qn(x) — @(x) q.t.p. em Q.

Como

T <M e[, W e

| pn(x) — @(x)

pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, concluimos que

@n — @ in LV (Q,RY).

Assim,
J ue, dx — J ue dx,
Q Q
J v, dx — J v dx.
Q o)
e

J V(pndX:J ue, dx, vn € N.
Q Q

Da unicidade do limite, segue-se que

J V@dX:J ue dx.
Q Q

Pelo Lema de du Boys-Reymond, obtemos v = u. [

1.1.2 Espagos de Sobolev com expoente variavel

Nesta subsecao, em favor da objetividade, consideramos somente os espacos de
Sobolev W) (Q) A definicao e propriedades dos espacos W) (Q) com k > 1 podem

ser encontradas nas referéncias citadas no inicio deste capitulo.

Definicao 1.1.15. Para cada h € LY (Q), definimos o espago de Sobolev com expoente

variavel WhHh(x) (O_) como
W) = {we 1"(Q); [vul € 1" (RY)

munido da norma

’U’Wmm(g) = |ul = !Vulh(x) + ’u|h(x)-
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Igualmente a L"™(Q), o espago de Banach WM™ (Q) é separavel e, caso h_ > 1,

também é um espaco reflexivo. Se |O_| < oo e h(x) <m(x) q.t.p em Q, entao
W] ,TTL(X) (Q) oy W] ,h(X) (Q) .

Questoes relativas a densidade exigem entretanto condigoes mais fortes sobre o expoente
h. Por exemplo, se O é um aberto limitado com fronteira lipschitziana, a condi¢ao log-
Hoélder

loglx —y/'"h(x) —h(y)| < C, ¥x,yeQ,0< x—yl <1, (1.4)

onde C > 0 é uma constante, é suficiente para assegurar que fungoes suaves sao densas.

Deve ser observado que fixada M € L* (Q) com M_ > 0, a expressao

. u u | h(x)
Ity =l = {03 [ (]9 (3) IERIE
Q A

h(x)
+ M(x) )—
define uma outra norma sobre WH() (Q) que verifica

A

1

- < <
2 max{1, M+}”u” s hs

— wWhr (). 1.
mmﬂ)M_}lluH,Vue (Q) (1.6)

Desta forma, |- | e || - || sdo normas equivalentes sobre tal espago.
Com o objetivo de simplificar demonstragoes, nos capitulos seguintes sempre consi-
deramos sobre W' (Q) normas do tipo (1.5).

Na proposicio seguinte, para u € WHh (Q) escrevemos
o(w) :J (\Vu\hm + M(x)!ulh(")> dx.
ol

Proposigao 1.1.16. Seja u € W (Q) \ {0}. Entdo

1) p (ﬁ) =Te sep (%) =1, entao a = ||ul|;

(i) [full < T = Jluf™ < p(u) < [u™;
(i) ull =21 = Jlul™ < plw) < fuf™.
Corolario 1.1.17. Para quaisquer u € WHh) (Q) e S C Whhty (Q), sao validos:

(1) min {{luf™, uf™ } < p(u) < max {{ful/™, [ful™ };

(i1) min {p(w)™, p(w)™ b < uf < max {p(w)™, pw)" };
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(iil) Ju|| < 1(=1,> 1) se, e somente se, p(u) < 1(=1,>1);
(iv) S € limitado em WHHX) (Q) se, e somente se, p(S) € limitado em R;
Corolario 1.1.18. Seja (un) uma sequéncia WHH) (Q) Entao, dado u € WHX) (Q),
|lun —u|| — O se, e somente se, p(u, —u) — 0.
O proximo resultado desempenhara um papel importante Capitulo 3. Deste modo,

também merece destaque.

Corolario 1.1.19. Seja m € L™ (Q) com m_ > 0. Entdo, dado u € WHX (_Q), tem-se
m_ my
maxc {[[u™ , ™} < max {p(w)*, p(w) ™ |
Como no contexto de expoentes constantes, também para expoentes variaveis temos
a seguinte proposicao.

Proposicao 1.1.20. Seja u € WHhX (Q) Entao, a parte positiva u®, a parte negativa

u~ e o mddulo hu| de u estao em WHr) (Q) Além disso,

0, seu(x) <0 B 0, seu(x) >0
Vut(x) = e Vu (x)=
Vu(x), seu(x) >0 Vu(x), seu(x) <0
Demonstracao. E suficiente mostrar que ut € WhHhx) (Q), poisu” = —(—uw)t eul =

ut —u~. De fato, da relacao

+ ‘h(x) < |u’h(x

‘u ) q.t.p. em Q,

claramente u* € LMY (Q) Por outro lado, como
ueWh (QnNB,(0), Vn €N,
por [54, Lema 7.6, concluimos que

0, seu(x) <0
Vut(x) =

Vu(x), se u(x) >0

e, portanto,

’Vqu‘h(X) < |Vu"™ q.t.p. em Q.
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Deste modo, temos ut e LM (Q) e Vut e L (Q), ou seja,

ut e Wh(Q).

Um importante conceito a permear esta Tese ¢ dado na proxima definigao.

Definicao 1.1.21. Dada h € LY (O_), definimos o expoente critico (pontual) de Sobolev

h* correspondente a h como

Nh(x)
h*(x) _ N—h(x)’ se h(X) < N,
0o, se h(x) >N

Para finalizar esta secao, listamos abaixo alguns resultados relativos ao espaco

W) (Q) Comecamos com um Teorema de imersao do tipo Sobolev.

Teorema 1.1.22 (|46, Teoremas 1.1, 1.3]). Sejam Q C RN um aberto com a propriedade
do cone, h: QO — R tal que 1 <h_ <h, <N emEL?ﬁ(Q).

(1) Se h € lipschitziana e h(x) < m(x) < h*(x) ¢.t.p em Q, entao
W (Q) — L (Q);
(i) Se Q ¢ limitado, h € continua e m < h*, entdao a imersao
wht(Q) — L™ (Q)
€ compacta.

Observacao 1.1.23. FEnfatizamos a importincia da condi¢ao
i £y
inf ess (h*(x) —m(x)) >0

no item (ii) do teorema acima. Caso ela seja violada, a imersao WM (Q) — L™ (Q)
pode ser compacta ou nao. Por exemplo, sabemos que no contexto de expoentes constantes
quando m = h*, tal imersao nunca é compacta. Por outro lado, em [65, Coroldrio 3.5]
estd demonstrado que se h satisfaz a condigao log-Hélder (veja (1.4)),

inf ess (h*(x) —m(x)) >0
inf e (h*(x) (x)) >0,

para uma bola "pequena” B.(xo) C Q e temos um certo controle em como m(x) se apro-
xima de h*(x) em B.(xq), entdo a imersao Wg)’h(x) (Q) e LK) (Q) é compacta (a defini-
¢ao de W(])’h(x) (Q) € dada abaizo).
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Apresentamos abaixo um Lema do tipo Lions.
Lema 1.1.24 (|47, Lema 3.1|). Seja h: RN — R uniformemente continua tal que 1 <
ho <h, <N. Se (u,) € limitada em WP (RN) e

sup J [un ™™ dx — 0, n — oo,
YyeRN JB:(y)

para algum v >0 em € LY (RN) com h <m < h*, entao
U, — 0 em L'Y(RY), n — oo,

onde s € Lf’(RN) eh << s<Kh*

Defina

whhi) (RN) = {u e Whitx) (RN) ; u é radialmente Simétrica} .

rad

Podemos enunciar agora um Teorema de imersao compacta do tipo Strauss-Lions.

Teorema 1.1.25 (|47, Teorema 3.1]). Sejam m € LY (RY) e h: RN — R uniformemente
continua, radialmente simétrica e tal que 1 < h_ < h, < N. Suponha que h < m < h*.
Entao, a imersao

whi) (RN) oy L) (RN)

rad

€ compacta.

Defina
WM™ (Q) = fecho de C§°(Q) em WX (Q).

Temos também uma desigualdade do tipo Poincaré.

Proposigao 1.1.26 (|39, Teorema 8.2.18|). Se Q ¢ limitado ¢ h € LY(Q) ¢ uniforme-

mente continua, entao existe C > 0 tal que
1,h
[y < CIVUl, Yu e W (Q).

Corolario 1.1.27. Se Q ¢ limitado e h € LY (Q) ¢ uniformemente continua, a fun¢ao

u— |Vu|h(x) define uma norma sobre Wg’h(x) (O_) equivalente a norma | - |.
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1.2 Um teorema do tipo Brezis-Lieb

A proxima proposicao desempenha um papel importante neste trabalho. Para o
caso no qual h é constante, o resultado é devido a Alves [5] se h > 2, e Mercuri & Willem
[64] se 1 < h < 2. A demonstragao apresentada abaixo é uma adaptagao da demonstracao

no caso de expoentes constantes ao contexto dos expoentes variaveis.

Proposigao 1.2.1 (Lema de Brezis-Lieb, terceira versao, [14]). Sejam Q C RN um
aberto e (uy) wma sequéncia limitada em LMY (Q,RL), sendo h_ > 1. Suponha que
Un(x) = u(x) ¢.t.p em Q. Entao

h'(x)

2 dx =o,(1), (1.7

h(x)—2 h(x)—2 —
| 72 = R =7 =)
Q

Demonstragao. Definimos
Alxy) ="y, x € O,y e R
Demonstraremos que

J |A (% un(x)) = A (X, un (x) —u(x)) — A(x,u(x)) !hl(x) dx = o, (1), (1.8)
{xeQ; 1<h(x)<2}

h'(x)

|A (% un(x)) — A(x, un(x) — u(x)) — A(x,u(x)) dx =o,(1). (1.9)

J{XGQ;h(X)ZZ}
Evidentemente, as validades de (1.8) e (1.9) implicam a de (1.7). Comegamos com (1.8).
Neste caso, adaptamos as idéias em [64]. Se h™! ((1 , 2)) tem medida zero, nao temos nada
a fazer. Na situagao contraria, veremos que é suficiente mostrar que

a= sup F(x,y,k) < oo, (1.10)
xeh=1((1,2))

y,kerl
k#0

onde

[y + KM 72 (y + k) — Jy[" 2y
F(Xaya k) = [k[RO)-1 :

De fato, dado qualquer t > 0, é facil verificar que
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F(x,y,tk) = F <x%k>

Assim, podemos considerar

x= sup F(x,y,k).
xeh—1((1,2))

y‘ke]RL
[k[=1

Dito isto, suponha agora que |y| < 2. Entdo, para quaisquer x € h™! ((1,2)), k € Rt com
k| =1, segue-se que

Iy + k"2 (y 4 k) — [y y| < 5.

Logo
o= sup F(x,y,k) < oo. (1.11)
xeh=1((1,2))

y,keRL
lyl<2,[k|=1

Por outro lado, se [y| > 2, para quaisquer t € [0,1], k € Rt com |k| = 1, é verdadeiro que
ly + tk| > [y[ —tlk[ > 1.
Portanto, para cadai=1,...,L, x € h™' ((1,2)), temos

1
d
Iy + K" 2 (Y + ki) — [y 2y = J v R (e k) dt’
0

1
J (hy + tk" 2 + (h(x) — 2) (yi + tk)ly + k" (y + tk) - k) dt‘
0

1 1
< (3-h(x)) L hy + tk["™®2 dt < 2 L 1dt =2.

Desta forma

o= sup F(x,y,k) < oo. (1.12)
xeh=1((1,2))

y,keRrL
[yl>2,[k[=1

Combinando (1.11) e (1.12) obtemos (1.10). Agora, observe que

[A (% (%)) = A (%, (x) = u(x)) = A(x,u(x))]

< F (% un (%) — u(x), w(x) ) () M7 4 ()7 < (o (x0T,
para todo x € h™ ((1,2)) com u(x) # 0. Consequentemente

A (% un (%)) = A (% un(x) = 1(x)) = A (1)) [ < (o0 1) ()20,
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para todox € h™ ((1 , 2)), e (1.8) é obtido a partir do Teorema da Convergéncia Dominada
de Lebesgue.

Para a relagao (1.9), adaptamos as idéias em [5|. Nada a fazer se h™' ([2,00))
tem medida zero. No caso contrario, pelos calculos realizados anteriormente, para cada
i=1,...,L,xe h*]([Z,oo)), temos

1
| AL (% un (%) = A (X, un (x) —u(x)) | < (h(x)_1)|u(x)|J i () + (t—1u(x) M2 at

0
< (W = 1) ()] ([n ()] 4 fu(x))"72.

Desta maneira

[A (6 un (X)) = A Lo wn () = u(¥)) | < € (O + (o)l hun ()*72)

para todo x € h™! ([2, oo)). Se h(x) > 2, dado € > 0, a partir da desigualdade de Young

podemos mostrar que existe C. > 0, dependente somente de €, tal que
|A (% un (%)) — A (%, Un(x) —u(x)) | < Cehu(x)|™™ " + efuy, (%)M
Consideramos entao para cada € > 0, a sequéncia de fungoes
fen(x) =max { |A (X, un(x)) — A (x, un (x) —u(x)) —A (x, u(x)) | — elun (x)"¥, 0},
onde x € . Tal sequéncia satisfaz

fen(x) = 0 q.t.p. em h™' ([2,00)) e
0 < fenlx) < (Ce + Du(x)[*™" vx € h71([2,00)),n € N.
Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,
J 0 dx — 0.
1 (2,00)
Agora, pela definicao de fe, obtemos
A (% () = A (%, () = 1(x)) = A (% 100) | < el () 4 (),

para x € Q). Por conseguinte,

AL u () = A (% un(x) = ulx)) = A(xulx) M < 2% (e fun () + ),



1.3. O TEOREMA DO PASSO DA MONTANHA 33

para x € ) e € > 0 suficientemente pequeno. Assim

limsupJ (1200) |A (% un (%)) — A (X, un (x) —u(x)) — A(x,u(x)) !h/(x) dx < Ce™,
n h—1{[2,00)
para todo € > 0 pequeno, o que implica (1.9). [ ]

1.3 O Teorema do Passo da Montanha

Devido a Ambrosetti & Rabinowitz [21], o Teorema do Passo da Montanha é um
marco na historia da Teoria dos Pontos Criticos e cujo desenvolvimento esteve fortemente
relacionado a busca de pontos criticos do tipo sela. Nesta secao, X denota um espaco de

Banach real, I: X — R um funcional C'(X,R) e (u,) uma sequéncia em X.

Definicao 1.3.1. Dizemos que (u,) € uma sequéncia (PS). para I ou uma sequéncia (PS)

no nivel ¢ para I se

I[(up) = c e I'(u,) — 0.

Enunciamos agora uma condi¢ao de compacidade sobre o funcional I devida a Palais

& Smale [68].

Definicao 1.3.2 (Condicao (PS)). Dizemos que I é um funcional (PS) ou satisfaz a
condigao (PS) se toda sequéncia (PS). para 1 (qualquer ¢ € R) possui uma subsequéncia

convergente.

Observagao 1.3.3. Uma condi¢io de compacidade mais fraca sobre 1 € a sequinte: fixado
c € R, dizemos que I é um funcional (PS) no nivel ¢ ou satisfaz a condig¢ao (PS). se
sequéncias (PS). para 1 possuem subsequéncias convergentes.

A proposicao abaixo é evidente.
Proposigao 1.3.4. Suponha que 1 satisfaz a condi¢cao (PS). Se existe uma sequéncia
(PS). para 1, entdao ¢ € um valor critico de 1.

Definimos agora uma importante condi¢cao geométrica.

Definigao 1.3.5 (Geometria do passo da montanha). Dizemos que I satisfaz a geometria

do passo da montanha se ezistem up,u; € X e v >0 com ||[u; —wpl|x > 1 tais que

inf  I(u) > max {I(uo), I(us)}.

[[u—uollx=r
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Se I satisfaz a geometria do passo da montanha, entao estd bem definido o niwvel do

passo da montanha, isto é,

— inf I(vy(t
¢ = inf max (v(1)),

onde

M= {y ec(i0,1,X); y(0) =y e y(1) = w}.

Utilizando o Lema de Deformagao em [82, pégina 38|, podemos demonstrar o pro-
ximo resultado, denominado algumas vezes na literatura o Teorema do Passo da Montanha

sem condi¢ao (PS).

Teorema 1.3.6. Suponha que 1 satisfaz a geometria do passo da montanha. Entao, existe

uma sequéncia (PS) para 1 no nivel do passo da montanha.

O Teorema do Passo da Montanha pode ser agora formulado.

Teorema 1.3.7 (Passo da montanha, [21]). Suponha que 1 satisfaz a geometria do passo
da montanha e que 1 é um funcional (PS) (ou pelo menos, I é um funcional (PS) no nivel

do passo da montanha). Entdo, o nivel do passo da montanha € um nivel critico para 1.

1.4 O Principio Variacional de Ekeland

Nesta se¢ao, (M, d) = M denota um espago métrico completo com fun¢ao distancia

deR=RU{+o0}.

Proposigao 1.4.1 (Principio Variacional de Ekeland, forma forte, [41]). Sejam € > 0 e
I: M = R, I # +o0, semicontinuo inferiormente e limitado inferiormente. Entdo, para
cada N >0 e x € M verificando 1(x) < i{l/lf [+ €, emiste x, € M tal que

I(x) < I(x), dlxp,x) <A

€
I(x)) — Xd(y,m) <Ily), Yy € M; y # xa.

Uma consequéncia direta da forma forte do Principio Variacional de Ekeland é a

seguinte util forma fraca.
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Proposicao 1.4.2 (Principio Variacional de Ekeland, forma fraca). Seja I: M — R,
[ £ 400, semicontinuo inferiormente e limitado inferiormente. Entao, para cada € > 0,
eriste X € M tal que
I(xe) <infl+€
M

I(xe) —ed(y,xe) < I(y), Vy € My y # xe.

Em uma de suas aplicagoes, a forma fraca do Principio Variacional de Ekeland nos
possibilita considerar sequéncias minimizantes para um funcional I de classe C' em um
espaco de Banach, que também sao sequéncias (PS)inr1.

Proposicao 1.4.3. Sejam X um espaco de Banach e I: X — R um funcional C' (X,R).

Suponha que 1 € semicontinuo inferiormente e limitado inferiormente. Entdo, existe uma

sequéncia (x,) em X tal que

I(xn) — iQfI e I'(xn) — 0.

Demonstragao. Aplicamos a forma fraca do Principio Variacional de Ekeland com
e = 1. E claro que x, = x1 satisfaz I(x,) — igf I. Ora, seja z € X satisfazendo ||z||x = 1.

Se y = xn + hz, para h # 0, entao

1
I(xn) — —[fhz]| < I(xn +hz).

Portanto
I n - n
enthz) =10a) T o,
h n
Como I € C! (X, ]R), deduzimos que
, 1
I'(xp)z > ——.
n
Substituindo z por —z, também
1
I'(xn)z < —.
n
Logo
I'(x,) — 0
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1.5 O género de Krasnoselski

A nocgao de género é uma importante ferramenta para estudar existéncia de multiplas
solugoes para certas Equacgoes Diferenciais Parciais. Para definir o género, sejam X um

espaco de Banach e
L= {S C X\ {0}; S é fechado em X e S = —S}.

Dizemos que S € X tem género n, o qual é denotado por y(S) = n, se existe uma aplicagao
impar @ € C(S,R“ \ {O}) e n é o menor inteiro com esta propriedade. Se nao existe um
tal minimo n, definimos y(S) = co. Por convencao, y(0) = 0.

Abaixo, listamos algumas propriedades envolvendo o género. Para uma demonstra-

¢ao de todos os itens, consulte a referéncia [72].
Proposigao 1.5.1. Sejam S, T € X. Entao
(1) Sey(S) > 1, entao S possui uma infinidade de pontos;

(1) Se existe f € C(S,T) impar, entao y(S) < y(T). Em particular, y(S) < y(T) se
SCT;

(i) y(SUT) < y(S) +v(T);
(iv) Se Y € um subespago de X de codimensao k e y(S) >k, entdo SNY # ();

(v) Se K € L ¢ compacto, entao y(K) < oo e existe um & > 0 tal que Ns3(K) € Z, onde

Ni(K) = Bs(x),

xeK
com y(N5(K)) =y(K);
(vi) Sey(T) < oo, entio y (s\—T) > v(S) — v(T);

(vii) Se N é uma vizinhanca limitada de 0 em R* e existe um homeomorfismo impar
¢@: S — 0N, entao y(S) = k. Em particular, V(Sk_]) = k.

O seguinte resultado é 1til neste trabalho. Para uma demonstragao, consulte a

referéncia [51].
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Teorema 1.5.2. Seja I € C' (X,R) um funcional (PS)q com d < 0, par e limitado
inferiormente. Suponha que 1(0) = 0 e que dado n € N, existe € = €(n) > 0 tal que
Y(I7€) >mn, onde I"¢ ={x € X; I(x) < —e}. Entao, sendo

L, ={SeZ;vy(S) >n},

temos que
cn = inf sup I(x)
SEZn xES
€ um valor critico negativo de 1 e, além disso, se ¢ = ¢y = -+ = Cnyr, €ntao
Y (Ke) =141,
onde

Ke={xeX;Ix)=c e I'(x) =0}.
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2.1 Introducao

Neste capitulo consideramos a existéncia de solugao para a seguinte classe de pro-

blemas:

(P —Apropot + (V(x) = W) ufpHe0=2y = f(x,u), em RN,
P
u e Whekted (RN {0}, u > 0, em RN,

onde f: RN x R — R é definida como
Fx, ) = pft| 3072 4 P2

1 > 0 é um parametro, p, o: RN — [0, +00) sdo funcoes lipschitzianas e V, W, g, t: RN —

[0, +00) sao fungoes continuas. Além disso, assumimos o seguinte conjunto de hipdteses:
(H;) As funcoes p, q e V sao ZN-periddicas, isto &,

p(x+y) =px), qx+y) =q(x), V(x+y) = V(x), ¥x € RN,y € Z";

(H2) T<p-<pi <N;
(H3) p+ <4q-, 4 <Pp%
(Hy) Existem R > 0 e z € RN com Bg(z) C (0,1)N tais que

———C

o(x),t(x) =0, Vx € Bg(z) ;

(Hs) Existem m € (1,N) e R; > R com Bg, (z) C (0,1)N tais que

p(x) =m, Vx € Bg, (2);

(He) (p+ o)y <N, (p+0)y <(q—71);

(Hy;) inf V(x) =V, > 0;

xERN

(Hg) W(x) — 0, quando |x| — +o0;
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(Ho) inf (V(x) —W(x)) = Uy > 0.

xERN

Uma outra classe de problemas (limite) que naturalmente consideramos é:

(Poo) —Appott + VP2 = phufat-2u 4 jufP 62y, em RN,
Pos
we Wt (RN) \ {0},

onde assumimos as hipéteses (H;), (Hy), (H3) e (H7).

Observamos que das hipoteses (H;) e (Hg), o potencial V — W ¢é assintoticamente
ZN-periédico no infinito. Um outro fato relevante é que V—W < V| pois estamos supondo
W > 0.

Evidentemente, das hipoteses (H;) e (H3) obtemos
T<(p+o)e(q—1)<p"

respectivamente. A necessidade da hipotese (Hs) esta relacionada & aplicabilidade do
método de iteracao de Moser para obtencao de estimativas na norma L*°. Mais detalhes
sao apresentados no apéndice B.

Recordamos que no caso de expoentes constantes, encontramos numerosos e impor-
tantes trabalhos sobre problemas semi-lineares envolvendo potenciais periédicos ou assin-
toticamente periodicos no infinito, tais como, Pankov [70], Rabinowitz 73|, Coti-Zelati &
Rabinowitz [37], Kryszewski & Szulkin [60], Willem & Zou [83], Pankov & Pfliiger [71]
(caso subcritico) Chabrowski & Yang [34], Alves, Carriao & Miyagaki [20] e Schechter &
Zou [77] (caso critico). Para problemas quasi-lineares, citamos Alves, do O & Miyagaki
[19].

Relativamente ao problema (P), nossa contribuicao foi demonstrar a existéncia de
uma solugao para o mesmo, desde que sejam considerados valores suficientementes grandes
do parametro p. Tal solucao surge como um ponto critico do funcional energia corres-

pondente a (P), o qual é definido como

_ 1 PO)+o(x) _ P+ () —
1) = | ey (77 (V00 = WO o) —wiw) — o w),

para todo u € Whp)+ok) (RN), onde

prix)

lu

wmzuj

1 400 —(x) _ 1
o (@t oy ¢ o J

RN P(X)
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Podemos mostrar que I € C! <W1 P(x)+olx) (RN),R> com

para todos u,v € Whpx+ok) (RN), onde

Y(uy = uJ

912y o @ (u)v =J P2,
RN

permitindo efetivamente uma abordagem variacional ao problema.
A solucao que encontramos para (P) possui a propriedade descrita na proxima defi-
nicao.

Definigao 2.1.1. Uma solu¢ao w de (P) € dita uma solucao ground-state se € uma solugao
de energia minima, ou seja,

I[(u) < I(v),

qualquer que seja a solucao v de (P).

O principal resultado deste capitulo é entao o seguinte:

Teorema 2.1.2 ([13|). Suponha que (Hy) — (Ho) sao vdlidas. Entao, existe u* > 0 tal

que o problema (P) possui uma solugao ground-state para todo p > p*.

2.2 O problema periédico

Nesta se¢ao demonstramos a existéncia de uma solugao ground-state para uma classe
de problemas relacionados a (P) (a defini¢ao de solugao ground-state ¢ analoga aquela dada

acima para o problema (P)), a saber,

(py T Armut VP 2w = puf2u 4 P 2y, em RY,
Poo
u e WH(RN) \ {0},

Adiantamos ao leitor que a existéncia de uma solucao ground-state para (Py,) é uma

etapa fundamental na demonstracao do Teorema 2.1.2.
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A demonstragao que apresentamos consiste em uma adaptacao daquela em [20, Teo-
rema 2.1]. Um argumento fundamental naquela demonstragao é a existéncia de extremos
para a constante 6tima da imersio H' (RN) — ¥ (RN). Isto permitiu aos autores da-
quele artigo obter uma localizagao adequada do nivel do passo da montanha associado ao
problema que consideraram. Todavia, no contexto de expoentes variaveis tal fato nao se
mantém (um interessante estudo é encontrado em [31]) e, motivados por 9], utilizamos um
outro argumento (veja 2.3). Observamos que devido ao uso deste argumento mais geral,

tivemos de penalizar o parametro p. Mais exatamente, obtivemos o seguinte resultado:

Teorema 2.2.1 ([13]). Suponha (Hy), (Hz), (H3) e (H7) sdo vdlidas. Entao, existe py, > 0

tal que o problema (POO) possui uma solugao ground-state nao-negativa para todo | > He.
Neste caso, buscamos por pontos criticos do funcional energia correspondente a
(Poo), isto é,

1 () 1 1 .
I = Y S v P +V px)) _ J e J P (X))
w JRN P(X) <’ u‘ ()l > " RN CI(X) u RN P*(X) u

para todo u € WP (RN).

De fato, podemos verificar que I, € C' (W]’p(") (RN),R> com

PT(X)=2 4y

I'_(u)v :J (‘Vu‘p(XFzVu - Vv + V(x)!u!p(")’zu\)> — uJ w9092y —J [u
RN RN

RN

)

para todos u,v € WHrK (]RN). Portanto, pontos criticos de I, sao precisamente as
solucgoes fracas para (Ps).

A norma que consideramos sobre WP (RN) é definida por
[ul| =inf {A >0; p(A'u) <1},

onde
p(u) = J <‘vulp(x) + V(X)’u|p(X)) ,
RN

a qual, de acordo com (1.6), é equivalente & norma usual sobre WPX (RN).



2.2. O PROBLEMA PERIODICO 45

2.2.1 Resultados preliminares
Iniciamos mostrando que o funcional I, possui uma boa geometria.

Proposicao 2.2.2. O funcional 1, satisfaz a geometria do passo da montanha.

Demonstracao. Seja u € WX (RN). Primeiramente, observamos que

1 0 1 .
Lofo) 2 - | ([P VOoRP™) = 2 [ = S
P+ JrN O | ) q- JrnN P- JrnN (21)

Das imersoes continuas de Sobolev, existem C;, C; > 0, independentes de u, verificando
g < Crllull e Tl < Cofluf].

Supondo que

|u|]| < m = mi 11 ]
= min ’C])Cz )

entao

||LL|| <1, |u|q(x) <Tle x) < 1.

Portanto, para ||[u|| < m, combinando a desigualdade (2.1) com as Proposigdes 1.1.8 e

1.1.16, obtemos

1
Loo(u) = —[Juf[" —uGsfuf* = C4
P+

para constantes C3, C4 > 0 independentes de u. Agora, como p; < - < p*, podemos

escolher T € (0, m) tal que

1 . 1
— 1P — uCyr9 — CyrP > —1rPr,

P+ 2p.
Portanto, se ||u|| = r, entao
1
[oo(u) > —1P*,
2p.
Por outro lado, fixado v € WhHrk) (RN) \ {0}, para t > 1 temos
1 plx - 1 x)
Lo(tv) <tP | —— (\Vv\ (x) Pt ) |y
N P(X) e~ q(x)

implicando que

lim I (tv) = —oo0.

t—o0
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Assim, considerando u; = tyv com t; > m e [o(t;v) <0, para ||u|| = r obtemos

Lo(w) > max {L(0) = 0, Io(w)},
mostrando a geometria do passo da montanha. [

Em vista da Proposicao 2.2.2, podemos utilizar uma versao do Teorema do Passo da
Montanha sem a condigao (PS) (veja 1.3.6) para concluir a existéncia de uma sequéncia

(un,) € W (RN) verificando

oo (Un) = Coo € I (un) =0, (2.2)
onde
oo = Inf I (v(t
Co = il max Lo (v(V),
sendo

Mo = {v € (10,1, WM (RY) ); (0) = 0 e To(v(1)) <0}

Um ponto crucial para o que segue é o fato de que
Coo — 0, quando p — 400 (veja apéndice C). (2.3)

Assim, podemos escolher ., > 0 tal que
1
) 1\? v !
Coo < MIN 0 E ,m s V},L > ooy (24)

0=1/p, —1/p>, v=1/p, —1/q, (2.5)

onde

e K > 1 é fixo satisfazendo

[l < K[Jull, Yu € WHPE(RY), (2.6)

Uma importante propriedade das sequéncias (PS)q para I, ¢ obtida na proxima

proposicao.

!'Em um certo sentido, este minimo funcionarid como o ntimero ﬁS 2 no artigo seminal de Brezis &
Nirenberg [32].
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Proposigcao 2.2.3. Se (v,) € uma sequéncia (PS)q para 1y, entao (vy) € limitada em
WPl (RN).

Demonstracao. Seja (v,,) uma sequéncia (PS)4 para I,,. Em primeiro lugar, admitimos
a existéncia de somente um numero finito de termos v, tais que p(v,) > 1. Do Corolario
1.1.17 , (vy) € limitada e a demonstracao esta terminada. Em segundo lugar, admitimos a
existéncia de uma infinidade de termos v,, tais que p(v,) > 1. Por um lado, existe nyp € N
tal que

1
Ioo(Vn) — q_I(/X,(Vn)vn <d+ 14 [jva]], n > ny.

Por outro lado, pela Proposicao 1.1.16, para os termos tais que p(v,) > 1 é valido que

1 1 1
Lo () — 2T (v Jvn > (— _ —) wllP-
- =) vl

Das consideracoes anteriores, para os termos tais que p(vn) > 1, deduzimos

1 1
441+ vall > (— - —) ol 1> o,
P+  g-

o que garante que (v,) também é limitada neste segundo caso.

No que segue, combinando a reflexividade de WX (RN) com a Proposigao 2.2.3,
admitimos, a menos de subsequéncia, que quaisquer sequéncias (PS)4 para I, sao fraca-
mente convergentes em W"HPX (RN).

A proposicao seguinte constitui um ponto chave para mostrar o Teorema 2.2.1. A
demonstracao faz uso de uma extensao do Principio de Concentracao de Compacidade de
Lions ao contexto dos expoentes variaveis. Tal extensao é devida a Y. Fu & X. Zhang,

sendo encontrada no artigo [49].

Proposicao 2.2.4. Seja (vn) uma sequéncia (PS)4 para loo com vy — v em WHPK) (RN).
Entao
I_(v) =0.

Por consequinte, se v # 0, entdo v € uma solu¢ao para (Poo).

Demonstragao. Seguindo um argumento bem conhecido, baseado na Proposigao 1.1.14,

é suficiente demonstrar que a menos de subsequéncia,

Vva(x) = Vv(x) em q.t.p. x € RN,
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Observamos que, a menos de subsequéncia, existem duas medidas nao-negativas m e n em
M(RN) tais que

Vv "™ = m e P = nem M(RM). (2.7)
Neste caso, de acordo com o Principio de Concentragao de Compacidade em [49], existe

um conjunto enumeravel J tal que

n=P ™4 Z 0,1, m> \Vv\pm + Z m;dyi

i€l i)
e
LI

n; < Smax ¢m,m’" > (2.8)
onde my, n; € [0,00) e x* € RN, para todoi € J. A constante S é definida por

S = sup J luP" ™,

uewhpP(x) RNy JRN
lul<1

Nossa primeira tarefa é estabelecer que
m=mn, VieJ.
Para isto, seja ¢ € C{° (RN) tal que
e(x) =1, em By(0), @(x) =0em B5(0) e 0 < @(x) <1,Vx € RN,

Fixado 1 € J, consideramos para cada € > 0

x —xt

@1ex) = Pelx) = @ ( ) | € RY

Como (vy,) é limitada em W'P™) (RN), a sequéncia (@vy) também é limitada em WP (RV).
Portanto

Iéo(vn)((pevn) - On(] ))

ou seja,

J ((pEIan{p(X) +vn]an]p(X)_2an : ch€> +J
RN

@V (x) vy [P
RN

= uJ N @elvnﬁ(")*J . @clvnlP ™ + 0, (1).
R R
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Apos passagem ao limite quando n — oo, da convergéncia fraca de <‘an ‘p(x)> e (|vn|P*(X))
em M (RN) combinada com o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos

A

J ©@edm+ limsupj
RN n R R

@ V()P (2.9)
N

N

ZuJ (p€|v|q(")—|—J @ dn.
RN RN

Deste modo, se

lim lim supJ vn|an|p(X)72an Ve =0,
e—0 RN

n

entdo apds passagem ao limite quando € — 0 em (2.9), concluimos que
m; = m(xi) = ﬂ(Xi) =n (210)

como requerido. Mostremos entao que este é o caso. Com efeito, utilizando a desigualdade

de Holder e a limitacdo de (vy) em WHPX (]RN) deduzimos

JRN V|V [0, - V.

<2 ‘ !an!p(XH‘ ‘!vn!\V@e!
p’(x) p(x)
1

a2 g
X P— x P
< Cmax { (J |vn|P(X)‘V(Pe’p( )) ) (J |vn|p(x)|v(p€‘r’( )) * } .
RN RN

Dai, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, segue-se que

lim sup U vn|an|P(x)72vVn -V
RN

n

a1 a1
< Cmax { (J |V|P(X) ‘V(p€|p(x)> P— ’ (J Mp(x) ‘V(Pe{p(x)) P } .
RN RN

Utilizando a desigualdade de Holder mais uma vez, obtemos

(x) p(x) (x) p(x)
JRN P {V(pe‘ SZ}MP ‘LN]‘\I’(X)(Bze(xi))“vq)e| LPFX)(Bze(Xi)).
Como
| v =] vel
Boe(xY) B, (0)
deduzimos
1 1
[Voe™] < max (J ,|V@G\N)(§),<J ,\V@E1N)m+ <¢,
L0 (Bac () B (x!) Bae(x1)
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para uma constante positiva C independente de €. Em consequéncia

(x) p(x) (x)
JRN VP [ Ve[ < C P ’L% (B2elxt))

e, dai,

lim sup
n

] 1
p(x)|p— px)| P+
< C max { “V’ }LNj;(x) (Bze(xi)) ) “V| |L% (BZe(xi)) } '

J vn|an|p(X)_2an V.
RN

Mas como

1 1
VPR < max (J Ivlp*(x)) (W) (J Mp*(x)) (W), 4
L0 (Boe(xi)) B2 (x1) B2 (x1)

pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, segue-se que

lim lim sup =0,
e—0 n

vn|an}p(X)72an Ve

JRN

implicando que

lim lim sup vn|an}p(X)_2VVn V. =0,

e—0 n RN

J

como queriamos.

Observamos agora que

PP
P+ P-
e, explorando a relagao (2.8), deduzimos
L .E 2
n, - < (S"* —|—Sp*+) my, sem; < 1, (2.11)
e
v L.
n, "t <SP 48P ) my, semy > 1. (2.12)

Consequentemente, de (2.10) — (2.12), se n; > 0 para algum 1 € J, existe « > 0, o qual
independe de 1, tal que

n > . (2.13)

Recordando que

Zn;‘z:thn}?gCZmKoo, (2.14)

ied i€ed ied
mi<1 my>1
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as desigualdades (2.13) — (2.14) acarretam que J = {i€3;n; >0} é um conjunto finito.

Disto, uma das duas possibilidades abaixo ocorre:
(a) Existem ny,,...,n, >0 para um s € N maximo;
(b) n; =0, para todo 1 € J.
Comegamos analisando (a). Para isto, fixe 0 < €y < 1 suficientemente pequeno tal que

Beo(xl))"' )Beo(xs) - BL(O) € Beo(xi) ﬂBeo(Xj) = wa l7£])

€0

onde x',...,x* sdo as singularidades relativas a mny,,...,n; respectivamente. Conside-
rando
s .
x —x! N
we(x)ch(ex)—ZqJ( ),vXeR ,
: €
i=1
€0
temos para 0 < € < 5

0, se x € UBe(Xi)
Pe(x) = = s )
1, sex € Ac = B1(0)\ | JBa(x)
i=1

donde se segue que

supp e € B2(0) \ | JBe(x))
e, explorando o Principio de Concentracao de Compacidade novamente, temos

P*(X).

J wew*(xmj belv
RN RN

Como
Iéo(vn)(vnq)e) = On(]) € Iéo(vn)(\nbe) = On(”v

repetindo o mesmo tipo de argumentos para o caso onde os expoentes sao constantes,

obtemos

n

im | (Pa(x)+ Vx)Qulx) =0,

€

sendo

P.(x) = (}an‘p(x)_Zan — |Vv|p(x)_2Vv> . (an — Vv), vx € RN e ¥n € N,
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e

Qu(x) = (Ivnl‘”(”‘2 Vi — P2 v) (vn —v), Vx € RN e ¥n € N.
Como

—ZS;T ‘an — Vv‘p(x), se p(x) >2

Pn(x) > va—wv|” (2.15)
(p*_]) (‘ |v’ | lezp(x)) se 1 <p(x) <2 )
Vvn |+|Vv

observamos que

J P.(x) dx > CJ ]an—Vv]p(X) >0
Ac Aen{xeRN;p(>2}
Portanto
limJ Vv, — Vv = o. (2.16)
" Aeﬁ{xeRN ;p(X)ZZ}
Por outro lado, da desigualdade de Hélder
J Vv, — Vv!p(x)
AeN{xeRN ; T<p(x)<2}
N px) o
B I AL e I
(‘an‘ + |Vv|) 2 Lﬁ(/\Ne) L2900 (AL

onde A =A F‘l{x eRN; 1 <p(x) < 2} Da relagao (2.15), o lado direito da desigualdade

acima tende a zero. Logo

Vv, — W'Y = o. (2.17)

lim

n Lem{xeRN <plx)<2}

Agora, combinando (2.16) com (2.17) concluimos que
hmJ Vv — Vo[ =
n €
Os mesmos argumentos podem ser utilizados para mostrar que
limJ V(x) vn —vP™ = 0.
noJal

Por conseguinte

v, — v em WHPK (Ae).
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Passando a uma subsequéncia, o limite acima garante que

Vv, (x) = Vv(x) em q.t.p. x € A, (0 <e< %) .

Observando que

RN\ {x",x%,...,x°} = U A,

concluimos por um argumento diagonal a existéncia de uma subsequéncia de (v,), ainda

denotada por (v,), tal que
Vva(x) = Vv(x) em q.t.p. x € RN,
Para o caso (b), consideramos

Pe(x) = @(ex), ¥x e RN ¢ A, =B1(0), € >0.

1
Repetindo os mesmos argumentos utilizados no caso (a), obtemos
Vi — v em WK (B%(O)) Ve > 0. (2.18)
Deste modo, existe novamente uma subsequéncia de (v,) (ndo renomeada) tal que
Vva(x) — Vv(x) em q.t.p. x € RN,

Além disso, de (2.18),

Vv, — Vem w!P) (RN).

loc

Inspirados na demonstracao do resultado precedente, obtemos uma consequéncia

que serd muito importante adiante.

Corolario 2.2.5. Seja (vn) uma sequéncia (PS)q para 1o, com d < B = 0«, onde 0 e «

sio dados em (2.5) e (2.13) respectivamente. Se vy, — v em WP (RN) | entio

v, —Vem w!p) (RN).

loc
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Demonstracgao. E suficiente mostrar que

J={ieTd;n>0}=0.

De fato, argumentando por contradi¢ao que J # (), existe 1 € J tal que n; > «. Sendo

(vn) limitada em WX (RN), temos 1/ (vn)vn = 0n(1). Entao

] *
d+ On(” = Ioo(vn) - Iéo(vn)vn > eJ (Pi,eh)n’p (X)-
P+ RN

Apos passagem ao limite quando n — oo e € — 0 consecutivamente, obtemos d > 0n; >

B = 3, o que contraria a hipotese sobre d. [ ]

Corolario 2.2.6. Eziste L > 0 tal que se L > i, entdo a sequéncia (W), dada em (2.2),
verifica
U, > u em Wl]o’]z(x) (RN),

onde u é o limite fraco de (u,) em WHPKX) (RN).
Demonstragao. De (2.3) existe ft > 0 tal que
Coo < B, Vi > H.

O resultado segue entao do Corolario 2.2.5. [

Observamos que a Proposicao 2.2.4 nao nos permite concluir que o limite fraco v da
sequéncia (v,) é um ponto critico nao-trivial de Io,. No que segue, iniciamos a preparac¢ao
para deduzir uma proposicao que descreve um comportamento de algumas sequéncias
(PS)q para o funcional I, e sera utilizada para obtermos uma solugao nao-trivial para o

problema, (Py).

Lema 2.2.7. Seja (v,) uma sequéncia (PS)q para I, com d < v/KP+, onde v e K sao

dados em (2.5) e (2.6) respectivamente. Entao, existe ng € N tal que

. 1/p% ) 1/p+
(L) < ([ (om™ 4 viamP) ) vz
RN RN

Demonstracao. Basicamente, devemos mostrar que

|vn|p*(x)> ||vn|| S 1) n Z Ny. (219)
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Se as desigualdades acima sao validas, entao pelas Proposicoes 1.1.8 e 1.1.16 segue-se que

p*(x) :
JRN alP < ol s

vn > Mo,

v |IP* < J <|an|p(x) + V(x)lvnlp(")> , Y > ny.
RN

Portanto, para todo n > ny,

) 1/p* 1/p+
(J P w) < Wby < Kvall < K G (199" + V)t P )> -
RN

Com o objetivo de deduzir as desigualdades em (2.19), recordamos que

I(vn)—qil' (va)va = d + 0 (1).

Desta maneira

d+on) =y | (Iwl™ + Vi)

RN

e, por conseguinte,

%+onm_J (199" 4+ VEallua ).

Apos passagem ao limite superior, pela hipdtese sobre d obtemos

1
Kp+

lim sup J (199" 4 Vi) <
RN

n

e, consequentemente, existe ny € N tal que

1
J (17l + VRN < o <1, ¥ 2 o
Pelo Corolario 1.1.9, segue-se que
lvall < 1, Y > n,.

Assim
oul < (19 Vi) = o

implicando que

vl < =, Y > ny.
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Sendo

Vnlpe) < Kfvall, ¥ € N,

obtemos

|vn p*(x) é ]) vn Z No.

[ ]

A proxima proposicao descreve um comportamento de algumas sequéncias (PS)q4

para I, entre estas as sequéncias (PS)., com p > py (veja (2.4)), que desempenham
parte fundamental na demonstracao do Teorema 2.2.1.

Sugerimos ao leitor a comparagao desta proposi¢cao com [20, Lema 3.3|. Ficara

evidente que no contexto dos expoentes varidveis, o minimo definido abaixo realiza o

papel do nimero %S% introduzido por Brezis e Nirenberg em [32].

Proposigao 2.2.8. Seja (v,) uma sequéncia (PS)q para 1o, com

1
. T\® v
d<m1n{9(i) ’ﬁ})

onde 0, v e K sao dados em (2.5), (2.5) e (2.6) respectivamente. Entao, a menos de

subsequéncia, ou
(a) vy — 0 em WP (RN), ou

(b) Ezistem R, >0 e (yn) C RN tais que

n

lim SupJ [P > .
Br(yn)

Demonstragao. Passando a uma subsequéncia, podemos admitir que
J ) (I7val™ + VEWalP™) = 1> 0.
R
Se (b) nao é valida, existe R > 0 tal que
lim sup J v P = 0.
" yerN JBg(y)

Do Lema de Lions 1.1.24 temos
J v |9 — 0. (2.20)
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Nosso objetivo é mostrar que L = 0, ou seja, (a) é valido. Suponha por contradicao L > 0.

Como I/ (vn)vn = 0,(1), deduzimos

J P — L
RN

De (2.20)
d+ou(1) = Lafva) 1|l
rN q(x)
1 (x) 1 .
= —— (V" 4+ V(x) v P¥) —J — |y, P
77 (9l V) - |
e, portanto,

1 ) 1 .
d+on(1) > —J (yvVn]"( ! +v(x)|vn|‘°‘”) - J [P0,
P+ Jrn P- JrN

Apobs passagem ao limite quando n — +o0o na desigualdade acima, obtemos

1 1
d>—L—-—L=0L (2.21)
P+ pP-

Por outro lado, utilizando o fato de que

v

d<m,

segue do Lema 2.2.7 a existéncia de ny € N tal que

. 1/pZ )
(J [P (")) <K (J <\an\p T V(X)I%I”’”)) , V> ng.
RN RN

Apos passagem ao limite quando n — 400 na desigualdade acima, concluimos que

1/p* 1
L7t < KL /p+)

L> (%) (2.22)

Combinando (2.21) e (2.22) obtemos

ou, equivalentemente,

]

‘| 0
dzeLze(E> ,

o que é uma contradi¢cao com a hipotese sobre d. Desta forma, L = 0. [ ]
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2.2.2 Demonstracao do Teorema 2.2.1

Considere a sequéncia (u,) dada em (2.2) e seja u € WK (RN) tal que u, — u
em WHrK) (RN). Se u = 0, pela Proposi¢ao 2.2.4 temos uma solugao para (POO). Agora,

caso u = 0, recordamos que se [ > L, entao

. 1\? v
0<cm<mln{9<ﬁ> ,ﬁ}

Da Proposicao 2.2.8, existem R, > 0 e (y,) C RN tais que

o=

n

fimsup [ P

Br(yn)

Sem perda de generalidade, admitimos que (y,) C ZN e definimos
LNLn(X) - un(x+yn)> Vx € RN'

Combinando a ZN-periodicidade dos expoentes p e q e do potencial V com a invariancia

do RN por translacdo, concluimos que

mostrando que (1) também é uma sequéncia (PS).. para I,. No que segue, denotamos

Coo

por 1L € WHPM(RN) o limite fraco de (i,). Como

J IEﬁW=J P9,
Br(0) Br(yn)

do fato da imersao de Sobolev
whr) (RN) oy [ PK) (BR(O))

ser compacta, obtemos
AR
Br(0)

implicando ser u # 0. Portanto, pela Proposigao 2.2.4, 1 é uma solugao para (Poo).

Para concluirmos a demonstragao do Teorema 2.2.1, necessitamos de algumas ca-
racterizacoes do passo da montanha correspondente ao funcional I,,. Neste tocante, en-

fatizamos o papel fundamental de que para cada x € RV,

f(x,s)
[P+~

é uma funcao estritamente crescente em s € R\ {O},
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onde

f(x,s) = ps[9¥2s 4 [sP"¥2s x € RN, s € R. (2.23)

Doravante denotamos por s, € WX (RN) a solugao para (Poo) encontrada pelos

argumentos acima e por N, a variedade de Nehari correspondente a I, ou seja,
Noo = {u e WHPHI(RN)\ {0} I (wu = 0} .
Nosso intuito é mostrar que 1., satisfaz

Io(Us) = inf Io(u).

UENOO
Além disso, demonstraremos que U, pode ser considerada uma solu¢ao nao-negativa.
Proposigao 2.2.9. Para todo u € N, temos Io(u) >0 e
0<Je = inf I(u).

Demonstragao. Se u € N, entao

J UV”‘W] +V(X)|u|p(")> = uJ 90 +J e
RN

RN RN
e, portanto,
L) > ”VJ ) ¢ eJ P > o,
RN RN

Ora, argumentando por contradi¢ao, se Jo, = 0, considere (v,) C N tal que
[oo(Vn) — 0. (2.24)
Como v, € N, sabemos que

Lelva) = v |

vl + 0 J o P09, (2.25)
R

RN

Utilizando (2.24) em conjunto com (2.25), deduzimos os limites

[
RN RN

que implicam em

| (9wl s veamaP) =0,
RN
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ou, equivalentemente,

|va|| — O.

Por outro lado, das imersoes continuas de Sobolev, existem constantes C;, C; > 0 verifi-

cando

Wy < Cillull e fulp g < Caffufly, Vu € WHHI(RTY).

Consequentemente, existe ny € N tal que

anH) |vn|q(x)) |Vn P*(x) S 1) vn 2 No.

Das desigualdades acima, Proposic¢oes 1.1.8 e 1.1.16 e do fato de que (v,,) é uma sequéncia

em N, concluimos que
[vnllP* < pivnld ) 4 Walheg < BCslvall® + CallvaP=, ¥n > n,
onde C3z,C4 > 0 sao constantes. Por conseguinte,
1< pCs[vn |47+ + Calvn [P 7P, WV > M,

o que é uma contradigao, pois |[v,|| — 0. Logo, Je > 0. [ ]

Corolario 2.2.10. Qualquer solu¢ao ground-state w para (Poo) possui sinal bem definido,

ou seja, w >0 ouu < 0.
Demonstracao. Usando o fato de que u é uma solugao, segue-se que
I/ (uF)u* =0,

onde u™ = max {u, 0} e u~ = min{u, 0}. Portanto, se u* # 0, entdo u* € N, implicando
que

]oo = Ioo(u) = Ioo(u+) + Ioo(u_) > 2100)
um absurdo, pois Jo > 0. Consequentemente, u~ =0 ou ut = 0. [

Proposicao 2.2.11. Seja u € WK (RN) \ {0}. Entao, existe um tinico t, > 0 tal que

t,u € Na.
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Demonstragao. Defina

11)(’() = Ioo(tu)) t>0.

Como  é continua, P(0) = 0, P(t) > 0 para t > 0 suficientemente pequeno e tlim P(t) =
—00

—00, concluimos que P possui um ponto de maximo t, > 0. Isto implica que
Ic/x)(tuu) (tuu) - O)
isto é,
t,u € Na.

Nossa tarefa agora é estabelecer que t, é o tinico ponto critico de . Sejam v =t,u e
@(t) = [(tv), t > 0.

Como v € N, a demonstracao reduz-se a que t = 1 seja o tnico ponto critico de @.

Suponha entao que @’(t) =0, para algum t > 0, t # 1. Ou seja,

(ultvlq(x)’ztv + Itvlp*(")’ztv) v = J f(x, tv)v,

J P01 (|Vv|p(x) + V(x)|v|p(x)> = J
RN RN
(2.26)

RN

para algum t >0, t # 1, onde f(x,s) é dado em 2.23. Observamos que

f(x,s) .
— q(x)—p+ P (x)—p+
conforme seja s > 0 e s < 0 respectivamente. Por conseguinte, para cada x € RN,

f(x,s)
[P+~

é uma funcao estritamente crescente em (—oo,0) U (0, 0o).

Estudamos agora (2.26) supondo t > 1 e t < 1 separadamente. Se t > 1, de (2.26)

obtemos

f(x, tv)

x€RN ;v(x);éO} |\)|P+—1

vyP+T

P+ J <|Vv‘p(x) + V(x)lvlp(x)) > J f(x,tv)v = J{
RN RN

e, em consequéncia,

x f(x,t
| (9™ vewet) = | .
{XERN ;v(x);éO} |tv|1D+
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Por outro lado, como v € N,

J (Wv\”") + V(x)|v|ﬂx>) - J f(x,v)v = J{ 06 V) et
RN RN

xERN ;v(x);éo} |V|P+—1

Portanto

J f(x,v) - f(x, tv) VivP+1 > 0,
{XG]RN;V(X)#O} |\)|P+*1 |tV|P+f1

o que é uma contradi¢gao. Analogamente, chegamos a uma contradicao quando t < 1.

Deste modo, t =1 é o tinico ponto critico de @. [ ]

Proposigao 2.2.12. O nivel do passo da montanha c, satisfaz

= = inf I .
Coo = Joo ot oo (1)

Demonstracao. Seja u € N, e escolha to > 0 tal que uy = tou satisfaz Ioo(uy) < 0.
Entao

Yo(t) = tuy, Vt € [O, ]],

pertence a [y, implicando que

< I 1)) = I < I =1
Coo < miax oo (Yo(t)) mex sosu) < max oo(su) = Lo (1)

e, portanto,

Coo < Joo- (2.27)

Para a desigualdade contréria, considere uma sequéncia (u,), a qual seja (PS)

Coo

para I. Como ¢, > 0, podemos admitir u, # 0 para todo n € N. Neste caso, pela
Proposicao 2.2.11, para cada n € N, existe um tnico t, > 0 tal que t,u, € Ny. Assim

[ (9™ Vit =
RN

tﬂ(x)|un|q(XJ+J tF:(X)|Uq1|p*(X]. (2.28)
RN

RN
Dai vemos que t,, /4 0. De fato, se t,, — 0, entao podemos supor t, < 1 para todon € N
e, de (2.28), obtemos
(19 Vol <t [ a8,
RN RN RN
ou seja,

J (IVn ™ + VeI ) < utf{‘p*J
RN

) JRN WP, (2.29)
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A limitacdo de (u,) em WHPK (]RN) em conjunto com as imersoes continuas de Sobolev

garantem a limitacdo de (u,) em L9 (RN) e P (]RN). Portanto, de (2.29),

u, — 0 em wpk) (RN),

0 que ¢ uma contradi¢do, pois €, > 0. Analogamente, de (2.28), concluimos que (t,) é

limitada. Com efeito, se existe uma subsequéncia de (t,) (ndo renomeada) satisfazendo

t, — 00, podemos admitir t,, > 1 para todo n € N e, de (2.28),

| (9™ Vo) = 7 | g,
RN

Logo

*
tpf P+
e, por conseguinte,

AT
Pela féormula de interpolagao na Proposicao 1.1.7, obtemos
||l o
RN

Sendo

| (9™ + Vit ™) = |

RN RN

os limites (2.30) e (2.31) combinados com (2.32) implicam que

u, — 0 em w!pk) (RN),

Mﬁm+Jr%Vm+%UL

(2.30)

(2.31)

(2.32)

o que é uma contradi¢do mais uma vez. Entdo, (t,) é limitada e, a menos de subsequéncia,

existe ty € (0,00) tal que t, — to. Nosso objetivo é mostrar que ty = 1, pois se isto ¢é
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verdadeiro, entao

Ioo S Ioo (tnun)

1 x 1
= J i~ (‘v(tnuﬂ) ‘P( : + V(X)’tnun|p(X)) - HJ _|tnun|q(x)
RN q

p(x) = q(x)
< Lafun) +aln) | (19" V0P
— pub(n) JRN ﬁlun!qm —c(n) JRN p*](x) g [P
— coo + 0n(1),

onde

am) = max{t?, £} — 1, b(n) = min{t¢,t4}—1 e c(n) = min {tﬁi,tﬁi} —1.

Assim, apos passagem ao limite quando n — oo, obtemos
Joo < Coo- (2.33)

De (2.27) e (2.33), segue-se que

Coo = Joo-

Na sequéncia mostraremos que ty = 1. De fato, se to > 1, sem perda de generalidade

podemos admitir t, > 1, Vn € N. Portanto, por (2.28),

J <|VLLn|p(X) + V(X)I%I“’”) > utﬂ_p*J
RN

mﬂﬂuf”J|MWﬂ (2.34)
RN

RN

De (2.32) e (2.34), obtemos

0 ity ™ -1

) (77 = 1) | a4 00 (1),
RN

RN

Deste modo

0>p(ty ™ =1L+ (tgi—m — 1) L,,

onde

Iunlq(") e 0<L,= hmJ Iunlp*(").
RN n

RN
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Porém, como ty > 1,
Wt 1) L+ (t‘gi*” — 1) L, >0,

o que é um absurdo. O caso ty < 1 pode ser estudado da mesma maneira. Assim, ty = 1.

Observacgao 2.2.13. Na demonstracao do resultado anterior podemos substituir a hipo-

tese de (un) ser uma sequéncia (PS)c., para I por Io(Un) — oo € I (un)u, — 0.

Como uma consequéncia imediata do resultado acima, temos o seguinte corolario.

Corolario 2.2.14. O nivel do passo da montanha Co também satisfaz

Coo = inf max [ (tu).
wewhp(x)(gN) t>0
u#0

O proximo corolario assegura que a solugdo U, para (P, ) obtida acima é uma

solugao ground-state. Portanto, 1., possui sinal bem definido.

Corolario 2.2.15. Seja (u,) uma sequéncia (PS).. para I, e u € WHPK (RN) tal que
U, — u em WHr (RN). Entao, caso w # 0, temos a igualdade

Lo (u) = ]oo-

Demonstragao. Como estamos assumindo u # 0, a Proposi¢ao 2.2.4 implica que u €

N,.. Portanto

Lo (1) 2 Joo-

Por outro lado, pela Proposicao 2.2.12,

Joo = Co0 = Lo(ttn) — ~I'_(unJun + 0n(1)
P+

Lol (v

1 1 1 1 .
+uJ (———) [y, 90 +J (—— - )!unlp ™+ oy (1).
BN AP+ q(x) v \P+  P*(x)

Utilizando o Lema de Fatou, obtemos

o1 plx) p(x) <L _ L) 4(x)
Joo 2 J]RN <P(X) P+> OVU” VO ) " uJ]RN p+  q(x) u

[ (= g ) 1P = ) = e = L
BN AP+ P*(x)
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As duas desigualdades acima implicam em

Lo (u) = ]oo-

Para finalizar a demonstracao do Teorema 2.2.1, observamos que
Lo (V) = I(v) e I (—v) = =1L (v), W € W'P(RN),

assegurando que U, pode ser considerada nao-negativa.

2.3 Demonstracao do Teorema 2.1.2

Nesta secao demonstramos que o problema (P) possui uma solucao ground-state
nao-negativa para todo p > 0 suficientemente grande.

Observamos que no caso subcritico (uniformemente), Fan [43] considerou uma classe
de perturbagoes nao-periodicas como no problema (P). Naquele trabalho, utilizando ar-
gumentos de regularidade validos somente em subcriticalidade, o autor demonstrou que

a solucao u de um problema periédico relacionado é de classe C'* (RN) e satisfaz
u(x) =0 e ‘Vu(x)‘ — 0, quando [x| — oo. (2.35)

Este comportamento da solu¢ao u no infinito foi fundamental para obtencao da solugao
do problema perturbado nao-periédico.

Seguimos as idéias em [43]. Todavia, em vista do fato de estarmos lidando com
crescimento critico, foi necessario impor a condi¢ao adicional (Hs) ao expoente p. Esta
condicao permitird que apliquemos o Método de Iteracao de Moser para concluir um
comportamento adequado para uma transladada da solu¢ao u,, obtida para (P ). Res-
saltamos que para problemas envolvendo o operador p(x)-laplaciano, devido a perda de
controle sobre os expoentes, sem uma hipotese adicional tal como (Hs) nao é claro que o
Método de Iteracao de Moser seja uma boa ferramenta para obter estimativas na norma

Lee.
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Recordamos que o funcional energia I: WHPX)+o() (RN) — R correspondente a (P)

é definido por

_ 1 pix)+o(x) B )+ B
I(u) = JRN —(p(x) o0 (’Vu’ + (V(x) = W(x))ul ) Y(u) —o(u),
onde
W = Sl e O] = |
ey (q(x) —T(x)) rN P*(X) ’

Doravante, denotamos por s(x),t(x) e U(x) as func¢oes
s(x) = p(x) + o(x), t(x) = q(x) —T(x) e U(x) = V(x) — W(x), ¥x € RN,
Assim, podemos reescrever o funcional I da seguinte maneira

I(u) = JRN % <\Vu\s(x) + u(x)|u|s(><)) _ “JRN t(‘_x),u,ux) a JRN

1

’u|P*(X).
p*(x)

Mostramos simplesmente que I € C! (WLS(X) (RN),R> com

I/(u)v = J (|Vu|s(x)—2Vu Vv + u(x)|u|s(x)72u\}> - HJ !ult(x)’zuv _J ’u|p*(x)72uv)
RN R

RN N
para quaisquer u,v € W (]RN), garantindo assim a possibilidade de uma abordagem
variacional ao problema.

A norma que consideramos sobre W (RN) é
[ull = inf {ax > 05 p(a ') < 1},
onde
ol = | (I7uf™ + Ubxh)
RN
Observamos que a partir da hipotese (Hy), podemos verificar que

WHH(RN) — WHPOI(RN) (veja [17, Lema 2.2]).

Antes da demonstracao do Teorema 2.1.2 propriamente dita, devemos estabelecer o
resultado seguinte, que é necessario a conclusao da mesma. No que segue, denotamos por

N a variedade de Nehari correspondente a I, isto é,

N = {ue WHNM(RN)\ {0}; ' (w)u =0}.
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Proposicao 2.3.1. Sev € N e I(v) = ¢, onde ¢ € o nivel do passo da montanha

correspondente a 1, entdo v € uma solugao (ground-state) para (P).

Demonstragao. Se supomos I’(u) # 0, pela continuidade de I’, existem &, A > 0 tais
que
v € Bss(u) = ||I'(V)H > A

Consideramos

c Ad
2> 8
Entao, aplicando o Lema de Deformagao em [82, pagina 38|, obtemos a existéncia de

ne C([O, 1] x W) (RN),W1’S(X) (RN)> verificando

O<€<min{

} e S :B5(u)

(1) n(1,v) =v,sev & I ([c — 2¢, ¢ + 2¢€]);

(i) n(1,1¢7¢ N Bs(u)) C I°7;
(iti) I(n(1,v)) < I(v), Vv € WHO(RN).
Escolhemos g > 0 de modo que w = xou satisfaga [(w) < 0 e definimos

Yola) =n(1, aw), & € [0, 1].
Utilizando (i) e (iii) obtemos
¥0(0) =0 e I(yo(1)) <I(w) <O.
Isto implica que yo € I, onde
r={yec(l0,1,WHH®RY));v(0) =0 e I(v(1) <0}

e, pela defini¢ao de ¢, temos

¢ < max I(yo(oc)) < max I(n(],ﬁu)). (2.36)

ac[0,1] B€l0,00)

Por outro lado, como I'(u)u = 0, segue-se que

max I(fu) =1I(u) =c.
BEl0,00)
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De (ii) e (iii), concluimos que
I(T]“» Bu)) <c— €, VB € [O) OO))
para algum €; > 0, uma contradigao com (2.36). Logo, I'(u) = 0. [ |

Demonstragao do Teorema 2.1.2: Da hipdtese (Hg), temos s, < t_ e 0s mesmos
tipos de argumentos utilizados na proposicao 2.2.2 mostram que o funcional I verifica a
geometria do passo da montanha. Consequentemente, do Teorema 1.3.6, existe (u,) C
Whsk) (RN) satisfazendo

I(up) —wc e I'(uy) — 0.

Pelos mesmos raciocinios explorados na demonstracao da Proposi¢ao 2.2.4 e Corolario

2.2.6, existe p > 0 tal que

Uy, — U em WJ(;SC(X] (RY), se u> i, (2.37)
onde u € Whsk) (RN) ¢ o limite fraco de (u,) e, portanto,

Uy — wem WP (RN, se p > fi. (2.38)

O limite (2.37) acarreta em

I'(u) =0.

Se u # 0, utilizando as mesmas idéias da sec¢dao precedente, concluimos que I(u) = c,
mostrando ser u uma solucao ground-state para (P). Além disso, u pode ser assumida

nao-negativa. Agora, se u = 0, como

oo (Un) — I(un) = (L) [P

w
() =Ty (o) (Wn) + Lc(z) P((XX))

lBr(2)

Lttt = L)t = (L (4 T (i | WERPY),

s
R (=) BS (2)

onde R > 0 é dado na hipotese (Hy), de (2.37), (2.38) e (Hs), obtemos

Ioo (Un) = I(un) = on(1) e I (up)uy — I'(ug)uy = on(1),
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ou seja,
Io(un) — ¢ e I (un)un — 0.

Pelos mesmos argumentos contidos na demonstracao da Proposi¢ao 2.2.12 produzimos

uma sequéncia (t,) em R satisfazendo
thup € Ny, VneN, e t, — 1.

Como I/ ¢élimitado, concluimos que I, é uniformemente continuo em conjuntos limitados.

Portanto
Ioo(tnun) - Ioo(LLn) - On(] ))

implicando que
¢ = Io(Un) + 0n(1) = Lo (tattn) + 00 (1) > coo + 0n(1).
Apos passagem ao limite quando n — oo, obtemos
€ > Coo- (2.39)

Por outro lado, fixando p > u* = max{ie, i}, sabemos que o funcional I, possui uma

solucao ground-state nao-negativa ue, = w € WHPX (]RN), ou seja,
[o(W) =coo e I/ (w) =0.
Para cada n € N sejam
Xn = (N,0,...,0) € RN e wp(x) =w(x + xn), ¥x € RN,

Podemos deduzir utilizando o Método de Iteragao de Moser, a existéncia de C > 0,

independente de n, tal que
[Wnlroe(Be, (z)) < CIWILm* (B, (z4x0))» Para R <Ry <Ry,

onde z € RN ¢ dado na hipétese (Hs) (veja apéndice B). Como w € LP"¥) (RN) ep*(x) =

m* em Bg, (z+ x,), Vn € N, obtemos

|W|Lm*(BR] (z+xn)) — O, n — oQ.



2.3. DEMONSTRAGAO DO TEOREMA 2.1.2 71

Por conseguinte

|Wn|L°°(BR2(z)) — O, n — oo.

Os limites acima implicam que
!VWnILw(BRZ(Z]) — 0, (veja [2, 3, 42]).
Assim, fixamos ng € N tal que
W, (%), ‘ano(x)} <1 em q.t.p. x € Bg(z).
Recordando que V — W <V e utilizando as desigualdades acima, obtemos

Mo

' (Wi JWh, < J
BR(Z

x) *
' JBC( ) <WW“°}p T VEIWEY — oY —WEO(X)>
z

(}ano |S(X) + V()W — uw;(g‘) — wﬁz("))
)
(x) *
< J ) <‘ano P+ Vx)wP — ) — wgom)
R
- Iéo(wno )Wno = O)

onde a tltima igualdade acima é devida a ZN-periodicidade dos expoentes p e ¢ e do
potencial V em conjunto com a invariancia do RN por translacio. Desta maneira, existe
t € (0,1] tal que

[(twy,) = mggcl(twno) e I(twy,) > c.
>

De fato, t =1, pois t < 1 implica
¢ < I(twny) < Io(tWry) < Loo(Wny) = Cooy
o que é uma contradi¢do com (2.39). Mas entao I'(wy,)w,, =0 e
¢ < I(wp,) <I(Wn,) = Ceo- (2.40)
Combinando (2.39) e (2.40), obtemos
c = I(wy,).

Como wy, € N, pela Proposigao 2.3.1 segue a demonstra¢ao do Teorema 2.1.2.
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3.1 Introducao

Neste capitulo consideramos a existéncia e multiplicidade de solugao para a seguinte

classe de problemas:

Ao+ VOO = Aful™2u 4 20 4 ufp” )2y, em RY,

(P?\»u)
ue whri (RN) \ {0},

onde A, u > 0 sdo parametros, p: RN — R é uma funcio lipschitziana, V,q,7: RN — R

sao funcoes continuas e h é uma funcao nao-negativa em LO® (RN) com

Np(x)
Np(x) —r(x) (N —p(x))’

Além disso, assumimos o seguinte conjunto de hipdteses:

O(x) =

(H;) As funcoes p, q e V sdao ZN-periddicas, isto é,

p(x+y) =p(x), q(x +y) = q(x), V(x+y) = V(x), ¥x € RNy € Z%

(H2) T<p-<p:<N;
(H3) T<rm_ <7y <p-<py<q., q<K<p5
(Hy) Existe Vo > 0 tal que V(x) >V, Vx € RN,

Observamos que o problema (P)\’p) esté relacionado ao problema (P, ) do capitulo 2.
De fato, perturbamos a equacao em (P,) por um termo (p_ — 1)-sublinear (céncavo) para
obter (PML). Assim, além das dificuldades devidas ao dominio nao-compacto e a presenca
do expoente critico de Sobolev, o problema (P)\,u) também possui os efeitos combinados
de um termo coéncavo e de um termo convexo.

Relativamente ao problema (Px,u), nossa contribuicao foi demonstrar a existéncia e
multiplicidade de solugoes para o mesmo. Em primeiro lugar, demonstramos a existéncia
de duas solugoes nao-negativas com energias opostas. Em segundo lugar, sem a exigén-

cia de sinal, demonstramos a existéncia de uma infinidade de solugdes nao-triviais com
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energias negativas. Em cada um dos casos, uma parte crucial das demonstragoes é que
para valores suficientemente grandes do parametro i > 0, o funcional energia considerado
satisfaz a condicao (PS) abaixo de um determinado nivel, funcdo do parametro A > 0.
Na Secao 3.2, pudemos utilizar o Teorema do Passo da Montanha de Ambrosetti &
Rabinowitz 1.3.7 e Minimizacao Local obtendo duas solu¢oes nao-negativas para (Px,u)

cujas energias sao opostas. Tais solugoes surgem como pontos criticos de

bl = o) = | (P + Vi)

_ h e b ek -
AJRN o) “JRNq(x)(“) JRN ST AR

onde u € WP (RN). Adaptamos idéias em [4] para realizar este estudo. Novamente,

devido a presenca dos expoentes variaveis, tivemos de contornar o fato de que a constante
6tima da imersdo de Sobolev WP (RN) — L[P"(RVN) nao ¢ necessariamente realizada.

O principal teorema ¢é o seguinte:

Teorema 3.1.1 (|14]). Eziste u* > 0 com a sequinte propriedade: para cada p > p*,
existe A, > 0 tal que o problema (PML) possui duas solucoes nao-negativas ¥1,¥, €
wipk) (RN) com energias opostas, para todo A € (0,A).

Na Secao 3.3 adaptamos ao contexto dos expoentes variaveis, a técnica introduzida
em [51] que consiste em considerar um truncamento do funcional energia correspondente
a (P?\,u) cujos pontos criticos sao solugoes para (Px,u)- Observando a simetria do funcional
energia correspondente a (PML), pudemos utilizar o género de Krasnoselski obtendo uma

infinidade de solu¢oes com energias negativas. O principal teorema é o seguinte:

Teorema 3.1.2 ([14]). Eziste u* > 0 com a sequinte propriedade: para cada p > p*,
existe Ay > 0 tal que o problema (P;\,u) possui uma infinidade de solugoes com energias

negativas, para todo A € (0,A,).
Neste capitulo, a norma considerada sobre W) (RN) é definida por
[ul| =inf {A >0; p(A"'u) <1},

onde

ol = | (I1vuP™ + Vi)



3.2. EXISTENCIA E MULTIPLICIDADE DE SOLUCOES NAO-NEGATIVAS 77

3.2 Existéncia e multiplicidade de solucoes nao-negativas

Nesta se¢ao demonstramos o Teorema 3.1.1. Como estamos interessados em solu-

¢Oes nao-negativas para (P?\,u)7 buscamos tais solu¢oes como pontos criticos do funcional

energia ¢y, : WHPH) (RN) — R definido por

Pru(u) = d(u) = JRN Tﬁ (‘Vu‘P(X) + V(x)ufP )
1

(x)
_ h v by
AJRN o) ”LRN ™ JR

Podemos verificar que ¢ € C! (W] ) (]RN),]R> e

z

o
*
Ra?

d' (W =J

RN

. }\J h(u-i-)r(x)—]v . }‘LJ (u-i-)q(x)—]v - J (u-l—)p*(x)—]v,
RN RN RN

(|Vu|p(x)_2Vu VAR V(x)!ulp(")’zuv>

para todos u,v € WHrX (RN), mostrando ser possivel uma abordagem variacional ao
problema.

Aplicamos o Teorema do Passo da Montanha 1.3.7 para obter uma primeira solugao
Y, e whrid (RN) tal que ¢(W;) > 0 e Minimizacao Local de ¢ na vizinhanca da 0
para obter uma segunda solucao ¥, € WK (RN) tal que ¢(¥;) < 0. Além disso, para
obtengao desta segunda soluc¢ao, o Principio Variacional de Ekeland 1.4.2 desempenha um

papel fundamental.

3.2.1 Resultados preliminares
Iniciamos com uma importante propriedade das sequéncias (PS)q para ¢.

Proposigao 3.2.1. Seja (vy,) uma sequéncia (PS)q para &. Entao, (vn) € limitada em
wip k) (RN). Além disso, (v) € uma sequéncia (PS)q para ¢.

n

Demonstragao. Se existe somente um niamero finito de termos v, tais que p(v,) > 1,
entdao, do Corolario 1.1.17, (v,) ¢é limitada e a demonstracao esté terminada. Admita

entdo a existéncia de uma infinidade de termos v, tais que p(v,) > 1. Como (v,) é uma
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sequéncia (PS)q, existe ng € N tal que

1
d)(vn) - q_d)/(vn)vn S d+ 1 + HVnH) n 2 No.

Por outro lado, para os termos tais que p(v,) > 1, da Proposicao 1.1.16 e da desigualdade

de Holder 1.1.6 obtemos

1 1 1 1 1
n) ' n)vn — - n Lo }\ - h nr(X)
bl q bl = <P+ q> el (T' q> JRN v

11 11
2<————)HWWL—A(—mn—)ﬂM@MWJW
P+ q- T q-

Utilizando a Proposicao 1.1.5 e a imersao continua de Sobolev 1.1.22; concluimos que

pr(x) .
T(x)

(va) — qlcb'(vn)vn

1] 11
> — — — - _ 0 r -
- (p+ q_) ||VTL|| A (T_ q_) 2|h|®(X) (lvn P*(x) + |Vn|p*(x)>

1 1 1 1 T T
2 (g ) el A () (bl el
P+  9- - q-

onde as constantes Cq, C; > 0 independem de n. Das consideragoes acima, para os termos

tais que p(vn) > 1, deduzimos

11 1 ) )
441+ vl > (— - —) fvnllP = A (— - —) (Cullvall™ + Callval™),
p. q- T g

se N > Ny, o que garante que (v,) também é limitada neste caso.
Agora demonstraremos que (v') é uma sequéncia (PS)4 para ¢. Observe que a

limitacao de (v;;) combinada com o limite ||[¢’(v,)|| — O mostra que
¢ (vnlv, — 0,

implicando que

v, — 0 em W'k (RY).

Agora, por um calculo direto obtemos

d(vn) — dvy) = on(1) e ¢'(va) — d'(vy) = 0n(1),

demonstrando que (v;7) é uma sequéncia (PS)4 para ¢. |
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Em vista da proposi¢ao precedente, doravante admitiremos que todas as sequéncias
(PS)q para ¢ sdo compostas por funcdes ndo-negativas. Além disso, como WHPK) (]RN)
é reflexivo, se (vn) é uma sequéncia (PS)4 para ¢, suporemos, possivelmente passando a

uma subsequéncia, que existe 0 < v € WHrk (]RN) tal que
Vo — v em WHPH(RY) e v, (x) = v(x) em g.t.p. x € RN,

A demonstracao da proxima proposicao segue os mesmos argumentos utilizados na
Proposicao 2.2.4, fazendo uso de uma extensao do Principio de Concentracao de Compa-
cidade de Lions (veja [49]) ao contexto dos expoentes variaveis.

Proposicao 3.2.2. Seja (vn) uma sequéncia (PS)4 para ¢ com vy, — v em WHPK) (RN).

Entao

¢'(v) =0.

Por consequinte, se v # 0, entao v € uma solu¢ao para (PML).

Devido a falta de compacidade das imersoes de Sobolev
W] p(x) (RN) SN Lh(x) (RN),

onde p(x) < h(x) < p*(x) em q.t.p. x € RN, ndo podemos esperar que o funcional
¢ satisfaga a condicao (PS)4, para todo d € R. Entretanto, com a estimativa seguinte
iniciamos a preparagao para demonstrar adiante que a mesma ¢é satisfeita abaixo de um
determinado nivel, o qual é uma funcao do parametro A > 0.

Lema 3.2.3. Seja (vn) uma sequéncia (PS)q para & com vy, — v em WHPK (RN). Entao,

existe uma constante M > 0, independente A e W, tal que

d(v) > —M (A% +2%).
Demonstracao. Do Lema 3.2.2, ¢'(v)v = 0 ou, equivalentemente ,

J VWP 4+ V(x)wP) = A J
RN

‘n(x)vr(XJ + uJ
RN

Va0 4 J )
RN

RN

Portanto
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e, apos aplicarmos a desigualdade de Young, obtemos

(1)(\)) Z € <l J— l)J vp*(X) + (l _ l)J CS’X}\Q(X)h(”)(X) _|_ (l . l*)J vp*(x))
P+  T-/JrN P+  T-/JrN P+  P-/Ir™

para todo € > 0, onde

Desta maneira, fixando
—1
0 < € <min 1,<l—l) (L—l*) ,
- P+ P+ P-
b(v) > =M (A% +2%),

Me_+ (1 _1 J RO
@_€®+_] T_ p+ RN

O proximo resultado estabelece uma importante conexao entre os funcionais ¢ e I,

segue-se que

sendo

trazendo a luz um importante comportamento das sequéncias (PS)y para ¢.

Lema 3.2.4. Seja (vn) uma sequéncia limitada em WX (RN) com vy, > 0 para todo
n € N e tal que vp(x) = v(x) e Vvp(x) = VV(x) ¢.t.p. em RN. Entdo

(a) d(vn) = Iso(vn = V) = b(v) = 0n(T);
(b) ¢'(vn) =I5 (v = V) = d'(v) = on(1).

Portanto, se (vn) € uma sequéncia (PS)q para & com limite fraco v e WHPK) (RN), defi-

nindo Wy = vy, — Vv, (Wy) € uma sequéncia (PS)q_¢n) para lo.

Demonstracao. Das defini¢oes de ¢ e I, temos
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Pelas Proposicoes 1.1.12 e 1.1.14, observamos que o lado direito da tultima igualdade é
o.(1) e, portanto,
$(vn) = Lo — V) — d(v) = on(1),
demonstrando (a).
Para demonstrar (b), fixamos ¢ € WP (RN) com ||| = 1. Utilizando a desigual-
dade de Hélder 1.1.6 em conjunto com as imersoes continuas de Sobolev 1.1.22, segue-se

que existe uma constante positiva C, independente de n, tal que

[ 6'(v) = T v —¥) = '] @] < C(AIM) + Asfn) + As(n) + Ag(n) + As(n)

onde
Ai(n) = ‘ ]an|p(x)_2an — |Vvn — Vv‘p(x)_z (Vvy — Vv) — |Vv\p(x)_2Vv‘pl(x) y
Az(n) = ‘ VYo — o — VPN (v, —v) — wP 2y i)
As(n) = \ Vi o — o =17 (v, —v) —va2y @'
Aq(n) = vﬁ*(x)fzvn vy, — v’p*(x)fz (vp — V) — yP (X)=24, .

Como

R [yt 1| € L) (RN) € bl € LT (RY),

pela desigualdade de Holder

J h(x) [ (v =y ) @] < C
RN

ho® VIl - vr(x)—] |
/(x)

Agora, nosso objetivo é mostrar que

1

h7® V;(X]f1 o Vr(x)fl‘ - O,
T/ (x)

ou, equivalentemente,

h(x) |v;("]_1 — =T ‘T ) — 0. (3.1)

JRN
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Para este fim, definimos

Va(x) = ’vr(x)f1 — -1 |T/(X]  Vn e N,
* x)
Entao, Va(x) — 0 q.t.p. em RN e (V,) é limitada em L% (]RN). Deste modo, pela
Proposicao 1.1.14
*(x)
V, —0em L7 (RV).
Logo
G AR
RN

mostrando (3.1). Consequentemente

Hd)/(vn) - Iéo(vn —Vv) — d)/(\))” = on(1 )>
ou ainda,
' (vn) = I (v = V) = §'(v) = on(1),

finalizando a demonstracao. [

Uma condigao Palais-Smale local

Mostramos agora que o funcional ¢ satisfaz a condigao (PS) abaixo de um deter-
minado nivel. Esta é uma condi¢ao necessaria para demonstrarmos o Teorema 3.1.1.
Proposicao 3.2.5. Suponha W > us. Entao, ¢ satisfaz a condicao (PS)q para

d < co—M(A® +2%).

Demonstragao. Seja (v,,) uma sequéncia (PS)4 para ¢ com d como acima. Sabemos

que existe v € WP (RN) tal que
Vo = vem WPH(RN) e vy (x) = v(x) q.t.p. em RN,

Definindo w, = v, —v, pelo Lema 3.2.4, concluimos que (wy,) é uma sequéncia (PS)a_g(v)
para I.. O objetivo é mostrar que, passando a uma subsequéncia se necessario, w, — 0
em WK (]RN). Para isto, observamos que pela hipotese sobre d e Lema 3.2.3, o nivel
d — ¢(v) satisfaz

d—pv) < Coo-
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Assim, como 1 > U, de 2.4 obtemos

_ 1 0 v
d—d)(v)<m1n{9<f> ’ﬁ}'

Pela Proposigao 2.2.8, a menos de subsequéncia, ou

(@) wy — 0 em WHPH(RN), ou
(b) Existem R> 0,1 >0 ¢ (yn) C RN (que podemos supor em ZN) tais que
Yy

lim supJ WP > 7.
Br(yn)

n
Devemos mostrar entao que o item (a) é valido. Argumentando por contradicao, se (b) é
valido, definimos

Wi (x) = Wy (x 4+ Yn), x € RN,
Combinando a ZN-periodicidade dos expoentes p e q e do potencial V com a invariancia

do RN por translacoes, por um célculo direto

~

Ioo(wn) - Ioo(wn) € I;o({’\\)n) - On(1)~

Portanto, (W,) também ¢ uma sequéncia (PS)q ¢ para . Seja w € WHPK (]RN) 0

limite fraco de w,,. Da validade de (b) e do fato da imersao de Sobolev
whrx) (RN) ey [P (BR(O))

ser compacta, segue-se que w # 0. Pela Proposi¢ao 2.2.4 obtemos I/ (W) = 0 e, da

definicao do nivel ¢, em conjunto com o Lema de Fatou, concluimos que

+
A
RN +

1 1 1 1 .
N G Lo (— _ ) T
" RN (P+ Q(X)) N AP+ P*(x)

< lim inf (J (L - l) (1730 + Vx) )
n N A\P(X) P

1 1 1 1 .
+ _—— an|q(x) + J (— — ) [P (X)>
HJRN <P+ q(x)) | RN AP+ P*(X)

- 1 PN
= lim inf (Lx,(wn) — p—I(’m(wn)wn) =d— (V) < Coop
n +

o que ¢ um absurdo. Logo (b) nao ¢ valido, ou seja, (a) é valido como queriamos. |
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3.2.2 Existéncia de uma solugcao com energia positiva

Nesta subsecao demonstramos a existéncia de uma solucao nao-negativa e com
energia positiva para (PML) via Teorema do Passo da Montanha. O primeiro resultado
estabelece que ¢ verifica a geometria do passo da montanha.

Lema 3.2.6. Para cada p > 0, existe Ay = A () > 0 tal que & satisfaz a geometria do
passo da montanha, para todo A € (0,A1).

Demonstracao. Seja u € WHPX (RN). Primeiramente, observamos que

1 x X A r(x X *(x
¢(u)>_J ({Vu’p( )+V(x)|u|p( )> __J h(x)u ( )_ij |u|q( )__*J lufP ()
RN T JrN q- Jrn 1%

- P+
(3.2)

Das imersoes continuas de Sobolev, existem C;, C; > 0, independentes de u, tais que
g < Crllull e Tulp) < Caflul].

Assim, se
[l < m = min {1, 1, 2
= min B —
) C]) Cz )
entao
||‘LLH < 1) |u|q(x) < 1) |u|p*(x) < 1

e utilizando a desigualdade de Holder 1.1.6 e as Proposigoes 1.1.5, 1.1.8 e 1.1.16, de 3.2

obtemos

p*
R

1
d(u) > p—Hqu* —AGs[lul™ = uCafluf* = Gsllu
+

para constantes Csz, C4,C5 > 0 independentes de u. Como p; < q- < p*, podemos
escolher R = R(u) € (0, m) tal que

1 . 1

—RP+ — }/LC4Rq’ _ CSRIL > —RP+,

P+ 2p.

Portanto, se ||u|| = R, entéo

1
d(u) > —RP+ — AC3R™.
2p.
Escolha agora A; = Aq(u) > 0 satisfazendo

1
—RP+ —A;C3R™ = 0.
2, 163 B>
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Consequentemente, se A € (0,A1), para |[u|| = R concluimos que

$(u) = B > ¢(0).

Por outro lado, fixado v.e W'PM(RN) com v # 0, para t > 1 temos

S p(x) W) _qa- [ 1 et
b) <0 | s ([T Ve <o |

implicando que

thm o (tv) = —o0.

Assim, considerando u; = t;v com t; > ﬁ e ¢(tyv) <0, para |jul]| = R obtemos

d(u) > max {$(0), b(wi) },

mostrando a geometria do passo da montanha. [

O proéximo resultado é fundamental para a demonstracao do Teorema 3.1.1, pois
exibe um controle sobre A que garante uma localizacao adequada do nivel do passo da

montanha correspondente a .

Lema 3.2.7. Para cada 1 > W, existe 0 < Ay = A(1) < Ay, onde Ay € dado no Lema

3.2.6, tal que o nivel do passo da montanha c de & satisfaz
0<C<Co—M(A% +2%)]
para todo N € (0,A;).

Demonstracao. Fixe g > .. Pelo Teorema 2.2.1 sabemos que existe ¥ € WHPX) (RN)\
{0} com ¥ > 0 verificando
(W) =co e I (W) =0.

No que segue, fixamos &7 > 0 tal que

Coo — M (A® +29%) > %’" VA € (0,8:).

Como para t > 0 suficientemente pequeno ¢é valido que

G(tW) < t7- JRN ﬁ ( vy 4 V(X)N’P’(X)) ,
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existe ty > 0, independente de A, tal que
$ltY) < =2, W e [0, kol
Deste modo, para cada A € (0, 67),
b(tY) < %‘" < Coo— M (A% +29%) Vit € [0, 1.

Por outro lado, utilizando o fato de que ¥ > 0, obtemos

h(x) gy
BIEY) = Lo(t¥) =7 | X )™, para 20,
R
implicando que
h
d(t¥) < co — ?\min{tr,t”}J . %‘PT(X), para t > 0.
R

Em particular, para t > t,,

G(tY) < coo — Amin{ty, t{;}JRN %WW.

Fixando 6, > 0 tal que

AT A9 < WY, YA € (0,82),

min{tB,tB*}J h(x)
M RN T(X)

temos para A € (0, ;)
P(tY) < coo — M (A9 +2%9%) | VE > 1.
Escolhendo A; = min{A;, 81, 05}, obtemos das estimativas anteriores

sup G(tY) < coo — M (A® +2A°%%) VA € (0,A;).

>0
Sendo
c <sup d)(tly)v
>0
segue-se que
€< Coo—M(A® +2A%),
para A € (0,A,), finalizando a demonstracao do Lema. [ ]

Agora, ja estamos em condi¢oes de demonstrar a existéncia de uma solucao nao-

negativa com energia positiva para (P)\,u)-
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Teorema 3.2.8. Para cada W > W, existe A* = AN*(1) > 0 tal que o problema (PML)

possui uma solu¢ao nao-negativa com energia positiva, para todo A € (0, A*).
Demonstracao. Como p > ., da Proposicao 3.2.5, ¢ ¢ (PS)4 para
d < co— M (A + 2%,

No que segue, fixamos A* = A,, onde A, foi obtido no Lema 3.2.7. Logo, se A € (0,A*),
entao, do Lema 3.2.6, ¢ satisfaz a geometria do passo da montanha e, do Lema 3.2.7, o

nivel do passo da montanha c correspondente verifica
0<c<Coo— M(A® +2%).

Portanto, ¢ satisfaz a condicao (PS). e, portanto, existe ¥; € WHPK) (RN) tal que
d(W1)=c>0e ¢'(¥) =0,

demonstrando que ¥; é uma solugao nao-negativa para (Px,u) com energia positiva. m

3.2.3 Existéncia de uma solucao com energia negativa

Nesta subse¢ao demonstramos a existéncia de uma solugao nao-negativa e com

energia negativa para (Px,u) utilizando Minimizacao Local.

Lema 3.2.9. ¢ ¢ limitado inferiormente em Br(0), onde R > 0 € definido no Lema 3.2.6.

Além disso,

] = inf ¢ <O.
Br(0)

Demonstracao. Sejau € Br(0). Entdo ||u]| < 1 e, argumentando como na demonstragao
do Lema 3.2.6, obtemos
1
p-
1
< p—Hqu’ +AC[[ul[™ + pCalfuf|* + Csflu

1 .
< Cg:= p—Rpf + AC3R™ 4+ uCyR9~ + C5RP-,

P*(x)

[b(w] < J (17" + Viorupt) +1J h|u|fm+ij - J u
RN T_ JgN q— Jrn P JgN

pr
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onde C3, C4, Cs5 > 0 independem de u. Dai, ¢ é limitado inferiormente em Bg(0). Consi-

dere agora u € WHp() (RN) comu” #0e0<t<1. Entao

1 p(x) ) _agre| X
btw) < t° JRNP(X) (]Vu\ VP ) At JRN T

Como 1y < p_,

¢(tu) <0, para t ~ 0",

Mas tu € Bg(0), para t ~ 0. Portanto

] = inf ¢ <O.
Br(0)

[ ]
O proximo resultado estabelece a existéncia de uma sequéncia (PS); para ¢. A

principal ferramenta utilizada é o Principio Variacional de Ekeland.

Lema 3.2.10. Para cada > 0 e A € (0,A1), onde Ay € definido no Lema 3.2.06, existe
uma sequéncia (PS)y para &, isto €, (u,) em wp) (RN) satisfazendo

d(un) = Jed'(uy) =0

Demonstracao. Seja R > 0 definido no Lema 3.2.6. A aplicacao da forma fraca do

Principio Variacional de Ekeland 1.4.2 ao funcional clym produz uma sequéncia (W, ) em
R

Br(0) que satisfaz

1 o
dlu,) —J e d)(un)_EHu_unH < ¢(u), Vu € Br(0); u # uy.

Como | < 0, da escolha de R, podemos admitir w,, € Bg(0). A partir de agora, os
argumentos sao analogos aqueles na demonstracao da Proposi¢ao 1.4.3 e, desta maneira,

0s omitiremos. []

Agora somos capazes de demonstrar a existéncia de uma solugao nao-negativa com

energia negativa para (Px,u)-

Teorema 3.2.11. Para cada i > Wy, existe N** = N*(u) > 0 tal que o problema (PML)

possui uma solu¢ao nao-negativa com energia negativa, para todo A € (0, N**).
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Demonstragao. Como pt > [, pelo Lema 3.2.5, ¢ é (PS), para
d < coo — M (A® +297).
No que segue, escolhemos Az > 0 tal que
0 < Coo — M (A% +2%9) | VA € (0,73)

e A** = min{A,A3}. Se A € (0,A*), do Lema 3.2.10 concluimos a existéncia de uma

sequéncia (u,), a qual é (PS)y para ¢, onde

J= inf o¢(u).

LLGBR(O)

Como pelo Lema 3.2.9 temos ] < 0, segue-se que ¢ satisfaz a condicao (PS);. Dai, existe

Y, € Whri) (RN) tal que
P¥) =T <0 e ¢/(¥;) =0.

Logo, ¥, é uma solug¢ao nao-negativa para (P?\,u) com energia negativa. ]

3.2.4 Demonstragao do Teorema 3.1.1

A demonstracao do Teorema 3.1.1 segue tomando p* = He, € Ay = min {A*, A*™*}.

3.3 Existéncia e multiplicidade de solugoes com energia

negativa

Nesta se¢ao demonstramos o Teorema 3.1.2, o qual assegura a existéncia de infinitas
solugoes com energia negativa para (P?\,u)- Encontraremos tais solugoes como pontos
criticos de uma forma truncada da energia I ,: W'P®)(RN) — R correspondente a (Py ),
que é definida por

T

Loe(uw) :=I(u) :J ™ (!Vu’p (%) [P )

p(x)
}\J o ey J LI J LG
=N q(x) rN P*(x)
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Observamos que I € C! (W1 () (RN),R) com

I'(uv = J (Wu‘p(x)*zVu Vv + V(x)!u\p(")’zu\))
RN

— ?\J hju"™ 2y — uj 92y — J [ufP =2y,
RN RN RN

para todos u,v € WHprK (RN).
Enfatizamos que em virtude da nao-linearidade em (P;\,u) ser uma funcao impar,
o funcional I é par. Um fato simplesmente observado, porém de extrema importancia a

aplicabilidade dos métodos que utilizaremos.

3.3.1 Resultados preliminares

Os cinco proximos resultados possuem demonstragoes que seguem 0s mesmos ar-
gumentos das demonstragoes das Proposi¢oes 3.2.1 e 3.2.2, dos Lemas 3.2.3 ¢ 3.2.4 e da

Proposicao 3.2.5 respectivamente. Desta maneira, as omitimos.

Proposigao 3.3.1. Seja (v,) uma sequéncia (PS)q para 1. Entao, (vy) € uma sequéncia
limitada em WX (RN) .

Proposicao 3.3.2. Seja (vy) uma sequéncia (PS)q para I com v, — v em WHPK (]RN).
Entao
I'(v) =0.

Por consequinte, se v # 0, entdo v € uma solucao para (P;\‘u).

Lema 3.3.3. Seja (vn) uma sequéncia (PS)g para I com vy — v em WHPX (]RN). Entao,

existe uma constante M > 0, que independe de A e W, tal que
I(v) > —M (A® +2A%).

Lema 3.3.4. Seja (vn) uma sequéncia limitada em W'PX) (RN) tal que vi(x) — v(x) e
Vn(x) = Vv(x) ¢.t.p. em RN. Entdo

(a) I(vn) = Ios(vn —v) = I(v) = 0n(1);
(b) I'(vn) = I (v =v) = I'(v) = on(1).

Portanto, se (vy) € uma sequéncia (PS)q para I com limite fraco v.e WHPX (RN), escre-

vendo Wy =V, —V, (W) € uma sequéncia (PS)q_1v) para l.
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Proposigao 3.3.5. Se 1 > Uy, onde Wy € dado em (2.4), entao 1 € um funcional (PS)q
para

d < Coo — M (A® +297).

A proxima proposicao desempenhara um papel fundamental adiante, pois permite
contornar algumas dificuldades relacionadas a diferenciabilidade da norma de Luxemburg

e, como sera visto, obter uma definicao adequada do truncamento de I.

Proposicao 3.3.6. E vdlido que I(u) > E,(p(u)), onde

1 - e - 4+ LA
Enul(x) = &(x) = —x — AKj max {XP+ , X P— } — uKy max {XP+ , X P— } — K3 max {XP+ , X P— } ,
P+
para constantes Ky, Ky, K3 > 0.
Demonstragao. Em primeiro lugar, escrevemos max{a, b} = [a, b]. Como
1 A 1 .
10w 2 - [ (19 VeoRP™) = 2| heom® 2| e - T,
P+ JrN T—JrN q—JrN P-JrN
da desigualdade de Holder 1.1.6, Proposicao 1.1.5 e Corolério 1.1.9, obtemos
(W) 2 —p(w) - S gt sl | . sl — - Dy el |

Das imersoes continuas de Sobolev, existem C;, C; > 0 tais que
Vg < CrlV[| e Whyr < Cal|v]], ¥ € WHPR(RN).

Em consequéncia,

9,

1
[u) > p—p(u) = AR [Jlu]™ ™ | = K [l Juf|] = K |
+

2oy (C; +C51)
T

pr P
(c1 e (<)
Kp= S o= 2

onde Ky = . o

. Recordando ao leitor que

[rul™ Jwl™] < [pw) ™, p(w) ™ |

para todo m € LY (RN) (veja Corolario 1.1.19), obtemos

T T+

(W) > 1p(w) ~ AK; [plw)?, plw)?”

ks [, o] = s [p), pw) |
P+ ] [ ] { }

como queriamos demonstrar. [ ]
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Proposigao 3.3.7. Para cada n > 0, existem R =R(p) >0 e A, > 0 tais que

&(R) > 0, para todo A € (0,A,).

Demonstragao. Considere a fungao (: [0,00) — R definida por

1 T a- L
Gna(x) = 2(x) = —x = AKxPe — pKoxrr — Kaxo
P+
onde Kj,K;, K3 > 0 sao dados na Proposi¢ao 3.3.6. Sendo 1 < g— < z—, existe R =
+ +

R(u) € (0,1) tal que

1 a vt
R uK,RPr — K3RP: >0,
2p.

implicando que

1 T—
((R) > —R — AK;RP+.
2p,

Escolha agora A, > 0 suficientemente pequeno verificando

1 —
—R —A,K;RP+ > 0.

2p. whR
Entao

1 T
A e (0,A) = &(R) =C(R) > _Zp R — A K;RP+ > 0.
+

Corolario 3.3.8. Fizemos u > 0 e sejam R >0 e A, > 0 dados na Proposicao 3.3.7. Se
A € (0,A,) e definimos

(Ro)g = Ro = max (10, RIN & ((—00,01)),
entao
0<Ry<R €E(Ro):0
3.3.2 O funcional truncado

Embora o funcional I seja par, nao é limitado inferiormente e isto é um entrave aos
nossos objetivos adiante. Desse modo, necessitaremos realizar alguma forma de trunca-

mento em I para que tenhamos limitagao inferior.
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Fixado p > 0 arbitrariamente, sejam R > 0 e A, > 0 dados na Proposi¢ao 3.3.7. Para
A € (0,A,), seja Ry > 0 dado no Corolario 3.3.8 e consideremos T), = T: [0,00) — [0, 1]

de classe C* tal que

1, se x <Ry
T(x) =
0, sex >R
Definimos a fungao
- - 1 - ¢
Eaulx) = &(x) = —x — AK; max {XP+ y X P }

P+
- a4 Pt pi

— uK; max {xﬁ,xf} T(x) — K3 max {xw, xp} T(x), x € [0, 00),
onde Ky, K;, K3 > 0 sao dados na Proposicao 3.3.6.
As seguintes propriedades de £ sao verificadas:
o &(x) = &(x), se x < Ry;

L4 E,(X) < E(X), Vx € [0,00);

o £(x) = p1—+x—?\K1 max {x%,x%}, se x > R;
e &(x) >0, para x > Ro.
Introduzindo
() = 1w = | ([7u™ 4 Vir®) A
’ RN p(X) RN T(X)
1 1 .
— et — p*(x)
welp(w) | st —(ow) | s,
onde u € WHrk (]RN), temos
Iw > £(p(w) e Tw) = I(u), se plu) < Ro. (3.3)

O funcional I é dito o funcional truncado associado a 1. Assim como o funcional
original I, o funcional I também é par. Ao encontro de nossos propoésitos porém I é
limitado inferiormente em W'hPX) (]RN), conforme segue da primeira das condi¢oes em

(3.3).
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Proposicao 3.3.9. Sao verdadeiras as sequintes afirmagoes:
(a) Te ! (WPhI(RY),R);
(b) Se p(u) < Ry, entdo existe uma vizinhanga V de uw em WP (RN) tal que
I(v) =I(v), WeV.
Em consequéncia, I'(u) = I'(u);

(¢) Se I(u) <0, entdo p(u) < Ro;

(d) Sep > e, diminuindo A, se necessdrio, obtemos que I ¢ (PS)4 para d < 0, qualquer
que seja A € (0,A,).

Demonstracao. A demonstracao de cada um dos itens é dada a seguir:
(a) E 6bvio;
(b) Segue da continuidade de p;
(c) Basta observar que é(p(u)) >0, se p(u) > Ry;

(d) Seja (un) uma sequéncia (PS)q para I com d < 0. Sem perda de generalidade,
podemos admitir

I(u,) <0, Vn € N.
Pelo item (c), segue-se que
P(un) <Ro, VN €N,

e, pelo item (b), concluimos que

[un) = I(un) e I'(un) = I'"(un), ¥n € N.

Deste modo, (u,) também é uma sequéncia (PS)q para I. Sendo p > g, diminu-

indo A, se necessario, podemos assumir
0<cee—M (7\9* + 7\@+) , para todo A € (0,A,).

Da, Proposicao 3.3.5, (11,) possui uma subsequéncia convergente em WHPX) (RN) e,

consequentemente, 1 é (PS)q.
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Observacao 3.3.10. Nao podemos deizar de fazer um importante comentdrio com relag¢ao
ao item (a) da proposicao precedente. Contrariamente ao caso de expoentes constantes,
no contexto dos expoentes varidveis nao € ébvia a diferenciabilidade da norma de Luxem-
burg. Deste modo, nao poderiamos deduzir claramente a suavidade do funcional truncado
I caso sua expressao contivesse o fator T(||u||), o que ocorre quando o expoente € constante
(veja [51]). Assim, sendo o expoente varidvel, é de fundamental importincia a Proposi¢ao
3.3.6, pois a mesma permite deﬁmri utilizando-se o fator T(p(u)), mais adequado neste

caso.

Observacao 3.3.11. Das condicées (b) e (c) deduzimos que se u € WHPX (RN) satisfaz
I(uw) <0 el'(u) =0, entio também I(u) <0 e I'(u) = 0.

Com o proximo lema iniciamos a preparacao para obter um resultado de multiplici-

dade de solugoes para (P)\)u), utilizando a Teoria do género de Krasnoselski.

Lema 3.3.12. Para qualquer n € N, existe € > 0 tal que

onde

Demonstracao. Fixemos n € N e E um subespaco n-dimensional de W'P®) (RN). Para
ueEbEcom ul=1Te0<a<1,évalido

~ P— T+
I(ocu) < I N

J hju/ ™),
pP- T+ JrN

Seja
B = inf {J h[™ v e E, |Iv]| = 1} .
RN

Temos (3 > 0, pois de outra forma
J hivi "™ — 0
RN
para uma sequéncia (v) em E com ||vi| =1, Vk € N. Logo

|Vk|r(x),h(x) —0
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e, sendo dim E =n < oo, obtemos
”Vk” =1- O>

o que ¢ uma contradi¢ao. Desta maneira

~ 1
[(ou) < —abP- —AEOC”.
P- T+

Como 1, < p_, podemos escolher 0 < 6 < 1 e € =¢e(n) > 0 tais que

I(6u) < —7\2£5T+ < —e,Vu € E com |Jul| =1,

T4
mostrando que

dBs(0)NECT®

e assim, pela Proposigao 1.5.1,

n =y (dBs(0)NE) <v(I°°).

Para o que segue, definimos

5, = {c C WM (RN) \ {0}; C 6 fechado ,C = —C e y(C) > k} (k € N),

Ka={ueW*H(RN);T(u)=del'(u)=0}.
Proposigao 3.3.13. Suponha que p > po e A € (0,Ay). Entao

d, = inf I
=it

€ um valor critico negativo de I e, além disso, se
d=dy=di = =dia (1>0),
temos

y(Ka) > 1+1.

Demonstragiao. Vimos que I € C! <W1 () (RN),R), I é um funcional (PS)4 para d < 0,
I1é par e limitado inferiormente, I(0) = 0 e, pelo Lema 3.3.12, para cada k € N, existe

e = €(k) > 0 tal que y (Al;e) > k. O resultado segue entao do Teorema 1.5.2. [ ]
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3.3.3 Demonstracao do 3.1.2

Tomamos pu* = ps € Ay > 0 dado na Proposicao 3.3.13. Entao
y(de) >1,Vk € N.

Portanto

Ka, # 0, Vk € N.

Agora, ou os nimeros dy s@o todos distintos ou V(de) > 1, paraalguim d=dy =--- =
di1. Deste modo, em qualquer um dos casos, I possui uma infinidade de pontos criticos
com energia negativa. Logo, pela Observagao 3.3.11, I possui uma infinidade de pontos

criticos com energia negativa.
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4.1 Introducao

Neste capitulo consideramos a existéncia e multiplicidade de solugoes do tipo multi-

bump para a seguinte classe de problemas:

() —Aput + (AV(x) + Z(x))[uP™¥2u = f(x,u), em RV,
A

ue WHPO(RN)\ {0}, u> 0, em RN,

onde A > 0 é um parametro, o expoente p: RN — R é uma funcao lipschitziana, os poten-
ciais V, Z: RN — R sao funcoes continuas com V > 0 e a nio-linearidade f € C! (]RN X ]R)
possui um crescimento subcritico. Além disso, também consideramos o seguinte conjunto

de hipoteses:
(H) T<p-<ps <N

(Hy) Q = int V7'(0) # 0 e limitado, Q = V7'(0) e Q pode ser decomposto em k

componentes conexas Qy, ..., com dist (€, Q5) >0, se 1 # j;
(H;3) Existe M > 0 tal que

AV(X)+Z(x) >M,Vx e RN A > 1;

(Hy) Existe K > 0 tal que
‘Z(x)’ <K, Vx € RN:

(f1)
If(x,t)|

lim su Fefab—T

[t|— oo

< 00, uniformemente em x € RN,
onde q: RN — R ¢ continua com p, < q_ e q < p*;
(f2) f(x,t) =o(|tP+~"), t — 0, uniformemente em x € RM;
(f3) Existe 6 > p, tal que
0 < OF(x,t) < f(x,t)t, ¥x € RN, t € (0, 00),

onde F(x,t) = f; f(x,s) ds;
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f(x,t
(f;) Para cada x € RN, a funcao t € (0,00) — t(p)i’q)

¢ estritamente crescente;

(fs) Va,b € R, a < b, sup [f(x,1)] < o0.
xeRN
tela,b]

Um exemplo tipico de nao-linearidade verificando (f;) — (f5) é
f(x,t) = [t}9¥2t, Vx e RN, t € R,

onde p; < - e q <K p".

Em [40], motivados por [38] e [78], Ding & Tanaka consideraram (Py) com p =2 e
flu) =ud, q € (1, E—fi) se N> 3; q € (1,00) se N=1,2. Naquele trabalho, tais autores
demonstraram que (PA) possui pelo menos 2% — 1 solucoes uy, desde que os valores de A
sejam grandes. Mais precisamente, temos uma solucao para cada subconjunto nao-vazio
Y de {1,...,k}. Além disso, fixado Y, Ding & Tanaka também demonstraram que de
toda sequéncia Ay, — 0o podemos extrair uma subsequéncia Ay, tal que uy, converge em
H' (]RN) para uma funcao u, a qual satisfaz u = 0 fora de Qy = UjEY Qje Ui, jev, e
uma solucao de energia minima para

—Au+ Z(x)u =u9, em Qj,
u e Hé(Qj), u >0, em ;.

Em [7], empregando argumentos diferentes daqueles utilizados em [40], Alves esten-
deu os resultados descritos acima para o operador p-laplaciano, assumindo que em (P;\) a
nao-linearidade f = f(u) possui um crescimento subcritico e 2 < p < N. Em particular,
fixado Y C {1,...,k}, de qualquer sequéncia A, — oo podemos extrair um subsequéncia

An, tal que uy,, converge em whp (RN) para uma funcao u, a qual satisfaz u = 0 fora de

Qy e U, j € Y, é uma solugao de energia minima para
—Ayu+ Z(x)u = f(u), em Q,
u e W(])’p(Qj), u >0, em Q]

Nossa contribuicao relativamente ao problema (P;\) foi estender os resultados em [7]
ao operador p(x)-laplaciano, completando assim os estudos em |7] e [40]. Todavia, enfati-

zamos que em diversas estimativas, utilizamos argumentos diferentes daqueles encontrados
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em [7]. A principal diferenga esta relacionada ao fato de que para equagdes envolvendo
o operador p(x)-laplaciano nao é claro que o método de iteragdo de Moser seja uma boa
ferramenta para obter as estimativas para a norma L* (a menos que seja imposta uma
hipotese adicional, conforme fizemos no Capitulo 2). Felizmente, como estamos lidando
com um crescimento subcritico, pudemos adaptar algumas idéias diferentes exploradas em
Fan [44] e Fusco & Sbordone [50] que, diferentemente do Método de Iteragao de Moser,
nao exigem a imposicao de uma hipotese adicional.

Ressaltamos que no contexto de expoente variaveis, até onde sabemos, este é o

primeiro estudo relacionado a solugoes do tipo multi-bump.

O principal resultado demonstrado é o seguinte:

Teorema 4.1.1. Suponha que (Hy) — (Hy) e (f1) — (f5) sejam wvdlidas. FEntao, existe
Ao > 0 com a sequinte propriedade: para qualquer subconjunto nao-vazio Y de{1,2,...,k}
e A > Ao, o problema (P)\) possui uma solugdo wy. Além disso, se fitamos o subconjunto
Y, entao de toda sequéncia Ay, — oo podemos extrair uma subsequéncia Ay, tal que U,
converge em WHPX) (RN) para uma fungao u, a qual satisfaz w =0 fora de Qy = UjEY Q)

€ Wy j €Y, é uma solugao ground-state (ou seja, de energia minima) para

—Appou+ Z(x)u = f(x,u), em Qj,
wEWITI(Q), w2 0, em O

Uma vez que estamos interessados em encontrar solugoes nao-negativas, ao longo

deste capitulo, substituimos f por f*: RN x R — R definida como

f(x,t), set >0
f+(X,t) =

0, set <0.

Porém, por simplicidade, continuamos a escrever f em vez de f'.

4.2 O problema auxiliar (A;\)

Nesta secao estudamos um problema auxiliar a (PA), adaptando as idéias exploradas
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em del Pino & Felmer [38]. A partir de agora, suporemos que o parametro A é maior do

que ou igual a 1.
Observamos que o funcional energia I: Ex — R correspondente a (P;\) é definido

Ccomo

L(w) = JRN ﬁ (17" + (W) + Z60) P JR Flx, 1),

N

onde Ey = (E, |- [|») com

E= {u e WHPHI(RN); J V()™ < oo} ,
RN

(§]
[ullr = inf{o > 0; pa (%) < 1}»
sendo
ox (1) = J (\Vu\p(") + (AWV(X) + Z(x))|u|v(x)) .
]RN

Em vista da desigualdade
pa(u) > min {1, M}J ) (|Vu|p(x) + Iulp(")) , Yu € Ey,
R

¢ facilmente visto que E) — WP (RN) continuamente e, das imersoes de Sobolev, E,

h(x)
loc

estd imerso compactamente em L (]RN), para todo 1 < h < p*. Além disso, podemos

demonstrar que Ej ¢ um espaco reflexivo. Também, sendo © C RN um aberto, a partir

de
o) = | ([7u]"™ + (W +Z0) P = M| [ = Mool (4.1)
para todo u € E,, se escrevemos M = (1—38)""v, para algum 0 < § < 1 e v > 0, obtemos
Pr 0 (W) — VPp),0(u) > dpao(u), Vu € Ey. (4.2)
Recordamos que para qualquer € > 0, as hipoteses (1), (f2) e (f5) garantem que
f(x,t) < ¥ 4 Cft]9¥T vx € RN, t € R, (4.3)
e, consequentemente,

F(x,t) < e|tP™ 4+ C |9 vx € RN, t € R, (4.4)
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onde C, > 0 depende de €. Além disso, as hipoteses (f;) e (f3) nos permitem considerar

a funcio a: RN — R definida como

a(x) = min {a >0; foa) _ V} : (4.5)

apr(x)-1

Utilizando a funcdo a, podemos considerar a funcio f: RN x R — R definida como

~ f(x,t), t < a(x)
f(X,t) - )

vtP=T 0t > a(x)

a qual verifica a desigualdade

f(x,t) < vtPY1 vx e RN, t € R. (4.6)
Portanto
f(x, )t < v[tPY¥ vx e RNt e R, (4.7)
€
Flx, 1) < I%Itlp(’”, vx € RN, t € R, (4.8)

onde F(x,t) = f(t) f(x,s) ds.
Sendo Q = intV~'(0) formado de k componentes Qy, ..., com dist (Qi, Qj) > 0,

se 1 #j, para cada j € {1,...,k}, podemos fixar um dominio limitado suave Q_j’ tal que
Q;cQf e Q[NQ/ =0, sei#]j. (4.9)
Doravante, fixamos um subconjunto nao-vazio Y de {1,...,k} e
1, se x € QF

QY = UQ)'> Q“/r = UQj,> Xy =
jeY jer 0, se x ¢ QF.

Utilizando as notacoes acima, definimos as funcoes

g0, t) =xr(X)f(x, 1) + (1 = xr(x)) f(x, 1), (x, 1) € RN x R

t
G(x,1t) :J g(x,s)ds, (x,t) € RN x R,
0
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e o problema auxiliar

(A —Apu+ (AV(x) 4+ Z(x)) [ulP¥~2u = g(x,u), em RV,
A
ue WHH(RN),

O problema (A)\) esta efetivamente relacionado a (PA), pois se u, é uma solucao
para (A;\) verificando

w(x) < a(x), Vx € RN\ QF,

entao é uma solugao para (P;\).
Em comparacao com (PA), o problema (A;\) possui a vantagem de que o funcional

energia que o corresponde, qual seja, ¢: Ex — R definido como

br(u) = JRN ﬁ ({Vu\p(") + (AWV(x) + Z(x))|u|v(xJ) - JRN G(x, ),

satisfaz a condicao (PS), enquanto I, nao necessariamente satisfaz esta condigao. Deste

modo, o nivel do passo da montanha (veja Teorema 4.2.4) é um valor critico para ¢,.
4.2.1 A geometria do passo da montanha
Proposicao 4.2.1. ¢, satisfaz a geometria do passo da montanha, para todo A > 1.

Demonstracao. Seja u € Ey. De (4.4) e (4.8), temos

RN P-

1 v
da(u) > —pa(u) — eJ P — CeJ a0 — —J P
P+ RN

onde € > 0 e C. > 0 é uma constante que depende de €. Por (4.1), fixando € < p—Ni e
v<p.M (p]—+ — z\%)v obtemos
Pa(u) > apa(u) — Cepgr (1),

1
P+

) Y_ > (0. Assumindo

sendo ox = < i

Zle

[ully <min{1,1/Cq},

onde

|V|q(X) < CQHVHM Y € Ey,
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das Proposigoes 1.1.8 e 1.1.16 deduzimos
da(u) = af|uflf* — Cllufli™
Como p. < (-, existem 0 < T < min {1,1/Cq} e B > 0 tais que se |[u][y =1, entdo
dr(u) = B > da(0).

Por outro lado, fixando v € C§° (Qy), para t > 0 temos

tP(x) )
)= — (|W|[""+2Z p(")—JFt.
br() = | s (1P ZB)P ) = | Fix,
Se t > 1, entdo por (f3), concluimos que
1P+ X
dn(tV)S—J (19" 4+ Ze)wP) = ¢t J VP + G,
P- JrN RN

para constantes C;, C; > 0 e, como 0 > p,,

da(tv) — —o0, quando t — +oo.

O limite anterior implica que considerando u; = t;v com t; > ||VTH)\ e dr(tv) <0, para

||u|lx = r obtemos
da(u) > max {Px(0), pa(wr) },

mostrando a geometria do passo da montanha. ]

4.2.2 A limitagao das sequéncias Palais-Smale

Antes de demonstrar a limitacdo das sequéncias (PS)q para ¢, observamos que

como consequéncia de (f3) é valida a seguinte relacao:

- 1~ 1 1
Fix,t) — =f(x, )t < [ — — = | v[tP™, vx e RN, t e R. (4.10)
0 p(x) ©

Proposigao 4.2.2. Quaisquer sequéncias (PS)q para dx, A > 1, sdo limitadas.

Demonstracao. Seja (u,) uma sequéncia (PS)q para ¢,. Entao, existe ng € N tal que

1
dalun) — 6(1))/\(1"41)un < d+ 14 |un|r, para n > ny.
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Por outro lado,

<I%X) B %) (‘Vu“‘pw + (AV(x) + Z(x))|un|P(X)>

—J (]E(X,un) - %?(X) un)un> ) vn e N.
RN

dalin) — = b1 (un )y > JRN(]%X) - %)Qwﬂ\“*# (AV(x) + Z(x)) g P — vmw(x))

> <Pl+ - 16) (p?\(un) - Vpp(x)(ufn)) ) Vn e N.

De (4.2) deduzimos

B (un) — ~ 4 (un)un > (l _ 1) 5on(1n), ¥ € N.
p+ ©

Portanto, pelo Corolério 1.1.17,

1 1
a1+ max {pr (1) 7, pa 1) P} > (p— - 5) Son(1n), ¥ > T,
+

e (u,) é limitada em E,. ]

4.2.3 A condicao Palais-Smale

Proposigao 4.2.3. ¢, € um funcional (PS), para todo A > 1.

Demonstracgao. Seja (u,) uma sequéncia (PS)q para ¢,. Pela Proposicao 4.2.2, (u,) é
limitada em E,. Como E, é um espaco reflexivo, a menos de subsequéncia, existe u € E,
tal que U, — u em E,. Além disso, utilizando que E) — WP (RN) e as imersoes

compactas de Sobolev, obtemos

m(x)
loc

U, — uem W]’p(x)(RN) e U, —uemlL (RN), se 1 <m<p".

Afirmacgao 1. Para qualquer € > 0 dado, existe R > 0 tal que

lim sup

J <|Vun‘p(x) + (?\V(X) + Z(x))lunlp(x)> < €.
n RMN\Bg(0)
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Seja R > 0 suficientemente grande tal que Q3 C B 2 (0) eng € C® (RN) satisfazendo

0, x € Bx(0)
T]R(X) = g y
1, x € RN\ Bg(0)

C
0<m<Te |sz‘ < R onde C > 0 independe de R. Entao

De 4.7 obtemos

C <l i}
I < oy (un) (unmg) + EJ |LLn||VLLn|p( a -|-VJ P ™.
RN RN

Utilizando a desigualdade de Holder (Proposigao 1.1.6) e a Proposigao 1.1.5, deduzimos

€ p——1 p+—1 v
I S d)),\(un) (unT]R) + ﬁ’un|p(x) max{|Vun’p(X) s ’vu,n‘p(x) } —+ MI'

Como (u,) e (}VunD sdo limitadas em LP™ (RN), segue-se que

J (|Vu,,1|p(") + (\WV(x) + Z(x))lunlp(")) < on(1) +
RN\Bg(0)

Em consequéncia

~l O

lim supJ (\Vun}p(") + (W) + Z(x))mw(x)) <
RN\Bg(0)

n

Portanto, dado € > 0, escolhendo um R > 0 possivelmente ainda maior, temos R <€,0
que demonstra a afirmacao.
Afirmacgao 2. As sequintes afirmativas sao vdlidas:

(a) IRN g(xau"n)un — J‘RN Q(X) U.)'LL,'

(0) [pn 9 un)v = [pn glx, u)v, Wy € Ey.

Dado € > 0, considere R > 0 como na Afirmagao 1 e

L = J |g(%, un)un — g(x, wu| e I = J |9 (x, un)un — g(x, w)ul.
Br(0) RN\Bg(0)
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Das formulas 4.3 e 4.6, obtemos
lg(x, t)t] < vtPY + C Jt[9%)) vx € RN, t € R.

Como para qualquer 1 < h < p*, a imersdo Ej — L' (BR(O)) ¢ compacta, utilizando o
Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, concluimos que I; — 0. Por outro lado,

como RN\ Bg(0) € RN\ Qf, de 4.7 deduzimos

lg(x, t)t| = f(x, t)t < v[tP™, ¥x € RN \ B(0),t € R.

Portanto
L < J VP vJ )
RN\Bg(0) RN\Bg(0)
<| (V™ VO 2 ) v |,
RN\Bg(0) RN\Bg(0)

Como u € [PW (RN), aumentando R > 0 caso seja necessério, podemos admitir

€
J |u|p(><) < =,
RN\B(0) A

Consequentemente, pela Afirmacao 1, apds passagem ao limite superior, obtemos

limsup I, < 2e, Ve > 0,

n
implicando que
limI, = 0.
n

Deste modo, temos (a). O raciocinio para (b) é analogo.
Afirmacgao 3. Considerando

n

P] (X) — ({vu,n‘p(x)—zvu,n . {Vu‘p(XJ_ZVLQ ) (VLL“ . vu)

P2(x) = (Tun/P™ 2, — P 2u) (u, — w),
€ vdlido que

J (Pl(x) + (AV(x) + Z(x))Pi(x)) — 0,
RN
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De fato,

JRN(pL(x)+(Av(x)+z(x))Pﬁ(x)) bl

RNg(x,un)uﬂ—d>£(un)u—J g(x, un)u

RN

—J Qv@WHvawwﬂn+@wm+zumww4uwfug.

RN

Obviamente, @5 (Un)un, dy(un)u e
J !Vu‘pm*zVu -V(u, —u)
RN
sao o, (1). Agora, observamos que o funcional linear \,: Ex — R definido como
Pa(w) = | V) Z00) P 2,
RN

satisfaz, pela desigualdade de Holder (Proposigao 1.1.6), a estimativa

x)—1

i) < 2| (W) + 200) T 2

1

(AV(x) + Z(x)) ™ Tw

p(x)

p(x)—1

Desta maneira, se ||[w|[y < 1, entéo
| v+ Zew™ < oyt <1,
RN

implicando que
(x)—1

() < 2| (WG] 200) T P

P(x)
px)—1

isto é, U, é limitado. Assim
| V09 + 200 P 2y -
RN

¢ também o0, (1). Portanto

|| (Pro0+ (VG0 + 200 PRx)) = 0n1)+ |

Da Afirmagao 2, obtemos o desejado.

Para finalizar, observamos que os mesmos argumentos utilizados na demonstragao
da Proposicao 2.2.4 implicam que u, — u em E,, demonstrando que ¢, é um funcional
(PS). [ ]

Teorema 4.2.4. O problema (A;\) possui uma solu¢do (nao-negativa), para todo A > 1.

Demonstracao. O resultado segue diretamente do Teorema do Passo da Montanha de

Ambrosetti & Rabinowitz 1.3.7. n



CAPITULO 4. SOLUGOES DO TIPO MULTI-BUMP PARA UMA CLASSE DE PROBLEMAS QUASILINEARES EM
112 RN ENVOLVENDO EXPOENTES VARIAVEIS E CRESCIMENTO SUBCRITICO

4.3 A limitacao das solucoes para (A;\)

Nesta se¢ao estudamos a limitagdo no complementar de Q. de algumas solugdes para
(A)\). Com esta finalidade, adaptamos para o problema (A;\) argumentos encontrados

em Fan [44] e Fusco & Sbordone [50]. No que segue,

a_ = inf a(x).
xERN

Observamos que devido a (f;), temos a_ > 0.

Proposicao 4.3.1. Seja (W) uma familia de solugdes para (A)\) com uy — 0 em
whpi) (]RN \Qy), quando A — oo. Entao, existe A* > 0 tal que

|u7\|OO’RN\Q_/Y S a_, VA Z A

Portanto, uy é uma solugao para (Py) caso A > \*.

Antes de demonstrar a proposicao acima, necessitamos mostrar alguns lemas técni-

COS.

Lema 4.3.2. Existem x1,...,X; € 0Q% e correspondentes d,, ..., > 0 tais que
1
00y C NV (007) = JBay (xi).
-1

Além disso,

@ < (pY), (4.11)
onde o
X4 Xq . X\ * p_l
' = su = inf e (pH) = ————.
4 By, (I?éi) b P Bs,, (xi) P (P ) N — p’f

Demonstragao. De (4.9), concluimos que Qy C Q4. Portanto, existe > 0 tal que
Bs(x) € RN\ Qy, ¥x € 00.

Como q < p*, existe € > 0 tal que € < p*(y) — q(y), para todo y € RN. Entdo, por
continuidade, para cada x € 003 podemos escolher 0 < 6, < & suficientemente pequeno

tal que
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onde

. Np*
Y= su = inf pe (p°) = .
@i = sup d) P = inf p (P) == o

Cobrindo 0Q)4 pelas bolas B %X(x), x € 0Q), e utilizando sua compacidade, existem

X1y ..., X1 € 004 tais que
1
00y C | By, (x).
2
i=1

Lema 4.3.3. Se u) € uma solu¢ao para (A)\), em cada Bs, (xi), i =1,...,1, dada pela

Lema 4.3.2, € verificado que

I

onde 0 < 8 <8 < Oxs k > %, C= C(p,,p+,q,,q+,v, éxi) > 0 nao depende de k e,
para R > 0,

x:

|Vu7"p§ = C<(kq+ + 2) ’Ak,g,x1| + (g_8>_(pl) J (u7\ - k) (Pii)* )»
A, ~

k,g,xi

Ak,R,xi = BR(Xi) N {X c RN N U}\(X) > k} .

Demonstracao. Sejam 0 < § < 5 < oy, e £ €C™ (RN) tal que

2
0<&<T, supp & C Bz(xi), & =1 em Bs(xi) e |[VE| < =5

a_
Escrevemos u) = u e, para k > R definimos n = &P+ (u — k)*. Observamos que

VN =p.& (u—k)VE+ £ Vu
em {u > k}. Agora, tomando 1 como uma funcao teste, obtemos

b e e ves | e

k,8,%4 Ak,é,xi

+ J (7\V(x) + Z(x))up(")_] EPr(u—k) = J g(x, w) &P (u—k).
A A

k,g,xi k,g,xi
Definindo
p(x)
J = J £+ |vul",

k,g,xi
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e utilizando que v < AV(x) + Z(x), Vx € RN, concluimos que

J <p. L £+ (w—K) |V | v (4.12)

k,8,x4

—j VP EP (1 — k) + j 9% WEP (1 — k).
A

Ak,g,xi k,g‘xi

De (4.12), (4.3) e (4.6), deduzimos

T e A

k,g,xi

S e g e | T et e (),
A A

k,g‘x;L k,g,xi

implicando que

J < p+J gpt (1 — k) }Vu|p(x)_] |V£} 4+ CVJ R (w—k).
A,z A

K, 0,%x4 k,0,%x4

Da desigualdade de Young, para x € (0,1) obtemos

—1 v —k p(x)
J < p+(py )X'” T perXmJ (E _)
— — A ~

p . d5—20
+ (x)
q_ Ak,g,xl q_ Ak,g,x1 6 - 6
Escrevendo .
w—k\ )
0-] (8
Ak,g,xi 6 - 6

para X ~ 0" fixo, devido a (4.11), concluimos que

2v P ) Cy 29 (qy — 1) (14 83%) )
J < 2]+ P (IAgsl + Q) + . (IAs.l +Q)
Cy29% (gy — 1) (1 + k9+) Cy (1483
+ 1 T |Assn %(Mmm +Q)-

Portanto

| et <y <cft s njag,l+ ).
A

k,g,xi

para uma constante positiva C = C(p_,p+, ey g4y V, 5,‘1) que nao depende de k. Como

‘Vu‘pii —1< Wu’p(x), Vx € B, (xi),
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obtemos

JA |Vu|p3 <C [(kq+ + 1) ‘Ak,g,xi’ + Q] + ’Ak,'é,xi

k,g,xi

k,8,x4

<c <<k‘*+ g+ (5-8) " (u—k)("”)*) ,

para uma constante positiva C = C(p,,er, d—y q+,V, éxi) que nao depende de k. [

A demonstracao do proximo lema pode ser encontrada em [61, pagina 66].

Lema 4.3.4. Seja (J,) uma sequéncia de nimeros nao-negativos satisfazendo
Jatr < CBHHCLH) n=0,1,2,...,

onde C,n>0eB>1. Se

Jo< CTHB W,
entao Jn, — 0, quando n — oo.

Lema 4.3.5. Seja (wy) uma familia de solugdoes para (A}\) com uy, — 0 em WHrK) (RN \
Qy), quando N — oo. Entao, existe A* > 0 tal que

|u)\|oo’N(aQ{() S a_, VA Z )\*.

Demonstragao. E suficiente demonstrar a afirmagdo em cada bola Bs,, (xi), i = 1,..., 1,
=

dada pelo Lema 4.3.2. Sejam

' 5x~1 6%-l < gn + gn-H a_ 1
61’1: 2 +2n+1’ 511:7’ anT(]—W),n:O,],Z,....
Entao
- b~ =~ a
Sal S5 Bar <8 <En, knl 5
Definimos

MM:h:L (i) — k)P n=01,2,...,

kn,dn,xj

e fixamos & € C! (R) tal que

Al w

0<ELST, E(t) =1, setﬁ%, e &(t) =0, set>

ol 5.
Enlx) =¢& 5 (‘X_Xi‘_ ;1) ,XERN,T‘L:O,LZ,...’

Sendo
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temos &, = 1 em BEHH (xi) e & =0 em BE (xi). Escrevendo uy = u, obtemos

Tt < J (w0x) — Ko )En (x)) )

A

Kng1,0n,%4

— J (= ki) () En () P
Bsy, (x41)

< C(N,pY) ( \V((u—knﬂ)*an)(ﬂ\pﬁ)

IBsy, (xi)
()"
[ xq xi xq |2
([ ] o)
M 18X K 1,0m,%4
Como
IVEL(X)| < C(8x)2", ¥x € RY,
p
escrevendo Lﬁf) = Tn+1, concluimos que
TTIJr] S C(Nﬂﬁl, 6Xi> (J ‘Vu‘Pf + anii J (LL - kn+1 )pXi> .
Kn1,8m5%¢ Akn+1 o,
Utilizando o Lema 4.3.3, deduzimos
TT'H—] S C<N)p)il) 6Xi> ( (kﬂi‘l + 2) |Akn+1,gn,xi
2T‘L+3 (pii)* Xi)* X xi
* J (u—Kny1) (=) +27 J (w—Kknp1)P-
6Xi A ~ A <
Kn41,0n,%4 Kn41,8n,x4
S C(N’p)ﬁ» 6Xi> ( (kﬂjﬁ + 2) |Akn+1,gn,x-l
+ 2n(p§)* J (u—kns1) (=) + 2 J (U — Kn1 )pXi) .
Akn+] B Akn+1 Bnxg

Pela desigualdade de Young, obtemos

(u— kn-i-])(pXi)*) .

A

(u—kn+1)p>ii < C<P§> (‘Aknwagmxi +

kn41 Bnxg kn41 noxg

Portanto

Tu < (N 5,5, (( ($)" 42027 )iA s

+ 200 4 o In) .



4.3. A LIMITAGCAO DAS SOLUCOES PARA (A,) 117

Por outro lado, como

n+1 )én)xi

o > L k) 2 (e = k) PR
sy ()"
()

Jaet < C(N, P, 84,0404 ) (zn(pxi)*ln + 2 () g, 2n ) 2“"Xi1“) '

segue-se que

| Kna1,0m,Xq

e, por conseguinte,

Seja o = (p* + (p™*)"). Logo

]n+1§C(N,p’f,6Xi,a_,q+> 2 o0 |

isto é,
In—H S CBn]lL+n>

X *
(»2) “
i

onde C = C(N,p’f,éxi,a,, q+), B—2 " en= (Z_X.) — 1. Agora, como u, — 0 em

1

\ *

WIPK (RN Oy, A — 00, e WPH(RN\ Qy) — L) (B (x1)), existe A; > 0 tal que

i

N (P R e

0% 0%

3=

B™W, VA > A

Pelo Lema 4.3.4, J,(A) — 0, n — oo, para todo A > A; e, como

L - (ux—a—)(p_)* <Tu(A),n=0,1,2,...,

segue-se que

a_
u, < 7 < a-, em BEA(Xi), se A > A
2

Assim, considerando A* = max{A1, ..., A} concluimos que

|u}"OO,N(aQ+) < a_, VA Z A*
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Demonstracao da Proposicao 4.3.1. Seja A > A*, onde A* > 0 é dado no Lema 4.3.5.
Definimos

(X)) = (wm—a)" (x), x e RN\ Q.

Pelo Lema 4.3.5, podemos considerar 11, € W;’p(x) (RN\ Q). Demonstraremos que Uy = 0

q.t.p. em RN\ Qf. Isto implica em

<a

JEPYANEN \Q4

De fato, estendendo u, = 0 em QY e tomando u, como fungao teste, obtemos

(V) + 200 Pt = g ) T
RN\Q/

J vw v, +J
RN\Q/

RN\Q/

Como

T g
Y

RN\Q/

J (AV(x) + Z00) )Y 2y = J (AV(x) + Z0))uE™2 (T + a) Ty
RN\OY (BMOg),

~ X, U ~ ~
J g (x,up) Ty =J M(urﬂl—)um
RN\Q, (IRN\Q{r)Jr Uy

onde

(RN\Q§)+:{XERN\Q§;1¢>\(X) >a_},

concluimos que

J |Vﬁy\|p(x) - J ((AV(X) + Z(x))uﬁ(x)fz _ 20 7
BN\0f (=M04) )

Agora, devido a (4.6), em (]RN \Q{()Jr temos

g (X> 'LL)\) > Vu};(x)fZ . f (X> 'LL)\) > 0.

(AV(x) + Z(x))ug\’(x)f2 - -

Desta maneira, uy = 0 ¢.t.p. em (RN \QQ)JF. Obviamente, u, = 0 nos pontos em que

uy < a_ e, consequentemente, Uy = 0 q.t.p. em RN\ QF. [
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4.4 A condicao (PS)y

Definicao 4.4.1. Uma sequéncia (u,) em W'PX (RN) € dita uma sequéncia (PS). para
a familia ($r),-; se existe uma sequéncia (Ay) em [1,00) com A, — 00, quando n — oo,
tal que )

da, (un) = ¢ e ||dy, (wn)|| = 0, quando n — oo.

Proposicao 4.4.2. Seja (w,) em WP (RN) uma sequéncia (PS)s para (da)ys,. Entdo,
a menos de subsequéncia, existe w € WHPK (RN) tal que u, — uw em WHPK (RN). Além

disso,
(@) pa, (U, —u) — 0 e, consequentemente, u, — w em WHPX (RN);
(b)) u=0em RN\ Qy,u>0cw,,j €Y, é uma solugio para
)

—Apu+ Zx) PP = f(x, 1), em Qj,

(P3)
T wew ()

¢) Jen AV unP™ — 0;
(@) oy ) = [ ([Fu[™ + ZEIPM), seje ¥
(e) PALLRN\Oy (up) — 0;
(1) dn,(wn) = Jo, 5k ([9u"™ + Z0RP) = [, F
Demonstracgao. Repetindo o raciocinio utilizando na demonstragao da Proposigao 4.2.2,
obtemos que (pxn(un)) ¢ limitado em R. Por conseguinte, (||un||;\n) é limitada em R e
(uy) é limitada em WX (RN). Assim, a menos de subsequéncia, existe u € WPX (RN)

tal que
U, — win WPH(RY) e u,(x) = u(x) q.t.p. em RN,

1
Definimos agora, para cada m € N, o conjunto C,, = {x eRN: V(x) > n_l} Logo

[T WA

Sem perda de generalidade, podemos admitir que A, < 2(A,, — 1), Vn € N. Entao

Zm C

Jo ) < S| V9 + Z00) ™ < Fhon, ) <
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sendo C > 0 uma constante que nao depende de n. Do Lema de Fatou, deduzimos

J luP™ < lim ian I, P < lim
n

m m

Portanto

[, e =o,

implicando que u = 0 em C,, e, consequentemente, u = 0 em RN\ Q. A partir disto,

demonstramos:

(a) Como u = 0 em RN\ Q, repetindo o argumento utilizado na Proposicao 4.2.3,

obtemos
J (PLOO + (AV00) + Z00) P2 () — 0,
]RN
onde
PLO) = (V™ V= [T V) - (Vi — V)
e

Pa(x) = (lunP™un — ™) (un — )

Portanto, px, (1, —u) — 0, implicando que u, — u em WHPX (]RN);

(b) Como u € WhHr (RN), podemos supor que u € Wg’p(x) (Q) ou, equivalentemente,

up, € W;’p(x) (Q), paraj =1,...,k. Afirmamos que

J (1w Vo + Zx)™ ue) —j g(x,u)e =0, Yo € C(0Qy),
Q; Q-
(4.13)

)

e, portanto, u;, € uma solugao para
)

—Appu+ Z(X)’UP(X)_ZU = g(x,u), em Qj,

uc W(]),p(x) (Q]) .

Deste modo, se j € Y, entao u, satisfaz (P;). Caso contrario, obtemos
)

J (|Vu|p“) + Z(x)lu!p(")) ~ J flx,Wu = 0.
Q; Q

j
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Utilizando esta relagao, (4.7) e (4.2), concluimos que
0 > pro; (W) — VPpx),0; (1) > dpr 0, (u) > 0, para qualquer A > 1,
de onde se segue que U, = 0. Isto mostra que u = 0 fora de Qy e u > 0 em RN,

Devemos mostrar entao (4.13). De fato, como ¢; (u,)@ — 0, é suficiente que

d,= — 0.

Q;

d))/\n (un)o— (JQ(‘Vu‘P(X)—ZVu Vo + Z(X)|u|P(x)72u(p) —J g(x, u)(p)

Agora
d, gJ “Vun‘p(x)fzvun o |Vu|p(x)72vu) ‘V(p‘ + KJ ‘|Lbn|p(x)_2un o |u|p(x)—2u||(p|
Q; 0,

+J }(9(X)%)_9(X)u))¢)}
Q

j

Da desigualdade de Holder (Proposigao 1.1.6), obtemos C > 0 independente de n

tal que
dn < C(A1(n) + Az(n)) + Asz(n),
onde
_ px)-2 px)-2
Ai(n) = “Vun‘ Vu, — [Vu| vul
p(x)—1
Ax(n) = ‘|LLn|p(X)72u’n — [Py "
p(x)—1
(]

Az(n) = J [(9(x,un) — g(x, 1)) @]
j
Do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebegue, Az(n) = o,(1). Quanto a

A1(n), observe que sendo

p(x)
px)—1

J V"V~ [Vu o
Qy

P 1

==
TE

< zp'it]J [Vun "™ — [Fat = Fu"™ 7 (Vu, = V) — [Fuf" o
Q;

+2r T J Vi, — V™,

)

pela Proposicao 1.2.1, deduzimos A;(n) = o,(1). O argumento para A;(n) é ana-

logo. Consequentemente, d,, — 0;



CAPITULO 4. SOLUGOES DO TIPO MULTI-BUMP PARA UMA CLASSE DE PROBLEMAS QUASILINEARES EM
122 RN ENVOLVENDO EXPOENTES VARIAVEIS E CRESCIMENTO SUBCRITICO

(c) Segue de (a), uma vez que

J AV fun P = J AVt — WP < 200 (s — 1):
RN N

R

(d) Sejaj €Y. Pelo item (a), concluimos que

pp(x),Qj’ (u’n - U), pp[x),Qj’ (Van — V'LL) — 0.

Utilizando a Proposicao 1.1.12, obtemos

J <\Vun|p(x) — \Vu\pm> — 0, J Z(x) (un P — ™) = 0.

’

Do item (c),

J AnV(x)(mn’P(X) _ |u’P(X)) :J )\nv(x)’un’p(x) 0.
Q!

ij\ﬁj
Assim,
p)\n,Qj’(u/n) — P (u) — 0.

Como u =0 em QJ \ Qj, temos

PAn,0/ (Un) — J (!Vuﬁ’(") + Z(x)|u|P(X)) ;
Q

(e) Pelo item (a), temos p,, (u, —u) — 0. Disto

p?\n,RN\QY(un) — 0,
poisu=0em RN\ Qv;

(f) Podemos escrever

Orn ) = 3 [ (19 (V) + 200 ™)

jer 1O p(x)

1 Pl W)
+JRN\Q,YP(X) (17w + V) + Z00) unl?™) JRNG(x,un).

Raciocinando analogamente a (d) e (e), obtemos

1 (x) . o )
L/ p(x) Ovu‘l}p + (AV(X) + Z(x)) [un ! )) — JQj o (‘Vu‘p + Z(x) [ )) ,

i



4.5. UM VALOR CRITICO ESPECIAL PARA ) 123
e
1
J (19" + (Vi) + 2060 ™) 0,
RNM\Q/, P(X
Do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos
J G(x,u,) — J F(x,u).
RN Qy
Portanto
1 ) ()
dr(un) = | —— (IVuP™ + Z(x)uP™) — | F(x,u).
Qy p(x) Qy
]

4.5 Um valor critico especial para ¢

Para cada j=1,...,k e A > 1, considere

1= (oo s )| s e,

j

o funcional energia correspondente a (P;), e

da(u) = L! ﬁ (\Vu\p(x) + (AV(x) + Z(x))lulp(")> _ JQ! Fix,u), ue WP (Q)),

o funcional energia correspondente a
—Apu+ (AV(X) + Z(x)) ulP2u = f(x,u), em Qf,
% =0, sobre an’.

Verifica-se que Ij e ¢, satisfazem a geometria do passo da montanha e sejam

¢; = inf max L;(y(t)) e ¢y; = inf max t
) yer telon) i(v(t) M T e telo] a; (v(1),

os respectivos niveis do passo da montanha, onde

= {y c c([o, 17, Wit (Qj)) Lv(0) =0 e L(y(1) < o}
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My = {y e c<[o, 1], Whei) (Q{)) L ¥(0) =0 e ¢y (y(1) < o} .
Invocando a condigao (PS) sobre Ij e ¢, ;, garantimos a existéncia de wjy € Wg’p(x) () e
wy; € Wl (_Q]-’ ) tais que
L(wj) =¢ e Tj(w) =0,
brj(wag) =g e drj(wag) =0
Lema 4.5.1. As sequintes afirmativas sao vdlidas:
(Cl) 0< CAj < Cj, VA > 1, V] 6{],...,](},’

(b) caj — ¢y, quando A — oo, Vj € {1,...,k}.
Demonstragao.

(a) Como Wg)’p(x) (Qj) c whriy (Qj’), obtemos

c(lo,1,Wg" () < e (10,1, W (a))).
Paray € T, temos ¢ (v(1)) = L(v(1)). Assim, [ C I};. Portanto

chj = inf max ¢a;(v(t)) < inf max ¢y ;(y(t)) = inf max L;(y(t)) = c;.

M ey te[o,uq))"] (v(1) < e, te[O,]]d))\'] (v()) YeT; t€(0,1] i(v(1) )

(b) E suficiente que Crnj — Cjy, quando m — oo, para quaisquer sequéncias (A,) em
[1,00) com A, — 00, quando n — oo. Seja (A,) uma tal sequéncia e considere uma

subsequeéncia arbitraria de (ca, ;) (ndo renomeada) . Seja w, € WHPK (Q]’ ) tal que

Danj (Wn) = cany € d5 5 (Wn) =0.

Pelo item (a), a sequéncia (C;\mj) ¢ limitada, logo existe (wnk) subsequéncia de (Wn)
tal que dy, (wnk) converge e d)),\nk;j (wnk) = 0. Repetindo os mesmos tipos de ar-
gumentos explorados na demonstracio da Proposicao 4.4.2, existe w € WHPK) (Q]/ )
satisfazendo

Wy, — wem € WP (Qj'), quando k — oo.
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Consequentemente,
wn, = wem € LPY(Q/\ (Q), quando k — oo,
implicando que
J ’Wnk|p(x) — J w[P™, quando k — oo.
oG, foriYen
Além disso, temos

J Wi, P 50, quando k — oo.
Q].'\(Tj
Portanto, w = 0 em Q \H), ou seja,
w e WLp(X] (Q)
0 i)
Agora, podemos mostrar que

CAnyj = cb?\nk»i (wnk) — Lj(w), quando k — oo.

0=y, ; (Wn,) =T (w).

Logo, devido a (f4),

h]{n C?\nk,]' > Cj.

Esta tltima relagdo em conjunto com o item (a) implica que
Chnyj — €y quando k — oo,

o que estabelece o resultado assertado.

Para cada j € {1,. . .,k}, escolha R; > 1 tal que
1
0< I]' EW]' ,Ij(Rjo) < Gj.
j
Se definimos

R = min R;j,
1<j<k
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entao

1
0< I]' (EW)) ,Ij(RWj) < Cjy paraj = ],...,k. (414)

Além disso, é valido

¢ = max L(tRw: araj=1,...,k.
i tell/R2. 1] ]( ])> p ) y y

Doravante, para simplificar a notacao, renomeamos as componentes ()5 de (O de maneira

que Y ={1,2,...,1}, para algum 1 < 1 < k. Entao definimos:

1
‘YO(th-'-)tl)(X) = thRWj(X)) V(th-")tl) € [1/R2)1]l)
j=1

o= {yec(l1/R} 1, Ex\{0}); v = o sobre 3[1/R* 1]'}

byy = Inf max t1,...,t1)).
AY VED(t1,...,t1)e[1/R2,1}1(b)\(Y(]) 1)

Nossa intengao agora ¢ demonstrar que byy € um valor critico para ¢,. Para isto,

necessitamos de alguns lemas técnicos.

Lema 4.5.2. Qualquer que sejay € Ty, existe (s1,...,s1) € [1/R? 1]" tal que
by (Vs1y-vys1)) (Y(s1y.vy8)) =0, Vi €Y.

Demonstracao. Dado y € T, considere y: [1/R% 1]' — R! tal que

V(6 = (611 (YO)V(E), o, GL (V(O)Y(8)), onde t = (&1, ).

Para t € 9[1/R%,1]', é valido que Y(t) = vo(t). Disto, observamos que nao existe t €
0[1/R%,1]' com ¥(t) = 0. Com efeito, para qualquer j € Y,

dx; (Yo(t))vo(t) = L(tRwj) (tRwy).
Desta forma, se t € 9[1/R* 11!, entao t;, = 1 ou tj, = %, para algum j, € Y. Consequen-

temente,

B, (81 ol0) = I, (R ) Ry ou b, (ol6)vo0) =T, (o ) (e )
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Portanto, valendo ¢5; (vo(t))Yo(t) = 0, obtemos Ij, (Rwj,) > ¢;, ou L, (zwj,) > ¢, 0
que é uma contradi¢do com (4.14).

Calculamos agora o grau deg (?, (1/R% 1) (0,..., 0)). Como

deg (¥, (1/R4, 1Y (0,...,0)) = deg (Yo, (1/R, 1)} (0, ..., 0)),

e, para t € (1/R%, 14,

concluimos que
deg (v, (1/R4, 1) (0, ...,0)) = (=)' £0,

demonstrando a existéncia de (sy,...,s) € (1/R%, 1) tal que

d);\,j (V(Sh .. -)51)) (Y(Sh . ->Sl)) =0, €.

Proposigao 4.5.3. Se
1 1
Cay = E Crj € Cy = E Cj)
j=1 j=1

entao
(a) caxy <bpy <cy, VA>1;
(b) bay — ¢y, quando A — oo;
() dr(v(t)) <cv, A>T,y €T, et =(tr,...,t,) € O[1/R 1]\

Demonstracgao.

(a) Como vy, € T, obtemos

1
b)\Y S max A Yo t,...,t = max L(tiRw;) = Cry.
’ (th-natl)EH/Rzyﬂld) (voltr, -, 1) (n,...»tl)en/Rz,ﬂl; j(Rw)

Fixando s = (sy,...,s) € [1/R? 1]' dado no Lema 4.5.2 e recordando que

ey = inf {brj(w); w e WHHI(Q)) \ {0} e by (wu =0},
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segue-se que
drj(v(s) > erj, Vj €Y.
Como de (4.8) temos

Prarvioy () >0, Vu € whpi) (RN \Qw/r)>

concluimos que
1
Z V6= (tyy...,t) € [1/R? 1)

Logo

max t,...,4)) > s)) >c¢
B da(v(try ..o, 1)) = da(v(s)) > ear,

e, portanto,

bay > ey
(b) E claro a partir do item anterior, pois ja sabenos que Crj — €5, quando A — o0

(c) Parat = (ty,...,t) € 9[1/R%, 14, é valido que y(t) = vyo(t). Disto,

1
= > L(t;Rwy).
j=1

Escrevendo
!

da(v(t)) = Z L (tRwj) + L, (15, Rwy, ),
o

onde tj, € {3,1}, de (4.14) deduzimos

P (‘Y(t)) <cr—¢,

para algum € > 0, mostrando (c).

Corolario 4.5.4. by y € um valor critico de ¢y, para A suficientemente grande.
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Demonstragao. Suponha que by, nao ¢ um valor critico de ¢5, para algum A > 0.
Mostraremos que existe Ay tal que A< Ao. De fato, pelo item (c) da Proposi¢ao 4.5.3,
temos

Pa(volt)) < ey, VA>1,t € 0[1/R* 1%

Deste modo

M = max ~ t)) < cy.
tcall/R2,1]L x(volt)) < ex

Pelo item (b) da Proposi¢do 4.5.3, temos byy — cy, de onde existe Ay > O tal que se
A > Ay, entao
M < byy.
Portanto, se A > Ao, podemos considerar T = T(X) > 0 suficientemente pequeno, com a
propriedade de que
M <bsy—2T. (4.15)

A partir do Lema de deformagao [[82], pagina 38|, existe n: Ey — E, tal que

T

n (cb;mﬂ) C cb;“_ e n(u) =u, para u ¢ o' (lbgy — 27, by + 21]).

Entéao, de (4.15), obtemos
¢ (vo(t)) < byy — 21, Vt € [1/R%, 1]
e, consequentemente,

n(vo(t)) =vo(t), Vt € 8[1/R* 11",

Agora, utilizando a defini¢ao de by ., existe vy, € I, com

rbrt) = b 4.1
teﬁ}%zfﬂl d))\('}/ ( )) < ALY +T ( 6)

Definindo
Y(t) =n(v.(t), t € [1/R* 1]}

devido a (4.16), temos

b5 (V(t)) < bjy— 1, ¥t € [1/R% 1]
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Mas, como
Y(t) =n(vo(t)) =vo(t), Vt € [1/R* 1],

concluimos que y € T,. Desta forma,

bX’Y = teﬁ}%g{,ﬂl P (Y(t» = bX’Y -0

o que é uma contradicao. Portanto, A< Ao- [

4.6 A existéncia de solucoes multi-bump para (P;\)

Com o intuito de demonstrar o Teorema 4.1.1, necessitamos encontrar solu¢oes nao-
negativas 1y, para valores grandes de A, as quais devem convergir em WP (]RN) para
uma solugao de energia minima de (P;) em cada Q; (j € Y) e para 0 em RN\ Qy, quando
A — oo. Com esta finalidade, mostramos duas proposi¢oes que em conjunto com as
Proposicoes 4.4.2 e 4.3.1 implicam o Teorema 4.1.1.

Doravante, denotamos por

1 1
1 1
T = RP+ E <——5> Cj, Bﬁz{ueE;\;p;\(u)gr}

=1 \P+

T={uek; dr(u) <cr}

Além disso, para valores pequenos de p > 0, também consideramos
AN ={u € BY; papmiay (W) < 1y [dpy(w) — gl < g, Vi € Y}

Observamos que
1
w = ZW]' S Aﬁﬂ (I);\Y,
j=1
mostrando que A} N ¢3" # (. Fixando
O<pu< L (4.17)
h<y r)rélrn Cj, :

temos a seguinte estimativa uniforme Hc[))’\(u) H na regiao (Aéu \ Aﬁ) N$yr.
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Proposicao 4.6.1. Seja u > 0 satisfazendo (4.17). Entao, existem A, > 1 e 0y > 0

independente de A tais que

|[dr(W)|| = 00, para A > A, e we (A, \ AL NS (4.18)
Demonstragao. Suponhamos que existam A, — oo e u, € (Aﬁ; \Aﬁ“) N ¢y’ tais que

o3, (un)]| = ©.

Como u, € AE‘E, isto implica que (p;\n(u,n)) é uma sequéncia limitada e, consequente-

mente, segue-se que ((b)\n (un)) também é limitada. Portanto, passando a uma subsequén-
cia se necessario, podemos admitir que (d);\n(un)) converge. Logo, da Proposi¢ao 4.4.2,

existe 0 <u € W;’pm (Qy) tal que u, , j € Y, & uma solugdo para (Pj),
)

Pan RN\Qy (un) =0 e by (un) — L; (u).

Sabemos que ¢; ¢ o nivel de energia minimo para Ij. Portanto, se W, # 0, entao I;(u) > ¢;.

Agora, como ¢, (u,) < cy, devemos analisar a seguintes possibilidades:
(1) j(u) =¢, Vj eV,
(i) Ij,(u) =0, para algum j, € Y.
Se (1) ocorre, entao para n suficientemente grande, é valido que
Pa kN oy (Un) S e [aj(un) — ¢l < p, Vje.

Logo, u, € Aﬁ", o que é uma contradicao.

Se (ii) ocorre, entao

|d))\n;j0 (ul’l) - Cjo| — Cjo > 4”)

o que é uma contradicao com o fato de que u, € ‘A;\ﬁ Por conseguinte, a demonstracao

estd terminada. m

Proposicao 4.6.2. Sejam p > 0 satisfazendo (4.17) e A, > 1 dado na Proposi¢ao 4.6.1.
Entao, para A > A, existe uma solucao u, de (Ay) tal que uy € .Aﬁ Ny
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Demonstracao. Seja A > A,. Suponha que nao existam pontos criticos de ¢, em

Aﬁ N $3". Como ¢y é um funcional (PS), existe uma constante dy > 0 tal que
Hd))’\(u) H > d,, para qualquer u € Ai‘L N 5.
Da Proposigao 4.6.1, temos
||cb)’\(u) H > 0y, para qualquer u € (A;\u \ Aﬁ) N5,

onde oy > 0 nao depende de A. No que se segue, ¥: Ey — R é um funcional continuo

verificando
Y(u) =1, para u € A)gu, Y(u) =0, para u ¢ Aﬁ‘u e 0 <V¥Y(u) <1, VueE,.
2
Consideramos também H: ¢5" — E, definido por

H(w u)HY ||7 , para u € .Aﬁ‘

0, para u ¢ A,
onde Y é um campo de vetores pseudo-gradiente para @, sobre K = {u € E,; ¢;(u) # 0}
Observe que H esta bem definido, uma vez que ¢;(u) # 0, para u € Aé‘u Ny A

desigualdade
[HW| <1, VA> A eue ¢y,

garante que o fluxo n: [0,00) X $57 — $;" definido por

& ), 0w = u e o
verifica
%‘“W s —%‘1’( (t,w)]|bs(n(t, W) <0, (4.19)
H H = [[Hm)[], <1 (4.20)
e
W) =02 0w € 657\ A )

Estudamos agora dois caminhos importantes para o que segue:



4.6. A EXISTENCIA DE SOLUGQOES MULTI-BUMP PARA (P;\) 133

e O caminho t — n(t,vo(t)), onde t = (ty,...,t) € [1/R* 1]\

Da defini¢ao de vy, combinada com a condigao sobre w, obtemos
Yo(t) & A}, vt € d[1/R? 11

Como
da(volt)) < cv, Vt € 3[1/R% 11,
de (4.21), segue-se que

n(t, vo(t)) = yo(t), ¥t € 3[1/R* 1.

Portanto, n(t,yo(t)) €I, para cada t > 0.
e O caminho t — y,(t), onde t = (ti,...,%) € [1/R%,1]%.

Observamos que

supp (vo(t)) C Qy

®a(Yo(t)) independe de A > 1,

para todo t € [1/R?,1]'. Além disso,

da(volt)) < oy, Vt € [1/R* 1]

1
ba (yo(t)) = cy se, e somente se, t; = R Vjev.

Portanto
mo =sup {$a(u); u e 1/0([1/R2, 1Y) \Aﬁ}

é independente de A e my < cy. Agora, observando que existe K, > 0 tal que
[ () — by (V)| < Killu=vlnas Yu,v e BeVje,

deduzimos

1
cnax b (n (T>Yo(t))> < max {mo, T Gou} : (4.22)
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para T > 0 grande.
De fato, escrevendo u = y,(t), t € [1/R%, 1]}, se u ¢ Ai‘t, de (4.19),

(b?\ (ﬂ(t)u)) < d))\(u) < my, vt > O>

e nao temos mais nada a fazer. Assumimos entao que u € Aﬁ e definimos

~ ~ _ o
A(t) =n(t,u), dy =min{dy, 00} e T = —=—.
K. dx

Agora, analisamos os casos seguintes:

Caso 1: n(t) € Agu, vt e [0, T].
2
Caso 2: 1(tg) € aAéu, para algum ty € [0, T].
2

Analise do caso 1
Neste caso, temos l1’(ﬁ(t)) =Tle Hd)i(ﬁ(t))” > d, para todo t € [0, T]. Logo, de
(4.19),
- Ta, . 1 ("~
dA(M(T)) = da(u) +J' —da(7(s)) ds < ey — —J dy ds,
o ds 2,
ou seja,

~ 1~ 1
d)A(T](T)) <cy— szT =Cr— KO'OPH

mostrando (4.22).

Analise do caso 2

Neste caso, existem 0 < t; < t, < T satisfazendo

ﬁ(h) € aAi\m

At) € 043,

n(t) € AA%H\AA Vt € (ty, ta).

wy

Afirmamos que

Hﬁ(tz) —ﬁ(h)H >

=M
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Definindo wy; =7(t;) e w, = 1(t2), obtemos

3 3

PARNM Oy (wa) = zu ou “b?\,jo (wy) — Cjo’ = ZH»

para algum jo, € Y. Analisamos a tltima situagao, uma vez que a primeira segue o mesmo

raciocinio. Da definicao de Aﬁ,

‘¢A»io (wy) — C]'ol < W,

consequentemente,

1
2K,

1
w2 —wq|| > K—‘dJA,jO(Wz) — ¢A,jo(W1)| > L.

Entao, pelo Teorema do Valor Médio, t, —t; > %u e, desta maneira,

(7T < dalw) — J;‘P(ﬁ(s))HdA(ﬁ(s))H s

implicando que

. t2 1
dA(M(T)) <cvy —J opds =cy —0p(t2 —t1) < ey — 5 Ookh
t *
o que demonstra 4.22. Fixando f(t;,...,t) = n(T,yo(t],...,tl)), temos | € T, e, por-
tanto,
bar < max n(ty,...,t)) < max< mg,cy — o] <c
S omax dr(Altry... 1)) < { T ou} T

contradizendo o fato de que byy — ¢y, A = oo. [

Demonstracao do Teorema 4.1.1. De acordo com a Proposicao 4.6.2, para u satisfa-
zendo (4.17) e A, > 1, existe uma soluc¢ao u, para (A,) tal que uy € -Aﬁ N $5", qualquer

que seja A > A,.
Afirmagao: Existem Ay > A, e yo > 0 suficientemente pequeno, tais que u, é uma
solugao para (Py) se A > Ag e p € (0, o).

De fato, admita por contradigao que existem A,, — oo e W, — 0 tais que (u,,) nao

¢ uma solugao para (P, ). Da Proposigao 4.6.2, a sequéncia (u,,) verifica:

(1) 5, () =0,V n e N;
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(i) PALRNM\Qy (up,) — 0;
(it1) Pa,ilun,) — ¢, Vi €Y.

Por outro lado, do item (ii), podemos utilizar a Proposigao 4.3.1 garantindo assim que u,,,
¢ uma solugao para (P)\n), para valores grandes de n, o que é uma contradi¢ao. Portanto,
a afirmacao é verdadeira.

Agora, nosso objetivo é demonstrar a segunda parte do teorema. Com esta finali-
dade, seja (uy,) uma sequéncia verificando os limites acima. Como (d)xn(u;\n)) ¢ limitada,
passando a uma subsequéncia, obtemos ¢, (uy,) — c¢. Assim, utilizando a Proposigao
4.4.2 combinada com o item (iii), deduzimos que u,, converge em W'P®) (RN) para uma
funcao u € WhHvr) (RN), que satisfaz uw = 0 fora de Qv e U, j €Y, é uma solugao de
energia minima para

—Apu+ Z(x)u = f(u), em Q,

we Wy (Qy), u>0, em Q.
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Apéndice A
Espacos modulares

Neste apéndice apresentamos brevemente o conceito abstrato de espaco modular.
Os espacos de Lebesgue e Sobolev com expoentes varidveis surgem naturalmente como
exemplos concretos. Outros exemplos importantes de espacos modulares sao os espagos

de Orlicz.

Definigao A.1. Seja X um R-espago vetorial. Um funcional p: X — [0, 00] € denominado

uma modular sobre X se satisfaz as sequintes propriedades:
(a) p(x) =0 = x=0;
(b) p(—x) =p(x), Vx € X;
(c) p € convexo, ou seja,

p(“ —t)X—i—ty) S (1 —t)p(x) +tp(y)> VX,y S X) te [O> ]]»

(d) Para cada x € X\ {0}, a funcao A — p(Ax) € continua em [0, 00).

Observacao A.2. A func¢ao no item (d) da definicao acima € crescente. De fato, fixado

x#0, sejam 0 < A\ <Ay e x = % Entao, pela convexidade de p, seque-se que
P(A1x) < ap(Axx) + (1 — ot)p(0).

Como p(0) =0, obtemos
P(A1x) < p(Axx).
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Observacgao A.3. Se |A| < 1, novamente pela convexidade de p, seque-se que

p(Ax) = p(|Alx) < [Alp(x).

Caso |[A| > 1, utilizando a desigualdade anterior, concluimos que
p(Ax) = p(IAlx) = [Alp(x).
Definigao A.4. Um espago modular € um par (X,p), onde X € um R-espago vetorial e
p uma modular sobre X.
A proposicao seguinte mostra que o par (Lh(") (Q), ph(x)), onde
P () = |l
RN

¢ um espago modular.

Proposicao A.5. Para quaisquer u,v € LM (Q), € vdlido que
(@) prx(u) =0 <= u=0;
(b) P (—U) = P (u);
(€) Pre (T =) u+tv) < (T —t)pry(u) + tprx (v), Yt € [0,1];

(d) Yu e L™ (Q) \ {0}, A = prx (Au) ¢ continua em [0, 00).
Demonstracgao.
(c) E suficiente observar que
e(x,s) =s|"™ x € Q, s eR,
¢ convexa em s, ¢.t.p. em Q.
(d) Fixeu e LM (Q) \ {0} e seja (An) uma sequéncia em [0, 00) tal que A, — A. Entao
bn(x) = Au(X)"™ = ¢ (x) = Mu(x)["Y, q.t.p. em Q,
e existe K > 0 tal que P(x) = Klu(x)[M satisfaz

bn <P,V > 1.
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Utilizando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebegue, obtemos

Phio (Antt) = L dn(x) dx — L d(x) dx = pny (Au).

Portanto, pn) (Au) é continua em A > 0.

Analogamente, mostra-se que o par (W] ) (Q), pm(x)), onde

P1,nx) (u) = J <|Vu|h(x) + |u|h(x)> dX,
RN

é um espaco modular.

Proposigao A.6. Seja (X, p) um espago modular. Entao, X € um espa¢o normado. A

norma considerada sobre X € denominada norma de Luxemburg e definida como
Ix!p:inf{A>O; p(%) < 1}.

Demonstracao. Fixado x # 0, da Observacao A.3 segue-se que [x|, < 0o, mostrando

que | -], é de fato uma fungao & valores reais. Evidentemente |0], = 0. Por outro lado, se

x|, = 0, existe uma sequéncia (A,) contida em (0,1) tal que Ay, — 0 e

p(%)ﬁ],VnEN.

n

Agora, pela Observacao A.3, se x # 0, entao

X\
b (0.0]
p )\n )
o que é um absurdo. Portanto, devemos ter x = 0.

Mostremos que |ox|, = |«l|x|,, Yo € R. Obvio para « = 0 e o« = —1, de modo que

é suficiente considerarmos o > 0. Seja A > 0. Entao

o' A
p(%) §1:>&2|>c!p:>7\2<xl>dp-

Logo, |ax|, > afx|,. Analogamente, obtemos a desigualdade oposta. Assim,

loax|, = ofxlpy Yoo > 0.
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Finalmente mostremos a desigualdade triangular. Sejam x,y € X. Dado € > 0, pela

defini¢ao de infimo, existem [x|, < A < [x|, + 5 e ylp < Ay < [yl, + 5 tais que

x Y
— 2 ) <.
° (Ax) P (Ay> B
Entao, pela convexidade de p,

p(x+y)§ M p(i)Jr Ay p(i>§1,
Aot Ay A+ WA T AEA T\

mostrando que [x +yl, < A+ Ay e, portanto,

x4+ ylo < Ixlp +[ylp + €.
Como € é arbitrario, segue-se que
x +ylo < Ixlp + Ylp.
[
Proposigao A.7 (Propriedade da bola unitéaria). Seja (X, p) um espago modular. Entdo
Xlp < T(xlp =1) = p(x) <1(p(x) =1).
Demonstracao. Suponhamos 0 < [x[, = a < 1 eseja e > 0 tal que a+ € < 1. Pela

definicao de infimo, existe a < A, < a+e€ tal que p (%) < 1. Mas entao, pela Observagao
A3,

p(x) < Acp <%) <A< 1.

€

Reciprocamente, supondo p(x) < 1, pela continuidade da funcao
A € [0,00) — p(Ax),
existe Ag > 1 tal que p(Aox) < 1. Assim, pela definicao da norma de Luxemburg,
x|, < ] <1
p = 7\0 :

Suponhamos agora |x|, = 1 e seja A, — 1 tal que p <ﬁ> < 1. Apobs passagem
ao limite quando n — oo na desigualdade anterior, obtemos p(x) < 1. Como p(x) < 1
implica [x|, < 1, necessariamente

p(x)=1.
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Reciprocamente, se p(x) =1, entao |x|, < 1. Como [x|, < 1 implica p(x) < 1, obrigatori-
amente

x[, = 1.
]

Observacao A.8. Suponhamos que 0 < |x|, < 1. Entao, pela Observagio A.3 e Proposi-

p(x) = p (m%) < o (%) — ¥lp.
P P

Analogamente, quando x|, > 1 mostra-se que

cao A.7, obtemos

p(x) = [xlo.
Proposicao A.9. Seja (X, p) um espaco modular e (xi) uma sequéncia em X. Entdo,

xilp — 0 &= p(Axi) — 0, VA > 0.

Demonstracao. Na hipotese de que [xyx|, — 0, dado A > 0 arbitrariamente, temos

também [Axy|, — 0. Assim, existe ko € N tal que
Axilp < 1, VK > ko,
e, utilizando a Observacao A.8, temos
P(Axk) < [Axxloy Yk > Ko,

implicando que

p(?\xk) — 0.

Reciprocamente, dado € > 0, fixe A > 0 tal que % < €. Como p(Axy) — 0, existe k; € N
tal que
pU\Xk) < ]) vk > k].

Logo

1
’Xklp S X < €, vk Z kl)

mostrando que

|Xk|p — 0.
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Dado um espago modular (X, p) e uma sequéncia (xi) em X, pela Observagao A.8,
é claro que

|Xk|p - 0= p(xk) — 0.
A reciproca é verdadeira para a classe de modulares descritas na proxima definigao.

Definicao A.10. Seja (X, p) um espaco modular. Dizemos que p satisfaz a condicao A,

se para uma sequéncia (xi) em X é vdlido
p(xk) - 0= p(sz) — 0.

Proposigao A.11. Seja (X,p) um espago modular tal que p satisfaz a condicdo A;.
Entao,

p(xx) = 0 = [xkl, — 0.

Demonstracgao. Pela Proposicao A.9, devemos mostrar que
p(Axy) — 0, VA > 0.

Seja entao A > 0 fixado arbitrariamente. KEscolhemos m € N tal que 2™ > A. Por

aplicagao repetida da hipotese obtemos
p(Zka) — 0.
Portanto, pela Observacao A.3,

A
0 < lim p(Ax) < Fm Jm P(2™xi) =0,

k—o0
mostrando que
P(Axk) — O>
como queriamos. [ |

Observagao A.12. Verifica-se facilmente que as modulares consideradas anteriormente
sobre LX) (Q) e WhHh() (Q) satisfazem a condi¢ao A,;. Portanto, dada uma sequéncia

(wy), digamos em LMY (_Q), tem-se

[Uklppy = 0 & Prx () — 0.



Apéndice B

Uma Aplicacao do Método de Iteracao

de Moser ao Problema (Pyo)

Neste apéndice demonstramos que adicionando a hipotese (Hs) as hipoteses do Teo-
rema 2.2.1, deduzimos uma importante estimativa na norma L* para a solugao u., €
whp) (RN) obtida neste teorema. Mais precisamente, demonstramos o seguinte resul-

tado:

Teorema B.1. Relativamente ao problema (Ps), assuma que além das hipdteses (Hy),
(Hz), (H3) e (H7) apresentadas no capitulo 2, seja vdlida também a hipétese (Hs). Entao,

a solu¢ao Us =W obtida no Teorema 2.2.1 satisfaz a sequinte estimativa
W lieo (B, (2) < C|u|Lm*(BR](z+xn))) para R < Ry <Ry, (B.1)
onde C > 0 € independente de n, x, = (n,0,...,0) e

Un(x) = wlx + xu).

A ferramenta bésica que utilizamos é o Método de Iteracao de Moser (vide Moser
[67], Gongbao [62] ou Alves & Figueiredo [16]). Além disso, o seguinte resultado de Teoria

da Medida também é utilizado.
Lema B.2. Se ¢ € L® (RN), Vs € [p,0), onde p > 1, e existe C > 0 tal que

‘(p]s < C, Vs € [p,o0),
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entao @ € L™ (RN) 2

Demonstragao. Inicialmente fixamos € > 0 arbitrariamente e consideramos o conjunto

Z:{XERN;

e(x)| > C+e}.
O objetivo é mostrar que
1Z| =o0.
Observamos em primeiro lugar que |Z‘ < 00, pois caso contrario ¢ & LP (]RN), contradi-

zendo a hipotese. Em segundo lugar, dado qualquer s > p, temos por hipotese

1
s

(C+e)|z

Assim, se ’Z| > 0, ap6s passagem ao limite quando s — oo na desigualdade acima,

obtemos

C+e<C,

o que ¢ um absurdo. Logo,

1Z| =o0.

Demonstracao do Teorema B.1. Em primeiro lugar, fixamos uma sequéncia (j)

de nimeros reais tais que 1; | R; e Ry < 15 < Ry, Vj € N. Para cada jyn € Nel >0

consideramos
Un(x), se uy(x) <1
un,l(x) = )
1, se un(x) >1
_ . — [ qm, m(B-T)
Zna(X) = za500) = (0™ ) ()
e

Wn,l(x) = Wn,L,j(X) = (nuﬁ,]]un) (x),
onden =m; € C*® (RN) satisfaz 0 <n <1,
1, se x € By, (2)

n(x) =
0, se x € By, (z)
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e |Vn| < % O ntmero 3 > 1 serd escolhido adiante convenientemente. Observamos
j+

que para qualquer n € N, temos
Un1(x) = u(x), ¥x € RY) quando 1 — oo.

Considerando z,,; como fungao teste e utilizando a hipétese (Hs), obtemos

n,l

J nmupt Y [ Vua " = —J mn™ P [V MV, -
By, (z)  (2)

— J m(p — 1)nmu${3*m*]un|Vun]m_2Vun - Vn
B, (z)

j

— J V(x)11m11,::{64)U,T“l1 + J f(x, un)nmu:t{ﬁ*”un.
Bry(2) Bry(2)

onde

f(x, ) = w9972 + P 72, vx € RN, C € R.

Das hipoteses (Hsz) e (Hs), dado & > 0, existe C¢ > 0 tal que
I£(x, Q) < EJCI™ " + Celg™ ', ¥x € By, (2), C € R.

Fixando & ~ 0" tal que & —V, < 0, deduzimos
-1
L ( )nmu?:{ﬁ )‘Vuﬂ}m
T z

N _ i) _
§mJ nm 1u${ﬁ ”uann‘m (—Vu,) 'VTH'CJ T]‘“u:?ﬂfB ”u}? )
B+. (2) Br. (2)
) )

Da desigualdade de Young, para cada € > 0, existe C. > 0 tal que

J, e < me | v
r(z

j r(z

+ mCe J wmP N on|™ + CJ nmun

mn
Brj (2) Br]- (2)

Fixando € ~ 07 tal que 1 — me > 0, concluimos que

J ( )nmuﬂﬁ”wun‘m <C (J ( )uﬂﬁnumVn‘erJ nmuﬂﬁnuﬁj . (B.2)
Br. (z Br. (z B
) )
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Observamos agora que das imersoes continuas de Sobolev, temos

m

|Wn,l’1ﬂ1m*(grj (2)) S CJ
v (2)
< CJ (nmuﬂBq)Wun‘m%—( 1)mnmu:{f’ | V" +un mPym || )
v (2)
para uma constante C > 0 que independe tanto de j quanto de n. Como
-2 -1
|t vt |
(@) By, (2)
segue-se que

B+, (z)

)

|Wn’1’Tan*(Brj(z)) < Cp™ <J . )n My }Vun| J uTT{B”uTT|Vn|m> . (B3)
T T

Combinando (B.2) e (B.3), obtemos

—1 1 *
Waalfhe 5, () < CB™ (J up® )UTT‘Vﬂ‘erJ ™ ) (B.4)
Br. (z) Br. (z)

j j

onde C > 0 independe de j e n, que é uma relagao fundamental para o que se segue.

Vamos comegar a utilizar (B.4), considerando p = ™. Entéo, temos

Wnlin: s,z < CB™ (JB ( )um T vn[” J (2) (™) (uTT*_m)> .
2 . (z

j j

Pela desigualdade de Holder com expoentes T e —t—. concluimos que

T m*\ mF
J [ﬂun,lm un] - |Wn,l|1[j1m*(gr,(2))
Tj (Z) )
mm m* % m::*m
< CB‘“J TR AV TR ok J {nun,f“ un] J uy
Br]- (2) Br]- (2) 7 (2)

Seja e > 0tal que 1—e m CP™ > 0. Das hipoteses (H;) e (Hs), para cada j € N, existe

K; € N tal que

J ul{‘* <& Vn > K.
 (2)

j
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Como Ty < 13, sem perda de generalidade, podemos supor K; = K; = 1, para todo j € N.

(J ()|:T]U,nL ) <Cl3m ()um —m m}vn}
ry(z z

< CBmJ u™ T < cBmJ u™ < Cp™e, Vj,n € N,
v (2) v (2)

Portanto

onde observamos que C > 0 independe de j, pois ‘Vn‘ < < R%. Pelo Lema de Fatou

r]+]

(na variavel 1), concluimos que

*2 «
J ™ u,™ < CA™e™ < oo, Vj,n €N. (B.5)
v (2)

Afirmacao: E valido que
R I 2t
’un’LXk+]S(Brk+] (z)) S Cx k XXXk ’un‘]_m* (Br (z )) k= 1,2, ey (B6)

onde C > 0 independe de n,

De fato, como x > 1, utilizamos (B.4) com 3 =x e j = 1. Entéo

u, € L& (Bs, (2))

—1 m -1 *
Waalth 5,12 < CB™ J unt” || +J M
Bry (2) By, (2)

SCB’“J ™+ J U T
Br; (z) Br; (2)

Utizando a desigualdade de Holder com expoentes t e ﬁ e (B.5), segue-se que

t—1 t—1

) NN pme) T
Wil 5, 2 < CB™ J us | [Br(z) | (Cﬁm ¢ m> J u ’
‘ Br, (z) By, (2)
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implicando que

pmt ) ©
|Wﬂ,1|]]jlm*(g]_] @) < Cp™ (L ( )u{f1 ) , Vi,m e Nj
™

e, consequentemente,

* 1 *
i oy = (| ) = (]
2t Br, (2) Br, (2)

Pelo Lema de Fatou, deduzimos

|u’”'|[_[5m ( oz )) < CBm’un|B‘3mt ) vn € N.

LT (Bry(2))

Mas, como 3 =x e m* = xs, da desigualdade acima obtemos

B

< m
[unles (g, o) < CX |un’]_m*( by THEN,

implicando que
11
|uﬂ|LXZS(Br2 (z)) S CXXX |un.|[_m* (BT] (Z))’ n € N,

o que mostra ser a formula (B.6) verdadeira para k = 1.

, vn € N.

(B.7)

Suponhamos agora que k = 2. Em (B.4) consideramos 3 = x* e j = 2. Entao

Bmt

u, € L1 (B, (2)).

Repetindo os calculos anteriores, deduzimos

|u’“|usm (Br, (2)) < Cf’m|un|ﬁgsmt( , Vn € N.

LET (Bry (2)

Mas como B = x? e m* = xs, da desigualdade acima obtemos
pm 2\m pm
|u/n|I_X35(BT3(z)) < C (X ) |LLn|]_x S( J)) Vn e N,

implicando que

a2
|1J'“|LX35(B1-3(Z)) < Cxiyx® |u'rL|LXZS(BTZ(Z))’ vn € N.
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Utilizando B.7, segue-se que
RN
|u“|LX3S(BT3(z)) < Cx?xxx X|uvn|]_m* (Br] (z))’ vn e N,

o que mostra ser a formula (B.6) verdadeira também para k = 2.
Suponhamos agora que a formula (B.6) seja verdadeira para algum k > 1. Em (B.4)

consideramos B = x*"" e j =k + 1. Entdo

Bmt

u, € L+ (Brk+1 (Z))

e, repetindo os calculos anteriores, deduzimos

[nlf < CB™un e ,vneN.
LB (Bry 5 (2) LT (Bry,, (2)
Como B =x*" e m* = xs, segue-se que
P < CO)™ Py , Vn e N,

DX (B 5 (2) DX (B (2)

implicando que
k1 1 ]i:—]]
|u’n|LXk+ZS(Brk+z(z]) < CxkF X X< |LLn’LXk+1S(BTkH (z))’ Yn € N.

Pela hipotese de indugao, obtemos

#+...+l k+1 +...+l

) < Cxet! Xy XK X’ufn’[_m* (Br1 (z))’ vn € N,

‘un|]_xk+zs (Brk

+2(2)

mostrando por indugao a validade de (B.6).
Para terminar, observamos que as séries que aparecem na formula (B.6) sdo conver-

gentes. Portanto, existe C > 0 independente de n tal que

|un|ka+]s(BR2(Z)) S |uﬂ'|LXk+1S(Brk+1(Z)) S C|un|[_1n* (BT] (Z)) S C|uﬂ.|]_m* (BR] (Z))’ vn)k’ E N'

Por interpolagdao, u € LP (Bg,(z)), para todo p > x*s. Utilizando entdo o Lema B.2

concluimos que u, € L* (Bg,(z)) e

’un’Lw(Bkz(Z)) < C|u’“’Lm*(BR1 (z)) - C’ule* (BR1 (z+xn))’

onde C independe de n, conforme queriamos demonstrar. [






Apéndice C

Uma propriedade do nivel do passo da

montanha correspondente a I

Neste apéndice demonstramos uma propriedade importante do nivel do passo da

montanha c,, correspondente a I,.

Proposicao C.1. Seja ¢y, 0 nivel do passo da montanha correspondente a l,. Entao

Coo — 0, quando p — oo.
Demonstracao. Inicialmente fixamos P € C§° (RN) \ {O} Entao, existe t,, > 0 tal que
Lo (t,ab) = max Lo (1),
Como I/ (t, ) =0, ou seja,
| V) P00 - T+ VR )
RN
w] b b | i =0,
RN RN

obtemos

JRN (}vw‘p )N)'p ) B HJRN tﬂ(X)WH(X) * JRN tﬁ*(X)lwp*(X)' (C.1)
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A igualdade acima implica que t, < 1, para valores suficientemente grandes de p > 0. De

fato, se t, > 1, de (C.1) concluimos que

| (9P Vo) > e | el
RN
e, portanto,
> ].,Ltqfier J‘RN |1|)|q(X) > },L J‘RN |ll)|q(X) )
T T (IVOLY VOO ) T L (VP VEoRpP)
Assim

Jon (|79 4+ VEORpPY)

t>T=p<Cy= [ [0
R

Mostraremos agora que

ty, — 0, quando p — oo.

Para isto, considere uma sequéncia arbitraria (W,) com pu, — oo, quando M — oo.

Devemos mostrar que

t,, — 0, quando n — oo, (C.2)

Com efeito, dada (tunk) uma subsequéncia de (t,, ), seja (tP—nkj> subsequéncia de (tunk)
tal que
t,,. — 1€[0,1], quando j — oo.

M.
kJ

Como t,, <1,Vj€N,de (C.1) obtemos
)

- p(x + (x) 1
o, J (19" + VIWPY) > otz JRN 1™, v €N,
e, em consequéncia,
12 pn, t q+pC]VjeN. (C.3)
l
Agora, se 1 > 0, entao t,, 2, para valores suficientementes grandes de j. Combinando

esta informacao com (C.3), concluimos que

19+P- y
1>"‘l’nk2 1]))
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para valores suficientementes grandes de j, o que é uma contradi¢ao com o limite p,, —
)
00, j — 0. Desta maneira, t,,, — 0 e um resultado conhecido de Analise implica (C.2).
j

Para terminar a demonstracao, observamos que
0 < Coo < Ino(tuh) < tﬁj (‘Vﬂ)’mx) + V(x)|¢,p(><)> ,
RN
onde na tultima desigualdade supomos t, < 1. Desta maneira, segue-se que

Coo — 0, quando pu — oo.
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