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Resumo

Os teoremas de Bohnenblust—Hille, demonstrados em 1931 no prestigioso jornal An-
nals of Mathematics, foram utilizados como ferramentas muito tteis na solucao do
famoso Problema da convergéncia absoluta de Bohr. Ap6s um longo tempo esquecidos,
estes teoremas tém sido bastante explorados nos ultimos anos. Este ultimo quinqué-
nio experimentou o surgimento de varias obras dedicadas a estimar as constantes de
Bohnenblust-Hille ([13, 18, 20, 26, 27, 39, 42, 44, 46, 53|) e também conexdes inespe-
radas com a Teoria da Informacao Quantica apareceram (ver, por exemplo, [38]). Ha,
de fato, quatro casos para serem investigados: polinomial (casos real e complexo) e
multilinear (casos real e complexo). Podemos resumir em uma frase as principais infor-
macoes dos trabalhos recentes: as constantes das desigualdades de Bohnenblust—Hille
sao, em geral, extraordinariamente menores do que as primeiras estimativas tinham
previsto. Neste trabalho apresentamos algumas das nossas pequenas contribuicoes ao
estudo das constantes nas desigualdades de Bohnenblust-Hille, os quais encontram-se

contidos em ([40, 41, 42, 44]).

Palavras-chave: Desigualdade de Bohnenblust-Hille; Desigualdade 4/3 de Littlewood;

Operadores Multilineares; Operadores Miultiplo Somantes; Polinomios Homogéneos.
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Abstract

The Bohnenblust—Hille theorems, proved in 1931 in the prestigious journal Annals of
Mathematics, were used as very useful tools in the solution of the famous "Bohr’s
absolute convergence problem". After a long time overlooked, these theorems have
been explored in the recent years. Last quinquennium experienced the rising of several
works dedicated to estimate the Bohnenblust-Hille constants (|13, 18, 20, 26, 27, 39,
42, 44, 46, 53]) and also unexpected connections with Quantum Information Theory
appeared (see, e.g., [38]). There are in fact four cases to be investigated: polynomial
(real and complex cases) and multilinear (real and complex cases). We can summarize
in a sentence the main information from the recent preprints: the Bohnenblust—Hille
constants are, in general, extraordinarily smaller than the first estimates predicted. In
this work, we present some of our small contributions to the study of the constants of

the inequalities Bohnenblust-Hille, these are contained in (|40, 41, 42, 44]|).

Keywords: Bohnenblust-Hille’s Inequality; Littlewood’s 4/3 Inequality; Multilinear

Operators; Multiplo Summing Operators; Homogeneous Polynomials.



Prologo

O Problema da Convergéncia Absoluta de Bohr

Uma série de Dirichlet comum é uma série da forma

> a
F(s)= =
n=1 n?

onde (a,) -, ¢ uma sequéncia em C, e s € C.

As séries de Dirichlet desempenham um papel importante na teoria analitica dos
nimeros e foram chamadas assim em homenagem ao célebre matematico alemao
Peter Gustav Lejeune Dirichlet. Em contraste com as séries de poténcias (nas quais
os dominios de convergéncias absoluta, condicional e uniforme sao circulos e todos estes
coincidem), os dominios maximais, onde as séries de Dirichlet convergem
condicionalmente, uniforme ou absolutamente sio semiplanos (Res > o) e, em

geral, os semiplanos de convergéncias absoluta, condicional e uniforme nao coincidem.

Mais precisamente, para cada série de Dirichlet F (s), chamamos o = 0., 0, ou o,
de abscissas de convergéncia condicional, uniforme ou absoluta respectivamente; o,
é definido como o infimo dos r € R tais que se Res > r, tem-se que F'(s) converge
absolutamente e, mudando o advérbio "absolutamente", encontramos defini¢oes

analogas para o, e o,.

De modo geral, para uma série de Dirichlet F' (s), temos a seguinte relacdo entre as
abscissas de convergéncia:

o. <o, <o, (1)
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O exemplo mais famoso das séries de Dirichlet é

[e.e]

1
C(S) = Ea

n=1

a funcao zeta de Riemann.

Para ((s), vale 0, = 0, = 0, = 1. Com efeito, ¢ facil ver que a série y - 1/n°
converge absolutamente se Res > 1. Basta observar que |1/n°| = 1/nf¢* e, como
para z € R a série ) > 1/n” converge quando = > 1, segue que >, 1/n® converge
em valor absoluto se Res > 1. Por outro lado, observemos que qualquer semiplano
que contenha o semiplano acima mencionado nao vai ser um dominio de convergéncia

condicional para ( (s). De fato, basta lembrar que se s = 1, a série

o0

1

ns
n=1

transforma-se na conhecida série harmonica, a qual é divergente.

Um outro exemplo de uma série de Dirichlet ¢ H (s) = 3.°°, (=1)"*" /n®, a funcdo
¢ de Riemann alternada. Logicamente, esta série converge absolutamente no mesmo

semiplano que o faz a fun¢ao ¢ de Riemann. Assim, para H (s), temos o, = 1.

Porém, as abscissas de convergéncia condicional de ( e H nao coincidem. Mais
exatamente, a abscissa de convergéncia condicional de H é zero. Com efeito, a
convergéncia condicional para s € C tal que Res > 0 segue da generalizacao de
Abel-Dirichlet-Dedekind (veja |28, Pag 143|) das séries alternadas, a qual implica em
que se (Xy,), .y ¢ uma sequéncia convergente para zero e de variacdo limitada, entdo,

S (=1)""' X, converge. Em nosso caso, a sequéncia 1/n® tem variacio limitada,
pois
1 1

n=1
1
- | =0 ——
ns (TL+ 1)9 (nl—l-Res)

e, como foi dito antes, a série Y - 1/n'*R°% converge para 1+Res > 1 (i.e. Res > 0).

Assim, uma série de Dirichlet pode convergir condicionalmente mas nao absolutamente.
A anélise feita acima, para a funcao ¢ de Riemann alternada, indica que a largura
méaxima da faixa vertical em que uma série de Dirichlet converge condicionalmente,

mas nao absolutamente, ¢ maior ou igual do que 1.
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Com um pouco mais de esfor¢o, podemos ver que a largura maxima da faixa vertical
em que uma série de Dirichlet converge condicionalmente, mas nao absolutamente, é
exatamente 1. Com efeito, se, para s € C, a série >~ a,/n® converge, segue que
(an/n?), ey converge para zero e, assim, ¢ limitada, i.e. |a,/n’| < C para um certo

C > 0. Finalmente, se w € C é tal que Rew > Res + 1, segue que
an

= n=

> C
Szma

Aan
n w

1 an,

nw=s  ns

e, como Re (w — s) > 1, conclui-se que Y >°, | 22| converge. Logo, a largura maxima
da faixa vertical em que uma série de Dirichlet converge condicionalmente, mas nao

absolutamente, é 1.

Se denotamos com a letra T' a largura méxima da faixa vertical na qual uma série de
Dirichlet converge uniformemente, mas nao absolutamente, o que pode ser dito com

respeito a 77 Esta questao foi considerada em 1913 ([10]) por Harald Bohr.

Contrariamente ao feito acima, nao é nada trivial dar resposta a este interrogante. De
(1), segue que 7" < 1. Harald Bohr conhecia muito mais do que isso, ele
sabia que a largura méxima da faixa vertical na qual uma série de Dirichlet converge

uniformemente, mas nao absolutamente, era menor ou igual a % Porém, Bohr nao

conseguiu nenhum exemplo de uma série de Dirichlet tal que (o, — 0,) € (O, %} .

Qual é a largura maxima 7' da faixa vertical na qual uma série de Dirichlet converge
uniformemente, mas nao absolutamente? Esta questao é conhecida como o Problema
da Convergéncia Absoluta de Bohr e intrigou a comunidade matemaética por quase duas

décadas.

Até que em 1931 Einar Hille e Henri Frédéric Bohnenblust, em um excelente trabalho
(considerado em [35] pelo eminente matematico estado-unidense Henri Berge Helson

de: "a remarkable piece of work"), resolveram o interrogante.

Em um primeiro passo, eles generalizaram a desigualdade 4/3 de Littlewood:
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Teorema 0.0.1 (Desigualdade multilinear de Bohnenblust-Hille) Para cada m,

existe uma constante Cc,, > 1 tal que

m+1

N 2m

1 im=1

para toda forma m-linear U : 1Y x -+ x [N — C e para qualquer inteiro positivo N

m—+1 m—1
com Cgpp =m2m 272 .

No mesmo trabalho, Bohnenblust e Hille também demonstraram a seguinte
desigualdade para polinémios homogéneos:

Teorema 0.0.2 (Desigualdade Polinomial de Bohnenblust-Hille) Para cadam,

existe uma constante Dc, > 1 tal que, para todo polindmio m—homogéneo,

P(z) = Z Ao 2"

|a|=m
sobre CV, tem-se
m—+41
2m
2m
> faa] ™ < Degn || Pl (3)
lor|=m
m—+1 m—1 m
onde D¢, = m'2m 272 T
(m!) 2m

Com ajuda desses dois teoremas, finalmente, Bohnenblust e Hille resolveram o problema
da convergéncia absoluta de Bohr. De fato, eles provaram em [11] que, para cada

m € N, existem séries de Dirichlet para as quais:

T 0T Tom

Assim, a largura maxima da faixa vertical na qual uma série de Dirichlet converge

uniformemente, mas nao absolutamente, é:

1
T =—.
2

E nestes dois teoremas, conhecidos como desigualdades de Bohnenblust-Hille, que

encontra-se enquadrado o presente trabalho.
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Introducao

As desigualdades polinomial e multilinear de Bohnenblust—Hille tém
aplicagoes importantes em diferentes areas da Matemaéatica e da Fisica tais como
Teoria dos Operadores, Andlise Harmonica, Andlise Complexa, Anélise de Fourier,
Teoria Analitica dos Numeros e Teoria da Informagdo Quantica (ver [20, 27| e

referéncias ali contidas).

Desde sua prova, no Annals of Mathematics em 1931, as desigualdades
(multilinear e polinomial) de Bohnenblust—Hille foram ignoradas por décadas (ver [11])
e sO voltaram aos holofotes nos tltimos anos, com obras de A. Defant, L. Frerick, J.

Ortega -Cerdé4, M. Ounaies, D. Popa, U. Schwarting, K. Seip, entre outros.

A desigualdade polinomial de Bohnenblust-Hille prova a existéncia de uma
fungao positiva D : N — [1,00) tal que, para todo polinomio m homogéneo P em
CV, a ﬁ%—norma do conjunto de coeficientes de P é limitada superiormente por

D(m) vezes a sup-norma de P no polidisco unitario. Um resultado andlogo ¢ valido se

substituirmos C por R.
As estimativas iniciais para D(m) apresentam um crescimento da ordem m™/2 e
s6 em 2011 ([18]) a importancia dessa desigualdade foi redescoberta e as estimativas

para D(m) foram substancialmente melhoradas.

No documento acima mencionado, é provado que D(m) podem ser escolhida



hiper-contractiva, mais precisamente,
m—1

D(m) < <1+%)m_lm(\/§) . (4)

Esse resultado, além da sua importancia matematica, tem marcantes aplicacoes em

diferentes contextos (ver [18]).

A versao multilinear da desigualdade de Bohnenblust-Hille tem uma similar,

mutatis mutandis, formulacao:

Desigualdade multilinear de Bohnenblust—Hille Para todo inteiro positivo

m > 1, existe uma sequéncia de escalares positivos (Cy,)~_, em [1,00) tal que

m+1
N 5 2m
E \Ule,,. .o ei) | <Cp sup  |U(z1,...,2m)]
i1yeeim=1 21, 2m EDN
para toda forma m-linear U : CV x --- x CV — C e todo inteiro positivo NN, onde

N o - o
(€i);,—; denota a base canoénica de CV, e DY representa o polidisco unitario aberto em

CV. Como antes, temos o respectivo resultado também para o caso de escalares reais.
O caso m = 2 ¢ o famoso teorema 4/3 de Littlewood (veja [21, 29, 36]).

O proposito original do teorema 4/3 de Littlewood foi resolver um problema de P.
J. Daniell sobre fun¢oes de variacao limitada (veja [36]). Por outro lado, a desigualdade
de Bohnenblust—Hille foi inventada para resolver o famoso problema da convergéncia
absoluta de Bohr dentro da teoria das séries de Dirichlet (este assunto foi explorado

recentemente por varios autores, ver [6, 12, 15, 17, 19, 23, 22| e referéncias ali contidas).

Alguns resultados independentes foram provados nos anos 70, quando foram
obtidas constantes menores na desigualdade. Aparentemente os autores nao tinham

conhecimento da existéncia dos resultados originais de Bohnenblust e Hille.

O esquecimento da obra de Bohnenblust e Hille no passado é tao perceptivel

que o livro de Blei (|7], 2001) enuncia a desigualdade de Bohnenblust—Hille como “the



Littlewood’s 2m/(m + 1)-inequality” e absolutamente nenhuma mencao ao artigo de

Bohnenblust e Hille é feita em todo o livro.

De acordo com o livro de Blei, a “Littlewood’s 2m/(m + 1)-inequality” é
originalmente devida a A. M. Davie ([14], 1973) e, independentemente, a
G. Johnson e W. Woodward ([31], 1974), o que é um equivoco pois de fato, o

trabalho de Bohnenblust e Hille antecede as obras mencionadas em mais de 40 anos.

Na desigualdade multilinear, é conhecido que C,, € [1,00) para todo m e que o

expoente 27 ¢ 6timo mas, por outro lado, os valores 6timos para C,, permanecem
m+1 ’ ’
em mistério. A tdnica informacao precisa que conhecemos para escalares reais é que

Cy = /2 & 6tima (veja [27]).

As constantes originais obtidas por Bohnenblust e Hille (para o caso complexo)
sao

m—+1 m—1
Cp,=m2m 2 2 .

Depois, esses resultados foram melhorados para

C,, =2"7 (Davie, Kaisjer, 70’s ([14, 34])),

2 \"""
C, = (ﬁ) (Quétfelec, 1995 ([49])).

E, recentemente, foi provado em (|26]) que as constantes 6timas que satisfazem a
desigualdade multilinear de Bohnenblust-Hille tém crescimento sub-exponencial (para

ambos o0s casos escalares reais e complexos).
O presente trabalho versa sobre estudos recentes das constantes dos teoremas
multilinear e polinomial de Bohnenblust—Hille, e sobre o comportamento assintotico

destas. Encontra-se dividido em dois capitulos.

O Capitulo 1 esta dedicado & desigualdade multilinear de Bohnenblust—Hille.



Dentre outras coisas, encontramos melhores estimativas superiores para as

constantes multilineares de Bohnenblust-Hille no caso de escalares complexos.

O ponto crucial do nosso argumento ¢ que as constantes que surgem no
Teorema 1.1.2 sao derivados das constantes que aparecem na desigualdade de Khin-
chine para variaveis de Steinhaus. Como veremos no final da se¢ao, no caso de escalares
complexos, usar variaveis de Steinhaus ao invés de fungoes de Rademacher nos fornece

melhores constantes para a desigualdade de Bohnenblust-Hille.

Denotemos as constantes Otimas que satisfazem a desigualdade multilinear (real

ou complexa) de Bohnenblust—Hille por (K,,) -_,. Como mencionamos acima, em 2012

m=1"
(|26]) é provado que (K,,) -_, tém crescimento sub-exponencial. Um problema natural,
relativo ao comportamento assintotico da sequéncia (K,,) -_,, ¢ tentar responder a
seguinte pergunta: E verdade que

m—r0o0

Nossa ferramenta para resolver essa questao é um resultado que chamamos de:
Teorema de Dicotomia. Em especial, mostramos que a resposta ao problema acima é
essencialmente positiva num sentido que sera evidente ao longo da Segao 1.2. Outra

consequéncia do Teorema de Dicotomia é que (K,,)°_, tem uma espécie de

m=1
crescimento ndo-polinomial: se p(m) é qualquer polindomio nao constante, entao, K,

ndo € assintoticamente igual a p(m). Mais do que isso, se

1 (eléw
q > log, | —= | ~ 0.526,
V2

entao,

K, ~ mi.

Ainda no primeiro capitulo, estudamos a desigualdade multilinear de Bohnenblust-

Hille para o caso m = 2, que é a desigualdade 4/3 de Littlewood para formas bilineares.



uando o expoente 4/3 é substituido por qualquer » > 2. entdo, existe uma constante
3

Otima Lk , que satisfaz

1
N 7
(Z \U(euej)!T) < Ly, [|U]l. (5)
ij=1
O nosso principal resultado nesta direcao afirma que, para cada r > %, a constante

Otima Lg, que satisfaz (5) ¢

Lo — 25" para r € [%2)

)

1 para r > 2.

Como uma consequéncia de nossas estimativas, ¢ mostrado que as constantes
Otimas Lg, sao sempre estritamente maiores do que as constantes 6timas Lc,, para

todo r € [%, 2).

Os resultados apresentados nesse primeiro capitulo estao contidos nas publicacgoes:

[41] On the growth of the optimal constants of the multilinear Bohnenblust-Hille
inequality. D. Nunez-Alarcon. Linear Alg. Appl., 439(8): 2494-2499, (2013).

[42] On the Bohnenblust-Hille inequality and a wvariant of Littlewood’s 4/3
inequality. D. Nuanez-Alarcon, D. Pellegrino, J. B. Seoane-Sepilveda. J. Funct.
Anal., 264(1): 326-336, (2013).

O segundo capitulo esta dedicado ao estudo da desigualdade polinomial de Bohnenblust—

Hille e encontra-se organizado em duas segoes.

A Secao 2.1 foca-se no estudo da interacao entre a desigualdade de Kahane—

Salem—Zygmund e as desigualdades de Bohnenblust—Hille.

Esta secao contém uma prova bastante simples da otimalidade do expoente
2m/(m + 1) nas desigualdades polinomial e multilinear de Bohnenblust—Hille. A
otimalidade deste expoente ¢ bem conhecida, mas a nossa abordagem, embora

essencialmente devida a H. P. Boas [8], parece nao estar explicitamente isolada na

5



literatura.

As primeiras provas da otimalidade do expoente 2m/(m+ 1) nas desigualdades de
Bohnenblust—Hille, devido & auséncia de ferramentas probabilisticas avancadas, eram

muito complicadas. De acordo com Defant et al (|18, Pag 486|) “ Bohnenblust e Hille

mostraram, por meio de um argumento altamente nao trivial, que o expoente Ti—ffl nao

pode ser melhorado” ou de acordo com Defant e Schwarting [24, Pag 90|, “ Bohnenblust

e Hille provaram com um argumento sofisticado que o expoente 22 ¢é Gtimo”.
m—+1

2m
m+1

Nesta secao, enfatizamos como a otimalidade do expoente pode ser obtida
como um corolario simples da desigualdade de Kahane-Salem—Zygmund; de fato, como

ficard claro no texto, um resultado formalmente mais forte é valido.

Por outro lado, esbocamos algumas ideias que podem ser titeis na investigacao de
limites inferiores para as constantes 6timas da desigualdade polinomial de Bohnenblust—
Hille do caso complexo. Finalizando a segao mostraremos como a desigualdade de
Bohnenblust—Hille pode ser usada para provar a otimalidade do expoente mT“ da

desigualdade de Kahane-Salem-Zygmund (inclusive no caso de escalares reais).

Na secao 2.2, dissertaremos brevemente sobre o estado da arte das constantes
na desigualdade polinomial de Bohnenblust-Hille. Como veremos, recentemente, foi
provado em [13] que as constantes 6timas na desigualdade polinomial de Bohnenblust-

Hille (caso real) sdo hipercontrativas e esse resultado ¢ 6timo.

Contrariamente ao caso de escalares reais, podemos afirmar que, no caso de
escalares complexos, nao ha resultados que fornecam limitantes inferiores nao triviais
para as constantes 6timas D,, para polindmios m-homogéneos (m > 2). Justamente
no final da Secao 2.2 exibiremos limitantes inferiores nao triviais para estas constantes,

para todo m > 2.

Mais precisamente, mostraremos que

Dy > (1427™)77 > 1



para todo m > 2.

Os resultados apresentados neste capitulo fazem parte dos trabalhos:

[40] A note on the polynomial Bohnenblust—Hille inequality. D. Nunez-Alarcon.
J. Math. Anal. Appl., 407(1): 179-181, (2013).

[44]  There exist multilinear Bohnenblust-Hille —constants (Cy).—, with
lim, 00 (Cpy1 — Cp) = 0. D. Nuanez—Alarcon, D. Pellegrino, J. B. Seoane-
Sepilveda, D. M. Serrano-Rodriguez. J. Funct. Anal., 264(2): 429-463, (2013).

Finalmente, no apéndice, deixamos um problema em aberto sobre a existéncia de

uma desigualdade multilinear forte de Bohnenblust-Hille.



Notacao e terminologia

e Em todo esse texto, K denotara o corpo dos reais R ou o corpo dos complexos C.
e Ocasionalmente escreveremos Ny := NU {0}, com N = {1,2,3,...}.

e Usaremos o termo “operador” com o mesmo sentido de “funcao”. O termo operador
m-linear serd usado nos termos da seguinte definicao:
Definicao 0.0.3 Sejamm € N, Fy, Es, ..., E,, e F espacos vetoriais sobre K. Dizemos
que um operador A : Ey X -+ X E,, — F é m-linear (multilinear) se € linear em cada
varidvel. Mais precisamente, A : Ey X -+ X E,, — F é m-linear (multilinear) se para
todos x1 € Ky, ....,x;, € E,, ei=1,...,m, 0s operadores
A($17---7$i717'71’i+17---7$m) D E; > F
A($1,~~~,ﬂfz‘—1,wri+1,m,wm) (y) = A(xh o Ti1, Y, Tty --ey l’m)

sao lineares.

e Denotamos para cada m € N, o conjunto de todos os operadores multilinea-
res de By x --- x E,, em F por L(Ey,...,E,;F). E facil ver que o conjunto
L(Ey, ..., E,; F) é um espaco vetorial munido com as operagoes usuais de espa-

cos de funcoes. Alem disso, se F, ..., E,, e F' sao espagos vetoriais normados,

|A|l :=sup < 1||A(21,....,2m)| ¢

l[m |
define uma norma em L(Ey,..., E,; F), a qual chamaremos eventualmente de

sup-norma.

e Se A for limitado em alguma bola de Fy x - - - X E,,,, dizemos que A é um operador
m-linear continuo. Denotamos por L(E1, ..., E,,; F), o espaco normado de todos

os operadores m-lineares continuos de de F; X --- x E,, em F.



e Se F'=K, e dim(E;) é finita para todo i = 1,...,m diremos que A é uma forma

m—linear.

e O polidisco unitario fechado em K™, é o conjunto

{w = (wy,...,wy) € K" Jw;| <1 paratodoi=1,..,m}

e Diremos que uma sequéncia (X,,) -, C R é hipercontrativa se existe uma cons-
tante C' > 1, tal que
X, <Cc"

para todo n € N.



Capitulo 1

Desigualdade multilinear de
Bohnenblust—Hille

A desigualdade multilinear de Bohnenblust e Hille [11] é um aperfeigoamento
da desigualdade 4/3 de Littlewood, generalizada para formas multilineares (veja tam-
bém |18, 20, 21| para recentes abordagens): para todo inteiro positivo m, existe uma

constante Ck ,, > 1 tal que

m+1

N 2m
( Z ‘U(ehw"aeim)}&) S OK,m sup |U(Zl7azm)|

. . N
i1yeenyim=1 21,..,2mED

para toda forma m-linear U : Y x --- x (¥ — C e todo inteiro positivo N.

. . - , o omilomo1 oL m_1
A estimativa original para Cg,, ¢ m2n 2 2 ; foi ainda melhorada para 2"z

m—1
em |14, 34| e para (%) em [49] e, recentemente, constantes ainda melhores, com

6timo comportamento assintotico, foram obtidas em [46, 26| (para trabalhos relacio-

nados, veja [27, 39, 44]).

A motivacao original das desigualdades de Bohnenblust-Hille repousa sobre o

famoso problema da convergéncia absoluta de Bohr que consiste em determinar a lar-

&)
gura maxima 7T da faixa vertical em que uma série de Dirichlet > a,n*
n=1

uniformemente mas nao absolutamente. A desigualdade de Bohnenblust—Hille foi uma

converge

ferramenta crucial para dar uma solugao final ao problema de Bohr: T'= 1/2.



1.1 Sobre as constantes na desigualdade multilinear

de Bohnenblust—Hille. Caso complexo

Nesta secao iremos dar melhores estimativas superiores das constantes para o
caso complexo da desigualdade de Bohnenblust—Hille. Além do interesse matemaético
intrinseco de encontrar constantes 6timas para as desigualdades, a busca de melhores
constantes em desigualdades do tipo Bohnenblust-Hille tem uma longa histéria moti-

vada por objetivos concretos.

Como ilustragao, recordamos que, em 2011, foi provado que a desigualdade poli-
nomial de Bohnenblust-Hille é hipercontrativa. A. Defant, L. Frerick, J. Ortega-Cerda,
M. Ounaies and K. Seip obtiveram, como consequéncia, varios resultados novos relaci-
onados com o estudo de séries de Dirichlet. Por exemplo, obtiveram uma generalizacao
de um resultado dado por H. P. Boas e D. Khavinson [9] sobre os raios de Bohr n-

dimensionais.

Como ja mencionamos no resumo desta tese, uma das aplicacoes mais recentes da
desigualdade de Bohnenblust-Hille reside no campo da teoria da informacao quéntica,
uma vez que o crescimento exato das Ck ,, estd relacionado a uma conjectura de Aa-
ronson e Ambainis [1| sobre simulagdes classicas de testes de algoritmos quanticos (ver
também [32]). Também podemos citar [38] para as aplicagoes das estimativas de [46]
na Teoria da Informacao Quantica. Chamamos a atencao para o fato que as constantes

de [46] sao as menores que conhecemos.

1.1.1 A importancia das variaveis de Steinhaus

Seja €1,...,6, uma sequéncia de variaveis aleatorias independentes em algum
espago de probabilidade (€2,%, P) com distribui¢do uniforme, com respeito a medida

de Lebesgue, no circulo unitario complexo
{z€C:|z| =1}.

Estas sao as chamadas varidveis aleatorias de Steinhaus. A utilidade das variaveis

aleatorias de Steinhaus na prova da desigualdade de Bohnenblust-Hille parece ter sido

11



observada pela primeira vez por H.Queffélec [49].

Em nossa presente abordagem, mudaremos a prova apresentada em [20, 46|, subs-
tituindo as funcoes de

Rademacher habituais por variaveis de Steinhaus.

O primeiro dos resultados que nos permitird melhorar as constantes da desigual-
dade de Bohnenblust-Hille é uma desigualdade técnica (Teorema 1.1.2), que é uma
versao de um resultado semelhante apresentado em [20, 46| para as fung¢oes de Ra-
demacher, usando desta vez, varidveis de Steinhaus. O ponto crucial em nosso argu-
mento é que as constantes que surgem no Teorema 1.1.2 sao derivadas das constantes
que aparecem na desigualdade de Khinchine para variaveis de Steinhaus e, como vere-

mos mais adiante, este procedimento gera melhores constantes para a desigualdade de

Bohnenblust-Hille.

Recordemos a desigualdade de Khinchine para varidveis de Steinhaus e outros

resultados uteis:

Teorema 1.1.1 (Desigualdade de Khinchine) Para todo 0 < p < oo, ezistem

constantes /Tp e B, tais que

/N 3 N /N 2
A, (Z \a,f) <D ane|| <B, (Z |an|2> (1.1)
n=1 n=1 D n=1
para todo inteiro positivo N e escalares aq, ..., ay.
De [45, p. 151] sabemos que
Ay < A, (1.2)

para todo p, onde A, denota as constantes que aparecem ao invés de Zivp na desigual-
dade de Khinchine para fungoes de Rademacher. Por exemplo, quando p = 1 é sabido

que A, = 3~ 0.707 ¢ A, = ¥ ~ 0.886.

Para mais detalhes sobre as desigualdades Khinchine, recomendamos [25, Teo-

rema 1.10] para o caso de fun¢oes de Rademacher e [3, Secao 2| para casos mais gerais,

12



incluindo o caso de variaveis de Steinhaus.

O seguinte resultado, crucial para a prova da desigualdade de Bohnenblust-Hille,
tem essencialmente a mesma prova da versao analoga para fungoes de Rademacher (ver

[20, 43, 46]).

N uma matriz em C. Entdo,

ilv---vim—

N 1/2 )
( Z ’yil,-..,im‘2> S(E)

i1seim=1

Teorema 1.1.2 Sejam 1 <r <2, e (yi,..i»)

N

E €iy--CimYir.im

U1 5eenim=1

T

—~

—m
Tendo em vista (1.2), concluimos que as constantes (Ar> nao sao maiores do
que as constantes de seu analogo para as funcoes de Rademacher e, por isso, teremos

melhores estimativas para as constantes na desigualdade de Bohnenblust-Hille.

1.1.2 Melhorando as constantes do caso multilinear complexo

A prova da desigualdade de Bohnenblust-Hille, substituindo as fun¢oes de Ra-
demacher pelas variaveis de Steinhaus, é a mesma prova dada em [46]. A diferenca
nas constantes é uma consequéncia das novas constantes da desigualdade de Khinchine
para varidveis de Steinhaus. Para tornar o texto mais autosuficiente, faremos os deta-

lhes da demonstracao.

Para isso, ainda precisamos de duas desigualdades, a saber a de Minkowski e uma
variagao de uma desigualdade devida a Ron Blei. A desigualdade de Minkowski é um
resultado classico, muito usado na teoria da medida, devido ao matematico alemao
Hermann Minkowski. Enuncii-la-emos explicitamente, pois varias desigualdades seme-
lhantes sao associadas a Minkowski. O leitor interessado pode encontrar uma prova
desta desigualdade em [52].

Lema 1.1.3 (Desigualdade de Minkowski para integrais) Sejam (X, A, pu) e
(Y,B, 1) espacos de medida sigma-finitos. Se u : X x Y — R é A x B-mensurdvel,

([ ([utstv@) wwn) < [ ([ weoru) .

13
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para todo p € [1,00), com a igualdade para p = 1.

Como mencionamos, outra desigualdade que usaremos é uma variagao de uma
desigualdade devida a Ron Blei [7, Theorem 5 and 36.]. Esta variante foi concebida
por A. Defant et al. [20, Lemma 3.1.]. Para uma prova detalhada desta desigualdade

recomendamos a dissertagao [43].

Teorema 1.1.4 (Blei, Defant et al.) Sejam A e B dois conjuntos finitos nio vazios
e (aij)i,jeAxB uma matriz escalar com entradas positivas; denotemos suas linhas e co-
lunas por a; = (a;j)ica e Bi = (aij)jes. Entao, para q,r1,79 > 1, com q > max(ry,72),
tem-se
Sooag < (Z Hﬁi”?) (Z H%’H:f)
(i,j)€EAXB i€cA jeB

com

¢* (z +y) — 2qzy

¢ —xy

' 2  r—quy
filLg)” = 10,00), f(z,y):= X PR p— p—

w: [1,q)2 —10,00), w(x,y) :=

Y

Agora sim, temos reunidas as ferramentas necessarias para dar uma demonstracgao
do resultado principal deste capitulo, o qual nos vai dar menores estimativas para
as constantes na desigualdade multilinear de Bohnenblust—Hille no caso de escalares

complexos.

Teorema 1.1.5 Se m > 1, entao

m—+41

N 2m
( Z ‘U(€i1a'-'7€im)}MTl> S C(C,m sup |U(zlaazm)|

217...,ZmEDN

1 im=1

para toda forma m-linear U : {X x -+ x (N — C e todo inteiro positivo N com
C(C,l - 17
C Cog
Cm —~—\ m/2
<A 2m >
m—+2
para m par e
m—1 m—+1
2m 2m
C —1 O m+1
o c,ml c,m
(C7m o —~— m+l —~— m—1
2 2
(AQm—Z) <A2m+2)
m+1 m+3

para m mpar.
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Demonstracao. Facamos o caso m impar. O caso m = 1 é a desigualdade de Khin-

chine, e 0 caso m = 2 é a desigualdade 4/3 de Littlewood. Procederemos por indugao,

obtendo o caso m (impar) como combinagao dos casos == e m+1

Supondo que o resultado é valido para 2 e m—“, provaremos que é valido para

m. Seja U : (N x ... x N — C e N um inteiro positivo qualquer.

Consideremos na notacao do Teorema 1.1.4,

q=2,
81:2(—151):%—2
2L+l m+1]
C2(mH) 2m+2
T WI TT nt3
2

Assim, w (s1, 52) = 22 Logo, do Teorema 1.1.4,

f(s1,59)

s1 °1

IA
M=

f(s2,81)

59 52

N
<U (el(-ll), s egnnj)))
T—,e

Precisamos estimar os dois fatores acima. Comecaremos com o segundo fator, para o
qual escrevemos dt := dty...dt m—1. Para cada im+1, ..., 4, fixo, temos, do Teorema 1.1.2,
2 2

74'm;—1:-~~77;m:1 2

52

52

AN
VR RS
b
D=
Mwl
3
~_—
w0
= LM
o
=
o
3
N
~~
~~
‘3
Il
~——
d
~~
o
e
S
33
~—
=W
~

dt.



Somando sobre imt1,...,7,, = 1,..., N, obtemos
2

N 52
N
1
E (U <el( ), ...,e(»m)>>
1 Tm . . _
. . 115yt m—1 =1
Tm41 ey im=1 T2 2
2
_m—1 52
2
< (AS2 ) X
52
= = (1) = (=) (™)
2 2
/ E U E i (t1) ;s E € s <tTﬂ> Y P Cr dt.
vy mgd eenyim=1 i1=1 im—1 =1 2 :
I 2z 2 2
No integrando, usando a hipétese de inducao para ’”T“, temos
52
- U - PG - ; (=) (%)
5i1<1)6217 ) Cim_1 m2_1 Cim_1 16 11 0 Gy
G seim=1 =1 imo1=1 2 2
2 2
(1.3)
52
N N (m1)
§ : ) § : 2
< C(C m+1 U 57;1 (tl) 6“ ) > & 51 tm2—1 eim71 3%y 5
i1= im—1=1
m(s2;1)

onde 7 (s9;1) denota a norma miltiplo (s2; 1)-somante (para mais detalhes sobre ope-

radores miultiplo somantes, recomendamos a tese [47]). Assim,

N N A 1
e
(1) (m) VR
E (U (eil el ) ) < A, U] Ce ma1.
Tmagl geestm=1 et 2
mi1 Tz

Analogamente, obtemos a estimativa do primeiro fator

S1
m+1

N _m+1
(U (e§j>, ...,egy)) | <A, 7 |U| Copm
z%ﬂ,...,zmzl )

N

2.

il?"'7i’ln—1 =1
2
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Logo, combinando ambas estimativas, obtemos

m—+1

N 2m 2m
( > )U(e(f)e(;”)> ’”“)
B1,eeytm=1

___m+41 f(slas2) ___m=1 f(32731)
2 2
< (AW ) (AT 01 )

m=1 m+1

/—\_/—m’T‘F1 2m /—\/—mTfl 2m
- (AQWLQ ”UH C(C 'ml) (A277L+2 HU” C(C m+1> .
m+1 2 m-+3 1T

Com isto fica demonstrado o caso m fmpar.

Com a respectiva mudanca das constantes A, pelas A,, o caso m par é inteiramente

analogo ao feito em [46]. m

Como foi dito anteriormente, de [45] sabemos que A, < 24:, para todo p e, assim,
segue facilmente que as constantes do Teorema 1.1.5 sao menores do que as constantes
do resultado analogo em [46]. Para p = 1, J. Sawa |51] mostrou que o valor 6timo para

—~

Ay, é
iV
2
Como C] =1, temos
2
Cy = —
2 ﬁa

que foi o valor obtido por Queffélec [49].

A estimativa dos valores para as C¢ ,, baseia-se na estimativa dos valores 6timos

para A, com

2 om — 2 om + 2
ped M st T2 sl s 3l cg).
m 4+ 2 m+1 m+ 3

Como um “Added in proof ” no mesmo artigo [51], J. Sawa afirma que para o

parametro p, com py < p < 2 e pg € (0,2), definido como a tnica raiz da equagao

r () (32

as constantes 6timas sao
5 1
—~ P
A, = <F (]%)) . (1.4)



Uma aproximagao de 4 digitos nos fornece pg ~ 0.4756. No entanto, Sawa nao
apresentou nenhuma prova de sua afirmacgao. Mas, felizmente, para p > 1, H. Konig
provou que (1.4) &, de fato, o valor 6timo de ;4:, (veja |3, Secao 2] e as referéncias ali

contidas).

Usando esses valores para A, construimos a tabela a seguir, onde se pode verificar

as diferentes estimativas para Cc,, que foram obtidas até o momento.

M| constantes novas | [16] (2012) (\%)m_l([w, o 1908) | 277 (s, sazoey | M3 27T (s
2 ~1.13 — ~1.13 ~ 1.41 ~ 2.38

3 ~1.24 — ~ 1.27 2 ~ 4.16

4 ~ 1.32 — ~ 1.44 ~ 2.83 ~ 6.73

5) ~ 1.4 — ~ 1.62 4 ~ 10.51

6 ~ 1.46 — ~ 1.83 ~ 5.66 ~ 16.09

7 ~ 1.52 ~ 1.93 ~ 2.06 8 ~z 24.32

8 ~ 1.57 ~ 2.03 ~ 2.33 ~ 11.31 ~ 36.44

9 ~ 1.63 ~ 2.17 ~ 2.63 16 /2 54.23
10 ~ 1.68 ~ 2.29 ~ 2.97 ~ 22.63 ~ 80.28
11 ~ 1.73 = 2.45 ~ 3.35 32 ~ 118.35
12 ~ 1.77 ~ 2.59 ~ 3.78 ~ 45.43 ~ 173.87
13 ~ 1.81 = 2.66 ~ 4.26 64 ~~ 254.68
14 ~ 1.84 ~ 2.73 ~ 4.81 ~ 90.51 ~ 372.13
15 ~ 1.88 ~ 2.81 ~ 5.43 128 ~ 542.57
16 ~ 1.91 ~ 2.87 ~ 6.12 ~ 181.02 ~ 789.61
100 ~ 3.3 ~ 7.6 ~ 1.56 - 103 ~ 7.96 - 10" ~ 8.15-10%

Finalmente, com o objetivo de dar algumas informacoes sobre o comportamento
assintotico das constantes 6timas na desigualdade multilinear de Bohnenblust-Hille

para o caso complexo, na seguinte secao calcularemos o limite quando m — oo do

C(C ,m

quociente z=7-, analogamente ao trabalho feito por D. Diniz et al em [26] .

m’
2
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Usando algumas propriedades bésicas da funcao gamma, como feito em [26],

obtemos

—m—2

Cem 2m_ 4 9 4
lim —=" = lim (I |22 = =
m—00 CC,% m—00 2

1.2 Um Teorema de Dicotomia

37 & 1.23539.

N

Como ja mencionamos, as constantes originais que Bohnenblust e Hille obtiveram

para o caso complexo sao

m+1  m—1

C(C’m:’Nl?WIQ 2.

Posteriormente, esses resultados foram melhorados para

Com =27 (Davie, Kaisjer, 1973 ([14, 34]))

2 \""
Cem = (ﬁ) (Queéftelec, 1995 ([49])).

Numericamente as melhorias feitas sao bastante boas. Porém, pode se observar que
todas estas expressoes tém crescimento exponencial.

Um ponto de ruptura foi dado em 2012 em ([26]). Nesse artigo, foi demons-
trado que as constantes otimas (Kx ) ., que satisfazem a desigualdade multilinear
de Bohnenblust-Hille tém crescimento subexponencial (para os dois casos, escalares
reais e complexos). Essa nova informagao traz a questdao sobre qual serd o compor-
tamento assintotico daquelas constantes 6étimas. Assim, um possivel passo seguinte é
responder se a subexponencialidade das constantes 6timas pode ser melhorada, ou nao.

Seja (KK,m)f:;:l a sequéncia das constantes 6timas que satisfazem a desigualdade

multilinear de Bohnenblust—Hille. Podemos nos perguntar, por exemplo,
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Problema 1.2.1 (Kk,,) ._,, tem crecimento polinomial?
Problema 1.2.2 E verdade que

lim (KK,m - KK,mfl) =07 (15)

m— 00

Neste capitulo, entre outras coisas, daremos resposta a estes dois problemas. Ve-
remos que a resposta do Problema 1.2.2 é positiva em certo sentido. Mais precisamente,
como consequéncia de um de nossos resultados principais (Teorema de Dicotomia) mos-

traremos que se existem Ly, Ly € [0, 00] tais que

Kx om
Ly = lim (Kgm — Kgm1) € Ly = lim —2"

m— 00 m— 00 K.m
)

entao,

L1:0

el=37
7

onde v denota a constante de Euler-Mascheroni (veja (1.10)). A nao existéncia dos

Ly € [1,

limites acima seria um acontecimento extremamente estranho uma vez que nao ha
nenhuma razao aparente para um comportamento patologico para as constantes détimas
(Kkm)o_y-

Outra consequéncia do Teorema de Dicotomia é a resposta negativa ao Problema
1.2.1. De fato, é provado que a sequéncia (KKm)::l das constantes 6timas que satis-
fazem a desigualdade multilinear de Bohnenblust—Hille nao pode ter um crecimento do

tipo polinomial. Mais ainda, se

entao,

KK,m ~ mA.

Para o caso de escalares complexos, a afirmacao ainda ¢é valida para

q > log, (e%_%7> ~ 0.305.
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1.2.1 O Teorema de Dicotomia

Primeiramente, mostraremos resultados que sao véalidos para ambos os casos, es-
calares reais e complexos. Por tal motivo, usaremos a mesma notacao para os dois.
Denotaremos por (K,,)>_, a sequéncia das constantes Otimas que satisfazem a desi-

gualdade multilinear de Bohnenblust—Hille.

A partir de agora, diremos que uma sequéncia de niimeros reais positivos (R,,) -_,
¢ bem comportada se existem Ly, Ly € [0, 00] tais que
RQm
lim — =1L 1.
Jim 2 = L (16)
e
m—00

Note-se que as condicoes para que uma sequéncia seja bem comportada sao bas-
tante fracas, por exemplo, observe-se que L1, L, podem ser oco. Assim, qualquer sequén-

cia da forma

R,, = ba“™, para (a,b,c) € [0,00)* x (—00,00), ou
R, = bam, para (a,b,c) € [0,00)% x (—00,00), ou
R,, = bm®, para (a,b) € (—00,00) x [0,00), ou
R,, = blogm, para b € (0,00), ou

R

k ,
= y_a;m’, com aj >0
=0

é bem comportada. Como os elementos de (K,,) >_, estao dentro do intervalo [1, c0),
restringiremos nosso estudo as sequéncias bem comportadas com valores em [1,00).
Observe-se também que, mesmo restritos a sequéncias em [1,00), os limites (1.6) e

(1.7) sdo, de fato, independentes. Por exemplo

vm, sem = 2F para algum k
R, =
24/m, caso contrario.

satisfaz (1.6), com L; = v/2, mas ndo cumpre (1.7). Por outro lado, definindo para

todo inteiro positivo k > 1,
By = {2 —1,.. 28! — 2}
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a sequéncia

mk, se m € By para algum k& impar

(2’“ — 1),c + km, se m € By para algum k par
satisfaz (1.7), mas nao satisfaz (1.6).
Denotemos a sequéncia subexponencial de constantes que satisfazem a desigual-

dade multilinear de Bohnenblust-Hille construida em [46] por (C,,)>_, . Assim

m=1"
(
sem =1,
—1
m/2 ,
O — (A25n> C% se m é par e
m m—+2
m—1 m+1
—1—-m 2m 1—-m 2m
Ayt O A2, Cun se m é impar,
L mt1 2 m+3 2

com
para p > pg~ 1.847 e

para p < py ~ 1.847, onde py é definido como sendo o tinico nimero real no intervalo

()

2 2

Como estamos interessados em estudar o comportamento da sequéncia (K,,)~_,, po-

(1,2) tal que

demos restringir nossa atencao para sequéncias (Rm)fnoz1 tais que 1 < R,, < (), para
todo m.

Neste capitulo, nosso resultado principal ¢ a seguinte dicotomia:

Teorema de Dicotomia. Se 1 < R,, < C,, para todo m, entao, exatamente
uma das seguintes afirmacoes é verdadeira:
(i) (Ry),_, € subexponencial e ndo bem comportada.

(ii) (Ry),o_, € bem comportada com

11
lim. ];2: € [1,€¢;] (1.8)
e
Tim (R — Bp1) =0, (1.9)
Como um corolério, temos a seguinte informacao sobre as constantes Otimas
(Ko )y -
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Corolario 1.2.3 A sequéncia das constantes dtimas (K,,) >_, que salisfazem a desi-
gualdade de Bohnenblust—Hille é:

(i) subexponencial e nao bem comportada

ou

(ii) bem comportada com

_1
. KQm 61 27
lim

m—oo I,

lim (K — K1) = 0.

m— 00

Se (i) for verdadeira, entdo teremos um resultado completamente surpreendente:

o mau comportamento de (K,,) ~_ . Por outro lado, se (ii) é verdadeira, teremos uma

o0

informacao de forma quase definitiva sobre o crescimento de (K,,),._;.

Destacamos que existem sequéncias bem comportadas (R,,)~_, tais que
lim (R, — Ryn_1) =0,
m—0o0

porém

1
el”27

Com efeito, como 5~ 1.44, para
R, —m?
temos
lim (R, — Ryn_1) =0
m— 00
€ 1
Rop, =37
lim —22 =23 §é[1,€ -

Por outro lado, como uma consequéncia de nosso resultado, observamos o seguinte fato:

se (Rm), _; € bem comportada, e

lim 22 ¢ 1,2),

m— 00 m

entao necessariamente

lim (Rpy — Rp_1) = 0.

m—o0

Assim, no nosso caso, a condi¢ao (1.9) é supérflua.
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1.2.2 Prova do Teorema de Dicotomia

De agora em diante, a letra v denotaré a constante de Euler-Mascheroni

m— 00

1
v = lim ((— logm) + E) ~ 0.577. (1.10)
k=1

Lema 1.2.4 Se 1 < R, < C,, para todo m e eziste L € [0, 00| tal que

Rom
L= lim 22, (1.11)
m—0oQ m
entao,
1—21y
Lell, S ].

Demonstracao. Suponhamos L < 1. Para qualquer 0 < ¢ < 1 — L, existe um N, tal
que

Rom
m2N0:>Ri<1—e.

m

Argumentando por inducao, temos
Ron, < Ry, (1 —¢)
para todo inteiro positivo [ e concluimos que
llggo g =0,

que é impossivel, pois R,, > 1 para todo m. Para simplificar a notacao, escreveremos
1
el=27
V2

Agora, mostraremos que L > « é também impossivel. De [26], é sabido que

Q=

Provaremos que se L > «, existe um N suficientemente grande tal que Ry > Cu,
chegando deste modo a uma contradigao.

Com efeito, dado um pequeno 0 < € < L — «, existe um ngq tal que

Com Rom,
mznoicim<a+§::AeR—2m>a—l—5::B.
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Procedendo indutivamente, temos
Cotyp, < AlC,

Roin, > B'Ry,

para todo inteiro positivo [. Com isso,

Rty _ B'R,, "Rn,
Czlno AlCnO - Cno '

lim E IR”O —
l—oo \ A Cno -

e assim existe um inteiro positivo Ny tal que

SN llvy

Como % > 1, concluimos que

R2N1n0
—2Tno
C2N1n0

que é uma contradicao. m
Lema 1.2.5 Se 1 < R,, < C,, para todo m e o limite (1.11) existe, entdo, existe um

2L N, N N, (4)l
R21N0 RNO 3

wnteiro positivo Ny tal que

para todo inteiro positivo .

Demonstracao. Do lema anterior temos

Ro,, el=27
lim — =L € |1, .
mose R, [ NG )
Assim, como
el=37 3
<3
V2 2

existe um certo Nj tal que

para todo m > Ny. Logo, por indugao,

3 l
RZZNO < (§> RNO

para todo inteiro positivo [. Concluimos que

2N, y 2N, Ny (4)l

Rano (%) Ry, By

para todo [. m
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Lema 1.2.6 Se (R,,)-_, € bem comportada e 1 < R,, < C,, para todo m, entao,

lim (R — Ry_1) = 0. (1.12)

m—ro0

Demonstracao. Seja M := lim,, o (R — Rim_1). A tarefa principal é mostrar que

M ¢ (0,00).
Suponha que M € (0,00). Neste caso, de (1.12), existe um inteiro positivo Ny
tal que
M
m2N1:>Rm—Rm_1>7.
Assim,
M
M= Ny = R — B > T
e

Rgm mM 1
>Ny = 2 s )
m > 1:>Rm ><2)Rm

Do Lema 1.2.4, temos

Deste modo, se N3 := max { /N1, N2}, temos

1 Ry mMY\ 1
>Ny=>—-—>——-1>—| —. 1.13
=TS 7 Ry ( 2 ) R, (1.13)
Do lema anterior sabemos que existe Ny tal que
2N, Ny (4
LR (—) (1.14)
RleO RNO 3

para todo inteiro positivo [.

Agora, vamos escolher um ntimero inteiro positivo [y tal que
[ >1ly = N, :=2'Ny > N;.

Assim, de (1.13), sabemos que

1 N M 1 MY\ 2'N,
1210:>NZ>N3:>—>(1 )—:(—) 0 (1.15)

2 2
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Mas, como

de (1.14) e (1.15), chegamos a uma contradigao.

O argumento para mostrar que lim,, , (R, — Rm—1) ndo pode ser infinito é uma
consequéncia do argumento desenvolvido anteriormente. m

Observe-se que uma simples modificacao da prova dos lemas anteriores fornece o

seguinte resultado geral:

Proposigao 1.2.7 Se (R,,)~_, € bem comportada e

. R
1< lim =422 < 2,
m—r0o0 m
entao,

lim (R — Rm_1) = 0.

m—0o0

Nosso principal resultado é uma consequéncia direta dos lemas anteriores:

Teorema 1.2.8 (Dicotomia) Se 1 < R,, < C,, para todo m, exatamente uma das
sequintes afirmacoes € verdadeira:
(i) (Rm),>_, € subexponencial e nao bem comportada.

(ii) (Rm)._, € bem comportada com

Ro, 61_%7

li 1

ml_rgo Rm € [ 7 \/é ]
e

lim (R — Rin_1) = 0.

m—0o0

Destacamos que a informagao lim,, o (R, — Ryy—1) = 0 em (ii) é uma con-
_1

sequéncia do fato de que (R,,)-_, é bem comportada, com lim,, %m 1, elﬁﬁ];

isto é devido a Proposicao 1.2.7.

O corolario seguinte responde positivamente, em certa forma, o Problema 1.2.2:

Corolario 1.2.9 A sequéncia das constantes otimas (Kp,) ._, que satisfazem a desi-
gualdade de Bohnenblust—Hille é:

(1) subexponencial e nao bem comportada

ou

(ii) bem comportada com




No caso escalar real, é conhecido que (K,,) -_, satisfaz
1
2'"m < K,, <Cp

para todo inteiro positivo m (veja [27]). Nao é dificil encontrar exemplos de sequéncias
subexponenciais e nao bem comportadas que satisfacam a desigualdade anterior. Por

exemplo,

. 21=%, se m = 2F para algum k

C,,, caso contrario.

1.2.3 Comportamento nao-polinomial das constante 6timas

E bem sabido que o expoente 73—111 na desigualdade, tanto polinomial como
multilinear, de Bohnenblust—Hille é 6timo. Por isso, o senso comum nos dita que
as constantes O6timas da desigualdade de Bohnenblust—Hille devem de ter um com-
portamento uniforme, sem oscilagoes estranhas no seu crescimento. Se a parte (i) do
Corolario 1.2.9 fosse verdadeira, o resultado obtido seria fortemente inesperado. Por
outro lado, se a parte (ii) do Corolario 1.2.9 for verdadeira, sendo o conjecturado neste
estudo, também teremos informacoes importantes sobre o crescimento destas constan-

tes. Por exemplo:

lim (K — Kpy) =0

m—0o0
e este também é um resultado surpreendente, tendo em vista as estimativas anteriores
conhecidas para o crescimento destas constantes (veja [11, 20, 21, 39]).
Como outra aplicacao do Teorema de Dicotomia, temos o seguinte resultado,

mencionado na introducao, o qual da resposta negativa ao Problema 1.2.1.

Corolario 1.2.10 Seja (K,,)>"

w1 G sequéncia das constantes otimas que satisfazem

a desigualdade multilinear de Bohnenblust—Hille. Se p(m) é qualquer polindmio nao-

constante, entao,
K., > p(m).

Mais ainda, se

com
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e ce (0,00), entao, a sequéncia (K,,),_, nao pode ser da forma
K, ~cm?i.

Com efeito, escrevendo BY = cmd se K, ~ Bﬁff), obtemos

= lim Jdim | ——=|. lim | —
= 29,

Como g € R — [0,10g2 (erV)] , temos

2

N

e isto contradiz o Teorema de Dicotomia. O caso ¢ < 0 é obviamente impossivel. Um

procedimento anélogo mostra que se p(m) é qualquer polindomio nao-constante, entao,
Km ad p(m) |

As consequéncias do Teorema de Dicotomia foram confirmadas e complementadas pos-
teriormente por diferentes autores. Por exemplo, o Corolario 1.2.9 foi melhorado em

[44] para:
e Teorema ([44, Theorem 8.1|). Seja (K,,),._, a sequéncia das constantes Oti-
mas que satisfazem a desigualdade multilinear de Bohnenblust-Hille. Se existe

L € [—o0, 0] tal que
lim (Kpir — Ko) = L,

m—o0

entao,
L=0.

Observe-se que, no teorema acima, nao é preciso que as (K,,) -_, sejam bem

comportadas para concluir que L = 0 quando lim,, , (K41 — Ky) = L.

Uma outra conclusdo importante em [44, Theorem 8.5] é que, para todo m > 2,

log, <
K < 1.65(m — 1)

Isto, além de confirmar o Corolario 1.2.10, fornece informacoes mais precisas sobre as
K,,. Por exemplo o fato de terem crescimento subpolinomial e p-sub-harménico para

p A 0.47.
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1.2.4 Teorema de Dicotomia para o caso de escalares complexos

Na subsecao 1.2.1, foi dito que os resultados apresentados sao validos para ambos
casos, escalares reais e complexos. Isto é devido ao fato de que as melhores constantes
conhecidas na desigualdade multilinear de Bohnenblust-Hille para escalares complexos
sao menores do que as melhores constantes conhecidas na desigualdade multilinear de
Bohnenblust-Hille para escalares reais.

Dito isto, escreveremos a seguir os resultados correspondentes ao caso complexo,
os quais podem ser facilmente deduzidos a partir dos raciocinios introduzidos nas secoes

anteriores.
Lembremos que, na secao anterior, é provado, no Teorema 1.1.5, que, para o caso
de escalares complexos, a desigualdade multilinear de Bohnenblust-Hille é satisfeita

com constantes (Cg,y,) ~_, dadas por:

1 sem=1,

~ —1

m/2 4
C — (A£> CC% se m € par e
(C’m o m+2 m—1 m—+1

~—1l—m 2m ~1l—-m 2m

A2, C m-1 oo C(C7m+1 se m é impar,
mt1 2 m+3 2

co1m

()

Além disso, também é provado, na mesma se¢do (subsecdo 1.1.2), que

Temos, assim, um teorema de dicotomia e seus respectivos corolarios, onde sao

usadas estas novas informacoes:

Teorema 1.2.11 (Dicotomia) Se 1 < R, <C¢,, para todo m, exatamente uma das
sequintes afirmacoes € verdadeira:
(i) (Rm),._, € subezponencial e nao bem comportada.

(ii) (Rm),_, € bem comportada com
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Corolario 1.2.12 A sequéncia das constantes dtimas (Kc,m) _, que satisfazem a de-
stqualdade multilinear de Bohnenblust—Hille para o caso de escalares complexos é:

(i) subexponencial e nao bem comportada

ou

(7i) bem comportada com

lim (K(Qm — K(C’mfl) =0.

m— 00

Corolario 1.2.13 Seja (Kc,m).._, @ sequéncia das constantes dtimas que satisfazem
a desiqualdade multilinear de Bohnenblust—Hille para o caso de escalares complexos.

Se p(m) € qualquer polinémio nao-constante, entao,
K(C,m 2 p(m)

Mais ainda, se

q€R-[0,p], (1.17)

com

B = log, <e%_%7> ~ 0.30497,

e c € (0,00), entdo, a sequéncia (Kcpm),_, nao pode ser da forma
Kem ~ emf.
1.3 Variagoes da desigualdade 4/3 de Littlewood

A desigualdade 4/3 de Littlewood [36] (veja também [29]) afirma que existe uma

constante Lk > 1 tal que

EST%

(Z ‘U(eiaej”g) < Lg [|U]|

ij=1
para toda forma bilinear U : £ x /Y — K e todo inteiro positivo N. E bastante conhe-

cido que o expoente 4/3 é 6timo e recentemente foi demonstrado, também por Diniz,

Muifioz-Fernandez, Pellegrino e Seoane-Sepiilveda em [27] que a constante Lg = v/2 &
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igualmente 6tima. Para escalares complexos, é sabido que L¢ < 2/4/7.

No entanto, se substituirmos 4/3 por r > 4/3, pela inclusdo das normas é claro

que existe uma constante 6tima Ly, que satisfaz
1
N v
(Z |U(6z‘7€j)|r> < Lg, U]l
ij=1
e & menor que v/2 (caso real) e 2/4/7 (caso complexo).

Neste capitulo, entre outros resultados, obteremos a constante 6tima Ly, para

todo r > %; com efeito, provaremos que

Lo, = 2% parar € [%,2)
’ 1 para r > 2.

Como consequéncia de nossas estimativas, veremos que

LR,T > L(C,r

para todo r € [%, 2) )

1.3.1 As variagbes. Caso real

Como mencionamos anteriormente, se substituirmos 4/3 por r > 4/3, entao, a

constante otima Lk , que satisfaz

(Z \U(ezwej)!’) < L, [[U] (1.18)

ij=1
& menor que v/2. Nosso objetivo principal é encontrar o valor 6timo de Ly, para cada
r>4/3:

Teorema 1.3.1 As constante dtima Lg, que satisfaz (1.18) é

Lo, = 25" para r € [%,2)
7 1 para r > 2.

Demonstracao. O caso r > 2 é bastante simples. Na verdade, pode-se utilizar que o

corpo escalar real tem cotipo 2 e a sua constante de cotipo é 1. Por isso,

(Z |U(€ia€j)\2> < U]l (1.19)

ij=1
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para todo N e toda forma bilinear U : /Y x /% — R. Usando (1.19) e a monotonicidade
da norma {,, deduzimos que Lg, < 1. Por outro lado, utilizando Uy(z,y) = z1y; em

(1.18), concluimos que Lg, > 1.

Agora, vamos lidar com o caso r € [%,2). Usando um argumento simples de

interpolagao, podemos mostrar que se 6 € (0,1) é tal que

r 0 1-46
r 4/3 2
entao,
1 0 1\ 1-0
N 2
<Z |U(ei,ej)|7"> < Z U (ei, €5) 4/3) (Z |U (e, €; >
/L’]:l 7.7 1 3] 1
< (valwn) (i
= (ﬁ) ot
=2 U]l
No outro sentido, inspirados em [27], consideramos
Ul(xa y) = Z1Y1 + T1Y2 + T2Y1 — T2Yo, (1.20)
temos ||Uy|| = 2 e, assim,
47 2 r
Le, > —— = 2%
1UL]

Temos assim, a igualdade. =

1.3.2 As variagbes. Caso complexo

Para todo r > 2 ¢ valido o mesmo raciocinio utilizado para Lgr,. Assim, para

todo r > 2, temos L¢, = 1.
Mostraremos que

4-—2r

2 v 4
Lc, < (ﬁ) para todo r € [372) .

No entanto, nao temos informacao se nossas estimativas sao 6timas para r € [%, 2) .

Para o caso de escalares complexos, as melhores estimativas que conhecemos para

a constante no teorema 4/3 de Littlewood é

Les <

ol

o

)
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O mesmo argumento de interpolacao utilizado no caso de escalares reais pode ser

usado para mostrar que se § € (0,1) é tal que

1_0 1-0
r 4/3 2
entao,
1 3\ 0 1\ 1-6
N r N 4 N 2
<Z |U(€z‘a6j)|T> < (Z ]U(ei,ej)|4/3> (Z |U(€u€g)|2>
i,j=1 i,j=1 ij=1

4—2r

< (%) "ol

Por outro lado, para r > 4/3, ¢ facil verificar, como no caso real, que L¢, > 1. No
entanto, se r € [%, 2), a nossa técnica para fornecer estimativas inferiores 6timas para

Ly, parece initil para o caso complexo. A tabela a seguir ¢ ilustrativa:

r | Ley > Lc, <
%
L (3)
43| 1 | 2/y/7 ~ 1.128380
1.93 1 1.0088
1.95 1 1.0062
1.99 1 1.0012
>2 | 1 1

4—2r

Como Lg, = 25" e Le, < (\%r) " paratodo r € [%, 2), resulta que

Ly, > L, (1.21)

para todos os casos nao triviais, i.e., sempre que r € [%, 2) :

1.3.3 Sobre as variag¢oes no caso complexo

Nao sabemos se nossas estimativas superiores para escalares complexos sao as
6timas. Agora enfatizamos que uma técnica diferente, embora bastante eficaz para es-
timativas na desigualdade multilinear de Bohnenblust—Hille, fornece resultados piores.
Esta abordagem ¢é baseada em argumentos recentes de [20, 46]. Por uma questao de

praticidade, lembremos alguns resultados tteis mencionados anteriormente:
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Teorema 1.3.2 (Desigualdade de Khinchine) Para todo 0 < p < oo, ezistem
constantes A, e B, tais que

Ap <§:anl2>% < (/01

n=1

dt) p < B, (i |an|2> 2 (1.22)

n=1

Z anry (t)

para todo inteiro positivo N e escalares ay,...,a, (r, denota a enésima func¢ao de

Rademacher).

Para p > pg, com 1 < py < 2 definido por

() f

2 2
um resultado dado por U. Haagerup ([30]) afirma que

A, =2 (wy/p (1.23)

é a melhor constante que satisfaz (1.22). Para p < pg, o melhor valor é

1

A, =227 (1.24)

Teorema 1.3.3 (Blei, Defant et al, [20, Lemma 3.1]) Sejam A e B dois conjun-
tos finitos e ndo-vazios e (aij)ij)caxp uma matriz escalar com entradas positivas; de-
notemos suas colunas por a; = (a;;)ica € suas linhas por B; = (aij)jep. Entdo, para
q,81,82 > 1, com q > max(sy, s2), temos
S gt < (Z ||ﬁ¢||§1> <Z IIajIIZQ) ,
(i,j)€AXB i€A JjeEB
com
¢*(z +y) — 2qvy
¢ —xy
o2 _ ¢z —quy
filLag)” = 0,00), flz,y) = o prn g

Como observado anteriormente, é possivel usar uma versao mais conveniente do

w:[1,9)* = [0,00), w(z,y) =

Teorema 1.3.2:

Teorema 1.3.4 (Desigualdade de Khinchine) Para todo 0 < p < oo, ezistem
constantes A, e B, tais que

N N 2 N . N %
A, (Z \an|2> <D anen|| <B, (Z |an|2> (1.25)
n=1 n=1 P n=1

para todo inteiro positivo N e escalares ay, ..., a, (e, denota varidveis aleatorias de
Steinhaus).

N =
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De [45, p. 151], sabemos que

, <A, (1.26)

e estas constantes sdo Otimas para o caso que é de nosso interesse, i.e., p > 1 (veja

[3, 51]). Assim, usamos os resultados anteriores e obtemos:

Proposicao 1.3.5 A constante étima Lc, que satisfaz:
H
2|\ "
L(C,r S I 9

Nesta demonstracao utilizamos o conceito de somabilidade, para detalhes sobre

para todo r € (%, 2).

operadores absolutamente somantes recomendamos [25]).
Demonstragao. Seja U : /Y x (Y — C uma forma bilinear. Usamos o Teorema 1.3.3

com
Assim
Temos entao

(i |U(€z‘,€j)’r>r < (i H(U<€i,€j));‘v:1

1,7=1

f(s2,51) f(s1,s2)
s1
52

2) (iW@wg

S1

2

Logo, do Teorema 1.3.4, temos

N 51
51 —1\ 51
|weent]) < (47)" [ [ Satuee)| @
=1
[0,1]
N 51
1\ S1
:(Asl 1) /ZU(si(t)ei,ej) dt.
o) 11=1
Somando sobre j = 1,..., N obtemos
N s N N N S1
N S
Y| < (A7) [ |vawee)| o
Jj=1 0,1] J=1 i=1



Assim

N 51

U alt)es, )

=1

dt

m(s1;1)

51 1\ 51
< (4. ) /
2
[0,1]

< (4,7 i

onde 7(s1;1) denota a (s1;1)-norma absoluta.

Logo

1
s\t — 1
<A, U]

N
N
S |wiesent|) ) <
j=1
Como s; = s9, a outra estimativa ¢ analoga; combinando ambas estimativas obtemos

1/r
N . — 1 1/2 1 1/2 —1
(2|U<ei,ej>r> < (A4 o) (A o) T =4y -

ig=1
N 1/’!’ 2r 2r
, i T2
(Z U (es, €5)] ) < <F (4 5 )) U]l
ij=1

Concluimos assim que

Ou seja

para todo r € [%, 2) .

Porém, uma inspecao direta revela

((5) = (5

2) e, assim, as estimativas da subsecao 1.3.2 tém, de fato, mais

4

para todo r € (g,

precisao.
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Capitulo 2

Desigualdade polinomial de
Bohnenblust—Hille

Sejam E um espaco de Banach sobre K, e m um inteiro positivo qualquer. De

forma geral, temos a seguinte defini¢ao:

Definicao 2.0.6 Dizemos que p : E — K, é um polindomio homogéneo em E de grau

m, se existe uma forma m—Ilinear
Q:E"—K

tal que

para todo x € E.
Denotando por @ a restricao de ) a diagonal de E™, temos um famoso resultado
algébrico que diz o seguinte:

Lema 2.0.7 Para todo polindmio m—homogéneo p, existe uma inica forma simétrica
m-linear
P:E"—K

tal que P= P.

Tal forma simétrica m-linear é chamada de forma polar de p.



Um outro resultado conhecido diz que polinomios m-homogéneos e formas
m—Ilineares sao continuas sobre E se, e somente se, sao limitados na bola unitaria

Bg ou Bgm, respetivamente.

Em tal caso podemos definir as normas:

|p|| :=sup{|p (x)|; 2z € Bg} (2.1)

para p um polindmio m-homogéneo continuo em F, e
|P|| := sup{|P (x1,...,xm)|; 21, ..., Tm € Bp}

para P uma forma m—multilinear continua em E™. Em geral, estas normas sao muito
dificeis de serem calculadas.

Denotando por P (™E), o espaco de todos os polinémios m—homogéneos e con-
tinuos sobre F, a igualdade (2.1) define uma norma sobre P ("FE).

Como caso particular, quando £ = K", o polinbmio m-homogéneo p pode ser

escrito como
plx) =Y @z (2.2)
la|=m
com x = (21,....,2,) €E K", a = (aq,...,a,) € (No)", || = a1 +...+a, e x* = z{"..x0m.

n

Quando o espaco de Banach tem dimensao finita, é possivel definir em
P (™FE) a seguinte norma. Lembremos que se a dimensao de E for n, podemos

identifica-lo com K".

Definicao 2.0.8 Seja E um espago de Banach de dimensao finita e p um polinémio
m-homogéneo continuo em E.

=

ply = | D laal”

|a|=m
define a l,, ¢ > 1, norma de p (x) = Z\a|:m anx®, que serd denotada por |-|q
Assim, quando E for de dimensao finita, teremos que existem constantes c,,,, e
Chn, tais que
Cmn [Ply < NPl < Cnn I, (2.3)

para todo p € P (™E). Isto ¢, as normas .|| e [.|, vao ser equivalentes.
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Um caso particular da anterior desigualdade é a desigualdade polinomial de

2m

2m_ 2m_
m+17

Bohnenblust-Hille, a saber, quando ¢ = =%

Segundo esta desigualdade, se ¢ =

entao
pl, < et 1]
transforma-se em

Pl 2 < el -
m+1

Dito de outro modo, se ¢ = nz—Tl, entao a constante é independente da dimensao do
espaco K",
Bohnenblust e Hille provaram que nf—j’:l é 6timo, no sentido que se considerarmos

q < nf—’fl, perderemos a independéncia da dimensao do espaco K".

Dissertaremos um pouco neste capitulo sobre esta famosa desigualdade e sua
profunda relacao com a desigualdade de Kahane-Salem-Zygmund. No final do capi-
tulo escreveremos sobre o estado da arte das constantes que satisfazem a desigualdade

polinomial de Bohnenblust—Hille e daremos estmativas inferiores nao-triviais para as

constantes 6timas no caso complexo.

2.1 Asdesigualdades de Bohnenblust—Hille e Kahane—
Salem—Zygmund

A desigualdade de Kahane-Salem—Zygmund (veja [33, Teorema 4, Capitulo 6] e
também [50]) é um resultado poderoso e com diversas aplicacoes (veja |5, 8, 9, 16, 48]).
Essa desigualdade, em suas formulagoes mais gerais, é um resultado probabilistico, mas
N0 N0SSoO caso, uma versao mais fraca é suficiente.

Teorema 2.1.1 [Desigualdade de Kahane—Salem—Zygmund[Sejam m,n inteiros posi-

tivos. Entao existem sinais €, = 1 tais que o polinémio m-homogéneo
. n
Pp,: s, —C

dado por
Prn(2) = Z|a\:m5aza
satisfaz

| Pl < Cn ™2, logm

onde C' > 0 € uma constante universal que nao depende de n nem de m.
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Desde a publicacao do famoso artigo [8] de H. P. Boas, o uso da desigualdade de
Kahane-Salem—Zygmund e alguns resultados probabilisticos avancados na teoria das
séries de Dirichlet parece ter-se tornado, em certo sentido, usual (veja, por exemplo,
[4, 18, 37| e as referéncias ali contidas). Neste capitulo, fornecemos conexoes explicitas
entre a desigualdade de Kahane-Salem-Zygmund e as desigualdades de Bohnenblust-

Hille que podem ser tteis em futuras investigagoes.

2m
m—+1

2.1.1 Uma prova simples de que o expoente é 6timo

Como mencionamos na Introdugio, a prova (dada por Bohnenblust e Hille) da
otimalidade o expoente 2m/(m + 1) na desigualdade de Bohnenblust-Hille era dema-
siado complicada. Veremos a seguir que a desigualdade de Kahane-Salem-Zygmund
nos da uma prova bastante simples deste fato, a esséncia do nosso argumento pode ser
encontrada no artigo de Boas [8].

Em [7] h4 uma prova alternativa da otimalidade do expoente 2m/(m + 1) para
o caso de formas m-lineares. Porém, o argumento é também nada trivial e envolve os
conceitos de conjuntos p-Sidon e sistemas subgaussianos. Agora, mostraremos que a
otimalidade do expoente nf—ffl ¢ uma conseqiiéncia direta da desigualdade de Kahane-
Salem-Zygmund (os resultados sdo demonstrados para escalares complexos, mas o
mesmo argumento vale para escalares reais, uma vez que ¢ 6bvio que a desigualdade

de Kahane-Salem-Zygmund pode ser adaptada ao caso de escalares reais).

Teorema 2.1.2 O expoente nf—fl na desigualdade polinomial de Bohnenblust—Hille é

otimo.

Demonstracao. Seja m > 2 um inteiro positivo fixo. Para cada n, seja P, ,, : £, — C
o polindmio m-homogéneo que satisfaz a desigualdade de Kahane-Salem—Zygmund.
Para nosso objetivo é suficiente considerar o caso n > m.

Seja ¢ < 2™ Entdo, um calculo de combinatéria mostra que
m—+1

S al’ = p(n) + T (0~ B,

onde p(n) > 0 é um polinémio de grau m — 1. Se a desigualdade polinomial de

Bohnenblust—Hille fosse valida com o expoente ¢, entao, teriamos a existéncia de uma
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constante Cy, , > 0 tal que

1
>
CngC 2 n(m+1)/2, /logm

para todo n, com C' do Teorema 2.1.1. Elevando ambos lados ao expoente ¢ e fazendo

(st + 2 T 0 ) "

" k=0

n — oo, obtemos

Rerpol )/2( logm)q na(m+1)/2 (,/logm)q
com
m—1
r(n) = I[ (n—k)
k=0
Como
1
degr =m > atm + >,
2
teriamos

lim rin) + pn) = o0
n—oo \ mlna(m+1)/2 (1 /log m)q na(m+1)/2 (\ /log m)q ’
uma contradicao. Por outro lado, como a desigualdade multilinear de Bohnenblust—

Hille (com expoente ¢) implica na desigualdade polinomial de Bohnenblust-Hille com

o mesmo expoente, concluimos que nf—fl é também 6timo no caso multilinear. m

Lembramos que um polinomio de Bernoulli é um polinomio cujos coeficientes sao

—1 ou 1; a prova anterior, embora simples, prova, de fato, um resultado mais forte:

Teorema 2.1.3 Seja g > 1 tal que existe uma constante Cy,,, > 1 que satisfaz

( 2. |€alq> < Com [ Bl

|a|=m

para todo polindmio de Bernoulli m-homogéneo Py, ,, : {5 — C definido por

Pn(z) = Z €a2".

laj=m

Entao,
2m

> .
4 m—+1
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2.1.2 A constante da desigualdade de Kahane—Salem—Zygmund
e as constantes 6timas da desigualdade polinomial de
Bohnenblust—Hille

De agora em diante, K?°' denota a constante 6tima satisfazendo a (m-homogénea)
desigualdade polinomial de Bohnenblust-Hille (caso complexo) e C' denota a constante
universal da desigualdade Kahane-Salem-Zygmund.

Nesta subsecao, vamos esbocar algumas conexoes entre a constante universal
da desigualdade de Kahane-Salem-Zygmund e as constantes ¢timas da desigualdade
polinomial de Bohnenblust-Hille (caso complexo); esta abordagem pode ser ttil para a
construcao de estratégias adequadas para a investigacao das estimativas inferiores para
as constantes de Bohnenblust—Hille (caso complexo).

A busca das constantes ideais de qualquer natureza é naturalmente dividida em
duas abordagens diferentes: a busca de estimativas superiores e estimativas inferiores.
Para a desigualdade polinomial de Bohnenblust-Hille, a situacao nao é diferente.

O melhor resultado em limitantes superiores para a desigualdade polinomial de
Bohnenblust-Hille (caso complexo) é devido a Defantet al., publicado em 2011, em
[18] (ver (2.9)). Por outro lado, as estimativas para limites inferiores apresenta poucos
avangos no caso complexo. Até agora, o tunico resultado nao-trivial (para escalares

complexos) afirma que

KP' > 1.1066 ([13]).

Vamos comecar com uma observagao simples: as constantes 6timas que satisfazem a
(m homogénea) desigualdade polinomial de Bohnenblust-Hille podem ser usadas para
estimar a constante universal C' da desigualdade de Kahane-Salem-Zygmund .

Com efeito, usando o mesmo procedimento da se¢ao anterior (escolhendo m = n),

conclui-se que

m+1

_ | 2m
e (=) (2.4)
mTw/logm m! (m—l)!

para todo m > 2. Um célculo simples fornece uma cota inferior para o valor 6timo de

C. De fato, para m = 2, de (2.4), temos

KP'C > 0.9680. (2.5)

43



Mas, de [49, Theorem III.1|, sabemos que
KPh < 1.7432

e, assim, concluimos que
0.9680

~ 17432

> 0.5553. (2.6)

Porém, usando uma técnica diferente pode-se obter uma estimativa bastante melhor
para C. De [2, eq 3.1] e 0o "Maximum Modulus Principle"(como é usado em [13]),

podemos mostrar que se P : 2. — C é definido por
PQ(Zl, ZQ) = CLZ% + bzg + Ccz129 (27)
com a,b,c € R, entao,

la 4 b] + |¢| se ab > 0 ou |c(a + b)| > 4|ab],

(la| + |b]) /1 + ﬁzb‘ caso contrario.

Logo, se a,b,c € {—1,1}, os valores possiveis para a norma de P, sdo 3 e V5. Assim,

1Pl =

resulta imediato que

o> V5 o (2.8)

— 23/2,/log 2

Nao encontramos estimativas inferiores para C' na literatura, assim, provavel-
mente, (2.8) pode ser de interesse. A diferenca entre as estimativas (2.6) e (2.8) ¢é
talvez devida ao fato de que polinémios de Bernoulli parecem nao ser bons candi-
datos para prover cotas inferiores para K?°'. Na verdade, em [13], a melhor escolha
para a obtencao de cotas inferiores para a constante na desigualdade polinomial de
Bohnenblust-Hille entre todos os polinémios da forma (2.7) ¢

5 352203

PQ(Zl,ZQ) = Z% — 29 + ijZQ.

Como C' é uma constante universal, presumimos que (2.4) talvez nao seja 1til nas
estimativas das constantes de Bohnenblust—Hille. Para uma versao mais forte de (2.4),
parece que deve evitar-se a utilizacao da constante universal C' e usar valores particu-
lares de C' para escolhas especificas de m,n. Mais precisamente, se n > m > 2 estao

fixos, a desigualdade de Kahane-Salem-Zygmund diz-nos que existe uma constante
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Chm com 0 < O, ,, < C tal que existem sinais ¢, = £1 e um polinémio m-homogéneo

Po,:l, —C
Pyn(z) = Z €a?”,
|a)]=m

com
[Prnll < G ™ V72 flog .

Mantendo essa notacao, temos que

m—+1

R ' 2m
KﬁflCm,n > 1 <(n +m 1)>
n"z y/logm \ m! (n—1)!

sempre que m,n sejam inteiros positivos com n > m > 2. Assim, a busca dos valores

otimos de C,, ,,, além de seu interesse intrinseco, pode ajudar na investigacao incipiente
de cotas inferiores para as constantes da desigualdade polinomial de Bohnenblust—
Hille K7°'. Porém, nossa suspeita ¢ que os polinomios de Bernoulli (e, portanto, a
desigualdade de Kahane-Salem-Zygmund) sao eficazes exclusivamente para a prova da
otimalidade do expoente TS—TI (Teorema 2.1.2) e, como aconteceu no caso m =n = 2,

eles ndo parecem eficientes para o célculo das constantes KP.

2.1.3 A desigualdade de Kahane—Salem—Zygmund: o expoente

m;r L & 6timo até para escalares reais?

E 6bvio que a norma de um polinomio de Bernoulli sobre o corpo escalar complexo
nunca ¢ menor do que a sua norma sobre o corpo escalar real. Mais precisamente, se

K=RouC, e, e{-1,1} ¢

Pe: 0" (K) > K
Px(z) = Z €a2%,

la=m
entao,

1Pel] < 1 el

Um exemplo concreto: se Py : (% (K) — K ¢ dado por

Px(z2) = zf — zg + 2129,



entao,

5
| Prll = 1< 5=|Fcl.

Assim, como mencionamos no inicio da primeira secao deste capitulo, é 6bvio que a

desigualdade de Kahane - Salem - Zygmund vale para escalares reais. Parece ser bem

m+1

5— na desigualdade de Kahane-Salem-Zygmund é 6tima

conhecido que a poténcia

para escalares complexos, mas para escalares reais o resultado parece nao ser claro.
Em qualquer caso, provaremos a seguir que o expoente mTH é 6timo para ambos casos.
Teorema 2.1.4 O expoente mT“ na desigualdade de Kahane=Salem—Zygmund é dtima

para ambos os casos de escalares reais e compleros.

Demonstracao. O argumento é semelhante a prova da otimalidade do Teorema 2.1.2.

Sejam m > 2 um inteiro positivo fixo, n > m e K = R ou C. Suponhamos que a desi-

m—+1

gualdade de Kahane-Salem—Zygmund ¢ valida para um expoente ¢ < ™5=. Para cada

n e m, seja P, : (2 (K) — K o polinomio m-homogéneo que satisfaz a desigualdade
de Kahane—Salem—Zygmund com este exponente g. Como na prova do Teorema 2.1.2,

temos
2m m—1

S el 75 = pln) + T (0= )

* k=0

onde p(n) > 0 é um polinémio de grau m — 1; e existiria uma constante C(, > 0 tal

que

l 1 1 m=1 (m+1)/2m
Kpo > - J—
G0 2 e () + o T 0= )

para todo n. Logo,

(K2'Cy) ™ = lim

n—00 2mg

mlnm+1 (y/logm) ™ nmet (y/logm) ™+

com r como na prova do Teorema 2.1.2. Como

degr =m >

obtemos um absurdo. =
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2.2 Sobre as constantes na desigualdade polinomial
de Bohnenblust-Hille

Como foi dito na Introdugao, Bohnenblust e Hille também demonstraram em [11]
uma versao da desigualdade para polinomios homogéneos. Eles demonstraram que:

Teorema 2.2.1 Para cada m, eziste uma constante Dc,, > 1 tal que, para todo
polindomio m—homogéneo P (z) = Z|a|:m an 2 sobre CV, tem-se

m—+1
2m

2m_
D laal™ < Deam [Pl

|a|=m
As constantes originais dadas por Bohnenblust-Hille aparentemente nao foram
expressadas explicitamente. Num trabalho recente, Defant e Sevilla-Peris [23] escre-
vem as constantes que talvez Bohnenblust-Hille consideravam como sendo vélidas na

desigualdade, as quais sao, a saber,

m+1  m-—1 mm

D(C,m = m 2m 2 2

m+1 °
2

m

(m!
Como mencionamos na Se¢ao 1.2, atualmente é conhecido que as constantes 6ti-

mas na desigualdade de Bohnenblust—Hille para o caso multilinear possuem crescimento
subpolinomial. Em vista disto, a investigacao de limitantes inferiores para as constan-
tes de Bohnenblust—Hille parece ser uma tarefa importante. Os resultados existentes
para aplicacoes multilineares e escalares reais sao altamente nao-triviais.

Na se¢ao 1.2, comentamos que em [27] é mostrado que para aplica¢oes multiline-

ares e escalares reais tem-se que
1—L1
KR,m >2m

e ainda estd em aberto se estas estimativas sao Otimas ou nao. Assim, a possibilidade
de as constantes multilineares de Bohnenblust—Hille serem limitadas esta aberta. Mais
ainda, para o caso multilinear complexo, nao existem limitantes inferiores conhecidos
diferentes dos triviais e também, até que se mostre o contrario, a possibilidade de as
constantes 6timas no caso complexo serem para todo m, Cc,, = 1 nao pode ser descar-
tada. Na Secao 2.2.2, daremos estimativas inferiores nao-triviais para a desigualdade

polinomial, caso complexo. Mostraremos que se m > 2, entao,
B
Dy > (1427)2m .
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2.2.1 Bohnenblust-Hille para polinémios homogéneos. Estado

da arte

A desigualdade de Bohnenblust-Hille para polinomios homogéneos ([11], 1931)
garante que existe uma funcao Dk : N — [1,00) tal que, para todo polindmio m-
homogéneo P sobre KV, a E%—norma do conjunto de coeficientes de P ¢é limitada
superiormente por Dy (m) vezes a sup-norma de P no polidisco unitario.

Escrevendo Dy ,,, = Dk (m), as estimativas historicas para as constantes no caso

polinomial complexo sao:

m'En 2" — L [11] (1931)

(m!) 2m

_ m m—+1
Dy < {4 (V2)" MR (14, 34] (7075)

m—+1
2m (m!) 2m

()" o 10l (1999)

\

Recentemente, em ([18], 2011), é provado que para o caso complexo,
1\ m-1
Do < (1 n E) v (v2)" (2.9)
que nos fornece a hipercontratividade da desigualdade. Mais precisamente, a estima-
tiva anterior garante que existe C' > 1 tal que, para cada m e para todo polinémio
m—homogeneo P (2) =3, _,, a2 sobre CV, tem-se

m—+1
2m

3 Jaal <cm| P (2.10)

laj=m

Similar & versao multilinear, o expoente nf—’j:l é 6timo.

Como afirmamos no resumo deste trabalho, podemos resumir em uma frase as
principais informacoes dos trabalhos recentes: as constantes das desigualdades de
Bohnenblust—Hille sao, em geral, extraordinariamente menores do que as primeiras
estimativas tinham previsto.

Para entender o significado da frase anterior, basta lembrar que, para o caso da de-
sigualdade multilinear, as melhores constantes conhecidas passaram de ter crescimento
exponencial a ter crescimento p-sub-harménico para um correspondente p € (0,1). Por

sua vez, para o caso da desigualdade para polindomios homogéneos, caso complexo, as

. m . . .
constantes passaram de ter crescimento da ordem o (m 2 ) a ter, como foi dito acima,
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crescimento hipercontrativo.

Esta situacao nao é diferente para o caso da desigualdade para polinémios homo-
géneos sobre escalares reais. Parece ser folclore o fato da desigualdade polinomial de
Bohnenblust—Hille ser valida para escalares reais, mas nenhuma estimativa aparece na

literatura.

Recentemente em [13] num trabalho de Campos, Mufioz-Fernandez, Pellegrino
e Seoane-Sepitilveda, os autores usam resultados classicos e um caso especial de |21,

Lema 5| para proporcionar a seguinte estimativa:

Teorema 2.2.2 Se P é um polindmio m—homogéneo em R"™, dado por

P(zy,...,x,) = Z anx”,

|a|=m
entao
m—+41
2m
2m_
> laa|™ < Drm | P
|a)|=m
com m
m
D]Rm - CR,m mil
ml) zm

Porém, um estudo com ideias modernas no mesmo trabalho ([13]), forneceu a
seguinte nova estimativa e com isto a hipercontratividade das constantes para o caso

de escalares reais.

Teorema 2.2.3 (Campos, Munoz, Pellegrino, Seoane.) Se P ¢é um polinémio

m—homogéneo sobre RN dado por

P(z,...,xy) = Z aax”,

|a]=m
entao,
m+1
2m
2m_
D laa|m < Dgm 1P
|a|=m
com
m
: 3
Drm < |22(§ e‘[) < (3.3521)™ .

2V2
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E precisamente neste caso polinomial para escalares reais que, aparentemente temos
o maior avango na busca de limitantes inferiores. No mesmo trabalho [13] em que
os autores provam a hipercontratividade para o caso polinomial real, é dada uma
estimativa inferior tendendo a infinito. Mais do que isso, uma estimativa inferior com
crescimento exponencial, o que permite concluir em [13]| que:

Teorema 2.2.4 (Campos, Munoz, Pellegrino, Seoane.) O crescimento das cons-

tantes otimas que satisfazem a desigualdade polinomial de Bohnenblust—Hille para es-

calares reats nao pode ser melhor do que hipercontrativo. Mais ainda,

D > (%) > (1.1771)™

para todo inteiro positivo m.
Resumindo,
(3.3521)™ > Dg,, > (1.1771)™

e a hipercontratividade no caso polinomial real é 6timal
E natural pensar que para a desigualdade polinomial complexa seja valida uma
afirmacao do mesmo tipo. Porém, nao é conhecido que existam estimativas inferiores

para Dc,, diferentes das triviais, com a tnica excecao do caso m = 2.

2.2.2 Caso complexo. Um Teorema 1 + ¢

Em nosso conhecimento, o tinico limitante inferior nao trivial para as constantes

da desigualdade polinomial (complexa)de Bohnenblust—Hille é
De > 1.1066,

provado em [13]. O fato de ndo se conhecer estimativas para as normas de polinomios
complexos de graus superiores a dois ¢ um impedimento para obter estimativas inferio-
res eventualmente boas para Dc,,, com m > 2. Nosso seguinte resultado, que aparece

em [40], fornece-nos estimativas inferiores nao-triviais.
Teorema 2.2.5 Para todo m > 2,

Dcm > (1 +21*m)ﬁ > 1.
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Demonstragao. Seja P, : (2, — C um polindomio 2-homogéneo dado por
Py(21, 20) = az} + bz + c21 2.

com a,b,c € Reab<0e|c(a+b)| <4lab]. De (2.1.2), sabemos que

c2

Bl = b 1 .
122l = (al + 1)1+ g

Para cada m > 2, consideremos
Po(2) = 2z3... 2 Pa(21, 22).

Escolhendo a = —b =1, a E% norma dos coeficientes de P, é

m—+1

m+1 mrI>
(m+\1/a2_m—l— m+\1/bQ—m+ m+\1/62—m> e <2+ m+\1/02_m> 2m

CZ
[Pl = [ P2]l = (la] +16]) 4 /1 + Tab] = Vit

Assim, obtemos

D(C,m 2 fm(x)

para todo nimero real x, com

(m+1)

() = (2+ m\/gc?_m>

.(m)‘l.

L, m+1 L. L, R R
Resolvendo f/ (x) = 0, concluimos que x =272 ¢ o ponto onde o maximo ¢ atingido.
Assim,

m B
D(C,m > fm(2T+l> = (1 + Qlim) e
Um célculo simples mostra que (1 + 21_’“)# >1. m

k
Observacao 2.2.6 Adotando o polinomio P (z) = HP2 (29j-1, 22;) para m = 2k
j=1
k
(resp., P(z) = ZmHP2 (29j-1,29;) para m = 2k + 1), o Teorema 2.2.5 pode ser le-
j=1
vemente melhorado para:

1

Dey > (142" (resp., (1+ 21*m)% ).
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Acreditamos que as estimativas inferiores dadas no Teorema 2.2.5 estao longe de
serem as estimativas Otimas.

Como um comentério final, estamos persuadidos a acreditar que a chave que
permitird encontrar melhores estimativas inferiores para o caso complexo encontra-se
em [2], mediante uma apropriada generalizagao das ideias ali expostas a polinomios de

graus maiores.
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Apéndice

Existe uma desigualdade multilinear forte de Bohnenblust—Hille?

Ainda ha uma série de questoes em aberto sobre o crescimento das constantes

Otimas que satisfazem as desigualdades multilineares (e polinomiais) de Bohnenblust—

o

Hille a serem resolvidas. Por exemplo, ndo é claro que as melhores constantes (K,,),_,

que satisfazem a desigualdade multilinear Bohnenblust-Hille tendam ao infinito. Pa-
rece que as estimativas originais nos induziam a pensar que, de fato, K,, — oo, porém

nao existe nenhuma evidéncia concreta.

Como mencionamos no capitulo 2, para o caso de escalares reais ¢ sabido que
1—L
K,>2"m (2.11)

e Ky = v/2. Por outro lado todas as estimativas conhecidas para as constantes na desi-
gualdade de Bohnenblust—Hille sugerem que “provavelmente” tem-se lim,, ., K, = co.
Contudo, como uma questao de fato, nao sabemos de qualquer prova de que a sequén-
cia (K,),-_, tende ao infinito. Nesta dire¢ao, s6 sabemos que, para o caso real, K3 é
estritamente maior que Ks (veja [27]). Assim, ndo é completamente impossivel que as

estimativas de (2.11) sejam Otimas.

Embora ainda permaneca em um véu de mistério, combinando todas as informa-
¢oes obtidas até agora, acreditamos que a possibilidade da limitagao das constantes da

desigualdade multilinear de Bohnenblust—Hille deve ser seriamente considerada. Prefe-



rimos nao conjecturar que é verdade, mas em vez disso, colocamo-lo como um problema

em aberto:

Problema 2.2.7 Existe uma constante universal Ky tal que

m—+41

N 2m
2m_
( Z ‘U(€i1,-~~,€im) m“) < Kg sup |U(z1,---,2m)]

. - N
21 eesbm =1 215e-2m €D

para todo inteiro positivo m > 1, toda forma m-linear U : KY x --- x KN = K e todo

inteiro positivo N ¢

Conjectura 2.2.8 Se a resposta do anterior problema € positiva, conjecturamos que
K]R =2e K(C S 2.

Justificamos nossa conjectura de que Kr = 2 motivados pelas cotas inferiores
obtidas em [27]| para as constantes da desigualdade multilinear de Bohnenblust—Hille

(caso real)

K, > 2" (2.12)

Destacamos que o caso m = 2 em (2.12) ¢ 6timo, i.e., v/2 é a constante 6tima
para a desigualdade 2-linear de Bohnenblust—Hille (caso real). Como fato adicional, se
considerarmos m = 1, entdo, a formula (2.12) também fornece um valor 6timo. Entéo,
uma vez que, em cada nivel m, a estimativa inferior para K,, é obtida pelo mesmo
argumento indutivo (para detalhes, veja [27]) e, como os casos m = 1,2, fornecem
constantes 6timas, acreditamos que nao é impossivel que a formula (2.12) dé os valores

exatos para as constantes 6timas de Bohnenblust—Hille.

Reforcamos nossa crenga, observando os varios trabalhos recentes que mostram
que o crescimento das constantes na desigualdade multilinear de Bohnenblust—Hille é,

de fato, muito mais lento do que as estimativas originais previam.

Parece ser folclore (embora nao formalmente provado) que as constantes para o
caso de escalares reais sao maiores do que as constantes para o caso complexo. Por
exemplo, para m = 2, temos K» = v/2 no caso real e K, < \/l; < V2 no caso complexo.

Além disso, o crescimento das constantes no caso complexo parece ser mais lento do

o4



que o crescimento no caso real (veja [41, 42]). Entdo, se a nossa conjectura é correta,

parece natural pensar que K¢ < K.

Em nosso entender, a possibilidade de uma ”desigualdade forte de Bohnenblust—
Hille” so6 se aplica para formas multilineares desde que, no caso de polinémios, é mos-
trado em [13]| que, pelo menos para escalares reais, as constantes 6timas nao sao limi-

tadas.

%)
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