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Resumo

Nesta tese estabelecemos resultados de existéncia para uma classe de desigualdades
variacionais com crescimento critico: encontrar u € K satisfazendo

VuV(v—u) dx+/

RN

(I+ AV (x)u(v—u)dx > - fu)(v—u)dz, Yve K (P)

RN
onde

K={veFE; v>¢qtp. emQ},

E subespago de H'(RY), Q C RY ¢ um aberto conexo limitado com fronteira suave,
o € HY(RYM), A > 0 ¢ um parametro, V ¢ um potencial continuo e f ¢ uma fungao
continua que muda conforme N > 3 e N = 2. No Capitulo 1, mostramos a existéncia
de solugao para uma igualdade com N > 3. No Capitulo 2, estabelecemos resulta-
dos de existéncia para a desigualdade variacional (P) em ambos os casos, N > 3 e
N = 2. Finalmente, no Capitulo 3, provamos a existéncia de solugao para a desi-
gualdade variacional (P) em ambos casos, mas enfraquecendo uma hipdtese sobre o
potencial V. Entre as ferramentas utilizadas estao o Método Variacional, o Principio

de Concentragao e Compacidade e o Método de Penalizacao.

Palavras-chave: Desigualdades Variacionais; Métodos Variacionais; Crescimento Cri-

tico; Operador de Penalizacao.
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Abstract

In this thesis we establish results of existence for a class of variational inequalities with
critical growth: find u € K satisfying

VuV(v—u) dx+/

RN

(I+ AV (x)u(v—u)dx > - fu)(v—u)dz, Yve K (P)

RN
where

K={veFE; v>¢qtp. emQ},

E subespace of H*(RY), Q C R¥ is a bounded conexo open with smooth boundary,
o € HY(RYN), X > 0 is a parameter, V is a continuous potential and f is a continuous
function that changes according to N > 3 and N = 2. In Chapter 1, we show the
existence of a solution for equality with N > 3. In Chapter 2, we establish existence
results for the variational inequality (P) in both cases, N > 3 and N = 2. Finally,
in Chapter 3, we prove the existence of solution to the variational inequality (P) in
both cases, but with a more weaker condition on V. Among the tools used are the
Variational Method, the Principle of Concentration and Compaction and the Method

of Penalization.

Keywords: Variational Inequalities; Variational Methods; Critical Growth; Penalty
Operator.
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Introducao

O objetivo da presente tese é estudar a existéncia de solugoes para a seguinte

classe de Desigualdades Variacionais: encontrar u € K satisfazendo
/ VuV(v—u)dx +/ (I1+ AV (x)u(v—u)dr > fw)(v—u)de, Yoe K (P)

RN RN RN
onde

K={veEFE; v>¢qtp. emQ},

E subespaco de H(RY), ¢ € H'(RY) com parte positiva nao trivial e suppp™ C Q,
A > 0 é um parametro e V : RY — R é uma funcio continua verificando as seguintes
condigoes:

(V1) V(z) >0, Vz € RY;

(Vo) Q := int(V-1({0})) # (0 é um subconjunto aberto conexo limitado do R™ com

fronteira suave;

(V3) Existe My > 0 tal que o conjunto £ = {z € RY : V(z) < My} é nao vazio e tem

medida finita.

A fungao f : R — R possui as seguintes condigoes: Se N > 3, f tem a forma
F(&) = plt] "2t + [t 24,

onde p é uma constante positiva, 2* = 2N/(N —2) e 2 < ¢ < 2*.
Se N = 2, f é uma funcao de classe C! e tem crescimento critico exponencial,

isto €, existe ap > 0 tal que

. 1f(s)] 0, > a, o . .
lim ——4 = (veja Figueiredo, Miyagaki & Ruf [28])

as
ls|=o0 € 400, a < .



Desigualdades Variacionais sao consideradas, hoje, com uma das importantes dire¢oes
do desenvolvimento atual das equacoes diferenciais parciais e com uma abundante
quantidade de aplicagoes em varios ramos da ciéncia. Nos ultimos anos, varias ideias,
técnicas e métodos tem sido desenvolvidos e devido a estes esforgos levaram a solu-
¢oes de problemas basicos e fundamentais que antes pensaram ser inacessiveis. Esta
teoria é relativamente nova e tem desfrutado de um crescimento dindmico. Ela foi
introduzida no inicio da década de 1960 na Itéalia por Fichera [25], Stampacchia [54] e
outros. Fichera motivado por problemas em mecénica, especificamente em problemas
de elasticidade e Stampacchia motivado pela Teoria do Potencial. Na literatura Desi-
gualdades Variacionais (P) sao chamadas de Problema do Obstaculo, devido a presenca
do obstéculo ¢ na definicao de K.

Uma aplicacao fisica classica de uma Desigualdade Variacional é o problema em
determinar a posi¢ao de equilibrio que uma membrana atinge com a presenca de um
corpo rigido, para maiores detalhes veja [52|. Neste modelo, consideremos uma mem-
brana homogénea e elastica que ocupa uma regiao 2 C R? (aberto limitado) que seja
igualmente esticada em todas as dire¢oes por uma tensao uniforme e fixada na fron-
teira. Assumimos que a membrana é dada pelo grafico da funcao u : 2 — R, com u = 0
sobre a fronteira 0€). Este problema consiste em encontrar a posi¢ao de equilibrio da
membrana que esta acima do obstaculo, isto é, u > . A funcao ¢ : 2 — R, com
¢ < 0 sobre a fronteira 02 é chamada de obstaculo. Matematicamente introduzimos o

conjunto convexo de admissibilidade
K={u€cH}Q); u>¢p qtp em Q}.
O principio de minimizac¢ao de energia é dado por
weK: I(u) <I(v), YveK, (1)

onde
1
I(u)——/ \Vu|2dx—/f(x)udx.
2 Ja Q
O primeiro termo do segundo membro da expressao acima é a energia potencial de

deformagao da membrana e o segundo termo ¢é o trabalho realizado pela for¢a externa

f durante o deslocamento. Uma formulacao equivalente para o mesmo problema (1) é



dada por: encontrar u € K verificando

/Vu-V(v—u)da:Z/f(a:)(v—u)da:, Vv € K. (2)
Q Q

Essa tltima formulagao (2) é mais conhecida na literatura como Desigualdade Varia-
cional. Mais aplicagoes de Desigualdades Variacionais citamos Kinderlehrer & Stam-
pacchia [39], Troianiello [57|, Monneau [49], Teka [56|, Friedman [29], Ros-Oton [53] e
suas referéncias.

O estudo da desigualdade variacional (P) foi motivado por trabalhos envolvendo

a seguinte classe de problemas:
~Au+ (1 +AV(@)u= f(u), em RV (3)

Em [14], Bartsch & Wang estabeleceram a existéncia e multiplicidade de solugoes

positivas para o problema
—Au+(AV(z) +Du=u""", em RY (4)

para N > 3, A > 0e 2 < p < 2" e V verificando (V;) — (V5). Nesse trabalho,
os autores combinaram métodos variacionais com a categoria Lusternik-Schnirelmann
para mostrar que (4) tem no minimo cat(2) de solugoes positivas quando p esta proximo
de 2* e A grande. O leitor pode encontrar em Bartsch, Pankov & Wang [11] e Bartsch
& Tang [12] e suas referéncias outros resultados para problemas relacionados com (4).

Em [22]|, Ding & Tanaka mostraram a existéncia e a multiplicidade de solugdes

para o problema

—Au+ (A\V(x) + Z(x))u=uP, em RY,

u >0, in RY,

(5)

supondo que o primeiro autovalor de —A + Z(z) em 2, sob condi¢bes de fronteira de
Dirichlet é positivo para cada j € {1,2,--- ,k}, p € (1, %) e N > 3. Nesse artigo,
verificou-se que o problema (5) possui pelo menos 2F —1 solugoes para A suficientemente
grande, as quais sao chamadas solugoes multi-bump. Essas solugoes possuem as seguin-

tes caracteristicas: para cada subconjunto nao vazio I' C {1,2,--- ,k} e £ > 0 fixado,

existe A* > 0 tal que (5) possui uma solugao uy, para A > \* = \*(¢), satisfazendo:

/Q_ [IVaal” + (\V () + Z(x))u3] — (% _ L) T

<e Vjerl
; p+1 J

3



/ [quA\Q +u3] do <,
RN\Qp

onde Qr = ier £ € ¢j € o nivel minimax do funcional energia relacionado ao problema

—Au+ Z(x)u =P, em ),
u >0, em 2, (6)
u =0, sobre 0€);.

Motivados pelo estudo feito em [22]|, Alves, de Morais Filho & Souto [4] e Alves &
Souto [9] consideraram um problema do tipo (5), assumindo que a nao-linearidade tem
um crescimento critico para o caso N > 3 e crescimento critico exponencial quando
N = 2, respectivamente. Outros resultados envolvendo solu¢oes multi-bump podem
ser encontrados em Alves, Nobrega & Yang [6], Guo & Tang [35], Gui [34] e Wang [59]
e suas referéncias.

Em [20], Clapp & Ding estabeleceram a existéncia e a multiplicidade de solugoes

positivas para o problema
—Au+ AV (z)u = pu+u?"t, em RV, (7)

para N > 4, A\, u > 0 e V verificando (V;) — (V3). Ao usar métodos variacionais, os
autores mostraram que se A é grande e p pequeno, (7) tem uma solugdo positiva que
localiza no conjunto onde o potencial se anula.

No Capitulo 1, com intuito de obter solu¢oes para o problema (P) , para o caso
N > 3, realizamos o estudo de existéncia e multiplicidade de solugoes positivas para a

seguinte classe de problemas elipticos
—Au+ NV (z)u=put™ + v, em RV, (Pyp)

onde \,u > 0 e 2 < g < 2*. Isto deve-se ao fato que, uma vez estabelecida a solugao
para igualdade saberiamos perceber as dificuldades e os desafios para reproduzi-las
para a Desigualdade Variacional (P). Para nossa surpresa, fizemos um levantamento
bibliografico e constatamos que o mesmo ainda nao tinha sido estudado na literatura.

Motivados pelos resultados encontrados em [14] e [20], a nossa inten¢do no Ca-
pitulo 1 é provar que o mesmo tipo de resultado é valido para o problema (P, ,). O

problema (P, ,) despertou o interesse, devido a falta de compacidade na imersao de

4



HY(RYN) em L*(RY) para todo s € [2,2*] e pelo fato de que estamos considerando uma
nao-linearidade com crescimento critico. Esses fatos trazem muitas dificuldades para
aplicar métodos variacionais, por exemplo, o funcional energia associado nao satisfaz,
em geral, a condi¢ao de Palais-Smale em todos os niveis. Neste capitulo, superamos
essa dificuldade explorando os parametros A e g em conjunto com argumentos explora-
dos em [14]. Além disso, outro artigo importante, na demonstragao do nosso resultado
¢ devido a Alves & Ding [5].

O principal Teorema do Capitulo 1 é o seguinte:

Teorema 0.0.1 Assuma (Vi) — (V3) e que
N>4e2<qg<?2" ou N=3ed<q<6b.

Entao existem X*, p* > 0 tais que (Py,) tem no minimo cat(§2) solugoes positivas para
A> N ep < pu*.

Os resultados obtidos no Capitulo 1 fazem parte do artigo Alves & Barros [2], o qual
foi aceito para publicacao na revista Monatshefte fiir Mathematik.
No Capitulo 2, estudamos a existéncia de solugdo para o problema (P). Como
vimos no inicio da introdugao a nao linearidade deste problema muda conforme N > 3
ou N = 2. Entao, dividimos este capitulo em duas se¢oes. Na primeira se¢ao, tratamos
o caso N > 3 e focamos nosso estudo na Desigualdade Variacional: encontrar v € K
satisfazendo
/ VuV (v—u) dx—i—/ (1+AV (2))u(v—u)dx > / (put 4w Y (v—u)dz, Yo € K (P)
RN RN RN
No contexto dos expoentes criticos, [43], Mancini & Musina estabeleceram a existéncia

de solugao nao-trivial para a Desigualdade Variacional: encontrar u € K, satisfazendo

/VuV(v—u)dz > / w? v —u)dr, YveK, (8)
e e

onde

Ky, ={v € Hy(©); v<v qtp. em O\ C}
em que © C RY é um aberto limitado com fronteira suave, C C © é um conjunto
fechado e ¢ € H}(©) N C(O) com ¢ > 0. Para resolver o problema (8), inicialmente,

os autores estudaram o comportamento das sequéncias (P.S) para a desigualdade vari-

acional (8), isto é,



(Z) Up € Kw;

1 1 .
(i7) Sup{é/ |Vu,|? do — 5/ |, |2 dm} < 00;
neN (€] S}

(ii7) Existe z, € H}(©) com z, — 0 em H}(O) tal que

/VunV(v—un)dx—/ |un|2*1(v—un)da:2/VznV(v—un)dx, v € Ky.
o o o

Em seguida, utilizando o Lema de Concentragao e Compacidade de Lions contido em
[40] e [41] provaram que o limite fraco da sequéncia (u,) ¢ solugdo da desigualdade
variacional (8).

Em [36], Jianfu mostrou a existéncia de duas solugoes positivas para a Desigual-

dade Variacional: encontrar u € K, verificando
/ IVulP2VuV (v — u)dz > /\/ u” Ho —u)dr, Vv e Ky (9)
e S

onde

Ky = {veW,?(©); v>1 qtp. em O}

para todo A pertencente a um intervalo nao-degenerado (0, \*), © é um dominio limi-
tado do RN, p* = Np/(N —p), N >p>2ep € CH(O), ¢|se < 0 com ¥+ # 0. Na
obtenc¢ao da primeira solugao, o autor utilizou essencialmente o Principio Variacional
de Ekeland [23|, para provar a existéncia de uma sequéncia minimizante (u,) C K,

para o funcional
1 A
I(u) = -/ Yl dr — —/(u+)p*dx (10)
PJe P* Je
e mostrou que o limite fraco da sequéncia (u,) ¢ uma solucado de (9). Na segunda

solugao, ele utilizou uma versao do Teorema do Passo da Montanha na obtencao de

um ponto critico para funcionais semicontinuos inferiormente da forma
J(u) = 1(u) + ¥(u) (11)
onde W : W,?(0) — R é conhecida como a fungiio indicatriz do conjunto K, isto ¢,

0, u < Kl/”

U(u) = )
+00, u € Wo’p(@) \Kw



Esta versao do Teorema do Passo da Montanha para essa classe de funcionais (11) é
devido Szulkin [55]. Recordamos que u € W, (©) é ponto critico para o funcional .J

seu € D(J)e0e€dJ(u), onde
D(J) = {v e W;?(©): J(v) < 400}

¢ chamado dominio efetivo de J e 0J(u) é a subdiferencial de J em w. Desta forma, u

é ponto critico para o funcional J se, e somente se, u € D(¥) e —I'(u) € 0V(u), onde
OV (u) = {u* € WyP(©) : ¥(v) — U(u) > (u*, v —u), Yo € WP (O)}
¢ chamada de subdiferencial de ¥ em u. Observe que —I'(u) € 0V(u) é equivalente
(I'(w),v —u) + ¥(v) — U(u) >0, Yo e W,7(0).
Neste sentido u € VVO1 ?(©) ¢ dito ser ponto critico para J se u € Ky e
(I'(u),v —u) >0, Yv € K,

(ver conceito em V. Barbu [10]). O leitor pode encontrar em Fang [24] e suas referéncias
outros problemas relacionados com (9).

A proposta de estudo da Desigualdade Variacional (P) foi motivada pelo trabalho
de Barstch & Wang [14] e pelo fato de existirem poucos resultados envolvendo Desi-
gualdades Variacionais em dominios ilimitados, até onde sabemos, conhecemos apenas
Alves & Julio [3], Frites, Moussaoui & O’Regan [31], Chipot & Yeressian [19] e Jianfu
[37].

As principais ferramentas que usamos para encontrar solu¢ao para o problema (P)
sao o método de penalizagao Carl, Le & Motreanu 18], Teorema do Passo da Montanha
devido Willem [60] e o Teorema do Passo da Montanha de Ambrosetti & Rabinowitz [8].
O método de penalizagao, introduzido por Bensoussan & Lions [16] e aprimorado por
Carl, Le & Montreanu em [18|, vem sendo bastante usado em vérios artigos no estudo
das Desigualdades Variacionais. Por exemplo, em [46], Matzeu & Servadei provaram
a existéncia de uma solugao nao trivial e nao negativa para a seguinte Desigualdade

Variacional Eliptica Semilinear: encontrar u € K, satisfazendo

/@VuV(v—u)dx—/\/eu(v—u)de/@f(x,u,Vu)(v—u)da:, Vo e Ky (12)

7



onde

K, = {v € Hy(©); v<v¢ qt.p. em O},

em que © C RY é um aberto limitado com fronteira suave, N > 3, A\ € (0, \;), o obsta-
culo ) € HY(©) e ¥|se > 0, enquanto f: © x R x RY — R satisfaz algumas condigoes
técnicas. Os autores combinaram métodos variacionais e técnicas de penalizagao para
provar a existéncia de solugao para o problema (12). Outros resultados envolvendo téc-
nicas de penalizagdo podem ser encontrados em Matzeu & Servadei [47|, Bensoussan,
Chandrasekharan & Turi [15], Magrone & Servadei [44], Matzeu & Servadei [45] e suas
referéncias.

O método adotado de penalizacao neste capitulo consiste em considerar uma

familia de equacoes penalizadas da forma
1 .
—Au+ 1+ AV(@)u—~(p—u)Txqg=put " +u* " em RY (13)
€
onde u é uma solugao fraca de (13), isto é, verifica a igualdade

/ [Vqu—i—(l—i—)\V(:c))uv]dx—1/(g0—u)+vd:v—/ (pu? +u* vdr, Yv € E,
RN Q

€ RN

e > 0 é o parametro de penalizacao, enquanto — / (¢ —u)tvdr é o termo de penali-
€Ja
zagao. Em [46], o termo de penalizagao considerado foi

1
—/(u—gp)*vdx.
€Ja

Isto deve-se ao fato que u < v na definigao K.
As solugoes fracas da equagao penalizada (13) podem ser encontradas como pon-
tos criticos do funcional I) . : E — R definido por

1 1 " 1
T _ - _ +12 _ = q -
elw) = il + o [ o= Pde =5 [ puprde 3 [ o

Uma das dificuldades desta se¢ao é obter um ponto critico para o funcional I, ¢, pois a

Z dx.

nao linearidade tem crescimento critico e estamos trabalhando em todo RY. Superamos
esta dificuldade utilizando técnicas variacionais semelhantes as trabalhadas no Capitulo
1 e adicionando uma condi¢ao ao obstaculo .

Uma vez encontradas as solugoes penalizadas, trabalhamos com o operador de

penalizagao P : F — E’ definido por



o qual verifica as seguintes condic¢oes:

(P1) A funcao real
t—= (P(u+tv),w)

é continua sobre [0, 1], para todos u, v, w € E;

(P,) Vale a desigualdade

(P(u) — P(v),u —v) >0, u,vé€E,

(P;) P(u) =0 se, e somente se, u € K;
(P;) O operador P leva conjuntos limitados em conjuntos limitados.

Pelas propriedade (P,) e (Ps), garantimos que a sequéncia (u,,) de solugoes do problema
penalizado (13) verifica
/ Vu,V(v—uy,)ds+ / (1+ AV (2))un(v —uy,)dx > / (pud™ > ) (v — ) d,
RN RN RN
para todo v € K.
O desafio em seguida é mostrar que u o limite fraco da sequéncia (u,) esté no

convexo K e que

lim flup)uy, doe = fw)udz, (14)
RN

n—oo RN

onde

F(t) = el + [t

Essa convergéncia é crucial para garantirmos uma solucao para a Desigualdade Varia-
cional (P). Ao longo de todo estudo, percebemos que essa convergéncia é um divisor
de agua nos problemas envolvendo desigualdades variacionais, pois sem a mesma nao
conseguiriamos garantir o resultado. Entao, isso mostra que resolver uma desigualdade
variacional nao ¢ meramente aplicar a metodologia de resolver uma equacgao, existe
todo um cuidado especifico com a nao-linearidade. Tal dificuldade torna o problema
do ponto de vista matematico mais interessante, contribuindo desta forma para o de-
senvolvimento da pesquisa nesta area.

Uma vez estabelecida uma solugdo u, para o problema (P), ou melhor, uma

sequéncia de solugoes (uy, ), com \, — 0o, podemos extrair uma subsequéncia \,, tal
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que u,, converge em H!(RYM) para uma funcao u tal que verifica u =0 em RV \ Qe é
solugao do seguinte problema
/ VuV (v —u)de + / u(v —u)de > /(u|u!q2 + |[ul* Pu(v — u)dr, Yo e K
Q Q Q
onde

K = {ve H(Q); v>¢qtp em Q}.

Ainda no Capitulo 2, na segunda secao, tratamos o caso N = 2. Para este caso a nao

linearidade f tem crescimento critico exponencial e satisfaz as seguintes condigoes:

(f1) @ — 0 quando |t| — 0;

(f2) Existe 6 > 2 tal que
0<0F(t) := H/tf(s)ds < f(t)t, t #0;
0

(f3) Existem C > 0 tal que
1F/(t)] < Ce™, t € R;

(f4) Existem p > 2 e uma constante v > 0 tais que

F(t) > vt?, Vi > 0.

Apoés uma revisao bibliogréfica, observamos que existem poucos trabalhos envolvendo
Desigualdades Variacionais quando a nao-linearidade f tem um crescimento critico
exponencial. Conhecemos apenas o trabalho de Figueredo, Furtado & Montenegro
[27]. Em [27], os autores provaram a existéncia de duas solugbes para a seguinte

Desigualdade Variacional: encontrar u € K, satisfazendo

/@VUV(U —u)dx > /@f(u)(v —u)dzr, YveKy (15)

onde

K, = {v € Hy(©); v>1 qt.p. em O}, (16)

© ¢ um dominio do R? limitado, ¢ € C*#(0), 0 < B < 1 tal que ¥ < 0 sobre 90,
T #0e f:R — R uma funcao continua com crescimento critico exponencial. Nesse

trabalho os autores utilizaram argumentos de minimizacao e uma versao do Teorema
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do Passo da Montanha para funcionais nao diferenciaveis devido Szulkin [55], como foi
visto em [36]. Motivados por este fato, estudamos a desigualdade variacional (P) para
caso N = 2, onde a nao-linearidade tem crescimento critico exponencial.

Os argumentos utilizados no desenvolvimento dos resultados desta se¢ao sao seme-
lhantes aos da se¢ao anterior, com alguns cuidados, devido a nao linearidade. Sabemos
que a nocao de criticidade em dimensao N = 2 é diferente do caso N > 3. Na ver-
dade, em dimensao N = 2, o crescimento critico esti relacionado com uma versao da
desigualdade Trundiger & Moser, veja [58] e [50], a qual diz que se © é um dominio

limitado em R? com fronteira 9O suave, entao para qualquer u € H}(O), tem-se
/ el dr < 00, Va > 0. (17)
e
Além disso, existe uma constante C' = C(«, |©]) > 0 tal que

sup / e dr < O, Vo < 4. (18)
(C]

[lullo<1

Uma outra versao da desigualdade Trundiger & Moser em todo R?, a qual é fundamental

no desenvolvimento do nosso estudo, é devido Cao [17], que afirma o seguinte
/ (e“'“'z — 1) dr < oo, Yu € H'(R?) e a > 0. (19)
R2
Ademais, se a < 47 e |uly < M entdo existe uma constante C' = C'(a, M)>0 tal que

sup / (e“'“‘Q - 1> dx < C. (20)
R?

|[Vul2<1

A ideia é penalizar o problema (P) e considerar o problema
1
~Au+ 1+ AV (@)u— ~(p—u)"xa = f(u), em R (21)
€

Em seguida, encontraremos pontos criticos para o funcional energia associado ao pro-

blema penalizado (21)

Do) = gl + 5 [ (o =) Pde = [ P,
Para obtermos pontos criticos para este funcional energia, além de utilizamos todo
estudo anterior, exploramos argumentos encontrados em Freitas [30]. Nesse momento
vale ressaltar, que a hipotese (f;) desempenha um papel importante para contornar a

falta de compacidade, uma vez que neste caso, o funcional energia nao ira satisfazer a
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condicao de Palais-Smale. Tal condicao esta relacionada com a localizacao correta do
nivel do passo da montanha do funcional energia.

O préximo passo é trabalhar com o operador de penalizacao, que de fato é o
mesmo da se¢ao anterior, em conjunto com alguns resultados para obter a desigualdade

Vu,V(v—uy,)dx + / (14+ AV (z))un(v — uy,)de > flup)(v —uy)de,

RN RN RN
onde (u,) é a sequéncia de solugoes do problema penalizado (21). Para obtermos a con-
vergéncia (14), o desafio foi ainda maior, pois estamos considerando a néo linearidade
com crescimento critico exponencial. Com essa convergéncia, garantimos a existéncia
de solugao nao trivial para o problema (P) tratado nesta se¢ao. Da mesma forma que
conseguimos um resultado de concentragao para uma sequéncia de solugoes da Desi-
gualdade Variacional (P), obtemos, também, para o caso N = 2, ou seja, encontrada
uma solugao uy para o problema (P), ou melhor, uma sequéncia de solugoes (uy, ), com
A\, — 00, podemos extrair uma subsequéncia \,, tal que u,, converge em H'(RY) para
uma funcao u tal que verifica v = 0 em RY \ Q e & solucao da seguinte desigualdade

variacional

/Vqu—u)dx—i—/ v—ud:z:>/f u(v —u)dzr, YveK

onde

K = {ve H(Q); v>¢qtp em Q}.
O principal Teorema do Capitulo 2 é o seguinte:

Teorema 0.0.2 Assuma que V satisfaz (Vi) — (V3) e f satisfaz (fi) — (fa) se N =2.
Entao existem A, > 0, pe >0, v, > 0 e p > 0 tais que se ||p|| < p, o problema (P) tem
solug¢@o uy nao trivial para X > A, p > pie € v > v, Além disso, a familia {uy}r>a,
tem a sequinte propriedade: para qualquer subsequéncia A\, — +00, podemos extrair
uma subsequéncia (\,) tal que a sequéncia (uy,) converge forte em HY(RY) para uma

fungdo u que verificau =0 em RV \Q e ¢ solu¢do da sequinte desigualdade variacional

/Vqu—u)dx+/ v—udx>/f u(v — u)de,

para todo v € K, onde

K={ve H\Q); v>¢ qtp emQ}.
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No Capitulo 3, estudamos a existéncia de solugao nao trivial para a Desigualdade
Variacional (P), mas sem a condigao (V3) para o potencial V. Fomos motivados pelo
artigo do Alves & Corréa [3], onde os autores estabeleceram a multiplicidade de solugoes

positivas para a seguinte Desigualdade Variacional: encontrar u € K, verificando

/Ru’(v —u) dx + /R(l + AV (x)u(v —u)dx > /Rf(u)(v —u)dz, YvekK,, (22)

onde

K, ={ve H'(R); v>¢ qtp. em R}

¢ € HY(R) com parte positiva nao trivial com suppe™ C V~1({0}), o potencial V
verificando (V}) — (V3) e a funcao f verificando algumas condigoes técnicas. Nesse
trabalho, os autores combinaram métodos variacionais em conjunto com o Principio
Variacional de Ekeland [23| e uma versao do Teorema do Passo da Montanha para
funcionais nao diferenciaveis devido Szulkin [55].

Inspirados nas ideias do Capitulo 2, dividimos o Capitulo 3 também em duas
secoes: na primeira secao, trataremos o caso N > 3 e na segunda o caso N = 2.
Como dissemos anteriormente, o potencial nao verifica a condigao (V3). Isso nos leva
a uma mudanca na forma tratada anteriormente de atacar o problema, como, por
exemplo, a perda de compacidade. Para superar esta dificuldade, adaptamos algumas
ideias encontradas em del Pino & Felmer [21], modificando a néo linearidade fora do

conjunto 2. Nesse sentido, consideramos as fungoes

0, t<0

h(t) =< plt]i2t+ |t|* 72, 0<t<a
t
—, t>
pot=

gl 1) = xor (@) plt|"*t + [t 72 + (1 = xar(2))h(t)
onde a e k sao constantes positivas tomadas adequadamente e o é a funcao carac-
teristica do conjunto . Aqui, estamos considerando 2" um aberto conexo limitado
contendo €.
O objetivo é mostrar a existéncia de solugao para a seguinte classe de Desigual-
dades Variacionais modificada:

VuV(v—u) dm—i—/

RN

(14 AV (2))u(v—u) do 2/ o(z, w) (v—u)dz, Vo € K. (23)

RN RN
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Uma vez encontrada uma solugao uy para o problema (23), ou melhor, uma sequéncia
de solugbes (uy,), com A, — 0o, podemos extrair uma subsequéncia \,, tal que wu,,
converge em H'(RY™) para uma fungao u tal que verifica u = 0 em RY \ Q e é solugao

do seguinte problema

/ VuV (v —u)dr + / u(v —u)de > /(/L|u]q2 + |[ul* Pu(v —u)de, YoeK
Q 0 Q
onde

K = {ve H(Q); v>¢qtp em Q}.

Ainda, sobre a soluc¢éo u, para o problema (23), podemos utilizar Método de Iteragao

de Moser [51]| para mostra que
uy(r) < a, VoreQ°

para A suficientemente grande. Isso mostra que u, é solucao do problema original
(P). Além disso, estabelecemos um resultado de concentragao para uma sequéncia de
solugbes (uy) da Desigualdade Variacional (P) e com isso finalizamos a primeira se¢ao
do Capitulo 3.

Para mostrar que a Desigualdade Variacional modificada (23) possui solugao uti-
lizaremos a mesma metodologia usada no Capitulo 2, penalizando (23), isto é, consi-

deramos o seguinte problema
1
—Au+ 1+ AV (@)u—~(p—u)"xq = g(z,u), em RY. (24)
€

Em seguida, encontramos pontos criticos para o funcional energia associado ao pro-

blema penalizado (24) dado por

Bau) = 3llell + o [ (o= w*Pde~ [ 6w

A dificuldade de encontrar pontos criticos para o funcional energia associado ao pro-
blema (24), mais uma vez, esté relacionada ao fato que o mesmo nao satisfaz em geral
a condicao de Palais & Smale. Para obtermos tais pontos criticos, utilizamos técnicas
variacionais, algumas ideias encontradas em [3|, [4] e o Lema de Concentragao e Com-
pacidade de Lions [40], [41], [42]. Conforme feito no Capitulo 2, usando as propriedades
do operador penalizagio, encontramos uma sequéncia (u,) C H'(RY) de solucdes do

problema penalizado (24) que verifica

Vu,V(v —u,)dr + /

RN

(14+ AV (x))u,(v — u,)de > / g(x,uy) (v —uy,)de.

RN RN
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Mostraremos, a menos de subsequéncia, que a mesma converge forte em H!(RY) para

uma funcgao uy, a qual de fato é solucao da Desigualdade Variacional modificada

Vur V(v —u,) da:—l—/

RN

- (L+ AV (x))ur(v—uy)dx > /]RN g(x,upn)(v—uy)de, Yv e K

Na segunda secdo, o caso N = 2, a nao-linearidade u|t|7=2t + [t|>"~2t é substituida

pela fungao f considerada na segunda se¢ao do Capitulo 2 verificando todas condigoes
(f1) — (f1). Prosseguiremos da mesma forma que foi feito no caso N > 3, com as
devidas modificagoes.
O principal Teorema do Capitulo 3 é o seguinte:

Teorema 0.0.3 Assuma que V' satisfaz (V1) — (Va) e f satisfaz (f1) — (f4) se N = 2.
Entao existem A\, > 0, . >0, v, > 0 e p > 0 tais que se ||p|| < p, o problema (P) tem
solug@o uy nao trivial para X > A, p > pi. € v > v,. Além disso, a familia {uy}a>a,
tem a sequinte propriedade: para qualquer subsequéncia N\, — +00, podemos extrair

uma subsequéncia (\,) tal que a sequéncia (uy,) converge forte em H'(RY) para uma

fungdo u que verifica u =0 em RYN\Q e € solu¢ao da sequinte desigualdade variacional

/Vqu—u)da:—l—/ u(v —u da:>/f u(v —u)dz,

para todo v € K, onde

K={ve H\Q); v>¢p qtp emQ}.
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Capitulo 1

Multiplicidade de solucoes para uma
classe de problemas elipticos com

crescimento critico

1.1 Introducao

Neste capitulo mostraremos existéncia e multiplicidade de solugoes positivas para

a seguinte classe de problemas elipticos com crescimento critico:
—Au+ NV (z)u=put™ + v, em RV, (Pyy)

onde )\,u>0,2<q<2*:%,Nz3eV:RN%Réumafungéocontinua

verificando as seguintes condigoes:
(V1) V(x) >0, Vo € RY;

(V) Q2 := int(V-1({0})) # 0 é um subconjunto aberto conexo limitado do R™ com

fronteira suave;

(V3) Existe My > 0 tal que o conjunto £ = {z € RY : V(x) < My} é nao vazio e tem

medida finita.

Conforme mencionado na Introdugao, fomos motivados pelos trabalhos de Bartsch &
Wang [9] e Clapp & Ding [10] e nossa intengao é provar que o mesmo tipo de resultado

é valido para o problema (P, ).



Gostarfamos de salientar que a nossa contribui¢ao, em relacao ao problema (Py ),
foi de estender o estudo realizado em [14] e [20] no seguinte sentido: Em [14], a néo-
linearidade tem um crescimento subcritico, enquanto no nosso a nao-linearidade tem
um crescimento critico, entao precisamos ter o cuidado ao provar a condigao Palais-
Smale para o funcional energia. Em relacao a [20], observamos que somente o caso g = 2
foi considerado, enquanto que aqui consideramos 2 < ¢ < 2*. O leitor é convidado a
observar que nossa abordagem ¢ totalmente diferente da usada em [20].

O resultado principal deste capitulo é o seguinte

Teorema 1.1.1 Assuma (V;) — (V3) e que
N>4e2<qg<2" ou N=3ed<qg<6.

Entao existem \*, p* > 0 tais que (Py,) tem no minimo cat(§2) solugoes positivas para
A> N ep<pt.

Na demonstracao do Teorema 1.1.1, usamos métodos variacionais adaptando para o
nosso caso alguns argumentos explorados em Bartsch & Wang [14]. Além disso, outro
trabalho importante na demonstracao do nosso teorema principal é devido a Alves &
Ding [5], onde a multiplicidade de solugoes foi estabelecida para o problema limite.
Para mais detalhes veja a proxima secao.

Este capitulo esta organizado da seguinte maneira: Na primeira se¢ao, introdu-
zimos o problema limite estabelecido por Alves & Ding [5]| e recordamos alguns fatos
envolvendo este problema. Na Secao 1.2, apresentamos alguns resultados prelimina-
res. Além disso, mostraremos que o funcional energia verifica a geometria do passo da
montanha e também a condic¢ao (PS)., para alguns valores de ¢. Com isso, mostramos
que o problema (P, ,) possui solu¢do nao trivial. Em seguida, na Segao 1.3, provamos

o resultado principal o Teorema 1.1.1.

1.2 O problema limite

Nesta segao, relembramos alguns resultados encontrados em [5] para o funcional

I, : H} () = R dado por

.
2 dx

1

1
M(u):/|Vu|2dx—ﬁ/|u|qu——*/|u
Q qJo 2" Ja
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cujos pontos criticos sdo solugoes fracas do problema (problema limite)

—Au = plul?%u + [ul* 2u, em €,

u=0, sobre O0f2.

(P)oo

Em [5], os autores estabeleceram a existéncia de pelo menos cat(£2) de solugdes positivas
do problema (P). Se ¢, ¢ o nivel do passo da montanha associado ao funcional I, é

possivel mostrar a estimativa abaixo
L g2 . . .
0<c, < NS , VYu>0, (veja Miyagaki [48]) (1.1)
supondo que
ge(2,2") if N>4 ou qge (4,6) if N =3, (1.2)

onde S ¢ a melhor constante da imersao H{ () — L* (Q) dada pela

S = inf{/ \Vul?dz; u € Hy(Q), / lul* dx = 1}. (1.3)
0 Q
Por resultados encontrados em Willem [60],

Cu = JQL 1(u)

onde

M={ue Hy(Q); u#0 e I, (u)u=0}

O conjunto M ¢ chamado de variedade de Nehari do funcional I,,.

No que segue, sem perda de generalidade, assumimos que 0 € 2. Entretanto,
sendo €2 um dominio limitado suave, podemos fixar » > 0 tal que B,(0) C Q e os
conjuntos

QF = {z eR"Y; d(z,Q) <r}

Q. ={x e d(z,00) >r}

sdo homotopicamente equivalentes a ). Denotemos por m(u) o nivel do passo da

montanha associado ao funcional

1 *
I, (u) = |Vul? dr — £ |ul?dx — — lu|*" dx.
123 2*
»(0) 4 JB.(0) Br(0)

Entao

1
0 <m(p) < NSN/Q, (1.4)
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mi) = inf 1, () (1.5)
M, ={u e Hy(B,(0)); u#0 e I, (u)u=0} (1.6)

Os proximos trés lemas podem ser encontrados em [5].

1
Lema 1.2.1 lim ¢, = lim m(p) = NSN/Q.

pn—0 pn—0
Lema 1.2.2 Se u € um ponto critico de I, sobre M, entao w é um ponto critico de I,
em Hg(9).
Lema 1.2.3 Euxiste p* > 0 tal que se p € (0,u1*) ew € M com I,(u) < m(u), entao
Bo(u) € Q:f/z, onde a aplicagao By : Hi(Q) \ {0} — RY ¢ definida por

B o lu|? x dx
IR

Essa aplicagao é conhecida na literatura como o baricentro de u. Visto que €2 é um

Bo(u)

dominio limitado, entao Sy(u) estd bem definida.

Aqui e ao longo deste capitulo estamos assumindo que p € (0, u*) e (1.2).
1.3 Resultados preliminares

O espago E C HY(RY) definido por

E= {u e HY(RM); /

RN

V(z)u?dr < —i—oo}
equipado com o produto interno
(u,v)) = / [VuVov + AV (z)uv] dx
RN

é um espaco de Hilbert com a norma

Denotemos por E), o espago E com a norma || |[x. As condigbes (V) — (V3)

1
2

implicam que existe T > 0 satisfazendo

lullx = Yllull, Vue By, e VA1
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Esta desigualdade implica que a imersao E\ — H'(RY) é continua para A > 1. Assim,

as imersoes

E\ — L*(RY), Vse[2,21,

sao continuas para A > 1.

Usando as notagoes acima, definimos o funcional I, , : £y — R dado por

1 W 1
Do) = 3llel =& [ puprdo =5 [

que pertence a C'(E)y,R) com a derivada dada por

B uluo = (w.on— s [

R

.
2 du,

— *__
|u|? *uv do — lul* Puvdr, Yu,v € E)
N RN
ou equivalente,

I (u)v = /RN(Vqu + AV (x)uv) dx — ,u/

|u|q2uvd:c—/ lu|? ~2uv da.
RN RN

Observe que os pontos criticos de I , sao solucoes fracas de (P ).
O préoximo lema mostra que o funcional I, satisfaz a geometria do passo da
montanha.
Lema 1.3.1 (a) FEzistem contantes r,p > 0, independentes de A > 1 e pu > 0 tais que
Duu(u) = p para |lully =
(b) Euxiste e € C§°(2) com ||e||x > 1 e I, (e) <O0.
Demonstragao. Usando a imersao de Sobolev

HY(RY) — L*(RY), para 2 <s < 2% (1.7)

segue que

1 *
Dup(u) 2 Sl = Cllell§ = Cllul[X

Como 2 < q < 2*, existem p,r > 0 tais que
I ,(u) > p>0, para [[ul[x=r,

mostrando (a). Agora, fixemos ¥ € C3°(€2) com supp ¥ C Q. Entao,
2

L 2 2 tp %
L) = 5 Q(|W| + || )dg;—7 Q|\11|qu_§ Q|\p

Desde que 2 < ¢ < 2%,

.
2 dx.

I,(t¥) = —oo quando t— oo.
Assim, (b) segue fixando e = t*¥ com t* > 0 suficientemente grande.

21



Agora, usando uma versao do Teorema do Passo da Montanha encontrada em Willem
[60], existe uma sequéncia (PS)., , para o funcional Iy ,, isto ¢, existe uma sequéncia

(un) C E) satisfazendo
Inu(uy) = cry e If\’u(un) — 0, (1.8)
onde ¢y, ¢ o nivel do passo da montanha associado ao funcional I, dado por

<wu=g§gﬁ§hwhﬁ» (1.9)

com

I'={~ € C([0,1], Ex);7(0) = 0 e (1) = e}.

Como na se¢ao anterior, é possivel provar que

Cxp = uel}[l/lfw Iy u(u)

onde

Myy={u€Ex; u#0 e I, (u)u=0}
Lema 1.3.2 FEuziste uma constante o > 0, independente de X > 1, tal que

o <||ullx, Yue M,,.

Demonstracao. Dado u € M, ,, temos

Il :u/ ] dz+/ u
RN RN

Usando as imersoes de Sobolev existem constantes positivas C e Cy tais que

.
2 dx.

[ull3 < Cullul§ + Collull3

Sendo ¢ € (2,2*), dado € > 0 existe uma constante C, > 0 tal que

t? < et + C.Jt|*, VteR.

Utilizando esta estimativa, segue que

(1= eCy)||ul} < (Ce+ Co)llul}.
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1—601

Escolhendo € > 0 suficientemente pequeno, de modo que C3 = T C > (, obtemos
€ 2
0<(C3< HU i*_Q,
ou ainda,
0 <o <|lul]x,

onde o = (C3)Y® =2, Como u € M, foi dado arbitrariamente, temos
o <|lullx, VYue M,,,
finalizando a demonstragao.
]
O lema a seguir esté relacionado com a boa localiza¢ao do nivel do passo da montanha

do funcional energia I} ,.

Lema 1.3.3 Euxiste 7 = 7(p) > 0 tal que o nivel do passo da montanha cy,, verifica a

sequinte desigualdade
1
0<capu< NSN/Q — 7, YA>0. (1.10)

Demonstragao. Dado u € M, temos u # 0 e I'(u)u = 0. Note que u € My, e
I,(u) = I, ,(u). Logo,

ey < Du(u) = 1,(uw).

Pela definigao de ¢, segue que ¢, , < ¢, para todo A, ;1 > 0. Entao, basta aplicar (1.1)

para obter o resultado desejado.
]

A seguir, estudaremos algumas propriedades das sequéncias (P.S) para o funcional I ,,

as quais serao provadas em alguns lemas.

Lema 1.3.4 Se (u,) € uma sequéncia (PS)q para o funcional I ,, entdo (u,) € limi-
tada em E e

2qd
lim sup |[u,||2 < —1— (1.11)

n—-+00 -2
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Demonstracao. Primeiro de tudo, note que

1 1 1
Lou(un) — =15 (un)un > | = — = ) [Juall3, ¥n €N
) = LG = (5= 1)l v

Por outro lado, existe ng € N tal que
1 /
Iy (up) — gf,\,u<un)un < d+ 0,(1) + 0n(1)||un||n, para n > ng.

Combinando as desigualdades acima, produzimos

1 1

(5 - 5) [[unl[X < d+04(1) + 0n(1)[Junl[5, para n > n,

de onde segue a limitacao de (u,) e (1.11).
u

Lema 1.3.5 Seja © > 0 uma constante que ndo depende de A e p. Se (u,) C Ey €
uma sequéncia (PS)q para o funcional Iy, com 0 < d < ©, entdo dado 6 > 0 existem
A =X(0,0) >0 e R= R(0,0) >0 tais que

limsup/ lup|Tdr <&, VYA> A
7(0)

n——+o00

Demonstragao. Na demonstragao utilizaremos alguns argumentos encontrados em
Bartch & Wang [14]. Sejam (u,) uma sequéncia (PS), para o funcional I, com

0 < d < 0. Para cada R > 0, definimos

Xp={zeRY;|z| >R, V(z) > My}

Vi ={z e R"; |z] > R, V(z) < My},

onde M é dado em (V3). Observe que

1 A2
/X junldz < 30 V(:E)]un|2da; < % (1.12)
R

e pela desigualdade de Holder e as imersoes de Sobolev

/ lu, |*dr < (
Y Yi

Usando a desigualdade de interpolagao para 2 < ¢ < 2%, obtemos

2
5%

2z dx) |YR|N < C’||un||,\|YR|N (1.13)

1—

|un|Lq BS) < |Un|L2(Bc
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para algum 7 € (0,1). De (1.11)-(1.14) existe K > 0 tal que
1 ‘ k(-1 vt 5
i nlrae) < K\ 7 LA 1.1
0 Sp [t (AMOJFI R| > (1.15)
De (V3), Yr C L. Logo
Vel =0

Do limite acima e de (1.15), para cada ¢ existem R > 0 e A\, > 0 tais que

limsup/ lup|Tde < 0, VYA > A,
B (0)

n—oo

como queriamos provar.

Como consequéncia do Lema 1.3.5, temos o seguinte corolario.

Corolario 1.3.6 Seja (v,) C E), uma sequéncia tal que (||v,]]y,) € limitada com
An = +00. Se v, =0 em HY(RY), entdo

v, =0 em LYRY).

Demonstracao. Seja (v,) C E,, uma sequéncia tal que (||v,]]y,) ¢ limitada com
An — 400. Repetindo as ideias contidas na demonstracao do Lema 1.3.5 é possivel
mostrar um resultado semelhante para a sequéncia (v,), isto é, dado § > 0 existem

R > 0e A\, >0 tais que

n—oo

limsup/ lop|Tdr < 6/2, YA > A
B(0)

Por outro lado, temos
v, — 0 LIY(Bg(0)).
Logo,
lim sup |v,|, = 0,
n—o0

de onde segue

v, =0 em LI(RM).
|

A préxima proposicao mostra alguns niveis em que o funcional I, ,, satisfaz a condigao

(PS).
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Proposicao 1.3.7 Existe 2= /):(7') > 0 tal que I, verifica a condi¢io (PS)q, para
qualquer dy € (0, +SY/? — 1) para todo \ > \, onde T foi dado no Lema 1.3.3.

Demonstracao. Seja (u,) uma sequéncia (PS)4, para o funcional Iy ,, isto é,
Dop(un) = dy e I, (un) = 0.

Pelo Lema 1.3.4, a sequéncia (u,) é limitada em F). Sendo E\ um espago de Hilbert,

para alguma subsequéncia (u,), existe u € F) tal que
U, = u em F),

Un(2) = u(z) qt.p. em RY

u, —u em L (RY), 1<s<2"

loc

Com um calculo direto mostra-se que I} ,(u) = 0, e assim, I} (u)u = 0. Por outro

lado, pelo Lema de Brezis & Lieb [38], segue que

/|un]qu:/ \vn|qd$—|—/ |u|? dz + 0,(1)
RN RN RN

/ |un|* dm:/ |[vn > dx—l—/ lul* dz + 0,(1),
RN RN RN

onde v, = u, — u. Desde que

1 1 x
sl =2 [ fenlrde = 5 [l do = dy -+ 0u(1),
q JrN 2 RN

temos

dr = dy — I, (u) + 0,(1). (1.16)

1 9 /L/ " 1
—||v,ll5 — = v |fdr — — Up,
slloalg =2 [ prao— o [ |
Agora, usando o fato que I} ,(un)un = 0,(1) e I} ,(u)u = 0, segue que
anH?\—u/ ]vn]qu—/ o> d2 = 0,(1). (1.17)
RN RN

Da limitacao de (u,,), podemos assumir que

loalB = Ln e i [ funlrdo [ e ds o L
R R
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Se L) = 0, entao deduzimos que v, — 0 em FE), ou equivalentemente, u,, — v em FE), e
com isso finalizamos a demonstragao. Em seguida, mostraremos que L) > 0 nao pode

ser positivo A suficientemente grande. Para isso, se

/ loa|Tdx — Ay e / v |* dz — By,
RN RN

entao pAy + By = L. Seguindo os argumentos explorados na demonstragao do Lema

1.3.5, vemos que

limsup/ v, |? dx = 0,(1),
RN

n—-+o0o

onde 0)(1) — 0 quando A\ — +o00. Assim,
A)\ = O)\(l) [§ L)\ = B,\ + O,\(l). (118)

De (1.17) e das imersoes de Sobolev

[oall} < C(llonllf + [lval[37) + 0n(1). (1.19)
Recordando que existe C' > 0 verificando
1 o
t]? < §]t| +C|t|*, VteR,

e supondo por contradicao que Ly > 0, a tltima desigualdade implica que

lim {[Jo,[[} > (1/C)**2 = C1 >0,

n—+
ou equivalentemente,
Ly>Cy > 0. (1.20)
onde C nao depende de XA > 0. Por outro lado, sabemos que
vl I3

o de 2/2" "
(S lenf? o)

Entao, tomando o limite quando n — +o00, encontramos

S <

L Ly
S < = )
T (BN)YE (La+oa(1)¥*

Agora, fazemos A — +o00 e usando (1.20), ficamos com
SN2 <liminf Ly, (1.21)
A—00
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De (1.16), segue que

1 1
(5 — §>L,\ + 0)(1) < dy,

donde
.. 1 Yy, .
liminf dy > <— — §> liminf L.

A—00 2 A—00

Usando a desigualdade acima combinada com (1.21), deduzimos
liminf dy > — N2 (1.22)
A—00 A= N ’ )

o que ¢ um absurdo, pois por hipoétese

1 1
1i dy < —8SN?2 _ 7 <« —_GN/2,
msup ay < N T N

A—+00

Sendo assim, existe 2> 0 tal que L) = 0 para todo A > X, finalizando a demonstragao.
[ ]

Inspirados na demonstragao do resultado precedente, obtemos uma consequéncia que
serd muito importante adiante para mostrar a multiplicidade de solu¢oes para o pro-

blema (P ).

Corolario 1.3.8 Ewiste A > 0 tal que Iy, verifica a condi¢do (PS)q, sobre My, para
qualquer dy € (0, %SN/Q — 7') ex> /):, onde T foi dado no Lema 1.3.5.

O teorema a seguir garante a existéncia de solugao de energia minima para o problema
(P /\7u)-

Teorema 1.3.9 Ewiste \* > 0 tal que o nivel do passo da montanha cy, € um valor

critico para o funcional I ,, para todo X > \*, isto €, existe uy, € E\ verificando
_ / _
Dop(un,) =cny e I)\,pwk,u) =0.

Demonstragao. Pelo Lema 1.3.3, tem-se que ¢y, < %SNM — 7. A Proposicao 1.3.7
garante a existéncia de A* = A*(7) > 0 tal que o funcional energia I, verifica a
condicao (PS)CM para A > \*. Desta forma, pelo Teorema do Passo da Montanha
devido a Ambrosetti & Rabinowitz [8], existe w, , € E) verificando

Dop(une) =cnu e Iy (un,) =0,

isto finaliza a demonstracao.
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Agora, nossa intengao é mostrar uma relacao importante entre c, , e c,. No entanto,
para fazer isso precisamos estudar o comportamento das sequéncias (PS). . A seguir,
seja (u,) C HY(RY) uma sequéncia (PS), ., isto &,
u, € Ey, e A\, = 400,
I, .(u,) = ¢ paraalgum ce€R,
!
()5 = 0.

Proposigao 1.3.10 Seja (u,,) uma sequéncia (PS)q com ¢ € (O,%SN/Q). Entao,
eziste uma subsequéncia (u,) e u € H'(RY) tais que

u, — u em H'(RY).
Além disso,
(i) u=0 em RN\ Q e u € uma solugio de

—Au = plu)?u + |ul* “u, em Q,
u =0, sobre 0.

(1i1) Quando N\, — 0o temos as sequintes convergéncias:
u, —u em H'(RY),

)\n/ V(2)|u,|* dov — 0,
RN

lunl, = [ 1V de = g o

Demonstragao. Conforme foi feito no Lema 1.3.4,

2
lim sup |[uy |2, < ——. (1.23)
q

n—-+o0o —2

Isto mostrar que (||u,||y,) € limitada em R. Desde que
[lunllx, = Tllun|| ¥n €N,

(u,) também ¢ limitada em H'(RY), e assim, existe uma subsequéncia de (u,) e u €
HY(RY) tais que

u, — u em H'(RY).
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Para mostrar (i), para cada m € N* consideramos o conjunto

= {xE]RN; V(z) > i}.

m
E facil ver que
+oo
R¥\ Q=[] Cn.
m=1

Note que,

AV () m mM
nQd:/ n WPdr < —||un|3 <
[ e = [ Sy < Sl < 55

onde M = sup ||u,||3 . Pelo Lema de Fatou,
neN

mM

=0

n—-+o0o

/ lul|?dx < liminf/ lu, |*dz < lim inf
- n—+o00 Com

n
e isto implica

/ lu|*dz =0, Vm € N*.
Cm

Desta forma u = 0 em quase todo ponto de C,,, para todo m € N*. Logo,

+o00
u(z) =0 sobre U Cp =RY\ Q.

m=1
Consequentemente, u = 0 para quase todo ponto em R™ \ Q. Para completar a de-

monstracao de (i), considere uma fungao teste p € C5°(£2) e observe que
I, (un)p = /QVuanp dx — /Q(,u|un|q_2un + [un]? ") d. (1.24)
Como (uy,,) é uma sequéncia (PS). ., temos
I, u(un)p — 0. (1.25)
Recordando que u,, — v em H'(RY), devemos ter

/VunV¢dx—>/VuV¢dx (1.26)
Q Q

Jtnd 2,4 P Pudodo = [ a2k o Popds. 120
Q Q

Sendo assim, de (1.24)-(1.27),
/ VuVpdr = /(,u]u|q2u + ul* Pu)p dz, Yo € CR(9Q).
Q Q
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Como C§°(Q) é denso em Hj (), a igualdade acima nos da
/ VuVvdr = /(M|U|q_2u + Jul* Pu)v dz, Yo € HY(S),
Q Q

mostrando que u é uma solucao fraca do problema

—Au = plul?%u + Jul* 2u, em Q,

(1.28)
u = 0, sobre 0f).
Para (i7), note que
tm — l2. = funl. + 2. —2 /RN(vunw AV (@) ) da (1.29)
De (4),
lullx, = [lullf @)
e assim,
[ T u e AV @) do = [l g o) + 001
Dai, podemos reescrever (1.29) como
lun = ull3, = lluall3, = lullf g + on(1). (1.30)
0(Q)
Juntando a limitacao de (||u,|[,) com o limite [|I} (u,)|[z, — 0, encontramos
I, (un)u, — 0.
Como,
laal, = B ()i + [ (a7 + 1)
RN
entao
lualf, = [ bl + ) o+ 0,1, (1.31)
Por outro lado, sabemos que o limite I} (u,)u — 0 é equivalente
/ Vu,Vudr — /(,u|un|q_2unu + un|* 2upu) do = o,(1),
Q 0
o que implica
/ |Vul?dr = / (p|u|? + |ul*) de. (1.32)
RN RN

Combinando (1.30) com (1.31) e (1.32), segue que
fun =, = [ Gl + ol Yo = [ Gl + 7 o+ 0,
RN RN
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isto é,

3: + On<1)>

1oall3, = #lvalg + [vn

onde v,, = u,, — u. Pelo Corolario 1.3.6, v, — 0 em L9(R"Y), consequentemente

g: + 0n(1).

||Un|’§n = |Un

Agora, repetindo os mesmos passos dados na finalizacao da demonstragao da Proposi-

¢ao 1.3.7 para a sequéncia (v,) deduzimos
[loall3, = 0,

finalizando a demonstragdo de (ii). Finalmente, a fim de provar (iii), basta usar a

desigualdade abaixo

0< /\n/ V(x)|un|2dx = /\n/ V(z)|u, — u|2dx < ||un — u||§n — 0.
RN RN

No que segue, provaremos alguns resultados envolvendo ¢y, e ¢,.

Lema 1.3.11 Se A, — +o0, entdo lim c,, , = c,.
n—oo

Demonstragao. Pelo Teorema 1.3.9, para cada n € N existem u,, = uy,, € E), tal
que

Dou(tn) =cn,p € ];n,u(un) =0.

O Lema 1.3.1, juntamente com a definigao de cy, , implica que
L g2
O<p§cAn,u§cﬂ<NS , Vn eN,

de onde segue que (cy,,) é uma sequéncia limitada e ||u,||, # 0. Agora, argumentado
como na demonstragao do Lema 1.3.4, obtemos
2qc
limsup |[u, |3 < ﬁ,
n—-+o00 " -2
mostrando que (u,) é uma sequéncia limitada em H'(RY). Sendo assim, pela Propo-

sigao 1.3.10, existe uma subsequéncia (u,) e u € H}(Q) \ {0} tais que
Hun - uHin — 07
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U, —u em HY(RY),
u, —u em L*(RY) Vsel[2,27,
I,(u) = 0.
Assim, podemos concluir que I ,(u,) = I,(u). Como I ,(u,) = cx, u < Cp,
I,(u) <. (1.33)
Sendo u # 0 e I (u)u = 0, devemos ter u € M. Logo,
Cu < L (u)- (1.34)

As duas desigualdades (1.33) e (1.34) implicam que I,,(u) = ¢, e

lim ¢y, ,=c
n—oo MM #

provando o resultado desejado.

O Lema 1.3.11 nos fornece informacoes importantes que estao listadas nos corolarios

abaixo.

Corolario 1.3.12 Seja (\,) C (0,400) uma sequéncia verificando A\, — +00 e uy, ,
a solucao de energia minima obtida no Teorema 1.3.9. Entao, existe uma subsequéncia
de (uy, ), denotada por ela mesma, e u € Hy(Q) tais que uy, ,, — u em HY(Q) eu €

uma solucao de energia minima do problema limite

—Au = plu)?u + |ul|* “u, em Q,
(P)oc
u =0, sobre 0.
Demonstragao. Segue imediatamente da Proposi¢ao 1.3.10.
]

Corolario 1.3.13 Ezistem \* > 0 grande e pu* > 0 pequeno tais que

m(p) <2cx,, VA=A e Yue (0,u).
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Demonstragao. Pelo Lema 1.2.1 podemos diminuir p*, se necessario, de tal forma
que

m(p) < 2¢,, Yue (0,u").

Sabemos pelo Lema 1.3.11 que ¢y, — ¢, quando A — +oo. Para cada p > 0 fixado,
existe A* = A\*(u) tal que
m(p) < 2cx,, VA>T,

mostrando o resultado desejado.
]

Corolario 1.3.14 Assumindo que m(pu) < 2cx, e u € E\ é um ponto critico nao

trivial do funcional Iy, com I, ,(u) < m(p). Entdo, u € positiva ou u € negativa.

Demonstragao. Se u* # 0, temos que u* € M, ,. De fato,

N

0=1,,  (uw)u* :/ (VuVu"+V (2)uu™) dx—,u/ || 2uut dx—/ lu|® ~2uu™ d.
’ RN RN R

Observando que

I;\n,y(u)u+ = I;\n,,u(u—i_)u—i-)

tem-se, I} u(u*)uJr = 0 e, consequentemente, ut € M, ,. Da mesma forma mostra-se

que u~ € M, ,. Agora, podemos concluir que
m(p) > Iy (u) = [A,M(UJF) + Dou(u™) > 265,
o que é um absurdo. O resultado segue pela aplicagdo do Principio de Maximo em [33].

Observacao 1.3.15 Como I, € par, pelo dltimo coroldrio, podemos supor que o0s

pontos criticos nao triviais de Iy, sio solugoes positivas (P ).

No que segue, fixamos R > 2diam(2) tal que 2 C Bg(0) e consideramos a fungao

Além disso, definimos 3 : H'(RY) \ {0} — R” por

o DIl 2 do
fRN lu|?" dx

Note que pela defini¢ao da fungao &, que a funcao baricentro [ estd bem definida.

B(u)
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Lema 1.3.16 Eziste A\ > 0 tal que se u € Mi,oe Du(u) < m(p), entao Blu) € QF

para todo A\ > .

Demonstragao. Suponha, por contradi¢ao, que existe uma sequéncia A\, — 400 e

(U/n) C M/\nnu com I)\nvﬂf(un) S m(lu) €

B(u,) ¢ QF, VneN

Como (||unl|x,) € limitada em R, existe u € HJ(f2), tal que a menos de subsequéncia,

Up — U em H'(RYN),
un(z) = u(z) qt.p. em RV,
(RN)  para te€[1,2%).

Up — U em Lf .

Além disso,

gi + On(l)a

||UN||§\W = N|Un’g + |vn

onde v, = u, — u. Pelo Corolério 1.3.6, v,, — 0 em LI(RY), implicando que

2+ o,(1).

||Un|’§\n = |,
Argumentando como na demonstragao da Proposi¢ao 1.3.10, obtemos
[lvnllx, = 0 < |Ju, — ulls, — 0.
Este limite combinado com o Lema 1.3.2 implica que

u, —u in H'(RY), u#0, L(wu=0 e Iy u(un) = I(u).

(1.35)

Desse modo, u € M, e I,(u) < m(p). Aplicando o Lema 1.2.3, temos fy(u) € Q;L/2, 0

que é um absurdo, pois
fou) = lim Bo(u,) & O

Isto completa a demonstragao.

1.4 Demonstracao do Teorema 1.1.1

Seja u, € H}(B,(0)) uma funcio radialmente simétrica que verifica

L (uy) =m(p) = uler/l\lft I,.(u) e [,Z,T(Ur) =0.
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Usando a fungao u,., definimos o operador U, : Q- — H}(Q) por

ur(|r —yl), =€ B.(y),

v, (y)(z) = 0. zeO-\By)

Afirmagao 1.4.1 O operador ¥, é continuo e satisfaz

BW.(y) =y, VyeQ,. (1.36)

T

A continuidade de V¥, segue da continuidade da funcao u,. Note que, para cada y € €2

.
2 xdx

&2, (y)

5(0(9)) = !
[ 1w ds

Observe que se

x € B.(y)° tem-se ¥, (y)(z) =0,

logo

[, et o)

Assim, se x € B,(y) entdo |z—y| < r. Como fixamos R > 2diam(f?) tal que Q C Bg(0),

> dy — / (1), () do.
Br(y)

temos |z| < r+ |y| < R e consequentemente £(|z|) = 1. Desta informagao, deduzimos

¥ dy = / 0, (y)
]RN

.
Y rdr.

[ et o)

Usando a defini¢ao ¥, (y) segue que

BT, (y)) = / (e =y 2 do
/

[ur (|2 — y|)[* da
RN
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Fazendo uma mudanca de variaveis, segue que
[ sl e+ )
]RN
[t ds
RN
wlDPyds [ funllzpPzds
_ ]RN ‘I‘ ]RN
R AR
]RN

lur(2])% dz /R lup(|2))|* 2 dz
:y RN + RN
/ (2D d / (12D dz
RN RN

[ (e =

[ sl a:
RN

B(V.(y) =

Note que
ur(z) = 0 se z € B,(0)“.

Sendo assim, z deve verificar |z| < r < R o que implica em £(]z|) = 1. Desse modo,

JRCC

¥z = / (Dl 2 d= = Bluy).
Portanto,
B(Y,(y)) =y + Blu,).

Como u, é radial, isto é, f(u,) = 0, concluimos que S(¥,.(y)) = y, o que mostra a
afirmacgao.

Usando as informacoes acima, provaremos a seguinte afirmacao:

Afirmacgao 1.4.2 Para 0 < p < u*,
cat([f\'?ls“)) > cat(92),
onde ];:li“) ={ue My, Lo(u) <m(p)} ep* € dado no Lema 1.2.3.

Se cat(_f;”;“)) = 00, o resultado é imediato. Assumimos que cat(];nﬁu)) = n, isto &,

" = L UFRU---UFE,

A
onde F; é fechado e contratil em IZ;S“), para cada j = 1,2,...,n, isto é, existe h; €
C([0,1] x Fj,I:iS“)) e w; € Fj tais que

hj<07u) =u e hj(lvu) = Wy,
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para todo u € Fj. Considere os conjuntos B; := U, '(F;), 1 < j < n. Sendo VU,

T

continua, os conjuntos B; sao fechados e segue que

fh=%%K#U=%?Ogﬂ>=OWH@w=OBT
j=1

J=1 J=1

Defina agora aplicacao g; : [0,1] x B; — Q. dada por

g9i(t,y) = B(h;(t, . (y))),

e observe que:

(a) A aplicagao g; esta bem definida. Tomando ¢ € [0,1] e y € B; = U, '1(F}) tem-se

VU, (y) € F;. Logo, h;(t,y) esta bem definida e h;(t,y) € [;Z(L“). Além disso, pelo

Lema 1.3.16, existe X >0 tal que

B(hi(t, T, (y))) € QF, YA >N

(b) A continuidade de g; segue da continuidade das fungoes 3, h; e U. Todas estas

fungoes sao continuas;

(¢) Note que

9;(0,y) = B(h;(0,¥.(y))) = B(¥.(y)) =y, Yy € B,

9;(Ly) = B(h;(1,V,.(y))) = B(w;), Yy € B;.

Portanto, B; é contratil em Q. para todo 1 < j < n, donde segue que

cat(2) = cato+ (2,) < n.

finalizando a demonstracao da afirmacao.

Como I, satisfaz a condigao (PS). sobre M, , para ¢ < m(u) (veja Corola-

rio 1.3.8), podemos aplicar a Categoria de Lusternik-Schnirelmann na Afirmagao 1.4.2

para garantir que [, , tem pelo menos cat({2) de pontos criticos sobre M, ,, e, conse-

quentemente, cat(2) pontos criticos em E).

38



Capitulo 2

Existéncia de solucao para uma classe
de desigualdades variacionais com

potencial Bartsch-Wang: Parte 1

2.1 Introducao

Neste capitulo estudaremos a existéncia de solugoes nao triviais para a seguinte

desigualdade variacional: encontrar u € K satisfazendo
/ VuV(v—u)da:—i—/ (14+ AV (2))u(v—u)dz > fuw)(v—u)dz, YveK (2.1)
RN RN RN

onde

K={veEFE;v>¢qtp. emQ},

¢ € HY(RY) com parte positiva nao trivial e suppp™ C Q, A > 0 é um parametro e

V :RY — R é uma funcao continua verificando as seguintes condicoes:
(V1) V(z) >0, Vz € RY;

(Vo) Q == int(V1({0})) # 0 ¢ um subconjunto aberto conexo limitado do RY com

fronteira suave;

(V3) Existe My > 0 tal que o conjunto £ = {x € RY; V(z) < My} é nao vazio e tem

medida finita.



Com relacgao a funcao f : R — R assumimos as seguintes condigoes: Se N > 3, f é da
forma

() = plt|"=2¢ + [t 72, (2.2)

onde 2* =2N/(N —2) e 2 < g < 2"
Se N = 2, f é de classe de C'!' e tem crescimento critico exponencial, isto é, existe

ag > 0 tal que

0, a>a,
] :

2
|[t|]—00 eat

+00, o <

Assumimos também as seguintes condigoes

(f1) @ — 0 quando |t| — 0;

(f2) Existe 6 > 2 tal que
0<0F(0):=0 [ J(5)ds < SO0 5 £ 0,
0

(fg) Existem C > 0 tal que
") < Ceo‘olt2 teR;
’f ( )| — Y 9

(f1) Existem p > 2 e uma constante v > 0 tais que

F(t) > vt?, Vit > 0.

No que segue, supomos sem perda de generalidade f(¢) = 0, para t < 0.
Conforme falamos na introducao, a nossa motivacao pelo estudo do problema

(2.1) vem dos recentes trabalhos envolvendo a seguinte classe de problemas
~Au+ (1+ AV (2))u= f(u), em RY,

mais especificamente, do trabalho Bartsch & Wang [14] e dos poucos trabalhos encon-
trados na literatura de desigualdades variacionais em dominios ilimitados.

Nossa contribuigao, em relagao ao problema (2.1), foi demonstrar a existéncia de
uma solucao nao trivial para o mesmo, considerando os casos N > 3 e N = 2.

O principal resultado deste capitulo é o teorema que enunciaremos a seguir.
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Teorema 2.1.1 Assuma que V' satisfaz (Vi) — (V3) e f satisfaz (fi) — (f4) se N = 2.
Entao existem A\, > 0, pe > 0, v, > 0 e p > 0 tais que se ||p|| < p, o problema
(2.1) tem solugao uy nao trivial para X > X, 11 > s e v > v,. Além disso, a familia
{ur}rsr, tem a sequinte propriedade: para qualquer subsequéncia A, — 400, podemos
extrair uma subsequéncia (\,) tal que a sequéncia (uy,) converge forte em H(RYN)

para uma fungdo u que verifica u =0 em RN \ Q e € solugio da sequinte desigualdade

/Vqu—u)dx+/ u(v —u dx>/f u(v — u)

para todo v € K, onde

variacional

K={ve H\Q); v>¢p qtp emQ}.

Com o proposito de demonstrar o Teorema 2.1.1, utilizaremos o método de penalizagao
devido Bensoussan & Lions [16] e melhorado por Carl, Le & Motreanu [18|, Teorema
do Passo da Montanha devido Willem [60] e o Teorema do Passo da Montanha de
Ambrosetti & Rabinowitz [8].

Este capitulo estd organizado da seguinte forma: Na primeira se¢ao, introduzi-
mos alguns resultados preliminares e a formulacao do método de penalizacao para o
Problema (2.1). Na Segao 2.2, demonstraremos o Teorema 2.1.1 para caso N > 3. Ini-
cialmente, penalizamos o Problema (2.1) o qual chamaremos de problema penalizado.
Logo apos, iremos mostrar que o mesmo possui solugao nao trivial. Para isso, mostra-
remos que o funcional energia verifica a geometria do passo da montanha e também a
condigao (PS). para alguns valores de c. Em seguida, trabalhamos com a sequéncia
de solugoes do problema penalizado combinado com o operador de penalizacao para
obtermos, a menos de subsequéncia, uma convergéncia forte em H'(R"). Através desta
convergéncia, garantimos uma solu¢ao nao trivial para a desigualdade variacional (2.1).
Além disso, estabelecemos um resultado de concentracao para uma sequéncia de solu-
¢oes (uy) da Desigualdade Variacional (2.1) o que de fato demonstra o Teorema 2.1.1.
Na Segao 2.3, o objetivo é provar o Teorema 2.1.1 para o caso N = 2. Seguimos os
mesmos passos da Segao 2.3 com os devidos ajustes e faremos uso de uma versao da

desigualdade de Trundiger & Moser em todo R?, devido a Cao [17].
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2.2 Resultados preliminares
Seja E C HY(RY) definido por

E= {u e HY(RM); /

RN

V(z)|u|?dr < —i—oo}

munido da norma

N[

s = < [ I9uP + (1 AV dx)

a qual esta associada com o produto interno
(u,v)\ = / [VuVov + (14 AV (z))uv] dz.
RN

Mostra-se que E é um espaco de Hilbert, para todo A > 0. Ao longo deste capitulo,
denotemos por E), o espago £ com a norma || ||x.

As condigbes (V7)) — (V4) implicam que FE) satisfaz
lullx > ||ull, Yue Ey e VA>D0.
Portanto, a imersao E\ — H!(RY) é continua para A > 0, de onde segue
B\ — L*(RY), Vs e [2,27],

também sao continuas para A > 0.
Para resolvermos o problema (2.1), usaremos o método de penaliza¢do encon-
trado em Carl, Le e Motreanu em [18]. Iniciaremos definindo o que é um operador de

penalizacao.

Definicao 2.2.1 Seja C' um subconjunto nao vazio, fechado e convexo de um espago
de Banach X. Um operador P : X — X' é chamado operador de penaliza¢ao associado
com C' C X se verifica:

(P1) A fungao real
t— (P(u+tv),w)

é continua sobre [0, 1], para todos u, v, w € X;

(Py) Temos
(P(u) — P(v),u —v) >0,

para todos u, v € X;
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(Ps) P(u) =0 se, e somente se, u € C;

(Py) O operador P leva conjuntos limitados de X em conjuntos limitados.

O proximo passo consiste em penalizar o problema (2.1). Para isso, considere a seguinte

classe de problemas elipticos
1
~Au+ 1+ AV (@)u— ~(p —u)"xa= f(u), em R (2.3)
€
Recordamos que u é uma solugao fraca de (2.3) quando verifica a igualdade

/RN[VUVU + (1 + AV (x))uv|dx — l/Q(cp —u)todr = . fu)vdz, Yv € E,, (2.4)

€

onde € > 0 é o parametro de penalizacao, enquanto — / (¢ —u)Tvdz é o termo de
€Ja

penalizacao.

No que segue consideramos o operador P : E\ — E) definido por

(P(u),v) = — /Q(@ —u) vdz.

Lema 2.2.2 O operador P definido acima é um operador de penaliza¢ao associado ao
conjunto K C E).

Demonstragao. Vamos iniciar por (P;). Dados u, v, w € FE), definimos a fungao
p:[0,1] — R definida por
p(t) = (P(u+tv),w).

Seja (t,) C [0, 1] verificando t,, — to, onde ty € [0,1]. Entao,

plt) == [ (o= () "wde e plta) = [ (o= (ut tow)) s

Nosso objetivo é mostrar p(t,) — p(to), nesse sentido, observe que

[p(tn) = p(to)| < /Q (o = (u+t0))" = (¢ = (u+tov)) | |w|da.
Perceba que

(o = (u+ £a20))" = (¢ — (u+to)) [Jw] < 2wl + 2Jul [w] + 2Jv]|w|

[(p(x) = (u(z) + tav(2)))" = (p(@) = (u(@) + tov(2))) " |lw(@)] = 0 q.t.p. em RY
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isso mostra que estamos sob as hipoteses do Teorema da Convergéncia Dominada de

Lebesgue, e portanto,
Ip(tn) — p(to)| = 0,

o que mostra a condigao (P).
Agora para mostrar (P,) analisaremos pontualmente e dividimos em quatro casos.

Dados u, v € E e fixe z € O
(1) Se p(x) < wu(x) e p(x) <v(z),
—(p—uw)"(@)(u—v)(@) + (¢ —v)"(2)(u—v)(z) =0
(i) Se v(z) = p(x) > u(z)
—(p—u) (@) (u—v)(@)+ (¢ = v)"(@)(u—v)(x) = =(¢ —w)"(2)(u—v)(x) > 0
(i) Se u(z) > p(z) > v(z)
—(p—u) (@) (u—v)(@) + (¢ —v)"(2)(u —v)(z) = (¢ —v)"(z)(u —v)(x) 2 0
(iv) Se () = u(z) e p(z) > v(z),

—(p —u) (@) (u—v)(@) + (¢ —v)" (2)(u —v)(x) = (u—v)*(z) 20,

de todas as anélises feitas o operador P satisfaz (P3).

Vamos justificar a condi¢ao (Ps). Seja u € Ey com P(u) = 0, isto ¢é,
(P(u),v) = —/(gp —uw)tvdr =0, Yve HY(RY).
Q
Em particular,
/(gp —uw)tode =0, Yve CP((Q).
Q

Pelo Lema Fundamental das Distribuigoes tem-se (¢ — u)* = 0 q.t.p. em €2, ou seja,
u > ¢ q.t.p. em €. Isto mostra que u € K. Por outro lado, se u € K, imediatamente
temos P(u) = 0. Portanto, estd mostrado a condi¢ao (P3).

Para finalizarmos a demonstragdo do lema, falta mostra condigdo (Pj). Seja

> C E) um conjunto limitado, isto é, existe L > 0

lul| < L, YucX.
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Dada v € ¥ e usando a desigualdade de Holder obtemos
[(P(u), 0)] < [(¢ —u)"]2|vl2.
Usando as imersoes continuas de Sobolev
B\ — L*(RY), Vse€[2,27]
existe uma constante C' > 0 tal que a tltima desigualdade fica

[(P(w), v)| < Cll(e = w)TI[Al[v]]x,

ou ainda,

[(P(u), v)| < Cllellx + [lull)v]]x-

Logo,
1P|y, < C(L+ [lol]),

mostrando que P verifica a condi¢ao (Py). Portanto, P é um operador de penalizagao

associado ao conjunto K.

2.3 Demonstracao do Teorema 2.1.1 para o caso N >
3

Relembrando que a desigualdade (2.1) que estamos estudando nesta segdo ¢ a

seguinte: encontrar u € K satisfazendo
/ VuV(v—u) dx—i—/ (1+ AV (2z))u(v—u)dz 2/ (put™ ' u* Y (v—u)dz, Yv € K
RN RN RN
O problema penalizado associado a desigualdade acima é
1 *
—Au+ (1 +AV(@)u— ~(p—u)Txg = pu?™ +u* 7!, em RV,
€

As solugoes fracas do problema penalizado podem ser encontradas como pontos criticos

do funcional I, : £y — R definido por

Do) = gl + 5 [ (o= Pde— [ Frwe

2€ RN
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o qual esta bem definido e ¢ de classe C'! sobre o espaco E) com a derivada dada por

Bl = (uon = [(e=wvde= [ fiwpods

€

Yu,v € F), onde
PO = ue )+ @ e Rt = [ £o)ds

2.3.1 Solugao para o problema penalizado (2.3)

Iniciamos mostrando a geometria do passo da montanha para o funcional I} .

Lema 2.3.1 (a) FEzistem contantesr,p > 0, as quais sao independentes de X e €, tais
que

Due(u) 2 p para [lullx = 7;

(b) Eziste e € HY(RY) com |le||x > 1 e Iy .(e) < 0.

Demonstragao. Primeiramente, note que

1 1 .
IAE(u)z—HuH?\—H/ |u\qd93——/ lu|* dz  u € E\.
’ 2 q JrN 2% RN
Pelas imersoes continuas de Sobolev
HY(RY) — L*(RY), para 2<s< 2" (2.5)

existem constantes positivas C; e Cy tais que

Cip

1 Cs
ne(w) 2 llullf = =2l = 2l

Uma vez que 2 < g < 2%, existem p > 0 e r > 0 tais que
Ie(u) > p>0 para ||ullx=r.
Isso mostra (a). Agora, observe que
/Q[(SO —¢" ) PPdr=0 e |lp*]ln=lle]l.

Logo,

Die(e®) < Nl II* < [l
Como por hipotese fixamos ||p|| suficientemente pequena em relac¢ao p, temos

Iie(@") < p.
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Por outro lado para t > 1

2%

4 t .
R Ty T
q Jrv 2" JrN

t2

[)\,e (t(p+) = 5

Sendo 2 < g < 2*, obtemos I, ((t¢") — —oo quando ¢t — +o0. Assim, fixando ¢, > 0

suficientemente grande e w = (1 + ¢,)¢™ tem-se

Lo (w) < Iy (o) < p<Iz(u), com |lully=r

[l lx <7 < lwl]x.

Em vista disso, concluimos o lema.
|

Aplicando o Teorema do Passo da Montanha devido Willem [60], garantimos a existén-

cia de uma sequéncia (PS)cy . para I, isto ¢, uma sequéncia (u,) C E, verificando
!
I)\,e(un) — Cre € I)\,e(un) - 07

onde

.= inf L (~(t
ere = inf max I, (v(1))

I'={y€C([0,1], E); 7(0) = ¢ e v(1) = w}.

Lema 2.3.2 Existem 7 > 0 € p, = p.(7) > 0 tais que

-2
0<cA7E<q2—SN/2—T, YA>0, Ve>0 e u> p.
q

Demonstracao. Considere o caminho 7 : [0, 1] — E) definido por (t) = (1 + tt.)e™.
Claramente, v € I'. Como (1 + tt.)e™ > ¢,

/Q (9 — (1 + tt,)g") P dz =0

1+ tt,)? 1+ tt,)p 1+ tt,)% .
I (y(t) = (A t) ot |I? — (SR / " |7 dx — (dth) , ) / o™ * da.
2 q Q 2 0
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Note que

1+ tt.)° 14 tt,)9
Do) < L ey - S [rpogs,
Q

Para deixar o calculo mais simples, chamamos A = [|¢*|[/2 e B = |[¢"|1/q e conside-

ramos as fungoes

i) = Al +tt.)?* — uB(1 +tt,)?, t€[0,00)

h,(t) = At* — uBt?, t € [0,00).

Perceba que j,(t) = h,(1 +tt,) e
—1
h,(t) = 2At — uBqt™, q>2.

Fazemos h;(t) = 0, isso nos da 2At — uBqt?!' = 0. Fazendo algumas manipulacoes

()

; ( 2A )1/(q 2)
" \uBg '

Fazendo o estudo com a funcao h, podemos garantir que ¢, ¢ um ponto de maximo

algébricas encontramos

Denotamos este ponto

que verifica
A 2A\2/(a-2) uB  2AN4/(a-2)
hyu(ty) = 2/ (a=2) ( ) ( > ‘

Bq M(Z/(q_2) Bq
Como Mq/(‘f]_m = HQ/(I{I_Q), quando p — 00 segue que
h,(t,) — 0.
Recorde,

ju(t) = hu(l + ) < hu(tu>‘

Com as ultimas duas informagoes, obtemos

] q—2 N/2
< = < — E— _
Cxe < max ju(t) = max hy,(t) < maxhu(t) = hu(t) < = . S T

para todo A > 0 e para todo u > u, onde fixamos u, suficientemente grande, finalizando

a demonstragao.
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Enunciaremos alguns lemas envolvendo o comportamento das sequéncias (P.S). para o

funcional 7.

Lema 2.3.3 Se (u,) € uma sequéncia (PS). para o funcional Iy, entao (u,) € limi-
tada.

Demonstragao. Seja (u,) uma sequéncia (PS). para o funcional I, .. Entao

1 1 1
Ineln) = 33 () = (5—5>||un|li+§ JACEORRE

1 1 1 X
+ = [ (= w) udz+ [ = — o / WtV da.
qe Q( ) (Q 2*) RN( )

Note que
(o —w) )P+ (¢ — un) Tun > (0 —un) o
e
Lo —un) Pdr > = [ [ - u) P da
2¢ Jo " - qc Jg " '

Usando tais informagoes, segue que

1 1 1 1
Ieun__lleunun2<___> un2+_/ _un+ dl’
Ae(Un) q)\,( ) >4 [uanllx ” Q(s@ )T

ou ainda,

1 1
Do) = 2 Ei i > (5= )l = = [ o = wllel do

Utilizando a desigualdade de Holder e as imersoes de Sobolev, existe uma constante

positiva C' tal que

1

1 1 1 C
Betun) — 21 G = (= DYl — Lol - Sl 26
Ae(Un) . Aeltn)tn 2 (5 . [|unl[x qelwlz q€\¢|2|\u [ (2.6)

Por outro lado, existe ny € N tal que
1 !
Iy (uy) — 5]/\7€(un)un < c+0,(1) + o, (D)||un|lx  n > ne. (2.7)

Das condigoes (2.6) e (2.7),

1 1 ) 1, C, o
o n < nl - nl - n
(5 )l & < et 0u(1)+ gl + (ou(1) + )l

para n > ng, 0 que garante a limitagao da sequéncia (uy,).
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Lema 2.3.4 Sem perda de generalidade, podemos supor que a sequéncia (u,) dada
pelo Lema 2.3.3 pode ser considerada como uma sequéncia de fungoes nao negativas,

ou seja, (u}) é uma sequéncia (PS)..

Demonstragao. De fato, sendo (u,) limitada, entao u, = u, —u,” também é limitada.

Observe que

1, 1 _ 1. _
Bl =l = [ (o= ) o do > Sl 1

Recordando que I3, (u,)u,, — 0, ficamos com
[l 13 = 0. (2.8)

Assim, de (2.8)
[lnl [} = [l 13 + 0n(1). (2.9)

Nossa inten¢ao ¢ mostrar (u,) é uma sequéncia (PS). para o funcional I, .. Sendo (u,)

limitada e E um espago de Hilbert, existem uma subsequéncia (u,) e u € E tais que
u, —~u em F).

Consequentemente,

U, > u  L*(Q), para 2<s<?2"

un(z) = u(z) q.t.p. Q.

Por (2.8), a menos de subsequéncia
u, (r) -0 qt.p. Q.
Deduzimos destas informacoes que a menos de subsequéncia

wb —u L°(Q), para 2<s<?2
up ()t = u(x) qtp. Q.
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Afirmagao 2.3.5

Observe

) /Q[(w — )P d — /Q[(so - Ui)ﬂzda:‘ < /Q (0 — un) ]2 = (¢ — u)*]?|do.

E possivel mostrar do estudo feito da sequéncia (u,) que existe g € L*(Q) tal que |u,|,

lut| < g. Assim,

(0 = un)¥]? = [(p — u)TPP| < dlop| + dlun| + 4fusf| < 8l¢| + 8.
Além disso, podemos mostrar que
VPP = (o =) Pl(x) = 0 atp. Q

[(p — un

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lesbegue a afirmacao esta provada. Ve-

jamos agora que

) = Do) = 3llualls = 511l + 50 [ G0 =) Pe = 5 [ o= ui) "o
Por (2.9) e pela Afirmagao 2.3.5,

Dye(un) = De(uyy) + 0n(1). (2.10)
Sem maiores dificuldades, mostra-se

I (ug) = I3 (u) + on(1). (2.11)

De (2.10) e (2.11), (u}) é uma sequéncia (PS)..
|

Lema 2.3.6 Sendo (u,) uma sequéncia (PS). para o funcional I,. entdo a mesma

verifica

2
limsup||un||§§< a )c.
q

n—-+00 -2
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Demonstragao. Sabemos que
D) = 38 s = (5= 2l 5 [ (G = ) P
Ae\(Un gt he\Un)Un 9 q nlix 269 n

1 1 1
+ (o — up) T upde + (— — —) / |,
q 2% RN

— 2 dx.
qe Jq

Pelo Lema 2.3.4 podemos supor u,, > 0, Vn € N, assim

/(SO - un)+un dx > 07
Q

e com isso,

v

1 1 1
Ie n__I/ n ) Un <___> n2'
Ae(tn) . Me(Un)u >3 [|unllx

Por outro lado, existe ng € N tal que
L
Iy e(uy) — EI/\’E(un)un < c+o0,(1) + on(D]un||n  n > ny.
Fazendo as mesmas manipulagoes algébricas que foi feita no Lema 2.3.3 encontramos

11
(5 _ 5) lunl} < ¢+ 0a(1) + 0n(D)[tn]lx ¥ > no.

De onde segue o lema.

O proximo lema constitui um ponto chave para mostrar a a condicao (PS),, ..

Lema 2.3.7 Seja © > 0 uma constante que nao depende de \. Se (up)neny C Ey €
uma sequéncia (PS). para o funcional I, com 0 < ¢ < ©O. Entao dado § > 0 existem
A =M(0) >0 e R= R(4,0) tais que

limsup/ [, |dx < 0, VA > A
Bg(0)

n—-+00

Omitimos a demonstragao por se tratar da mesma feita no Lema 1.3.5. Como observado

no Capitulo 1, o corolario a seguir segue do Lema 2.3.7.

Corolario 2.3.8 Seja (v,) C E) uma sequéncia tal que (||vy]]y,) € limitada com
A, — +00. Sev, — 0 em HY(RY), entdo

v, =0 em LYRY).
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A proposicao seguinte é fundamental para obtencao de solu¢ao do problema penalizado
(2.3).

Proposicao 2.3.9 Euxiste A= X(T) > 0 tal que I, verifica a condi¢io (PS)cy. para

qualquer cy . € (0, %SN/Q — 7') para todo A > :\\, onde T foi dado no Lema 2.5.1.

Demonstracao. Seja (u,) uma sequéncia (PS)., . ndo negativa para o funcional I, ,
isto é,

-I)\,e (un> — Ce

I (un) — 0.

Pelo Lema 2.3.3, (u,) é limitada. Entao para alguma subsequéncia existe u € F) tal

que podemos assumir os seguintes fatos:
U, —u em F),

Uy, (1) — u(r) q.t.p. em RY

u, = uwem L (RY), 2<s<2%

Essa tltima convergéncia significa que dado qualquer aberto limitado © C RY tem-se
u, —» uem L°(0), 2 <s< 2"

Com algumas manipulagoes algébricas ¢ possivel mostrar que I} (u) = 0, e assim,

I} [(u)u = 0. Por Brezis & Lieb (ver [38])

/ |un|qu:/ |Un\qd:c+/ ul? d + on(1) (2.12)
RN RN RN

/ \un2*dx:/ \un\Z*d:c+/ Wl dz + on(1), (2.13)

onde v, = u,, — u. Recorde,

1 1 1 .
—||un\|?\—|——/[((p—un)JF]de—H/ |un|qu——/ un|? dz = exo+on(1). (2.14)
2 2€ Q q JrN 2% RN ’

Usando a mesma argumentacao feita na demonstragao da Afirmacao 2.3.5, temos

/Q[(go ) e = /[(w — u)2dz + on(1). (2.15)

Q
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Substituindo (2.12), (2.13) e (2.15) em (2.14) encontramos

1 1 * *
—||un] 3 — E(/ |vn|qu—|—/ |u|qu> — —(/ |, |2 dm+/ |u)? dx) =
2 q RN RN 2* RN RN

1
5 [ llp =y Tdr + e+ 0u(1),

ou ainda,

1 1 1 «
llnl = SlHelB + Dot =2 [ poaftde = 50 [ ol do = ca, -+ on().
2 2 q JrN 2 RN

Desde que

1ol I3 = lunllX = [[ullX + on(1),

1 1

—||vn 2 K vp|fde — — Up
A

2 q JrN 2% RN

Por outro lado, I} (un)u, = 0,(1), ou seja,

temos

Pdr = cae — Dne(u) + 0,(1). (2.16)

1 1 .
Muallz == [ (o= un)Tunde —p [ Jun|Tde — [ |ua|* dz = 0n(1).
2 €

Q RN RN

Mais uma vez, utilizando (2.12) e (2.13) a tultima expressao fica

oall2—s / o7 dz— / o
RN RN

ou ainda

E3 1 E3
2 dot||ul B / (p—w) ude—p / ] d— / [uf? dz = on(1),
€Ja RN RN

loall = [ fonltde = [ o do+ 1wy = 0,(1),
RN RN
Sabemos que I} (u)u = 0, logo
anH?\—u/ ]vn|qda:—/ \vn\?dxzon(l). (2.17)
RN RN

De (2.17) podemos assumir

[loallx = La

u/ |vn|qu+/ lun | dz — L.
RN RN

Se Ly = 0 a proposicao esta provada. Suponha por contradigao que Ly > 0. Conside-

rando

/ |up|9de — Ay e / (v |* dx — By,
RN RN
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devemos ter pAy + By = L. E possivel mostrar uma versao do Lema 2.3.7 para a

sequéncia (v,), ou seja, mostra-se

limsup/ || dx = ox(1),
n—+oo JRN
onde 0)(1) — 0 as A — 4o00. Desta forma,

A>\ = O)\(l) and L>\ = B)\ + 0)\(1). (218)

De (2.17) e das imersoes continuas de Sobolev

[loal 13 < C([vall§ + v

) + on(1). (2.19)
Sem dificuldades é possivel mostrar que existe C' > 0 verificando
1< — P+ Clf”, teR
- 2C
Como supomos Ly > 0, a tltima desigualdade (2.19) implica em

lim ||v]|2 > (1/C)Y@ =2 =y > 0,

n—s-oo
ou equivalentemente,

Ly>Cy > 0. (2.20)
onde C] nao depende de A > 0. Sabemos que
[lvaIX

<f]RN [0, |2 de’) 2/2*

Entao, tomando o limite quando n — 400, encontramos

S <

Ly Ly
S < = )
T (BN)YE (La+oa(1)¥*

Fazendo A — 400 na expressao acima, encontramos

SN2 <liminf Ly, (2.21)

A—00

De (2.16),

1 1 1 1
LY 1<<———>L 1) < ey,
(2 q>x+0ﬂ)_ S5 )tal) <e

conduzindo a

1 1
liminf ¢y > (5 — —) liminf L.

A—00 q A—00
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A tltima desigualdade combinada com (2.21) implica que

-2
liminfcy . > q—SN/2
A—00 ’ 2

o que é um absurdo, pois por hipotese

-2 -2
limsupcy, < q—SN/2 —7< q—SN/Q.
A—+00 2q 2q

Portanto, existe 2> 0 tal que L) = 0, para todo \ > X, o que demonstra a proposicao.
[ ]

Agora mostraremos que problema penalizado (2.3) possui solugao nao trivial. Pelo
Lema 2.3.2 existe pu, > 0 tal que ¢y, < %S]\W, para todo pu > pu,.. A Proposicao
2.3.9 garante a existéncia de A > 0 tal que o funcional I . verifica a condigao (PS)

C)e

para todo A > by Entao, pelo Teorema do Passo da Montanha devido a Ambrosetti-

Rabinowtz [8], existe u. € E, verificando

]A,e(ue) =Ce € ];\,e(UE) = 0.

2.3.2 Finalizacao da demonstracao do Teorema 2.1.1

Pelo estudo feito na se¢ao anterior fixados A > Ne [ > iy, €xiste uma solucao

ue € E) nao trivial do problema (2.3) , ou seja, u, verifica

/RN [Vu.Vo + (1 4+ AV (2))uv]de + %(P(ue), V) = fi(uc)vdz, Yv € Ej.

RN

Recordamos a definicao do operador de penalizacao

(P(ue),v) = —/(ap —u)tvd.
Q
Uma vez que u, > 0, temos f4(u.) = f(u.), portanto

/RN [Vu. Vo + (1 4+ AV (x))uv|de + %(P(ue), V) = fue)vdz, Yv € Ej.

RN

Por simplicidade, vamos fazer as seguintes escolhas:
€= 1/”7 Up = U1/n [)\,e = In7 [n(un) = Cp,
onde ¢, = cj.. Assim, para cada n € N sabemos que existe u,, € F) tal que

/N[VUnVU + (1 + AV (x)uyv]de + n(P(uy,),v) = flup)vdx, Yv € E. (2.22)

RN
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Pelo estudo feito, a sequéncia (u,) cumpre

. . 2q 2q (q—2
lim sup ||u,||? < limsup ||u,|]? < (—)cn < —(—SN/2 —7') < SN, (2.23
s [ < T s | < (5 ) < =5 (1 (2.23)

onde 7 foi dado no Lema 2.3.2. Diante disso, existe u € H'(RY) tal que a menos de

subsequéncia

u, —u em H'(RY)

Up (1) — u(r) q.t.p. em RY,

u, —uem L (RY), 2<s <2
Agora demonstraremos um importante resultado para nosso proposito.

Lema 2.3.10 P(u) =0, isto ¢, u € K.

Demonstragao. Sabemos que I/ (u,)v = 0, para todo v € E). Assim,

n{P(u,),v) = —(Un,v)r + fuy)vdz, Yv € Ej.
RN

Relembrando a defini¢ao da f, a ultima igualdade fica

nl (), v)] < ||Un||A||U||A+M/

|un|q_lvdx+/ |up |* Mo da. (2.24)
RN RN

Utilizando a desigualdade de Holder e logo apds as imersoes de Sobolev na desigualdade

(2.24) deduzimos

1 -1 *_
[(P(un), v)] < —~ (||Un||x||vllx + CulJun[$ 0]y + Collunl[3 1||v||A> ~
Como sabemos que (u,) é limitada, existe C' > 0 tal que

C
(P, o)l < Tlelly, ¥neN

ou ainda,
C
[P (un)|| ;. < o Vn € N.
Com esta informagao garantimos que
P(u,) =0 em E. (2.25)
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Pela condigao (P,),
(P(v) = P(up),v —u,) >0, YveE),

ou ainda,

(P(v),v — up) — (P(uy),v —u,) >0, YveE,
passando ao limite quando n — oo nesta ultima desigualdade, por (2.25) segue que
(P(v),v—u) >0, YveE). (2.26)
Considerando v = u + tw, parat > 0 e w € E, arbitrario, obtemos
(P(u+ tw),tw) >0, Yw e E)

ou ainda,

(P(u+tw),w)y >0 Yw € E,.

Fazendo t — 0 e usando a condigdo (P;) tem-se
(P(u),w) >0, Yw e Ej,

mostrando que P(u) = 0, ou seja, u € K finalizando a demonstragao.

Sabemos que

(P(un),up —u) = (P(u,) — P(u),u, —u) >0

Entao usando este fato, escolhendo v = u,, — u e substituindo em (2.22), ficamos

/RN Vu,V(u, —u)+ (1 4+ AV (x)u,(u, —u)|de < fun)(uy —u)de.  (2.27)

RN

Lema 2.3.11 Para \ =~ 400, temos

u, —u em HY(RY).

Demonstragao. Nesta demonstragao usaremos argumentos ja conhecidos e também

ideias da demonstragao da Proposi¢ao 2.1. Até mesmo em alguns pontos, usaremos a
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mesma notagao para que o leitor posso verificar sem dificuldades a conexao. Suponha

por contradicao que

U, »u em H'(RY),
entao a menos de subsequéncia

lim ||u, —u||* = Ly > 0. (2.28)

n—-+4o0o

Afirmacgao 2.3.12 A sequéncia (u,) cumpre

lim ’/RN[f(un)—f(vn)—f(u)]vndx 0,

n—oo

onde v, = u, — u. De fato utilizando o Teorema Fundamental do Célculo temos
1 1
|f(vntu)=f(va)] < / |f' (v +tu)uldt < / [(g=1) | onHtu| 2 u|+(2* = 1) [vp+tul* 2 [ul] dt,
0 0
ou ainda, existem constantes C; e Cy positivas tais que

2*’2|u] + Cslu -1

[f(vn +u) = fva)] < Culon]"[ul + Crlul ™" + Calvn

Com esta informagao, podemos observar que

/ ) — flon) — f@)lonlde < Cy / o ] de + € / fonlu]* da

RN RN N

2*_1|u|dx—i—C'2/R [on ||u* ' d.
RN

+ CQ/ |Un
RN

Agora vamos justificar que
[ el ulde = 0,1
RN
/ [l on| dz = o0 (1)
RN

/RN [a|* ! ful d = 04 (1)

/RN [ul” el de = on(1)
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Vamos mostrar apenas uma, pois as demais seguem com os mesmos argumentos. Vamos
optar por (iii), onde temos o expoente critico. Para isso, utilizaremos o Lema de Brézis

& Lieb (ver [38]). Note que a sequéncia (|v,|* ~!) é limitada em L*/"~D(RY) e
vp(z) = 0 q.t.p. em RY.

Sendo u € L? (RY) e 2* e 2*/(2* — 1) expoentes conjugados segue pelo Lema de Brézis

& Lieb
/ o[> 7 u| dz — 0
RN

com isso provamos (iii), e consequentemente

) /RN [f(un) = f(vn) — f(U)]vndx‘ = 0,(1),

como queriamos e portanto a Afirmacao esta provada. Continuando com a demonstra-

¢ao do Lema 2.3.11, temos que

[ r) = wde = [ () = Fl —wde+ [ ), 0.

Pela Afirmacao 2.3.12 a expressao acima fica

- fun)(uy — u)de = f(vp)vp dx + . fu)v, dx + o,(1). (2.29)

RN
Usando os mesmos argumentos explorados na demonstragao da Afirmagao 2.3.12 ¢é
possivel mostrar que

(w)v, dz — 0.
RN

Assim, (2.29) pode ser escrita na forma

. flup)(uy, —u)de = f(vp)v,dz + o0, (1). (2.30)

RN
Substituindo (2.30) em (2.27), ficamos com
/ [Vu,Vu, + (1 + AV (2))u,v,) dx < f(vn)vy + 0n(1). (2.31)
RN RN

Desde que
/RN [(Vu, Vo, + (1 + AV (2))unvn] dz = (U, va)x = ||val]3 + 0,(1) (2.32)
(2.31) e (2.32) implicam que
o < [ | Flononda+o,01)
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ou ainda,

3: + on(1).

[lvnll* < palvald + [vn
Pelas imersoes de Sobolev existem constantes C, Cy > 0 tais que
[lonl[* < Culoall? + [[vnl[*” + 0n(1).
Usando o fato que
lim inf ||v,[| > 0,
n—-+o0o

deduzimos

1< Culonl | + [Joal” 72 + 0a(1)-

Tomando o limite quando n — +o00 em (2.34) segue que

1<C LY+ 1372

(2.33)

(2.34)

(2.35)

Considerando a funcao h(t) = C1t972 + Cyt? =2, t > 0, percebemos que a mesma é

continua e estritamente crescente. Podemos concluir que existe um tnico ponto ¢t > 0

tal que h(;f\) = 1. Assim, segue que
Ly>t>0, YA>0
onde ¢ independe de A. Observe que

lim sup ||v,|)* < SN2,
n—-+00

De fato, pois

[lonll* < Hlvnl X < [lunlX + 0n(1).

Deste fato e de (2.23), segue que

lim sup | v, ||* < SN? — 7 < SN2,
n——+00
Usando o limite ||v,||> — Ly, segue de (2.36) que

limsup L) < SN2 _ 7 < GN/2,

A—+400

(2.36)

(2.37)

E possivel mostrar que a sequéncia (v,,) verifica o mesmo resultado do Lema 2.3.7, logo

limsup/ [va]?dx = 0,(1)
RN

n—-+4oo
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onde 0)(1) — 0 quando A — 4o00. Desde que

segue de (2.33),
S <

. 2/2% "
(Ilonll? = alenlf + 0a(1))

Assim, passando ao limite quando n — +o00 obtemos

Ly
S < )
T (La+oa(1))¥*

Mais uma vez, passando ao limite quando A — +o00 na desigualdade encontramos

SN2 < Jiminf L. (2.38)

A—00

Combinando (2.37) e (2.38) chegaremos a um absurdo, pois
SN2 < Jiminf Ly < limsup L) < SN2

A—+o0 A—+00

Portanto, (u,) converge forte em H'(RY) para A grande.

Vimos pelo Lema 2.3.11 que para A suficientemente grande temos
U, —u em H'(RY)

e consequentemente, sem maiores dificuldades, mostra-se

f(un)upde — f(uw)udx (2.39)

RN RN

fup)vde — fwvdz, Yve HY(RY). (2.40)

RN RN

Agora, note que
(P(up), w — u,) = (P(u,) — P(w),w —u,) <0
para todo w € K. Entao escolhendo v = w — u,, e substituindo em (2.22), ficamos

Vu,V(w —uy,)dr + /

RN

(1+ AV (2))up(w —uy,) dx > . fun)(w —uy,)dr (2.41)

RN
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Tomando o limite quando n — 400 em (2.41) e usando os limites (2.39) e (2.40)

encontramos

VuV(w — u)dx + /

RN

(14+ AV (2))u(w —u)dr > . flu)(w—u)dr  (2.42)

RN
para todo w € K. Com isso, mostramos que o Problema (2.1) tem uma solu¢ao nao
trivial. Para finalizarmos a demonstragao do Teorema 2.1.1 para N > 3, precisamos

provar a seguinte proposicao.

Proposicao 2.3.13 Seja A\, — +00 e (u,) uma solugao de (2.42). Entao, existe uma
subsequéncia (u,) e u € HY(RY) tais que

u, — u em HY(RY).
Além disso,
(i) u=0 em RV \ Q.
(i1) [[u — ull3, — 0.
(1i1) Quando N\, — 0o temos as sequintes convergéncias:
U, —u em H'Y(RY),

)\n/ V(x) [un|? dz — 0,
]RN

lual[3,, — /Q(IVUI2 +[ul?) do = [[ul [ ).
w) Temos que u € uma solugao da Desigualdade Variaciona
v) T ] lugao da Desigualdade Variacional

/QVUV(U —u)dx + /ﬂu(v —u)dr > /Q(,u|u|q_2 + ul Pu(v — u)dz, (2.43)

para todo v € K, onde

K ={ve H\Q); v>¢p qtp emQ}.

Demonstracao. Sem maiores dificuldades, é possivel mostrar que

lim sup | u, || < SY. (2.44)

n—-+o0o

De tal informagao, existe u € H*(RY) tal que a menos de subsequéncia
U, —u em H'(RY)
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Up (1) — u(z) q.t.p. em RY,

u, — uem L (RY) 2<s<2%
A justificativa (i) segue das mesmas ideias encontradas na Proposigao 1.3.10. Vamos
mostrar (7). Suponha por contradigdo que
u, »u em H'(RY),

entao a menos de subsequéncia

lim |ju, —u|| =L >0. (2.45)

n—-+o0o

Sabemos que u,, € K, para todo n € N, logo, u € K. Agora, percebemos que podemos
repetir todas as etapas da demonstracao do Lema 2.3.11. Desta forma, repetindo toda

argumentacao, com as devidas modificagoes, garantimos a convergéncia
1N
u, = u em H (RY). (2.46)

No que segue, mais uma vez, reproduzindo algumas etapas da demonstragao do Lema

2.3.11 deduzimos
oall2, < / F(v)vnde + 0,(1), (2.47)
]RN

onde v, = u,, — u. Combinando (2.46) e (2.47) resulta
[loall3, =0
finalizando (i7). Para demonstrar (7i¢), note que

/ )\nV(m)|un|2 dr = / AV () |u, — u|2 dx < Cllu, — uHin
RN

RN

o que implica, pelo item (i),
/ AV (2) [ ug|? dz — 0.
RN

Falta mostrar (iv), ou seja, que u é solucdo do problema (3.91). Escolhendo w € K,
arbitraria, e substituindo em (2.42) obtemos

VunV(w—un)dx+/ (1+ XV (2))un(w—uy,)dx > fun)(w—uy,)dr (2.48)

RN RN RN
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Tomando o limite quando n — oo e usando (i) — (i7%), concluimos que

/QVUV(w —u)dx + /Qu(w —u)dx > /Q(/L|u|q2 + [ Hu(w — u)dr,  (2.49)

para todo w € K.

2.4 Demonstracao do Teorema 2.1.1 para o caso N =
2

Antes de iniciarmos o nosso estudo para o caso N = 2, enunciaremos duas esti-
mativas fundamentais para o desenvolvimento desta se¢ao. A primeira é deduzida pela
condigao de crescimento da f combinada com as hipoteses (f1) e (f2) segue que fixados

B>0,1>0ea>aqpexiste uma constante Cz > 0 tal que
£ (u)] < Blu] + C’g\u|l<ea|“|2 - 1), Vu € R. (2.50)

A segunda sejam o > 0 e k > 1, para cada [ > k, existe uma constante C' = C(k) > 0

tal que
(et~ 1>k < (e — 1), (2.51)

Uma desigualdade importante no desenvolvimento desta segao, devido a Cao [17], é
uma versao da desigualdade Trundiger-Moser em todo R? que afirma
/ <e"‘|“|2 - 1) dx < oo, Yu € H'(R?*) e a > 0.
RQ

Além disso, se o < 47 e |u|s < M entao existe uma constante C' = C(a, M)>0 tal que

sup / (ea““2 — 1) dr < C. (2.52)
R2

[Vul|2<1
2.4.1 Solugao para o problema penalizado (2.3)

Iniciamos mostrando que o funcional I, verifica a geometria do passo da mon-

tanha.

Lema 2.4.1 (a) Ezistem contantesr,p > 0, as quais sao independentes de \ e €, tais
que

Ive(u) > p para ||Julx=1;
(b) Eziste e € H'(R?) com |le||x > 1 e Iy(e) < 0.
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Demonstracao. Da estimativa (2.50) fixados § > 0,1 > 1 e o > v, existe Cz > 0
tal que
F(u)] < §|u|2 + Calul (e ~1), Vu c B. (2.53)

Consequentemente,

1 ﬁ o|ul?
Bulw) = Sl = 5 [ fuPdo—Ca [ Jult*i (e - 1) do.
R2 R2

Utilizando a desigualdade de Holder na tultima expressao e as imersoes continuas de

Sobolev na estimativa anterior resulta em

Iyo(u) = Cillul§ = Calulgly,, [ =1

(+1)s1 (2.54)

s2
onde (] e C5 sao constantes positivas e s; e s9 sao expoentes conjugados. Agora fixemos
ro > 0 tal que ar? < 4w. Podemos considerar s, > 1 e suficientemente proximo de 1
tal que spar? < 4m. Da mesma forma, consideremos s}, > s tal que shar? < 4r. Entao

para u € E) com ||u||y < ry e usando a estimativa (2.51), ficamos

/ (eo“"|2—1)sdx < C/ (2o — 1) da
R2

2
— C/R(eslza||u||§(|f|lk)2 —1)da
2
< C /R (3" Z 1) da.
R

2

Pela desigualdade (2.52) de Trudinger-Moser devida a Cao [17] existe C" > 0 tal que

2
el 1

< ', para ||u||x < ro. (2.55)
52
Substituindo (2.55) em (2.54) e usando as imersoes continuas de Sobolev resulta em

I(u)xe = Cillul} = Csllul 5.
Tomando r( suficientemente pequeno existem 0 < r < rg e p > 0 tais que
Due(u) = p,  para |[ul[x=r,

uma vez que 2 < [ + 1. Isso nos mostra a primeira geometria do passo da montanha.

Agora, observe que
1
Do) = Slle™IR = /R2F(¢+)dl’ <llellx e [l =1l
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Como tomamos ||¢|| suficientemente pequena em relagao p, por hipotese, entao
(") < p.
Da condicao (f2) existem constantes A e B positivas verificando
F(t)> Alt|” = B, VteR. (2.56)
Para t > 1 produzimos

L(tg?) < 2 / (VHP + o2 de + Alt) / ot de — BIQ).
Q Q

Podemos concluir pela desigualdade acima que I (t¢") — —oo quando t — 0o mos-

trando que para w = (1 +¢,)¢™" e t, suficientemente grande tem-se
llw|]x>1r e I.(w)<D0.
Com isso concluimos a demonstragao do lema.
]

Pelo Lema 2.4.1, podemos aplicar o Teorema do Passo da Montanha devido Willem [60],
o qual garante a existéncia de uma sequéncia (PS)c, . para I, isto é, uma sequéncia
(uy,) verificando

Iye(un) = cae e Iy (un) — 0,

onde

= inf I
e = Inf mex ne(Y(1))

com
I'={y€C(0,1], E); 7(0) = ¢" e y(1) = w}.
Lema 2.4.2 Se (u,) ¢ uma sequéncia (PS)., para o funcional Iy., entdo (u,) €

limitada.

Omitiremos a demonstragao por se tratar de argumentos semelhantes com os da de-
monstracao do Lema 2.3.3. Os mesmos Lemas 2.3.4 e 2.3.6 sao verificadas para a

sequéncia (u,,) dada no Lema (2.4.2). Ent@o resumiremos em apenas um lema.
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Lema 2.4.3 Sem perda de generalidade, podemos supor que a sequéncia (u,) pode ser

considerada como uma sequéncia de fungoes nao negativas e que cumpre

timsup [, |} < (520 )e
n~>+oop nlix = 90— 9 A€

O proximo resultado é fundamental para a demonstracao da proxima proposicao. Con-

sidere o funcional I, . sem o termo de penalizacao, o qual denotaremos por
I(u) = |lul2 = / F(u)ds, ue E)
R2

vamos demonstrar o seguinte lema

Lema 2.4.4 Sejam © > 0 fizo e (u,) C Ex uma sequéncia (PS)., para o funcional
Iy com 0 < ¢y < O. Fizado s > 2, entdo dado 6 > 0 existem A\, = A\(0) > 0 e
R = R(4,0) > 0 tais que

limsup/ lun|®de < 0, VA > A\(s).
B%(0)

n——+oo

Demonstragao. A demonstracao deste lema segue praticamente a mesma do Lema
2.3.7. Demonstraremos para s > 2 fixo, pois para s = 2 ¢ imediato. Seja (u,) a
sequéncia dada pelo (PS)., para o funcional I). Fazendo as mesmas manipulagoes

algébricas do Lema 2.3.3 temos

1 1
2
<l=—-—- . .
luall < (5= 5)© + on() (2.57)
Para R > 0 considere
AR)={z €R* |z| >R, V(z) > My} e B(R) = {z € R* |z| > R, V(z) < Mo}
onde M, foi dado na condi¢ao (V3). Segue das imersdes continuas de Sobolev

HY(R?) < L*(R?), Vs > 2 (2.58)

que u, € L'(R?), para todo t > 2. Assim, para [ > 1 e usando a desigualdade de

1/1 )
[ ouPde< ([ quae) @,
B(R) B(R)
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e usando as imersoes de Sobolev em conjunto com a expressao (2.57) ficamos

20 /
2dr < (——=)O|B(R)|"! 1 2.
[, e < (G5B o), (259

onde [’ é o expoente conjugado de [.

Mais uma vez, usando a imersoes continuas de Sobolev e a expressao (2.57) tem-se

1 20
WP dr < O + 0,(1). 2.60
/A(R)|“| x—(AM0+1)<9—2> on(1) (2.60)

Como tomamos s > 2 fixo, entao por (2.58) e pela desigualdade de interpola¢ao para

2 < s < s+ 1 resulta em

/ lun|® dz < |uy,
B%(0)

para algum ¢ € (0,1). Novamente, utilizando a imersoes continuas de Sobolev obtemos

(1-t)s
un|L2(Blc%)7

ts
LS+1(B§;3)

a seguinte expressao

/ |un|5dxgo||un||t;(/ |un|2dx+/ [un|? da
B%(0) A(R) B(R)

Substituindo (2.60) e (2.60) em (2.61) e sabendo que a sequéncia (u,) verifica (2.57)

(1—t)s/2
) , (2.61)

c
R

podemos concluir

! / fualrde < O v sy (2.62)
im sup Up|Pde < C'|——— ) )
B (0) AMy+1

n—o0

Recorde de (V3), que B(R) C L, e assim,

lim |B(R)| = 0.

R—

Tomando R e A suficientemente grande tornamos o lado direito da desigualdade (2.62)

arbitrariamente pequeno. Com isso, concluimos a demonstracao do lema.

Lema 2.4.5 Sejam (u,) uma sequéncia (PS).,  para Iy com

0 —2)r

0<cre <
00[0

euw € E\ comu, = u em E), entdo I;HE(U) =0.
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Demonstragao. Seja (u,) uma sequéncia (PS),  para Iy.. Pelo Lema 2.4.3 segue
que
2 4
lim sup | |un |2 < = < ~Z. (2.63)
«

n——+00 0 o)

De onde segue que (||u,|[x) é limitada em R. Assim, a menos de subsequéncia segue
os seguintes fatos

U, —u em F),

Up(x) — u(z) q.t.p. em R?

u, — uem L3 (R?),s>2.

Sejam ¢ € C§°(£2) ndo nula e R > 0 tais que supp¢ C Br(0). Observe que

I;\E(un)gf) =0 e (Up, d)x — (u, Py,

onde

(u,v)) = / [VuVu + (1 + AV)uv] do
R2
é o produto interno de FE).
Além disso, argumentando da mesma forma que foi feito em (2.3.5) tem-se

Je-wytods= [ (o= utods+o ),

Q

Portanto, analisando o que queremos mostrar, fica claro que o objetivo é concluir que

flun)pde — | f(u)pdx
R2 R2

ou melhor,

/ fludde = | fwéde
Br(0)

Br(0)
pois supp¢ C Bg(0).
Podemos mostrar o limite acima fazendo uso do Teorema da Convergéncia Do-

minada Generalizada de Lebesgue. Da estimativa (2.50),

| (un)@] < Junl|d] + C|g| (e —1).

Definimos

o fulx) = flun(2))d(x), f(x) = f(u(z))d(x);
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o gu(@) = un(2)||6 ()] + Clo(a)[ (e —1);
o g(w) = u(@)||¢(x)| + Clip(a)|(eF —1)

Observando as hipoteses do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue precisa-
mos apenas mostrar que

9gn — g em L'(Bg(0)).
Vamos mostrar este limite, para isso, definamos
o hal) = Cloa)| (e F ~ 1)
o h(z) = Clg(x)|(e”F —1)
Dividiremos a demonstracao em duas etapas:

(1) / Uppdr — ugpdx;
Br(0) Br(0)

(17) / hypdz — hydz.
Br(0) Br(0)

Justificativa (i): Observe que

‘/ ungbdx—/ ugbdx‘ < / |un, — ul|d| dx
Br(0) Br(0) Br(0)

< Jun — ulr2(BR(0)| 92
mas u, — u em L?(Br(0)), logo, obtemos (3).
Justificativa (i7): Inicialmente, mostraremos que parat > 1 e suficientemente proximo

de 1 tem-se

hn € LH(Br(0) e suplhl; < oo,

neN

ou seja, existe C' > 0 tal que
\hnle < C, VneN.
De (2.63), fixemos 0 < m < 47/« de tal maneira que
[[unl[3 < m.

De acordo com a escolha de m temos magy < 4w. Logo, para a > «q e suficientemente

proximo de oy devemos ter ma < 4m. Portanto, com a escolha de t segue

tmo < 4m
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. Agora, note que

/ || da = / Clgf' (e — 1) de < C/ (e — 1) da.
Br(0) Br(0) Br(0)

Seja t’ > t e suficientemente proximo de t tal que amt’ < 4w. Utilizando a desigualdade

(2.51) segue

/ |hy|tdz < O/ (e'olunl® — 1) da
BR(0) BR(0)

|un|

, 2
_ 01/ (etauunm(m) C1)da
Br(0)

’ |un| 2
< C’l/ (eto‘m(uunm) —1)dax.
Br(0)

Pela Desigualdade (2.52) de Trudinger-Moser devida a Cao [17] segue que
|hnle < Co,  VnoeN.
Do estudo feito até aqui e por Brezis & Lieb, podemos concluir que
h, —h em L'(Bg(0)) com t> 1.

Usando que

hn(x) — h(z) q.t.p. em Bg(0),

podemos concluir que

h, — h em L'(Bg(0)),
o que prova (ii). Assim, por (i) e (i7) resulta em
gn — g em L'(Br(0)).
Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada Generalizada de Lebesgue temos
fluy)pdx — flw)pde. (2.64)
R2 R2
De todo estudo feito até aqui, podemos concluir que
I (un) = I} (u)o,
mas I} (u,)¢ — 0. Logo, pela unicidade do limite tem-se
I (u)¢ =0, V¢ € C5°(R?).
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Donde segue por densidade
If\yg(u)gﬁ =0, V¢ € H'(R?).

Portanto,

I;Me(u) = 0.
=

Lema 2.4.6 Seja c). o nivel do passo da montanha para I .. Entao existe uma cons-

tante A > 0, independente de v, de maneira que

2
0<cre<Afvert.

Demonstragao. Considere o caminho 7 : [0, 1] — E) definido por (t) = (1 + tt.)e™.
Claramente, v € T'. Como (1 + tt,)e™ > ¢, entdo

(1 + tt,)?

he((8) = =l —/QF((ltht*)gﬁ)dx.

Agora, usaremos a condigao (f4) e a expressao acima resulta em

(1 + tt,)?
2

(1 + tt, )Pt
p+1

p+1

L(v(t) < et I)? - [Eagiay

Consideremos a seguinte fungao

(14 tt.)?

v(1 4t )P Pagias
2

+112 _
e L

J(t) =

Observe que

. _ ).
ene = Inf max De(v(t) < maxj(t)

Realizando todo estudo feito na demonstragao do Lema 2.3.2 com a fungao 7, podemos
concluir que a mesma possui um ponto de maximo global. Com essas informacgoes
podemos obter

2
0< Cre < A/ij,

onde

4= H(ELyomn Bl oo
= T T :
2 |90+|§11 p+1 |S0+|§il
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Proposicao 2.4.7 Eziste A\, > 0 tal que A\ > X, toda (u,) sequéncia (PS)., para o

funcional I, com
0 —2)m

0< Cre <
80[0

admite uma subsequéncia convergente.

Demonstragao. Seja (u,) uma sequéncia (PS)., . para o funcional I, verificando
a hipotese da proposi¢ao acima. Sabemos que (u,) ¢ uma sequéncia limitada, logo,

existe u € F, e a menos de subsequéncia tem-se
v, — 0 em E),

vp(7) = 0 q.t.p. em R?

v, — 0em L5 (R?),s > 2,

onde v, = u,, — u. Recordando que (u,) verifica

2
lim sup [[u|[2 < ==
n——+o0 (o7))
e
val 3 = [unl [z = [Jul[3 + 0n(1) (2.65)

é possivel mostrar que

[lullx < limsup ([Jull; + [Jval[3) = limsup (Jlun|[} + on(1)) < 27/ag

n—-+o00 n—-+4o0o

lim sup ||v, |3 < 27/ .
n—-+o00

Dai, como foi feito na demonstragdo do Lema 2.4.5 existem m € (0,27) e o > «y tais
que

[va]l3 <m e ma < 2. (2.66)

As seguintes afirmacoes sao verdadeiras
(a) / [F(0a) = F(un) + F(u)] dz = 0,(1);
RQ

(b) Existe s > 1 tal que / [f(v) = flun) + f(u)]” da = 0,(1);
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(¢) In(vn) — Dxe(un) + Ine(u) = 0,(1);
(d) [H3(vn) = 1§ (un) + I} (u)]] = 0n(1).

Vamos justificar cada uma dessas afirmagoes.

Justificativa (a): Segue do Teorema Fundamental do Célculo que

Flon (@) + u(z)) — Floa(z)) = /0 1 %F(Un(x)—ktu(x))dt _ /0 " Fon() + tu(x)u(z) dt.
Assim,
(o + 1) — Fu,)] < /01 (0 + tu)ul dt.
Usando a estimativa (2.50),
Pl = Fl < [ [Qenl +thulad + €]+t e o000 1],
onde ! >1,a > ageC > 0. Ainda podemos obter

|F (v +10) = F(vn)] < [on][ul +[ul”+Clog|'|u] (X" = 1) 4- Ol 71 (e PenlHD" 1),

Por simplicidade, usaremos as notacoes w, = |v,|+|u|, W, = el —1 e W = elul 1.
Dai,
|[F(vn + 1) = F(va)] < [vallul + [uf® + Cloa'[u| W, + Clul W,

Consequentemente,
|F (v +u)— F(v,) = F(u)| < o] |u|+Cul?+Clo [ u| W +Clu T W, +Clul'W. (2.67)

Sem maiores dificuldades, mostra-se

limsup ||w,|[3 < 47/ ap. (2.68)
n—-+00
Definindo
Zn = || Jul + Clul* + Clon|'|u|W,, + Clu| W, + Clu|'W
e
7 = Clul® + Clu|™'W + Clu|'W
vemos que

Zn(x) = Z(x) qt.p. em RZ
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Utilizando (2.68) e repetindo os passos feitos no Lema 2.4.5 podemos justificar que
existem a > ag, t > 1 e C > 0 tais que (W,,) e W pertencem a L!(R?) e |W,|, < C.
Considere s > 1 e s < t. Vamos justificar que a sequéncia (|v,|'W,,) pertence

L*(R?) e que a mesma ¢ limitada. Temos

/(|vn\an)sd9§:/ |Un|lSW7fd$.
R2 R2

Note que W? € L¥*(R?), pois W,, € L!(R?). Sabemos que v, € LF(R?), para todo
k> 2. Assim, vl € LY(=*)(R?) com [ > 2. Pela desiguadade de Hélder segue

(t—s)/t
/ (|Un’an)sdl‘ < |Wn|f</ |Un’lt/(t_s) dI) )
R2 R2

Pelas imersoes de Sobolev
[ (oW do < Wl
R2
Usando o fato que as sequéncias sao limitadas, entao
/ (Jvn|' W) de < C, VYneN
R2
justificando o que queriamos. Agora, observe que
v |'(2)W,(2) = 0 q.t.p. em RZ
Pelo Lema de Brazis & Lieb tem-se |v,|'W,, — 0 em L*(R?). Logo,

/ ol [l W, dz: — 0.
R2

Analogamente,

ulTTW, dx — u| YW dz.
|u|
R2 R2

Logo podemos concluir que

/ Zndr — Zdzx.
R2 R2

A prova de (a) segue da aplicagao do Teorema da Convergéncia Dominada Generalizada
de Lebesgue.
Justificativa (b): Pela hipotese (f3) resulta em

1
o +u) — flo)] < / (00 + tuuldt < ClulWV,
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Assim, para s > 1

[ (on +u) = flon) = f(W)]” < CluPWiClu|W, + C[f (w)].

Definindo,

Zy = Clul*Wy + C| f(u)|*
e

Z = Clul'W* + C|f(u)]®
temos

Zo(z) = Z(z) q.t.p. em R2
Mais uma vez, utilizando os argumentos encontrados no Lema 2.4.5, existem a > ag e
s,t > 1 tais que W* W$ € L'(R?) e (W?) ¢ limitada em L!(R?). Usando argumentos

semelhantes que foi feito no item (a) é possivel mostrar que
/ Zn dr — Zdx.
R2 R2

Portanto, o item (b) segue diretamente da aplicagdo do Teorema da Convergéncia Ge-
neralizada de Lebesgue. Vamos justificar o item (d), pois o item (c¢) é uma consequéncia
imediata do item (a).

Justificativa (c): Seja ¢ € E,/{0} dada arbitrariamente e realizando algumas mani-

pulagoes algébricas segue que

|3 (vn) = Iy (un) + 15 (u)]g] < R2|f(un)—f(vn)—f(U)Ilcbldﬂv
< Olf(un) = fon) = fu)lsl]x.

Pelo item (c) temos

13 (vn) = Iy (un) + I (w)]] < on(D]|@]]x,

com isso mostramos o item (d), e portanto, mostramos que todas as afirmagoes sao
verdadeiras.

As afirmagoes (c) e (d) mostram que (v,) é uma sequéncia (PS)c, .—r, () Para o
funcional I considerado no Lema 2.4.4.

Observe que

l[wnll3 = I\ (vn)vn + / fvp)vpdr + 0,(1). (2.69)
]RQ
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Afirmacgao 2.4.8 A sequéncia (v,) verifica

[|on]|x — 0.

A justificativa desta afirmacao pode ser feita usando argumentos semelhantes aos que
foram feitos na demonstracao do Lema 2.3.11. Suponha por contradicao que o limite

acima nao ocorra, entao a menos de subsequéncia
llvnl|3 — Ly > 0. (2.70)
Pela estimativa (2.50) com [ > 2 segue

Fondr < e [ |oalPdz+C | Jon|' (et —1)da. (2.71)
R2 R2 R2
Como feito anteriormente, podemos escolher s > 1 e s suficientemente préoximo de 1

tal que ams < 4, logo, de (2.71) tem-se

eclonl® 1

Flon)on dz < e/ fval? d + Cloall
R2

, (2.72)

R2 s

onde t e s sao conjugados.
Usando algumas manipulacoes algébricas envolvendo a desigualdade de Trundiger-
Moser como feito na demonstracao do Lema 2.4.1 da primeira geometria do passo da

montanha resulta em
/RQ F(on)umdz < Crellunl 2 + Colvalh. (2.73)
Pelas imersoes de Sobolev obtemos
[ Fo)ende < Crellol |+ ol (2.74)
De (2.69) e (2.74) segue que
(1= Cie)l[val} < 0a(1) + Csllvall3 (2.75)

Entao segue de (2.70) e (2.75) que Ly, > 0y > 0, independente de A, onde &y =
(C4/Cy)T2 e Cy =1 — Che.
Agora observe que de (2.69) e (2.73)

Cullval[3 < 0a(1) + Cofvaly. (2.76)
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Logo,
Cy/Cy L3 < limsup |v, [},

n—-4o0o

ou ainda,

limsup [ |va|*dz > by > 0, (2.77)

n—-+oo R2
onde dy = ((536’4/6’2)2 > 0.

Por outro lado, pelo Lema 2.4.4, existem A\* > 0 e R > 0 tais que

limsup/ | dz < 80/2, A > A.. (2.78)
R?/Bgr(0)

n—-+00

Portanto, de (2.77) e (2.78) resulta em

8o < limsup/ v, | da < limsup/ v, |" da + limsup/ v | dx < 8/2,
n—o+oo JR2 n—+oo JR2/BR(0) n—+oo JBg(0)
obtendo assim, um absurdo. Entao podemos concluir que existe A, > 0 tal que A > A,

a sequéncia (u,) admite uma subsequéncia convergente.
]

Agora mostraremos que o problema penalizado (2.3) possui solugao nao trivial. Seja
cx 0 nivel do passo da montanha. Pelo Lema 2.4.6 existe v, > 0 tal que

(0 —2)4m

0<ceye <
“ 29@0 7

para v >v,, YVA>0 e Ve > 0.

Pela Proposicao 2.4.7 existe A, tal que A > A\* o funcional I, . verifica a condicao
(PS)e,... Usando o Teorema do Passo da Montanha devido a Ambrosetti & Rabinowitz

[8], podemos concluir que existe u. € E) tal que

Lie(u)) =cre>0 e If\ve(ue) =0

2.4.2 Finalizacao da demonstracao do Teorema 2.1.1

Analogamente ao caso N = 3, para A > \* e v > v, existe uma solugao u. € F)

nao trivial do problema (2.3), ou seja, u, verifica

/R2 [Vu. Vo + (14 AV (x))uv]de + %(P(ug), v) = flugvdz, Yv € Ej.

RQ
Praticamente todo inicio desta secao é semelhante ao que foi feita no caso N = 3.

Faremos as identificagoes:
e=1/n, up=1um Ine=1I L(u)=cn,
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onde ¢, = cy.. Assim, para cada n € N sabemos que existe u,, € F) tal que

/2[Vuan + (1 4+ AV (x)upv]de + n{P(uy,),v) = [ flu,)vdz, Yo € Ey. (2.79)

RQ
A sequéncia de solugoes (u,) € ndo negativa e cumpre

. g 2T
lim sup ||u,||3 < —.
n—-+o0o (&%)

Isso mostrar que (u,) é limitada em H'(R?). Logo, existe u € H'(R?) tal que a menos
de subsequéncia

u, —=u em H'(R?),

Up(x) — u(z) q.t.p. em R?

u, — uem Lj (R?), 2 <s<2"

Fazendo os mesmos calculos que foram feitos na demonstragao do Lema 2.3.10 é possivel
mostrar que P(u) = 0, ou seja, u € K.

Observe que
(P(up), uy, —u) = (P(u,) — P(u),up, —u) >0
Entao usando este fato e escolhendo v = u,, — u e substituindo em (2.79), ficamos
/R2 [V, V(u, —u) + (1 4+ AV (2))u, (u, —u)|de < . fup)(uy —u)de.  (2.80)

Da mesma forma que foi feito para o caso N = 3, temos também

Lema 2.4.9 Para A\ = +oo,

u, —u em H'Y(R?).

Demonstragao. Suponha por contradigao
u, »u em H'(R?),
entao a menos de subsequéncia
nl_lgloo [t — u|[* = Ly > 0. (2.81)
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Utilizando os mesmos argumentos que foi feito no item (b) da Proposi¢ao 2.4.7 podemos

concluir

n—oo

i | [ [7(un) = £(0n) = Flonds] =0,

onde v,, = u,, — u. Note que

[ F(w) =)o = / () = F@len = w)do+ [ ), =)o

e usando o resultado anterior a expressao acima fica

g fun)(uy —u)de =

RQ

fop)vnde + [ f(u)v,dx + 0,(1).
RQ

(2.82)

Novamente, usando os mesmos argumentos encontrados na demonstracao da Afirmagao

2.3.12 é possivel mostrar

f(uw)v, dz — 0.
R2

Consequentemente, a expressao (2.82) fica
fup)(uy —u)de = f(vp)vpdz + 0,(1).
RQ RQ
Substituindo (2.83) em (2.80) tem-se
/ [Vu,Vu, + (1 + AV (2)upv,)de < | f(v,)v, + 0,(1)
R2 R2

Observe que

/ [Vu, Vo, + (1 + AV (2))unvn] dz = (ty, v, = [[val[3 + on(1).
R2

Combinando (2.84) e (2.85) obtemos

ol < llnlly < [ Flon)onda +oa(1)

(2.83)

(2.84)

(2.85)

(2.86)

Neste momento usaremos os mesmos argumentos que foram feitos na demonstracao da

Proposigao 2.4.7. Temos para algum [ > 2

[ F)unde < 8o+ Calol

onde f é dado pela estimativa (2.50) e C constante positiva. Pelas imersoes de Sobolev

temos

FWa)vndz < Cop|lvnll* + Csfva|'.

R2
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Com essas informagoes, a desigualdade (2.86) fica
(1= CoB)fval* < Callva||' + 0a(1).

Tomando o limite quando n tende ao infinito na dltima desigualdade, podemos concluir
que Ly > wy > 0, independente de A, onde wy = (Cy/C5) 72 e Cy = 1 — Cyf.

Agora note que a desigualdade (2.86) implica
(1= CoB)||vnl* < Colvnl; + 0n(1).
Fazendo n — oo na desigualdade acima obtemos

Cy/CyLy < limsup |v,];,

n—-+o0o

ou ainda,

limsup [ |v,|'dz > @ > 0, (2.87)

n—-4o00 R2

onde wy = weCy/Csy > 0.
Por outro lado, fazendo as mesmas manipulacoes algébricas que foi feito no Lema

2.4.4, é possivel mostrar para a sequéncia (v,) que existem \* > 0 e R > 0 tais que

limsup/ ol de < @0/2, A > A (2.88)
R2/Br(0)

n—-+0o

Portanto, de (2.87) e (2.88)

Wo < limsup [ |v,|'de < limsup/ v, |" da 4 lirnsup/ o, |'dz < @y /2,
R2/BR(0) Br(0)

n—+oo JR2 n—+00 n—+o0

obtendo assim, um absurdo. Entao podemos concluir que existe A, tal que A > A\, a

sequéncia (u,) converge para u em H'(R?).

Utilizando os mesmos passos feitos para o caso N = 3, obtemos

/RN VuV(w —u)de + /RN(l + AV (z))u(w — u)dx > - fw)(w—u)dr  (2.89)

para todo w € K. Com isso mostramos que o Problema (2.1) tem uma solugdo nao
trivial. Para concluimos a demonstracao do Teorema 2.1.1 para N = 2 falta mostrar a

seguinte proposicao.
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Proposicao 2.4.10 Seja A\, — +00 e (u,) uma solugao de (2.89). Entao, existe uma

subsequéncia (u,) e u € H'(R?) tais que
u, — u em H'(R?).
Além disso,
(i) u=0 em RV \ Q.
(i) [t — ull3, 0.
(7i1) Quando A\, — oo temos as sequintes convergéncias:
u, —u em HY(R?),

/\n/ V(z) [up|? dz — 0,
R2
lanl, = [ (9 + ) do = el
(1v) Temos que u € uma solugao da Desigualdade Variacional
/ VuV (v —u)dr + / u(v —u)dr > / f(u)(v —u)dex, (2.90)
Q Q Q

para todo v € K, onde

K ={ve H\Q); v>¢ qtp emQ}.

Demonstracgao. Do estudo feito até aqui podemos assumir

. g 2m
lim sup ||u,||5 < —.
n—~+00 Qo

De tal informagdo, concluimos que (u,) ¢ limitada em H'(R?). Consequentemente

existe u € H*(RY) tal que a menos de subsequéncia
u, —u em H'(R?)

Up(2) — u(z) q.t.p. em R?

u, — uem L (R?), 2<s< 2"

A justificativa (i) segue das mesmas ideias encontradas na Proposigao 1.3.10. Para
mostrar (i7) utilizamos a mesma argumentacao da demonstragao da Proposi¢ao 2.3.13,

isto é, garantimos a convergéncia
u, —u em H'(R?), (2.91)
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onde exploramos as ideias contidas na demonstracao do Lema 2.4.9. Em seguida,

deduzimos
loall, < [ F(enonda + 0,(1), (2.02)
RN

como foi feito na demonstracao do Lema 2.4.9, onde v,, = u,, — u. Assim, combinando

(2.91) e (2.92) concluimos

loall3, =0

finalizando (ii). Os demais itens (iii) e (iv) segue diretamente da demonstragdo da

Proposicao 2.3.13.
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Capitulo 3

Existéncia de solucao para uma classe
de desigualdades variacionais com

potencial Bartsch-Wang: Parte 11

3.1 Introducao

Neste capitulo estudaremos a existéncia de solugoes para a seguinte desigualdade

variacional: encontrar v € K satisfazendo
/ VuV(v—u) dx—l—/ (14+ AV (2))u(v—u)dz > fu)(v—u)dx, YveK (3.1)
RN RN RN

onde

K={veEFE;v>¢qtp. emQ},

¢ € HY(RY) com parte positiva nao trivial e suppp™ C Q, A > 0 é um parametro e

V :RY — R é uma funcao continua verificando as seguintes condicoes:
(V1) V(z) >0, Vz € RY;

(Vo) Q == int(V1({0})) # 0 ¢ um subconjunto aberto conexo limitado do RY com

fronteira suave.

Assumimos as seguintes condigoes para a fungao f : R — R: Se N > 3, f tem a forma

() = plt|"=2¢ + [t 2, (3.2)



onde 2* =2N/(N —2) e 2 < g < 2"
Se N =2, f ¢ uma de classe de C! e tem crescimento critico exponencial, isto &,

existe ag > 0 tal que

ol _ [ o asa

lim 5 =
[tl=roo € +oo, a < ap

e verifica

(py 10

— 0 quando |t| — 0;

(f2) Existe 6 > 2 tal que
0 <OF(t) := H/tf(s>ds < f(t)t, t #0;
0

(f3) Existem C > 0 tal que
IF/(t)] < Ce™”, t € R;

(f1) Existem p > 2 e uma constante v > 0 tais que

f(t) > vt?, ¥t > 0.

Supomos ainda sem perda de generalidade f(t) = 0, para ¢t < 0. Como mencionamos
na Introducdo, fomos motivados pelo trabalho de Alves & Correa [5]. Os autores
combinaram métodos variacionais em conjunto com Principio Variacional de Ekeland
[23] e uma versao do Teorema do Passo da Montanha para funcionais nao diferenciaveis
devido Szulkin [55]. Aqui além garantirmos uma solu¢ao nao trivial do problema (3.1)
em RV, com N > 2, adotamos uma metodologia bastante diferente da abordada em
[5]. No nosso estudo utilizamos o método de penalizagao.

O principal resultado do Capitulo 3 é o teorema que enunciaremos a seguir
Teorema 3.1.1 Assuma que V satisfaz (Vi) — (Va) e f satisfaz (f1) — (f1) se N = 2.
Entao existem A, > 0, pe > 0, vy > 0 e p > 0 tais que se ||p|| < p, o problema
(3.1) tem solucao uy nao trivial para X > i, 1t > e e v > vi. Além disso, a familia
{ur}asr. tem a sequinte propriedade: para qualquer subsequéncia A, — 400, podemos

extrair uma subsequéncia (\,) tal que a sequéncia (uy,) converge forte em H'(RY)

para uma fungdo u que verifica u =0 em RY \ Q e ¢ solugio da sequinte desigualdade

/Vqu—u)daH—/ v—udx>/f u(v —u)
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para todo v € K, onde

K ={ve H(Q); v>¢ qtp. emQ}

Na demonstracao deste teorema utilizamos todo estudo dos capitulos anteriores, algu-
mas ideias encontradas em Alves & Correa [3| e o Lema de Concentragdo e Compa-
cidade de Lions, o qual é uma consequéncia imediata de um resultado devido a Lions
[40, 41, 42], para mais detalhes ver [4].

Este capitulo esta organizado da seguinte forma: Na primeira se¢ao, introduzimos
alguns resultados preliminares. Na Secao 3.2, demonstraremos o Teorema 3.1.1 para
caso N > 3. Inicialmente, modificamos a desigualdade variacional (3.1), ou seja, rea-
lizamos um truncamento na nao-linearidade. Em seguida penalizamos a desigualdade
variacional modificada e iremos mostrar que o problema penalizado possui solucao
nao trivial. Para isso, mostraremos que o funcional energia verifica a geometria do
passo da montanha e também a condigao (PS), para alguns valores de ¢. Em seguida,
trabalhamos com a sequéncia de solugoes do problema penalizado combinado com o
operador de penalizacao para obtermos, a menos de subsequéncia, uma convergéncia
forte em H(RY™). Através desta convergéncia, garantimos uma solucao nao trivial
para a desigualdade variacional modificada. Além disso, estabelecemos um resultado
de concentragao para uma sequéncia de solugoes (uy) da desigualdade variacional mo-
dificada. Logo apds, mostramos que para A suficientemente grande uma solucao u) da
desigualdade variacional modificada ¢ solu¢ao da desigualdade variacional (3.1). Por
fim, estabelecemos um resultado de concentracao para uma sequéncia de solucoes da
desigualdade variacional (3.1) o que de fato demonstra o Teorema 3.1.1 para o caso
N > 3. Na Secao 3.3, o objetivo é provar o Teorema 3.1.1 para o caso N = 2. Seguimos
os mesmos passos da Sec¢ao 3.2 com os devidos ajustes e faremos uso de uma versao da

desigualdade de Trundiger & Moser em todo R?, devido a Cao [17].
Lema 3.1.2 Seja (u,) C HY(RY) uma sequéncia limitada satisfazendo
u, —u em L* (RY),

lun > —= v em M(RY)

Vu,|> = ¢ em M(RY)
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onde v e & sao medidas finitas nio negativas em RY. Entdo existem sequéncias (x,) C
RY ¢ (v,) C [0,00) satisfazendo

—+o00
un > = Jul* D vide, = v,
=1

com

+oo
ZV?/T < 0 (3.3)
n=1
e
E(zy) > SV* WneN, (3.4)

onde d; € a medida de Dirac e S € a melhor contante de Sobolev jd conhecida dos

capitulos anteriores.

3.2 Demonstracao do Teorema 3.1.1 para o caso N >
3

Nesta secao consideramos a existéncia de solucao para a classe de desigualdades
variacionais (3.1) da seguinte forma: encontrar u € K satisfazendo

VuV(v—u) d:c—l—/

RN

(14+AV(2))u(v—u)dz > / (put +u* Y (v—u)dr, Yo € K,

RN RN

onde o conjunto K é o mesmo definido no Capitulo 2.

3.2.1 Desigualdade variacional modificada

Nesta segdo adaptamos, para nosso caso, alguns argumentos encontrados em |[3]
e [21]. Fixando & = max{q/(¢ — 2),2}, sem dificuldades podemos encontrar uma
constante a > 0 verificando fi(a) = a/k. Por razoes técnicas definimos também as

funcgoes h : R — R e H : R — R dadas por

f+(t)v tSa
=1
E, tZCL



Seja € um aberto conexo limitado com fronteira suave contento Q. Usando a funcéo

caracteristica de ', definimos as seguintes funcoes g : R¥ xR - Re G :RY xR — R

dadas por
9(@,t) = X (@) f1(¢) + (1 = xor (x))h(t)
G(z,t) = xar (2) Fi(t) + (1 — xov () H (1),
onde

t
Pt = [ fils)as
0
Nosso interesse nesse momento é estudar a existéncia de solucao nao trivial para a

seguinte desigualdade variacional modificada: encontrar u € K tal que

VuV (v —u)dz + /

RN

(14+ AV (z))u(v —u)dx > / g(x,u)(v—u)dr, Yvelk
RN RN
(3.5)
Observagao 3.2.1 Se u ¢ uma solugao de (3.5) nao negativa verificando
u(z) < a, Vo € RV \ &

entio u € uma solug¢do do problema (3.1).

De fato, se € ' temos xo/(x) = 1 e assim,

g(x,u()) = f(u(x)) = pu(e)™" —u(z)” .

Se z € RV \ ', entdo yo/(x) = 0 e assim,

g(z,u(@)) = h(u(z)) = f(u(z)) = pu()™" —u(z)* 7,

pois h(u(z)) = f(u(z)), quando 0 < u(z) < a em RV \ (.
Antes de continuarmos com nosso proposito, mostraremos algumas propriedades

envolvendo a funcgao g.
Afirmacao 3.2.2 Como a > 0, entao as propriedades abaizo sao verdadeiras:

(1) g(x,t) =0, para todo x € RN et < 0;

(1)

(92) J . — 0 quando t — 0, uniformemente em x € RV ;
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(g3) Dado B > 0 existe Cg > 0 tal que

l9(@, )] < uBlt| + Colt ", V(z,t) eRY xR

e consequentemente,
|G (z,1)] < M§|t|2 + Calt]*, V(z,t) € RY x R;
(94) Para todo x € ¥ et >0 tem-se
0 < qG(x,t) < g(z, t)t;
(95) Para todo x € RN\ Q' et >0 tem-se

0 < 2G(z,t) < gz, )t < —(1 4+ AV (z))t2.

| =

Sem maiores dificuldades ¢ possivel mostrar as assertivas (g;) — (g4), por isso vamos

mostrar apenas (gs). Inicialmente, observemos que
g(z,t) = h(t), Vo € RV \

ese 0 <t <atemos

Agora, note que

2G(z,t) = 2/0 f(s)ds < q/o f(s)ds < f(t)t = h(t)t.

Por outro lado,

h(t)t = f(t)t = @tz < @ﬂ = %tQ < %(1 + AV (2))t2.
Logo, para 0 <t < a
0 < 2G(x, 1) < glx, )t < %(1 AV ()2, (3.6)

Vamos agora considerar t > a. Neste caso h(t) = t/k donde segue

S Ry e R ]
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mas

/ sds _/ f(s) _/ f()
/QMSd —/t%sd = —sd
<2(/ Jla) d+/ ) f %ﬁz(%t)t:h(t)t.

Observe também

entao,

2 < —(1+ AV (2))t?

| =

Portanto, se t > a

0 < 2G(z,t) < gz, )t < —(1 4+ AV (z))t2 (3.7)

1
k
De (3.6) e (3.7)

0<2G(x,t) < gz, )t < —(1L+ AV (2))t? 2 €RV\Q e t>0

=

com isso justificamos (gs).
Como fizemos no Capitulo 2, aqui também utilizaremos o método de penalizacao,
isto é, procuramos solugoes nao triviais para a seguinte classe de equagoes elipticas

—Au+ (1+ AV (2))u — %(gp —u) xq = g(z,u), em RY. (3.8)

Recordamos que u é uma solugao fraca de (3.8) se verifica

/}RN [VuVo+ (14+ AV (z))uv] dx—l/ﬂ(go—uﬁvdx = /RN g(x,u)vdx, Yv € Ey, (3.9)

€
onde € > 0 é o parametro de penalizacao, enquanto = fQ — u)tvdzr é o termo de
penalizacao.

As solugoes fracas da equagao penalizada (3.8) podem ser encontradas como pon-
tos criticos do funcional I, : E\ — R definido por

1 1
D) = 3llul + o [ (o= Pdo— [ Glowds,

o qual estad bem definido e ¢ de classe C* sobre o espago Ej (é o mesmo do Capitulo
2) com

1
I (w)v = (u,v)\ — —/(ap —u) vdr — / g(x,u)vdzr, Yu,v € E)
) RN

€
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ou equivalentemente,

I (u)v :/ [VuVo+(1+AV (z))uv] dx—l/(gp—u)ﬂ) dx—/ g(xz,u)vdx Yu,v € E).
RN Q

€ RN
O proximo lema mostra que funcional I . verifica a geometria do passo da montanha.

Lema 3.2.3 (a) Ezistem contantesr,p > 0, as quais sao independentes de X e €, tais
que

Dve(u) = p para ||ul[y =13

(b) Eziste e € HY(RY) com |le||n > 1 e I, (e) < 0.

Demonstracao. De (g3), fixado 5 > 0 existe Cz > 0 tal que

1 5 *
Do) 2 gl =5 [ uPde =y [ d,
RN RN

Utilizando as imersoes de Sobolev existem constantes positivas C e Cy tais que
1
Due(w) 2 Sllullx = CaBllul[} = Callul[3,

ou ainda,
1
Do) = (5 = C1B) lulf§ = Calfull3.

Fixando [ suficientemente pequeno de maneira que 1/2 — C;8 > 0, existem 7 e p
positivos tais que

De(u) > p>0, para |lu]|=r,
mostrando a primeira geometria. Agora, observe que
Jle=e =0 e llgtlh = lle"lL
Logo,
Le(@™) <1117 < el
Como tomamos ||¢|| suficientemente pequena em relagao p, por hipotese, entao
Loe(e™) <p.

Sabemos que suppe™ C €2, assim, concluimos que

¥ dx

~ /,Ltq t2*
Glartotyda = [ Ftgyde =12 [ ptrae =5 [ et

RN RN

92



para t > 1. Com essas informagoes asseguramos que

t2 i % .
Le(te™) = =lle*I3 — —/ l™ |7 dx — —*/ [t da.
2 q Q/ 2 Q/

Sendo 2 < ¢ < 2*, obtemos I, (t¢1) — —oo quando ¢t — +o0o. Assim, tomando ¢,

suficientemente grande e denotando w = (1 + t,)p™ tem-se

Lo (w) < Iy (o) < p<Iy(u), com |lullx=r

et [Ix < < wllx,

demonstrado o lema.
]

Aplicando o Teorema do Passo da Montanha devido Willem [60], garantimos a exis-

téncia de uma sequéncia (PS)c, . para I, isto ¢, uma sequéncia (u,) verificando
!
Dye(un) = ere e Iy (un) =0,

onde

« = inf L (y(t
e = inf max I, (v(1))

com
I'={yeC(0,1], E); 7(0) = " e (1) = w}.
Lema 3.2.4 Existem 7 > 0 e p, = p.(7) > 0 tais que

q—2 N/2
1~ “gN/2 _
2

0<cne < T, VYA>0, Ve>0 e pu> p,.

Omitiremos a demonstracao do Lema 3.2.4, pois a mesma segue os mesmos procedi-

mentos feitos na demonstracao do Lema 2.3.2.

Lema 3.2.5 Se (u,) € uma sequéncia (PS). para o funcional Iy ., entiao (u,) € limi-
tada.
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Demonstracao. Seja (u,) uma sequéncia (PS), para o funcional I, .. Antes de tudo,

note que
D) = 3 w)un = (5= = el + o [ (60— ) P
) q )\,6 2 q 26 Q
1 1
+ — (90 - un)+un dx + = / (g(ZE, un)un - qG(l‘, un)) dx.
ac Jq q JrN

Como argumentamos na demonstragao do Lema 2.3.3,

1 1 1
+12 + +
0 — Uy dx + © = Up) U dr > © — uy) pdz.
2¢ Q[( )"] qe Q( ) qe Q( )

Observe também que

RN /

e pelas observagoes (g4) € (gs)

%/l(g(x,un)un —qG(z,uy))dz >0

1 1
< = 1 2de < — 3.
[, Gaundn < o [ @AVl do < 5l

Com essas informagoes e feitas manipulagoes algébricas podemos concluir que

RN

1 1

1 1 1
Ie n__I/ n n> <___>__ n2
) = I (e _[ : %]Hu 5+

ae

/Q(gp —up) T pdz.

q

Agora, utilizando a desigualdade de Holder e as imersoes de Sobolev existe uma cons-

tante positiva C' tal que

1
I)\,e(un) - 511\75(11%)”71 Z

L1 1 2 1o O
9 4) 9k nlix = 7~ - — nllA- 3.10
(2 q) 2k] [|unl |5 q€|90’2 q6|90|2”u I3 ( )

Por outro lado, existe ny € N tal que
1
Iy c(uy) — 5[1\6(un)un < c+0,(1) + on(D)]|unllx, n > ng. (3.11)

Das condigoes (3.10), (3.11) e recordando que k = max{q/(q¢ — 2),2} deduzimos
1 1 1 1 C
[(5 -)- %] il < e+ 0n(1) + Il + (0n(1) + lild)

para n > ng, 0 que garante que a sequéncia (u,,) ¢ limitada.
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Aqui, listamos todos os lemas encontrados no Capitulo 2 com relagao ao comportamento
das sequéncias (PS)..
Lema 3.2.6 Sem perda de generalidade, podemos supor que a sequéncia (u,) pode ser

considerada como uma sequéncia de fungdes nao negativas, ou seja, a (u}) € uma

sequéncia (PS)..

Lema 3.2.7 Sendo (u,) uma sequéncia (PS). para o funcional I,. entdo a mesma

verifica

2
limsupHunH?\g( a >c.
q

n—-+o00 - 2

Lema 3.2.8 Se (u,) € uma sequéncia (PS). para o funcional I ., entio dado § > 0

existe R > 0 tal que

lim sup / (|Vtn|? + [P de | <6
n—+00 BICQ(O)

Demonstracao. Seja (u,,) uma sequéncia (PS), para o funcional [, ., entdo a mesma
é limitada. Assim, denotemos

M = sup ||un||x-
neN

Fixemos um R > 0 tal que €' C Bz(0) e seja n € CH(RY,R) uma funcao satisfazendo

— M
0<n() <1, Ve e RY; n(z) =0,Vr € Br(0); n(z) =1, Vo € Bg(0) e [Vy| < ik Vo € RY,

Sem maiores dificuldades, é possivel mostrar que (nu,) C F) e que a mesma ¢ limitada

em F,. Desta forma, segue
I&,e(un)(nun) = On(l)

ou seja,

/R VY )+ AV () ) da;—% /

(o=t da- / 92, ) () dit = 0,(1)

RN

ou ainda,

/R VUV () + (14 AV (@)l ] do = /R gl un dr = 0,(1)
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pois
/(<p — ) Tnu, dz = 0.
Q

Assim,

/ 77|Vun|2 dx+/ u, VnVu, d:z:—l—/ (1+/\V(x))n|un|2dx = / g(x, up)nu, de+o, (1)
RN RN RN RN

Utilizando a desigualdade (g5) e as propriedades da fungao n podemos concluir

/ |Vu,|? do + / u, VnVu,dr + / (1 4+ AV (2))n|un,|* dv
B(0) Br(0) ¢/2(0)

% (1 4+ AV (2))]un|? dz + 0n(1).

B5,,(0)

Sendo k > 2,

1
/ |Vun|2d:c—|— —/ (1+)\V(:c))n|un|2d:c < / |un| V|| Vu,| de + 0,(1).
B5,(0) 2 JBg ,(0) Br(0)

R/2

Mais uma vez, usando as propriedades da fungao n e ap6s alguns céalculos segue-se que

1 M
/ ]Vun\zdx+—/ (14 AV (2))n|un|* dor < —/ |un| V|| Vu,| de + 0,(1).
B%(0) 2 B§(0) R JBL0
Agora, usaremos a desigualdade de Holder para deduzimos
2 2 M
|Vu,|” de + (14 AV (x))|u,|* de < C— + 0,(1),
B5,(0) B5,(0) R
onde C' é uma constante positiva. Logo,

M
/ Va2 de + / unl dz < O 4 0.(1),
B5,(0) B5,(0) R

Tomando R suficientemente grande e o limite em n concluimos a demonstracao.
]

Proposigao 3.2.9 Eriste A = /):(7') > 0 tal que Iy, verifica a condig¢do (PS)cy e para
qualquer ¢ € (0, %SN/Q — 7') para todo A\ > /):, onde 7 foi dado no Lema 3.2.4.

Demonstragao. Seja (u,) uma sequéncia (PS)., . para o funcional I, isto &,

De(un) = cxe € Iy (up) = 0.
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Suponha sem perda de generalidade que a sequéncia (u,) é ndo negativa. Sabemos que
a mesma ¢ limitada. Entao para alguma subsequéncia existe u € E) tal que podemos
assumir os seguintes fatos:

U, = u em F),

Un(x) = u(z) q.t.p. em RY

e
u, —uem L (RY), 2<s< 2%

Com a realizacao de alguns célculos é possivel mostrar que 1'1\76(u) = 0, e assim,

I (u)u = 0.

Afirmacgao 3.2.10 A sequéncia (v,) obtida aplicando o Lema 3.1.2 para a sequéncia

(uy,) verifica v, = 0 para todo n € N.

De fato, seja ¢¥5 = ¢((x — z;)/8), para todo x € RY e para todo f > 0, onde
Y e CR() tal que ¢ = 1 em B1(0), ¥ = 0 sobre BS§(0) e |[V¢)| <2, com 0 < ¢ < 1.
Sem dificuldades, é possivel mostrar que a sequéncia (Ygu,) C E\ é limitada em E).
Assim,

I//\,e(un) W’Bun) = 0n(1)

ou também,

[ [T s AV @) @5l do= [ (o) s do— [ glou)isunde = 0,(1)

Pela definigao da funcao s e da condicao de crescimento da funcao g podemos observar

que
/ gz, up)Yguy, de < u/ |un|"pg da —i—/ |t |* s dov.
RN RN RN
Desta desigualdade,
1
Vu,Vigu, dr + / (1+ AV (2))bgu dr < u/ \un| g da + — /(go — up) Tpuy, do
RN RN € Ja
+ / |tn|* g d — / |V, |2 da.
RN RN

]RN

Tomando o limite quando n — oo nesta tultima expressao e usando as defini¢oes das

medidas v e £ segue que

Tim (Ln - Mn> <u /RN lu|"s dz + /RN T - /RN s dE — /RN(1 AV (2))vgu? da.
(3.12)
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onde adotamos por simplicidade

Ln:/ Vu,Vipgu, dx
RN

1
M, = - /(gp — up) Tgu, dz.
Q

€

Agora, vamos analisar o seguinte limite lim L,. Note que
n—oo

L, = Vu,Vigu, dr = / Vu,Vigu, dz,
RN B(Z’j,Zﬁ)

logo
|L,| < / \Vu,||[Vs|u, de.
B(‘ijQ:B)

Utilizando a desigualdade de Holder,

1/2 1/2
L] < |Vtnls / Vsl da SH%HQ/ Vsl dr)
B(x,28) B(x,28)

ou seja,
1/2
|L,| <M / |Vibs|*uZ dx ,
B(xjvzﬁ)

onde M = sup||u,l||, pois (u,) ¢ limitada em H'(RY). Tomando o limite quando
neN
n — oo, podemos concluir que

1/2
lim |L,| <M / |Vibs|*u? dx :

Usando, mais uma vez, a desigualdade de Holder com expoentes N/(N — 2) e N/2

1/2*
lim |L,| < M / lu|* da / (Vips|N da
n—oo B(z;,28) B(z;,28)

Agora, observe por uma mudanca de variavel que

segue
1/N

[ vl @de= [ el e a)sas= [ e i
B(x;,28) B(0,2) B(0,2)
e pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue é possivel mostrar que

Y dr = 0.

lim |u
F=0JB(z;,26)

98



De todo estudo feito, podemos garantir que

lim ( lim Ln) —0.

BS—0 \ n—oo0

E possivel mostrar também,

e VI .
(i M) =ty (J [ 9= )" ) =

Deste modo, tomando o limite quando § — 0 em (3.12) temos
f(l’]) S vy, V] e N. (313)

Pelo Lema 3.1.2, temos {(x;) > Syf/Q* e por a desigualdade (3.13) segue que v; >

Sl/f/2 . Se v; > 0, entao temos

v; >SN?  VjeN (3.14)

o que implica que (v;) é finita, pois (v;) verifica (3.3).
Provaremos, que v; = 0 para todo j € N. Usando, mais uma vez, o fato que a

sequéncia (u,) é (PS)cy . temos

1
I)x,e(un) - 513\76(11%)“71 S Che + On(l)v

1 1 2 1 1 z))u? dx
(5—5) /RN|Vun| d:c+<2 q) /RN(H-)\V( ))uy, d

1
i /RN (9(z, un)un = 4G (, un)) dz = 0n(1).

ou seja,

Recordando os argumentos explorados na demonstragao do Lema 3.10 podemos garan-

tir que

1 1

9 1
(5 — 5) /RN(l + AV (2))u? do + p /RN (g(z, un)u, — ¢G(x,u,))dz > 0,

1 1
(5 - 5) / Vunl do < e+ 0n(L).
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Observe que

1 1 / 2 1 1 / 2
- — — Vu,|"de < | = — - Vuy,|” dx.
<2 q) [ wslva (2 q> [ vl

1 1
<_ . _> / Vs|Vun[* dz < exc + 0a(1).
2 q) Jry

Passando ao limite quando n — 400 na desigualdade acima ficamos

1 1
(5 — 5) /RN g df < ey

Por fim, tomando o limite quando § — 0 nesta tultima desigualdade, concluimos que

Assim,

1 1

Sabemos &(z;) > SV?/Q*, se existe um v;, para alguma jy, € N, entao de (3.14) e (3.15)

11 1 1\ o (1 1 N\ 22
C)\7€Z (5-5)&(.1}]0) Z <§—E)SV]~O Z (5—5)5(5 / >
ou ainda,
’ 2 q

q—2
Ce € (O,WSN/z—T)

obtemos

No entanto, por hipotese

o que é uma contradicao, portanto v; = 0 para todo j € N o que justifica a afirmacao.

Da Afirmagao 3.2.10 tem se |u,|>” — |u|?>" em M(RY), isto é,

2 dx :/ Ylul* dr, e CRY) (3.16)
]RN

lim |uy
n—oo RN

donde podemos concluir que
u, —u em L7 (RY). (3.17)

Para justificarmos este resultado utilizaremos o Lema Brézis & Lieb, ver [38], e o limite

(3.16). Dado um © C RY aberto limitado, nosso objetivo ¢ mostrar que
u, —u em L*(0).
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Seja ¢ € C°(RY,[0,1]) com ¢ = 1 em ©. Sabendo que
lun|* ¥ — [u* ¢ q.t.p. em RY

e por (3.16), |u,|? ¢ converge para |u|* 1) em norma no espago L*(RY), garantimos

— |ul* 9]y — 0. (3.18)
Note que
— |up|? | da = Y| de < / 2| da
RN
logo, por (3.18)
lim |un|2 dx = / lu|?" da.
n— o0

Por este limite e o fato que

Up — u q.t.p. em ©

segue do Lema de Brézis & Lieb que
u, —u em L¥(O).

Enfim, mostraremos agora que u,, — u em E). Observe que

|[un — u”i = (Up — U, Up — U\ = ||un||?\ — (Un, u)x + 0n(1).
Note que
2 / 1 +
||un||)\ =1 (un)un +— [ (o —up) u, do + g(xa Up ) Uy, dT
’ € Ja RN
(§]

1
_<unau>)\ = _[;\,e(un)u - _/(()0 - un)+u dx — / g<x7un>u dx
Q

€ RN
Com estas informagoes e recordando a justificativa da Afirmagao 2.3.5 podemos concluir

que

l|un — ul|3 = /RN g(x, up)u, de — / g(x,up)udr + o,(1).

RN

Afirmacgao 3.2.11 Vale os sequintes limites:

(7) lim g(x,un)und:v:/ g(x,u)udx;

n—oo RN RN

(77) lim g(x,un)vdx:/ g(x,u)vde, Vv e E,.

n—oo RN RN
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Supondo verdadeira a Afirmacgao 3.2.11, obtemos
[l — ul[3 = 0a(1)

logo, u, — u em E) mostrando a condigao (P.S). Vamos justificar a Afirmagao 3.2.11.

Comegamos por (i). Dado § > 0, considere R > 0 como no Lema 3.2.8 e

uJ:/‘ 19(2, wn)tn — gz, u)udz e bm=/° 19(2, wn)tn — g, u)u| da
Br(0) B%(0)

utilizamos estas notacoes para simplificar os calculos na demonstracao desta Afirmagao.

Da propriedade (g3), obtemos
lg(z, )] < plt]® + Cplt]”,  V(z,1) e RY x R.

Sabemos que a imersdo F\ — L*(Bg(0)), para 2 < s < 2%, é compacta. Assim, de

(3.17) podemos concluir que a imersao
E\ — L*(Bg(0)), para2 < s <27,

é compacta. Desta forma, utilizando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebes-

gue concluimos que

lim I, = 0. (3.19)
n—oo

Por outro lado, usando que Q' C Bg(0), deduzimos
1
IMLQHSEM{ Vo € RV \ B(0),Vt € R,

Portanto,

1 1
Lo < —/ |, | do + —/ lu|? da

R R

1 1
<o | (VaPtluPydes g [ P

Bg(0)

Como u € L?(RY), para R suficientemente grande

4]
/ |u|? do < —.

Pelo Lema 3.2.8, tomando o limite superior quando n — oo, ficamos com

lim sup / (|IVun|* + |un|?) dx | < i
n—00 < (0) 2k

R
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Consequentemente,

limsup I, < 6, Vd> 0.

n—oo
isto implica

lim I,; = 0. (3.20)

n—oo
Desta forma, de (3.19) e (3.20) mostramos o que queriamos, ou seja, (7). A justificativa

de (i7) segue os mesmos passos dados na demonstragao de (7).
|

De Todo estudo feito até aqui, podemos concluir que o problema penalizado (3.8)
possui solucao nao trivial. Este resultado segue diretamente do Teorema do Passo da

Montanha de Ambrosetti & Rabinowitz [8].

3.2.2 Existéncia de solucao para a desigualdade variacional mo-
dificada

Para A > A, e u > p, fixados existe uma solu¢ao u. € F) nao trivial do problema

(3.8), ou seja, u, verifica
1
/ [Vu. Vo + (1 4+ AV (z))uv]de + = (P(ue),v) = / g(z,u)vde, Yv € E,.
RN € RN
Mais uma vez, faremos as identificagoes:
€= 1/TL, Up = ul/n I)\,E = In7 In(un) = Cp,
onde ¢, = cy.. Assim, para cada n € N sabemos que existe u,, € F) tal que
/ [Vu, Vo + (1 4+ AV (x))u,v]de + n{P(uy,),v) = / g(x,u,)vde, Yv € Ey. (3.21)
RN RN

Analogamente ao que foi feito no Lema 3.2.5, podemos supor que a sequéncia (uy,)
de solugoes ¢ limitada em H'(RY). Diante disso, existe u € H*(RY) e a menos de
subsequéncia

U, —~u em F,,

Un(x) = u(z) q.t.p. em RY

u, — uem L (RY), 2<s<2%
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Afirmacgao 3.2.12 A sequéncia de fungoes (u,) € nao negativa.

De fato, considere u;} = max{u,,0} e u;, = min{u,,0} temos que u,, = u} + u,.

Substituindo v por u,, em (3.21) obtemos

/RN Vu,Vu, + (14 AV (x))uyu, |de + n{P(u,),u, ) = / g(x,uy)u,, dr

RN

Pela defini¢cao da g e algumas manipulagoes algébricas temos
[l |13 + (P (un), uy ) = 0

ou seja,

lun I3 = —n(P(un), uy,)

> n

mas

—n(P(u,),u,) <0

donde segue que

[l [[x = 0.

Consequentemente,

lunllx = lluglly, Vn €N,
mostrando que (u,) é uma sequéncia de fungdes nao negativas. Como
Up (1) — u(r) q.t.p. em RY,

entao segue u > 0.
Sem dificuldades (ver Lema 2.3.10), é possivel mostrar que o operador de pena-

lizacao associado ao problema (3.5) verifica P(u) = 0, isto ¢, u € K.

Lema 3.2.13 A seguinte convergéncia € vdlida

u, —u em F).

Demonstracao. A demonstragao deste lema é semelhante a da Proposicao 3.2.9, com

pequenos ajustes. Primeiro de tudo, note que
lun = ull} = (un = u,uy — w)n = [Jun| [} = (wn, w)s + 0n(1). (3.22)

104



Sabemos que

|3 = I (un)tn, — n(P (), u,) + /RN g(z, up)uy, dx (3.23)
—(Up,u)y = =1} (up)u + n{P(uy,),u) — /]RN g(x,u,)ude. (3.24)

Substituindo (3.23) e (3.24) em (3.22) deduzimos

[tn — ull3 = n(P(uy), u — uy,) + /RN g(x, up)uy, do — /R g(x,up)udr + o,(1). (3.25)

N

Observe que

(P(up),u — uy) = (P(u,) — P(u),u — u,) <0.

Da observagao acima e da expressao (3.25) obtemos

||wn — u||§ < / g(z, up)u, do — / g(z,up)udzr + o,(1). (3.26)
RN RN

Para garantirmos os seguintes limites:

lim g(x,un)undx:/ g(x,u)udz (3.27)
n—oo RN RN
e
lim g(m,un)vdx:/ glz,u)vdr, Yve H'(RY) (3.28)
n—oo RN RN

utilizaremos as mesmas ideias da justificativa da Afirmacao 3.2.11. Para isso, precisa-
mos que a sequéncia (u,) verifique os mesmos resultados dados pelo Lema 3.2.8: dado

0 > 0 existe R > 0 tal que

n—o0

lim sup / (|Vun|* + \u,f)dx) < 4. (3.29)
B%(0)

e pela Afirmagao 3.2.10 garantimos:

u, — uem L2 (RY). (3.30)

A justificativa (3.29), basta repetir todos os passos dados na demonstragdo do Lema

3.2.8, e para (3.30), inicialmente, precisamos da seguinte afirmagcao

Afirmagao 3.2.14 Para toda v € H'(RY), com ¢ > 0 q.t.p. em §, tem-se

<P<un)7 ¢Un - ¢90+> > 0, Vn € N.
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Veja que
(o —un) (2)(¢"(2) —up(z)) >0, qt.p.em Q e VneN
implica que
(0 —up) T ()Y (2) (0T (2) —un(z)) >0, qt.p.em Q e VneN (3.31)
pois, ¥ > 0 q.t.p. em §2. Assim, de (3.31) podemos concluir

—/(gp — up) (Yu, — bt da = /(gp — ) (et —u,)dr >0, VneN.
Q

Q

Portanto,

<P(Un)>wun - ¢SO+> = - / (90 - un)+(wun - @ZJSOJF) dx 2 07 vn € N

Q
isso mostra a justificativa da Afirmacao 3.2.14. Vejamos agora a justificativa da Afir-
magao 3.2.10 para a sequéncia (u,) de solugdes de (3.21). Mais uma vez, consideremos
Vs = Y((x — z;)/B), para todo x € RY e para todo § > 0, onde ¢ € C°(€Y) tal que
Y =1em B;(0), ¢ =0 sobre B5(0) e [Vi)| <2, com 0 <1 < 1. Note que

Ly (un) ($gn — tpp™) =0
ou ainda,
(1+ AV (@))un(Vsun — gp™*)] do

n(P(un), bu, —bp*) (3.32)
/RN 9@, un) (Vpun — Ppp™) da.

Da igualdade (3.32) e pela Afirmacao 3.2.14 deduzimos

[T s, ")

+ 4

/ VeV @ptun — dp0™) + (L AV (@) Jun(pun — ™)) do
Ry (3.33)
< /RN g(xvun)(wﬁun - ¢5@+) dr.

Para simplificar denotaremos por

Lna= [ [Vua¥(ae") + (14 NV @i do = [ glaun)ipe’
RN RN

entdo, podemos reescrever (3.33) da seguinte forma

/ (Vu,V(¥gu,) + (1 + AV (2))upbpuy,] de — Ly g < / gz, up)gu, de.  (3.34)
RN RN
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Sem dificuldades, é possivel mostrar

lim ( lim Lnﬁ) ~0. (3.35)

B—0 \ n—o0

Realizando todas as etapas feitas na demonstracao da Afirmagao 3.2.10 garantimos que

v; = 0 para todo j € N. Consequentemente,
U, — uwem L2 (RY). (3.36)
Uma vez provado os limites (3.27) e (3.28), de (3.26) concluimos
[lun — ull} = on(1)

o que demonstra o lema.

Observe que

(P(up),w —uy) = (P(u,) — P(w),w —u,) <0
para todo w € K. Entao, escolhendo v = w — u,, e substituindo em (3.21), ficamos
/ Vu,V(w—u,) da:—l—/ (1+AV (2))up(w—uy,) de > / g(x,up)(w—uy,)dx (3.37)
RN RN RN
Pelo Lema 3.2.13, tomando o limite quando n — +o00 em (3.37) encontramos

VuV(w —u)dr + /

RN

(1 4+ AV (@))u(w — u) de > / gz u)(w —u)de  (3.38)

RN RN

para todo w € K. Com isso mostramos que o Problema (3.5) tem uma solu¢do nao

negativa.

3.2.3 Demonstracao do Teorema 3.1.1

Na secao anterior conseguimos uma solugao u) para a desigualdade variacional

modificada (3.5). Nosso objetivo é que a mesma verifique
u(z)y < a, Yo € RV \ (3.39)

pois pela Observacao 3.2.1, segue que uy ¢ uma solucao da desigualdade variacional

(3.1) e com isso finalizamos a demonstragao do Teorema 3.1.1.
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Daqui para frente, consideremos u,, € E), e A\, — +00. Cada u, € K e satisfaz

/}RN Vu,V(v—uy,) da:—l—/RN(l—{—)\nV(:c))un(v—un)dx 2/ g(x,uy)(v—u,)dx (3.40)

RN
para todo v € K.

O proximo resultado foi motivado pela Proposicao 1.3.10, vejamos

Proposicao 3.2.15 Seja (u,) uma sequéncia solugoes de (3.40). Entao, existe uma

subsequéncia (u,) e u € H'(RY) tais que
u, — u em HY(RY).
Além disso,
(i) u=0 em RV \ Q.
(i) llun — w3, = 0.
(1i1) Quando N\, — 0o temos as sequintes convergéncias:
U, = u em H'Y(RY),

/\n/ V(z) Ju,|* dz — 0,
RN
lunl, = [ (9 + ) do = el
(iv) Temos que u € uma solugao da Desigualdade Variacional
/ VuV (v —u)dr + / u(v —u)dr > /(M|U|q_2 + ul Pu(v — u)dz, (3.41)
Q Q Q
para todo v € K, onde

K= {ve H(Q); v>¢ qtp emQ}.

Demonstracao. Sem dificuldades, é possivel mostrar que

. 2qc
lim sup ||un||§m < —
n—-+o0o -

(3.42)
implicando que (|[u,|[, ) é limitada em R. Sendo
[lunlly, = [lun|l ¥n €N,

(u,) é também limitada em H'(RY), e assim, existe uma subsequéncia de (u,) e u €
HY(RY) tais que

u, — u em H'(RY).
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Vamos mostrar (i7), pois para justificar (i) utilizaremos os mesmos passos dados na

demonstracao da Proposicao 1.3.10. Primeiro de tudo, temos
un — |3, = (U — wytn — u)x, = (U, Up — w)x, — (Uy Uy — Uy, (3.43)
Observe,
0,y — )y, = /R VU (= ) + (L AV (@)l — )] d
mas por (i) deduzimos
(U, Up—uhy, = /]RN (VuV (u,—u)+ (14N, V (2))u(u,—u)| de = /Q[VUV(un—u)nLu(un—u)] dr.
Assim, podemos concluir

(u, uy, —u)y, = on(1),
pois u, — u em H'(RY). Dessa ultima informagdo, reescrevemos (3.43) da seguinte
forma
||un — u”in = (Un, un — u)x, + 0n(1). (3.44)

Como sabemos que u,, > ¢ q.t.p. em €2 para todo n € N, entao u > ¢ q.t.p. em Q e,
consequentemente u € K. Agora, substituindo u por v em (3.40) obtemos

/ Vu,V(u—1uy,) dx—l—/ (I+NV(2))up(u—uy,)de > / g(x,u,)(u—uy,)dr (3.45)

RN RN RN

ou ainda,

Vu,V(u, —u)dr+ /

RN

(1+)\nV(:v))un(un—u)dx§/ g(z,up) (up, —u)dr (3.46)

RN RN

ou melhor,
(Uny U, — )y, < / g(x,up)(u, — u)de. (3.47)
RN
Combinando (3.44) e (3.47) concluimos

un — ]}, < /IRN g(x,up,)(uy — u)de + o,(1). (3.48)

Para concluimos a demonstragao de (7i) precisamos, mais uma vez, dos seguintes limites

lim g(x,un)undx:/ g(x,u)udz (3.49)

n—o0 RN RN
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lim g(x,uy)vde :/ g(z,u)vdr, Yve H'(RY). (3.50)

n—oo RN RN

Na verdade, precisamos deste resultado
u, — uem L% (RY) (3.51)

e também que a sequéncia de solugoes (u,) da desigualdade variacional (3.40) verifique
os mesmos resultados dados pelo Lema 3.2.8: dado § > 0 existe R > 0 tal que

lim sup (/ (|Vu,|® + |un|2)d:1:> < 0. (3.52)
B%(0)

n—o0

Como vimos na demonstragao da Proposi¢ao 3.1, esses resultados (3.51) e (3.52) sao
fundamentais para justificar os limites (3.49) e (3.50). Para justificarmos (3.52) pro-
cedemos de forma anéloga os passos dados na demonstragao do Lema 3.2.8. A dificul-
dade de justificar (3.51) é justamente provar que v; = 0 para todo j € N. Precisamos
escolher uma fungao teste adequada para substituirmos em (3.40), e com isso esta-
belecer uma desigualdade semelhante a (3.33). Para isso, novamente, consideremos
Vg = ¥((z — x;)/B), para todo x € RY e para todo 8 > 0, onde ¢ € C5°(Q') tal que
1 =1em B;(0), 1» = 0 sobre BS(0) e [V¢| <2, com 0 < < 1. Afirmamos

Afirmacgao 3.2.16 Seja v, = u, — Ys(u, — ") € K.
De fato, sabemos que u,, > ¢+ > ¢, para todo n € N. Note que 13 = 0, temos v,, = uy,

e consequentemente v, € K. Da mesma forma, se 15 = 1 temos v,, = p* e logo v,, € K.

Agora, suponha 0 < 13 < 1 e observe

Up — ¢Bun = Un(l - ¢5) > QD+<1 - ¢ﬂ> = 90+ - Q0+¢57
assim,
Up = Up — wﬂun + §0+w6 Z 90+'

isso mostra que v, € K e, portanto, justificamos a Afirmacao 3.2.16.

Pela Afirmacao 3.2.16 podemos substituir v, por v em (3.40), entao

[T =03+ (14 A @)t — )] o

< / g(l', un)(wﬂun - 1/}5Q0+) dr.
RN

(3.53)
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Observe que a desigualdade acima é idéntica a (3.33). Entao realizando as mesmas
etapas exploradas na demonstracao da Afirmagao 3.2.10 garantimos que v; = 0 para
todo j € N e consequentemente concluimos (3.51). Portanto, usando (3.52) e (3.51)

como na demonstracao do Lema 3.2.13, podemos concluir
[l = ull, = on(1)

e consequentemente estd mostrado o item (it).

Para demonstrar (iii), note que

[l = ul|* < [lun — ull3,

/ )\nV(x)|un|2 dr = / AV () |u, — u|2 dr < C||lu, — u||§n
RN RN

o que implica, pelo item (ii), em

Hun—uH2 -0

/ AV ()| |* do — 0.
RN

Falta mostrar (iv), ou seja, que u é solugdo do problema (3.41). Escolhendo v € K,

arbitraria, e substituindo em (3.40) obtemos

Vu,V(v—uy,)dx + /

wo— [ rAVE@NEdr [ o) u)ds
RN RN RN

RN

Tomando o limite quando n — oo e usando (i) — (i7%), concluimos que

/Q[VUV(U —u) +u(v —u)|dr > /Qg(x, u)(v —u)dz, Yo € K

Recordando a definicao da funcao g, segue
/[VUV(U —u) +u(v —u)|dr > /(,u]u|q_2 + |u|* ) u(v — u)dz, Yo € K.
Q Q

Portanto, a proposicao esta provada.
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Demonstracao do Teorema 3.1.1 Nesta demonstragao, usamos o método de
Iteragao de Moser [51| baseado no trabalho de Gongbao [32] e adaptamos argumentos
contidos em Alves [1]| e Figueiredo [26].

Sabemos que cada u, verifica (3.40). Para cada n € N e para L > 1, definimos

Uy, S€ U, < L
Unr(x) =

L, se u,>1L

Considere d = distancia(Q,9Q) e seja 0 < R < d. Dado o € Q°, fixamos uma
sequéncia (rj);en C Rtal que R<r; <d,VeNer; | R.

Considere também,

Up 1\ 2(6-1)
Un,L(:L‘) - Un,L,j(l‘) = <un - unn2<TL> )(ZL‘)7

1
onde, n =n; € C°(R) verificando 0 <n <1, |Vy| < — e
j

1, se x€ By, (x0)
n(x) =
0, se x € By ()

e o namero [ > 1 a ser fixado.

Afirmagao 3.2.17 A fungdo v, > ¢ em RN, para cada n € N.
De fato, no conjunto B;fj (xo) temos n = n; = 0, para todo j € N entdo
Un, L = Un 2> .

Recordemos que em ©° temos ¢ < 0. Como By, (x9) C ©°, para todo j € N segue que
¢ < 0 em B (2o).

Observe que

2(B-1) 2(8-1)
(5 s ()

. —1 .
pois un,L,ugL >0e —n*> —1, assim

np 206-1) o 208-1)
oo = () 2w (552" 20

donde segue que v, ;, > 0 > ¢ em Bf,j (xo). Portanto, v, € K.
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Pela Afirmacao 3.2.17, segue que v, € K para cada n € N. Substituindo a

funcao v, 1, como funcao teste obtemos

1 2,2, 2(8-1)
m( o Y,V (wan )dw> + L2(51)(/RN(1+>‘TLV( ) Ut Uy, df)

1 2(8—-1
< /RNW i do)

ou ainda,
Vu,V unn2u2(5 Y dz < — 1+\,V(z 2n2u2(,8 Y de
n,L U, n.L
“ X (3.54)
+ g(x, up)u,n? unL Y dz.
RN

Sabemos que A,V (z) > 0 para todo x € R, logo
Vu,V(u,n? unL WY de < / g(x, un)unn2ui€ Y dx —/ inzui[z Ydx. (3.55)
RN RN RN

Observe que
/ V¥ (unry? un L ) dr = / V| ﬁzui(ﬁ Y da + 2 / VunVﬁunnui(ﬁ_l) dz
RN RN RN ’

+2(8 — 1)/ VunVunjLuanui(g D=1 g,
RN
(3.56)
Note também que
2(8—1) VuVu, pu,n un(g Dy = Q(ﬁ—l)/ |Vun|2n2uiL dx > 0. (3.57)
RN wun <L

Substituindo (3.56) em (3.55) e usando a igualdade (3.57)

/ |Vu,| nQui(i b da:+2/ Vu, Vnunnu, 7 2081 g < / g(z, un)unUQUi(ﬁ U da
RN RN RN

uZn? 2(8-1)
- nnunL dl‘

RN

(3.58)

Da condigao de crescimento da fun¢ao g dada em (g3) a tltima desigualdade fica
Cﬁ/ u’ n2ui€ Y dx

+ (uB—1) /]RN uin%ifﬁ_l) dz
(3.59)

VAN

/ |Vun|2772u2(5 1)dx+2/ VunVnunnuz(’B Y dx
RN

RN

Fixando 0 < f < 1/p temos 8 — 1 < 0 e consequentemente a tltima expressao fica

/ (Vu,|*n ung Ydr + 2 VunVnunnunL Yz < C u2*772ui(€_1) dz, (3.60)
RN

RN RN "
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onde C' constante positiva a qual mudaremos sempre que necessario. Recordando a
definicao da funcao 7 temos
/ |Vun|2n2uiL dl‘+2/ VunVnunnu Vir < u?'n u2(ﬁ Y dz,
By, (wo0) (o) By, (x0)
(3.61)
Agora definimos a fungao

_ -1
Un,L = Unntty, 1,

onde a funcao n é a mesma que foi definida anteriormente. Desde que

VU, = V(nuuuj )

= VUUnUmL + Vunnuﬁf + (B — l)nunui_LQVumL (3:62)
tem-se
VULP = IVolPudunl V) +nPuyy ”>|wn|2
(8= 1) nPuun !Vun
2(8 — 1)nununL Vu, ,Vn (3.63)

2(8 — 1)77 Uy, LSVun LVu,

+ o+ o+ A

2nun,u nL VunVn

Percebemos que

n,L >~ T+ Uy, X
/ VU.L)? < / VnPu2u Y d 352/ |V, Pl d
By ((Eo) T‘(I) 7‘( )

—1—652/ VunVnunnUQ(ﬁ dz.
r; (o)

(3.64)
Substituindo (3.61) em (3.64) obtemos

/ VU, LI 3052(/ Va2l da:—l—/ w2 nPuny da:) (3.65)
vy (@) "y (@0) ", (@0)

Pela desigualdade de Sobolev-Gagliardo-Niremberg, ver [33|, tem-se

IU”7L|%/2*(BT.(:50)) <C ]VUn7L|2 dz.
! . (T0)
J

Assim, por (3.65) segue que

Un.clize 5, oy < OB [Vl do + w2 Pl do
’ ) e
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ou ainda,

( / ( )(unnuiﬁ,ﬁ))?* dr)
r; \T0

oo

*

M)

< oo [ P d
Br; (@) (3.66)

+ Cp? u, 772u2(’8 D de.
By, (a0)

Utilizando a desigualdade de Holder para expoentes 2*/2 e 2*/(2* — 2), obtemos

2* 2

2
/ u? nQUii Ve < (/ (unnu,(le) o dm)Q (/ u? dx) ’ (3.67)
Tj (CC ) BTj (330) BT’]’ ($0)

Seja € > 0 tal que 1 — 6227;2062 > (. Como sabemos

Jm g2 o) = 0,

pela Proposicao 3.2.15, entao para cada j € N existe K tal que
/ w2 dv <e, Vn>K;.
Br (CEO)
Sendo ;41 < rj, sem perda de generalidade K; = K, para todo j € N. Substituindo

(3.67) em (3.66), usando a ultima desigualdade e fazendo uma reindexagao na variavel

n se necessario temos
2
([ aaya)” <ce [ (wnPuade
T (370) 5 (:E )

Tomando 8 = 2 ¢ usando o fato que |Vn| < £ da tltima desigualdade obtemos

* * * 2—— l* *
(/ ur n*u, 2(2 1)d:v)2 SC/ui dr, VjneN
Br]-(m()) R

Sabendo que (uy,)nen ¢ uma sequéncia limitada em H'(RY) e usando as imersoes con-

tinuas de Sobolev segue da tltima desigualdade que
* * * 2— l*
([ w7 a)” so< o winen
By (z0)

Pelo Lema de Fatou na variavel L segue

R %
(/ 0 dx) ¥ <0< +oo, WjneN. (3.68)
By (z0)
Afirmacgao 3.2.18 Vale a sequinte formula
oot d By
[Unl ptis g, @oy) = CRF A gy By K =1,2,... (3.69)
onde C independe den e
24(t — 1) 2t 2+’
X = y S =TT, t=
2t t—1 2(2% — 2)



De fato, utilizando (3.66) com § = x ¢ j = 1 temos

28t

Up, € L=1(B,,(x))

2 .
</ (unnufgl))y d:c) T <op? </ u?? da +/ uf:’an(ZTQ)u?f dx).
B'rl (CCO) B7'1 (xO) B’r'l (xO)
(3.70)

Agora utilizando Holder na segunda parcela do segundo membro da desigualdade acima

com expoentes t e ;=7 segue

2r—2 222 9 0p(2 =2 L2 i 26t t=1
By (z0) By (z0) Br, (x0)

Por (3.68) segue que

2% _9 92°-2 94 = Tt
u, 7T u dr < C’( U dx) .
Brl (-TO) Brl (-TO)

Da mesma forma usando Holder na primeira parcela temos

o\
/ u?f dx < (/ Upy dm) | B, (x0)]
Brl (:Z?o) Brl (1‘0)

Assim, a desigualdade (3.70) fica

< / (unnu;ﬁ,L_ 1))2* dx)
By (z0)

Note que

[T

251 t—1

< 052(/&1(%) ui dm)T, Vn,j € N.

%)
*‘“

2
oF

28 8
[ 2]z, o) ( /B (tnrp . )? dx)

T (:BO)

t—1

3 26t =
([ i ae) <o([ aifae) T = oy,
B7'1 (wo)

By, (a0) =T (B, (w0))

Consequentemente,

2. < Cp? Vi & N
|un,L‘L2 B(Bry(20)) b ’Un’ %%(Bm(wo»’ "

Utilizando o Lema de Fatou na variavel L na tultima desigualdade segue

Cﬁ2|un| o5t , VneN.

U, *
[l 72055, ) L (B, (a0))
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Como = x e 2" = ys entao

Vn € N,

1(%0))’

isto implica
11
|un‘Lx2S(B»p2($0)) < Cxyx ’un|L2*(BT1(:E0))7 Vn € N, (3.71)
isso mostra que a formula (3.69) é valida para k = 1.

Agora mostraremos que a mesma ¢ valida para k£ = 2. Em (3.66) consideremos

B =x%ej=2temos

283t

U, € L=1(B,,(xg)).

Repetindo os célculos anteriores obtemos

‘Unl * Cﬁ2’u”| ’ vneN.
L2*8 (B (o)) LT (B, (20))

Sendo 3 = x? e 2* = s segue

<
| n|LX3s(B (fﬂo)) - C(X ) ‘ n‘LX S( TQ(Io)), \V/n e N,

implicando
|Un|Lx35 By (z0)) = OX XX |un|Lx s(B (z0))? Vn € N.

Utilizando (3.71) a ultima desigualdade fica
St Bty
|un’LX3s(Br3(x0)) < Cx Xxxs X \un|L2*(Br1(xo)), Vn € N, (372)

mostrando a validade da formula (3.69) para k = 2.
Suponhamos que a formula (3.69) seja verdadeira para algum k& > 1. Mais uma
vez usando (3.66) com B = xy**1 e j =k + 1, temos
28t
Uy € L1 (Brk+1 (QT()))

Repetindo o mesmo procedimentos de calculos anteriormente, obtemos

Up, * C 2 Unp, ’ vn < N
‘ ‘L2 B(Brj, 4 (x0)) Al ’ Lot =1 (B (20))

Como 8 = x**! e 2* = ys entdo

<O Vn eN,

| n|ka+2 *(Bryy2(70)) ’ n’LXHlS(B 1 (20))’
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implicando

1 k+1

FFT o YEFT
‘un‘ka+25(BTk+2(zg)) < O yx \un‘kaHs(BrkH(mo)), Vn € N.

Pela hipotese de indugao segue que

7]61 1+...+l kk+11 4ol
T T
|u”|LXk+25(Brk+2(x0)) < Cx XX X |Un|L2*(BT1 (z0))> Vn € N,

portanto, a formula (3.69) ¢é valida.

Observe as séries que aparecem na formula (3.69)

koo
)P
i —1)2
—~x (-1
sao ambas convergentes, assim, existe C' > 0 independente de n tal que

§C|Un|L2*(B Vk,nGN

|u"|ka+1s(Brk+2 (z0)) r1(20))?

Pela defini¢do da sequéncia (r;) deduzimos

’u"’kaHS(BR(xO)) < ‘u"‘kaHs(BrkJrQ(wo)) < C‘Un‘LT“(Brl(aco)p Vk,n € N.
Assim, u,, € LP(Bg(xp)), para todo p > x*s por interpolacio. Nesse momento, preci-
samos do seguinte lema.

Lema 3.2.19 Sejam A C RN um aberto qualquer, p > 1 e u € L*(A), Vs € [p, +0).
Se existe C' > 0 tal que
|u|3 S C7 VS € [p7 —|—OO>7

entio u € L*(A) e
lu]oo < C.

Demonstragao. Iniciamos fixando § > 0 arbitréario e consideramos o conjunto
Y ={z € A;|u(x)] > C+d}.

Nosso objetivo é provar que

%] = 0.
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Primeiramente, note que |X| < oo. De fato,
<c+®wws/mmmgmggm<+m.
2
Deduzimos da expressao acima
(C+0)S|* <C.

Se |X| > 0, passando ao limite quando s — +00 na desigualdade acima, obtemos

C+6= lim (C+0)%|7 <C,
Ss——+00
ou seja,
C+46<C,
o que um absurdo. Logo,
|2 = 0.
]

Utilizando o Lema 3.2.19 concluimos que u,, € L>®(Bg(xg)) e

‘unlL‘X’(BR(mo)) S C'““’LQ*(BT-I(wo))’ Vn € N, (373)

onde C independe de n. Temos também,
[Un| Lo0 (Br (o)) < C|un|L2*(BT1($O)) < Clug|p2r o), Vn €N,

pois B, (z9) C Q°. Agora, usamos fato que

Up = Up, — 0 em H'(Q°) quando A\, — 400
e a imersao continua de Sobolev dado k > 0 existe ng € N tal que

[Un| Lo (Br(zo)) < K, Daran > ng.
Como tomamos xg € ¢ arbitrario entao
|t | oo ey < K.

Portanto, do estudo feito até aqui podemos concluir que existe A* > 0 de maneira que

a solucao u, verifica
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ur(z) <a,Ver e Qe > A"

Temos, por (3.38)

VuV (v —u)dz + /

RN

(1+ AV (2))u(v —u)de > / g(x,u)(v —u)dx, YvekK

RN RN

Entao para A > \* e pela Observacao 3.2.1 segue que

/RN VuV (v—u) d:U—i—/RN(l—l—)\V(x))u(v—u) dr > /RN(,uuql—i-uwl)(v—u) dr, YvekK
(3.74)

A proposicao a seguir completa a demonstragao do Teorema 3.1.1.

Proposicao 3.2.20 Seja A, — +o0 e (u,) uma solugao de (3.74). Entao, existe uma

subsequéncia (u,) e u € HY(RY) tais que
u, — u em H'(RY).
Além disso,
(i) u=0 em RV \ Q.
(i) s — w3, 0.
(1i1) Quando N\, — 0o temos as sequintes convergéncias:
u, —u em H'Y(RY),

)\n/ V(z)|un|* dz — 0,
RN
lunl, = [ (Va+ ) do = el
(iv) Temos que u € uma solugao da Desigualdade Variacional
/ VuV (v —u)dr + / u(v —u)dr > /<M|U|q_2 + Jul P)u(v — u)dz, (3.75)
Q Q Q
para todo v € K, onde

K= {ve H(Q); v>¢ qtp. emQ}.

A demonstragao segue os mesmos passos dados na demonstragao da Proposicao 3.2.15,

por este motivo omitimos.
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3.3 Demonstracao do Teorema 3.1.1 para o caso N =
2

Seguiremos a mesma metodologia abordada na subsecao 3.1.1. Neste sentido,
tomamos k' = max{0/(0 — 2),2} ¢ a’ > 0 verificando f(a’') = d'/k .

Definimos as seguintes fungoes

Seja €2 um aberto conexo limitado com fronteira suave contendo €). Definimos as

seguintes funcdes §: R2x R — R e G : R2 x R — R dadas por

glz,t) = xa(2) f(t) + (1 = xar(2))A(t)

G(x,t) = xar (@) F(t) + (1 = xor (2)) H(2),
onde
t
F(t) = / f(s)ds.
0
O objetivo, agora, é estabelecer a existéncia de solugao para a seguinte desigualdade
variacional modificado: encontrar u € K satisfazendo

VuV(v—u) d:}c—l—/

RQ

(1+)\V(x))u(v—u)dx2/ g(z,u)(v—u)dz, YvelkK. (3.76)

R2 R2

O problema (3.76) esta intimamente relacionado com (3.1), pois se uy é uma solu¢ao
de (3.76) verificando
u(z) < a, Vo € R*\ &

entdo u é uma solucao da desigualdade variacional original (3.1), como vimos na Ob-
servacao 3.2.1.

Aqui relacionamos algumas propriedades da funcao g. Sendo a’ > 0, entao segue

(1) g(z,t) =0, para todo x € R* e t < 0;
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— 0 quando t — 0, uniformemente em x € R?;
(g93) Fixados k > 0,1 >0e a > ay existe C,, > 0 tal que

G(2, )] < Klt] + Cﬁlt\l<ea|t‘2’1), V(z,t) € R? x R

(g4) Para todo x € ' et > 0 tem-se

0 < 0G(z,t) < §(z, t)t;

(g5) Para todo z € R*\ ' et > 0 tem-se

(1+ AV (2))2

| =

0 < 2G(z,t) < gz, t)t <

Mais uma vez, utilizaremos o método de penalizagao, ou seja, procuramos solugoes

para a seguinte classe de problemas elipticos
1 ~
~Au+ 1+ AV (@2)u— (o —u)"xq =g(r,u), em R? (3.77)
€

As solugoes fracas do problema (3.77) sao pontos criticos do funcional I, : Ey — R

definido por

1 1 -
Blw) = Sl + o [ (o =0y Pdo— [ Glau)ds
2 2€ Q R2
o qual estd bem definido e é de classe C'! sobre o espago E) (0 mesmo do Capitulo 2)

com

I (w)o = (u,v)y — /Q (0 — u)rvds — / (s w) da,

€ R2
Yu,v € F), ou equivalente,
! 1 + ~
L (uv= [ [VuVo+ (1 + AV(2)w]dr — = [ (¢ —u) vdr — [ g(z,u)vdx
R2 € Ja R2

Yu,v € E).

Nesse momento, enunciaremos alguns lemas os quais omitiremos suas demons-
tragoes. Isto deve-se ao fato que as mesmas seguem com argumentos explorados em

demonstragoes anteriores apresentadas aqui.

Lema 3.3.1 O funcional I, verifica a geometria do passo da montanha.
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Lema 3.3.2 Se (u,) ¢ uma sequéncia (PS).,  para o funcional Iy., entdo (u,) €

limitada.

Observagao 3.3.3 Sem perda de generalidade, podemos supor que a sequéncia (uy)
dada pelo Lema 3.3.2 pode ser considerada como uma sequéncia de funcoes nao nega-

tivas e que cumpre

20
lim sup |[|u, ||} < ( >cA,€.

Lema 3.3.4 Se (u,) € uma sequéncia (PS). para o funcional I ., entio dado § > 0

existe R > 0 tal que
lim sup (/ (|Vu,* + ]unP)dQ;) <9
n—o0 %(0)

Lema 3.3.5 Seja ¢y o nivel do passo da montanha para Iy .. Entao existe uma cons-

tante A > 0, independente de v, de maneira que

2
0< Cre < A/fol.

O proéximo lema que enunciaremos a seguir ¢ uma consequéncia da Desigualdade de

Trundinger-Moser devida a Cao (2.52).

Lema 3.3.6 Seja (u,) uma familia em H'(R?) satisfazendo sup{||u,||*} < m < 4x.
neN
Para cada o« > g e ¢ > 1 wverificando gqma < 4w, existe uma constante C' =

Clg,m, ) > 0 tal que by (uy) = (e*“n — 1) pertence a LY(R?) e

sup{[ba (u2)],} < .
neN

Demonstragao. Sabemos que ||u,|| < m, para todo n € N. Escolhendo o > ayg e
g > 1 verificando gma < 47 é possivel encontrar ¢’ > ¢ e suficientemente proximo de

q tal que ¢ma < 47 e, desta forma, pela a desigualdade (2.51) garantimos

|ba(un)|g:/ b ()| der = /(ewnIQ—nqu
R2 R2

< G / (el — 1) da
R2
|un|

— 02/ (€Q’a||un‘|)\(m) - 1)dl‘
R2

Jun|

< Cg/ (eq/am(m) — 1)dx.
R2
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Usando a Desigualdade (2.52) de Trudinger-Moser devido a Cao [17] existe C' =
C(g,m,a) > 0 tal que
batun)lf = | ool 1o < €
R2
donde segue a demonstragao.

Proposicao 3.3.7 Para A > 1, toda (u,) sequéncia (PS)., . para o funcional I\, com

20 —2)7

0< Chre <
80[0

admite uma subsequéncia convergente.

Demonstragao. Seja (u,) uma sequéncia (PS)., . para o funcional I, verificando
a hipotese da proposi¢do acima. Sabemos que (u,) ¢ uma sequéncia limitada, logo,

existe u € F, e a menos de subsequéncia tem-se
U, — u em F,

un(z) = u q.t.p. em R?

u, — uem L3, (R?),Vs > 2.

Observe que
|y — u”i = (Up — U, Up — U\ = ||un||§\ — (tn, u)x + 0n(1).
Sabemos que

(p— un)+un dx + / g(x, up)uy, dx

RN

1
lal = ) + 7 [

Q

1
s = ~Bfunu =+ [ (o= w)ude~ [ glouuds
Q

€ RN

Repetindo os argumentos explorados na justificativa da afirmacdo (2.3.5) garantimos

/Q(gp — )y do — /(gp — Y Fuds = on(1).

Q

Assim, reescrevemos

[t — ul|3 = /RQ g(x, up)u, de — /]R2 g(x,uy)udr + o,(1).
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Afirmacgao 3.3.8 Vale os sequintes limites:

(7) lim ﬁ(m,un)undx:/ g(x,u)udx;

n—oo R2 RN

(#7) lim §(x,un)vdx:/ g(x,u)vdx, Vv e E,.

n—oo R2 RN

Vamos iniciar justificando por (7). Temos

R2 R2

Dado 6 > 0, considere R > 0 como no Lema 3.3.4 e

S |g(x,un)un—g(x,u)u|dw
R2

]n,l = / |’§($a un)un - ’g(xv u)u| dr e ]n,2 = / |§(l‘7 un)un - g(l‘7 u>u| dx.
Br(0) B%(0)

De (g5) tem-se

19(z, up)| < |un* + Clug|bo(uy,), Vo €R* e neN.

Nosso objetivo inicialmente é mostrar que I,,; — 0. Para isso, definimos definimos as

seguintes funcoes

Wy, 1= ’Un|2 + C|un|ba<un) e w:= |u’2 + C’u‘ba(u”>

Como
Un(7) = u q.t.p. em R?;
entao
g9(x,u,) = g(x,u) q.t.p. em Bgr(0)
e

wy () — w(zx) q.t.p. em Bg(0).

Podemos observar que para concluir nosso objetivo falta mostrar
w, — w em L*(Bg(0)).

Sabemos

. g A4m
lim sup |2 < .
n— 00 Qg

entdo fixemos 0 < m < 47w/ de tal maneira que

[[unl[3 < m.
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De acordo com a escolha de m temos magy < 4w. Logo, para o > «g e ¢ > 1 suficiente-
mente proximo de aq e g proximo de 1, respectivamente, devemos ter gma < 4. Pelo

Lema 3.3.6 existe C' > 0 tal que by (u,) = (e®** — 1) pertence a L4(R?) e
ba(un)]q < C, ¥n eN.

Assim, concluimos que a sequéncia (b, (u,)) € limitada em L(Bg(0)). Pelo Lema de
Brézis & Lieb temos

bo(tn) — ba(u) em LY(Bg(0)).

Como

Up — U, em L7 (Bg(0)), onde 1/¢+1/¢ =1

entao

Unba(ty) — uby(u) em L'(Bg(0)).
Consequentemente, garantimos
w, — w em L'(Bgr(0)).
Portanto, Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue podemos concluir que

lim I,; = 0. (3.78)

n—00

Por outro lado, sendo 2 C Bg(0), deduzimos
~ 1
|g(z, t)t] < E|t|2’ Vo € RV \ Bg(0),Vt € R,

Portanto,

1 1
[n,2 < %/ ’Un’2 dx + E/ |'U/|2 dx
Bx(0) Bg(0)

1 1
g—/ (w%ﬁuwmw+—/ luf? da.
. z

B (0)

Como u € L?(RY), entao para R suficientemente grande, garantimos

)
/ lul? dz < —.
B5,(0) 2k

Pelo Lema 3.3.4, tomando o limite superior quando n — oo, obtemos

)
lim / Vu,|? + |u,|?) de | < —.
i ( [T o)) < o
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Consequentemente,

lim I, <4, V6> 0.

n—oo
isto implica

lim I, = 0. (3.79)

n—oo

De (3.78) e (3.79),

lim :(j(x,un)und:c:/ g(x,u)udx.

n—oo R2 RN

A justificativa de (ii) segue os mesmos passos anteriores.
|

Agora vamos mostrar que o problema penalizado (3.77) possui solugao néo trivial. Seja

cxe 0 nivel do passo da montanha. Pelo Lema 3.3.5 existe v, > 0 tal que

(0 —2)4m

0<erne <
e 2‘90&0 ’

para v >v,, YA>0 e Ve > 0.

Pela Proposigao 3.3.7 o funcional I, verifica a condigao (PS)., . Usando o Teorema
do Passo da Montanha devido a Ambrosetti & Rabinowitz [8], podemos concluir que
existe u € F, tal que

De(u)=cre>0 e I, (u)=0

3.3.1 Existéncia de solucao para a desigualdade variacional mo-
dificada

Do estudo feito na secao anterior, obtemos uma solugao u. € E) nao trivial do

problema (3.77), ou seja, u, verifica
/]R2 [Vu. Vo + (1 4+ AV (x))uv|de + %(P(ue), v) = /R2 g(z,uc)vdr, Yv e E,.
Como sempre, faremos as identificagoes:
e=1/n, upy=uy D=1, I(uy)=cn,
onde ¢, = cy.. Assim, para cada n € N sabemos que existe u,, € F) tal que

/}R2 [Vu, Vo + (1 + AV (z))u,v]dz + n{P(u,),v) = / g(x,uy)vde, Yv € E). (3.80)

]RQ
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De forma analoga que foi feito anteriormente, podemos supor que a sequéncia (u,) de

solugoes verifica

. 47
lim sup g < —
n—oo %)

de onde segue que (u,) é limitada em H'(R?). Assim, existe u € H*(R?) e a menos de
subsequéncia

u, —=u em H'(R?),

Up(7) = u(z) q.t.p. em R?

u, — uem L5 (R?), s> 2.

Repetindo os argumentos explorados no Lema 2.3.10 é possivel mostrar que P(u) = 0,

ou seja, u € K. Com isso, garantimos u é nao nula.

Lema 3.3.9 A sequinte convergéncia € vdlida

U, —u em F).

Demonstragao. Inicialmente, percebemos que
[lun = ull} = (un = w,un — W) = [|unl|} = (o, whr + 0n(1), (3.81)
ou ainda,

[un — u|[3 = n(P(uy,), u — u,) + /R2 g(x, up)uy, do — /}R2 g(x,up)udr + o,(1), (3.82)

pois
[tn|3 = I (un)ttn — n{P(up), un) + /R2 g(z, up)uy, d (3.83)
—(up,uyy = —1I (up)u + n{P(uy),u) — /]R2 g(z,up)ude. (3.84)

Observe que

(P(up),u — up) = (P(u,) — P(u),u — u,) <0.

Da observagao acima e da expressao (3.82) obtemos

lup — ul 2 < /R (s ) dz — /R (s w)udz + on(1). (3.85)
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Mais uma vez, precisamos seguintes limites:

lim g(x, up)u, de = / g(x,u)udx (3.86)
n—oo R2 R2
e
lim [ gz, u,)vde = / g(r,u)vdr, Yve H'(R?) (3.87)
n—oo R2 R2

para finalizarmos a demonstracao. Observando as ideias explorada na demonstragao
da Proposicao 3.3.7, percebemos que as mesmas podem ser aplicadas na justificativa
dos limites acima, com pequenos ajustes. A sequéncia (u,) verifica 0 mesmo resultado

do Lema 3.3.4, isto é, dado 0 > 0 existe R > 0 tal que

lim sup / (|Vun|® + |un?) dx | < 6.
n—00 B5,(0)

Usando a Desigualdade (2.52) de Trudinger-Moser devido a Cao [17], podemos mostrar
que ba(u,) = (e — 1) pertence a L4(R?) e

sup{|ba (un)[q} < 00
neN

este resultado é descrito pelo Lema 3.3.4. Agora, é realizar as mesmas manipulagoes

algébricas descritas na demonstracao da Proposicao 3.3.7 para justificarmos tais limites.

Relembrando as propriedades do operador de penalizacao obtemos
(P(up),w —uy) = (Puy) — P(w),w —u,) <0
para todo w € K. Fixando v = w — u,, e substituindo em (3.80), segue que

Vu,V(w—uy,)dr+ /

RQ

(1+ AV (2))up(w —uy,)dx > / g(x,u,)(w—uy,)dr (3.88)

R2 R2

Pelo Lema 3.3.9, passando ao limite quando n — +o00 em (3.88) encontramos

VuV(w — u)dx + /

RZ

(I+ AV (x)u(w — u)dr > / g(z,u)(w—u)dzr  (3.89)

R2 R2

para todo w € K. Com isso mostramos que o Problema (3.76) tem uma solu¢ao nao

trivial e nao negativa.
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3.3.2 Demonstragao do Teorema 3.1.1

Nesta se¢ao mostraremos que as solugoes que encontramos para o Problema (3.76)
sao também solugoes de (3.1), para A suficientemente grande. Seja u,, € Ey, e

An — +00. Sabemos que cada u, € K e verifica

Vu,V(v—u,)dr+ /

RZ

(T+ NV (2)up(v—uy,)de > / g(x,up) (v —uy,)dz (3.90)

R2 R2

para todo v € K.

A préxima proposicao refere ao comportamento da sequéncias (u,,) de solugoes

da desigualdade (3.90).

Proposigao 3.3.10 Seja (u,,) uma sequéncia de solugoes de (3.90). Entao, existe uma

subsequéncia (u,) e u € H'(R?) tais que
u, — u em H'(R?).
Além disso,
(i) u=0 em R?\ Q.
(i) s — w3, 0.
(1i1) Quando N\, — 0o temos as sequintes convergéncias:
u, —u em H'Y(R?),

)\n/ V() |un|> dz — 0,
R2
ol = [ (Vu + ) do = el
(tv) Temos que u € uma solugao da desigualdade variacional
/ VuV(v —u)dr + / u(v —u)dr > / fu)(v —u)de, (3.91)
Q Q Q
para todo v € K, onde

K ={ve HQ); v>¢ qtp. emQ}

A dificuldade de provar a Proposi¢ao 3.3.10 aparece no item (i), pois precisamos
que a sequéncia (u,) verifique os resultados dos Lemas 3.3.4 e 3.3.6. No entanto,

analisando todo estudo feito neste se¢ao, percebemos que asseguramos estes resultados
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e com isso garantimos (ii). O item (i) segue mesmos passos dados na demonstragao
da Proposi¢ao 1.3.10 e os itens restantes (iii) e (iv) é uma consequéncia imediata do
item (i) como podemos ver na demonstra¢ao da Proposi¢ao 3.2.15. Por esta razao,
omitimos a demonstragao.
Finalizacao da demonstracao do Teorema 3.1.1

Agora mostraremos que existe A* > 0 tal que se A > \* uma solugao u, do
Problema (3.76) satisfaz

u(z)y < a, Vo € RV\ (3.92)

entao, segue que uy é uma solugao do problema da desigualdade variacional (3.1). Este
resultado é fundamental para finalizarmos a demonstracao do Teorema 3.1.1. Nesta
demonstragdo, usamos o método de Iteragdo de Moser [51] baseado no trabalho de
Gongbao [32] e adaptamos as idéias contidas em Alves & Souto [9] e ver também Alves
& Pereira [7].

Iniciamos, da mesma forma como comegamos na demonstracao do Teorema 3.1.1

para o caso N > 3. Para cada n € N e para L > 1, definimos

Uy, S€ U, < L
Un,(2) =
L, se u,>1L

Considere d = distancia(Q,0¢') e seja 0 < R < d. Dado xy € Q, fixamos uma
sequéncia (rj);en C Rtal que R<r; <d,VeNer; | R.

Considere também,

Up.\ 2(5—1)
U1 (@) = Vnr5(2) = (1 = w?(“22) ) (@),
Un1(2) = Un (@) = wnuu 7 (x)

1
onde, n =n; € C°(R) verificando 0 <n; <1, |Vn;| < — e
T

1, se x € By, (o)
1;(x) =
0, se x € By (o)

e o nimero 5 > 1 a ser fixado.
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Sem dificuldade, ¢ possivel mostrar como foi feito na Afirmacao 3.2.17 que v, 1, €

K para cada n € K. Substituindo a fun¢ao v, ;, como fungao teste em (3.90) deduzimos

1 2 2(8-1) 2. 2(8-1) 1 (6-1)
] [, VeVl uT ) | V@il ) < gy | 3wl

ou ainda,
[ v < = [ e v
(3.93)
+/ g(z,up) unn2ui(§ b,
R2
Desde que A,V (x) > 0 para todo x € R, tem se
/]RQ Vunv(unn unL /R2 inZUZL
(3.94)
+/ g(z, un)unn2ui(§ b,
R2
Sabemos que
QVUnV(UnUQUi(g 1)) = / |Vun|2772uiL Yo QVunVnunnuifﬁ_l)
R R
(3.95)

+2(6 —1) VunVumLunnzui(g D-1
]R2

Observe que
2(6—1) VuVumLunnzui(g D =98 — 1)/ |Vun|2772uiL V>0, (3.96)
RN un <L
Substituindo (3.95) e (3.94) e usando a informacao da igualdade (3.96) obtemos
/ |V P + 2 / Vu, Vi, )< - / uiuny

R2

—l—/ g(x, un)unnzui(i b,
RQ
(3.97)

Recordemos que a fungao g verifica (g3), ou seja, fixado a > aq existe C' > 0 tal que
G, )] < [t + Clelba(t), V(o,t) € R2 xR
Logo, podemos reescrever (3.97) da seguinte forma

R? ]R2
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onde C' mudaremos sempre que necessario. Recordando a fungao n temos

/ \Vun|2n2ui T U de + 2/ VunV'r]unnuififl) <C ba(un)n2ui§71).
r; (o) Br (wo) By (z0)
(3.99)
Por outro lado, pelas imersoes continuas de Sobolev temos
|Un’L|%W(Brj(IO)) S C»y (|VUn7L’2 —'— ‘UTL,LP) d.fE (3100)
B,,»]. (mo)

para qualquer v > 2. Note que

[owual < [ P s [ v P
Brj (xO) B?"j (IO) BT (mo)

(3.101)
+652/ VunVnunnuz(B b,
r; (0)

Substituindo (3.99) em (3.101)
[ WUaPars [ v de s [ b de
By (w0) r; (z0) r; (o)
Usando as propriedades de n segue que

[ WUaParse [ i Vdress [ P de
By (z0) . (20) r; (o)

ou ainda,

/ VU,.1|*dr < C'/ u2u il Ddx + 3ﬁ2/ ba(tn)n unun(ﬁ Y dx
B (z0) B; (z0) Brj (zo)
(3.102)

Substituindo (3.102) em (3.100) e realizando algumas manipulagoes algébricas obtemos

\Un,L’%v(Brj (wo)) < CB?

/ ( )unui(ﬁ 1)d.7:+/ ( )ba(un)UQuiuif[zl) dx] (3.103)
r r: (L0

Sabemos pelo Lema 3.3.6 que by(u,) € LY(R?) para algum ¢ > 1 e ¢ ~ 1. Ademais,

existe uma constante C' > 0 tal que
balun)|2 < C, VneN.

Com essa informacao, utilizaremos a desigualdade de Holder em (3.103) com expoentes

q e ¢ para concluimos que

_ ’ 1/q/
Uil ey < C[ [ a2y do] 1, o)

BTj (z0)

+ 052[

BTj (370)
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Sendo 741 < rj41 < --- < ry para todo Vj € N e pela informagao sobre b, (u,) temos

/ '(B— 1/4¢
|Un.zl L8, wo)) < 052[ /B ( )u?ﬁ ust oY dw] (3.105)
T o
Consequentemente,
2/ , e 1/q¢
(/ ( )u?dex) §052[/B ( )uiquffﬁ l)dx] , (3.106)
Ti+1 o T o
ou seja,
2/y / 1/¢
( / N dx) < 0/32( / uiqﬂdx> . (3.107)
Briy(wo) By, (z0)
Logo,

< CB%un)* <00 (3.108)

28
lun’L‘LWB(BTjH(wO)) L24'8(By. (x0))

pois (u,) ¢ limitada em H'(R?). Utilizando o Lema de Fatou em (3.108) na variével L

deduzimos

11
‘un‘LW(BTjH(zo)) < (C#5p5 ‘U"‘LQ‘I'B(BTJ- (z0)) (3.109)

para todo j,n € N e C depende de 7.

Afirmacao 3.3.11 Vale a sequinte formula
A4l kg1
< O'xF Xy " X|un|m(3rl(m)), k=1,2,.. (3.110)

’un’ka+12q’(BTk+1 (z0))

onde C independe den e

com vy > 2q" fizado.
Com efeito, utilizando (3.109) com = x = g e j =1 temos

uy, € L** (B, (x0))
11
‘un‘L’YB(BTZ(;EO)) S C ﬁﬁ |un|L2q/ﬁ(BT1 (0)) Vn c N (3111)

ou ainda,

1 1
|un|LX22q'(Br2(a:0)) < Cx X X |Un|L“/(BT1(xo))7 Vn € N. (3.112)

De (3.112) garantimos
wX’ e L* (B,,(x)). (3.113)
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O proximo passo ¢ considerar 3 = x? e j = 1, por (3.113) temos
u? e L (B,,(x0)).
Usando (3.109) segue que
1 1
|u"|LX32q'(BT3(:cO)) < C?(X2)>7|un|LX22q,(Br2(mo))7 Vn € N. (3.114)
Agora substituindo (3.112) em (3.114) obtemos
AN DT
|un|Lx32‘1'(BT3(:p0)) < O (X))~ CXXX’un’L’Y(Bm@o))? VneN (3.115)
ou melhor,
+2

1,1 1
|un|LX32q/(Br3(:L‘o)) < OxT32 XXX |Un|L7(Br1(mo))7 Vn € N. (3.116)

Segue de (3.116)
uX’ e L (B,,(x)). (3.117)

Agora suponhamos que a féormula (3.3.11) é vélida para algum k& > 1 e queremos
mostrar que é valida para k + 1. Para isso, considerando 8 = (7/2¢)**t e j = k + 1.

Como supomos véalida para k, temos
U,g € LQQ/(BW-H (CBO))
Substituindo 8 = x* e j = k+ 1 em (3.109) deduzimos
1 1
]un|ka+22q/(Bylk+2 (o)) < O (E 1) T |u”|ka+12‘1'(B7-k+1(xo))’ Vn € N. (3.118)
Pela hipotese de inducao temos
1k

1y LTI &
‘un‘kaH%’(Brku(ﬂ?o)) < CFr +XXXk+ JrX’un|L"*(Bm(xo))7 Vn € N. (3.119)

Substituindo (3.119) em (3.118) concluimos

1 1 ktl
el +

k+1 X k+1

|un | LxM 22 (Bry 4o (20)) = Cx X

ol
+3 |Un|LW(Brl(zo))7 Vn € N. (3.120)

Portanto, pelo principio de indugao finita podemos concluir que a Afirmacgao 3.3.11 é
valida.

Observe que as séries que aparecem em (3.3.11) sdo convergentes



assim, existe C' > 0 tal que
|un|ka+22q,(Brk+2(xo)) < O|Un|LW(B,.1(xO)), Vk,n € N.
Sendo R < r;, para todo j € N entao

‘UnlLXk+22ql(BR(x0)) S ’un’LXk+22q/(Brk+2($0)) S C’un’L’y(BTl(xo)), Vk" n E N

E possivel mostrar que u, € LP(Bgr(x)), para todo p > x*2¢' por interpolacdo. Utili-

zando o Lema 3.2.19 concluimos que u,, € L>®(Bg(xq)) e
U | Loo (Ba(ze)) < C|un|m(3”(xo)), Vn € N (3.121)
onde C' independe de n. Note que B,,(xy) C Q¢ e portanto
[Un| Lo (Br(zo)) < Cltn|rr(B,, (@) < Clunlzve), Yn €N (3.122)
Usando a Proposicao 3.3.10 temos que
Up = Up, — 0 em H'(Q°) quando A\, — 400
e a imersao continua de Sobolev dado k > 0 existe ng € N tal que
|Un| Lo (Br(zo)) < K, Para n > ny.
Sendo xy € ¢ arbitrario entao
|t | oo ey < K.
Dessa forma, garantimos a existéncia de um \* > 0 tal que a solucao wu, verifica
uy(z) <a, Ve e Qe >\
Portanto,

VuV (v —u)dr + /

RQ

(I+ AV (2))u(v —u)dex > / g(x,u)(v —u)dr, Yvek.

R2 R2

Entao para A > \* e pela Observacao 3.92 segue que

VuV(v—u) da:+/

R2

(1+ AV (2))u(v—u)dz > 2f(u)(v—u) dr, YveK (3.123)

R2
Para finalizarmos a demonstragao do Teorema 3.1.1 precisamos mostrar a seguinte

proposicao.
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Proposicao 3.3.12 Seja A, — +00 e (u,) uma solucao de (3.123).

uma subsequéncia (u,) e u € H'(R?) tais que
u, — u em H'(R?).
Além disso,
(i) u=0 em RV \ Q.
(4) |Jun —ul3 — 0.
(1i1) Quando N\, — 0o temos as sequintes convergéncias:
u, —u em HY(R?),

/\n/ V(z) [u|? dz — 0,
RQ
luall3, = /Q(!VUIZ +[uf?) do = ||ul[fpq).
(1v) Temos que u € uma solugao da Desigualdade Variacional
/ VuV (v —u)dr + / u(v —u)de > / fu)(v —u)dex,
Q Q Q

para todo v € K, onde

K ={ve H\Q); v>¢ qtp emQ}.

Entao, existe

(3.124)

Conforme omitimos a demonstracao da Proposicao 3.3.10, aqui segue a mesma justifi-

cativa de tal omissao.
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