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✶✳✻ ❙♦♠❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ❧❡♠♠❛s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✷ ❘✐❣✐❞✐t② ♦❢ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❛♥❞ st❛❜❧❡ ❈▼❈ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ✐♥ ●❘❲ s♣❛❝❡✲

t✐♠❡s ✷✼

✷✳✶ ❍②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ✐♥ ●❘❲ s♣❛❝❡t✐♠❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼

✷✳✷ ❍②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ✐♥ ▲♦r❡♥t③✐❛♥ ♣r♦❞✉❝ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵



✷✳✸ ❙✉r❢❛❝❡s ✐♥ −I ×M2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

✷✳✹ ◆♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ❈❛❧❛❜✐✲❇❡rst❡✐♥ t②♣❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ✐♥

●❘❲ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✸ ❍②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ✐♥ ❙❙❙❚ ✸✻

✸✳✶ ❘✐❣✐❞✐t② ♦❢ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ✐♥ ❙❙❙❚ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

✸✳✷ ◆♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ❈❛❧❛❜✐✲❇❡rst❡✐♥ t②♣❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ✐♥

❙❙❙❚ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✹ ❙✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞s ✐♥ ❙❙❙❚ ✹✷

✹✳✶ ❚r❛♣♣❡❞ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ s❧✐❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸

✹✳✷ ❯♥✐q✉❡♥❡ss ❛♥❞ ♥♦♥✲❡①✐st❡♥❝❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ♣✲♣❛r❛❜♦❧✐❝ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞s ✐♥ ❙❙❙❚ ✹✺

✺ ◆✐s❤✐❦❛✇❛ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ ♠❛①✐♠❛❧ s✉r❢❛❝❡s ✐♥ ●❘❲ ✹✾

✺✳✶ ❆ ◆✐s❤✐❦❛✇❛✲❖♠♦r✐✲❨❛✉ t②♣❡ ❧❡♠♠❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✺✳✷ ●❛✉ss ❡q✉❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷

✺✳✸ ❯♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ s✉r❢❛❝❡s ✐♥ ●❘❲ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷

✺✳✹ ❈❛❧❛❜✐✲❇❡rs♥t❡✐♥ t②♣❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ♠❛①✐♠❛❧ s✉r❢❛❝❡s ✐♥ ●❘❲ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

✻ ❊①❛♠♣❧❡s ✻✵

❘❡❢❡r❡♥❝❡s ✻✹

✐①



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ st✉❞② ♦❢ ✇❛r♣❡❞ ♣r♦❞✉❝t s♣❛❝❡t✐♠❡s ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❢r♦♠ ❜♦t❤ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❛♥❞

♣❤②s✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ ▲♦r❡♥t③✐❛♥ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ●❡♥❡r❛❧ ❘❡❧❛t✐✈✐t②✱ s✐♥❝❡

t❤❡② ❝♦♠♣r✐s❡ ❛ ✇✐❞❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ❊✐♥st❡✐♥✬s ✜❡❧❞ ❡q✉❛t✐♦♥s

Rij −
1

2
gijR + gijΛ =

8πG

c4
Tij,

✇❤❡r❡ Rij ✐s t❤❡ ❘✐❝❝✐ ❝✉r✈❛t✉r❡ t❡♥s♦r✱ R ✐s t❤❡ s❝❛❧❛r ❝✉r✈❛t✉r❡✱ gij ✐s t❤❡ ♠❡tr✐❝

t❡♥s♦r✱ Λ ✐s t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t✱ G ✐s ◆❡✇t♦♥✬s ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥st❛♥t✱ c ✐s t❤❡

s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t ✐♥ ✈❛❝✉✉♠✱ ❛♥❞ Tij ✐s t❤❡ str❡ss✲❡♥❡r❣② t❡♥s♦r✳

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t✇♦ ❝❧❛ss❡s ♦❢ s♣❛❝❡t✐♠❡s✱ ♥❛♠❡❧❧② t❤❡ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞

❘♦❜❡rts♦♥✲❲❛❧❦❡r s♣❛❝❡t✐♠❡s ✭●❘❲✮ ❛♥❞ t❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ❙t❛t✐❝ s♣❛❝❡t✐♠❡s ✭❙❙❙❚✮✳ ❚❤❡

♥♦t✐♦♥ ♦❢ ●❘❲ s♣❛❝❡t✐♠❡s ❛s ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ✇❛s

✜rst❧② st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬✶✺❪ ❛♥❞ ❬✶✻❪ ❜② ❆❧❡❞♦✱ ❘♦♠❡r♦ ❛♥❞ ❙❛❧❛♠❛♥❝❛✳ ❚❤❡ ❙❙❙❚ ❛r❡ ❛

❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❊✐♥st❡✐♥ st❛t✐❝ ✉♥✐✈❡rs❡ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ✜rst r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧

♠♦❞❡❧✳ ❙♦♠❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♥❞ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❙❙❙❚ ❛r❡ t❤❡ ❛♥t✐✲❞❡ ❙✐tt❡r s♣❛❝❡✱

t❤❡ ❡①t❡r✐♦r ❙❝❤✇❛r③s❝❤✐❧❞ s♣❛❝❡t✐♠❡✱ t❤❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ s♣❛❝❡t✐♠❡✱ t❤❡ ❊✐♥st❡✐♥ st❛t✐❝

✉♥✐✈❡rs❡ ❛♥❞ s♦♠❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❘❡✐ss♥❡r✲◆♦r❞str♦♠ s♣❛❝❡t✐♠❡✱ s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬✷✶❪

❛♥❞ ❬✸✽❪✳ ■♥ ❬✷❪ ❆❧❧✐s♦♥ ♠❛❞❡ ❛ ❞❡❡♣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❜♦✉t ❡♥❡r❣② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s ❛♠❜✐❡♥t✳

❙♣❛❝❡❧✐❦❡ ❝♦♥st❛♥t ♠❡❛♥ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ❛r❡ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ♦♥ ●❡♥❡r❛❧

❘❡❧❛t✐✈✐t②✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❛r❡❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ ✈♦❧✉♠❡

❝♦♥str❛✐♥t ❬✶✻❪✳ ▼♦r❡ r❡❛s♦♥s t❤❛t ❥✉st✐❢② t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡s❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ❝❛♥ ❜❡

❢♦✉♥❞ ♦♥ ❬✹✽❪✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♠❛①✐♠❛❧ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥

❡①♣❛♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ ♣❤❛s❡s ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡✳ ❆❧s♦✱ t❤❡② r❡✢❡❝t ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡

❛♠❜✐❡♥t✳ ❚❤❡ ♠♦st ❡①♣r❡ss✐✈❡ r❡s✉❧t ❛❜♦✉t ♠❛①✐♠❛❧ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ✐s t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥



❈❛❧❛❜✐✲❇❡r♥st❡✐♥ t❤❡♦r❡♠ t❤❛t ❛ss❡rts✿ ❚❤❡ ♦♥❧② ❝♦♠♣❧❡t❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ✐♥

t❤❡ ▲♦r❡♥t③✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ s♣❛❝❡t✐♠❡ ❛r❡ t❤❡ s♣❛❝❡❧✐❦❡ ♣❧❛♥❡s✳

■♥ ❈❤❛♣t❡rs ✷ ❛♥❞ ✸ ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❛♥❞ st❛❜❧❡ ❈▼❈ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ❛♥❞

♦❜t❛✐♥ s♦♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡② ♠✉st ❤❛✈❡ ❝♦♥st❛♥t s✉♣♣♦rt ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥

❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ s♦♠❡ ❈❛❧❛❜✐✲❇❡rst❡✐♥ t②♣❡ r❡s✉❧ts✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡

t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t ✐s ❛ ❙❙❙❚✱ ❡✈❡r② ❈▼❈ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ✐♠♠❡rs❡❞ ✐s st❛❜❧❡ ✭s❡❡

▲❡♠♠❛ ✶✳✺✳✼✮✳ ❖✉r t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s♦♠❡ ❝✉t✲♦✛ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞✐r❡❝t❧②

r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝✐t② ❥♦✐♥t❧② t♦ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦♣❡r❛t♦r✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ t♦t❛❧❧② tr❛♣♣❡❞ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞s ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥

s♦♠❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ❛♥❞ ♥♦♥✲❡①✐st❡♥❝❡ r❡s✉❧ts ❢♦r p−♣❛r❛❜♦❧✐❝ t♦t❛❧❧② tr❛♣♣❡❞ s✉r❢❛❝❡s ✐♥

❙❙❙❚✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✱ ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ t❤❡ s❡tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ ❛

◆✐s❤✐❦❛✇❛ t②♣❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❈❛❧❛❜✐✲❇❡rst❡✐♥ t②♣❡ r❡s✉❧ts✳

✷



❈❤❛♣t❡r ✶

❙♦♠❡ Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s

✶✳✶ ❚❤❡ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❘♦❜❡rts♦♥❲❛❧❦❡r ✭●❘❲✮ s♣❛❝❡✲

t✐♠❡

✶✳✶✳✶ ❙♦♠❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❜❛s✐❝ r❡s✉❧ts

❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♠❛♥✐❢♦❧❞Mn✱ I ❛♥ ♦♣❡♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧

❧✐♥❡ R ❛♥❞ ρ : I → R ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❘♦❜❡rts♦♥ ❲❛❧❦❡r

✭●❘❲✮ s♣❛❝❡t✐♠❡ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② −I ×ρ M
n ❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ▲♦r❡♥t③✐❛♥ ♣r♦❞✉❝t

♠❛♥✐❢♦❧❞ −I ×ρ M
n ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡tr✐❝

〈 , 〉 = −π∗
R
(dt2) + ρ2π∗

M(〈 , 〉M).

❆ ●❘❲ s♣❛❝❡t✐♠❡ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❛ ▲♦r❡♥t③✐❛♥ ♣r♦❞✉❝t ✐❢ ✐ts ✇❛r♣✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥st❛♥t✳

■❢ t❤❡ ✇❛r♣✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥♦♥✲❧♦❝❛❧❧② ❝♦♥st❛♥t✱ t❤❡ ●❘❲ s♣❛❝❡t✐♠❡ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ♣r♦♣❡r✳

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦♦❧ ✉s❡❞ ✐♥ ●❘❲ s♣❛❝❡t✐♠❡s ✐s t❤❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✸✺ ♦❢ ❬✺✶❪✱ ✇❤❡r❡

✇❡ ✇r✐t❡ ∇ ❢♦r t❤❡ ▲❡✈✐✲❈✐✈✐t❛ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♦❢ −I ×ρ M
n ❛♥❞ ∇M ❢♦r t❤❡ ▲❡✈✐✲❈✐✈✐t❛

❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♦❢ Mn✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✶ ▲❡t −I×ρM
n ❜❡ ❛ ▲♦r❡♥t③✐❛♥ ✇❛r♣❡❞ ♣r♦❞✉❝t✱ ∂t ∈ TR ❛♥❞ X, Y ∈

TM t❤❡♥✿

✭✐✮ ∇∂t∂t = 0

✭✐✐✮ ∇∂tX = ∇X∂t =
ρ′

ρ
X



✭✐✐✐✮ 〈∇XY, ∂t〉 = −〈X, Y 〉Mρρ′

✭✐✈✮ (∇XY )⊤ = ∇M
X Y ✳

▲❡t ψ : Σn → −I ×ρ M
n ❜❡ ❛ s♣❛❝❡❧✐❦❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡✱ ✐✳❡✳✱ ❛ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ✇❤♦s❡

♠❡tr✐❝ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ✐s ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥✳ ❙✐♥❝❡ ❡✈❡r② s♣❛❝❡t✐♠❡ ✐s t✐♠❡✲

♦r✐❡♥t❡❞✱ ❧❡t ✉s s❛② ∂t t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ t✐♠❡❧✐❦❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ t❛❦❡ N ❛s t❤❡ ♦♥❧②

❣❧♦❜❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ ♥♦r♠❛❧ t♦ Σn ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✲♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ∂t✱ t❤❛t ✐s✱

〈N, ∂t〉 < 0✳ ❚❤✐s ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ ●❛✉ss ♠❛♣✳

▲❡t X ❜❡ ❛ t❛♥❣❡♥t ✈❡❝t♦r ♦❢ −I ×ρ M
n ❛♥❞

X∗ = X + 〈X, ∂t〉∂t ✭✶✳✶✮

✐ts t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t t♦ t❤❡ ✜❜❡r M ✳ ❆ ❞✐r❡❝t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❈♦r♦❧❧❛r② ✼✳✹✸ ♦❢

❬✺✶❪ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❘✐❝❝✐ t❡♥s♦r ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r ❛♥❞ t❤❡ ❘✐❝❝✐

t❡♥s♦r ♦❢ t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t✿

Ric(X) = RicM(X∗)− (n− 1)(log ρ)′′|X∗|2 + n
ρ′′

ρ
|X|2. ✭✶✳✷✮

❚❤❡ s❤❛♣❡ ♦♣❡r❛t♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ N ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

AX = −∇XN. ✭✶✳✸✮

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ A = 0 ✇❡ s❛② t❤❛t t❤❡ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ✐s t♦t❛❧❧② ❣❡♦❞❡s✐❝✳

❚❤❡ ●❛✉ss✲❑r♦♥❡❝❦❡r ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ Σn ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s KG = − detA ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ❝✉r✲

✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

H = −(1/n) tr(A).

■❢ H ✐s ❝♦♥st❛♥t✱ ✇❡ s❛② t❤❛t Σn ✐s ❛ ❈▼❈ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡✳ ■❢ H = 0✱ ✇❡ s❛② t❤❛t Σn ✐s

❛ ♠❛①✐♠❛❧ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡s❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ♠❛①✐♠✐③❡ ❧♦❝❛❧❧② t❤❡

❛r❡❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳

✶✳✶✳✷ ❚❤❡ ❤❡✐❣❤t ❛♥❞ t❤❡ s✉♣♦rt ❢✉♥❝t✐♦♥s

▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ψ : Σn → −I ×ρ M
n ❜② h = πR ◦ ψ✳ ❋r♦♠ ❛

s✐♠♣❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

∇πR = −〈∇πR, ∂t〉∂t = −∂t.

✹



❚❤❡♥ s❡tt✐♥❣ ∇ t❤❡ ▲❡✈✐✲❈✐✈✐t❛ ❝♦♥❡❝t✐♦♥ ♦❢ Σn ✇❡ ❣❡t✿

∇h = −∂t⊤ = −∂t − 〈N, ∂t〉N. ✭✶✳✹✮

❙❡tt✐♥❣ N∗ t❤❡ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛s ✭✶✳✶✮ ✇❡ ❤❛✈❡

ρ2|N∗|2 = |∇h|2 = −1 + 〈N, ∂t〉2. ✭✶✳✺✮

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t 〈N, ∂t〉 ✐s t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ N ❛♥❞ ∂t✳ ❚❤❡

❢✉♥❝t✐♦♥ 〈N, ∂t〉 ✐s ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❛♥❣❧❡ ♦❢ Σn✳ ■❢ h ✐s ❝♦♥st❛♥t ✇❡ s❛② t❤❛t

Σn ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ s❧✐❝❡ {t0}×M ✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❢r♦♠ ✭✶✳✹✮ ✇❡ ♠✉st ❤❛✈❡ N = ∂t✳ ❋r♦♠

✭✶✳✸✮ ❛♥❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✶✱ ❛ s♣❛❝❡❧✐❦❡ s❧✐❝❡ ❤❛s s❤❛♣❡ ♦♣❡r❛t♦r

AX = −∇X∂t = −ρ
′

ρ
X, ✭✶✳✻✮

t❤❡r❡❢♦r❡ ♠❡❛♥ ❝✉r✈❛t✉r❡ H = ρ′

ρ
✳

❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ✭✶✳✹✮✱ ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss ❢♦r♠✉❧❛ ❛♥❞ ❈♦r♦❧❧❛r②

✼✳✹✸ ✐♥ ❬✺✶❪ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ❢✉♥❝t✐♦♥✿

∆h = −ρ
′(h)

ρ(h)
(n+ |∇h|2)− nH〈N, ∂t〉. ✭✶✳✼✮

❋r♦♠ ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✶✳✼✮ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿

∆ρ(h) = −nρ(h)
′2

ρ(h)
+ ρ(h)(log ρ(h))′′|∇h|2 − nρ′(h)H〈N, ∂t〉. ✭✶✳✽✮

❚❤❡ s✉♣♣♦rt ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ρ〈N, ∂t〉✳
Pr♦❝❡❡❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ s✉♣♣♦rt ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡✿

〈∇〈N, ρ∂t〉, X〉 = X〈N, ρ∂t〉

= 〈∇XN, ρ∂t〉+ 〈N,∇Xρ∂t〉

= 〈AX,−ρ∂t⊤〉

= 〈ρA∇h,X〉.

❙✐♥❝❡ X ✐s ❛r❜✐tr❛r②✱ ✇❡ ❣❡t

∇〈N, ρ∂t〉 = ρA(∇h). ✭✶✳✾✮

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❬✶✸❪ ❡q✳ ✭✶✷✮✳ ■t ❣✐✈❡s ✉s ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡

▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♦❢ t❤❡ s✉♣♣♦rt ❢✉♥❝t✐♦♥✳

✺



▲❡♠♠❛ ✶✳✶✳✷ ▲❡t ψ : Σn → −I ×ρ M
n ❜❡ ❛ s♣❛❝❡❧✐❦❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ✇✐t❤ ●❛✉ss ♠❛♣

N ✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥ ❝✉r✈❛t✉r❡ H ✐s ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡♥✱

∆〈N, ρ∂t〉 = 〈N, ρ∂t〉(Ric(N) + |A|2) + n(Hρ′ + ρ′′〈N, ∂t〉), ✭✶✳✶✵✮

✇❤❡r❡ Ric ✐s t❤❡ ❘✐❝❝✐ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t ❛♥❞ |A| ✐s t❤❡ ❍✐❧❜❡rt−❙❝❤♠✐❞t ♥♦r♠

♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦♣❡r❛t♦r A ♦❢ Σn✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t s✐♥❝❡ N ❛♥❞ ∂t ❛r❡ t✐♠❡❧✐❦❡✱

〈N, ∂t〉 = − cosh θ,

✇❤❡r❡ θ ✐s t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ N ❛♥❞ ∂t✳ ❚❤❡♥ ❢r♦♠ ✭✶✳✺✮ ✇❡ ❣❡t t❤❛t

|∇h|2 = sinh2 θ✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛s ❝♦r♦❧❧❛r② ♦❢ ❛ ▲❡♠♠❛ ✶✳✶✳✷ ✈❡rs✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♦❢

t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❛♥❣❧❡ ♦❢ Σ ✐♥ ▲♦r❡♥t③✐❛♥ ♣r♦❞✉❝ts✿

❈♦r♦❧❧❛r② ✶✳✶✳✸ ▲❡t ψ : Σn → −I ×Mn ❜❡ ❛ s♣❛❝❡❧✐❦❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ✇✐t❤ ●❛✉ss ♠❛♣

N ✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥ ❝✉r✈❛t✉r❡ H ✐s ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡♥✱

∆〈N, ∂t〉 = 〈N, ∂t〉(Ric(N) + |A|2), ✭✶✳✶✶✮

✇❤❡r❡ Ric ✐s t❤❡ ❘✐❝❝✐ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t ❛♥❞ |A| ✐s t❤❡ ❍✐❧❜❡rt−❙❝❤♠✐❞t ♥♦r♠

♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦♣❡r❛t♦r A ♦❢ Σn✳

✶✳✶✳✸ ❱❡rt✐❝❛❧ ❣r❛♣❤s ✐♥ ●❘❲ s♣❛❝❡t✐♠❡s

▲❡t Ω ⊂M ❜❡ ❛ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ u ∈ C∞(Ω) ❜❡ ❛ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❆ ✈❡rt✐❝❛❧ ❣r❛♣❤

♦✈❡r Ω ✐s

Σn(u) = {(u(x), x); x ∈ Ω} ⊂ −I ×ρ M
n.

❚❤❡ ♠❡tr✐❝ ✐♥❞✉❝❡❞ ♦♥ Ω ❢r♦♠ t❤❡ ▲♦r❡♥t③✐❛♥ ♠❡tr✐❝ ♦♥ t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t s♣❛❝❡ ✈✐❛ Σn(u)

✐s

〈, 〉 = −du2 + ρ(u)2〈, 〉M . ✭✶✳✶✷✮

❚❤❡ ❣r❛♣❤ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❡♥t✐r❡ ✐❢ Ω =M ✳ ■❢ Σn(u) ✐s ❛ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ♠❡❛♥

❝✉r✈❛t✉r❡ H ✇❡ s❛② t❤❛t Σn(u) ✐s ❛♥ H✲❣r❛♣❤✳

❲✐t❤ ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞

N(x) =
1

ρ(u)
√

ρ(u)2 − |Du|2
(

ρ(u)2∂t|(u(x),x) +Du(x)
)

, x ∈M,

✻



❞❡✜♥❡s t❤❡ ❢✉t✉r❡✲♣♦✐♥t✐♥❣ ●❛✉ss ♠❛♣ ♦❢ Σn(u)✳

❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t Σn(u) ✐s ❛ s♣❛❝❡❧✐❦❡ s✉r❢❛❝❡ ✐❢✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✱ |Du| < ρ(u)✳

❚❤❡ ❤❡✐❣❤t ❛♥❞ ❛♥❣❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛❜♦✈❡✳ ❋r♦♠ ✶✳✺✿

ρ2|N∗|2 = |∇h|2 = |∇u|2
ρ(u)2 − |∇u|2 .

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ❛ ❣r❛♣❤ ✐s ❛ s❧✐❝❡ ✐❢✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✱ u ✐s ❝♦♥st❛♥t✳ ◆♦t✐❝❡ ❛❧s♦ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡

♦❢ ▲♦r❡♥t③✐❛♥ ♣r♦❞✉❝ts✱ ❛ ❣r❛♣❤ ✐s ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❣❧❡ ✐❢✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✱ |Du| ✐s ❝♦♥st❛♥t✳
■♥ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ❝❛s❡✱ ✇❤❡r❡ ❛♥② ❡♥t✐r❡ ❣r❛♣❤ ✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧❧②

❝♦♠♣❧❡t❡✱ ✐t ✐s ♥♦t tr✉❡ ❢♦r ▲♦r❡♥t③✐❛♥ ❛♠❜✐❡♥ts✳ ❲❡ ❝❛♥ ✜♥❞ s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♥♦♥✲

❝♦♠♣❧❡t❡ ❡♥t✐r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❣r❛♣❤s ✐♥ −R × H
2 ✐♥ ❬✶❪✳ ❆❧❢♦♥s♦ ❘♦♠❡r♦ ❣♦t ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡

❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ ❛♥ ❡♥t✐r❡ s♣❛❝❡❧✐❦❡ ❣r❛♣❤ ♠✉st ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡✳

▲❡♠♠❛ ✶✳✶✳✹ ▲❡t Σn(u) ❜❡ ❛♥ ❡♥t✐r❡ s♣❛❝❡❧✐❦❡ ❣r❛♣❤ ✐♥ M
n+1

= −I ×ρM
n✳ ❙✉♣♣♦s❡

t❤❛t ❢♦r Mn ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ♠❛♥✐❢♦❧❞ s✉❝❤ t❤❛t ρ ≥ c > 0✱ ✇❤r❡ c ✐s ❛

❝♦♥st❛♥t✳ ■❢ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ Σn(u) s❛t✐s✜❡s

|∇h|2 ≤ Γ(r),

✇❤❡r❡ r ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ Γ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡♥ Σn(u) ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✳

Pr♦♦❢✳ ❙✉♣♣♦s❡ ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t❤❛t Σn(u) ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞✐✈❡r❣❡♥t

❝✉r✈❡ γ : [0,∞) → Σ(u) ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ ❧❡♥❣t❤ Lγ = a <∞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡

LΓ|γ ≤ Lγ = a,

t❤❛t ✐♠♣❧✐❡s |∇h|2 ≤ C <∞✳ ❍❡♥❝❡✱

|Du|2 = ρ2|∇h|2
1 + |∇h|2 ≤ C

1 + C
ρ2 = bρ2.

❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ γM ♦❢ γ ♦♥ M ✐s ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❜②

t❤❡ ❛r❝ ❧❡♥❣t❤✳ ❇② ✭✶✳✶✷✮ ✇❡ ❤❛✈❡✱

Lγ =

∫ ∞

0

√

ρ2 − 〈Du, γ′M〉2dt

≥
∫ ∞

0

√

ρ2 − |Du|2dt

≥
√
1− b

∫ ∞

0

ρdt ≥ c
√
1− b LγM .

❚❤❡r❡❢♦r❡ LγM ✐s ✜♥✐t❡ t❤❛t ✐s ❛♥ ❛❜s✉r❞ s✐♥❝❡ γM ✐s ❛❧s♦ ❞✐✈❡r❣❡♥t ✐♥ Mn ❜❡❝❛✉s❡

t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ πM ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ Σn(u) ✐♥ −R × Mn ✐s ❛

❞✐✛❡♦♠♦r♣❤✐s♠✳

✼



✶✳✷ ❚❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ❙t❛t✐❝ ❙♣❛❝❡t✐♠❡ ✭❙❙❙❚✮

✶✳✷✳✶ ❙♦♠❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❜❛s✐❝ r❡s✉❧ts

▲❡t M
n+k+1

❜❡ ❛♥ (n + k + 1)✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ▲♦r❡♥t③ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❛

t✐♠❡❧✐❦❡ ❑✐❧❧✐♥❣ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ K✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ D ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ K ✐s

♦❢ r❛♥❦ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛❜❧❡✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Ψ : Mn+k × I → M
n+k+1

t❤❡ ✢♦✇

❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② K✱ ✇❤❡r❡ Mn+k ✐s ❛♥ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ✜①❡❞ s♣❛❝❡❧✐❦❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❧❡❛❢ ♦❢ D ❧❛❜❡❧❡❞

❛s t = 0✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ s✉♣♣♦s❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ ❛♥❞ I ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢

❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✐♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r I = R✳ ■♥

t❤✐s s❡tt✐♥❣✱ M
n+k+1

❝❛♥ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ st❛t✐❝ s♣❛❝❡t✐♠❡ Mn+k ×ρ R1✱

t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♠❛♥✐❢♦❧❞ Mn+k × R1 ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❛r♣✐♥❣ ♠❡tr✐❝

〈 , 〉 = π∗
M (〈 , 〉M)− (ρ ◦ πM)2π∗

R

(

dt2
)

, ✭✶✳✶✸✮

✇❤❡r❡ πM ❛♥❞ πR ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❢r♦♠ M × R ♦♥t♦ ❡❛❝❤ ❢❛❝t♦r✱

〈 , 〉M ✐s t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ♠❡tr✐❝ ♦♥ t❤❡ ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ❜❛s❡ Mn+k✱ R1 ✐s t❤❡

♠❛♥✐❢♦❧❞ R ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡tr✐❝ −dt2 ❛♥❞ t❤❡ ✇❛r♣✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ρ ∈ C∞(M) ✐s

❣✐✈❡♥ ❜② ρ = |K| =
√

−〈K,K〉✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ s♣❛❝❡❧✐❦❡ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞

ψ : Σn → M
n+k+1

✐♠♠❡rs❡❞ ✐♥ ❛ st❛♥❞❛r❞ st❛t✐❝ s♣❛❝❡t✐♠❡ M
n+k+1

= Mn+k ×ρ R1✱

✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♠❡tr✐❝ ✐♥❞✉❝❡❞ ♦♥ Σn ✈✐❛ ψ ✐s ❛ ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ♦♥❡✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡

❜② ∇ ❛♥❞ ∇ t❤❡ ▲❡✈✐✲❈✐✈✐t❛ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ✐♥ M
n+k+1

❛♥❞ Σn✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ●❛✉ss

❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r Σ ✐♥ M
n+k+1

✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

∇XY = ∇XY − α(X, Y )

❢♦r ❡✈❡r② t❛♥❣❡♥t ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞s X, Y ∈ X(Σ)✱ ✇❤❡r❡

α : X(Σ)× X(Σ) → X
⊥(Σ)

❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✈❡❝t♦r ✈❛❧✉❡❞ s❡❝♦♥❞ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ Σ; t❤❛t ✐s

α(X, Y ) = −(∇XY )⊥.

❚❤❡ ♠❡❛♥ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ ~H ♦❢ Σn ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

~H =
1

n
tr(α) =

1

n

n
∑

i=1

α(Ei, Ei),

✽



✇❤❡r❡ {Ei}ni=1 ✐s ❛ ❧♦❝❛❧ ❢r❛♠❡ ♦♥ Σ.

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❲❡✐♥❣❛rt❡♥ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

AξX = ∇⊥
Xξ −∇Xξ ✭✶✳✶✹✮

❢♦r ❡✈❡r② t❛♥❣❡♥t ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ X ∈ X(Σ) ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ ξ ∈ X
⊥(Σ), ✇❤❡r❡

Aξ : X(Σ) → X(Σ)

❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❤❛♣❡ ♦♣❡r❛t♦r ✭♦r ❲❡✐♥❣❛rt❡♥ ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠✮ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

〈AξX, Y 〉 = 〈α(X, Y ), ξ〉, X, Y ∈ X(Σ). ✭✶✳✶✺✮

❋r♦♠ ✭✶✳✶✹✮ ❛♥❞ ✭✶✳✶✺✮ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

〈∇XK
⊥, Y 〉 = 〈α(X, Y ), K〉, ✭✶✳✶✻✮

❢♦r X, Y ∈ X(Σ).

❆ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞ Σ ✐s t♦t❛❧❧② ✉♠❜✐❧✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ξ ✐❢ Aξ ✐s

❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♦♣❡r❛t♦r✳ ❆ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞ Σ ✐s t♦t❛❧❧② ✉♠❜✐❧✐❝ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts

Z ∈ X(Σ)⊥ s✉❝❤ t❤❛t

α(X, Y ) = 〈X, Y 〉Z ∀X, Y ∈ X(Σ).

■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞ ✐s t♦t❛❧❧② ✉♠❜✐❧✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛♥② ♥♦r♠❛❧

❞✐r❡❝t✐♦♥ ξ ∈ X(Σ)⊥✳

❋♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ s♣❛❝❡❧✐❦❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ψ : Σn → Mn ×ρ R1✱ t❤❡r❡

❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ ✉♥✐t❛r② t✐♠❡❧✐❦❡ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ N ❣❧♦❜❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ Σn ✇❤✐❝❤ ✐s

✐♥ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✲♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ K✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ s✉♣♣♦rt ❢✉♥❝t✐♦♥ Θ = 〈N,K〉 ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡
♦♥ Σn✳ ▲❡t ✉s ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ s✉♣♣♦rt ❢✉♥❝t✐♦♥ Θ✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ t❛♥❣❡♥t

✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ ✐♥ Σn✳ ❚❤❡♥

〈∇Θ, X〉 = X〈N,K〉

= 〈∇XN,K〉+ 〈N,∇XK〉

= 〈−AX,K⊤〉 − 〈X,∇NK〉

= 〈X,−AK⊤〉+ 〈X,−(∇NK)⊤〉,

✾



✇❤❡r❡ ( )⊤ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❛ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ ✐♥ X(M) ❛❧♦♥❣ Σn✳ ❍❡♥❝❡

✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ∇Θ = −AK⊤ − (∇NK)⊤✳

❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♦❢ t❤❡

s✉♣♣♦rt ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛s ✇❡ s❡❡ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶ ♦❢ ❬✶✽❪✿

∆Θ = (Ric(N) + |A|2)Θ, ✭✶✳✶✼✮

✇❤❡r❡ |A| =
√

tr(A2) ✐s t❤❡ ❍✐❧❜❡rt✲❙❝❤✐♠✐❞t ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦♣❡r❛t♦r A✳

❋♦r ♦✉r ♣✉r♣♦s❡s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ st✉❞② t❤❡ ✭✈❡rt✐❝❛❧✮ ❤❡✐❣❤t ❢✉♥❝t✐♦♥ h = πR ◦ ψ✳ ❲❤❡♥

t❤❡ ❤❡✐❣❤t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥st❛♥t✱ ✇❡ s❛② t❤❛t t❤❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ s❧✐❝❡

{t0} ×Mn✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ K = K⊤ −ΘN ✇❡ ♦❜t❛✐♥

∇h = − 1

ρ2
K⊤ ❛♥❞ |∇h|2 = Θ2 − ρ2

ρ4
. ✭✶✳✶✽✮

▲❡t N∗ ❜❡ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ N ♦♥t♦ TM ✳ ❚❤❡♥

|∇h|2 = 1

ρ2
|N∗|2 = 1

ρ2

(

Θ2

ρ2
− 1

)

✭✶✳✶✾✮

✶✳✷✳✷ ❑✐❧❧✐♥❣ ❣r❛♣❤s ✐♥ ❙❙❙❚

❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❑✐❧❧✐♥❣ ❣r❛♣❤ Σn(u) ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ u ∈
C∞(M) ❛s t❤❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

Σn(u) = {(x, u(x)) : x ∈Mn} ⊂Mn ×ρ R1.

■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r Mn ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡tr✐❝ ✐♥❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ▲♦r❡♥t③✐❛♥

♠❡tr✐❝ ✭✶✳✶✸✮ ✐♥ Σn(u) ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

〈 , 〉u = 〈 , 〉M − ρ2du2. ✭✶✳✷✵✮

❲❡ ❤❛✈❡ t❤❛t Σn(u) ✐s s♣❛❝❡❧✐❦❡ ✐❢✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✱ |Du|2M < γ✱ ✇❤❡r❡ Du ❞❡♥♦t❡s t❤❡

❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ u ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠❡tr✐❝ 〈 , 〉M ♦❢ Mn ❛♥❞ γ = ρ−2✳ ■♥❞❡❡❞✱

✐❢ Σn(u) ✐s s♣❛❝❡❧✐❦❡✱ t❤❡♥

0 < 〈Du,Du〉u = 〈Du,Du〉M − ρ2〈Du,Du〉2M ,

❤❡♥❝❡ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ρ2|Du|2M < 1✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✐❢ ρ2|Du|2M < 1 ❛♥❞ X ✐s ❛ ✈❡❝t♦r

✜❡❧❞ t❛♥❣❡♥t t♦ Σn(u)✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❢r♦♠ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱

〈X,X〉u = 〈X∗, X∗〉M − ρ2〈Du,X∗〉2M ≥ 〈X∗, X∗〉M(1− ρ2|Du|2M),

✶✵



✇❤❡r❡ X∗ ✐s t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ X ♦♥t♦ TM ✳ ❚❤✉s✱ 〈X,X〉u ≥ 0 ❛♥❞

〈X,X〉u = 0 ✐❢✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✱ X = 0✳

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ g : Mn × R1 → R ❣✐✈❡♥ ❜② g(x, t) = u(x)− t ✐s s✉❝❤ t❤❛t Σn(u) =

ψ(g−1(0))✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r ❛❧❧ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ X t❛♥❣❡♥t t♦ Mn ×ρ R1✱ ✇❡ ❤❛✈❡

X(g) = X∗(g)− 1

ρ2
〈X, ∂t〉∂t(g) = 〈 1

ρ2
∂t +Du,X〉.

❚❤✉s✱

∇g = 1

ρ2
∂t +Du

✐s ❛ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ ♦♥ g−1(0) ❛♥❞✱ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱

N0 = ψ∗(∇g) =
1

ρ2
K + ψ∗(Du)

✐s ❛ ♥♦r♠❛❧ t✐♠❡❧✐❦❡ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ ♦♥ Σ(u)✳ ❙✐♥❝❡✱

|N0| =
(1− ρ2|Du|2M)1/2

ρ
,

✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t

N =
N0

|N0|
=

1

ρ(1− ρ2|Du|2M)1/2
(K + ρ2ψ∗(Du))

❞❡✜♥❡s t❤❡ ❢✉t✉r❡✲♣♦✐♥t✐♥❣ ●❛✉ss ♠❛♣ ♦❢ Σn(u) s✉❝❤ t❤❛t ✐ts ❛♥❣❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Θ = 〈N,K〉 = − ρ

(1− ρ2|Du|2M)1/2
< 0. ✭✶✳✷✶✮

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r ❛❧❧ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ X t❛♥❣❡♥t t♦ Mn✱ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦♣❡r❛t♦r A ♦❢ Σn(u) ✇✐t❤

r❡s♣❡❝t t♦ N ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

AX = − ρ

(1− ρ2|Du|2M)1/2
DXDu−

ρ3〈DXDu,Du〉
(1− ρ2|Du|2M)3/2

Du− ρ2〈Dρ,X〉|Du|2M
(1− ρ2|Du|2M)3/2

Du

− 〈Dρ,X〉
(1− ρ2|Du|2M)1/2

Du− 〈Du,X〉
(1− ρ2|Du|2M)1/2

Dρ.

❙♦✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥ ❝✉r✈❛t✉r❡ Hu ♦❢ ❛ s♣❛❝❡❧✐❦❡ ❡♥t✐r❡ ❑✐❧❧✐♥❣

❣r❛♣❤ Σn(u) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

nHu = ❉✐✈

(

ρDu

(1− ρ2|Du|2M)1/2

)

+
〈Du,Dρ〉

(1− ρ2|Du|2M)1/2
,

✇❤❡r❡ ❉✐✈ st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦♣❡r❛t♦r ♦♥ Mn ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠❡tr✐❝ 〈 , 〉M ✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛♥ ❡♥t✐r❡ ❑✐❧❧✐♥❣ ❣r❛♣❤ Σn(u) ✐s ♠❛①✐♠❛❧ ✐❢✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ u ∈

✶✶



C∞(Mn) s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡❧❧✐♣t✐❝ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡

❢♦r♠






















❉✐✈

(

ρDu

(1− ρ2|Du|2M)1/2

)

+
〈Du,Dρ〉

(1− ρ2|Du|2M)1/2
= 0, ✐♥ Mn

ρ2|Du|2M < 1.

✭✶✳✷✷✮

❲❡ ❛❧s♦ ♥♦t❡ t❤❛t✱

N∗ = N −N⊥ =
ρψ∗(Du)

(1− ρ2|Du|2M)1/2
,

s✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡

|N∗|2M =
ρ2|Du|2M

1− ρ2|Du|2M
, ✭✶✳✷✸✮

❛♥❞✱ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✇❡ ❣❡t ❢r♦♠ ✭✶✳✶✽✮ ❛♥❞ ✭✶✳✷✸✮ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥

|∇h|2 = |Du|2M
1− ρ2|Du|2M

. ✭✶✳✷✹✮

◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✐❢ ρ ❛♥❞ t❤❡ s✉♣♣♦rt ❢✉♥❝t✐♦♥ Θ ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t ✐♥ ❛ ❑✐❧❧✐♥❣ ❣r❛♣❤✱ t❤❡♥ |Du|
✐s ❝♦♥st❛♥t✳ ❆ s♣❛❝❡❧✐❦❡ ❑✐❧❧✐♥❣ ❣r❛♣❤ ✐s ❛ s❧✐❝❡ ✐❢✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✱ u ✐s ❝♦♥st❛♥t✳ ❆❧s♦✱

✉s✐♥❣ ✭✶✳✷✶✮ η = Θ
ρ
✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❜♦✉♥❞❡❞✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ ρ2|Du|2 < 1✳

✶✳✸ ❊♥❡r❣② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ s♣❛❝❡t✐♠❡s

❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥❞✐✲

t✐♦♥s ✐♥ s♣❛❝❡t✐♠❡s✳ ❙❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬✶✶❪✱ ❬✺✼❪✳ ■♥ ●❡♥❡r❛❧ ❘❡❧❛t✐✈✐t② t❤❡ ❘✐❝❝✐ t❡♥s♦r

✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣②✲♠♦♠❡♥t✉♠ t❡♥s♦r ✈✐❛ ❊✐♥st❡✐♥✬s ✜❡❧❞ ❡q✉❛t✐♦♥s

Ricij −
1

2
gijR + gijΛ =

8πG

c4
Tij,

✇❤❡r❡ Ricij ✐s t❤❡ ❘✐❝❝✐ ❝✉r✈❛t✉r❡ t❡♥s♦r ♦❢ t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t✱ R ✐s t❤❡ s❝❛❧❛r ❝✉r✈❛t✉r❡✱

gij ✐s t❤❡ ♠❡tr✐❝ t❡♥s♦r✱ Λ ✐s t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t✱ G ✐s ◆❡✇t♦♥✬s ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧

❝♦♥st❛♥t✱ c ✐s t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t ✐♥ ✈❛❝✉✉♠✱ ❛♥❞ Tij ✐s t❤❡ str❡ss✲❡♥❡r❣② t❡♥s♦r✳ ❚❤❡♥

t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ✉♥❞❡r s♦♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ ❘✐❝❝✐ t❡♥s♦r

♦❢ t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❛ ❜r✐❡❢ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤✐s t❤❡♠❡✳ ❆ s♣❛❝❡t✐♠❡ ♦❜❡②s

t❤❡ ❚✐♠❡❧✐❦❡ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❚❈❈✮ ✐❢ ✐ts ❘✐❝❝✐ t❡♥s♦r s❛t✐s✜❡s

Ric(Z) ≥ 0,
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❢♦r ❛♥② t✐♠❡❧✐❦❡ ✈❡❝t♦r Z✳

P❤②s✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❚❈❈ ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡ ❣r❛✈✐t②✱ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ ❛ttr❛❝ts✳ ❆❧s♦✱ ✐❢ ❛

s♣❛❝❡t✐♠❡ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❊✐♥st❡✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t ③❡r♦✱ t❤❡♥ ✐t

♦❜❡②s ❚❈❈✳

❆ s♣❛❝❡t✐♠❡ ♦❜❡②s t❤❡ ◆✉❧❧ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✭◆❈❈✮ ✐❢ ✐ts ❘✐❝❝✐ t❡♥s♦r

s❛t✐s✜❡s

Ric(Z) ≥ 0,

❢♦r ❛♥② ❧✐❣❤t❧✐❦❡ ✈❡❝t♦r Z✳

■t ✐s ♥♦t ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t ❚❈❈ ❤♦❧❞s ♦♥ ❛ ●❘❲ ✐❢✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✱ ◆❈❈ ❤♦❧❞s

❛♥❞ ρ′′ ≤ 0✳

❲❤❡♥ t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t ✐s ❛ ●❘❲ s♣❛❝❡t✐♠❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✷✮ t♦ ❛♥②

❧✐❣❤t❧✐❦❡ ✈❡❝t♦r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t t❤❡ ●❘❲ s♣❛❝❡t✐♠❡ −I ×ρ M
n ♦❜❡②s ◆❈❈ ✐❢

t❤❡ ❘✐❝❝✐ t❡♥s♦r ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r s❛t✐s✜❡s

RicM ≥ (n− 1)ρ2(log ρ)′′〈 , 〉M . ✭✶✳✷✺✮

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛ ●❘❲ s♣❛❝❡t✐♠❡ M
3
✇✐t❤ ❛ 2✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✜❜❡r ♦❜❡②s ◆❈❈ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧②

✐❢

κM
ρ2

− (log ρ)′′ ≥ 0, ✭✶✳✷✻✮

✇❤❡r❡ κM ✐s t❤❡ ●❛✉ss ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r✳

❲❤❡♥ t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t ✐s ❛ ❙❙❙❚✱ ❆❧❧✐s♦♥ ✭s❡❡ ❬✷❪✮ ♣r♦✈✐❞❡❞ s♦♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉♥❞❡r

✇❤✐❝❤ ❛ ❙❙❙❚ ♦❜❡②s t❤❡ ❚❈❈✳ ◆❛♠❡❧②✿ ■❢ Mn ×ρ R1 ✭n ≥ 2✮ ✐s ❛ ❙❙❙❚ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡

❘✐❝❝✐ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ Mn ✐s ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛r♣✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ s❛t✐s✜❡s✿

gM(w,w)∆ρ− Hessρ(w,w) ≥ 0, ✭✶✳✷✼✮

❢♦r ❛❧❧ w t❛♥❣❡♥t t♦ Mn✱ t❤❡♥ ❚❈❈ ❤♦❧❞s ♦♥ Mn ×ρ R1✳

❆ ❙❙❙❚ ♦❜❡②s t❤❡ ✇❡❛❦ t✐♠❡❧✐❦❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✳✷✼✮ ❤♦❧❞s

tr✉❡✳

✶✳✹ P❛r❛❜♦❧✐❝✐t② ♦❢ ♠❛♥✐❢♦❧❞s

❆ ♠❛♥✐❢♦❧❞M ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ p−♣❛r❛❜♦❧✐❝ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥♦♥✲❝♦♥st❛♥t ♣♦s✐t✐✈❡

s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ u : M → R s❛t✐s❢②✐♥❣ ∆pu ≤ 0✱ ✇❤❡r❡ ∆pu = ❞✐✈(|∇u|p−2∇u)✳ ❋♦r

✶✸



2−♣❛r❛❜♦❧✐❝ ♠❛♥✐❢♦❧❞s ✇❡ s❛② ❥✉st ♣❛r❛❜♦❧✐❝✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ p✲▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ✐s t❤❡ ❊✉❧❡r✲

▲❛❣r❛♥❣❡ ♦♣❡r❛t♦r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✭s❡❡ ❬✻✸❪✱ ❬✷✹❪✮✳ ■♥ ❬✷✼❪ ❈♦❧❞✐♥❣

❛♥❞ ▼✐♥✐❝♦③③✐ ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ s✉r❢❛❝❡M2 s❛t✐s❢②✐♥❣ q✉❛❞r❛t✐❝ ❛r❡❛ ❣r♦✇t❤

V ol(Br) ≤ Cr2 ✭✶✳✷✽✮

♠✉st ❜❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝✱ ✇❤❡r❡ Br ❞❡♥♦t❡ ❛♥ ✐♥tr✐♥s✐❝ ✭❣❡♦❞❡s✐❝✮ ❜❛❧❧ ✐♥ M2✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱

✐t ✇❛s s❤♦✇❡❞ ✐♥ ❬✸✵❪ ❜② ❈❛♦ ❛♥❞ ❩❤♦✉ t❤❛t ✐♥ ❛ s❝❤r✐♥❦✐♥❣ ❣r❛❞✐❡♥t ❘✐❝❝✐ s♦❧✐t♦♥

t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❝♦♥st❛♥t C > 0 t❤❛t s❛t✐s✜❡s ✭✶✳✷✽✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧❧ 2✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

s❝❤r✐♥❦✐♥❣ ❣r❛❞✐❡♥t ❘✐❝❝✐ s♦❧✐t♦♥s M2 ♠✉st ❜❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝✳ ❲❤❡♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞

✐s p✲♣❛r❛❜♦❧✐❝✱ ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦❞❡s✐❝ ❜❛❧❧s ✐s ❜♦✉♥❞❡❞

❜② ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ❛t ♠♦st p ✐♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❈♦♠♣❛❝t ♠❛♥✐❢♦❧❞s

❛r❡ tr✐✈✐❛❧❧② p✲♣❛r❛❜♦❧✐❝s ❢♦r ❛❧❧ 1 ≤ p < ∞✱ ❛s ✇❡❧❧ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡

♠❛♥✐❢♦❧❞s✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ p = 2 ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞ ❧✐♥❦✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧

❛r❡❛s✱ ♥❛♠❡❧② ❣❡♦♠❡tr②✱ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✭❬✸✹❪ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❞❡❡♣ s✉r✈❡② ♦♥ t❤✐s

t♦♣✐❝✮✳ ■♥ ❬✻✷❪✱ ❚r♦②❛♥♦✈ st✉❞✐❡❞ ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❢ ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ♠❛♥✐❢♦❧❞s r❡❧❛t❡❞ t♦

t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧ t❤❡♦r② ♦❢ t❤❡ p✲▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✐ts ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ♦r

❤②♣❡r❜♦❧✐❝ t②♣❡✳

▲❡t Mn ❜❡ ❛ ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛♥❞ Br ❛ ❣❡♦❞❡s✐❝ ❜❛❧❧ ♦❢ r❛❞✐✉s r ❛❜♦✉t ❛

✜①❡❞ ♣♦✐♥t a✳ ❋♦r 0 < r < R ❧❡t Ar,R ❜❡ t❤❡ ❣❡♦❞❡s✐❝ ❛♥♥✉❧✉s✿

Ar,R := BR − Br.

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠


















∆pw = 0 in Ar,R

w ≡ 0 on ∂Br

w ≡ 1 on ∂BR,

✭✶✳✷✾✮

❛♥❞ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ w = wr,R t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✶✳✷✾✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞ p✲❤❛r♠♦♥✐❝ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢

∂BR ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ Ar,R✳ ❚❤❡ p−❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♥♥✉❧✉s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

CappAr,R :=

∫

Ar,R

|∇wr,R|p. ✭✶✳✸✵✮

❲❡ s❛② t❤❛t Mn ✐s p−♣❛r❛❜♦❧✐❝ ✐❢✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢

lim
R→∞

Capp(r, R) = 0.
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■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ✇❡ ❡♥✉♥❝✐❛t❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶ ♦❢ ❬✻✷❪✱ ✇❤❡r❡ ❚r♦②❛♥♦✈ ♣r♦✈✐❞❡s

❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ t♦ t❤❡ p−♣❛r❛❜♦❧✐❝✐t② ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ 1

❜② ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❝♦♠♣❛❝t s✉♣♣♦rt ❛♥❞ s♠❛❧❧ p−❡♥❡r❣②✳ ❚❤✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♥

✐♠♣♦rt❛♥t t♦♦❧ ❢♦r ♦✉r r❡s✉❧ts✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✹✳✶ ❆ ♠❛♥✐❢♦❧❞ M ✐s ♣✲♣❛r❛❜♦❧✐❝ ✐❢✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡q✉❡♥❝❡

♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s uj ∈ C1
0(M) s✉❝❤ t❤❛t 0 ≤ uj ≤ 1✱ uj → 1 ✉♥✐❢♦r♠❧② ♦♥ ❡✈❡r② ❝♦♠♣❛❝t

s✉❜s❡t ♦❢ M ❛♥❞
∫

M

|∇uj|pdM → 0.

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛♣❡r✱ ❚r♦②❛♥♦✈ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ❛ ♠❛♥✐❢♦❧❞

✐s p−♣❛r❛❜♦❧✐❝ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥♦♥✲❝♦♥st❛♥t ♣♦s✐t✐✈❡ p−s✉♣❡r❤❛r♠♦♥✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❚❤✐s ❧❛st ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✐s t❤❡ ♠♦st ❦♥♦✇♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛❜♦✉t p−♣❛r❛❜♦❧✐❝✐t②✳

✶✳✹✳✶ ❆ ▲✐♦✉✈✐❧❡ t②♣❡ r❡s✉❧t ❢♦r p−♣❛r❛❜♦❧✐❝ ♠❛♥✐❢♦❧❞s

❘❡s✉❧ts ♦❢ ♣❛r❛❜♦❧✐❝✐t② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❢♦r ♠❛♥② ❛✉t❤♦rs s✉❝❤ ❛s ●r✐❣♦r②❛♥

❬✸✹❪ ❛♥❞ P✐❣♦❧❛✱ ❘✐❣♦❧✐✱ ❛♥❞ ❙❡tt✐ ❬✺✹❪✳ ■♥ ❬✻✶❪ ❙❝❤♦❡♥ ❛♥❞ ❨❛✉ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ✐❢ M ✐s

❛ ♦r✐❡♥t❡❞✱ ❝♦♠♣❧❡t❡✱ ♥♦♥✲❝♦♠♣❛❝t ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✇✐t❤ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❘✐❝❝✐ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❛♥❞

u :M → R ✐s ❛ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡✱ ✐♥t❡❣r❛❜❧❡✱ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t

u∆u ≥ 1

2
|∇u|2 on M, ✭✶✳✸✶✮

t❤❡♥ u ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ③❡r♦✳ ❘❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ p✲♣❛r❛❜♦❧✐❝ ♠❛♥✐❢♦❧❞s ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡

❝♦♠♣❛❝t ♦♥❡s✱ ✇❡ ♣r♦✈❡❞ ❛ ❙❝❤♦❡♥✲❨❛✉ t②♣❡ t❤❡♦r❡♠ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt ♦❢

t❤❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞s t❤❛t s❛t✐s✜❡s ✭✶✳✸✶✮ ❛s ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❜❡❧♦✇ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✹✳✸✳ ■t ✐s ✇♦rt❤

t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❞r♦♣ ♦✉t s♦♠❡ ❤✐♣♦t❤❡s✐s ✐♥ ❝♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ❙❝❤♦❡♥ ❛♥❞

❨❛✉ r❡s✉❧t✳ ❋♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ✇❡ ✇❡r❡ ✐♥s♣✐r❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐❞❡❛s ♦❢ ❆❧í❛s ❛♥❞ P❛❧♠❡r ❬✶✷❪✳

▲❡♠♠❛ ✶✳✹✳✷ ▲❡t M ❜❡ ❛ ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛♥❞ ❧❡t u ∈ C2(M) ❜❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t

s❛t✐s✜❡s

u∆pu ≥ 0

♦♥ M ✳ ❚❤❡♥ ❢♦r 0 < r < R

∫

Br

u∆pu ≤ (p− 1)p−1Capp(r, R) sup
BR

up,

✇❤❡r❡ 1 < p <∞.

✶✺



Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ξ ∈ C∞
0 (BR). ❚❤❡♥✱

0 =

∫

BR

Div(ξαu|∇u|p−2∇u)dBR

=

∫

BR

ξαu∆pu+ ξα〈∇u,∇u〉|∇u|p−2 + αξα−1u|∇u|p−2〈∇ξ,∇u〉.

❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s
∫

BR

ξαu∆pu+ ξα|∇u|p = −α
∫

BR

ξα−1u〈∇ξ, |∇u|p−2∇u〉

≤ α

∫

BR

|ξα−1u||∇u|p−2〈∇ξ,∇u〉

≤ α

∫

BR

|ξα−1u|∇u|p−1|∇ξ|.

❯s✐♥❣ ❨❛♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
∫

BR

ξαu∆pu+ ξα|∇u|p ≤ α

pβp

∫

BR

up|∇ξ|p + αβq

q

∫

BR

ξ(α−1)q|∇u|p

❍❡♥❝❡
∫

BR

ξαu∆pu ≤ α

pβp

∫

BR

up|∇ξ|p +
∫

BR

|∇u|p
(

αβq

q
ξ(α−1)q − ξα

)

=
α

pβp

∫

BR

up|∇ξ|p +
∫

BR

|∇u|pξα
(

αβq

q
ξα(q−1)−q − 1

)

. ✭✶✳✸✷✮

❚❛❦✐♥❣ α = p ❛♥❞ β = (p− 1)
1−p
p t❤❡ ❧❛st t❡r♠ ♦❢ ✭✶✳✸✷✮ ✈❛♥✐s❤❡s✳ ❚❤✉s✱

∫

BR

ξαu∆pu ≤ (p− 1)(p−1)

∫

BR

up|∇ξ|p ≤ (p− 1)(p−1) sup
BR

up
∫

BR

|∇ξ|p.

❉❡✜♥❡ ξ ❜②

ξ(x) =







1, x ∈ Br

1− wr,R, x ∈ Ar,R

◆♦t❡ t❤❛t ξ ✐s ♥♦t s♠♦♦t❤✱ ❜✉t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❙♦✱
∫

Br

u∆pu ≤ (p− 1)p−1Capp(r, R) sup
BR

up

❛s ❞❡s✐r❡❞✳

✶✻



❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✹✳✸ ▲❡t M ❜❡ ❛ p−♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ♠❛♥✐❢♦❧❞✳ ■❢ u ∈ C2(M) ✐s s✉❝❤

t❤❛t supBR
up <∞ s❛t✐s❢②✐♥❣

u∆pu ≥ α|∇u|p

❢♦r s♦♠❡ α > 0 ❛♥❞ 1 < p <∞✱ t❤❡♥ u ♠✉st ❜❡ ❝♦♥st❛♥t ♦♥ Br.

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r 0 < r < R. ❙✐♥❝❡ u∆pu ≥ α|∇u|p ≥ 0 ✇❡ ❤❛✈❡ ❜② ▲❡♠♠❛ ✶✳✹✳✷✱

α

∫

Br

|∇u|p ≤
∫

Br

≤ α(p− 1)p−1Capp(r, R) sup
BR

up.

❚❛❦✐♥❣ R → ∞ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❛t M ✐s p−♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❛♥❞ supBR
up <∞, ✇❡ ♦❜t❛✐♥

∫

Br

|∇u|p = 0.

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✉ ✐s ❝♦♥st❛♥t ♦♥ Br.

✶✳✹✳✷ ❆ ♣✲♣❛r❛❜♦❧✐❝✐t② ❝r✐t❡r✐✉♠ ❢♦r ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ✐♥ ●❘❲

❆ ●❘❲ s♣❛❝❡t✐♠❡ ✐s s♣❛t✐❛❧❧② ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❝♦✈❡r❡❞ ✐❢ ✐ts ✉♥✐✈❡rs❛❧ ▲♦r❡♥t③✐❛♥ ❝♦✈❡r✐♥❣

✐s s♣❛t✐❛❧❧② ♣❛r❛❜♦❧✐❝✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✐❢ M̃ ✐s t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ❝♦✈❡r ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r

M ✱ t❤❡♥ −I ×ρ M̃ ✐s t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ▲♦r❡♥t③✐❛♥ ❝♦✈❡r✐♥❣ ♦❢ ♦❢ −I ×ρ M ✳

❚❤❡ ♥❡①t r❡s✉❧t ✭❚❤❡♦r❡♠ ✸ ♦❢ ❬✺✼❪✮ ♣r♦✈✐❞❡s s♦♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t tr❛♥s♠✐t t❤❡

♣❛r❛❜♦❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r t♦ t❤❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✹✳✹ ▲❡t ψ : Σn → −I ×ρ M
n ❜❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ✐♥ ❛ s♣❛t✐❛❧❧②

♣❛r❛❜♦❧✐❝ ●❘❲ s♣❛❝❡t✐♠❡✳ ■❢ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❛♥❣❧❡ ♦❢ Σn ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛r♣✐♥❣

❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ Σn s❛t✐s✜❡s✿

✭✐✮ sup ρ <∞ ❛♥❞

✭✐✐✮ inf ρ > 0;

t❤❡♥✱ Σn ✐s ♣❛r❛❜♦❧✐❝✳

■♥s♣✐r❡❞ ✐♥ t❤✐s r❡s✉❧t ✇❡ ✇❡r❡ ❡♥❝♦✉r❛❣❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ❛ p−♣❛r❛❜♦❧✐❝✐t② ❝r✐t❡r✐✉♠ ❢♦r

❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ✐♠♠❡rs❡❞ ✐♥ ●❘❲✳ ❋♦r t❤✐s ❧❡t ✉s ♣r❡s❡♥t t❡r♠✐♥♦❧♦❣② ♦❢ ❘✐r♠❛♥♥✐❛♥

♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡❞ ✐♥ ❬✻✷❪✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✹✳✺ ❆ ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❤❛s ❜♦✉♥❞❡❞ ❣❡♦♠❡tr② ✐❢ ✐t ✐s ❤❛s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡

✐♥❥❡❝t✐✈✐t② r❛❞✐✉s ❛♥❞ ✐ts ❘✐❝❝✐ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠ ❜❡❧❧♦✇✳

✶✼



❊①❛♠♣❧❡ ✶✳✹✳✻ ❈♦♠♣❛❝t ♠❛♥✐❢♦❧❞s✱ ❛♥❞ ❛♥② ❘✐❡♠❛♥♥ ❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡ ♦❢ ❛ ♠❛♥✐❢♦❧❞

✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❡❞ ❣❡♦♠❡tr② ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜♦✉♥❞❡❞ ❣❡♦♠❡tr②✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐❢ M ✐s ❛ ♠❛♥✐❢♦❧❞

✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❡❞ ❣❡♦♠❡tr②✱ t❤❡♥ M ✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦♠♣❧❡t❡✳

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❣✐✈❡♥ t✇♦ ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ♠❛♥✐❢♦❧❞s (M, g) ❛♥❞ (M ′, g′)✱ ❛ ❞✐❢❡♦♠♦r♣❤✐s♠

ϕ :M →M ′ ✐s ❛ q✉❛s✐✲✐s♦♠❡tr② ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t c ≥ 1 s✉❝❤ t❤❛t

c−1|v|g ≤ |dϕ(v)|g′ ≤ c|v|,

❢♦r ❛❧❧ v ∈ TpM, p ∈M ✳ ■t❡♠ ✭❉✮ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✷ ♦❢ ❬✻✷❪ t❤❛t ❝❧❛✐♠s t❤❛t ✐❢ t✇♦ ♠❛♥✐✲

❢♦❧❞s ❛r❡ q✉❛s✐✲✐s♦♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❣❡♦♠❡tr②✱ t❤❡♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✐s p−♣❛r❛❜♦❧✐❝

✐❢ s♦ ✐s t❤❡ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡✳ ❚❤❡♥ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t Σn ❛♥❞ Mn ❛r❡ q✉❛s✐✲

✐s♦♠❡tr✐❝ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❜❡❧♦✇ r❡s✉❧t✳ ❇✉t t❤✐s q✉❛s✐✲✐s♦♠❡tr✐ ✐s ❛ss✉r❡❞ ❜②

❤②♣♦t❤❡s✐s ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✹✳✶ ♦❢ ❬✺✻❪✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✹✳✼ ▲❡t ψ : Σ → −I ×ρ M
n ❜❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ✐♠♠❡rs❡❞ ✐♥

❛ ●❘❲ s♣❛❝❡t✐♠❡ ✇❤♦s❡ ✜❜❡r ❛s ❜♦✉♥❞❡❞ ❣❡♦♠❡tr②✳ ■❢ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❛♥❣❧❡ ♦❢ Σn ✐s

❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛r♣✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ Σn s❛t✐s✜❡s✿

✭✐✮ sup ρ <∞ ❛♥❞

✭✐✐✮ inf ρ > 0;

t❤❡♥✱ Σn ✐s p−♣❛r❛❜♦❧✐❝ ✐❢✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✱ s♦ ✐s Mn✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✶✳✹✳✽ ▲❡t ψ : Σn → −I ×ρ M
n ❜❡ ❛ s♣❛❝❡❧✐❦❡ ❝♦♠♣❛❝t ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ s✉❝❤

t❤❛t inf ρ > 0 ♦♥ ✐t✳ ❙✉♣♣♦s❡ Mn ❤❛s ❜♦✉♥❞❡❞ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❚❤❡♥ Mn ✐s ♣✲♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❢♦r

❡✈❡r② (p ≥ 1)✳

Pr♦♦❢✳ ❙✐♥❝❡ ❝♦♠♣❛❝t ♠❛♥✐❢♦❧❞s ❛r❡ p−♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❢♦r p ≥ 1 ✭s❡❡ ❬✻✷❪✮ t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦❧❧♦✇s

❢r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✹✳✶✶✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✶✳✹✳✾ ▲❡t ψ : Σn → L
n+1✱ ✇❤❡r❡ L

n+1 ✐s t❤❡ ▲♦r❡♥t③✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ s♣❛❝❡✱ ❜❡ ❛

s♣❛❝❡❧✐❦❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❡❞ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❛♥❣❧❡✳ ❚❤❡♥ Σn

✐s p−♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❢♦r ❛❧❧ p ≥ n✳

Pr♦♦❢✳ ❙✐♥❝❡ Ln+k+1 ≡ R
n+k ×R1 ❛♥❞ R

n+k ✐s p✲♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❢♦r ❛❧❧ p ≥ n+ k✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s

❢r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✹✳✼✳

✶✽



✶✳✹✳✸ ❆ ♣✲♣❛r❛❜♦❧✐❝✐t② ❝r✐t❡r✐✉♠ ❢♦r s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞s ✐♥ ❙❙❙❚

■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ✇❡ ❡♥✉♥❝✐❛t❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✶ ♦❢ ❬✸✶❪ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝r✐t❡r✐✉♠ ❢♦r ❛

❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ✐♠♠❡rs❡❞ ✐♥ ❛ s♣❛t✐❛❧❧② ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❙❙❙❚ t♦ ❜❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✹✳✶✵ ▲❡t Mn ×ρ R1 ❜❡ ❛ s♣❛t✐❛❧❧② ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❙❙❙❚✳ ■❢ ψ : Σn →Mn ×ρ R1

✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ s♣❛❝❡❧✐❦❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ η =
〈N,K〉
ρ

✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ♦♥

✐t✱ t❤❡♥ Mn ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ Σn ✐s ♣❛r❛❜♦❧✐❝✳

❆s ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✹✳✼✱ ✇❡ ❥✉st ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ q✉❛s✐✲✐s♦♠❡tr② ❜❡t✇❡❡♥

Σn ❛♥❞ Mn+k t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✿

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✹✳✶✶ ▲❡t ψ : Σn →Mn+k ×ρ R1 ❜❡ ❛ s♣❛❝❡❧✐❦❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡

❢✉♥❝t✐♦♥ ρ2|∇h|2 ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ♦♥ ✐t✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t Σn ❛♥❞ Mn ❤❛✈❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❣❡♦♠❡tr②✳

❚❤❡♥ Σn ✐s ♣✲♣❛r❛❜♦❧✐❝ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ M ✐s ♣✲♣❛r❛❜♦❧✐❝✳

Pr♦♦❢✳ ❈♦♥s✐❞❡r π : πM ◦ψ : Σn →Mn✱ ✇❤❡r❡ πM :Mn+k×ρR1 →M ✐s t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧

♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❜❛s❡M ✳ ❋♦r ❛♥② t❛♥❣❡♥t ✈❡❝t♦r v ∈ X (Σ)✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③

✐♥❡q✉❛❧✐t② ✇❡ ❤❛✈❡✿

〈v, v〉 = 〈π∗v, π∗v〉M − ρ2〈h∗v, h∗v〉R
≥ 〈π∗v, π∗v〉M − ρ2|∇h|2〈v, v〉,

t❤❡♥

〈v, v〉 ≥ 1

1 + ρ2|∇h|2 〈π∗v, π∗v〉M ≥ c−1〈π∗v, π∗v〉M ,

✇❤❡r❡ c = supΣ(1 + ρ2|∇h|2)✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱

〈v, v〉 = 〈π∗v, π∗v〉M − ρ2〈h∗v, h∗v〉R ≤ c〈π∗v, π∗v〉M .

❚❤❡r❡❢♦r❡ Σn ❛♥❞ Mn ❛r❡ q✉❛s✐✲✐s♦♠❡tr✐❝✳ ❙✐♠✐❧❛r❧❧② t♦ ❈♦r♦❧❧❛r② ✶✳✹✳✽ ✇❡ ❤❛✈❡✿

❈♦r♦❧❧❛r② ✶✳✹✳✶✷ ▲❡t ψ : Σn → Mn+k ×ρ R1 ❜❡ ❛ s♣❛❝❡❧✐❦❡ ❝♦♠♣❛❝t s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞✳

❙✉♣♣♦s❡ Mn ❤❛s ❜♦✉♥❞❡❞ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❚❤❡♥ Mn ✐s ♣✲♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❢♦r ❡✈❡r② (p ≥ 1)✳

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ❈♦r♦❧❧❛r② ✶✳✹✳✾ ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✹✳✶✶✳

✶✾



✶✳✺ ❙t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ✐♥ s♣❛❝❡t✐♠❡s

◗✉❡st✐♦♥s ❛❜♦✉t st❛❜✐❧✐t② ✇❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ s❡tt✐♥❣ ❜② ❇❛r❜♦s❛

❛♥❞ ❞♦ ❈❛r♠♦ ✐♥ ❬✶✾❪ ❛♥❞ ❬✷✵❪✳ ■♥ t❤✐s ❧❛st ♣❛♣❡r✱ t❤❡② ♣r♦✈❡❞ t❤❛t s♣❤❡r❡s ❛r❡ t❤❡

♦♥❧② st❛❜❧❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ❢♦r t❤❡ ❛r❡❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳ ❋♦r t❤❡ ▲♦r❡♥t③✐❛♥ s❡tt✐♥❣✱ t❤❡

❝♦♥❝❡♣t ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❇❛rr♦s✱ ❇r❛s✐❧ ❛♥❞ ❈❛♠✐♥❤❛ ✐♥ ❬✶✽❪✳ ■♥ ❬✷✷❪

t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ❈▼❈ s♣❛❝❡❧✐❦❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ❛r❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ ✈♦❧✉♠❡✲

♣r❡s❡r✈✐♥❣ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳

▲❡t M
n+1

❜❡ ❛ s♣❛❝❡t✐♠❡ ❛♥❞ x : Σn →M
n+1

❜❡ ❛ s♣❛❝❡❧✐❦❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ N

✐ts ❢✉t✉r❡ ❞✐r❡❝t ●❛✉ss ♠❛♣✳

❆ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ x ✐s ❛ s♠♦♦t❤ ♠❛♣ X : Σn × (−ǫ, ǫ) →M
n+1

s❛t✐s❢②✐♥❣✿

✭✐✮ ❋♦r t ∈ (−ǫ, ǫ)✱ t❤❡ ♠❛♣ Xt : Σ → M ❣✐✈❡♥ ❜② Xt(p) = X(p, t) ✐s ❛ ✐♠♠❡rs✐♦♥

s✉❝❤ t❤❛t X0 = x❀

✭✐✐✮ ■❢ ∂Σ 6= ∅✱ Xt|∂Σ = x|∂Σ ❢♦r ❛❧❧ t ∈ (−ǫ, ǫ)✳

❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ X ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ ∂X
∂t

=

X (∂t)✳ ❙❡tt✐♥❣ g = −〈∂X
∂t
, N〉✱ ✇❡ ❣❡t

∂X

∂t
|Σ = gN +

(

∂X

∂t

)⊤

.

❲❡ ❝❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡ t❤❡ ❛r❡❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ X ✇✐t❤

A(t) = A(Xt) =

∫

Σ

dΣt,

❛♥❞ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✇✐t❤

V (t) =

∫

Σ×[0,t]

X∗(dM),

✇❤❡r❡ dΣt ✐s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ Σ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡tr✐❝ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② Xt✱ ❛♥❞ dM ✐s t❤❡

✈♦❧✉♠❡ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ M
n+1

✳ ❲❡ s❛② t❤❛t ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐s ✈♦❧✉♠❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ✐❢ V (t) = V (0)

❢♦r ❛❧❧ t ∈ (−ǫ, ǫ)✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ✜rst ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛❡ ❢♦r ❛r❡❛ ❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡

A′(0) = n

∫

Σ

HgdΣ ✭✶✳✸✸✮

V ′(0) =

∫

Σ

gdΣ. ✭✶✳✸✹✮

■t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

✷✵



∫

Σ
fdΣ = 0✱ f ∈ C∞(Σ)✱ f = 0 ♦♥ ∂Σ

✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✈♦❧✉♠❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ✈❛r✐❛t✐♦♥ X ✇❤♦s❡

✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ✜❡❧❞ ✐s ξ = fN ✳ ❆❧s♦✱ ✐t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t Σn ❤❛s ❝♦♥st❛♥t ♠❡❛♥ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✐❢✱

❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✱ A′(0) = 0 ❢♦r ❛❧❧ ✈♦❧✉♠❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✭s❡❡ ❬✷✷❪✮✳

❲❡ ✇✐s❤ t♦ ❡①t❡♥❞ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ❛❜♦✉t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❛r❡❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧

❢♦r ❛❧❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✭♥♦t ❥✉st t❤❡ ♦♥❡s ✇❤✐❝❤ ♣r❡s❡r✈❡ ✈♦❧✉♠❡✮✳ ■♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡

t❤❡ ❏❛❝♦❜✐ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦❢ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ X ❣✐✈❡♥ ❜②

Jλ(t) = A(t)− nλV (t).

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸ ✐♥ ❬✷✵❪ ❝❧❛✐♠s t❤❛t X ❤❛s ❝♦♥st❛♥t ♠❡❛♥ ❝✉r✈❛t✉r❡ H ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧②

✐❢ J ′
H(0) = 0 ❢♦r ❛❧❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳

❆♠♦♥❣ ❛❧❧ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤♦s❡ ✇❤✐❝❤ ❛r❡

❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ J ′′
H(0) ♠✉st ❜❡ ♥♦♥✲♣♦s✐t✐✈❡✳ ❚❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✶✽❪ ❣✐✈❡s ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r J ′′
H(0)✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✺✳✶ ▲❡tM
n+1

❜❡ ❛ ▲♦r❡♥t③✐❛♥ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛♥❞ x : Σn →M
n+1

❜❡ ❛ ❝❧♦s❡❞

s♣❛❝❡❧✐❦❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❤❛✈✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ♠❡❛♥ ❝✉r✈❛t✉r❡ H✳ ■❢ X : Σn× (−ǫ, ǫ) →M
n+1

✐s ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ x✱ t❤❡♥

J ′′
H(0) =

∫

Σ

f∆f − (Ric(N) + |A|2)f 2dΣ, ✭✶✳✸✺✮

✇❤❡r❡ Ric ✐s t❤❡ ❘✐❝❝✐ t❡♥s♦r ♦❢ M
n+1

✱ A ✐s t❤❡ s❤❛♣❡ ♦♣❡r❛t♦r ♦❢ t❤❡ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ❛♥❞

|A| ✐s t❤❡ ❍✐❧❜❡rt✲❙❝❤♠✐❞t ♥♦r♠ ♦❢ A ❛♥❞ f ✐s t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧

✜❡❧❞ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② st❛t❡❞ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❧❡❞ ✉s t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✺✳✷ ▲❡t ψ : Σn →M
n+1

❜❡ ❛♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ♠❡❛♥ ❝✉r✈❛t✉r❡

H✳ ❲❡ s❛② t❤❛t ψ ✐s st❛❜❧❡ ✐❢ ❢♦r ❡✈❡r② ❢✉♥❝t✐♦♥ f ∈ C∞
0 (Σ) t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t②

❤♦❧❞s✿
∫

Σ

f∆f − (Ric(N) + |A|2)f 2dΣ ≤ 0. ✭✶✳✸✻✮

❘❡♠❛r❦ ✶✳✺✳✸ ❆❧♦♥❣ t❤❡ ♠❛♥✉s❝r✐♣t ✇❡ ✇✐❧❧ s❡t

Q = Ric(N) + |A|2.

■❢ Q ≥ 0✱ t❤❡♥ ✐t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t❤❛t t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✶✳✸✻✮ ❤♦❧❞s tr✉❡✳

✷✶



❚❤❡ ♥❡①t ❧❡♠♠❛ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ❬✹✺❪ ▲❡♠♠❛ ✶✳ ❋♦r s❛❦❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✇❡ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡

❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✐t✳

▲❡♠♠❛ ✶✳✺✳✹ ▲❡t Σn → M
n+1

❜❡ ❛ ❈▼❈ s♣❛❝❡❧✐❦❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡✱ ✇❤❡r❡ M
n+1

✐s ❛

▲♦r❡♥t③✐❛♥ ♠❛♥✐❢♦❧❞✳ ■❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ u ∈ C∞(Σ) s✉❝❤ t❤❛t

∆u− (Ric(N) + |A|2)u ≤ 0, ✭✶✳✸✼✮

t❤❡♥ Σn ✐s st❛❜❧❡✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t ϕ ∈ C∞
0 (Σ) ❛♥❞ s❡t Q = Ric(N) + |A|2✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ η ∈ C∞

0 (Σ) s✉❝❤

t❤❛t ϕ = ηu✳ ❍❡♥❝❡✱
∫

Σ

ϕ∆ϕ−Qϕ2dΣ =

∫

Σ

ηu∆(ηu)−Qη2u2dΣ

=

∫

Σ

ηu(η∆u+ u∆η + 2〈∇u,∇η〉)−Qη2u2dΣ

=

∫

Σ

η2u(∆u−Qu) + ηu2∆η + 2ηu〈∇u,∇η〉dΣ

=

∫

Σ

η2u(∆u−Qu) + ηu2∆η +
1

2
〈∇u2,∇η2〉dΣ.

❖❜s❡r✈✐♥❣ t❤❛t

Div(u2∇η2) = 〈∇u2,∇η2〉+ u2∆η2

= 〈∇u2,∇η2〉+ 2ηu2∆η + 2u2|∇η|2,

❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❚❤❡♦r❡♠✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❧❛st t❡r♠ ♦❢ ✭✶✳✹✶✮ ❛♥❞ ✉s❡

❤②♣♦t❤❡s✐s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t✿
∫

Σ

ϕ∆ϕ−Qϕ2dΣ ≤
∫

Σ

ηu2∆η − ηu2∆η − u2|∇η|2dΣ ≤ 0.

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ Σn ✐s st❛❜❧❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✺✳✺ ▲❡t ψ : Σn → M
n+1

❜❡ ❛ ❈▼❈ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ s♣❛❝❡❧✐❦❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡✱

✇❤❡r❡ M
n+1

✐s ❛ ▲♦r❡♥t③✐❛♥ ♠❛♥✐❢♦❧❞✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❛♥② ❜♦✉♥❞❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ∈
C∞(M) ✐♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝r✐t❡r✐❛ ✭✶✳✸✻✮✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t uj ❜❡ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✹✳✶ ❛♥❞ fj = fuj✳ ❚❤❡♥

✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② fj ✐♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱

0 ≥
∫

Σ

fj∆(fj)−Qf 2
j dΣ

=

∫

Σ

ffj∆uj + fjuj∆f + 2ujf〈∇uj,∇f〉 −Qf 2
j dΣ. ✭✶✳✸✽✮

✷✷



❇② t❤❡ ●r❡❡♥ ❚❤❡♦r❡♠✿

0 =

∫

Σ

Div(ffj∇uj)dΣ

=

∫

Σ

ffj∆ujdΣ +

∫

Σ

〈∇(ffj),∇uj〉dΣ.

❙♦✱ r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦❢ ✭✶✳✸✽✮✱

0 ≥
∫

Σ

−〈∇(ffj),∇uj〉+ fjuj∆f + 2fj〈∇uj,∇f〉 −Qf 2
j dΣ

=

∫

Σ

−f 2〈∇uj,∇uj〉+ fjuj∆f −Qf 2
j dΣ. ✭✶✳✸✾✮

❙✐♥❝❡ f ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✱
∫

Σ
|∇uj|2dΣ → 0 ❛♥❞ uj → 1✱ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❧✐♠✐t ✐♥ ✭✶✳✸✾✮✱ t❤❡ ✜rst

t❡r♠ ❣♦❡s t♦ 0 ❛♥❞ ❜② t❤❡ ❉♦♠✐♥❛t❡❞ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s✿

∫

Σ

f∆f −Qf 2dΣ ≤ 0,

❛s ❞❡s✐r❡❞✳

✶✳✺✳✶ ❙t❛❜✐❧✐t② ❝r✐t❡r✐✉♠ ❢♦r ❈▼❈ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ✐♥ ●❘❲

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✸ ✐♥ ❬✹✶❪✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡ ✉s ❛

❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r ❛ ❈▼❈ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ✐♥ ❛ ●❘❲ s♣❛❝❡ t♦ ❜❡ st❛❜❧❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✺✳✻ ▲❡t Σn → −I ×ρ M
n ❜❡ ❛ ❈▼❈ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡✳

✭✐✮ ■❢ Hρ′ + ρ′′〈N, ∂t〉 ≥ 0✱ t❤❡♥ Σn ✐s st❛❜❧❡❀

✭✐✐✮ ■❢ Σn ✐s ♣❛r❛❜♦❧✐❝✱ ρ〈N, ∂t〉 ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞

Hρ′ + ρ′′〈N, ∂t〉 ≤ 0,

t❤❡♥ Σn ✐s st❛❜❧❡ ✐❢✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✱ Hρ′ + ρ′′〈N, ∂t〉 = 0❀

✭✐✐✐✮ ■❢ Σn ✐s ♣❛r❛❜♦❧✐❝✱ ρ〈N, ∂t〉 ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞

Hρ′ + ρ′′〈N, ∂t〉 < 0,

t❤❡♥ Σn ♠✉st ♥♦t ❜❡ st❛❜❧❡✳

Pr♦♦❢✳ ❋♦r ✐t❡♠ ✶✱ ❧❡t f = −ρ〈N, ∂t〉✳ ❯s✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✶✳✶✳✷ ❛♥❞ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱

∆f −Qf = −n(Hρ′ + ρ′′〈N, ∂t〉) ≤ 0.

✷✸



❚❤❡r❡❢♦r❡✱ s✐♥❝❡ f ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✱ ▲❡♠♠❛ ✶✳✺✳✹ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❛t Σn ✐s st❛❜❧❡✳

❋♦r ✐t❡♠ ✷✱ s✐♥❝❡ ρ〈N, ∂t〉 ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ Σn ✐s ♣❛r❛❜♦❧✐❝✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ρ〈N, ∂t〉 ✐♥
t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝r✐t❡r✐❛ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✺✳✺✮✳ ▼❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✳✶✳✷✱ ✇❡ ❣❡t

0 ≥
∫

Σ

f∆f −Qf 2dΣ =

∫

Σ

ρ〈N, ∂t〉n(Hρ′ + ρ′′〈N, ∂t〉)dΣ. ✭✶✳✹✵✮

❋r♦♠ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t Hρ′ + ρ′′〈N, ∂t〉 = 0✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠

✐t❡♠ ✶✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t❡♠ ✸ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✭✶✳✹✵✮✳

✶✳✺✳✷ ❙t❛❜✐❧✐t② ❝r✐t❡r✐✉♠ ❢♦r ❈▼❈ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ✐♥ ❙❙❙❚

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ♣r♦✈✐❞❡s ✉s t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❛s ❛ t♦♦❧ t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❈▼❈

❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ✐♥ st❛♥❞❛r❞ st❛t✐❝ s♣❛❝❡t✐♠❡s✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤✐s ❢❛❝t ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ♣r♦✈❡❞

✐♥ ❬✹✺❪✱ ❈♦r♦❧❧❛r② ✼✳

▲❡♠♠❛ ✶✳✺✳✼ ▲❡t ψ : Σn →Mn ×ρ R1 ❜❡ ❛ ❈▼❈ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡♥ Σn ✐s st❛❜❧❡✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t ϕ ∈ C∞
0 (Σ)✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ η ∈ C∞

0 (Σ) s✉❝❤ t❤❛t ϕ = ηΘ✳ ❍❡♥❝❡✱

∫

Σ

ϕ∆ϕ−Qϕ2dΣ =

∫

Σ

ηΘ∆(ηΘ)−Qη2Θ2dΣ

=

∫

Σ

ηΘ(η∆Θ+Θ∆η + 2〈∇Θ,∇η〉)−Qη2Θ2dΣ

=

∫

Σ

η2Θ(∆Θ−QΘ) + ηΘ2∆η + 2ηΘ〈∇Θ,∇η〉dΣ

=

∫

Σ

η2Θ(∆Θ−QΘ) + ηΘ2∆η +
1

2
〈∇Θ2,∇η2〉dΣ. ✭✶✳✹✶✮

❖❜s❡r✈✐♥❣ t❤❛t

Div(Θ2∇η2) = 〈∇Θ2,∇η2〉+Θ2∆η2

= 〈∇Θ2,∇η2〉+ 2ηΘ2∆η + 2Θ2|∇η|2,

❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❉✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❚❤❡♦r❡♠✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡♣❧❛❝❡ ✐♥ ✭✶✳✹✶✮ ❛♥❞ ✉s❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✳✸✮

✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t✿

∫

Σ

ϕ∆ϕ−Qϕ2dΣ ≤
∫

Σ

ηΘ2∆η − ηΘ2∆η −Θ2|∇η|2dΣ ≤ 0.

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ Σ ✐s st❛❜❧❡✳

✷✹



✶✳✻ ❙♦♠❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ❧❡♠♠❛s

■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❛❧❣❡❜r✐❝ ❧❡♠♠❛ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❤❡❧♣❢✉❧❧ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♦❢

♦❢ ♦✉r r❡s✉❧ts✳

▲❡♠♠❛ ✶✳✻✳✶ ❋♦r ❛ tr❛❝❡❧❡ss s②♠♠❡tr✐❝ n × n r❡❛❧ ♠❛tr✐① Φ ❛♥❞ ❛ ✈❡❝t♦r v ✐♥ t❤❡

s❛♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

〈Φv, v〉 ≤
(

n− 1

n

) 1

2

|Φ||v|2.

❚❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s ✐❢✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✱ Φ = 0 ♦r v = 0 ♦r v = λe1 ✇❤❡r❡ e1 ✐s t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r

❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❜✐❣❣❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡✱ ❛❧s♦ ✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡✱ α1 ♦❢ Φ✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡

❡✐❣❡♥s♣❛❝❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤✐s ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ✐s ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ Φ ❛s

Φ = |Φ|





√

n−1
n

0

0 −
√

1
n(n−1)

In−1



 .

Pr♦♦❢✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r {ej} ❛♥ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❢r❛♠❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③✐♥❣ Φ✱ t❤❛t ✐s✱ Φei = αiei

❢♦r s♦♠❡ α′
is ❛♥❞ v =

∑

i

λiei✳ ■♥✐t✐❛❧❧② ❧❡t ✉s ❛ss✉♠❡ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② t❤❛t

|Φ| = 1 ❛ss✉♠❡ ❛❧s♦ t❤❛t α1 ✐s t❤❡ ❜✐❣❣❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ Φ ✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡

✇❤❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❉❡♥♦t❡ |v|21 = |v|2 − v21 ❛♥❞ Q2
1 = |Φ|2 − α2

1✳

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ✉s✐♥❣ t❤❛t Φ ✐s tr❛❝❡❧❡ss ❛♥❞ t❤❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✇❡

♦❜t❛✐♥

|α1| = |
n
∑

i=2

αi| ≤ (n− 1)
1

2Q1 ✭✶✳✹✷✮

❊q✉✐✈❛❧❡♥t❧②

α2
1 ≤ (n− 1)(1− α2

1) ⇐⇒ α2
1 ≤

n− 1

n
✭✶✳✹✸✮

❙✐♥❝❡ α2
1 ≥ 1

n
✇❡ ❣❡t

Q2
1 = 1− α2

1 ≤ 1− 1

n
=
n− 1

n

✷✺



❚❤❡r❡❢♦r❡

〈Φv, v〉 =
∑

i

αiv
2
i

= α1v
2
1 +

∑

i 6=1

αiv
2
i

≤ α1v
2
1 +Q1|v|21

≤
√

n− 1

n
v21 +

√

n− 1

n
|v|21 ✭✶✳✹✹✮

≤
√

n− 1

n
|v|2.

✭✶✳✹✺✮

❋♦r t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② s✉♣♣♦s❡ |Φ| = 1 ❛♥❞ n > 2✳ ❆ss✉♠❡ 〈v, vj〉 6= 0✱ ❜② t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②

✭✶✳✹✹✮ ✇❡ ♠✉st ❤❛✈❡ α1 =
√

n−1
n

❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦❝❝✉rs t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ✐♥ ✭✶✳✹✷✮ ✇❤✐❝❤

♦❝❝✉rs ✐❢✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✱ ❛❧❧ α′
is ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❛♥ αj ❛r❡ ❡q✉❛❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐❢ v /∈ e⊥j t❤❡♥

Φ = ±





√

n−1
n

0

0 −
√

1
n(n−1)

In−1





■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r Vj ✐s ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✳ ▼♦r❡♦✈❡r v ∈ 〈e1〉✱ ♦t❤❡r✇❤✐s❡ |v|21 > 0 t❤❡♥ Q1 =
√

n−1
n

t❤❛t ♠❡❛♥s α2
1 =

1
n
❛♥ ❛❜s✉r❞ s✐♥❝❡ α2

1 =
n−1
n
✳

❆✣r♠❛t✐♦♥✿ v ∈ e⊥1 ❞♦❡s ♥♦t ♦❝❝✉r ✉♥❧❡ss v = 0✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t v ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦

❛♥② s♣❛❝❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t❤❡ ❜✐❣❣❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ Φ ✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✇❡ ✇♦✉❧❞

♣r♦❝❡❡❞ ❛s ❜❡❢♦r❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ |v|21 > 0 ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ Q1 =
√

n−1
n

✐t ♠❡❛♥s

α2
1 = 1

n
❛♥❞ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ α2

i = 1
n
✇❤❛t ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ s✐♥❝❡ v ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦

❛❧❧ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✇✐t❤ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡✳

❚❤❡ ♥❡①t r❡s✉❧t ✐s ❛♥ ❛✉①✐❧✐❛r② ❧❡♠♠❛ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❍♦♣❢✬s t❤❡♦r❡♠ ♦♥

❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❞✉❡ t♦ ❨❛✉ ✐♥ ❬✻✺❪✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ L1(Σ) ❞❡♥♦t❡s

t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ▲❡❜❡s❣✉❡ ✐♥t❡❣r❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ Σn✳

▲❡♠♠❛ ✶✳✻✳✷ ▲❡t u ❜❡ ❛ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ♠❛♥✐❢♦❧❞

Σn✱ s✉❝❤ t❤❛t ∆u ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ s✐❣♥ ♦♥ Σn✳ ■❢ |∇u| ∈ L1(Σ)✱ t❤❡♥ ∆u ✈❛♥✐s❤❡s

✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ♦♥ Σn✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬✺✸❪ ❜② P✐❣♦❧❛✱ ❘✐❣♦❧✐ ❛♥❞ ❙❡tt✐✳

▲❡♠♠❛ ✶✳✻✳✸ ▲❡t M ❜❡ ❛ p− ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ♠❛♥✐❢♦❧❞✳ ■❢ f s❛t✐s✜❡s ∆pf ≥ 0 ❛♥❞ |∇f | ∈
Lp(M), t❤❡♥ f ✐s ❝♦♥st❛♥t✳

✷✻



❈❤❛♣t❡r ✷

❘✐❣✐❞✐t② ♦❢ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❛♥❞ st❛❜❧❡ ❈▼❈

❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ✐♥ ●❘❲ s♣❛❝❡t✐♠❡s

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t♦ st✉❞② t❤❡ s✉♣♣♦rt ❢✉♥❝t✐♦♥ ρ〈N, ∂t〉 ♦❢ ❛ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡
✐♠♠❡rs❡❞ ✐♥ ●❘❲ s♣❛❝❡t✐♠❡ −I ×ρ M

n✱ ✇❤❡r❡ ρ ✐s t❤❡ ✇❛r♣✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ N ✐s t❤❡

♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ t♦ t❤❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ∂t ✐s t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ✉♥✐t t✐♠❡❧✐❦❡ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞✳

❚❤❡ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞s N ❛♥❞ ∂t ❛r❡ t✇♦ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♦❜s❡r✈❡rs ❛♥❞ t❤❡ q✉❛♥t✐t②

v =
N∗

cosh θ
,

✇❤❡r❡ N∗ ✐s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✜❜❡r ❛♥❞ θ ✐s t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ N ❛♥❞

∂t✱ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② t❤❛t ∂t ♠❡❛s✉r❡s ❢♦r N ✳ ❆❧♦♥❣ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ✇✐❧❧ s✉♣♣♦s❡ t❤❡

s✉♣♣♦rt ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✳ P❤②s✐❝❛❧❧②✱ t❤✐s s✉♣♦s✐t✐♦♥ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s♣❡❡❞

❢✉♥❝t✐♦♥ |v| = tanh θ ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ ❧✐❣❤t s♣❡❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ ❛ st✉❞② ❛❜♦✉t t❤❡ s✉♣♣♦rt ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❛♥❞ st❛❜❧❡

❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s✱ ✇❡ ✉s❡ s♦♠❡ ❝✉t✲♦✛ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝✐t② ✭s❡❡ ❬✻✷❪✮

❥♦✐♥t ✇✐t❤ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦♣❡r❛t♦r✳

✷✳✶ ❍②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ✐♥ ●❘❲ s♣❛❝❡t✐♠❡s

■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ r❡s✉❧t t❤❛t ❣✐✈❡s ✉s ❛ ❝r✐t❡r✐✉♠ ❢♦r ❛ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡

✐♠♠❡rs❡❞ ✐♥ −I ×ρ M
n t♦ ❜❡ ❛ s❧✐❝❡✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶ ✐♥ ❬✼❪✱

✇❤❡r❡ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ❣✐✈❡♥ ❛ ●❘❲ s♣❛t✐❛❧❧② ❝❧♦s❡❞ s♣❛❝❡t✐♠❡ ✇❤♦s❡ ✜❜❡r ❤❛s



s❡❝t✐♦♥❛❧ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ − log ρ ✐s ❝♦♥✈❡① ❛♥❞ Hρ′ ≤ 0✱ t❤❡♥ ❡✈❡r② ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡

✐♠♠❡rs❡❞ ♠✉st ❜❡ ❛ t♦t❛❧❧② ❣❡♦❞❡s✐❝ s❧✐❝❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶ ▲❡t ψ : Σn → −I ×ρ M
n ❜❡ ❛ ❈▼❈ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ s♣❛❝❡❧✐❦❡ ❤②♣❡rs✉r✲

❢❛❝❡✳ ■❢ (log ρ)′′ ≤ 0 ❛♥❞ ρ′H ≤ 0✱ t❤❡♥ ρ ✐s ❝♦♥st❛♥t ♦♥ Σn✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐❢ −I ×ρ M
n

✐s ❛ ♣r♦♣❡r ●❘❲ s♣❛❝❡t✐♠❡✱ t❤❡♥ Σn ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ s❧✐❝❡✳

Pr♦♦❢✳ ❋r♦♠ ✭✶✳✽✮ ❛♥❞ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱

∆ρ = −nρ
′2

ρ
+ ρ(log ρ)′′|∇h|2 − nρ′H〈N, ∂t〉 ≤ 0.

❙✐♥❝❡ Σn ✐s ♣❛r❛❜♦❧✐❝✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ρ ✐s ❝♦♥st❛♥t ♦♥ Σn✳ ■❢ −I ×ρM
n ✐s ♣r♦♣❡r✱ ρ′

❞♦❡s ♥♦t ✈❛♥✐s❤ ✐♥ ❛ ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧✱ t❤❡r❡❢♦r❡ Σn ♠✉st ❜❡ ❛ s❧✐❝❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✳✷ ▲❡t ψ : Σn → −I ×ρ M
n ❜❡ ❛ ❈▼❈ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ s♣❛❝❡❧✐❦❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡✳

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t Σn ✐s st❛❜❧❡✱ t❤❡ s✉♣♣♦rt ❢✉♥❝t✐♦♥ ρ〈N, ∂t〉 ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✱
∫

Σ

(Ric(N) + |A|2)ρ4〈N, ∂t〉4dΣ ≥ 0, ✭✷✳✶✮

❛♥❞

ρ′H + ρ′′〈N, ∂t〉 ≤ 0. ✭✷✳✷✮

❚❤❡♥ t❤❡ s✉♣♣♦rt ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥st❛♥t✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐❢ KG 6= 0✱ t❤❡♥ Σn ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥

❛ s❧✐❝❡ M × {t0} s✉❝❤ t❤❛t ρ′(t0) 6= 0✳

Pr♦♦❢✳ ■t❡♠ ✷ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✺✳✻ ②✐❡❧❞s ρ′H + ρ′′〈N, ∂t〉 = 0✳ ❙❡tt✐♥❣ f = ρ2〈N, ∂t〉2

❛♥❞ ✉s✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✶✳✶✳✷ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

∆f = 2fQ+ 2f |∇ρ〈N, ∂t〉|2. ✭✷✳✸✮

❯s✐♥❣ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✺✳✺ ❛♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✸✻✮ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿

0 ≥
∫

Σ

f∆f −Qf 2dΣ

=

∫

Σ

f 2Q+ 2f |∇(ρ〈N, ∂t〉)|2dΣ. ✭✷✳✹✮

❯s✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✭✷✳✶✮✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t

|∇(ρ〈N, ∂t〉)| ≡ 0.

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ Σn ❤❛s ❝♦♥st❛♥t s✉♣♣♦rt ❢✉♥❝t✐♦♥✳

✷✽



❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❧❛✐♠ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t KG 6= 0✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ A ✐s

✐♥✈❡rt✐❜❧❡✳ ❯s✐♥❣ ✭✶✳✾✮ ✇❡ ❣❡t

0 = ∇(ρ〈N, ∂t〉) = ρA∇h.

❚❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ∇h = 0✱ t❤❡r❡❢♦r❡ h ✐s ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ Σn ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ s❧✐❝❡

M×{t0}✳ ❘❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s❤❛♣❡ ♦♣❡r❛t♦r ♦❢ ❛ s❧✐❝❡ ✐♥ −I×ρM
n ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② A = −ρ′

ρ
I✱

✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ρ′(t0) 6= 0✳

■♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✳✷ ✇❡ ❛ss✉♠❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✳✶✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❡❛❦❡r t❤❛♥ ❚❈❈✳ ■♥ t❤❡

♥❡①t t❤❡♦r❡♠ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❚❈❈ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ ❛ str♦♥❣❡r r❡s✉❧t✱ s✐♥❝❡ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✾✮

t♦t❛❧❧② ❣❡♦❞❡s✐❝ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ❤❛✈❡ ❝♦♥st❛♥t s✉♣♣♦rt ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✳✸ ▲❡t ψ : Σn → −I ×ρ M
n ❜❡ ❛ ❈▼❈ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ s♣❛❝❡❧✐❦❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡✳

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❚❈❈ ❤♦❧❞s ♦♥ t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t✱ t❤❡ s✉♣♣♦rt ❢✉♥❝t✐♦♥ ρ〈N, ∂t〉 ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞

ρ′H + ρ′′〈N, ∂t〉 ≤ 0.

❚❤❡♥ Σn ✐s t♦t❛❧❧② ❣❡♦❞❡s✐❝ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ s✉♣♣♦rt ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥st❛♥t✳

Pr♦♦❢✳ ❙✐♥❝❡ ❚❈❈ ❤♦❧❞s✱ ❢r♦♠ ❘❡♠❛r❦ ✶✳✺✳✸✱ Σn ✐s st❛❜❧❡✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ r❡❛✲

s♦♥✐♥❣ ❛s ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✳✷✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ρ′H + ρ′′〈N, ∂t〉 = 0 ❛♥❞ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✮ ✇❡

❣❡t

0 ≥
∫

Σ

|A|2f 2 + 2|∇(ρ〈N, ∂t〉)|2dΣ ≥ 0.

❍❡♥❝❡✱ Σn ✐s t♦t❛❧❧② ❣❡♦❞❡s✐❝✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❧❛✐♠ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✭✶✳✾✮✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✶✳✹ ▲❡t ψ : Σn → −I ×ρM
n ❜❡ ❛ ❈▼❈ s♣❛❝❡❧✐❦❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ✐♠♠❡rs❡❞

✐♥t♦ ❛ s♣❛t✐❛❧❧② ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ●❘❲ s♣❛❝❡t✐♠❡✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❚❈❈ ❤♦❧❞s ♦♥ t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t✱ t❤❡

❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ N ❛♥❞ ∂t ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞

✭✐✮ sup ρ <∞❀

✭✐✐✮ inf ρ > 0 ❛♥❞

✭✐✐✐✮ ρ′H + ρ′′〈N, ∂t〉 ≤ 0✱

t❤❡♥ Σn ✐s t♦t❛❧❧② ❣❡♦❞❡s✐❝ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ s✉♣♣♦rt ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥st❛♥t✳

Pr♦♦❢✳ ■t❡♠s ✭✶✮ ❛♥❞ ✭✷✮ ❥♦✐♥t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❛♥❣❧❡ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞

♣r♦✈✐❞❡s ✭❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✹✳✹✮ t❤❛t Σn ✐s ♣❛r❛❜♦❧✐❝✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✳✸✳

✷✾



✷✳✷ ❍②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ✐♥ ▲♦r❡♥t③✐❛♥ ♣r♦❞✉❝ts

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ❝♦r♦❧❧❛r✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡

♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❈▼❈ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ✐♠♠❡rs❡❞ ✐♥ ▲♦r❡♥t③✐❛♥ ♣r♦❞✉❝ts −I ×Mn✳

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❢r♦♠ ❘❡♠❛r❦ ✶✳✺✳✸✱ ❡✈❡r② ❈▼❈ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ✐♥ t❤✐s ❛♠❜✐❡♥t ✐s st❛❜❧❡✳

❚❤✉s✱ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞r♦♣♣❡❞ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❢r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✹✳✹ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❛♥❣❧❡ ✐s

❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ●❘❲ ✐s s♣❛t✐❛❧❧② ♣❛r❛❜♦❧✐❝ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡

❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✷✳✶ ▲❡t ψ : Σn → −I×Mn ❜❡ ❛ ❈▼❈ s♣❛❝❡❧✐❦❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ✐♥ ❛ s♣❛t✐❛❧❧②

♣❛r❛❜♦❧✐❝ ▲♦r❡♥t③✐❛♥ ♣r♦❞✉❝t✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ N ❛♥❞ ∂t ✐s

❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞
∫

Σ

(RicM(N∗) + |A|2)〈N, ∂t〉4dΣ ≥ 0. ✭✷✳✺✮

❚❤❡♥ Σn ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❣❧❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ KG = 0✳

Pr♦♦❢✳ ❋r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✹✳✹ ✇❡ ❣❡t t❤❛t Σn ✐s ♣❛r❛❜♦❧✐❝✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✷✮ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❛t

Ric(N) = RicM(N∗).

❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✳✷ ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✳ ❚❤✉s Σn ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❣❧❡

❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡✳ ■❢ ✇❡ ❤❛❞ KG 6= 0✱ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦♣❡r❛t♦r A ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡✱ ❛♥❞ ❢r♦♠

✭✶✳✶✶✮ Σn ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ s❧✐❝❡✳ ❇✉t ❢r♦♠ ✭✶✳✻✮✱ ✐♥ t❤❡ ▲♦r❡♥t③✐❛♥ ♣r♦❞✉❝ts t❤❡ s❧✐❝❡s

❛r❡ t♦t❛❧❧② ❣❡♦❞❡s✐❝✱ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ KG = 0✳ ❆

str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✳✸✿

❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✷✳✷ ▲❡t ψ : Σ2 → L
3 ❜❡ ❛ ❈▼❈ s♣❛❝❡❧✐❦❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❡❞

❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❛♥❣❧❡✳ ❚❤❡♥ ✐t ♠✉st ❜❡ ❛ ♣❧❛♥❡✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦r♦❧❧❛r② ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② r❡s✉❧t r❡❧❛t❡❞ t♦ ✐t❡♠ ✷ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠

✸✳✼ ♦❢ ❬✹✵❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛✉t❤♦rs st✉❞✐❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❈▼❈ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ✐♥ ❛ ▲♦r❡♥t③✐❛♥

♣r♦❞✉❝t −I ×Mn s❛t✐s❢②✐♥❣

|∇h|2 ≤ α|A|2
(n− 1)k2

,

✇❤❡r❡ 0 < α < 1✱ ❛♥❞ KM ≥ −k2✱ ✇❤❡r❡ KM ✐s t❤❡ s❡t✐♦♥❛❧ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r✳ ■♥

t❤✐s s❛♠❡ ✇♦r❦ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❡①❤✐❜✐t❡❞ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ t❤❛t s❤♦✇s t❤❛t t❤✐s r❡s✉❧t ❝❛♥♥♦t ❜❡

❡①t❡♥❞❡❞ ❢♦r α = 1✳ ❋♦r t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ♠❛❦❡ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡

✐s ♣❛r❛❜♦❧✐❝✱ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✸✵



❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✷✳✸ ▲❡t ψ : Σn → −I ×Mn ❜❡ ❛ ❈▼❈ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ s♣❛❝❡❧✐❦❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡

s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s❡❝t✐♦♥❛❧ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ ✐ts ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ✜❜❡r Mn s❛t✐s✜❡s KM ≥ −k2 ❢♦r

s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t k ❛♥❞

|∇h|2 ≤ |A|2
(n− 1)k2

. ✭✷✳✻✮

t❤❡♥ Σn ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❣❧❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ KG = 0✳

Pr♦♦❢✳ ❋r♦♠ ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡

Ric(N) = RicM(N∗) ≥ −k2(n− 1)|N∗|2 = −k2(n− 1)|∇h|2.

❯s✐♥❣ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s

Ric(N) + |A|2 ≥ −(n− 1)k2|∇h|2 + |A|2 ≥ 0. ✭✷✳✼✮

❋r♦♠ ❘❡♠❛r❦ ✶✳✺✳✸✱ Σn ✐s st❛❜❧❡ ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✳✺✮ ✐s ✈❡r✐✜❡❞✳ ❚❤❡♥ t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦❧❧♦✇s

❢r♦♠ ❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✷✳✶✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✷✳✹ ▲❡t ψ : Σn → −I ×Mn ❜❡ ❛ ❈▼❈ ❝♦♠♣❛❝t s♣❛❝❡❧✐❦❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡✳

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t
∫

Σ

(RicM(N∗) + |A|2)〈N, ∂t〉4dΣ ≥ 0.

❚❤❡♥✱ Σn ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ s❧✐❝❡ ♦❢ −I ×Mn✳

Pr♦♦❢✳ ❋r♦♠ ❬✻✷❪ ❝♦♠♣❛❝t ♠❛♥✐❢♦❧❞s ❛r❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝✳ ❙✐♥❝❡ Σn ✐s ❝♦♠♣❛❝t✱ t❤❡ ❤②♣❡r✲

❜♦❧✐❝ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ N ❛♥❞ ∂t ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✳ ❇② ❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✶✳✷ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t Σn ✐s ❛

❝♦♥st❛♥t ❛♥❣❧❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣♦✐♥t x ∈ Σn ✇❤❡r❡ h ❛tt❛✐♥s

❛ ♠❛①✐♠✉♠✳ ❍❡♥❝❡✱

∇h(x) = 0.

❙✐♥❝❡

|∇h|2 = −1 + 〈N, ∂t〉2,

❛♥❞ 〈N, ∂t〉 ✐s ❝♦♥st❛♥t✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t |∇h| ≡ 0✱ ❛♥❞ Σn ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ s❧✐❝❡✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳✷✳✺ ❊①❛♠♣❧❡ ✻✳✵✳✻ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❛❝✐t② ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞r♦♣♣❡❞ ♦✉t ♦❢ t❤❡

❤②♣♦t❤❡s✐s ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦r♦❧❧❛r②✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✷✳✻ ▲❡t ψ : Σn → −I ×Mn ❜❡ ❛ ❈▼❈ s♣❛❝❡❧✐❦❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ✐♠♠❡rs❡❞

✐♥t♦ ❛ s♣❛t✐❛❧❧② ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ●❘❲ s♣❛❝❡t✐♠❡✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❚❈❈ ❤♦❧❞s ♦♥ t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t ❛♥❞

t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ N ❛♥❞ ∂t ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✳ ❚❤❡♥ Σn ✐s t♦t❛❧❧② ❣❡♦❞❡s✐❝ ❛♥❞ ❤❛s

❝♦♥st❛♥t ❛♥❣❧❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣♦✐♥t x0 ∈ Σn s✉❝❤ t❤❛t RicM(x0) > 0✱ t❤❡♥

Σn ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ s❧✐❝❡✳

✸✶



Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ✜rst ❝❧❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦r♦❧❧❛r② ❛❜♦✈❡ ✐s ❛ str❛✐❣❤t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠

✷✳✶✳✸✳ ❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❧❛✐♠ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❢r♦♠ ✭✶✳✶✶✮

∇〈N, ∂t〉 = A∇h = 0.

❚❤❡♥✱ ✉s✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✶✳✶✳✷ ❛♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✷✮✱

0 = ∆〈N, ∂t〉

= Ric(N)〈N, ∂t〉

= RicM(N∗)〈N, ∂t〉. ✭✷✳✽✮

❙✐♥❝❡ ❜② ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣♦✐♥t x0 ∈ Σn s✉❝❤ t❤❛t RicM(x0) > 0✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s

❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ U ♦❢ x0 s✉❝❤ t❤❛t RicM > 0 ✐♥ U ✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✽✮ ②✐❡❧❞s N∗ ≡ 0 ✐♥

U ✳ ❇② t❤❡ ❯♥✐q✉❡ ❈♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ✭s❡❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✽ ♦❢ ❬✸✾❪✮ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t

N∗ ≡ 0 ✐♥ Σn✱ t❤❡r❡❢♦r❡ Σn ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ s❧✐❝❡✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✷✳✼ ▲❡t ψ : Σ2 → L
3 ❜❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ s♣❛❝❡❧✐❦❡ s✉r❢❛❝❡ ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❡❞ ❣❡♦♠✲

❡tr② ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❛♥❣❧❡✳ ❚❤❡♥ Σ2 ♠✉st ❜❡ ❛ ♣❧❛♥❡✳

Pr♦♦❢✳ ❙✐♥❝❡ Σ2 ❤❛s ❜♦✉♥❞❡❞ ❣❡♦♠❡tr②✱ ❢r♦♠ ❈♦r♦❧❧❛r② ✶✳✹✳✾ ✇❡ ❣❡t t❤❛t Σ2 ✐s

♣❛r❛❜♦❧✐❝✳ ❋r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✳✸ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t Σ2 ♠✉st ❜❡ t♦t❛❧❧② ❣❡♦❞❡s✐❝✱ t❤❡r❡❢♦r❡

♠❛①✐♠❛❧✳ ❋r♦♠ t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❈❛❧❛❜✐✲❇❡rst❡✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ❬✺✺❪✱ ✐t ♠✉st ❜❡ ❛ ♣❧❛♥❡✳

✷✳✸ ❙✉r❢❛❝❡s ✐♥ −I ×M 2

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ❛❜♦✉t ❈▼❈ s✉r❢❛❝❡s ✐♠♠❡rs❡❞ ✐♥ ❛ s♣❛t✐❛❧❧② ♣❛r❛❜♦❧✐❝

▲♦r❡♥t③✐❛♥ ♣r♦❞✉❝t s♣❛❝❡ −I ×M2✳ ❇❡❢♦r❡ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦r♦❧❧❛r✐❡s✱ ❧❡t ✉s ♠❛❦❡ ❛

❜r✐❡❢ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✉t ●❛✉ss ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r s✉r❢❛❝❡s ✐♥ −I ×M2✳

❚❤❡ ●❛✉ss ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ ❛ s♣❛❝❡❧✐❦❡ s✉r❢❛❝❡ Σ2 ✐♥ −I ×M2 ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❡r♠s

♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦♣❡r❛t♦r A ❛♥❞ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ −I ×M2 ❜② t❤❡ ●❛✉ss ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤

✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

KΣ = K +KG, ✭✷✳✾✮

✇❤❡r❡ K(p)✱ p ∈ Σ2 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡❝t✐♦♥❛❧ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✐♥ −I ×M2 ♦❢ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ♣❧❛♥❡

dψp(Tp(Σ))✱ KΣ st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ●❛✉ss ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ Σ ❛♥❞ KG t❤❡ ●❛✉ss✲❑r♦♥❡❝❦❡r

❝✉r✈❛t✉r❡✳

✸✷



❲❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❡q✉❛t✐♦♥

|A|2 = 4H2 − 2KG. ✭✷✳✶✵✮

❚❤✐s ❡q✉❛❧✐t② ❥♦✐♥t ✇✐t❤ ❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✷✳✶ ♣r♦✈✐❞❡s t❤✐s str❛✐❣❤t ❝♦r♦❧❧❛r②✿

❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✸✳✶ ▲❡t ψ : Σ2 → −I×M2 ❜❡ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ s✉r❢❛❝❡ ✐♠♠❡rs❡❞ ✐♥t♦ ❛ s♣❛t✐❛❧❧②

♣❛r❛❜♦❧✐❝ ▲♦r❡♥t③✐❛♥ ♣r♦❞✉❝t✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ N ❛♥❞ ∂t ✐s

❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞
∫

Σ

(K(N) + |A|2)〈N, ∂t〉4dΣ ≥ 0. ✭✷✳✶✶✮

t❤❡♥ Σ2 ✐s ❛ t♦t❛❧❧② ❣❡♦❞❡s✐❝ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ N

❛♥❞ ∂t ✐s ❝♦♥st❛♥t✳

■♥ ❬✸❪ ❆✳ ▲✳ ❆❧❜✉❥❡r ❛♥❞ ▲✳ ❏✳ ❆❧í❛s ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ s✉r❢❛❝❡

M2 ❤❛s ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ●❛✉ss ❝✉r✈❛t✉r❡✱ ❛♥② ❝♦♠♣❧❡t❡ ♠❛①✐♠❛❧ s✉r❢❛❝❡ ✐♥ −I × M2

♠✉st ❜❡ t♦t❛❧❧② ❣❡♦❞❡s✐❝✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ✐❢ M2 ✐s ♥♦♥✲✢❛t✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t s✉❝❤ ❛

s✉r❢❛❝❡ ♠✉st ❜❡ ❛ s❧✐❝❡✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧t ❢♦r ❈▼❈ ❝♦♠♣❧❡t❡

s✉r❢❛❝❡s✳ ❲❡ ❝❛♥ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧✐t② ❜② ❜♦✉♥❞❡♥❡ss ♦♥ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞

♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ t❤❡s✐s✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✸✳✷ ▲❡t ψ : Σ2 → −I ×M2 ❜❡ ❛ ❈▼❈ ❝♦♠♣❧❡t❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t

KM ≥ 0 ❛♥❞ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ N ❛♥❞ ∂t ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✳ ❚❤❡♥ Σ2 ✐s ❛ t♦t❛❧❧②

❣❡♦❞❡s✐❝ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❛♥❣❧❡ ✐s ❝♦♥st❛♥t✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐❢ M2 ✐s ♥♦♥✲✢❛t✱

t❤❡♥ Σ2 ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ s❧✐❝❡✳

Pr♦♦❢✳ ❋r♦♠ ❬✸✻❪ ❝♦♠♣❧❡t❡ s✉r❢❛❝❡s ✇✐t❤ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ●❛✉ss ❝✉r✈❛t✉r❡ ❛r❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝✱

t❤❡♥ M2 ✐s ♣❛r❛❜♦❧✐❝✳ ❙✐♥❝❡ 〈N, ∂t〉 ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✱ ❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✷✳✻ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ r❡s✉❧t✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦r♦❧❧❛r② ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ r❡s✉❧t t♦ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷ ✐♥ ❬✹✹❪ ❢♦r

t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ s❡tt✐♥❣✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✸✳✸ ▲❡t ψ : Σ2 → −I ×M2 ❜❡ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ s✉r❢❛❝❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡

●❛✉ss ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ ✐ts ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ✜❜❡r M2 s❛t✐s✜❡s KM ≥ −k2 ❢♦r s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t k

❛♥❞

|∇h|2 ≤ |A|2
k2

. ✭✷✳✶✷✮

t❤❡♥ Σ2 ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ s❧✐❝❡ ♦❢ −I ×M2✳

Pr♦♦❢✳ ❙✐♥❝❡ ✭✷✳✶✷✮ ✐♠♣❧✐❡s ✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✳✶✶✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢r♦♠ ❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✸✳✶ t❤❛t Σ2

✐s ❛ t♦t❛❧❧② ❣❡♦❞❡s✐❝ s✉r❢❛❝❡✳ ❋r♦♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✳✶✷✮ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t ∇h = 0✱ ❤❡♥❝❡ Σ2 ✐s

❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ s❧✐❝❡✳

✸✸



✷✳✹ ◆♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ❈❛❧❛❜✐✲❇❡rst❡✐♥ t②♣❡ r❡s✉❧ts

❢♦r ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ✐♥ ●❘❲

❚❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✸ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❣❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝

✈❡rs✐♦♥s ♦❢ s♦♠❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✹✳✶ ▲❡t Σn(u) ❜❡ ❛ s♣❛❝❡❧✐❦❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❍✲❣r❛♣❤ ♦✈❡r M ✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t

Σn(u) ✐s st❛❜❧❡✱ t❤❡ s✉♣♣♦rt ❢✉♥❝t✐♦♥ ρ〈N, ∂t〉 ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✱
∫

Σ

(Ric(N) + |A|2)ρ4〈N, ∂t〉4dΣ ≥ 0, ✭✷✳✶✸✮

❛♥❞

ρ′H + ρ′′〈N, ∂t〉 ≤ 0.

❚❤❡♥ Σn(u) ❤❛s ❝♦♥st❛♥t s✉♣♣♦rt ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐❢ KG 6= 0✱ t❤❡♥ u ✐s ❝♦♥st❛♥t✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✹✳✷ ▲❡t Σn(u) ❜❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ s♣❛❝❡❧✐❦❡ ❍✲❣r❛♣❤ ♦✈❡rMn✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❚❈❈

❤♦❧❞s ♦♥ −I ×ρ M ✱ t❤❡ s✉♣♣♦rt ❢✉♥❝t✐♦♥ ρ〈N, ∂t〉 ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞

ρ′H + ρ′′〈N, ∂t〉 ≤ 0.

❚❤❡♥ Σn(u) ✐s t♦t❛❧❧② ❣❡♦❞❡s✐❝ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ s✉♣♣♦rt ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥st❛♥t✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✹✳✸ ▲❡t Σn(u) ❜❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ s♣❛❝❡❧✐❦❡ ❍✲❣r❛♣❤ ♦✈❡r Mn ✐♠♠❡rs❡❞ ✐♥t♦ ❛

s♣❛t✐❛❧❧② ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ●❘❲ s♣❛❝❡t✐♠❡✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❚❈❈ ❤♦❧❞s ♦♥

−I ×ρ M ✱ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ N ❛♥❞ ∂t ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞

✭✐✮ sup ρ <∞❀

✭✐✐✮ inf ρ > 0 ❛♥❞

✭✐✐✐✮ ρ′H + ρ′′〈N, ∂t〉 ≤ 0✳

❚❤❡♥ Σn(u) ✐s t♦t❛❧❧② ❣❡♦❞❡s✐❝ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ s✉♣♣♦rt ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥st❛♥t✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✹✳✹ ▲❡t Σn(u) ❜❡ ❛ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ s♣❛❝❡❧✐❦❡ H−❣r❛♣❤ ♦✈❡r Mn✳ ▲❡t ✉s s✉♣♣♦s❡

t❤❛t Mn s❛t✐s✜❡s KM ≥ −k2 ❢♦r s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t k ❛♥❞

|∇u|2 ≤ |A|2
k2(n− 1) + |A|2

t❤❡♥ |∇u| ✐s ❝♦♥st❛♥t✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✹✳✺ ▲❡t Σn(u) ❜❡ ❛ ❝♦♠♣❛❝t s♣❛❝❡❧✐❦❡ H−❣r❛♣❤ ♦✈❡r Mn✳ ■❢ Σn(u) ✐s

st❛❜❧❡ ❛♥❞
∫

Σ

(Ric(N) + |A|2)〈N, ∂t〉4dΣ ≥ 0.

❚❤❡♥✱ u ✐s ❝♦♥st❛♥t✳

✸✹



◆♦✇ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❡rs✐♦♥s ❢♦r ❣r❛♣❤s ✐♥ −I ×M2✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✹✳✻ ▲❡t Σ2(u) ❜❡ ❛ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ♠❛①✐♠❛❧ ❣r❛♣❤ ♦✈❡r M2✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡

❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ N ❛♥❞ ∂t ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞

∫

Σ

(

KM
|∇u|2

1− |∇u|2 + |A|2
)

〈N, ∂t〉4dΣ ≥ 0. ✭✷✳✶✹✮

t❤❡♥ Σ2(u) ✐s ❛ t♦t❛❧❧② ❣❡♦❞❡s✐❝ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✹✳✼ ▲❡t Σ2(u) ❜❡ ❛ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ♠❛①✐♠❛❧ ❣r❛♣❤ ♦✈❡r M2✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡

●❛✉ss ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ ✐ts ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ✜❜❡r M2 s❛t✐s✜❡s KM ≥ −k ❢♦r s♦♠❡ ♣♦s✐t✐✈❡

❝♦♥st❛♥t k ❛♥❞

|∇u|2
1− |∇u|2 ≤ |A|2

k
. ✭✷✳✶✺✮

t❤❡♥ u ✐s ❝♦♥st❛♥t✳

✸✺



❈❤❛♣t❡r ✸

❍②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ✐♥ ❙❙❙❚

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ♠❛❦❡ ❛ st✉❞② ♦❢ t❤❡ s✉♣♣♦rt ❢✉♥❝t✐♦♥ 〈N,K〉 r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛

❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ψ : Σn → Mn+k ×ρ R1 ✉s✐♥❣ ❛ s✐♠✐❧❛r t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r

✷✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t ❛s ✇❡ s❛✇ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✶✳✺✳✼✱ ✐♥ ❙❙❙❚ ❡✈❡r② ❈▼❈

❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ✐s st❛❜❧❡✳ ❚❤❡♥✱ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞r♦♣♣❡❞ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐♥

t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳

✸✳✶ ❘✐❣✐❞✐t② ♦❢ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ✐♥ ❙❙❙❚

■♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶ ♦❢ ❬✷✻❪ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❞❡❛❧t ✇✐t❤ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ✐♠♠❡rs❡❞

✐♥ ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ❑✐❧❧✐♥❣ ✇❛r♣❡❞ ♣r♦❞✉❝t s❛t✐s❢②✐♥❣

|∇h|2 ≤ α

k2(n− 1)ρ2
|A|2,

✇✐t❤ 0 ≤ α < 1✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ♦❢ t❤✐s r❡s✉❧t ❢♦r ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ✐♠♠❡rs❡❞

✐♥ ❙❙❙❚✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✶ ▲❡t ψ : Σn → Mn ×ρ R1 ❜❡ ❛ ❈▼❈ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ✐♠♠❡rs❡❞

✐♥ ❛ ❙❙❙❚ t❤❛t ♦❜❡②s t❤❡ ❚❈❈✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ s❡❝t✐♦♥❛❧ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ Mn ✐s

❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠ ❜❡❧♦✇ ❜② −k2✱ ✇❤❡r❡ k ✐s ❛ ♥♦♥③❡r♦ ❝♦♥st❛♥t✳ ■❢

|∇h|2 ≤ α

k2(n− 1)ρ2
|A|2 ✭✸✳✶✮

❢♦r s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t 0 ≤ α < 1✱ t❤❡♥ Σn ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ t♦t❛❧❧② ❣❡♦❞❡s✐❝ s❧✐❝❡ ♦❢

Mn ×ρ R1✳



Pr♦♦❢✳ ❚❛❦✐♥❣ w = N∗ ✐♥ t❤❡ ✇❡❛❦ ❚❈❈ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✳✷✼✮ ❛♥❞ ✭✶✳✶✾✮ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

0 ≤ |N∗|2∆ρ− Hessρ(N∗)

=

(

Θ2

ρ2
− 1

)

∆ρ− Hessρ(N∗).

❯s✐♥❣ t❤❛t ❢r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶ ♦❢ ❬✷❪ ∆ρ ≥ 0 ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿

−1

ρ
Hess(ρ)(N∗) + Θ2∆ρ

ρ3
≥ ∆ρ

ρ
✭✸✳✷✮

❋r♦♠ ❈♦r♦❧❧❛r② ✼✳✹✸ ✐♥ ❬✺✶❪ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

Ric(N) = RicM(N∗)− 1

ρ
Hess(ρ)(N∗) + Θ2∆ρ

ρ3
≥ 0.

❯s✐♥❣ ✭✸✳✷✮ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ✇❡ ❣❡t

Ric(N) ≥ RicM(N∗).

❘❡♣❧❛❝✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ♦♥ ✭✶✳✶✳✸✮✱ ♠❛❦✐♥❣ ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✉s✐♥❣

❤②♣♦t❤❡s✐s ✇❡ ♦❜t❛✐♥

∆Θ ≥ (−k2(n− 1)ρ2|∇h|2 + |A|2)Θ

≥ (1− α)|A|2Θ. ✭✸✳✸✮

≥ 0.

❙✐♥❝❡ Θ < 0 ❛♥❞ Σn ✐s ♣❛r❛❜♦❧✐❝✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t Θ ♠✉st ❜❡ ❝♦♥st❛♥t✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐ts

▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♠✉st ✈❛♥✐s❤✳ ❈♦♠✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ ✭✸✳✸✮ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t Σn ✐s t♦t❛❧❧② ❣❡♦❞❡s✐❝✳

❍②♣♦t❤❡s✐s ✭✸✳✶✮ ②✐❡❧❞s t❤❛t Σn ✐s ❛ s❧✐❝❡✳

❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✹ ♦❢ ❬✸✷❪ s❤♦✇s t❤❛t t❤✐s t❤❡♦r❡♠ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✐❢ ✇❡ s❡t α = 1

✐♥ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✭✸✳✶✮✳ ❋♦r t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ ❝♦r♦❧❧❛r② ✇✐t❤ ❛ ✇❡❛❦❡r t❤❡s✐s✱ t❤❛t

t❤❡ s✉♣♣♦rt ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥st❛♥t✱ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✇❡ s❡❡ ✐♥ ❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✶✳✹ ❜❡❧♦✇✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✷ ▲❡t ψ : Σn → Mn ×ρ R1 ❜❡ ❛ ❈▼❈ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ s♣❛❝❡❧✐❦❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡✳

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t Θ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞

∫

Σ

(Ric(N) + |A|2)Θ4dΣ ≥ 0. ✭✸✳✹✮

❚❤❡♥ Θ ✐s ❝♦♥st❛♥t✳

✸✼



Pr♦♦❢✳ ❙❡t f = Θ2✳ ❯s✐♥❣ ✭✶✳✶✳✸✮ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

∆f = 2Qf + 2|∇Θ|2 ✭✸✳✺✮

❙✐♥❝❡ f ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ Σn ✐s ♣❛r❛❜♦❧✐❝✱ ❢r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✺✳✺ ✇❡ ❝❛♥ s❡t f ✐♥ t❤❡

st❛❜✐❧✐t② ❝r✐t❡r✐❛ ✭✶✳✸✻✮✳ ❘❡❝❛❧❧✐♥❣ ✭✸✳✺✮ ✇❡ ❣❡t

0 ≥
∫

Σ

f∆f −Qf 2dΣ

=

∫

Σ

Qf 2 + 2f |∇Θ|2dΣ. ✭✸✳✻✮

❯s✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ∇Θ = 0✱ t❤❡r❡❢♦r❡ Θ ✐s ❝♦♥st❛♥t✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳✶✳✸ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✹✮ ✐s ✇❡❛❦❡r t❤❛♥ ❚❈❈✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✶✳✹ ▲❡t ψ : Σn → Mn ×ρ R1 ❜❡ ❛ ❈▼❈ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ s♣❛❝❡❧✐❦❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡

✐♠❡rs❡❞ ✐♥ ❛ ❙❙❙❚ t❤❛t ♦❜❡②s ❚❈❈✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ s❡❝t✐♦♥❛❧ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡

Mn ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠ ❜❡❧♦✇ ❜② −k2✱ ✇❤❡r❡ k ✐s ❛ ♥♦♥③❡r♦ ❝♦♥st❛♥t✳ ■❢

|∇h|2 ≤ |A|2
k2(n− 1)ρ2

, ✭✸✳✼✮

t❤❡♥ Θ ✐s ❝♦♥st❛♥t✳

Pr♦♦❢✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✶ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s✐s

❛♥❞ ✭✶✳✶✾✮ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

Q = Ric(N) + |A|2

= RicM(N∗)− 1

ρ
Hess(ρ)(N∗) + Θ2∆ρ

ρ3
+ |A|2

≥ −k2(n− 1)|N∗|2 − 1

ρ
Hess(ρ)(N∗) + Θ2∆ρ

ρ3
+ |A|2

≥ −k2ρ2(n− 1)|∇h|2 − 1

ρ
Hess(ρ)(N∗) + Θ2∆ρ

ρ3
+ |A|2

≥ 0.

❋r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✷✱ Θ ✐s ❝♦♥st❛♥t✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✶✳✺ ▲❡t ψ : Σn → Mn ×ρ R1 ❜❡ ❛ ❈▼❈ ❝♦♠♣❧❡t❡ s♣❛❝❡❧✐❦❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡

✐♠♠❡rs❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❙❙❙❚ ✇❤♦s❡ ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ❜❛s❡ Mn ✐s s♣❛t✐❛❧❧② ♣❛r❛❜♦❧✐❝✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t

η = Θ
ρ
✱ ρ ❛r❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞

∫

Σ

(Ric(N) + |A|2)Θ4dΣ ≥ 0.

❚❤❡♥ Mn ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ Θ ✐s ❝♦♥st❛♥t✳

✸✽



Pr♦♦❢✳ ❋r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠ ✶ ♦❢ ❬✸✶❪ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t Σn ✐s ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❛♥❞ Mn ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✳

❙✐♥❝❡ η ❛♥❞ ρ ❛r❡ ❜♦✉♥❞❡❞✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t Θ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✷ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

Θ ✐s ❝♦♥st❛♥t✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✶✳✻ ▲❡t ψ : Σn → Mn ×ρ R1 ❜❡ ❛ ❈▼❈ s♣❛❝❡❧✐❦❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡✳ ■❢ Θ ✐s

❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ Σn ✐s t♦t❛❧❧② ❣❡♦❞❡s✐❝✱ t❤❡♥ ρ ❛♥❞ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ N ❛♥❞ K

❛r❡ ❝♦♥st❛♥t✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t X ❜❡ ❛ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ ✐♥ Σ✳ ❙✐♥❝❡ ρ2 = −〈K,K〉 ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❛t K ✐s ❛ ❑✐❧❧✐♥❣

✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ ✇❡ ❣❡t

〈X,∇ρ〉 = −1

ρ
〈∇XK,K〉

=

〈∇KK

ρ
,X

〉

.

❍❡♥❝❡

∇ρ = ∇KK

ρ
. ✭✸✳✽✮

❙✐♥❝❡ Σ ✐s t♦t❛❧❧② ❣❡♦❞❡s✐❝✱ ❢r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✶ ✇❡ ❣❡t

X(Θ) = 〈N,∇XK〉

=
〈

N,∇X∗K
〉

− 〈X,K〉
ρ2

〈N,∇KK〉

=
1

ρ
〈X,∇ρ〉〈N,K〉 − 1

ρ
〈X,K〉〈N,∇ρ〉

❚❤❡r❡❢♦r❡

∇Θ =
1

ρ
(Θ∇ρ− 〈N,∇ρ〉K). ✭✸✳✾✮

▼✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ✭✸✳✾✮ ❜② K ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❛t Θ ✐s ❝♦♥st❛♥t ✇❡ ♦❜t❛✐♥

0 = Θ

〈∇KK

ρ
,K

〉

+

〈

N,
∇KK

ρ

〉

ρ2.

❙✐♥❝❡ K ✐s ❛ ❦✐❧❧✐♥❣ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞✱ 〈∇KK,K〉 = 0✱ t❤❡♥ ✇❡ ❣❡t 〈N,∇KK〉 = 0. ❚❤❡r❡❢♦r❡

r❡❝❛❧❧✐♥❣ ✭✸✳✾✮ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

0 = ∇Θ =
1

ρ
Θ∇ρ.

❍❡♥❝❡ ρ =
√

−〈K,K〉 ✐s ❝♦♥st❛♥t✳ ❙✐♥❝❡ Θ = 〈N,K〉 ✐s ❝♦♥st❛♥t✱ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥✿

〈N,K〉 = |N ||K| cosh θ,

✇❤❡r❡ θ ✐s t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ N ❛♥❞ K✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t θ ✐s ❝♦♥st❛♥t✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ❚❤❡♦r❡♠ ✷ ♦❢ ❬✸✶❪ ❢♦r t❤❡ ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ s❡tt✐♥❣✳

✸✾



❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✼ ▲❡t ψ : Σn → Mn ×ρ R1 ❜❡ ❛ ❈▼❈ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ s♣❛❝❡❧✐❦❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡✳

■❢ ❚❈❈ ❤♦❧❞s ♦♥ t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t ❛♥❞ Θ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✱ t❤❡♥ Σn ✐s t♦t❛❧❧② ❣❡♦❞❡s✐❝✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱

ρ ❛♥❞ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ N ❛♥❞ K ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛

♣♦✐♥t p ∈ Σn s✉❝❤ t❤❛t RicM(p) > 0✱ t❤❡♥ Σn ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ s❧✐❝❡ ♦❢ Mn ×ρ R1✳

Pr♦♦❢✳ ❋r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✷✱ Θ ✐s ❝♦♥st❛♥t✳ ❙✐♥❝❡ Ric ✐s ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✻✮

♣r♦✈✐❞❡s |A| = 0✱ t❤❡r❡❢♦r❡ Σn ✐s t♦t❛❧❧② ❣❡♦❞❡s✐❝✳ ❋r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✸✳✶✳✻ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

ρ ❛♥❞ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ N ❛♥❞ K ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❋r♦♠ ❈♦r♦❧❧❛r② ✼✳✹✸ ✐♥

❬✺✶❪ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t Ric(N) = RicM(N∗)✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣♦✐♥t p ∈ Σ s✉❝❤ t❤❛t

RicM(p) > 0✱ t❤❡♥

0 = ∆Θ = RicM(N∗(p))Θ,

✐t ②✐❡❧❞s N∗(p) = 0✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✉s✐♥❣ ✭✶✳✶✾✮✱ s✐♥❝❡ |∇h| ✐s ❝♦♥st❛♥t✱

|∇h|2 = 1

ρ2
|N∗|2 = 0,

t❤❡♥ Σn ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ s❧✐❝❡ ♦❢ Mn ×ρ R1✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✶✳✽ ▲❡t ψ : Σn → Mn ×ρ R1 ❜❡ ❛ ❈▼❈ s♣❛❝❡❧✐❦❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ✐♠♠❡rs❡❞

✐♥ ❛ s♣❛t✐❛❧❧② ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❙❙❙❚✳ ■❢ ❚❈❈ ❤♦❧❞s ♦♥ t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s η ❛♥❞ ρ

❛r❡ ❜♦✉♥❞❡❞✱ t❤❡♥ Σn ✐s t♦t❛❧❧② ❣❡♦❞❡s✐❝ ❛♥❞ Mn ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ρ ❛♥❞ t❤❡

❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ N ❛♥❞ K ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣♦✐♥t p ∈ Σn

s✉❝❤ t❤❛t RicM(p) > 0✱ t❤❡♥ Σn ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ s❧✐❝❡ ♦❢ Mn ×ρ R1✳

Pr♦♦❢✳ ❋r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠ ✶ ♦❢ ❬✸✶❪ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t Σn ✐s ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❛♥❞ Mn ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✳

❙✐♥❝❡ η ❛♥❞ ρ ❛r❡ ❜♦✉♥❞❡❞✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t Θ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶✳✼ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡

❢✉rt❤❡r ❝❧❛✐♠s✳

✸✳✷ ◆♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ❈❛❧❛❜✐✲❇❡rst❡✐♥ t②♣❡ r❡s✉❧ts

❢♦r ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ✐♥ ❙❙❙❚

❚❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❣❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝

✈❡rs✐♦♥s ♦❢ s♦♠❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✷✳✶ ▲❡t Σn(u) ❜❡ ❛ ❈▼❈ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ s♣❛❝❡❧✐❦❡ ❑✐❧❧✐♥❣ ❣r❛♣❤ ✐♥ ❛ ❙❙❙❚ t❤❛t

♦❜❡②s t❤❡ ✇❡❛❦ ❚❈❈✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ s❡❝t✐♦♥❛❧ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ Mn ✐s ❜♦✉♥❞❡❞

❢r♦♠ ❜❡❧♦✇ ❜② −k2✱ ✇❤❡r❡ k ✐s ❛ ♥♦♥③❡r♦ ❝♦♥st❛♥t✳ ■❢

|Du|2 ≤ α|A|2
ρ2(k2(n− 1) + α|A|2)

❢♦r s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t 0 ≤ α < 1✱ t❤❡♥ u ✐s ❝♦♥st❛♥t✳

✹✵



❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✷✳✷ ▲❡t Σn(u) ❜❡ ❛ ❈▼❈ s♣❛❝❡❧✐❦❡ ❑✐❧❧✐♥❣ ❣r❛♣❤ ✐♥ ❛ s♣❛t✐❛❧❧② ♣❛r❛❜♦❧✐❝

❙❙❙❚✳ ■❢ ❚❈❈ ❤♦❧❞s ♦♥ t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t ❛♥❞ ρ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✱ t❤❡♥ Σn(u) ✐s t♦t❛❧❧② ❣❡♦❞❡s✐❝

❛♥❞ Mn ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ |Du| ✐s ❝♦♥st❛♥t✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣♦✐♥t

p ∈ Σn(u) s✉❝❤ t❤❛t RicM(p) > 0✱ t❤❡♥ u ✐s ❝♦♥st❛♥t✳

✹✶



❈❤❛♣t❡r ✹

❙✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞s ✐♥ ❙❙❙❚

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❛✉s❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞✱ P❡♥r♦s❡ ❬✺✷❪

✜rst❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷ tr❛♣♣❡❞ s✉r❢❛❝❡s ✐♠♠❡rs❡❞ ✐♥ s♣❛❝❡✲

t✐♠❡s✱ t❤❛t ♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ♦♥ ●❡♥❡r❛❧ ❘❡❧❛t✐✈✐t② ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❝♦s♠✐❝ ❜❧❛❝❦

❤♦❧❡s✳ ■♥ ❬✽❪ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♠❛❞❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝♦♥❝❡♣t ❢♦r ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷ ♥✲

s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞s✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❤✐❣❤ ❝♦❞✐♠❡♥✐♦♥

s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞s✱ ❛s ✇❡❧❧ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t♦t❛❧❧② tr❛♣♣❡❞ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞s✳ ❚❤✐s ❧❛st ❝♦♥❝❡♣t ✐s

❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❛✉s❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦♣❡r❛t♦r α✳

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❛ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ X t❛♥❣❡♥t t♦ ❛ s♣❛❝❡t✐♠❡ ✐s ❝❛✉s❛❧ ✐❢ ✐t ✐s ❧✐❣❤t❧✐❦❡

✭X 6= 0 ❛♥❞ 〈X,X〉 = 0✮ ♦r t✐♠❡❧✐❦❡ ✭〈X,X〉 < 0✮✳ ❚❤❡ t✐♠❡❧✐❦❡ ❑✐❧❧✐♥❣ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ K

❞❡✜♥❡s ❛ t✐♠❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❛ ❝❛✉s❛❧ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ X t❛♥❣❡♥t t♦ Mn+k ×ρ R1 ✐s

s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❢✉t✉r❡ ❞✐r❡❝t ✐❢ 〈X,K〉 < 0✱ ❛♥❞ X ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ♣❛st ❞✐r❡❝t ✐❢ 〈X,K〉 > 0✳

◆❛♠❡❧❧②✱ ❛ s♣❛❝❡❧✐❦❡ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞ Σ ♦❢Mn+k×ρR1 ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❢✉t✉r❡ ✭r❡s♣✳ ♣❛st✮

tr❛♣♣❡❞ ✐❢ ~H ✐s ❝❛✉s❛❧ ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ✭r❡s♣✳ ♣❛st✮ ❞✐r❡❝t✳

❆ s♣❛❝❡❧✐❦❡ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞ Σ ♦❢ Mn+k ×ρ R1 ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ t♦t❛❧❧② ❢✉t✉r❡ ✭r❡s♣✳ ♣❛st✮

tr❛♣♣❡❞ ✐❢ α(X, Y ) ✐s ❝❛✉s❛❧ ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ✭r❡s♣✳ ♣❛st✮ ❞✐r❡❝t ❢♦r ❛❧❧ X, Y t❛♥❣❡♥t t♦ Σ✳

❆ s♣❛❝❡❧✐❦❡ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞ Σ ♦❢ Mn+k ×ρ R1 ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ t♦t❛❧❧② tr❛♣♣❡❞ ✐❢ ✐t ✐s

t♦t❛❧❧② ❢✉t✉r❡ tr❛♣♣❡❞ ♦r t♦t❛❧❧② ♣❛st tr❛♣♣❡❞✳

❋♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ~H ≡ 0 ✇❡ s❛② t❤❛t Σ ✐s ♠✐♥✐♠❛❧✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣❧② t♦ t❤❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣② ♦❢ ❬✺❪ ✇❡ s❛② t❤❛t ❛ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞ ✐♠♠❡rs❡❞ ✐♥ ❛

❙❙❙❚ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ✐♥✜♥✐t② ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐ts ❤❡✐❣❤t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✉♣♣❡r



❜♦✉♥❞❡❞✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ ❛ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞ ✐♠♠❡rs❡❞ ✐♥ ❛ ❙❙❙❚ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠

t❤❡ ♣❛st ✐♥✜♥✐t② ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐ts ❤❡✐❣❤t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞❡❞✳ ❲❡ s❛② t❤❛t ❛ s✉❜♠❛♥✲

✐❢♦❧❞ ✐♥ ❛ ❙❙❙❚ ❧✐❡s ✐♥ ❛ s❧❛❜ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐ts ❤❡✐❣❤t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢

t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t♦ ♦❜t❛✐♥ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ❛♥❞ ♥♦♥✲❡①✐st❡♥❝❡ r❡s✉❧ts ❢♦r p−♣❛r❛❜♦❧✐❝ t♦t❛❧❧②

tr❛♣♣❡❞ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ✐♠♠❡rs❡❞ ✐♥ ❙❙❙❚ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❤❡❣❤t ❢✉♥❝t✐♦♥✳

✹✳✶ ❚r❛♣♣❡❞ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ s❧✐❝❡s

▲❡t ψ : Σn → Mn+k ×ρ R1 ❜❡ ❛♥ ✐♠♠❡rs❡❞ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞ ♦❢ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ k + 1.

❚❤❡ ❤❡✐❣❤t ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ Σn ❞❡✜♥❡❞ ❜② h = πI |Σ = πI ◦ ψ ❛s ❛❜♦✈❡✳

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦♥ Mn+k ×ρ R1 ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ πI(t, q) = t ✐s ❣✐✈❡♥

❜②

∇πI = −
〈

∇πI ,
K

|K|

〉

K

|K| = − 1

ρ2
〈∇πI , K〉K = − 1

ρ2
K.

❚❤❡♥✱ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ h ♦♥ Σn ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

∇h = − 1

ρ2
K⊤. ✭✹✳✶✮

❲❤❡♥ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥st❛♥t✱ ✇❡ s❛② t❤❛t t❤❡ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞

✐♥ ❛ s❧✐❝❡ Mn+k × {t0}✳ ▲❡t ✉s ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦♣❡r❛t♦r ♦❢ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞s ❝♦♥t❛✐♥❡❞

✐♥ s❧✐❝❡s✳

▲❡t ϕ : Σn → Mn+k ❜❡ ❛ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞ ✐♠♠❡rs❡❞ ✐♥t♦ Mn+k✳ ❉❡✜♥❡ ϕ0 : Σn →
Mn+k × {t0} ❜② ϕ0(p) = (ϕ(p), t0). ❚❤❡ ♠❡tr✐❝ ✐♥❞✉❝❡❞ ✐♥ Σ ✈✐❛ ϕ0 ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡

♦♥❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ϕ✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❣✐✈❡♥ ❛ s♣❛❝❡❧✐❦❡ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞ ψ : Σn →Mn+k×ρR1 ❝♦♥t❛✐♥❡❞

✐♥ ❛ s❧✐❝❡Mn+k×{t0}, ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t ϕ = πM◦ψ : Σn →Mn+k✱ ✇❤❡r❡ πM :Mn+k×ρR1 →
Mn+k ✐s t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ M ✱ ✐s s✉❝❤ t❤❛t ψ(p) = (ϕ(p), t0) = ϕ0(p)✳

▲❡t α ❜❡ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦♣❡r❛t♦r ♦❢ ϕ✳ ❙❡tt✐♥❣ V = K
|K|

✱ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦♣❡r❛t♦r α0 ♦❢ ϕ0

✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

α0(X, Y ) = α0(X, Y )M − 〈α0(X, Y ), V 〉V

= α(X, Y )− 〈AVX, Y 〉V, ✭✹✳✷✮

✇❤❡r❡ α0(X, Y )M st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ t❛♥❣❡♥t ♣❛rt t♦ M ✳

✹✸



❙✐♥❝❡ ∇⊥
XV = 0, ✉s✐♥❣ t❤❡ ❲❡✐♥❣❛rt❡♥ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✶✳✶✹✮ ❛♥❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✸✺ ♦❢ ❬✺✶❪

✇❡ ❛❝❤✐❡✈❡✿

AVX = −∇XV = −X(ρ)

ρ
V.

❈♦♠✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ ✭✹✳✷✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿

α0(X, Y ) = α(X, Y ) +

〈

X(ρ)

ρ
V, Y

〉

V.

❚❛❦✐♥❣ ❛ ❧♦❝❛❧ ♦rt♦♥♦r♠❛❧ ❢r❛♠❡ {E1, · · · , En} ♦♥ Σ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥ ❝✉r✈❛t✉r❡

♦❢ Σ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ϕ0 ✐s

~H0 =
1

n
trα0

=
1

n

n
∑

i=1

α(Ei, Ei) +
1

nρ

n
∑

i=1

〈Ei(ρ)V,Ei〉V

=
1

n
trα +

1

nρ

n
∑

i=1

〈∇ρ, Ei〉〈V,Ei〉V

= ~H +
1

nρ3
〈∇ρ,K〉K

✇❤❡r❡ ~H ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ Σ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ϕ ❛♥❞ ∇ st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ▲❡✈✐✲❈✐✈✐t❛

❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♦❢ Σ✳

❚❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

〈 ~H0, ~H0〉 = | ~H|2 − 1

n2ρ4
〈∇ρ,K〉2.

❚❤❡r❡❢♦r❡ ❛ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞ ψ : Σn →Mn+k ×ρ R1 ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ s❧✐❝❡ ✐s tr❛♣♣❡❞ ✐❢✱

❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ πM ◦ ψ : Σn →Mn+k s❛t✐s✜❡s✿

| ~H|2 ≤ 1

n2ρ4
〈∇ρ,K〉2 = 1

n2
〈∇ρ,∇h〉2. ✭✹✳✸✮

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ s✐♥❝❡

〈 ~H0, K〉 = − 1

nρ
〈∇ρ,K〉,

=
ρ

n
〈∇ρ,∇h〉, ✭✹✳✹✮

✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t Σn ✐s ❢✉t✉r❡ ✭r❡s♣✳ ♣❛st✮ tr❛♣♣❡❞ ✐❢✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✱ ✭✹✳✸✮ ❤♦❧❞s ❛♥❞ 〈∇ρ,∇h〉 <
0 ✭r❡s♣✳ 〈∇ρ,∇h〉 > 0✮✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❤❡♥ ρ ✐s ❝♦♥st❛♥t✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t ❛ tr❛♣♣❡❞ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞ ❝♦♥t❛✐♥❡❞

✐♥ ❛ s❧✐❝❡ ♠✉st ❜❡ ♠✐♥✐♠❛❧✳

✹✹



✹✳✷ ❯♥✐q✉❡♥❡ss ❛♥❞ ♥♦♥✲❡①✐st❡♥❝❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ♣✲♣❛r❛❜♦❧✐❝

s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞s ✐♥ ❙❙❙❚

❖✉r ♣✉r♣♦s❡ ✐s t♦ ♦❜t❛✐♥ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ❛♥❞ ♥♦♥✲❡①✐st❡♥❝❡ r❡s✉❧ts ❢♦r tr❛♣♣❡❞ p−♣❛r❛❜♦❧✐❝

s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞s ✐♠♠❡rs❡❞ ✐♥ Mn+k ×ρ R1 ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ❢✉♥❝t✐♦♥

❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞✳ ▲❡t ✉s ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ p−❧❛♣❧❛❝✐❛♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ❢✉♥❝t✐♦♥✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✷✳✶ ▲❡t ψ : Σn →Mn+k ×ρ R1 ❜❡ ❛ s♣❛❝❡❧✐❦❡ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞✳ ❚❤❡♥ ❢♦r p > 2✿

∆ph = − 1

ρ2
(p− 2)|∇h|p−2

{

2ρ(p− 1)

(p− 2)
〈∇ρ,∇h〉

−
〈

α(∇h,∇h)
|∇h|2 +

n

p− 2
~H,K

〉}

. ✭✹✳✺✮

Pr♦♦❢✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ p✲▲❛♣❧❛❝✐❛♥

∆ph = div(|∇h|p−2∇h)

= (p− 2)|∇h|p−2

{

1

|∇h|2Hessh(∇h,∇h) +
1

p− 2
∆h

}

. ✭✹✳✻✮

▲❡t ✉s ❝♦♠♣✉t❡ Hessh(∇h,∇h) ❛♥❞ ∆h✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ●❛✉ss ❢♦r♠✉❧❛ ✇❡ ❤❛✈❡

∇XK
⊤ = ∇XK

⊤ + α(X,K⊤).

❙✐♥❝❡ K⊤ = −ρ2∇h✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ♣r♦✈✐❞❡s✿

∇X∇h = X
(

− 1

ρ2

)

K⊤ − 1

ρ2
∇XK

⊤ − 1

ρ2
α(X,K⊤)

=
2

ρ3
〈∇ρ,X〉K⊤ − 1

ρ2
∇XK

⊤ − 1

ρ2
α(X,K⊤). ✭✹✳✼✮

❚❛❦✐♥❣ ❛ ❧♦❝❛❧ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ t❛♥❣❡♥t ❢r❛♠❡ {E1, · · · , En} ♦♥ Σn✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥

✭✹✳✼✮✱ ✉s✐♥❣ t❤❛t K ✐s ❛ ❑✐❧❧✐♥❣ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✻✮ ✇❡ ❣❡t✿

∆h =
n
∑

j=1

〈∇Ej
∇h,Ej〉

=
2

ρ3

n
∑

j=1

〈∇ρ, Ej〉〈K⊤, Ej〉+
1

ρ2

n
∑

j=1

〈α(Ej, Ej), K〉

=
2

ρ3
〈∇ρ,K⊤〉+ n

ρ2
〈 ~H,K〉

= −2

ρ
〈∇ρ,∇h〉+ n

ρ2
〈 ~H,K〉. ✭✹✳✽✮

✹✺



❚❛❦✐♥❣ X = ∇h ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✼✮ ❛♥❞ ❛❣❛✐♥ ✉s✐♥❣ ✭✶✳✶✻✮ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

Hessh(∇h,∇h) = 〈∇∇h∇h,∇h〉

=
2

ρ3
〈∇ρ,∇h〉〈K⊤,∇h〉+ 1

ρ2
〈∇∇hK

⊤,∇h〉

= −2

ρ
〈∇ρ,∇h〉|∇h|2 + 1

ρ2
〈α(∇h,∇h), K〉. ✭✹✳✾✮

❚❤✉s✱ r❡♣❧❛❝✐♥❣ ✭✹✳✽✮ ❛♥❞ ✭✹✳✾✮ ✐♥ ✭✹✳✻✮ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✹✳✺✮✳

■♥ ❬✸✶❪ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♠❛❦❡ ❛ st✉❞② ♦❢ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ s♣❛❝❡❧✐❦❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ✐♥ ❙❙❙❚✳

■♥s♣✐r❡❞ ✐♥ t❤❡✐r ✐❞❡❛s ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡ ❜❡❧♦✇ ✉♥✐q✉❡♥❡ss r❡s✉❧ts ❢♦r p−♣❛r❛❜♦❧✐❝ ✭p ≥ 2✮

s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♠♠❡rs❡❞ ✐♥ ❙❙❙❚✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✷ ▲❡t ψ : Σn →Mn+k×ρR1 ❜❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ s♣❛❝❡❧✐❦❡ tr❛♣♣❡❞ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞✳

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t 〈∇ρ,∇h〉 ❛♥❞ 〈 ~H,K〉 ❤❛✈❡ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❣♥✳ ■❢ |∇h| ∈ L1(Σ), t❤❡♥ Σn ✐s ❛

♠✐♥✐♠❛❧ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐❢ Σn ✐s ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ♦r

❢r♦♠ t❤❡ ♣❛st ✐♥✜♥✐t②✱ t❤❡♥ Σn ✐s ❛ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞ ♦❢ ❛ s❧✐❝❡ Mn+k × {t0}✳

Pr♦♦❢✳ ❙✐♥❝❡ 〈∇ρ,∇h〉 ❛♥❞ 〈 ~H,K〉 ❤❛✈❡ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❣♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✽✮

t❤❛t

∆h = −2

ρ
〈∇ρ,∇h〉+ n

ρ2
〈 ~H,K〉

❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ s✐❣♥✳ ❙✐♥❝❡ |∇h| ∈ L1(Σ), ▲❡♠♠❛ ✶✳✻✳✷ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❛t ∆u ♠✉st ❜❡ ✐♥

❢❛❝t ❤❛r♠♦♥✐❝✱ t❤❡r❡❢♦r❡ 〈 ~H,K〉 = 0. ❙✐♥❝❡ ~H ✐s ❝❛✉s❛❧ ♦r ③❡r♦✱ ✐t ♠✉st ❜❡ ③❡r♦✱ ❛♥❞

Σn ✐s ♠✐♥✐♠❛❧✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐❢ Σn ✐s ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❛♥❞ h ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡ ♦r ❢r♦♠ ❜❡❧♦✇✱ ✐t

♠✉st ❜❡ ❝♦♥st❛♥t✱ t❤❡r❡❢♦r❡ Σn ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ s❧✐❝❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶ ♦❢ ❬✹✼❪ ❛ss❡rts t❤❛t ❛ s♣❛❝❡t✐♠❡ ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❛ t✐♠❡❧✐❦❡ ❑✐❧❧✐♥❣ ✈❡❝t♦r

✜❡❧❞ ❞♦❡s ♥♦t ❛❞♠✐t ❝❧♦s❡❞ tr❛♣♣❡❞ ✐♠❜❡❞❞❡❞ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞s✳ ❆♥♦t❤❡r ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s

r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ s❡tt✐♥❣ ♦❢ ❙❙❙❚ ✐s ✐♥ ❛ ♣r❡♣r✐♥t ♦❢ ❍✳ ❋✳ ❞❡ ▲✐♠❛✱ ❆✳ ❋r❡✐t❛s✱ ❊✳ ❆✳ ▲✐♠❛

❛♥❞ ▼✳ ❙❛♥t♦s✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ t❤✐s ♥♦♥✲❡①✐st❡♥❝❡ r❡s✉❧t

❢♦r p−♣❛r❛❜♦❧✐❝ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞s ✐♥ ❙❙❙❚✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✸ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ♥♦ ♣✲♣❛r❛❜♦❧✐❝ s♣❛❝❡❧✐❦❡ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞ Σn ✐♠♠❡rs❡❞ ✐♥

Mn+k ×ρ R1 s✉❝❤ t❤❛t 〈∇ρ,∇h〉 ≥ 0 ✭r❡s♣✳ 〈∇ρ,∇h〉 ≤ 0✮✱ Σn ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❛✇❛② ❢r♦♠

t❤❡ ♣❛st ✭r❡s♣✳ ❢✉t✉r❡✮ ✐♥✜♥✐t② ❛♥❞ t♦t❛❧❧② ❢✉t✉r❡ ✭r❡s♣✳ ♣❛st ✮ tr❛♣♣❡❞✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✳ ❙✐♥❝❡ Σn ✐s t♦t❛❧❧② ❢✉t✉r❡ tr❛♣♣❡❞✱ α(∇h,∇h)
✐s ❝❛✉s❛❧ ❢✉t✉r❡ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ s♦ ✐s ~H = 1

n
trα✳ ❚❤❡♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✺✮ ♣r♦✈✐❞❡s ∆ph ≥ 0✳

✹✻



❙✐♥❝❡ Σn ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛st ✐♥✜♥✐t② ❛♥❞ p✲♣❛r❛❜♦❧✐❝✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t h ♠✉st ❜❡

❝♦♥st❛♥t✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ s❧✐❝❡✳ ❇✉t ✭✹✳✹✮ ❛♥❞ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♣r♦✈✐❞❡

0 > 〈 ~H,K〉 = ρ

n
〈∇ρ,∇h〉 ≥ 0,

❛♥❞ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t r❡s✉❧ts ✇❡ ✇✐❧❧ ✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦♣❡r❛t♦r AK⊥ ✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❢r♦♠

✭✶✳✶✺✮

〈AK⊥X, Y 〉 = 〈α(X, Y ), K〉. ✭✹✳✶✵✮

❚❤❡♥ tr(AK⊥) = n〈 ~H,K〉.
❲❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ t✇♦ t❤❡♦r❡♠s ❜❡❧♦✇ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✸✳ ■♥

t❤✐s ❧❛st ♦♥❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡❞ Σ t♦ ❜❡ t♦t❛❧❧② ❢✉t✉r❡ tr❛♣♣❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❜❡❧♦✇ ❝❛s❡s ✇❡ ❛ss✉♠❡❞

Σ t♦ ❜❡ ❢✉t✉r❡ tr❛♣♣❡❞✱ ❛ ✇❡❛❦❡r ❤②♣♦t❤❡s✐s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✹ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ♥♦ ♣✲♣❛r❛❜♦❧✐❝ s♣❛❝❡❧✐❦❡ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞ Σn ✐♠♠❡rs❡❞ ✐♥

Mn+k×ρR1 ❜♦✉♥❞❡❞ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛st ✐♥✜♥✐t② ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ tr❛♣♣❡❞ s✉❝❤ t❤❛t 〈∇ρ,∇h〉 ≥
0 ❛♥❞

(

n− 1

n

) 1

2

|Φ| ≤ −n+ p− 2

p− 2
〈 ~H,K〉, ✭✹✳✶✶✮

✇❤❡r❡ Φ = AK⊥ − 〈 ~H,K〉I ✐s t❤❡ tr❛❝❡❧❡ss s❤❛♣❡ ♦♣❡r❛t♦r ♦❢ Σn r❡❧❛t❡❞ t♦ K⊥ ❛♥❞

|Φ| =
√

tr(Φ2) ✐s t❤❡ ❍✐❧❜❡rt✲❙❝❤✐♠✐❞t ♥♦r♠✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈❡ t❤❛t ∆ph ≤ 0. ❯s✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✶✳✻✳✶ ❛♥❞ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
〈

α(∇h,∇h)
|∇h|2 +

n

p− 2
~H,K

〉

=
〈AK⊥∇h,∇h〉

|∇h|2 +
n

p− 2
〈 ~H,K〉 ✭✹✳✶✷✮

=
〈Φ∇h,∇h〉

|∇h|2 +
n+ p− 2

p− 2
〈 ~H,K〉

≤
(

n− 1

n

) 1

2

|Φ|+ n+ p− 2

p− 2
〈 ~H,K〉

≤ 0.

❋r♦♠ ✭✹✳✺✮ ✇❡ ❣❡t t❤❛t ∆ph ≤ 0✳ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t Σn ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❛✇❛② ❢r♦♠

t❤❡ ♣❛st ✐♥✜♥✐t② ✭h ✐s ❧♦✇❡r ❜♦✉♥♥❞❡❞✮ ❛♥❞ Σn ✐s p✲♣❛r❛❜♦❧✐❝✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t h ♠✉st

❜❡ ❝♦♥st❛♥t✱ t❤❡r❡❢♦r❡ Σn ♠✉st ❜❡ ❛ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞ ♦❢ ❛ s❧✐❝❡ ♦❢Mn+k×ρR1.❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡

t❤❡ ♣r♦♦❢ ❛s ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✸✳

✹✼



❘❡♠❛r❦ ✹✳✷✳✺ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ❛❜♦✈❡ ✇❡ ❥✉st ♥❡❡❞ 〈 ~H,K〉 ≤ 0✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❧②

♦❢ ~H t♦ ❜❡ ❝❛✉s❛❧✳

■❢ ❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s ✐♥ ✭✹✳✶✶✮ ❢♦r ❛ s♣❛❝❡❧✐❦❡ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞ ψ : Σn → Mn+k ×ρ R1

✐♠♠❡rs❡❞ ✐♥t♦ Mn+k ×ρ R1 ✇❤♦s❡ ❤❡✐❣❤t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥♦♥✲❝♦♥st❛♥t✱ p−❤❛r♠♦♥✐❝ ❛♥❞

〈∇ρ,∇h〉 ≥ 0✱ t❤❡♥ ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✶✳✻✳✶ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t Σn ✐s t♦t❛❧❧② ✉♠❜✐❧✐❝ ♦r ∇h ✐s

❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r ♦❢ Φ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❜✐❣❣❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ Φ✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦r♦❧❧❛r② ✐s ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✹✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✷✳✻ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ♥♦ ♣✲♣❛r❛❜♦❧✐❝ s♣❛❝❡❧✐❦❡ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞ Σn ✐♠♠❡rs❡❞ ✐♥

Mn+k×ρR1 ❜♦✉♥❞❡❞ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛st ✐♥✜♥✐t② ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ tr❛♣♣❡❞ s✉❝❤ t❤❛t 〈∇ρ,∇h〉 ≥
0 ❛♥❞ t♦t❛❧❧② ✉♠❜✐❧✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ K⊥✳

❘❡♠❛r❦ ✹✳✷✳✼ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✷✮ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ✉s❡ t❤❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛r③ ✐♥✲

❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ♣✉t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

|AK⊥ | ≤ − n

p− 2
〈 ~H,K〉,

✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✹❀ ❇✉t ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❛t |Φ|2 = |AK⊥ |2 − n〈 ~H,K〉2 ✐t ✐s ♥♦t ❞✐✣❝✉❧t t♦

✈❡r✐❢② t❤❛t t❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ♠♦r❡ r❡str✐❝t✐✈❡ t❤❛♥ ✭✷✳✸✳✶✮✳

❚❛❦✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✶✳✻✳✸ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉t✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ♦❢ h ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ r❡s✉❧ts ♦❢

t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② |∇h| ∈ Lp(M). ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❜✐❧✐t② ♦♥ |∇h|
❛s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t ❝❛s❡✱ ❛s ✇❡❧❧ t❤❡ p−♣❛r❛❜♦❧✐❝✐t②✳

✹✽



❈❤❛♣t❡r ✺

◆✐s❤✐❦❛✇❛ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢

♠❛①✐♠❛❧ s✉r❢❛❝❡s ✐♥ ●❘❲

❆❧❜✉❥❡r ❛♥❞ ❆❧í❛s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❈❛❧❛❜✐✲❇❡r♥st❡✐♥ r❡s✉❧ts ❢♦r ❝♦♠♣❧❡t❡ ♠❛①✐♠❛❧ s✉r✲

❢❛❝❡s ✐♥ ❛ ▲♦r❡♥t③✐❛♥ ♣r♦❞✉❝t s♣❛❝❡t✐♠❡ −R×M2 s❡❡ ❬✸❪ ❛♥❞ ❬✹❪✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❤❡♥

t❤❡ ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ s✉r❢❛❝❡ M2 ❤❛s ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ●❛✉ss ❝✉r✈❛t✉r❡✱ t❤❡② ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ❛♥②

❝♦♠♣❧❡t❡ ♠❛①✐♠❛❧ s✉r❢❛❝❡ ♠✉st ❜❡ t♦t❛❧❧② ❣❡♦❞❡s✐❝✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ✐❢ M2 ✐s ♥♦♥✲✢❛t✱ t❤❡

❛✉t❤♦rs ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t ✐t ♠✉st ❜❡ ❛ s❧✐❝❡ {t} ×M2✳ ❚❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② ♦❢ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥

♦♥ t❤❡ ●❛✉ss ❝✉r✈❛t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♠❛①✐♠❛❧ s✉r❢❛❝❡s ✐♥

−R × H
2✱ ✇❤❡r❡ H

2 ✐s t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ♣❧❛♥❡✱ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ ❬✶❪✳ ■♥ ❬✹✻❪✱ ●✳ ▲✐ ❛♥❞ ■✳

❙❛❧❛✈❡ss❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ s✉❝❤ r❡s✉❧ts ♦❢ ❬✹❪ t♦ ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥✳

❊r❛❧❞♦ ❆✳ ▲✐♠❛ ❏r ❛♥❞ ❍✳❋✳ ❞❡ ▲✐♠❛ ❡①❤✐❜✐t ✐♥ ❬✹✵❪ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ✭♥♦♥ t♦t❛❧❧②

❣❡♦❞❡s✐❝✮ ❝♦♠♣❧❡t❡ s♣❛❝❡❧✐❦❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ♠❡❛♥ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✭❈▼❈✮ ✐♥ −R × H
2

✇❤♦s❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❛♥❣❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥st❛♥t✳

▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ ✐♥ ❬✷✾❪✱ ▼✳ ❈❛❜❛❧❧❡r♦✱ ❆✳ ❘♦♠❡r♦ ❛♥❞ ▼✳ ❘✉❜✐♦ ✇♦r❦❡❞ ✐♥ 3✲

❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❘♦❜❡rts♦♥✲❲❛❧❦❡r ✭●❘❲✮ s♣❛❝❡t✐♠❡s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♠❛①✐♠❛❧

s✉r❢❛❝❡s ✇✐t❤ ✉♥✐q✉❡♥❡ss r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ t❤❡ ✜❜r❡ ❤❛s ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ●❛✉ss ❝✉r✈❛t✉r❡

❣❡♥❡r❛❧✐③✐♥❣ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❆❧❜✉❥❡r ❛♥❞ ❆❧í❛s✳

❚❤❡② ♣r♦✈❡❞ ✉♥✐q✉❡♥❡ss r❡s✉❧ts ❢♦r s✉r❢❛❝❡s ✐♥ ●❘❲ s♣❛❝❡s ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐✈❡

✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ❛♥✉❧✉s ✐♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡s ❛ss✉♠✐♥❣ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧✐❦❡ t❤❡

❚✐♠❡❧✐❦❡ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❈♦♥❞✐❝t✐♦♥ ✭❚❈❈✮✳



❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ❆❧❜✉❥❡r✱ ❞❡ ▲✐♠❛ ❛♥❞ ❈❛♠❛r❣♦ ♣r♦✈❡❞ ✉♥✐q✉❡♥❡ss r❡s✉❧ts ❢♦r ❈▼❈

s♣❛❝❡❧✐❦❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ✐♥ ❛ ●❘❲ s♣❛❝❡t✐♠❡ ♦❢ ❛r❜✐tr❛r② ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ♣r✐♦r✐

❣r♦✇t❤ ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r t❤❡ ❤❡✐❣❤t ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡② ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❘♦❜❡rts♦♥✲❲❛❧❦❡r

s♣❛❝❡t✐♠❡s✱ ✐✳❡✳✱ −R ×ρ M
3 ✇❤♦s❡ ✜❜r❡ M3 ❤❛s ❝♦♥st❛♥t s❡❝t✐♦♥❛❧ ❝✉r✈❛t✉r❡ κ✳ ❙❡❡

❬✶✵❪✳

❆❧❜✉❥❡r ✐♥ ❬✶❪ ❤❛s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♠❛①✐♠❛❧ s✉r❢❛❝❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡

♥♦t t♦t❛❧❧② ❣❡♦❞❡s✐❝ ✐♥ −R × H
2✱ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ✐♥ ❬✹✵❪ ❛♥❞ ❬✹✹❪ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r❡s❡♥t❡❞

s✉✐t❛❜❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t s✉❝❤ s✉r❢❛❝❡s ❛r❡ tr✐✈✐❛❧ s❧✐❝❡s✳ ❚❤❡

♥❛t✉r❛❧ q✉❡st✐♦♥✿

✏t❤❡r❡ ❡①✐st ♠❛①✐♠❛❧ s✉r❢❛❝❡s ✐♥ t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t −R×ρ H
2 ❢♦r s♦♠❡ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥

ρ ❛♥❞ ✇❤❛t ❛r❡ t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♠❛①✐♠❛❧ s✉r❢❛❝❡

✐♥ −R×ρ M
2✱ ✇❤❡r❡ KM ≥ −κ✱ ✐s t♦t❛❧❧② ❣❡♦❞❡s✐❝ ♦r ❛ s❧✐❝❡❄✑

❡♥❝♦✉r❛❣❡❞ ✉s t♦ ♠❛❦❡ ❛ s✉r✈❡② ♦♥ t❤✐s t♦♣✐❝✳

❖✉r t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♣r♦♣❡r ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡s✉❧t ❞✉❡ t♦ ◆✐s❤✐❦❛✇❛ ✐♥ ❬✹✾❪

❛♥❞ r❡❧✐❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❞✉❡ t♦ ❨❛✉

❬✻✹❪ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ♠❛♥✐❢♦❧❞s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✇❡ ✉s❡ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷ ♦❢

❬✹✾❪ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❡ ❘✐❝❝✐ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥st❛♥t ❜✉t ❜② ❛ ♠♦r❡

❣❡♥❡r❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ Γ(r) ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ r ❢r♦♠ ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞✳

✺✳✶ ❆ ◆✐s❤✐❦❛✇❛✲❖♠♦r✐✲❨❛✉ t②♣❡ ❧❡♠♠❛

❲❡ st❛rt ✇✐t❤ r❡s✉❧t t❤❛t ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧❡♠♠❛ ❞✉❡ t♦ ◆✐s❤✐❦❛✇❛ ✐♥ ❬✹✾❪✳

▲❡♠♠❛ ✺✳✶✳✶ ▲❡t M n(≥ 2) ❜❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ♠❛♥✐❢♦❧❞ s✉❝❤ t❤❛t Ric ≥
−Γ(r)✱ ✇❤❡r❡ r ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ Γ s✉❝❤ t❤❛t

Γ(0) ≥ 1✱ Γ′ ≥ 0 ❛♥❞ Γ−1/2 /∈ L1[0,∞)✳

■❢ u ∈ C∞(M) ✐s ❛ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s❛t✐s❢②✐♥❣

∆u ≥ β u1+α, ❢♦r ❝♦♥st❛♥ts α, β > 0, ✭✺✳✶✮

t❤❡♥ u = 0.

Pr♦♦❢✳ ❯♥❞❡r t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥sM s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❖♠♦r✐✲❨❛✉✲❇♦r❜é❧② ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♠❛①✲

✐♠✉♠ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❬✶✼❪✳ ❙✐♥❝❡ u ∈ C∞(M) ✐s ♥♦♥ ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s♠♦♦t❤

✺✵



❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ M ✱

F =
1

(1 + u)θ
,

✇❤❡r❡ θ > 0 ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❧❛tt❡r✱ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t s❛t✐s✜❡s F > 0 ❛♥❞ inf(F ) ≥ 0 ✇❤❡♥❡✈❡r

θ > 0✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡

∇u = − θ−1

F
θ+1

θ

∇F

❛♥❞

∆F = −θF θ+1

θ ∆u+ θ(θ + 1)F
θ+2

θ |∇u|2.

❚❤❡♥

∆F = −θF θ+1

θ ∆u+
θ + 1

θ

|∇F |2
F

,

t❤❡r❡❢♦r❡

F∆F = −θF 2θ+1

θ ∆u+
θ + 1

θ
|∇F |2. ✭✺✳✷✮

❚❤✉s ✉s✐♥❣ ❛♥ ❖♠♦r✐✲❨❛✉ s❡q✉❡♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡

|∇F |(pm) <
1

m
,

∆F (pm) > − 1

m

❛♥❞

0 ≤ inf F ≤ F (pm) < inf F +
1

m
.

❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ F ✱ ✇❤❡♥❡✈❡r θ > 0 ✇❡ ❤❛✈❡

lim
m→∞

F (pm) = inf F ⇔ lim
m→∞

u(pm) = sup u. ✭✺✳✸✮

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ✐t ✇✐t❤ ✭✺✳✷✮ ❛♥❞ ✭✺✳✶✮ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

− 1

m
F (pm) + θβu1+α(pm)F

2θ+1

θ (pm) <
θ + 1

θ

1

m2
,

t❤❛t ✐s✱

− 1

m
F (pm) + θβ

u1+α(pm)

(1 + u(pm))2θ+1
<
θ + 1

θ

1

m2
,

t❤❡♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ 2θ = α ✇❡ ❣❡t limm→∞ u(pm) = 0 ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ u = 0✳

✺✶



✺✳✷ ●❛✉ss ❡q✉❛t✐♦♥

❚❤❡ ●❛✉ss ❝✉r✈❛t✉r❡ KΣ ♦❢ ❛ s♣❛❝❡❧✐❦❡ s✉r❢❛❝❡ Σ2 ✐♥ M
3
✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢

A ❛♥❞ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ M
3
❜② t❤❡ ●❛✉ss ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

KΣ = K +KG, ✭✺✳✹✮

✇❤❡r❡ K(p)✱ p ∈ Σ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡❝t✐♦♥❛❧ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✐♥ M
3
♦❢ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ♣❧❛♥❡

dψp (Tp(Σ)) ❛♥❞ KG = − detA ✐s t❤❡ ●❛✉ss✲❑r♦♥❡❝❦❡r ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ Σ✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛❧s♦

✇r✐t❡ K ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ M ❛s

K =
κM + ρ′2

ρ2
(1 + |∇h|2)− ρ′′

ρ
|∇h|2. ✭✺✳✺✮

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✹✮ ❛♥❞ ✭✺✳✺✮ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

KΣ =
κM + ρ′2

ρ2
cosh2 θ − ρ′′

ρ
sinh2 θ +KG, ✭✺✳✻✮

♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②

KΣ =
κM + ρ′2

ρ2
+
κM
ρ2

sinh2 θ − (log ρ)′′ sinh2 θ +KG, ✭✺✳✼✮

✇❤❡r❡ θ ✐s t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ N ❛♥❞ ∂t✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ r❡❧❛t✐♦♥

|A|2 = 2H2 + 2(H2 +KG). ✭✺✳✽✮

■❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ κM ≥ −κ ❢♦r s♦♠❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t κ✱ t❤❡♥ ✭✺✳✼✮ ❣✐✈❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

✐♥❡q✉❛❧✐t②

KΣ ≥ −κ+ ρ′2

ρ2
cosh2 θ − ρ′′

ρ
sinh2 θ +KG. ✭✺✳✾✮

✺✳✸ ❯♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ s✉r❢❛❝❡s ✐♥ ●❘❲

❲❡ ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ ❛ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❝♦ss✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥❣❧❡ θ ❜❡t✇❡❡♥ N ❛♥❞ ∂t✳

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t cosh θ = −〈N, ∂t〉✳ ❆♥❞ t❤❡♥✱ ❢r♦♠ ✭✶✳✺✮ ✇❡ ❣❡t t❤❛t |∇h|2 = sinh2 θ✳ ▲❡t

✉s ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♦❢ cosh θ ❢♦r ❛ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ✐♠♠❡rs❡❞ ✐♥ ❛ ●❘❲ s♣❛❝❡t✐♠❡✳

▲❡♠♠❛ ✺✳✸✳✶ ▲❡t ψ : Σn → −I ×ρ M
n ❜❡ ❛ s♣❛❝❡❧✐❦❡ ♠❛①✐♠❛❧ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡♥

1

2
∆ cosh2 θ =

[

|A|2 + RicM(N∗, N∗)− n

(

ρ′′

ρ
− ρ′2

ρ2

)

sinh2 θ

]

cosh2 θ ✭✺✳✶✵✮

+|A∂⊤t |2 − 4
ρ′

ρ
cosh θ〈A∂⊤t , ∂⊤t 〉

+
(

n+ 3 cosh2 θ
) ρ′2

ρ2
sinh2 θ + n

ρ′2

ρ2
.

✺✷



Pr♦♦❢✳ ❋✐rst❧② ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r ∆〈N, ξ〉✱ ✇❤❡r❡ ξ = ρ∂t✳ ◆♦t✐❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② t❤❛t

ξ = ρ∂t ✐s ❛ ❝♦♥❢♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ ✐♥ −I ×ρ M
2✱ ✭s❡❡ ❬✶✽❪✮✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱

∇X(ρ∂t) = ρ′X.

❙♦ ❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ✭✶✳✾✮✿

∇〈N, ξ〉 = −Aξ⊤,

✉s✐♥❣ ❈♦❞❛③③✐ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛s ✐♥ ❬✶✺❪ ✇❡ ❣❡t

div(−Aξ⊤) = n〈∇H, ξ〉+ Ric(ξ⊤, N) + nρ′H + 〈ξ,N〉|A|2,

t❤❛t ✐s✱

∆〈N, ξ〉 = n〈∇H, ξ〉+ Ric(ξ⊤, N) + nρ′H + 〈ξ,N〉|A|2.

❲❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

Ric(ξ⊤, N) = 〈ξ,N〉
(

Ric(N∗, N∗)− 1

ρ2
(

1− 〈N, ∂t〉2
)

Ric(ξ, ξ)

)

,

❢r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✹✷ ✐♥ ❬✺✶❪ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

Ric(ξ⊤, N) = 〈N, ξ〉
(

RicM(N∗, N∗) + |N∗|2
(

ρ′′

ρ
+ (n− 1)

ρ′2

ρ2

)

+
n

ρ

(

1− 〈N, ∂t〉2
)

ρ′′
)

.

❙✐♥❝❡ |N∗|2 = −1 + 〈N, ∂t〉2 ✇❡ ♦❜t❛✐♥

Ric(ξ⊤, N) = 〈N, ξ〉
(

RicM(N∗, N∗)− (n− 1)

(

ρ′′

ρ
− ρ′2

ρ2

)

|N∗|2
)

,

t❤❛t ✐s✱

∆〈N, ξ〉 = 〈N, ξ〉
(

RicM(N∗, N∗)− (n− 1)(log ρ)′′|N∗|2
)

+n〈∇H, ξ〉+ nρ′H + 〈ξ,N〉|A|2.

❋♦r t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❝❛s❡ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

1

2
∆〈N, ξ〉2 = 〈N, ξ〉2

(

|A|2 + RicM(N∗, N∗)− (n− 1) (log ρ)′′ |N∗|2
)

+|Aξ⊤|2.

❚❤❡r❡❢♦r❡ ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❛t cosh2 θ = 〈N, ∂t〉2 ❛♥❞ sinh2 θ = cosh2 θ− 1 t❤r♦✉❣❤ ✭✶✳✽✮ ✇❡
❣❡t

1

2
∆ρ2 sinh2 θ = |Aξ⊤|2 + nρ′2 − ρ2 (log ρ)′′ sinh2 θ − ρ′2 sinh2 θ

+〈N, ξ〉2
(

|A|2 +RicM (N∗, N∗)− (n− 1) (log ρ)′′ |N∗|2
)

.

✺✸



◆♦✇ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥

1

2
∆(ρ2 cosh2 θ) =

1

2
ρ2∆cosh2 θ +

1

2
cosh2 θ∆ρ2 + 〈∇ρ2,∇ cosh2 θ〉,

t❤❡♥
1

2
∆ cosh2 θ =

1

2ρ2
∆(ρ2 cosh2 θ)− 1

2ρ2
cosh2 θ∆ρ2 − 1

ρ2
〈∇ρ2,∇ cosh2 θ〉

= cosh2 θ
(

|A|2 +RicM (N∗, N∗)− (n− 1) (log ρ)′′ |N∗|2
)

+

[

n
ρ′2

ρ2
− (log ρ)′′ sinh2 θ − ρ′2

ρ2
sinh2 θ

]

cosh2 θ

− 1

ρ2
〈∇ρ2,∇ cosh2 θ〉+ |A∂⊤

t |2.

❙✐♥❝❡

∇ cosh2 θ =
1

ρ2
∇〈N, ξ〉2 − 1

ρ2
cosh2 θ∇ρ2,

✇❡ ♦❜t❛✐♥

〈∇ρ2,∇ cosh2 θ〉 =
1

f 2
〈∇ρ2,∇〈N, ξ〉2〉 − 1

ρ2
cosh2 θ|∇ρ2|2

= 4ρρ′〈N, ∂t〉〈A∂⊤t , ∂⊤t 〉 − 4ρ′2 sinh2 θ cosh2 θ.

❚❤✉s ✇❡ ❣❡t

1

2
∆ cosh2 θ =

[

n
ρ′2

ρ2
− (log ρ)′′ sinh2 θ − ρ′2

ρ2
sinh2 θ

]

cosh2 θ

+cosh2 θ
(

|A|2 +RicM (N∗, N∗)− (n− 1) (log ρ)′′ |N∗|2
)

+4

(

−ρ′

ρ
cosh θ〈A∂⊤

t , ∂
⊤
t 〉+

ρ′2

ρ2
sinh2 θ cosh2 θ

)

+ |A∂⊤
t |2.

❘❡❛rr❛♥❣✐♥❣ ✐t

1

2
∆ cosh2 θ = |A∂⊤t |2 − 4

ρ′

ρ
cosh θ〈A∂⊤t , ∂⊤t 〉+

[

|A|2 + RicM(N∗, N∗)

+n
ρ′2

ρ2
− n (log ρ)′′ sinh2 θ + 3

ρ′2

ρ2
sinh2 θ

]

cosh2 θ.

❋r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✺✳✶✵✮✳

❋r♦♠ ♥♦✇ ♦♥✱ Γ(r)✱ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✺✳✶✳✶✳

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✸✳✷ ▲❡t M
3
= −I ×ρ M

2 ❜❡ ❛ ●❘❲ s♣❛❝❡t✐♠❡ ✇❤♦s❡ ✜❜❡r ❤❛s ●❛✉ss

❝✉r✈❛t✉r❡ KM s❛t✐s❢②✐♥❣ KM ≥ −κ✱ ❢♦r s♦♠❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t κ✳ ❈♦♥s✐❞❡r ψ : Σ2 →
−I ×ρ M

2 ❜❡ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ❝♦♠♣❧❡t❡ s✉r❢❛❝❡ s✉❝❤ t❤❛t

|∇h|2 ≤ 5

6
α
|A|2
Cρ

, ✭✺✳✶✶✮

✇❤❡r❡ 0 ≤ α < 1 ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t✱ ❛♥❞ Cρ = sup
(

κ
ρ2

+ 2(log ρ)′′
)

> 0✳ ■❢ ρ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞

❛✇❛② ❢r♦♠ ③❡r♦✱ (log ρ)′′ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ KG ≤ Γ(r)✱ t❤❡♥ Σ2 ✐s ❛ t♦t❛❧❧② ❣❡♦❞❡s✐❝ s❧✐❝❡✳

✺✹



Pr♦♦❢✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✵✮ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ n = 2✳ ❯s✐♥❣ t❤❛t s✐♥❝❡ Σ2 ✐s ♠❛①✐♠❛❧✱

|A∂⊤t |2 = 1
2
|A|2|∂⊤t |2✳ ✇❡ ❛❝❤✐❡✈❡✿

1

2
∆ cosh2 θ ≥

[

5

6
|A|2 + RicM(N∗, N∗)− 2 (log ρ)′′ sinh2 θ

]

cosh2 θ

+

(

2

3
|A|2 − 4√

2

|ρ′|
ρ
|A| cosh θ +

(

2 + 3 cosh2 θ
) ρ′2

ρ2

)

sinh2 θ

+2
ρ′2

ρ2
.

❈♦♠♣❧❡t✐♥❣ t❤❡ sq✉❛r❡ ✇❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤✿

1

2
∆ cosh2 θ ≥

[

5

6
|A|2 + κM

|N∗|2
ρ2

− 2 (log ρ)′′ sinh2 θ

]

cosh2 θ

+





(

√

2

3
|A| −

√
3
|ρ′|
ρ

cosh θ

)2

+ 2
ρ′2

ρ2



 sinh2 θ

+2
ρ′2

ρ2
.

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡

1

2
∆ cosh2 θ ≥

[

5

6
(1− α)|A|2 + 5

6
α|A|2 + κM

|N∗|2
ρ2

− 2 (log ρ)′′ sinh2 θ

]

cosh2 θ

≥
[

5

6
(1− α)|A|2 + Cρ|∇h|2 + κM

|N∗|2
ρ2

− 2 (log ρ)′′ sinh2 θ

]

cosh2 θ✭✺✳✶✷✮

≥ 1− α

α
Cρ sinh

2 θ cosh2 θ

≥ c sinh4 θ.

❙✐♥❝❡ ∆cosh2 θ = ∆sinh2 θ✱

∆sinh2 θ ≥ 2c sinh4 θ.

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ▲❡♠♠❛ ✺✳✶✳✶✱ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❢r♦♠ ✭✺✳✾✮ ❛♥❞ ✭✺✳✶✶✮✱ ✇❡ ❣❡t

KΣ ≥ −κ+ ρ′2

ρ2
cosh2 θ − ρ′′

ρ
sinh2 θ +KG

≥ − κ

ρ2
−
[

κ

ρ2
+ (log ρ)′′

]

sinh2 θ ✭✺✳✶✸✮

■❢ κ
ρ2

+ (log ρ)′′ ✐s ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ♥♦♥✲♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t✱ t❤❡♥ ✭✺✳✶✸✮ ♣r♦✈✐❞❡s KΣ

✐s ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥st❛♥t✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ κ
ρ2

+ (log ρ)′′ ✐s ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞❡❞

✺✺



❜② ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t C2✱ t❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✇❡ ❣❡t

KΣ ≥ C1 − C2 sinh
2 θ

≥ C1 − C2
5α

3Cρ

KG

≥ C1 − C2
5α

3Cρ

Γ(r).

❈❛❧❧✐♥❣ t❤❡ ▲❡♠♠❛ ✺✳✶✳✶✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t Σ2 ✐s ❛ s❧✐❝❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s❡❡ t❤❛t Σ2 ✐s

t♦t❛❧❧② ❣❡♦❞❡s✐❝✱ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ s❤❛♣❡ ♦♣❡r❛t♦r ♦❢ t❤❡ s❧✐❝❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥

❜② A = −ρ′

ρ
I ❛♥❞ ❜② ❤②♣♦t❤❡s✐s Σ2 ✐s ♠❛①✐♠❛❧✳

❘❡♠❛r❦ ✺✳✸✳✸ ❊①❛♠♣❧❡ ✻✳✵✳✹ ❜❡❧♦✇ s❤♦✇s t❤❛t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✺✳✶✶✮ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✸✳✷ ❝❛♥✲

♥♦t ❜❡ ✇✐t❤❞r❛✇✳

❘❡♠❛r❦ ✺✳✸✳✹ ■♥ ❬✼❪✱ t❤❡② ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❈▼❈ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ✐♥ ♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛t✐❛❧❧②

❝❧♦s❡❞ ●❘❲ s♣❛❝❡t✐♠❡s✳ ■♥ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t t❤❡② ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s❡❝t✐♦♥❛❧ ❝✉r✈❛t✉r❡

♦❢ t❤❡ ✜❜❡r ✐s ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❛ ❧♦❣❛r✐t♠✐❝ ❝♦♥✈❡①✐t② ♦♥ t❤❡ ✇❛r♣✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ◆♦t✐❝❡

t❤❛t ✐♥ ♦✉r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ KM t♦ ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✳

❆❧s♦✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✸✳✷ ✇✐t❤ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷ ♦❢ ❬✷✾❪✳ ■♥ t❤✐s ❧❛st r❡❢❡r✲

❡♥❝❡ t❤❡ ✜❜❡r ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♠❡❛♥ ❝✉r✈❛t✉r❡✳ ❇✉t ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡② ❞♦ ♥♦t

❝♦♠♣r✐s❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛♠❜✐❡♥t ✐s −R×cosh θ H
2✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳

❘❡♠❛r❦ ✺✳✸✳✺ ■♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✸✳✷ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ KG ≤ Γ(r) ✐s ♥♦t ♥❡❝✲

❡ss❛r② ✐❢ k
ρ2

+ (log ρ)′′ ✐s ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ♥♦♥✲♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡

❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥ KG ♠❛② ♥♦t ❜❡ r❡♠♦✈❡❞✱ ❛s ❡✈✐❞❡♥❝❡❞ ✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✭✻✳✵✳✺✮✳ ■♥ ❊①❛♠✲

♣❧❡ ✸✳✸ ♦❢ ❬✶❪ ✐t ✐s s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤✐s ❣r❛♣❤ ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡✳ ❚❛❦✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✶✳✶✳✹ ✐♥t♦

❛❝❝♦✉♥t✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ KG ≤ Γ(r) ♠✉st ♥♦t ❤♦❧❞ ❢♦r t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✳

❲❤❡♥ k
ρ2
+ (log ρ)′′ ✐s ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ KG

❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❛♥❣❧❡✱ ❛s ✇❡ ❡♥✉♥❝✐❛t❡ ❜❡❧♦✇✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✺✳✸✳✻ ▲❡t M
3
= −I ×ρ M

2 ❜❡ ❛ ●❘❲ s♣❛❝❡t✐♠❡ ✇❤♦s❡ ✜❜❡r ❤❛s ●❛✉ss

❝✉r✈❛t✉r❡ s❛t✐s❢②✐♥❣ KM ≥ −κ✱ ❢♦r s♦♠❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t κ✳ ▲❡t Σ2 ❜❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡

♠❛①✐♠❛❧ s✉r❢❛❝❡ ✐♥ M
3
s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ N ❛♥❞ ∂t ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✳ ■❢

(5.11) ❤♦❧❞s✱ t❤❡♥ Σ ♠✉st ❜❡ ❛ s❧✐❝❡✳

Pr♦♦❢✳ ❋r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✸✮ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡ ●❛✉ss ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ Σ2 ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠

❜❡❧♦✇✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ▲❡♠♠❛ ✺✳✶✳✶ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞✳

❯s✐♥❣ P❤②s✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✷✻✮ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

✺✻



❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✸✳✼ ▲❡t Σ2 → −I ×ρ M
2 ❜❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♠❛①✐♠❛❧ s✉r❢❛❝❡✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t

−I ×ρ M
2 s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❚❈❈ ❛♥❞

|∇h| ≤ β|A|α ✭✺✳✶✹✮

❢♦r ❝♦♥st❛♥ts α, β > 0✳ ■❢ −ρ′′

ρ
≤ Γ(r)✱ t❤❡♥ Σ2 ✐s ❛ s❧✐❝❡✳

Pr♦♦❢✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ ✐t ✐♥ ✭✺✳✼✮ ❛♥❞ ❤②♣♦t❤❡s✐s −ρ′′

ρ
≤ Γ(r) ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

▲❡♠♠❛ ✺✳✶✳✶

KΣ ≥ ρ′′

ρ
≥ −Γ(r),

✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✉s✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✺✳✶✳✶✳

◆♦✇✱ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✺✳✸✳✶ ❜❡❝♦♠❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

1

2
∆ cosh2 θ ≥

[

|A|2 + (log ρ)′′ sinh2 θ − 2 (log ρ)′′ sinh2 θ
]

cosh2 θ

+|A∂⊤t |2 − 4
ρ′

ρ
cosh θ〈A∂⊤t , ∂⊤t 〉

+
(

2 + 3 cosh2 θ
) ρ′2

ρ2
sinh2 θ + 2

ρ′2

ρ2

=
[

|A|2 − (log ρ)′′ sinh2 θ
]

cosh2 θ

+|A∂⊤t |2 − 4
ρ′

ρ
cosh θ〈A∂⊤t , ∂⊤t 〉

+
(

2 + 3 cosh2 θ
) ρ′2

ρ2
sinh2 θ + 2

ρ′2

ρ2
.

Pr♦❝❡❡❞✐♥❣ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t❤❡♦r❡♠ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t② s✐♠✐❧❛r t♦

✭✺✳✶✷✮✳

1

2
∆ cosh2 θ ≥

[

5

6
|A|2 − (log ρ)′′ sinh2 θ

]

cosh2 θ.

❆❣❛✐♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❚❈❈ ✇❡ ❤❛✈❡ −(log ρ)′′ ≥ 0✱ t❤❡r❡❢♦r❡

1

2
∆ cosh2 θ ≥ 5

6
|A|2 cosh2 θ.

❚❤❡♥ ❜② ❤②♣♦t❤❡s✐s ✭✺✳✶✹✮ ❛♥❞ ∆cosh2 θ = ∆sinh2 θ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

1

2
∆ sinh2 θ ≥ 5

6

1

β
2

α

sinh2+ 2

α θ.

❚❤❡r❡❢♦r❡ ❜② ▲❡♠♠❛ ✺✳✶✳✶ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ r❡s✉❧t✳

❚❤❡ ♥❡①t r❡s✉❧t ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛ ✇❡❛❦❡r ❡♥❡r❣② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t ✐s t❤❡ ◆✉❧❧ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✭◆❈❈✮✳

✺✼



❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✸✳✽ ▲❡t M
3
= −I ×ρ M

2 ❜❡ ❛ ●❘❲ s♣❛❝❡t✐♠❡ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ◆❈❈✳ ❈♦♥✲

s✐❞❡r ψ : Σ2 → −I ×ρ M
2 ❜❡ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡✳ ■❢ −ρ′′

ρ
≤ Γ(r) ❛♥❞

|∇h|2 ≤ 5

6
α
|A|2
Cρ

, ✭✺✳✶✺✮

✇❤❡r❡ 0 ≤ α < 1 ✐s ❝♦♥st❛♥t✱ Cρ = sup{ρ′′/ρ} > 0✱ t❤❡♥ Σ2 ✐s ❛ t♦t❛❧❧② ❣❡♦❞❡s✐❝ s❧✐❝❡✳

Pr♦♦❢✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s❧❧② t♦ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✸✳✼ ✇❡ ❣❡t KΣ ≥ −Γ(r). ◆♦✇ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♦❢

♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✸✳✷✱ ❢r♦♠ ✭✺✳✶✷✮ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ◆❈❈ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

1

2
∆ cosh2 θ ≥

[

5

6
(1− α)|A|2 + Cρ|∇h|2 + κM

|N∗|2
ρ2

− 2 (log ρ)′′ sinh2 θ

]

cosh2 θ

≥
[

5

6
(1− α)|A|2 + Cρ|∇h|2 − (log ρ)′′ sinh2 θ

]

cosh2 θ

≥ 1− α

α
Cρ|∇h|2 cosh2 θ

≥ c sinh2 θ.

❙✐♥❝❡ ∆cosh2 θ = ∆sinh2 θ✱ ✇❡ ✜♥✐s❤ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲❡♠♠❛ ✺✳✶✳✶✳

✺✳✹ ❈❛❧❛❜✐✲❇❡rs♥t❡✐♥ t②♣❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ♠❛①✐♠❛❧ s✉r✲

❢❛❝❡s ✐♥ ●❘❲

❚❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✸ ❧❡❞ ✉s ✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ♦❜t❛✐♥ s♦♠❡ ❈❛❧❛❜✐✲❇❡rst❡✐♥

t②♣❡ r❡s✉❧ts ❛s ❝♦r♦❧❧❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✺✳✹✳✶ ▲❡t M
3
= −I ×ρ M

2 ❜❡ ❛ ●❘❲ s♣❛❝❡t✐♠❡ ✇❤♦s❡ ✜❜❡r ❤❛s ●❛✉ss

❝✉r✈❛t✉r❡ s❛t✐s❢②✐♥❣ KM ≥ −κ✱ ❢♦r s♦♠❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t κ✳ ▲❡t Σ(u) ❜❡ ❛♥ ❡♥t✐r❡

❣r❛♣❤ ✐♥ M
3
s✉❝❤ t❤❛t KG ≤ Γ(r)✳ ■❢

|Du|2 ≤ Cρ2|A|2
1 + C|A|2 ,

✇❤❡r❡ C = 5α
6Cρ

✱ t❤❡♥ u ♠✉st ❜❡ ❝♦♥st❛♥t✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✺✳✹✳✷ ▲❡t u : M → −I ×ρ M
2 ❜❡ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ❡♥t✐r❡ ❣r❛♣❤✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t

−I ×ρ M
2 s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❚❈❈ ❛♥❞

|Du|2 ≤ β2|A|2αf 2

1 + β2|A|2α

❢♦r ❝♦♥st❛♥ts α, β > 0✳ ■❢ −ρ′′

ρ
≤ Γ(r)✱ t❤❡♥ u ✐s ❝♦♥st❛♥t✳

✺✽



❈♦r♦❧❧❛r② ✺✳✹✳✸ ▲❡t u : M → −I ×ρ M
2 ❜❡ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ❡♥t✐r❡ ❣r❛♣❤✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t

−I ×ρ M
2 s❛t✐s✜❡s t❤❡ ◆❈❈✳ ■❢ −ρ′′

ρ
≤ Γ(r) ❛♥❞

|Du|2 ≤ Cρ2|A|2
1 + C|A|2 ,

✇❤❡r❡ C = 5α
6Cρ

✱ 0 ≤ α < 1 ✐s ❝♦♥st❛♥t✱ Cρ = sup{ρ′′/ρ} > 0✱ t❤❡♥ u ✐s ❝♦♥st❛♥t✳

✺✾



❈❤❛♣t❡r ✻

❊①❛♠♣❧❡s

■t ❢♦❧❧♦✇s t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s ❣✐✈❡♥ ❜② ❆✳ ❆❧❜✉❥❡r ✐♥ ❬✶❪ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❬✸❪✮✳

❊①❛♠♣❧❡ ✻✳✵✳✹ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✉♣♣❡r ❤❛❧❢✲♣❧❛♥❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❤②♣❡r✲

❜♦❧✐❝ s♣❛❝❡ H
2 = {(x, y) ∈ R

2; y > 0} ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♠❡tr✐❝

〈 , 〉H2 =
1

y2
(dx2 + dy2).

■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ u : H2 → R ❣✐✈❡♥ ❜② u(x, y) = aLog(x2 + y2)✱ ❛♥❞ ✐ts

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡♥t✐r❡ ❣r❛♣❤

Σ(u) = {(aLog(x2 + y2), x, y) : y > 0} ⊂ −R×H
2.

❲❡ ❤❛✈❡ t❤❛t Du(x, y) = 2a y2

x2+y2
(x, y) ❛♥❞✱ ❤❡♥❝❡✱

|Du(x, y)|2 = 4a2
y2

x2 + y2
.

■❢ ✇❡ t❛❦❡ 0 < |a| < 1
2
✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t Σ(u) ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ s♣❛❝❡❧✐❦❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥

−R×H
2✳ ❚❤✐s s♣❛❝❡t✐♠❡ ❣r❛♣❤ ✐s ♠❛①✐♠❛❧ ❬✶❪✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t

|∇h|2 = |Du(x, y)|2
1− |Du(x, y)|2

✐s ❜♦✉♥❞❡❞✳ ❆ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛s ♠❛❞❡ ✐♥ ❬✹✹❪ ❣✐✈❡s ✉s A(0,y) ≡ 0 ❛♥❞

|∇h|2(0,y) =
4a2

1− 4a2
> 0.

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥❡q✉❛❧✐t② (2.12) ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ❢♦r t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ t❤✐s ❣r❛♣❤ ✐s

♥♦t ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s st❛❜❧❡✱ s❡❡ ❬✹✶❪✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ❞♦❡s ♥♦t s❛t✐s❢② t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s

♦❢ ♦✉r r❡s✉❧ts✳



❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ✐s ♠❛①✐♠❛❧ ❜✉t ✐t ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡ ❬✶❪✳

❊①❛♠♣❧❡ ✻✳✵✳✺ ❍❡r❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ u ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② u(x, y) = Log(y +
√

a+ y2)✱ ❢♦r a ❛

♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡s❡ t✇♦ t❛♥❣❡♥t ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞s

Xx = ∂x + 〈∂x, N〉N,

Xy = ∂y + 〈∂y, N〉N.

❖❜s❡r✈✐♥❣ t❤❛t u ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ y✱ ✐♥ ❬✹✹❪ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❛t 〈AXx, Xy〉 = 0✱

❛s ✇❡❧❧ 〈Xx, Xy〉 = 0✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❣r❛♣❤ ♦❢ u ✐s ♠❛①✐♠❛❧✱ t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ A ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

|A|2 = 2|Xx|−4〈AXx, Xx〉2 =
2

W 2
y2u2y . ✭✻✳✶✮

❙✐♥❝❡

|∇h|2 = |∇u|2
W 2

=
1

W 2
y2u2y,

✇❡ ♦❜t❛✐♥

|∇h|2 = 1

2
|A|2.

❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✷✳✶✷✮ ❤♦❧❞s ❢♦r t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❢❛❝t ✐t ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛♥② ♠❛①✐♠❛❧

❣r❛♣❤ ✐♥ −R × H
2 s✉❝❤ t❤❛t u ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ y✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ❣r❛♣❤ ✐s ♥♦t ❛ s❧✐❝❡✱ ✇❡

s❡❡ t❤❛t ♣❛r❛❜♦❧✐❝✐t② ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞r♦♣♣❡❞ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐♥ ❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✸✳✸✳

❊①❛♠♣❧❡ ✻✳✵✳✻ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ u : H2 → R ❣✐✈❡♥ ❜② u(x, y) = aLog y✱

a ∈ R✱ a < 1✳ ❚❤❡ ❣r❛♣❤ ♦❢ u✿

Σ(u) = {aLog y, x, y); y > 0} ⊂ −R×H
2

✐s t❤❡ ❆❜r❡s❝❤✲❘♦s❡♥❜❡r❣ s✉r❢❛❝❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❬✺✽❪✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❛t ∇u(x, y) =

(0, ay) ❛♥❞ ❤❡♥❝❡

|∇u(x, y)|2 = |a|2 < 1.

❚❤❡♥ Σ(u) ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ s♣❛❝❡❧✐❦❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥ −R×H
2✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ❢✉♥❝t✐♦♥

s❛t✐s✜❡s✿

|∇h|2 = |∇u|2
1− |∇u|2 =

|a|2
1− |a|2 .

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱

〈N, ∂t〉 = − 1
√

1− |a|2
.

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ❝✉r✈❛t✉r❡ H ♦❢ Σ(u) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

2H = Div

(

∇u
√

1− |∇u|2

)

,

✻✶



✇❤❡r❡ Div ✐s t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦♥ H
2✳ ❙♦✱ ❛s Div = Div0 − 2

y
dy✱ ✇❤❡r❡ Div0 ❞❡♥♦t❡s t❤❡

✉s✉❛❧ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦♥ R
2✱ ✇❡ ❣❡t

2H2r3 = r2y2∆0u+ y3(yQ(u) + uy|∇0u|20), ✭✻✳✷✮

✇❤❡r❡

r =
√

1− |∇u|2 =
√
1− a2

❛♥❞

Q(u) = u2xuxx + 2uxuyuxy + u2yuyy

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ∆0✱ ∇0 ❛♥❞ | · |0 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛r❡ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥✱ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ♥♦r♠

✐♥ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♠❡tr✐❝✳ ❘❡♣❧❛❝✐♥❣ u(x, y) = aLog y ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✷✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

H = − a

2
√
1− a2

,

❛♥❞ s✐♥❝❡

〈N, ∂t〉

✐s ❝♦♥st❛♥t✱ ❢r♦♠ ❈♦r♦❧❧❛r② ✭✶✳✶✳✸✮ ✇❡ ❣❡t

0 = ∆〈N, ∂t〉 = (|A|2 − |∇h|2)〈N, ∂t〉.

❍❡♥❝❡✱

|∇h|2 = |A|2. ✭✻✳✸✮

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❜② t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❡q✉❛❧✐t②

|A|2 = 4H2 − 2KG,

✇❡ s❡❡ t❤❛t 0 = KG = k1k2✱ ✇❤❡r❡ k1✱ k2 ❛r❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ A✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ s✉♣♣♦s✐♥❣

k2 = 0 ❛♥❞ s✐♥❝❡

H = −k1 + k2
2

= −k1
2
,

✇❡ ♦❜t❛✐♥

k1 =
a√

1 + a2
.

❚❤❡ ❧❛st ❡①❛♠♣❧❡ s❤❡❞s ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ st❛❜❧❡ ❈▼❈

✭♥♦♥✲♠❛①✐♠❛❧✮ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s str✐❝t❧②

♥❡❝❡ss❛r② ✐♥ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❝❛s❡✳

❊①❛♠♣❧❡ ✻✳✵✳✼ ❲❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❣❧❡ ❣r❛♣❤ ✐♠♠❡rs❡❞ ✐♥ −R×
H

2 ♦❢ t❤❡ t②♣❡

u(x, y) = f

(

x

y

)

.

✻✷



❉❡♥♦t✐♥❣ r = x
y
❛♥❞ C = |∇u|✱ s✐♥❝❡ |∇u|2 = y2|∇0u|20 ✇❡ ❣❡t✿

C2 = f ′(r)2(1 + r2).

■♥t❡❣r❛t✐♥❣ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

f(r) = C ln(
√
1 + r2 + r) + k

✇❤❡r❡ k ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❤❡❝❦ ✐❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ ♦❢ u ✐s

❝♦♥st❛♥t ✇❡ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✹✵❪✿

2HR3 = R2y2∆0u+ y3(yQ(u) + uy|∇0u|02)

✇❤❡r❡ R =
√

1− |∇u|2 =
√
1− C2 ❛♥❞ Q(u) = u2xuxx + 2uxuyuxy + u2yuyy. ❉♦✐♥❣ t❤❡

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t

H =
rC(R2 − C2r4)

2R3
√
1 + r2

.

t❤❛t ✐s ❝❧❡❛r❧② ♥♦♥ ❝♦♥st❛♥t✳ ❋♦r t❤✐s ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ ❡✈❛❧✉❛t❡ ✐♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❦✐♥❞ (0, y) ❛♥❞

(x, y)✳ ❆❧s♦✱ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❢r♦♠ ❬✺✼❪✱ t❤❡ ❣r❛♣❤ ✐s ♥♦t ♣❛r❛❜♦❧✐❝✳

✻✸



❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❆✳▲✳ ❆❧❜✉❥❡r✳ ◆❡✇ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❡♥t✐r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❣r❛♣❤s ✐♥ H
2 × R1✱ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧

●❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ✐ts ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✷✻ ✭✷✵✵✽✮ ✹✺✻✕✹✻✷✳

❬✷❪ ❉✳ ❆❧❧✐s♦♥✳ ❊♥❡r❣② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ st❛♥❞❛r❞ st❛t✐❝ s♣❛❝❡t✐♠❡s✱ ●❡♥❡r❛❧ ❘❡❧❛t✐✈✐t②

❛♥❞ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥ ✷✵ ✭✶✾✽✽✮ ✶✶✺✲✶✷✷

❬✸❪ ❆✳▲✳ ❆❧❜✉❥❡r✱ ▲✳❏✳ ❆❧í❛s✳ ❈❛❧❛❜✐✲❇❡r♥st❡✐♥ r❡s✉❧ts ❢♦r ♠❛①✐♠❛❧ s✉r❢❛❝❡s ✐♥

▲♦r❡♥t③✐❛♥ ♣r♦❞✉❝t s♣❛❝❡s✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ●❡♦♠❡tr② ❛♥❞ P❤②s✐❝s ✺✾ ✭✷✵✵✾✮ ✻✷✵✕✻✸✶✳

❬✹❪ ❆✳▲✳ ❆❧❜✉❥❡r✱ ▲✳❏✳ ❆❧í❛s✳ P❛r❛❜♦❧✐❝✐t② ♦❢ ♠❛①✐♠❛❧ s✉r❢❛❝❡s ✐♥ ▲♦r❡♥t③✐❛♥ ♣r♦❞✉❝t

s♣❛❝❡s✱ ▼❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❩❡✐ts❝❤r✐❢t ✷✻✼ ✭✷✵✶✶✮ ✹✺✸✕✹✻✹✳

❬✺❪ ❈✳ P✳ ❆q✉✐♥♦✱ ❏✳ ●✳ ❆r❛ú❥♦✱ ❍✳ ❋✳ ❞❡ ▲✐♠❛✳ ❘✐❣✐❞✐t② ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ✐♥

✇❛r♣❡❞ ♣r♦❞✉❝t s♣❛❝❡s ✈✐❛ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ♠❡❛♥ ❝✉r✈❛t✉r❡✱ ❇❡✐tr❛❣❡ ③✉r ❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞

●❡♦♠❡tr✐❡ ✺✻ ✭✷✵✶✻✮ ✸✾✶✕✹✵✺✳

❬✻❪ ▲✳ ❏✳ ❆❧í❛s✱ ❆✳ ❇r❛s✐❧✱ ❆✳ ●✳ ❈♦❧❛r❡s✳ ■♥t❡❣r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛❡ ❢♦r s♣❛❝❡❧✐❦❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ✐♥

❝♦♥❢♦r♠❛❧❧② st❛t✐♦♥❛r② s♣❛❝❡t✐♠❡s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ❊❞✐♥❜✉r❣❤ ▼❛t❤✲

❡♠❛t✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t② ✹✸ ✭✷✵✵✸✮ ✷✸✺✕✷✹✺✳

❬✼❪ ❈✳ ❆q✉✐♥♦✱ ❍✳ ❇❛❧t❛③❛r✱ ❍✳ ❋✳ ❞❡ ▲✐♠❛✳ P❛r❛❜♦❧✐❝✐t② ♦❢ ♠❛①✐♠❛❧ s✉r❢❛❝❡s ✐♥

▲♦r❡♥t③✐❛♥ ♣r♦❞✉❝t s♣❛❝❡s✱ ▼✐❧❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ✽✺ ✭✷✵✶✼✮ ✷✸✺✕✷✹✺✳

❬✽❪ ▲✳ ❏✳ ❆❧í❛s✱ ❱✳ ▲✳ ❈á♥♦✈❛s✱ ❆✳ ●✳ ❈♦❧❛r❡s✳ ▼❛r❣✐♥❛❧❧② tr❛♣♣❡❞ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞s ✐♥

❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❘♦❜❡rts♦♥✲❲❛❧❦❡r s♣❛❝❡t✐♠❡s✱ ●❡♥❡r❛❧ ❘❡❧❛t✐✈✐t② ❛♥❞ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥ ✷✸

✭✷✵✶✼✮ ✶✕✷✸✳



❬✾❪ ❆✳▲✳ ❆❧❜✉❥❡r✱ ❋✳ ❈❛♠❛r❣♦✱ ❍✳❋✳ ❞❡ ▲✐♠❛✳ ❈♦♠♣❧❡t❡ s♣❛❝❡❧✐❦❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ✇✐t❤

❝♦♥st❛♥t ♠❡❛♥ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✐♥ −R×H
n✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❆♣✲

♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✸✻✽ ✭✷✵✶✵✮ ✻✺✵✕✻✺✼✳

❬✶✵❪ ❆✳▲✳ ❆❧❜✉❥❡r✱ ❋✳ ❈❛♠❛r❣♦✱ ❍✳❋✳ ❞❡ ▲✐♠❛✳ ❈♦♠♣❧❡t❡ ❙♣❛❝❡❧✐❦❡ ❍②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ✐♥ ❛

❘♦❜❡rts♦♥✲❲❛❧❦❡r ❙♣❛❝❡t✐♠❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ P❤✐❧♦✲

s♦♣❤✐❝❛❧ ❙♦❝✐❛t② ✶✺✶ ✭✷✵✶✶✮ ✷✼✶✕✷✽✷✳

❬✶✶❪ ▲✳ ❏✳ ❆❧í❛s✱ ❏✳ ▼✳ ❊st✉❞✐❧❧♦✱ ❆✳ ❘♦♠❡r♦✳ ❖♥ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ ♠❛①✐♠❛❧

s✉r❢❛❝❡s ✐♥ ♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❘♦❜❡rts♦♥✲❲❛❧❦❡r s♣❛❝❡t✐♠❡s✱ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ❛♥❞

◗✉❛♥t✉♠ ●r❛✈✐t② ✶✸ ✭✶✾✾✻✮ ✸✷✶✶✕✸✷✶✾✳

❬✶✷❪ ▲✳ ❆❧í❛s✱ ❇✳ P❛❧♠❡r✳ ❩❡r♦ ♠❡❛♥ ❝✉r✈❛t✉r❡ s✉r❢❛❝❡s ✇✐t❤ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✐♥

✢❛t ▲♦r❡♥t③✐❛♥ 4✲s♣❛❝❡s✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❘♦②❛❧ ❙♦❝✐❡t② ❆ ✹✺✺✱ ✶✾✾✾✳

❬✶✸❪ ❏✳ ❆✳ ❆❧❡❞♦✱ ❆✳ ❘♦♠❡r♦✱ ❘✳ ▼✳ ❘✉❜✐♦✳ ❈♦♥st❛♥t ♠❡❛♥ ❝✉r✈❛t✉r❡ s♣❛❝❡❧✐❦❡ ❤②✲

♣❡rs✉r❢❛❝❡s ✐♥ ▲♦r❡♥t③✐❛♥ ✇❛r♣❡❞ ♣r♦❞✉❝ts ❛♥❞ ❈❛❧❛❜✐✲❇❡r♥st❡✐♥ t②♣❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱

◆♦♥❧✐♥❡❛r ❆♥❛❧②s✐s ✶✵✻ ✭✷✵✶✹✮ ✺✼✕✻✾✳

❬✶✹❪ ❏✳ ❆✳ ❆❧❡❞♦✱ ❆✳ ❘♦♠❡r♦✱ ❘✳ ▼✳ ❘✉❜✐♦✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❈❛❧❛❜✐ ❇❡r♥st❡✐♥ ❚❤❡♦r❡♠

r❡✈✐s✐t❡❞✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✹✸✶ ✭✷✵✶✺✮ ✶✶✼✷✕

✶✶✼✼✳

❬✶✺❪ ▲✳ ❆❧í❛s✱ ❆✳ ❘♦♠❡r♦✱ ▼✳ ❙á♥❝❤❡③✳ ❯♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡ s♣❛❝❡❧✐❦❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s

♦❢ ❝♦♥st❛♥t ♠❡❛♥ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✐♥ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❘♦❜❡rts♦♥ ❲❛❧❦❡r s♣❛❝❡t✐♠❡s✱ ❚ô❤♦❦✉

▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ✷✼ ✭✶✾✾✺✮ ✼✶✕✽✹✳

❬✶✻❪ ▲✳ ❆❧í❛s✱ ❆✳ ❘♦♠❡r♦✱ ▼✳ ❙á♥❝❤❡③✳ ❙♣❛❝❡❧✐❦❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ♠❡❛♥ ❝✉r✈❛✲

t✉r❡ ❛♥❞ ❈❛❧❛❜✐✲❇❡rst❡✐♥ t②♣❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❚ô❤♦❦✉ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ✸✵ ✭✶✾✾✼✮

✻✺✺✕✻✻✶✳

❬✶✼❪ ❆✳❇♦r❜é❧②✳ ❆ r❡♠❛r❦ ♦♥ t❤❡ ❖♠♦r✐✲❨❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❑✉✇❛✐t ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

❙❝✐❡♥❝❡ ✸✾ ✭✷✵✶✷✮ ✹✺✕✺✻✳

❬✶✽❪ ❆✳ ❇❛rr♦s✱ ❆✳ ❇r❛s✐❧✱ ❆✳ ❈❛♠✐♥❤❛✳ ❙t❛❜✐❧✐t② ♦❢ s♣❛❝❡❧✐❦❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ✐♥ ❢♦❧✐❛t❡❞

s♣❛❝❡t✐♠❡s✱ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ●❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ✐ts ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✷✻ ✭✷✵✵✽✮ ✸✺✼✕✸✻✺✳

✻✺



❬✶✾❪ ❏✳ ▲✳ ❇❛r❜♦s❛✱ ▼✳ ❞♦ ❈❛r♠♦✳ ❙t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ♠❡❛♥ ❝✉r✲

✈❛t✉r❡✱ ▼❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❩❡✐ts❝❤r✐❢t ✶✽✺ ✭✶✾✽✹✮ ✸✸✾✕✸✺✸✳

❬✷✵❪ ❏✳ ▲✳ ❇❛r❜♦s❛✱ ▼✳ ❞♦ ❈❛r♠♦✱ ❏✳ ❊s❝❤❡♥❜✉r❣✳ ❙t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❍②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ♦❢ ❈♦♥st❛♥t

▼❡❛♥ ❈✉r✈❛t✉r❡ ✐♥ ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ▼❛♥✐❢♦❧❞s✱▼❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❩❡✐ts❝❤r✐❢t ✶✾✼ ✭✶✾✽✽✮

✶✷✸✕✶✸✽✳

❬✷✶❪ ❏✳ ❇❡❡♠✱ P✳ ❊❤❧✐❝❤✱ ❑✳ ▲✳ ❊❛s❧❡②✳ ●❧♦❜❛❧ ▲♦r❡♥t③✐❛♥ ●❡♦♠❡tr②✱ ❙❡❝♦♥❞ ❊❞✐t✐♦♥✱

P✉r❡ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❱♦❧✳ ✷✵✷✱ ▼❛r❝❡❧ ❉❡❦❦❡r✱ ◆❡✇ ❨♦r❦ ✭✶✾✾✻✮✳

❬✷✷❪ ❏✳ ▲✳ ❇❛r❜♦s❛✱ ❱✳ ❖❧✐❦❡r✳ ❙♣❛❝❡❧✐❦❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ♠❡❛♥ ❝✉r✈❛t✉r❡
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❊❧❧✐♣t✐❝ ◆♦♥▲✐♥❡❛r ❊q✉❛t✐♦♥s ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✶✶ ✭✷✵✶✸✮✱ ✶✸✺✵✵✵✷ ✭✶✸

♣❛❣❡s✮✳

✻✻



❬✸✵❪ ❍✳ ❈❛♦ ❛♥❞ ❉✳ ❩❤♦✉✳ ❖♥ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❣r❛❞✐❡♥t s❝❤r✐♥❦✐♥❣ ❘✐❝❝✐ s♦❧✐t♦♥s ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢

❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ●❡♦♠❡tr② ✽✺ ✭✷✵✶✵✮✱ ✶✼✺✲✶✽✺✳

❬✸✶❪ ❊✳ ▲✳ ❞❡ ▲✐♠❛✱ ❍✳ ❋✳ ❞❡ ▲✐♠❛✱ ❊✳ ❆✳ ▲✐♠❛ ❏r✳✱ ❆✳ ❆✳ ▼❡❞❡✐r♦s✳ P❛r❛❜♦❧✐❝✐t②

❛♥❞ r✐❣✐❞✐t② ♦❢ s♣❛❝❡❧✐❦❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡s ✐♠♠❡rs❡❞ ✐♥ ❛ ▲♦r❡♥t③✐❛♥ ❑✐❧❧✐♥❣ ✇❛r♣❡❞
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