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Resumo

Neste trabalho buscamos resolver dois problemas centrais. O primeiro é descrever
as classes dos isomorfismos da élgebra das matrizes triangulares superiores em blocos
graduadas por um grupo abeliano finito e sobre um corpo algebricamente fechado de
caracteristica zero. Sob as mesmas hipoteses, A. Valenti e M. Zaicev provaram que
qualquer graduacao em uma algebra de matrizes triangulares superiores em blocos
¢ isomorfa a um produto tensorial A ® B de uma &algebra de matrizes triangulares
superiores em blocos A com uma graduacao elementar e uma algebra de matrizes
graduada com divisao B. No6s provamos que este resultado ¢ véalido sem a hipotese do
grupo ser finito. O segundo problema é mostrar que as identidades graduadas de A® B,
determinam, a menos de isomorfismo, a propria algebra A ® B. Conseguimos reduzir
este problema ao caso das graduagoes elementares nesta algebra, que foi estudado

anteriormente por O. M. Di Vincenzo e E. Spinelli.

Palavras-chave: Algebras Graduadas; Identidades Polinomiais Graduadas; Algebra

de Matrizes Triangulares Superiores em Blocos; Isomorfismos de Algebras Graduadas.
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Abstract

In this work we seek to solve two central problems. The first is the description of
the isomorphism classes of upper block triangular matrix algebras graded by a finite
abelian group over an algebraically closed field of characteristic zero. Under the same
hypothesis, A. Valenti and M. Zaicev proved that any grading on an algebra of upper
block-triangular matrices is isomorphic to the tensor product A ® B of an elementary
grading A on an upper block-triangular matrix algebra and a division grading B on a
matrix algebra. We prove that this result holds without the hypothesis that the group
is finite. The second problem is show that the graded identities in A ® B, determine,
up to isomorphism, A ® B. We reduce this question to the case of elementary gradings
on algebras of upper block-triangular matrix which was previously studied by O. M.

Di Vincenzo and E. Spinelli.

Keywords: Graded Algebras; Graded Polinomial Identities; Algebra of Upper Block-

Triangular Matrices; Isomorphism of Graded Algebras.
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Introducao

Na algebra moderna existe um ramo que estuda a estrutura algébrica chamada
de anel. Dentro deste estudo se destaca a teoria dos anéis nao-comutativos, e como
uma vertente deste estudo temos a teoria das identidades polinomiais ou Pl-teoria
(que vem do inglés Polynomial Identities). No inicio, as identidades polinomiais eram
estudadas sobre os anéis, porém com o aprofundamento da teoria, elas passaram a ser
estudadas sobre uma estrutura mais elaborada, chamada de algebra. Um polinémio
f(z1,...,x,), com as variaveis ndo comutativas e com os coeficientes sobre um corpo
K, é dito uma identidade polinomial (ou simplesmente PI) para uma élgebra A quando
f(ay, ..., a,) =0, para quaisquer ay, ..., a, € A. Quando existe uma PI nao nula para
uma algebra A dizemos que esta algebra é uma P[l-algebra. Existem muitas classes
de algebras que sao PI, como por exemplo, as algebras comutativas, as com dimensao
finita, as nilpotentes, entre outras.

Dentre os varios ramos de pesquisa dentro da PI-teoria, podemos destacar 3
vertentes principais. A primeira, estuda as principais caracteristicas de uma algebra,
sabendo que a mesma é uma PI-algebra. A segunda, pesquisa sobre as variedades de
algebras que satisfazem um determinado sistema de identidades polinomiais. Por fim, a
terceira procura estabelecer uma base para o T-ideal (ideal das identidades polinomiais)
de uma determinada algebra. Porém, vale destacar, estes trés ramos nao sao indepen-
dentes, assim como a PI-teoria utiliza-se de muitos conceitos e resultados de outras
areas, como por exemplo, de Teoria de Representacdes de Grupos, Algebra Linear,
Combinatoria, dentre outras. Uma discussao mais detalhada sobre o desenvolvimento
da PI-teoria pode ser encontrada, por exemplo, em [16, 18, 34, 40].

O estudo de identidades polinomiais para algebras ganhou for¢a com o artigo



de Amitsur e Levitzki [3], publicado em 1950. Neste artigo foram utilizados métodos
combinatérios para provar que o polindmio standart de grau 2n é uma identidade
de menor grau para a algebra das matrizes de ordem n sobre um corpo K, M, (K).
Uma das questoes centrais no estudo das identidades polinomiais ¢ a descrigao de um
conjunto gerador denominado base para o T-ideal de uma &lgebra, e com visao neste
estudo Specht, em 1950, conjecturou que toda algebra associativa tem uma base finita
para o seu T-ideal, sob a hipotese do corpo ser de caracteristica zero. A demonstragao
deste fato so6 foi realizada em 1987, por Kemer (|25, 26]).

Uma algebra A ¢ dita graduada por um grupo G se A = @ycqAy, onde A, é
um subespago de A, para qualquer g € G, e AjA, C Ay, para quaisquer g,h €
G. Podemos ver a élgebra associativa G-graduada livre unitaria K (X) (algebra dos
polindmios G-graduados em variaveis associativas e nao comutativas com coeficientes
em um corpo K) como sendo uma algebra G-graduada e seus polinémios f(z§', ... z9")
como sendo polinémios graduados. Definimos uma identidade graduada para uma
algebra G-graduada A, como sendo um polinémio G-graduado f(z{',...,z9") tal que
f(a1,...,a,) =0 para quaisquer a; € Ay, parai=1,...,n. O estudo das identidades
graduadas foi motivado pela sua importancia na estrutura dos T-ideais (veja [27]) e
ao longo das tltimas décadas importantes resultados foram obtidos. Por exemplo, foi
provado em [5] que sendo G’ um grupo finito, entao uma algebra G-graduada A é uma
P1I-algebra se, e somente se, A, é uma PI-algebra, onde e é o elemento neutro de G.

Dentre as varias algebras graduadas uma que podemos destacar é a algebra das
matrizes M, (K). Nesta algebra uma G-graduagao ¢ dita elementar se existe uma n-
upla g = (g1, ..., 9n) € G" tal que cada matriz elementar E;;, 1 <1, j < n é homogénea
e o grau de E;; igual a gz-gj_1 (denotaremos este grau por deg(E;;)). Dentre varios
autores que abordaram este tema, devemos destacar Nastasescu e o van Oystaeven
que em [31] abordaram vérios topicos sobre os anéis graduados, incluindo os anéis
graduados primitivos, nos quais tal algebra se inclui. Em [14]| os autores mostraram
que uma graduacgao nesta algebra de matrizes sobre um corpo algebricamente fechado
e com grupo abeliano livre de tor¢ao é sempre elementar. Os autores em [6| provaram
para um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero e G um grupo finito
qualquer, que qualquer algebra de matrizes graduada ¢é isomorfa a um produto tensorial

de uma algebra de matrizes com uma graduacao fina e uma &lgebra de matrizes com



uma graduagao elementar. Diniz e Bianchi [15] provaram que, se K é algebricamente
fechado, G é abeliano e A e B sao duas algebras G-graduadas simples de dimensao
finita, entdao A e B sao isomorfas como algebras G-graduadas se, e somente se, tém as
mesmas identidades G-graduadas.

Tendo em vista o que foi provado para a algebra das matrizes, podemos nos per-
guntar se o mesmo ocorre para as algebras das matrizes triangulares superiores em
blocos. As graduagoes por grupos abelianos finitos nas algebras das matrizes trian-
gulares superiores em blocos foram descritas por Valenti e Zaicev [38|. Ja Barascu
e Dascalescu [12| determinaram quando duas graduagoes elementares destas algebras
sao isomorfas. No trabalho citado anteriormente, surge um conceito que serd muito
utilizado nesta tese, que é o conceito de flag graduada. Posteriormente Di Vincenzo
e Spinelli [19] demonstraram que, sob certas condigoes, duas édlgebras de matrizes
triangulares superiores em bloco com G-graduadas satisfazem as mesmas identidades
graduadas se, e somente se, sao isomorfas como algebras graduadas.

Nesta tese, temos dois objetivos principais, que estao relacionados. O primeiro
deles é descrever, a menos de isomorfismo, todas as graduagoes em uma &algebra das
matrizes triangulares superiores em blocos UT(myq,...,m,). Em seguida, de posse
desta descrigao, o nosso objetivo é provar que duas destas algebras sao isomorfas,
como algebras graduadas se, e somente se, tém as mesmas identidades graduadas.
Para atingirmos os nossos objetivos, este trabalho foi divido em 4 capitulos.

Nos dois primeiros capitulos apresentamos conceitos basicos para o desenvolvi-
mento dos demais, para tanto, se faz necessario que o leitor tenha um conhecimento
prévio de algebra linear e teoria de anéis basica. No primeiro capitulo, iniciamos com
os conceitos de algebras e homomorfismo de algebras, que é um ponto central no de-
senvolvimento da nossa tese. Em seguida, definimos o que vem a ser uma identidade
ordinaria para uma algebra e finalizamos apresentando o conceito de agao de grupos.
No segundo capitulo iremos abordar os conceitos que envolvem graduacoes, iniciando
com a definicao de algebras graduadas, homomorfismos graduados e identidades gra-
duadas. Finalizamos este capitulo com as defini¢oes e os principais conceitos em torno
dos espacos vetoriais graduados e dos médulos graduados sobre algebras com divisao.

No terceiro capitulo, atingimos o nosso primeiro objetivo. Para isso, descrevemos

os isomorfismos no anel dos endomorfismos das flags graduadas, sobre uma &algebra



graduada com divisdo. Em [38], sob a hipdtese do grupo ser abeliano finito e sobre um
corpo algebricamente fechado de caracteristica zero, os autores provam que qualquer
algebra das matrizes triangulares superiores em blocos com uma graduacao elementar é
isomorfa a um anel de endomorfismos de uma flag sobre o corpo. N6s mostramos neste
capitulo que qualquer uma destas algebras é isomorfa a um anel de endomorfismos
de uma flag graduada sobre uma &algebra com divisao, nao necessariamente com uma
graduagao elementar. Em [8|, é provado que duas graduacoes elementares em uma
algebra de matrizes triangulares superiores sao isomorfas se, e somente se, os respectivos
anéis de endomorfismos das respectivas flags graduadas sao isomorfos a menos de uma
shift e noés provamos este fato para uma graduacgao qualquer, porém, as flags sao sobre
uma algebra com divisao.

Uma algebra graduada simples que satisfaz a condicao de cadeia descendente
de ideais & esquerda graduados, é isomorfa a um anel de endomorfismos de um espaco
vetorial graduado sobre uma algebra graduada com divisao (veja [20, 31]). Isomorfismos
de anéis de endomorfismos de espacos vetoriais graduados sao descritos em termos de
isomorfismo de pares. Ja um dos nossos principais resultados (Teorema 3.2.6) prova um
resultado analogo para o anel dos endomorfismos de flags graduados. As graduagoes
na algebra das matrizes triangulares superiores em blocos, sao descritas em [38] como
sendo o produto tensorial de uma algebra de matrizes com uma graduagao com divisao
e uma algebra das matrizes triangulares superiores em blocos com uma graduagao
elementar. Como consequéncia deste resultado, nos determinamos (Corolario 3.3.3), em
termos desta decomposicao, quando duas algebras de matrizes triangulares superiores
em blocos sao isomorfas. Os resultados obtidos neste capitulo geraram um artigo
com titulo: Graded Isomorphisms on Upper Block Triangular Matrix Algebras [10],
publicado na revista Linear Algebra and its Applications, no ano de 2018 em parceria
com os professores Claudemir Fidelis e Diogo Diniz.

No quarto capitulo, iremos abordar o nosso segundo objetivo. Em [22], os au-
tores provaram que o T-ideal das identidades ordinarias de uma &algebra de matrizes
triangulares superiores em blocos é o produto dos ideais das identidades de cada bloco.
Na primeira parte deste capitulo generalizamos o resultado da A. Valenti e M. Zaicev
[38], temos a decomposigao de UT (my, ..., m,), descrita no paragrafo anterior, porém

noés provamos que o resultado continua valido sem a hipotese do grupo ser finito. En-



tretanto, vale destacar que recentemente Yasumura [39] generalizou ainda mais este
resultado com algumas restrigoes sobre a caracteristica do corpo. Na segao seguinte,
considerando R = A® Be R = A ® B’, onde A e A’ sdo algebras das matrizes
triangulares superiores em blocos com graduagoes elementares e, B e B’ sao algebras
graduadas com divisao, abordamos a seguinte questao: se R e R’ satisfazem as mes-
mas identidades graduadas, entao elas sao isomorfas? A versao graduada do teorema
de Wedderburn-Artin implica que qualquer algebra graduada simples que satisfaz a
condicao de cadeia descendente nos ideais graduados a esquerda é o produto tensorial
de uma algebra de matrizes com uma graduacao elementar e uma &algebra graduada
com divisao. Em [15], para um corpo algebricamente fechado e um grupo abeliano, os
autores provaram que as algebras graduadas simples sao determinadas, a menos de iso-
morfismo, por suas identidades graduadas. Em [19] os autores consideraram a algebra
das matrizes triangulares superiores em blocos com uma graduagao elementar e pro-
varam que este resultado é valido sob certas condi¢oes. Em nosso principal resultado
reduzimos a questao anterior ao caso da graduacao elementar. Como consequéncia do
resultado do Di Vincenzo e do Spinelli concluimos, por exemplo que as algebras R e
R’ sao isomorfas como algebras graduadas se o nimero de blocos em A for igual a um
1 ou 2. Um dos principais resultados desta se¢ao é que se Idg(R) = Idg(R'), entao
supp B =supp B’ e Idy(B) = Idg(B’), onde H = supp B (veja o Coroléario 4.2.7 e a
Proposigao 4.2.13). Agora, assumindo que H é um subgrupo finitamente gerado de G,
desde que o corpo seja algebricamente fechado, isso implica que B ¢é isomorfo a B’ como
algebras G-graduadas. Foi provado por D. S. Passmann em [32] que uma algebra de
grupo de um grupo soliivel sobre um corpo de caracteristica zero é semissimples. Uti-
lizamos este resultado para concluir que se uma algebra graduada com divisao satisfaz
uma identidade polinomial ordinéria, entao ela satisfaz as mesmas identidades ordina-
rias que uma algebra de matrizes (veja o Corolério 4.2.18). Como consequéncia deste
resultado, nos provamos que se B e B’ satisfazem as mesmas identidades polinomiais or-
dinarias, entao o coarsenings “R e *R’, induzidos pela projec¢ao canoénica o : G — G/H,
satisfazem as mesmas identidades que élgebras de matrizes triangulares superior em
blocos com graduagoes elementares adequadas U e U’ (descritas no Teorema 4.2.21).
Em outro resultado, Teorema 4.2.21, provamos que Idg g (U) = Idg/u(U’) e que se U

e U’ s@o isomorfas como algebras GG/H-graduadas, entdo R e R’ sao isomorfas como



algebras G-graduadas. Por fim, os resultados deste capitulo geraram um artigo com
titulo: Graded Identities and Isomorphisms on Algebras of Upper Block-Triangular
Matrices [11], publicado na revista Journal of Algebra, no inicio deste ano, em parceria

com o professor Diogo Diniz.



Notacao e terminologia

e Em todo o texto, K denotard um corpo arbitrario; G sempre denotara um grupo

qualquer, a menos que se mencione o contrario.

e Usaremos UT(my, ..., m,) para representar a algebra das matrizes triangulares
superiores em blocos, veja a Defini¢do em 1.1.5. Ja M, (K) denotara a algebra
das matrizes de ordem n. As matrizes elementares de M, (K) serao representadas
por E;;, estas sao as matrizes que tém 1 na entrada da linha i e coluna j, além

de zero nas demais entradas.

e O polinémio f(z¥',..., %) indicara um polinémio na algebra graduada livre com

z¥" sendo uma variavel de grau ¢g;. Em um polindmio, quando na variavel nao
aparecer com a indicacao do grau, iremos admitir que o grau desta variavel é o

€, o elemento neutro do grupo G.



Capitulo 1

Conceitos Basicos 1

Neste primeiro capitulo nos dedicaremos a descrever todos os conceitos bésicos,
notacgoes e resultados, nos casos ordinarios, ou seja sem graduagoes, necessarios para
o bom desenvolvimento dos demais capitulos. Para a leitura deste trabalho, faz-se

necessario um conhecimento basico de algebra linear e teoria de anéis.

1.1 Algebras

Iniciaremos com um conceito de suma importancia para o desenvolvimento de

nossa tese, o conceito de algebra.

Definigao 1.1.1. Dizemos que um par (A, ) é uma K-algebra, sempre que A for um
K-espago vetorial e x : A x A — A for uma aplicac@o bilinear (chamada de produto),

ou seja, se tivermos as seguintes propriedades:
(i) ax(b+c)=axb+axc
(i) (a+b)xc)=axc+bxc
(iii) (Aa)b = a(A\b) = A(ab)
para quaisquer a,b,c € Ae XA € K.

Representamos uma K-algebra (A, ), sempre que o produto for 6bvio, simples-
mente por A, omitindo-se o produto. Além disso, também podemos omitir sobre que

corpo tal algebra esta definida, chamando-a apenas de algebra. Iremos representar o



produto a * b simplesmente por ab. Além disso, dizemos que um subconjunto 5 de uma
algebra A é uma base, quando § é uma base de A como um espago vetorial. Con-
sequentemente, definimos a dimensao de A, como sendo a sua dimensao como espago

vetorial.
Definicao 1.1.2. Dizemos que uma algebra A é:

(i) Associativa, quando o seu produto for associativo, ou seja, (ab)c = a(bc), para

quaisquer a, b, c € A.

(ii)) Comutativa, quando o seu produto for comutativo, ou seja, ab = ba, para

quaisquer a,b € A.

(iii) Unitaria, (ou com unidade) se o produto de A tiver unidade, ou seja, se existir

14 € A, tal que 14a = aly = a, para qualquer a € A.

Observagao 1.1.3. A partir de agora, sempre que falarmos de algebras, estaremos

nos referindo a algebras associativas e unitarias.

Exemplo 1.1.4 (Algebra de Matrizes). Seja n € N. O espaco vetorial M, (K) munido
de seu produto usual é uma algebra associativa com unidade (a matriz identidade Id,,).
Destacamos nesta élgebra as matrizes elementares £;; , que possuem 1 na entrada da
i-ésima linha e j-ésima coluna e 0 nas demais. E facil verificar que o conjunto destas
matrizes é uma base para M, (K), o qual é chamada base canonica desta dlgebra. De
modo mais geral, se A é uma &lgebra, consideramos o espago vetorial M, (A) de todas
as matrizes de ordem n com entradas em A. O produto de matrizes em M, (A) é

analogo ao produto de matrizes com entradas em M, (K). Temos entao uma estrutura
de algebra em M, (A).

Agora iremos apresentar o principal exemplo, tendo em vista que nos proximos

capitulos iremos trabalhar sobre esta algebra.

Exemplo 1.1.5 (Matrizes Triangulares Superiores em Blocos). Considere o conjunto

UT(my,...,m,) das matrizes
M, (K) Bys e By,
0 Mu(K) ... B
0 0 o M, (K)

de ordem n = my + --- 4+ m,, onde M,,, e uma matriz de ordem m; e B;; sao ma-

trizes sobre K com as ordens correspondentes. Note que este conjunto munido com



as operagoes usuais de matrizes ¢ uma K-algebra, chamada de algebra das matrizes
triangulares superiores em blocos.

Considere I} = {1,...,my}, Ib = {my+1,....mi+ma}, ..., I, = {my+mo+-- -+
my—1+1,...,my +mg +--- +m,}. Observe que uma matriz elementar E;; pertence
a UT(dy,...,d,), quando i € I, j € I,, sempre que p < ¢q. Ademais, temos que o
conjunto formado por estas matrizes elementares é uma base para UT (my, ..., m,).

Para um melhor entendimento do exemplo anterior, considere a seguinte algebra

A=UT(2,1,2), observe que ela é formada pelas matrizes do tipo

ailz aiz2 Aaiz Qa4 Qs
Q21 Q22 Q23 d24 Q25
0 0 ags ass ass

0 0 0 Q44 Qg5

0 0 0 Q54 Q55

com a;; € K, para 4,5 € {1,2,3,4,5}. Assim, I; = {1,2}, I, = {3} e I3 = {4,5}.
Perceba que Eyy € A, pois2€ [, e4 € [,,onde p=1, ¢ =3 ep <q. Porém, note que
Ep ¢ Aesendop=3,q=1, temos p > q.

Exemplo 1.1.6 (Operadores Lineares). Sejam V um espago vetorial e L(V') o espago
vetorial dos operadores lineares de V' . Temos que L(V'), munido da composigao de

fungoes é uma &algebra associativa com unidade, chamada de algebra dos operadores

lineares de V.

Exemplo 1.1.7 (Algebra de Grupo). Para o grupo G, considere o conjunto das somas

formais .

diferente de zero. Este conjunto sera representado por KG. Definimos em KG as

Z Qg9 + Z 699 = Z(ag + ﬂg)g

Agg quase nulas, ou seja, apenas uma quantidade finita de A\, € K ¢é

operagoes

geG geqG geG
A Z g9 = Z(/\O‘g)g
geG geG

onde ay, B4, A € K, para quaisquer g € G. Estas operagoes fazem de KG um espaco
vetorial sobre K que tem como base G. Ademais, podemos definir neste espago vetorial

a seguinte operacao:

(Z agg> (Z th) = 3 (g (ah).

geq heG g,heG
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Com esta operacao, KG é uma algebra associativa e com unidade, denominada &lgebra
sobre K do grupo G. Observe que a dimensao desta algebra é igual a ordem de G e que

se G for abeliano, ela sera comutativa.

Exemplo 1.1.8. Sejam A e B dois espacgos vetoriais . Um espago vetorial C' envolvido
na aplicacao - : (z1,22) — 1 - 23 de A X B em C' é chamada de produto tensorial de

A e B se as seguintes duas condig¢oes sao satisfeitas:

(i) @1 - x9 é linear em cada uma das variaveis 1 e zs.

(ii) Se B1 ={ei |i €1} e Py ={e; | j € I} sao bases de A e B, entao {e; -e; | i €

I,j € J} formam uma base para C.

E facil mostrar que existe este espaco vetorial e que ele é tnico a menos de
isomorfismo, este espago sera denotado por A ® B, chamado de produto tensorial de
A e B. Observe que, pela segunda condigdo, temos que dim(A ® B) = dimA - dimB.

Além disso, se V' é um espago vetorial e f : A x B — V é uma aplicagao
bilinear, entao existe uma tunica transformagao linear 7y : A ® B — V satisfazendo
Tt(a®b) = f(a,b) (propriedade universal do produto tensorial). Para maiores detalhes,
veja |4] e [35].

Consideremos agora A e B como sendo duas algebras. Dados a € Aeb € B,
arbitrarios, a aplicacao f,,: A x B - A® B dada por f,;(x,y) = ax ® by, ¢ bilinear
e assim existe T, € L(A® B) tal que T, ,(z ® y) = ax ® by. Observando agora que a

aplicacao
T: AxB — L(A® B)
(CL, b) — T%b

¢ bilinear, concluimos que existe uma tnica transformacao linear F': AQ B — L(A® B)

tal que F(a ® b) = T, ;. Logo o produto
- (A®B)x(A®B) — A®B
(a,f) = «a-B=F(a)p) (1.1)
é bilinear e satisfaz
(a1 @by) - (a2 @ be) = F(a; ® by)(ag ® by) = Ty, 5, (a2 ® by) = ayas & bybs,

para quaisquer a, as € A e by, by € B.

O espago vetorial A ® B, munido do produto (1.1), é uma algebra, chamada de
produto tensorial das algebras A e B. Além disso, observe que sua unidade é
1y ®1p.

Definigao 1.1.9. Seja A uma algebra. Entao dizemos que:

11



(i) Um elemento de a € A é invertivel quando existe b € B, tal que ab = ba = 14.

(ii) A éum algebra com divisao se todos os seus elementos ndo nulos forem invertiveis.

Exemplo 1.1.10. Todo corpo é uma algebra com divisao. Logo Q, R e C sao algebras
com divisao. A algebra dos quarténios reais é também uma algebra com divisao nao

comutativa.

Definicao 1.1.11. Seja A uma K-algebra. Dizemos que:

(i) Um subespago B de A é uma subélgebra de A, se é fechado com respeito a

multiplicagao, isto €, b1by € B para quaisquer by, by € B;

(ii) Um subespaco I de A é um ideal a esquerda (direita) de A se AI C I (IAC 1),
ou seja, se ax € I (xa € I) para quaisquer a € A e x € I. Se I for um ideal
a esquerda e a direita ao mesmo tempo, diremos que I é um ideal bilateral, ou

simplesmente um ideal.

(iii) Um ideal proprio a esquerda I de A é dito maximal, quando néo existir um ideal
proprio a esquerda J de A de tal maneira que I C J. De maneira inteiramente

analoga, podemos definir ideal maximal a direita e ideal maximal de A.

(iv) Definimos o radical de Jacobson de A, representado por J(A), como sendo a

intersecao de todos os ideais maximais a esquerda de A.

Teorema 1.1.12. (|24, Teorema 4.1, pg. 196]) As seguintes caracterizagoes do radical

de Jacobson de uma algebra A sao equivalentes:
(i) a intersegdo entre todos os ideais maximais a esquerda de A;
(ii) a interse¢do entre todos os ideais maximais a direita;

(iii) o conjunto de todos os elementos x € A tais que 1 — zy é invertivel em A, para
todo y € A.

Com este teorema, ¢é facil perceber que o radical de Jacobson de qualquer algebra
¢ um ideal bilateral da mesma.

Exemplo 1.1.13. A algebra UT'(dy,...,d,) é uma subélgebra de M, (K), onde n =
dy+ -+ +d,.

Exemplo 1.1.14. Em uma éalgebra qualquer A temos que {0} e A sdo ideais desta

algebra, chamados de ideais triviais.

12



Exemplo 1.1.15. O conjunto das matrizes triangulares superiores de ordem n, deno-
tado por UT,,(K) é uma subélgebra de M, (K). Além disso, o conjunto das matrizes
triangulares estritamente superiores ¢ o radical de UT,,(K). Este altimo fato é provado
utilizando o item (7i7) do teorema anterior e observando que o produto de uma matriz
em UT,(K) por uma matriz triangular estritamente superior é igual a uma matriz tri-
angular estritamente superior, sendo assim, este resultado quando subtraido da matriz

identidade é uma matriz invertivel.

Em uma algebra A, um elemento x é dito nilpotente quando existe n € N, tal
que, z" = 0. Um ideal I de uma algebra A é dito nil quando todos os seus elementos
sao nilpotentes. Além disto, I é dito nilpotente quando existe n € N tal que I" =0 e
o menor inteiro que satisfaz esta condi¢ao ¢ chamado de indice de nilpoténcia.
Exemplo 1.1.16. Na algebra UT'(dy,...,d,) das matrizes triangulares superiores em

blocos, o conjunto I das matrizes cujos blocos diagonais sao nulos é um ideal nilpotente.

De fato, é facil perceber que I é um subespaco de A. Além disso,

0 A12 e Ahn Md1 (K) Blg “ e Blr 0 012 .o Clr
0 0 ... A 0 My, (K) ... By, 0 0 ... Cy
0 0 ... 0 0 0 o My (K) 0 0 ... 0

logo I absorve produto pela direita; e de maneira inteiramente anéloga, mostra-se
que ele absorve produto pela esquerda. Ademais, observando a multiplicacao acima,
também é facil ver que se multiplicarmos r matrizes de I, o resultado serd a matriz

nula. Além disto, r é o indice de nilpoténcia deste ideal.
Proposigao 1.1.17. Se I ¢ um ideal nil de uma algebra A, entao I C J(A).

Demonstracao. Sendo x € I, entao, como I é um ideal, temos que xy € I, para
qualquer y € A. Dai, 1 — xy ¢ invertivel e seu inverso ¢ 1 + (zy)* + (ay)® + -+ +
(ry)*~!, onde k € N é tal que (zy)* = 0. Logo, pelo terceiro item do teorema anterior,
concluimos que = € J(A) e pela arbitrariedade do x, podemos concluir que I C J(A)

]

Definigao 1.1.18. Uma algebra A ¢é dita simples, quando A? # 0 e quando os seus

unicos ideais sao os triviais.

Exemplo 1.1.19. A algebra das matrizes M, (K) é uma algebra simples. De fato, seja
I # 0 um ideal de M,,(K) e a uma matriz ndo nula em . Sejam iy, jo tais que a entrada
oo (Biigakjy;) € I para todo i = 1,...,n.
Deste modo segue que a matriz identidade [ = Ey; + - - - + E,, pertence a I, portanto
I = M, (K).

@iyj, de a ¢ nao nula. Temos que £;; = a
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A seguir apresentamos a nogao de anel semisimples em [23] e que ¢ utilizada nesta

tese.
Definigao 1.1.20. Uma algebra A é dita semissimples se J(A) = 0.

Teorema 1.1.21. Sendo D uma élgebra com divisao e M, (D) uma dlgebra de matrizes
com entradas em D, entdo M, (D) é simples.

Demonstragao. Veja |30, Teorema 3.3, pg. 31]. ]

Os teoremas a seguir apresentam uma importante caracterizagao dos anéis arti-
nianos semissimples.

Teorema 1.1.22. Um anel Artiniano semissimples é a soma de uma numero finito de

anéis Artinianos simples.
Demonstragao. Veja |23, Teorema 1.4.4, pg. 34]. ]

Teorema 1.1.23 (Teorema de Wedderburn-Artin). Seja R um anel Artiniano simples.
Entdo R isomorfo a M,(D), onde D é um anel com divisdo. Ademais, n e D sdo
unicos, a menos de isomorfismos. Consequentemente, para qualquer anel com divisao

D, M, (D) é um anel Artiniano simples.

Demonstragao. Veja |23, Teorema 2.1.6, pg. 48]. O]

Considere I um ideal de uma algebra A. Entao, podemos obter o anel quociente
A/I. Além disso, podemos obter também o espago vetorial A/I de maneira natural.
Com estas duas estruturas A/l é uma algebra, chamada de algebra quociente de A em
relagao a I. Observe que ideais de A/I sao exatamente J/I, onde J é um ideal de A que
contém 1. O mesmo vale para as subalgebras, os ideais a esquerda, os ideais a direita,
além dos ideais maximais de A/I. Se I C J(A), temos que J(A)/I C J(A/I), pois se
T € J(A)/I, entdo 1 —xy é invertivel em A, para todo y € A e consequentemente 1—Ty
também serd em A/I, dai, T € J(A/I). Além disso, teremos a inclusdo contraria e
consequentemente a igualdade. De fato, como J(A/I) é a interse¢ao de todos os ideais
maximais & esquerda de A/I, e esta por sua vez ¢ a intersegdo de todos os ideais
maximais de A que contém o I, quocientados pelo proprio I. Mas como I C J(A), esta
intersegao ¢ exatamente J(A) quocientado I, de onde podemos concluir que J(A/I) C
J(A)/I.

Com o intuito de encontrarmos o radical de Jacobson de uma algebra de matrizes

triangulares superiores em blocos enunciaremos e provaremos o seguinte resultado.
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Proposicao 1.1.24. Se [ ¢ um ideal de uma éalgebra A tal que I C J(A) e A/I ¢

semissimples, entdao J(A) = 1.

Demonstragao. Como por hipotese I C J(A), temos que J(A)/I = J(A/I). Agora,
supondo que A/I é semissimples, temos pelo lema anterior que J(A/I) = 0 e assim
J(A)/I = J(A/I) = 0. Logo, podemos concluir que J(A) = I. O

Exemplo 1.1.25. Sejam A = UT(dy,...,d,) e I o conjunto das matrizes em A cujos
blocos diagonais sao todos nulos. J& provamos que I é um ideal nilpotente de A,
particularmente sera um ideal nil, logo I C J(A). Além disso, temos que A = B @ I,
onde B = My (K)® --- @ My (K). Dai A/I = B e assim A/I é semissimples. Pela
proposicao anterior, temos que I = J(A), ou seja, o radical da Jacobson de uma algebra
de matrizes triangulares superiores em blocos é igual ao ideal formado pela matrizes

cujos blocos diagonais sao todos nulos.

Exemplo 1.1.26 (Centro de uma Algebra). Seja A uma algebra associativa. O con-

junto
Z(A) ={a € A| ax = za,para todo x € A}
¢ uma subalgebra de A chamada de centro de A. E facil verificar que dado n € N,

Z (M, (K)) ={\, | A € K}.

Definigao 1.1.27. Sejam A e B duas algebras. Dizemos que uma transformagao linear
de ¢ : A — B é um homomorfismo de algebras se ela preserva produto, ou seja, se
o(ab) = ¢(a)p(b), para quaisquer a,b € A. Se as algebras forem unitarias, exigimos
que ¢(14) = 1p.

Seja ¢ : A — B um homomorfismo de algebras. Dizemos que ¢ é um mono-
morfismo (ou mergulho), se ¢ for injetivo; que é um epimorfismo, se ¢ é sobrejetivo; e
isomorfismo se ¢ é bijetivo.

Diremos que ¢ é um endomorfismo de A, se ele ¢ um homomorfismo de A em A
e que é um automorfismo de A, se ¢ é um endomorfismo bijetivo de A. Denotamos
por End(A) e Aut(A) os conjuntos dos endomorfismos e automorfismos da algebra A,
respectivamente. Quando existe um isomorfismo ¢ : A — B, dizemos que as algebras
A e B sao isomorfas e denotamos porA = B. Seja ¢ : A — B um homomorfismo de
algebras. Denotamos o nicleo de ¢ por Ker¢ = {a € A;¢(a) = 0} e a imagem de ¢
por Im¢ = {¢(a);a € A}. E de facil mostrar que Ker¢ ¢ um ideal de A e a Img é
uma subalgebra de B.

Proposicao 1.1.28. Sejam A e B algebras e S um conjunto gerador de A como espaco

vetorial. Seja ¢ : A — B uma transformagao linear (satisfazendo ¢(14) = 15). Entao,
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¢ ¢ um homomorfismo de algebras se, e somente se, ¢(xy) = ¢(x)p(y) para quaisquer
T,y €S.

Demonstra¢ao. Suponhamos que ¢(xy) = ¢(z)¢(y) para quaisquer x,y € S, e tomemos
ay e ag elementos arbitrarios de A, tais que a; = Az + -+ A\xp € a9 =y + -+ +

QmYm, com A, a; € Ke z;,y; €5, e assim

p(araz) = ¢ (Z > AMM’%) = Z > Naydlwiy;) = Z > Niago()ely;) =
<Z )\i¢($i)> (Z 04j¢(yj)) =0 (Z >\i$i> ¢ (Z Oéjyj> = ¢(a1)¢(az).

Logo, ¢ ¢ um homomorfismo de algebras. A reciproca é imediata. ]

Exemplo 1.1.29. Sejam A uma algebra e [ um ideal de A. A aplicagagom: A — A/I

dada por 7(a) = @ é um epimorfismo, chamado de projecao canénica de A em A/I.

Exemplo 1.1.30. Sendo V' um espago vetorial de dimensao n, entao a algebra L(V)
dos operadores lineares de V' ¢ isomorfa a algebra das matrizes M, (K). De fato,
sejam = {v1,...,v,} uma base de V e e;; as transformagoes em L(V') dada por
e;j(vg) = d;1v;, onde d;;, é o delta de Kronecker. Neste caso, e;; 0 ey = d;,€; € pela
proposic¢ao anterior a aplica¢ao ¢ : L(V) — M,,(K) definida nos elementos das bases

por ¢(e;;) = Ej; , € um isomorfismo de algebras.

1.2 Algebra Associativa Livre

Nesta secao iremos introduzir o conceito de algebra associativa livre, que é de
suma importancia para o bom entendimento desta tese, uma vez que se faz necessario
para a definicao do conceito de identidades polinomiais. Iniciaremos com o conceito de

algebra livre.

Definicao 1.2.1. Seja B uma classe de algebras e F' € B uma algebra gerada por um
conjunto X C F. A algebra F é dita livre na classe B, se satisfaz a seguinte propriedade
universal: para cada algebra A € B e cada aplicagao h : X — A existir um tnico
homomorfismo F' — A estendendo h. Neste caso, dizemos que F' é livremente gerada
pelo conjunto X. Além disso, a cardinalidade |X| do conjunto X serd chamada de
posto de F.

Exemplo 1.2.2. A algebra unitaria e comutativa dos polindmios associativos nas varia-
veis xq, ..., T,, denotada por K[zy,...,x,], é gerada pelo conjunto X = {zy,...,x,}.
A algebra K|xy,...,z,] é uma algebra livre, livremente gerada pelo conjunto X na

classe de todas as algebras associativas, comutativas e unitéarias de posto n.
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Agora construiremos uma éalgebra livre na classe de todas as dlgebras associativas
unitarias.

Seja X = {x1, 2, ...} um conjunto infinito e enumeravel cujos elementos iremos
chamar de varidveis nao comutativas. Definimos uma palavra em X de comprimento
n € N como sendo uma sequéncia finita x;, x;, - - - x;, com T € X. Quando n = 0,
vamos chamar esta palavra de palavra vazia, que denotaremos por 1. Dizemos que duas
palavras z;, z;, ... x;

e x]lx]2---x

Im

. Sao iguais se N = Mm € i1 = J1,%9 = J2,---,0bp =

Jn- Consideremos K(X) o espago vetorial que tem como base o conjunto de todas as

palavras em X. Tal espago munido do produto (chamado de concatenagao)

(@i @iy + @3, ) (T T+ ) = Tiy T+ +* Tiy Ty T+ T

m

¢ uma algebra associativa unitaria e X gera K(X) como algebra. Os elementos de
K(X), que chamaremos de polindmios, sdo somas (formais) de termos (ou monoémios)
que por sua vez sao produtos (formais) de um escalar por uma palavra em X.

Proposigao 1.2.3. A algebra K(X) é livre, livremente gerada por X na classe das

algebras associativas unitarias.

Demonstracao. Seja A um algebra associativa e unitaria e h : X — A uma aplicagao
qualquer e digamos que h(z;) = a;, para i € N. Dai, podemos definir uma aplicagao
¢ : K(X) — A dada por ¢(z;, x4y, -+ 2,) = a;,a4, - a;,, assim temos que ¢ é um

homomorfismo de algebras, ¢(1) = 14 e esta aplicagao ¢é a unica tal que ¢|x = h. [

A imagem de f(xy,29,...,2,) pelo isomorfismo de algebras ¢ sera denotada
por f(ay,as,...,a,), ou seja, o elemento f(ai,as,...,a,) é obtido pela substitui-
¢ao das variaveis x1, To, ..., x, pelos elementos ay,as,...,a, no polindmio associativo
flxy,za, ... zp).

Exemplo 1.2.4 (Algebra de Grassmann). Seja V um K-espago vetorial com base enu-
meravel {ej, ey, e3,. ..}, onde K é um corpo de caracteristica diferente de 2. A algebra
de Grassmann (ou exterior) de V', que sera denotada por E(V), pode ser construida
da seguinte maneira: sejam K(X) a algebra associativa livre definida acima, de posto
enumeravel X = {1, x9,23,...}, e I o ideal desta algebra gerado pelo conjunto de
polinémios {z;x; + z;z; | 1,7 > 1}, entdao E(V) = K(X)/I.

Escrevendo e; = z; + I, parai = 1,2,..., entdao E(V) sera gerada como algebra

pelo conjunto
{1,e1,e2, - | e;e; = —eje;, para quaisquer i,j > 1}.
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Seja S, o grupo simétrico sobre {1,...,n}. Como e;e; = —e;e;, segue facilmente

que
Ciy 0 i 1 CiyCip g 7" Ciy 1 €0 Gy 7 Ciy = TGt G 1 €4 Ci gy Gy 1 Cip Gy Gy
Portanto, escrevendo uma permutagao o € 5, como produto de transposicoes,
obtemos

eia(l) T eio'(n) = (Sgno-)ell e einv

onde sngo ¢ o sinal da permutagao o e como consequéncia e? = (, para qualquer i €
{1,2,3...}. Além disso, temos que o conjunto {1,e;, ---¢; | 1 <i; <--- < i} é uma
base de E(V') como um espaco vetorial. De fato, pelo argumentado acima, temos que
este conjunto gera F(V') resta-nos mostrar que tal conjunto é linearmente independente.
Para tanto, suponha que h = """  a;w; = 0 ¢ uma combinagao linear com o namero
minimo de coeficientes nao nulos «;, onde w; € B, n < 2. Se o elemento e, aparece
em wi, mas nao em wsq, entao e, w; = 0, e, we # 0 e assim e, h = Z?:l aieqw; = 0
que é uma combinacao linear com um nimero menor de coeficientes nao nulos, o que
¢ uma contradigdo. Portanto, B é uma base de E(V).

Sejam FEy e F; os subespacos vetoriais vetoriais de E gerados pelos conjuntos
{1,ei,€i,---€;,| mépar}, e {e;e;, e, | k é impar}, respectivamente. pelo argumen-
tado acima, temos que (e; - -€; )(ej - -€;,) = (=1)™%(ej, - -e;.)(es, - €;,,), para
quaisquer m, k € N, e assim podemos concluir que goxr = xgy para quaisquer gy € Fy e

x € F, além de g192 = —¢2g1 para quaisquer ¢, g € Fy.

Definigao 1.2.5. Seja A uma &algebra. Um polinémio f(z1,...,z,) € K(X) (ou a
expressao f(zy,...,x,) = 0) é dito ser uma identidade polinomial (ou simplesmente

P.1.) da élgebra A, se f(aq,...,a,) =0, para quaisquer ay,...,a, € A.

E imediato que o polinémio f = 0 (polinémio nulo) ¢ uma identidade polinomial
para qualquer algebra A, logo quando uma algebra satisfizer alguma PI nao nula,
iremos dizer que A é uma PI-Algebra. Observe que se f(x1,xs,...,2,) € K(X),
entdao f = f(x1,29,...,2,) é uma identidade polinomial de A se, e somente se, f
pertence aos nicleos de todos os homomorfismos de K(X) em A.

Dado uma algebra A, definimos Id(A) = {f € K(X) | f =0 em A} o conjunto
das identidades polinomiais de A. E facil ver que Id(A) é um ideal de K(X). Além
disto, prova-se facilmente que este ideal é invariante por qualquer endomorfismo da
algebra K(X). Ideais com esta propriedade recebem o nome de 7-ideal.

Exemplo 1.2.6. Uma algebra A é comutativa se, e somente se, [z, o] = 129 — Toxy
¢ uma identidade para A.
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Exemplo 1.2.7. A algebra de Grassmann F, dada no Exemplo 1.2.4, satisfaz a iden-
tidade [[z,y], 2] = 0. De fato, como Ej ¢ central, entdo qualquer comutador de dois
elementos de F acaba por ser uma combinacao de linear de monoémios formados pelos

eis com comprimentos pares. Logo [F, E] C Ey e a conclusao segue.

Exemplo 1.2.8. A algebra M,(K) satisfaz a identidade [[z,y]?, 2] = 0. Pois, se a €
M,(K), entao seu polinémio caracteristico e z? — tr(a)x + det(a)ldy, onde tr(a) é o
trago de a, det(a) é seu determinante e Idy é a matriz identidade de ordem dois. No
caso de a ser um comutador, temos que o seu trago ¢ igual a zero, logo a? = —det(a).

Assim o seu quadrado é uma matriz escalar e consequentemente temos o resultado.

Definicao 1.2.9. O polinémio
Sp(T1, ..o, xp) = Z (8Ng0)To(1) - - * To(n)
O'GSn
¢ chamado de polinémio standard de grau n.

Teorema 1.2.10 (Teorema de Amitsur-Levitzki). A algebra M, (K) das matrizes de
ordem n satisfaz a identidade standard de grau 2n. (Veja |21, pag. 16]).

Vale ressaltar que o teorema anterior é valido para todos os casos, exceto quando
n = 2e K = Zy, além disto, a algebra de matrizes M,(K) nao satisfaz nenhuma
identidade ordem menor que 2n. Com este teorema concluimos que a algebra das
matrizes M,,(K) também é uma P.I.-algebra. J& com o proximo lema podemos concluir
que a algebra das matrizes triangulares superiores em blocos com entradas sobre um

corpo ¢ também uma P.I.-algebra.

Definicao 1.2.11. O polinémio

Capn(T1,. . Tns Y1y - Yns Yntl) = Z (590 )N To)2 " YnTo(n)Ynt1
O'ESn
¢ chamado de polinomio de Capelli.

Lema 1.2.12. 21, Lemma 9.1.4] Se m = m2+---+m?, a algebra A = UT (my, ..., m,)

satisfaz a identidade de Capelli Cap,, ., = 0, mas nao satisfaz Cap,,,,_; = 0.

Demonstracao. Note que podemos escrever a algebra A da seguinte maneira: A =
B + J, onde J é o seu radical de Jacobson de A, J" =0e B = M,,, ®...® M,,,.
Considere uma avalia¢do ¢ : K(X) — A do polindémio de Capelli

Capm-‘r?“ = Z (Sngg)ylxﬂ(l)yQ O YmtrTo(mtr)Ymtr41-

gESy
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Como Capy,+, ¢ multilinear, basta verificarmos que ¢(Capyir) = 0 sempre que o
conjunto {p(x1),...,é0(xn), d(v1), .-, d(ynt1)} esta contido em uma base da algebra

A, digamos na base que consiste das matrizes elementares F;;. Se pelo menos m + 1

dos valores entre ¢(x1),...,¢(Zm4r) estdao em B, entdao ¢p(Capyyr) = 0, pois Capp, i,
¢ alternado nas variaveis i, ..., Ty, € dim B = m. Mas, se no méximo m elemen-
tos entre ¢(z1),...,¢(xmer) estdo em B, entdo pelo menos r elementos estao em J e

assim,p(Capy+,) = 0, uma vez que J” = 0. Portanto, ¢(Capy,y,) = 0 é uma identi-

dade de A. Mostremos agora que A nao satisfaz C'ap,,;,_1. Suponhamos inicialmente

que r = 1 e, assim, A = M,,,. Escrevamos n = m} = dim A e tome uma base
{v1,v9,...,v,} de A constituida por todas as matrizes elementares E;; , 1 < i,5 < my,
ordenadas de forma arbitraria e fixa. Desta forma, existem ag, aq,...,a, € A tais que
agU1a1 * * * Ap—1Vpap — E11 (12)

e
AV (1)A1 * * * A1V (n)n = 0 (1.3)
para qualquer o € S,, com o # 1. De fato, tomando v; = E;;,,v2 = Ej,j,,..., 0, =
E; ., temos que ay = Ey;,a0 = Ejy ...,a, = Ej,;. Claramente, ag,a,...,a, €
U1, Ve, . .., Uy satisfazem 1.2. Por outro lado, dado 2 < k < n, algum produto ay, vyay €

igual a zero com p # k e consequentemente, vale igualdade 1.3. De 1.2 e 1.3 segue que
Capn(vlav% <oy Un;Qo, A1, ... 7%) = En #0.
Agora, seja m > 2. Escrevamos n; = 0,no =my,...n, =mq+---+m,_;. Entao

Bj = span{Ep;4pn;rq | 1 < pog < my}

¢ isomorfica a algebra matricial de dimensao p; = m?, Jj = 1,2,...,r. Segue da
demonstragao do caso r = 1 que, para todo 1 < j < r, existem ay, . . . ,a%j, (L ,vgj €
B; tais que

J0y) o)

I RN

pjflvpjag;j = Enj+1,n]-+1 =C5 % 0
Jo\J J J J j o
U VUp(1) 01" Ty -1V (p,)%p; = 0
para o € S, com ¢ # 1. Veja que BJBy--- B, 1JB, # 0 e existem wy, ..., w,_1 € J
tais que

CLW1CoW3 « + * Wy_1Cp 7 0. (1.4)

Neste caso podemos supor w; € J; ;41 = B;JB,;1; e portanto 1,w;1;11 = w;, onde

1; € B; é a unidade de B;. Vamos reescrever 1.4 da seguinte forma

(0111)w1(120212)w2 cet wr_l(lrcr) 7& 0.
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Note que 1;ul;y1, para qualquer v € J; 41, com j # ¢, e para qualquer u €
By + By + - -+ 4+ B,,. Finalmente, obtemos o seguinte produto que é diferente de zero

11 11 2 2 2 2
(ajvia; - “a,, 1%1%11 Jw (1paivial - - am_lvmamlg)

cwp (Laguiay - -ay, vy ap 1)
tal que para qualquer permutacao de

1 1 2 2 T r
vl,...,vpl,wl,vl,...7vp2,w2,...,w,n_l,vl,...,vpr

inserida na expressao resulta em zero. Isso é facilmente visto por e pela relagao
alvial,, = 0, onde j # t. Desta forma, A nao satisfaz a identidade de Capelli Capy,
comk=p +-+p.+r—1=m?+---m2+r—1o0 que prova o resultado.

O

1.3 Acao de Grupos

Agora iremos abordar os principais conceitos referentes a acao de um grupo so-
bre um conjunto qualquer, conceitos estes que serao utilizados no proximo capitulo.

Iniciaremos com a seguinte definicao:

Definicao 1.3.1. Sejam G um grupo e X um conjunto qualquer. Uma acao a esquerda
de G em X é uma aplicacao G x X — X, dada por (g,2) — g.z que atende as

seguintes propriedades:

(i) (9191)-2 = g1.(g2-7)
(i) ex ==z
para quaisquer g1, g2 € G e x € X, onde e é o elemento neutro de G.

Para cada = € X, definimos a sua G-6rbita, como sendo o conjunto Og(x) =
{g.# € X | g € G}. Podemos definir também o G-estabilizador de z, como sendo o
conjunto Stabg(x) ={g € G | g.x = z}.

De modo inteiramente analogo, podemos definir uma G-agao & esquerda sobre X.
Ademais, as orbitas de dois elementos x,y € X ou s@o iguais ou disjuntas. De fato,
suponha que existam ¢, h € GG de tal maneira que g.x = h.y, com x,y € X elementos

distintos, entdo, para qualquer ¢’, temos que

Jda=gg " gle=[dg  lgx=[dg Thy=[gg " hy
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logo G.x C G.y. De modo inteiramente analogo, prova-se que G.y C G.x, logo temos

a igualdade.

Exemplo 1.3.2. Para qualquer grupo G, podemos definir uma acao de G em G,

chamada de acdo por conjugacao, definida por g.h = ghg™*.

Exemplo 1.3.3. Sejam X um conjunto qualquer e G = S,, o grupo das permutacoes
de ordem n. A aplicagao dada por o(x1,...,2,) = (T4-101),--.,Te-1()) define uma

acao de S, em X", chamada de agao canonica.

Proposicao 1.3.4. Considere uma acao de um grupo G' em um conjunto X e seja
r € X. Entao o Stabg(r) é um subgrupo de G.

Demonstragao. Primeiramente, observe que Stabg(z) é nao vazio, uma vez que o ele-
mento neutro de G pertence a tal conjunto. Ademais, se g,h € Stabg(x), entao
g.x = h.ar = x, dai (gh).x = g.(h.x) = g.x = x, logo gh € Stabg(z). Finalmente, se
g € Stabg(x), entdao g~ l.x = g7t (g.x) = (¢7'g).x = e.x = x. Entao, g~ € Stabg(x).
Portanto, Stabg(x) é um subgrupo de G. ]

Definicao 1.3.5. Sejam G e H grupos e X um conjunto qualquer. Uma biacao de G
(& esquerda) e H (& direita) em X é um par de agdes G x X — X e X x H — X
tais que (g.x).h = g.(z.h) para quaisquer g € G, h € H e z € X.

Exemplo 1.3.6. Considere G um grupo. Considere sobre G™ as aplicacoes dadas por:
a esquerda, por S,, dada no Exemplo 1.3.3 e a direita, por multiplicacao direta de
elementos de G, ou seja, (o(x1,...,2,))g = (To-11)9; - - -, To-1(n)g). Estas aplicagoes,

definem em G™ uma biacao, a esquerda por S, e a direita por G.
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Capitulo 2

Conceltos Basicos 11

Neste capitulo continuaremos a descrever mais conceitos basicos que sao de suma
importancia no desenvolvimento do resto de nossa tese, mais precisamente, iremos
descrever conceitos que envolvam graduacgoes por um grupo G. Dentre eles, iremos
apresentar os conceitos e resultados de espagos vetoriais graduados, equivaléncia de

algebras graduadas e moédulos graduados sobre algebras graduadas com divisao.

2.1 Algebras e Identidades Graduadas

Nesta sec¢ao iremos descrever alguns conceitos e os principais resultados referen-
tes as algebras graduadas. A partir de agora, G sempre serd um grupo arbitrario.
Iniciaremos com a seguinte definicao:

Definicao 2.1.1. Sejam A uma &lgebra e G um grupo. Definimos uma G-graduacao
em A como uma decomposicao de A = ©yeqA, como soma de subespacos vetoriais

tais que A;A, C Ay, para quaisquer g, h € G. Neste caso, dizemos que a algebra A é

G-graduada, ou simplesmente graduada.

Em todo este trabalho, a menos que se fale o contrario, quando falarmos em uma
algebra graduada, sem especificar o grupo, estaremos nos referindo a uma G-graduagao.
Dizemos que os subespacos A, sao as componentes homogéneas da graduacao e os
seus elementos nao nulos sao chamados de elementos homogéneos de grau g. O grau de
um elemento homogéneo nao nulo a € A seré representado por deg. a, ou seja, se a €

Ay, entao degs a = g. Observe que cada elemento de A s6 pode ser escrito de maneira



tnica como soma de elementos homogéneos. Definimos o suporte de A, representado
por SuppA, como sendo o conjunto {g € G | A, # 0}. A componente homogénea A,
¢ denominada componente neutra da graduacao, observe que esta componente é uma
subélgebra de A e como A é unitaria, temos que 14 € A..

Sejam G e H grupos arbitrarios e # : G — H um homomorfismo de grupos.
Se A = @gecAy ¢ uma algebra G-graduada, entao podemos definir em A uma H-
graduacao, de tal maneira que os seus subespagos homogéneos serao dados por A; =

Dgeo-1(nAg, quando h estd na imagem de 6, e A, = 0, caso contrario.

Exemplo 2.1.2. Toda algebra A admite uma graduacgao, chamada de graduacgao tri-

vial, basta considerar A, = A e A; = {0}, para quaisquer g # e.

Exemplo 2.1.3. Seja a K-élgebra de grupo KG. Para cada g € G tomemos o su-
bespaco A; = {Ag | A € K} de KG. Como (A1g1)(A2g2) = AMA29192 para quaisquer

g1, g2 € G, temos claramente que a familia {4, | ¢ € G} é uma graduacao em KG.

Exemplo 2.1.4. A élgebra de Grassmann E possui uma Zs-graduagao natural £ =

Ey & E1, onde Ey e E; sao os subespagos definidos no Exemplo 1.2.4.

Exemplo 2.1.5. Seja G um grupo e M, (K) = @,ecc R, uma G-graduacao na algebra
de matrizes sobre K. Entao dizemos que a G-graduagao ¢ elementar se existe uma n-
upla g = (g1, ..., 9n) € G" tal que cada matriz elementar £;;, 1 <4, j < n é homogénea
e deg(Ej;) = gig; -

Exemplo 2.1.6 (Produto Tensorial de Algebras Graduadas). Sejam A = DgecAy
e B = ®peyBy, algebras G e H graduadas, respectivamente. O produto tensorial
C = A® B também sera uma &algebra graduada de maneira natural pelo grupo G x H,
onde suas componentes homogéneas serao dadas por Cyp) = Ay ® By, Além disso,
considere que A = @Pgecly ¢ B = @yeqBy como sendo algebras graduadas. Se o
SuppA comuta com o SuppB (particularmente se G for abeliano), podemos definir em
C = A ® B uma estrutura de éalgebra graduada, onde as componentes homogéneas
serao Cy = ®n, hoec;An, ® By,. De fato, se a, ® by, € Cy e ag, @ by, € Cy, entdo

hiha=g
gihh = g e g2hy = h. Como os suportes comutam, temos que (ag ® by, )(ag, ® bp,) =

Ag,Qgy @ bp, by, € Ag g, @ Bhpyp, € Cyp, e portanto CyCj, C Cyy,.

Definicao 2.1.7. Seja A = ©4ecqAy. Dizemos que um subespaco B de A ¢ dito
homogéneo (ou graduado) quando B = @,c¢B N A,;. Uma subalgebra ou um ideal de

A é dito homogéneo (ou graduado), se ele for homogéneo como subespago.

Proposicao 2.1.8. Sejam A = $,eqA, uma algebra graduada e B um subespaco de
A. Entao B é homogéneo se, e somente se, b = (> b,) € B, com b, € Ay, implicar que
by, € B.
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Demonstragao. Suponha que B seja homogénea, entdo B = @g4eq(BNA,). Logo, para
qualquer b € B, podemos escrever b = EBgegb’g, onde cada bfq € BN A,. Pela unicidade
da expressao de b como soma de elementos homogéneos, devemos ter b; = b, e assim
by € B para todo g € G. Por outro lado, se para b € B tivermos que b, € B para
todo g € G, entdo b, € BN A,, entdo temos que B C @yea(B N A,). Logo, B é

homogéneo. [

Exemplo 2.1.9. Se A = ®,ccA, ¢ uma algebra graduada, entao ¢ facil observar que
a componente homogénea de grau neutro é uma subéalgebra graduada de A. De fato,
observe que pela definicao de graduagao, A, é um subespaco de A e A A, C A, de

onde concluimos a afirmacao.

Definigao 2.1.10. Considere uma graduagao na algebra das matrizes M, (K) = @,eqR,.
Dizemos que esta graduacao é elementar, se existir uma n-upla g = (g1, ...,9,) € G"

tal que F;;¢é homogénea de grau gigj_l.

Defini¢ao 2.1.11. Seja A = ©gycqA, uma élgebra graduada. Dizemos que esta gra-
duagao ¢é fina quando dimA, < 1, para qualquer g € G.

Observe que uma n-upla (gi,...,9,) que determina uma graduagao elementar
nao ¢é definida de maneira tnica, por exemplo, (g1, . .., gng) define a mesma graduagao
elementar, para qualquer g € G. Em particular, podemos sempre assumir que g; = e.
Exemplo 2.1.12. Seja UT(my,...,m,) uma &lgebra das matrizes triangulares em
blocos. Considere n = my + --- + m, e a élgebra das matrizes M, (K) com uma
graduagao elementar induzida por g = (g1,...,9,) € G", entdo é facil notar que

UT(my,...,m,) é uma subélgebra homogénea de M,(K). Logo, podemos definir de

maneira idéntica uma graduagao elementar em UT (my, ..., m,).

De maneira inteiramente analoga podemos definir, ideal graduado a esquerda e &
direita, além do radical de Jacobson graduado da algebra A, que seré representado por
J(A). Por exemplo, se tivermos a algebra das matrizes triangulares superiores em blo-
cos UT(my,...,m,) com uma graduagao elementar, prova-se, de maneira inteiramente
analoga ao feito no Exemplo 1.1.25, que o radical de Jacobson graduado desta algebra
¢ igual ao seu radical de Jacobson ordinério.

Exemplo 2.1.13. Sejam A = @A, uma algebra graduada e / um ideal de A. Iremos
considerar uma graduagao em A/I e para isso se faz necessario que I seja homogéneo.
Para tanto, consideramos {A, | ¢ € G} de subespagos de A/I, onde A, = (A, + I)/I.

Claramente, temos A/I = deG
onde a € Ay, dai, dados a € A; e b € Aj,, com g,h € G, temos que ab=ab C Zg+h e

Zg. Observe que cada elemento de Zg tem a forma a,
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assim ZgZh C zﬁh. Supondo agora que I é homogéneo, tomemos a, € A, para todo
g € G, elementos tais que dec a, = 0. Temos entao que a, € I para todo g € G,
pela homogeneidade de I. Logo @, = 0 para todo g € G e assim temos A/ = @yec 4,
e ZgZh - Zgh, para quaisquer g, h € G e portanto temos uma graduagao em A/I.

Exemplo 2.1.14 (Graduac@o de Pauli). Considere ¢ um raiz n-ésima primitiva da
unidade. Seja G =< a >, X < b >, o produto direto de dois grupos ciclicos de ordem

n. Entao, em M, (K), considere as seguintes matrizes:

et 0 ... 00
0 &2 ... 00
Xo= :
0 0 e 0
0 0 1
01 0
00 1
o= ¢ & o0
00 0 ... 1
10 0 ... 0

Observe que XY, X! = &Y, e X = Yy = Id, e que os X'Y/ 1 < i,j < n, sdo
linearmente independentes. Assim os Xle})j formam uma base para M, (K).

Agora para qualquer g € G, g = a'l?, denote R, como sendo o subespago uni-
dimensional R, =< Xéij >. Segue que M,(K) = @,ecR, ¢ uma G-graduacao fina,

chamada e-graduagao (ou graduagao de Pauli).

Definicao 2.1.15. Uma algebra graduada é dita algebra graduada com divisao se

qualquer elemento homogéneo nao nulo é invertivel.

Exemplo 2.1.16. Qualquer algebra com divisao com qualquer graduagao é uma alge-

bra graduada com divisao.

Exemplo 2.1.17. A algebra graduada de grupo KG, com a graduagao definida no

Exemplo 2.1.3, é uma &lgebra graduada com divisao.

Sendo A uma é&lgebra graduada com divisao e r € A, um elemento homogéneo
nao nulo, entdao r' € A,-1. Ademais, o SuppA ¢ um subgrupo de G, pois, ¢ facil
observar que se g, h € SuppA, entao gh € SuppA, uma vez que A;A, C Ay, # 0. Além
disso, se g € SuppA, entao existe uma elemento homogéneo nao nulo, digamos r, em

A, e consequentemente, 7' € A,-1, logo A,-1 é nao nulo e portanto g~ € SuppA.
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Exemplo 2.1.18. A &lgebra das matrizes com a graduacao de Pauli é uma algebra
graduada com divisao, uma vez que cada componente homogénea ¢é gerada por uma
matriz invertivel. Além disso, poderiamos chegar a mesma conclusao utilizando o lema

seguinte.

Lema 2.1.19. Seja R uma algebra de matrizes sobre uma corpo algebricamente fechado
e seja R = @yeq Ry uma graduagao por um grupo G. Entao as seguintes condigoes sao

equivalentes:
i) dimR, <1, para todo g € G;
ii) dimR. = 1;
iii) R é uma algebra graduada com divisao.

Demonstragao. i) = ii) : Imediato, uma vez que Id, € R, e por hipotese dimR, < 1.
it) = 4i1) : Suponhamos por contradicdo que para algum g € G, R, contenha uma
matriz nao nula X, cujo detX = 0. Entao temos que RXR = R e dai, existem
g1,92 € G, tais que 0 # Ry, XRy,, € R.. Como dimR, =1 e Id, € R, temos que
todas as matrizes de R, sao escalares, e como todas as matrizes AX B sao degeneradas,
temos que AX B = 0, para quaisquer A € R,, e B € R,,, o que ¢ uma contradicao.
iii) = 1) : Se R, # 0, entao considere um elemento nao nulo a € R,. Entao Rya™*
é um R.-modulo a esquerda, dai, R, C Rya™!. Por outro lado, pela graduagao, temos
que R,a~! C R,. Portanto, R, = R,a™!. Entao R.a = R,. Agora como K é um corpo
algebricamente fechado e assumindo que D tem dimensao finita sobre K, temos que
R. = K, pois a tnica algebra com divisao de dimensao sobre um corpo algebricamente
fechado é o proprio corpo (veja [13, Proposicao 5.4.5]), portanto R, = (a) e assim tem

dimensao 1. O

Definigdao 2.1.20 (Homomorfismo de Algebras Graduadas). Sejam A = ®yeqA, e
B = @®yccB, algebras graduadas. Dizemos que um homomorfismo de algebras ¢ :
A — B é um homomorfismo de algebras graduadas quando ¢(A,) C B, para todo
g€qG.

Sendo ¢ : A — B um homomorfismo de algebras graduadas, temos que o con-
junto Ker(¢) ={a € A| ¢(a) =0} é um ideal graduado de A, chamado de nucleo de
¢. Ja o conjunto Im(¢) = {¢(a)la € A} é uma subalgebra graduada de B. Dizemos
que ¢ é um monomorfismo graduado quando ele for injetiva e chamaremos de epimor-
fismo graduado, quando ele for sobrejetiva. Ademais, quando ¢ for um isomorfismo de
algebras e ¢(A,) = B,, para todo g € GG, dizemos que ¢ é um isomorfismo de algebras

graduadas. Quando A = B, chamaremos ¢ de endomorfismo graduado.
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Exemplo 2.1.21. A aplicagao nula e a aplicacao identidade sao exemplos de endo-

morfismo graduados.

Proposicao 2.1.22. Sejam G um grupo, g = (¢1,...,9,) € G"eog € S,. Se Ae
B denotam algebras de matrizes M,,(K) com G-graduagoes elementares induzidas por

g.0 e g, respectivamente, entao A e B sao isomorfas como algebras G-graduadas.

Demonstragdao. Considere a aplicacao linear ¢ : A — B dada por ¢(E;;) = Eu)e(j)-
Observe que ¢ é uma aplicagao linear bijetiva, pois leva base candnica em base cano-
nica de M,(K). Além disso, temos que E;;Ey = §;x(jk)Ey e 0(jk) = 6(a(j)o(k)),
onde § é o delta de Kronecker, assim concluimos que ¢(E;;jEy) = ¢(0(jk)Ey) =
3(o(j)o(k))Esiyoq) = ¢(Eij)d(Er). Além disso, observe que E;; e ¢(E;;) tém o mesmo
grau nas graduacoes elementares de A e B. Portanto, ¢ é isomorfismo de algebras

graduadas. O

Exemplo 2.1.23. Seja A = @ycqA, uma algebra graduada e considere I como sendo
um ideal graduado de A. A aplicagdo m : A — A/I definida por 7(a) = @, é um
homomorfismo de algebras graduadas sobrejetor, chamado de projecao canoénica de A

sobre A/I.

Agora iremos introduzir um conceito que sera utilizado no terceiro capitulo, mais
precisamente no Lema 3.2.11 e nas suas consequéncias, que é o subgrupo de Young.
Definigao 2.1.24. Seja U_,d; = {1,2,...,n} uma parti¢do de {1,2,...,n} em r
subconjuntos disjuntos. O subgrupo de Young do grupo simétrico .S,, correspondente
é o subgrupo

Sd1 XSd2 Xoee XSd,n

onde Sy, = {0 € S,|lo(j) =4,Y) ¢ d;}, parai=1,... 7.

Considere uma r-upla (di,...,d.) e n =d; + -+ d,. Sejam os conjuntos [; =
(1,...diyel={di 4+ +dj1+1L,di+-+dj1 +2,....dy + -+ dj_, +d;},
onde 2 < j < r, entao Uj_,[; ¢ uma particao de {1,...,n}. Logo podemos denotar
o subgrupo de Young correspondente por Sy X --- X Sg.. A restrigao ao subgrupo de
Young Sy, X --- x Sy, da agao de S, a esquerda em G" juntamente com a agao de
G a direita ¢ uma bi-acdo de Sy, X --- X Sy, e G no conjunto G". Em [8] os autores
provaram o seguinte resultado:

Teorema 2.1.25. Existe uma bijecao entre os tipos de isomorfismos das G-graduagoes
elementares em uma algebra de matrizes triangulares superiores em blocos e as 6rbitas

da biagao em G", a esquerda pelo subgrupo de Young Sy, X --- X Sy, e a direita pelo
grupo G, onde n =d; + -+ -+ d,.
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Vamos definir os conceitos de identidades graduadas, para tanto, considere para
cada ¢ € G um conjunto enumeravel de variaveis, de tal maneira que X, N X} = 0,
sempre que g # h. Considere X = Uy X, € a algebra associativa livre K(X). Agora,
definimos o G-grau de um mondémio m (que serd denotado por wt(m)) da seguinte
maneira wt(1) = e e wt(xy, ..., x,) = wt(r)wt(xs) - - - wt(z,) onde wt(z;) = g, sempre
que z; € X,.

Para cada g € G, seja K(X), o subespago de K(X) gerado pelos monémios m de
K(X), tais que wt(m) = g. Com isto temos que

K{X) = OgecK(X), e KX)KX)n CKX)gn

para quaisquer g, h € G, logo K(X) é uma algebra G-graduada, denominada de algebra
associativa livre G-graduada e seus elementos sao chamados de polinémios graduados.
No nosso trabalho, quando # € X, iremos representar tal varidvel por x9, deixando
assim explicito o seu grau. Porém, quando estivermos trabalhando com polindémios
graduados, iremos representar as variaveis ¢, simplesmente por x, ficando assim im-
plicito que ela tem G-grau neutro, por este motivo, temos que ter cuidado sobre quais
tipos de polindémios estamos abordando, graduados ou ordinarios. Além disso, iremos
representar esta algebra livre graduada por Kg(X).

Definicao 2.1.26. Seja A = ®,eqA, uma algebra graduada. Dizemos que um poliné-

mio f(zf',... 29") € Kg(X) é uma identidade G-graduada de A, se f(ay,...,a,) =0

para quaisquer a; € Ay, com i =1,...,n.

Iremos representar o T-ideal graduado de uma éalgebra graduada A por Idg(A).

Exemplo 2.1.27. Consideremos a algebra de Grassmann F com sua Z,-graduagao
natural (conforme definida no Exemplo 2.1.4). Como ab = —ba para quaisquer elemen-
tos a,b € Ey, temos que f(z],z3) = zizl + zir] € K(X), onde K(X) ¢é a algebra livre
Zo-graduada, ¢ uma identidade Zs-graduada de F.

Exemplo 2.1.28. Considere a Zsy-graduagao elementar em M;(K), definida pelo par
ordenado (0,1). Dai temos que My(K) = Ay @ Ay, onde

/\1 0 0 /\3
Ay = M, A €Ky e Ay = Az, A € Koo

: 11,1 11,1 (50 s : .
Dai, temos que [z1, xs] e zjz3x3 — x3252; sao identidades Zo-graduadas para esta al-

gebra.
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2.2 Espacos Vetoriais Graduados e Equivaléncia de
Algebras

Agora iremos apresentar alguns conceitos que envolvem os espagos vetoriais gra-
duados e com isso construir a nogao de algebras graduadas equivalentes. Muito dos
conceitos aqui abordados sao similares para algebras graduadas, porém diante de sua
importancia nos proximos capitulos e de suas particularidades, decidimos dedicar uma
secao para o desenvolvimento de tais conceitos. Neste capitulo, V' sempre sera um
espago vetorial sobre K. Iniciaremos com a seguinte defini¢ao.

Definigao 2.2.1. Uma G-graduagao em V' é uma decomposi¢ao de V' em uma soma

direta de subespacos indexados por G,
V - @QEG%'

De maneira inteiramente idéntica ao feito para algebras graduadas, definimos o
suporte desta graduacao, componentes homogéneas desta graduacao, subespago homo-
géneo (ou graduado) e elementos homogéneos de V. A partir de agora, sempre que
falarmos de espacos vetoriais graduados, estamos nos referindo a espacos G-graduados,
a menos que se fale o contrario. Agora iremos definir 3 conceitos, muito parecidos e que
sao de suma importancia nos préximos capitulos e para que possamos diferencié-los,
iremos apresenté-los juntos.

Definicao 2.2.2. Sejam V' e W dois espagos vetoriais graduados. Uma transformagao

linear ¢ : V. — W é dita um homomorfismo de espagcos vetoriais graduados, quando
¢(V,) € W, para todo g € G.

Definigao 2.2.3. Sejam V um espaco vetorial G-graduado e W um espago vetorial
H-graduado. Uma transformacao linear f : V' — W é chamada de graduada, se para
qualquer g € G, existir h € H, tal que f(V,) C W,. Claramente, se f(V,) # 0, entao

h é unicamente determinado.

Definicao 2.2.4. Uma transformacao linear f : V — W de espacos vetoriais gradu-
ados ¢ dita homogeénea de grau g se f(V,) C W, para qualquer h € G.

Como V e W sao espagos vetoriais G-graduados, podemos definir o espago gra-
duado Hom?"(V,W) = @secHomy(V,W), onde Homy,(V,W) é o conjunto de to-

das as transformacoes lineares homogéneas de grau g, como sendo o espago gradu-
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ado das transformacoes lineares homogéneas. Analogamente, podemos definir o es-
paco graduado dos endomorfismos de um espago vetorial graduado V', denotado por
Endo™ (V) := Hom9"(V, V).
Definicao 2.2.5. Sendo V' = ®,cqV,, podemos definir um shift a esquerda de V,
representado por ¥V, como sendo o proprio espaco vetorial V', porém com a graduacao
dada por [g]v;}h =V

Em outras palavras, um elemento homogéneo de grau h em V', terda grau gh em
9]V, De maneira inteiramente analoga, definimos o shift a direita de V, denotado por
V19l Ademais, observe que na Definicio 2.2.4, podemos dizer que uma transformacao
linear f : V. — W é homogénea de grau g, quando f :9 V' — W ¢ um homomorfismo
de espagos vetoriais graduados. Além disto, qualquer transformagao homogénea de

qualquer grau, é também uma transformacao linear graduada.

Definicao 2.2.6. Sejam V' um espaco vetorial GG-graduado e W um espaco vetorial
H-graduado. Uma equivaléncia de espagos vetoriais graduados f : V. — W é um

isomorfismo linear tal que f e f~! sdo transformacoes lineares graduadas.

Sendo f uma equivaléncia, observe que pela injetividade, temos que existe uma
aplicacdo bem definida de SuppV no SuppW, onde g — h, quando f(V;) C Wj; pois
se f(V,) = 0, terfamos que a imagem de g € SuppV na aplicagao definida acima nao
estaria definida. Ja a sobrejetividade de f, garante a sobrejetividade da aplicacao
entre estes suportes, pois se h € SuppH, existe um elemento homogéneo wy, € W
com grau h, logo, por esta sobrejetividade, existe um elemento homogéneo v, € V,
tal que f(vy) = wy. Assim, f(V,) C W) e portanto, ¢ — h. Ademais, temos que
um isomorfismo linear graduado f : V — W é uma equivaléncia se, e somente se, a
aplicacao definida acima é uma bijecao. De fato, suponha que f seja uma equivaléncia,
como f~! é uma transformacao linear graduada de W em V, se ¢ — h e g — h,
temos que a aplicagao inversa estaria bem definida e leva h em ¢ e ¢’ e assim sendo,
g = ¢'. Agora suponha que esta aplicac@o seja uma bijecao, entao, se f(V;,) C W}, para
algum g € SuppV e algum h € SuppW, teremos que f~*(W,) C V, e portanto f~! é
uma transformacao linear graduada, concluindo que f é uma equivaléncia de espacos
vetoriais graduados.

Definigdo 2.2.7 (Equivaléncia de Algebras Graduadas). Considere A = DgecAy €

B = ®peg By duas algebras G e H graduadas, respectivamente. Dizemos que um
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isomorfismo de algebras ¢ : A — B é uma equivaléncia de élgebras graduadas, se ¢ é

uma equivaléncia de espacos vetoriais.
Como no caso anterior, esta defini¢cao determina uma bijecao entre o suporte de
A e o suporte de B.

Exemplo 2.2.8. Considere i e —i as raizes da unidade de ordem 4 em C e as respectivas

Zy X Zy-graduagoes de Pauli em My(C). Observe que na primeira graduagao temos

- 0 0 0
X, = 0 -1 0 0
0 0 ¢ 0
0 01
enquanto na segunda graduacao temos
¢ 0 0 0
X 0 -1 0 0
¢ 0 0 —i 0
0 0 0 1

Contudo, ¢é facil ver que a aplicagao identidade é uma equivaléncia de algebras

graduadas.

Agora iremos abordar os conceitos sobre uma m-flag em um espago vetorial gra-
duado e a relagao que existe entre o anel dos endomorfismos graduados de uma flag e

a algebras das matrizes triangulares em blocos. Iniciaremos com a seguinte definigao.

Definicao 2.2.9. Sejam V um K-espago vetorial graduado de dimensao n e m =
(mq,msa, ..., m,) uma r-upla de inteiros positivos, com r € Ne m; +mg+ -+ +m, =
n. Definimos uma m-flag graduada F como sendo uma sequéncia Vo C V; C Vo C

- C V., =V, onde Vj = 0 e V; é um subespagco homogéneo de V' de dimensao
mi+mo+---+m; para cada 1 <i <r.

A partir de agora, iremos nos referir a uma m-flag simplesmente como uma flag,
ficando implicito a r-upla m. Considere F : Vo, c V; ¢ Vo, € ... C V, = V e
F-WycWy cWycC...C W, =W duas flags. Definimos um morfismo entre estas
duas flags

f:F—F

como sendo um morfismo de espago vetoriais graduados f : V — W, tal que f(V;) C
W;, para todo i € {0, 1,...,r}. Dizemos que um morfismo de flags é um isomorfismos,

quando ele é também um isomorfismos de espacos vetoriais.
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Observe que estes conceitos que envolvem uma flag também podem ser definido
de maneira analoga para um espaco vetorial ordinario.

E facil mostrar que o conjunto End(F) de todos os endomorfismos de F ¢ uma
subélgebra de End(V'). A proposigao a seguir garante que uma graduagao em F induz

uma graduacao em End(F).
Proposigao 2.2.10. Temos que End(F) = ®,eqEnd(F),, onde
End(F)o ={f € End(F) | f(Vy) C Vg, ¥g € G}

Ademais, esta decomposigao ¢ uma G-graduacao em FEnd(F).(Veja [12, Proposigao
1.1))

De maneira inteiramente analoga, podemos definir um shift & esquerda de uma
flag. Seja F :V; C Vo, C --- C V, =V uma flag de um espago vetorial graduado V.
Sendo g € G definimos um shift a esquerda de F, como sendo WF : WV, c Wy, ¢
Wy, c ... c bWy, =YV, De modo inteiramente anéalogo, define-se um shift a direita

de uma flag.

2.3 Mobdulos Graduados sobre Algebras com Divisao

Nesta secao, nosso principal objetivo é mostrar que moédulos graduados sobre
algebras graduadas com divisao tém as mesmas caracteristicas de um espaco vetorial
graduado sobre um corpo. Para atingirmos tal objetivo, iniciaremos descrevendo os

conceitos gerais de moédulos e de modulos graduados.

Definigao 2.3.1. Seja R uma algebra. Definimos um R-mé6dulo (ou médulo sobre R)
a esquerda como sendo um espaco vetorial V', munido de uma aplicacao R x V — V,

que a cada par (r,v) € R x V associa rv € V e satisfaz:
(i) (ry +7ro)v =rv+ryv
(ii) 7(vy + ve) = rvy + rug
(iii) r1(rqv) = (ryrg)v
(iv) Lv=w
(v) (Ar)v =r(A\v) = A(rv)
para quaisquer r,7r1,73 € R, v,v1,v5 € Ve A € K.
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Observe que os itens (i), (i7) e (iv) da defini¢do acima significam que o produto
(r,v) — rv é uma aplicacao bilinear. De maneira inteiramente anéloga, podemos de-
finir um R-modulo a direta. Para simplificar & terminologia, quando falarmos somente
R-moédulo, estaremos nos referindo a agao a esquerda, porém, tudo que for feito para

este caso, valera para acao a direita.

Definicao 2.3.2. Sejam R uma algebra e Vi e Vo R-moédulos. Dizemos que uma
transformagao linear ¢ : V| — V4 é um homomorfismo de R-modulos se ¢(rv) = r¢(v)

para quaisquer r € Rev e V.

Sejam R uma &lgebra e V um R-mo6dulo. Chamamos de endomorfismo do R-
modulo V', como sendo um homomorfismo (de R-médulos) de V em V' e iremos denotar

por Endgr(V') o conjunto de todos os endomorfismos do R-moédulo V.

Exemplo 2.3.3. Considere K[z] o anel de polinémios de uma variavel com coeficientes
no corpo K. Sejam V um K-espago vetorial e 7" uma transformagao linear de V' em
V. Neste contexto, V' é um K[z]-mé6dulo com a aplicagao de K[z] x V' em V dada por
(ap+ a1z + -+ apz™)v = (apl + ;T + - - -+ a,T™)(v).

Definicao 2.3.4. Sejam R uma &lgebra e V um R-moédulo. Dizemos que:

(i) Um subespago vetorial V; de V' é um submoédulo (ou R-submodulo) de V' se

r.v € V1 para quaisquer € V e v € V.

(ii) V' éum R-modulo irredutivel (ou simples) se RV # 0 e os seus tinicos submodulos
sao {0} e V.

(iii) V é fiel quando o conjunto Ann(V) = {r € R | r(V) = 0}, chamado de anulador
de V, é trivial.

Exemplo 2.3.5. Sendo R uma &lgebra, consideremos R como sendo um R-mdédulo, de
maneira natural. Temos que os submoédulos de R sao exatamente os ideais a esquerda
da algebra R. Sendo V um R-mo6dulo e v € V, entéo o conjunto R.v = {r.v |r € R} ¢
um submoédulo de V.

Observagao 2.3.6. De maneira inteiramente analoga, podemos definir médulos sobre

anéis. Esta observagao sera utilizada na demonstragao do Corolério 4.2.18.

Definicao 2.3.7. Um anel R é dito primitivo a esquerda, se existe um R-moédulo fiel

irredutivel.
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O conceito de anel primitivo a direita é definido de modo analogo. Existem
exemplos de anéis que sao primitivos a esquerda mas nao a direita e vice-versa, o
primeiro exemplo é devido a G. Bergman. No que segue iremos nos referir & um anel

(ou algebra) primitivo a esquerda simplesmente como um anel primitivo.
Exemplo 2.3.8. Toda algebra com divisao é primitiva.

Exemplo 2.3.9. Seja V' um espago vetorial de dimensao finita e L(V') a algebra dos
operadores lineares de V. Podemos definir em V uma estrutura de L(V)-modulo,
através da aplicacao
LV)xV —V
Txv—T-v="T(©)
E facil ver que este ¢ um modulo fiel e simples, logo L(V) é uma algebra primitiva.
Definicao 2.3.10. Sejam R, R;, @ € I, algebras. Para cada j € I, considere m; :

[Lic; R — R; como sendo a projecao natural. Entdo R é chamado de produto

subdireto dos R;, © € I, quando as seguintes condi¢oes sao satisfeitas:

(i) Existe uma homomorfismo injetivo de algebras f: R — [],.; Ri:

(ii) Para cada j € I, a projecéo m;f : R — R; & sobrejetiva.

Poderiamos ter definido algebra semissimples através do produto subdireto, ou
seja, uma algebra é dita semissimples quando ela ¢ o produto subdireto de algebra
primitivas. Esta defini¢ao ¢ equivalente a definicao dada anteriormente.

Um importante resultado que iremos utilizar no terceiro capitulo acerca de alge-
bras primitivas é o chamado teorema de Kaplansky, que sera enunciado a seguir:
Teorema 2.3.11. Seja R um anel primitivo que satisfaz alguma identidade polinomial.
Entao R ¢é isomorfo a M, (D), onde D ¢é uma algebra com divisdo de dimensao finita

sobre seu centro K. Equivalentemente, R é uma algebra central simples com dimensao

finita sobre o seu centro K.

Demonstragao. Veja [18, Teorema 4.13, pg. 153] ]
Agora iremos abordar os conceitos que envolvem estes médulos, porém com gra-

duacoes envolvidas.

Definicao 2.3.12. Seja R uma algebra graduada. Um R-moédulo graduado a esquerda
¢ um R-moédulo V' que é também um espago vetorial graduado tal que RV, C V,, para
quaisquer g, h € GG. De maneira inteiramente analoga, podemos definir um R-moédulo

graduado a direita.
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Para simplificarmos, quando falarmos de R-moédulos, estaremos nos referindo a
R-moédulos & esquerda. Definimos um homomorfismo de R-moédulos graduados, como
sendo um homomorfismo de R-moédulos que também é um homomorfismo de espagos
vetoriais graduados. Além disto, dizemos que um subespago homogéneo W de V' é um
submodulo graduado, quando RW C W.

Definicao 2.3.13. Um R-moédulo graduado & esquerda V' ¢é dito graduado simples ou

irredutivel se RV # 0 e os seus tunicos submodulos graduados sao 0 e V.

Exemplo 2.3.14. O Z-moédulo Z,, onde p é um ntimero primo, com qualquer gradu-

acao ¢ um modulo graduado simples.

A partir deste ponto, o nosso foco seré abordar o caso em que a algebra graduada
¢ uma algebra com divisao e observar que os modulos sobre elas tém muitas proprie-
dades similares aos espagos vetoriais graduados. Por isso iremos chama-los de espacos
vetoriais graduados e seus submoédulos de subespagos vetoriais. De agora em diante,
D = @yee D, sempre serd uma algebra graduada com divisao. Observe que se V' é um
D-espago vetorial graduado, entao cada componente homogénea V, é um D.-espago
vetorial. O SuppV nao é necessariamente um grupo, mas é a uniao de classes late-
rais do subgrupo SuppD. Denotaremos por |SuppV : SuppD| o numero destas classes
laterais (que pode ser infinito). Seja SuppV = U;e,I'; a decomposi¢ao de SuppV em
disjuntas classes laterais de SuppD; com isto, ganhamos uma decomposicao de V em

soma direta de subespacos graduados:
V = ®icrVi (2.1)

onde V; = @ger,Va, para @ € I. Chamaremos esta decomposicao de decomposigao
candnica de V. Observe que g; € (SuppD)g, se e somente se, existir h € SuppD tal
que g1 = hg e isto ocorre se, se somente se, existem v, e v, elementos homogéneos
de V', com os respectivos graus, g e g;, e um elemento homogéneo d;, de D, tais que
Vg, = dpvy.

Proposigao 2.3.15. [37, Teorema 2.5| Seja V' um espaco vetorial graduado sobre D,
com uma decomposi¢ao canonica dada pela Equacgao 2.1. Para ¢ € I, fixe algum «; € T;
e alguma D.-base (e;;) ey, de V,,. Entdo, (e;;)jes, ¢ uma D-base homogénea de V;, e

(€ij)icr,jes, formam uma D-base de elementos homogéneos de V. Ademais, toda D-base

homogénea de V' tem cardinalidade igual a )., dimp_ V..

el
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Corolario 2.3.16. [37, Corolario 2.6] Qualquer subespago graduado de um espago
vetorial graduado tem um subespaco graduado complementar.

A dimensao de um espago vetorial graduado V sobre D, é exatamente o nimero
de elementos de uma das bases homogéneas e serd denotada por dimpV'. A Proposigao
2.3.15 mostra que dimpV = > ., dimpV,, onde I é um conjunto com |[SuppV :
SuppD| elementos e (a;);.; ¢ um conjunto de representantes das classes laterais de
SuppV modulo SuppD. Em particular, se dimpV = d < oo, entao |SuppV : SuppD| <
d < o0.

Quando tivermos um homomorfismo de médulos graduados, de um D-médulo V
em um D-moédulo W, iremos chama-lo de transformacao linear e iremos representar o
conjunto de todos estes homomorfismos por Hom$, (V,W). De maneira inteiramente
analoga a feita acima, pode-se provar que End% (V), tem uma estrutura de espago
graduado.

Para finalizarmos esta se¢ao iremos apresentar uma definicao que sera muito uti-

lizada nos proximos capitulos, principalmente, no terceiro capitulo do nosso trabalho.

Definicao 2.3.17. Sejam G e H grupos. Considere D como sendo uma algebra G-
graduada e D’ uma algebra H-graduada. Sejam V um D-modulo G-graduado a direita
e V' um D’-moédulo H-graduado a direita. Uma equivaléncia de (D, V) em (D', V)
¢ um par (¢g, ) onde ¢y : D — D’ é uma equivaléncia de algebras graduadas e
Yy V. — V' é uma equivaléncia de espagos vetoriais graduados, tais que ¢ (vd) =
1 (v)o(d), para quaisquer v € Ve d € D.

Exemplo 2.3.18. Considere na algebra das matrizes D = My(K) com as Zj X Zy4-
graduagoes de Pauli dadas no exemplo anterior. Considerando vy = Id, ja sabemos
que esta aplicagdo é uma equivaléncia de graduadas. Agora, considerando o espaco
vetorial V' como sendo o proprio D e definindo o 1 = 1)y, temos que (¢g, 1) é uma

equivaléncia de espacos vetoriais graduados sobre algebras graduadas com divisao.

2.4 Algebra Graduada com Divisdo como uma Alge-

bra Torcida

Nesta secao iremos abordar alguns conceitos que serao utilizados no final do

ultimo capitulo. Iniciaremos com as seguintes defini¢oes.

Definicao 2.4.1. Seja G um grupo que age em um grupo abeliano A, via um homo-

morfismo de grupos ¢ : G — Aut(A), onde Aut(A) é o grupo dos automorfismos de
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grupos de A. Um 2-cociclo para esta acao é um aplicacao o : G x G — A, que satisfaz

a seguinte igualdade
¢(9)(o(h, 1)) + o(g, ht) = o(gh,t) + o(g, h).

O conjunto dos 2-cociclos para uma acao de G em A forma um grupo com a ope-
ragao da adigao. Este grupo sera denotado por Z3(G, A), ou simplesmente Z*(G, A).
Definicao 2.4.2. Seja G um grupo finito. Definimos a algebra de grupo torcida K°G

como sendo a algebra associativa que tem como base G e o produto é dado por gh =
o(g,h)gh, onde o : G x G — K* é um 2-cociclo.

Exemplo 2.4.3. Se o for trivial, temos que K’G = KG.

Considere D como sendo uma algebra graduada com divisao, K um corpo alge-
bricamente fechado e T = SuppD. Ja sabemos que D, é uma &lgebra com divisao.
Além disso, se Dy # 0, entao considere um elemento nao nulo a, € D,. Logo, Dgag_1
é um D.,-moédulo a esquerda, dai, D, C Dgagl. Por outro lado, pela graduacao, temos
que Dya;* € D,. Portanto, D, = Dya,'. Entao D.ay = D,. Com isso, para quaisquer

g,h € T existe um elemento o(g, h) € D, tal que
DgDh = O'(g, h)Dgh. (22)

Além disso, para quaisquer d € D, et € T, existe um elemento nao nulo t-d € D,
tal que
agd = (t-d)ay,. (2.3)

Assim, podemos identificar D como sendo o conjunto das somas formais quase
nulas ), dgay, onde d, € D, para todo g € T, e a multiplicacdo determinada
pela multiplicagdo em D, e pelas Equagoes (2.2) e (2.3). A lei associativa para a
multiplicacdo em D é equivalente as seguintes condigdes: i) para qualquer ¢t € T, a
aplica¢do d — t - d é um automorfismo de D; ii) a aplicagdo o : T'x T' — D! é um

2-cociclo, isto é
o(g,h)o(gh,t) = (go(h,t))o(g, ht) para quaisquer g, h,t € T,
e 1) a aplicagdo - : T'x D, — D* é uma o-acao torcida, isto &,
g-(h-d)=0c(g,h)((gh)-d)o(g,h)"", para quaisquer g,h € T e d € D..
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Agora como K é um corpo algebricamente fechado e assumindo que D tem di-

7

mensao finita sobre K, ja sabemos que D, = K, dai, a acao 7 -7 é trivial e a equagao

de o fica da seguinte maneira:
o(g,h)o(gh,t) = o(h,t)o(g, ht) para quaisquer g, h,t € T.

Em outras palavras, D é uma algebra de grupo torcida K°7T'. Essa argumentacao

prova o seguinte teorema.

Teorema 2.4.4. (|20, Teorema 2.13|) Seja D uma &lgebra graduada de dimensao finita
sobre um corpo algebricamente fechado K. Se D é uma algebra graduada com divisao
com suporte T' C G, entdo D é isomorfa a uma édlgebra de grupo torcida K°7T' (com sua
T-graduacao vista como uma G-graduagio), para algum o € Z%(G, A). Duas algebras
de grupo torcida K7'7T" e K?27T" sao isomorfas como algebras GG-graduadas se, e somente

se, Tl = Tg e [0’1] = [0’2].
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Capitulo 3

Isomorfismos na Algebra Graduada
das Matrizes Triangulares Superiores

em Blocos

Neste capitulo iremos definir o conceito de m-flags sobre um D-moédulo V', onde
D é uma algebra G-graduada com divisao e em seguida descrever os isomorfismos do
anel dos endomorfismos desta m-flag. Este anel surge na classificacao das graduagoes
na algebra das matrizes triangulares superiores em blocos, em [38|, graduadas por um
grupo abeliano finito, que foram classificadas sob a hipdtese que o corpo base é alge-
bricamente fechado de caracteristica zero. Mais precisamente no artigo anteriormente
citado, foi demonstrado que qualquer graduagao na algebra das matrizes triangulares
superiores em blocos graduada é isomorfa a um anel de endomorfismos de uma flag
graduada sobre uma algebra graduada com divisdo. Foi provado em [7] que qualquer
graduagao elementar na algebra das matrizes triangulares superiores em blocos ¢ iso-
morfa a um anel de endomorfismo de uma flag sobre um corpo. Além disso, neste
mesmo artigo, foi mostrado que duas algebras das matrizes triangulares superiores em
blocos com graduagoes elementares sao isomorfas se, e somente se, as correspondentes
flags graduadas sao isomorfas, a menos de um shift.

Graduacgoes na algebra das matrizes triangulares superiores em blocos sao des-
critas em [38] sendo uma produto tensorial de uma algebra de matrizes graduada com

divisao e uma algebra de matrizes triangulares superiores em blocos com uma graduacgao



elementar. Esta descricao é para graduacoes por um grupo abeliano e algebras sobre
um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero. Como consequéncia deste re-
sultado, determinamos (Corolario 3.3.3), em termos desta decomposi¢ao, quando duas
algebras das matrizes triangulares superiores em blocos graduadas pelo mesmo grupo
sao isomorfas.

Os resultados obtidos neste capitulo geraram um artigo com titulo: Graded Iso-
morphisms on Upper Block Triangular Matrix Algebras [10], que foi publicado no ano
de 2018 na revista Linear Algebra and its Applications. Tal artigo foi resultado de uma

parceria minha com os professores Claudemir Fidelis e Diogo Diniz.

3.1 Conceitos Basicos

Neste capitulo, D sempre representara uma algebra G-graduada com divisao.
Considere V um D-moédulo de dimensao finita, como ja provado no capitulo 2, V' herda
todas as propriedades de um espago vetorial, logo iremos chamar V' de espaco vetorial
sobre D e seus submodulos de subespagos. Denote EndpV o anel dos endomorfismos
de V. Iremos agora definir o conceito de flags de V', que ¢é similar ao conceito de flag
de um espaco vetorial sobre K.

Definigao 3.1.1. Sejam = (my, ..., m,), onde cada m; € N. Uma m-flag (ou simples-
mente uma flag) em V' de comprimento r é uma cadeia de D-subespagos G-homogéneos
F:VocWVic...CcV,onde Vy =0eV,=V. Una base § = {v;...,v,} de V &
dita uma base da flag F : Vo C V4 C ... C V, quando {vy,...,v,,} € base de V;, onde

n; = my + -+ my, para todo ¢ = 1,...,r. Um endomorfismo ¢ de V ¢é dito um

endomorfismo da flag F quando ¢(V;) C V;, para todoi =1,...,7.

Observagao 3.1.2. (i) Denotaremos o conjunto de todos os endomorfismos da flag
F por Endp F.

(i) Iremos denotar a agao da élgebra com divisao D em V' como sendo a direita, ou
seja, para d € D, temos a acao d-v = vd, parav € V. Além disso, se f € Endp F,
sua aplicacao em qualquer elemento de V', sera representada a esquerda, ou seja,
f-v=f(v), parav e V.

Observe que Endp F tem uma estrutura natural de D-espago vetorial, onde o
produto por escalar é dado por d - f(v) = f(v)d, para quaisquer f € Endp F,d € D e
veV.
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Sejam = {vy...,v,} uma base de uma flag F e I, = {1,...,my}, I = {my +
L...omi+me}, ..., L ={mi+mo+---+m,_1+1,....my+mg+---+m,}. Agora,
considere as seguinte aplicagoes e;;, com i € I, j € I, p<qgep,q=1,...,r definidas
da seguinte maneira: e;;(vy) = d;5v;, para k =1,... n. E facil ver que cada ei; € um
operador linear de V' e também podemos provar que sao endomorfismos de F. De fato,
fixe arbitrariamente e;; e considere para algum [ € {1,...,r}, o subespaco da flag F, V
e v, como sendo algum vetor da base de V;. Se k # j, entdo e;;(vy) =0€ V). Se k = j
(observe que isso s6 é possivel se j < my +--- 4+ my), entdo ¢ < 1 e e;;(vy) = v;, dai,
como ¢ € [,, com p < ¢, temos que 7 < my + - -+ + my, o que nos da v; € V;. Portanto
e;j(Vi) C Vi, uma vez que e;;(vg) estd em V}, para qualquer vetor da base de V;. Ademais,
temos que B = {e;; | i € I,;j € I;p < ¢;p,q = 1,...,r} é¢ uma base do D-espago
vetorial Endp F. De fato, considere T' € Endp F,n =mq+---+m, e v, € 3, tal que
k€ I, paraalgum p = 1,...,r. Dai, existem dy, ..., d,, € D, onde n, = my+---+m,,
tais que T'(vy) = >_,%, uidy = Y7, ew(vr)d; e como qualquer L € Iy U---U 1, e k € I,
entao e, € B e assim, pela arbitrariedade do vy, podemos concluir que B é um conjunto
gerador de Endp F. Além disso, suponha que existam d;; € D tais que Zeije g €ijdi; =
0, logo temos que 0 = Zei]-EB eiidij(vg) = ZeijeB eij(vi)di; = Yoiy vidy, como os
v;s formam uma base da flag, temos que di; = --- = di,, = 0 e, novamente pela
arbitrariedade do v, concluimos que o conjunto B é L.I.

Agora, temos o seguinte resultado que caracteriza o conjunto dos endomorfismos
de uma flag graduada.

Teorema 3.1.3. Se F : V, C V4 C --- C V, é uma flag graduada em V, entao

o conjunto Endp F dos endomorfismos desta flag ¢ uma subélgebra homogénea de

EHdD V.

Demonstragao. Inicialmente, observe que pela maneira que foi definido o conjunto dos
endomorfismos da flag temos que Endp F C Endp V. Agora considere ¢, € Endp F
e A € K, dai temos que

(@ +)(Vi) Co(Vi) + (Vi) CVi+V, =V,
(AD)(Vi) = A(@(V2)) € AVi = Vi

(@ov)(Vi) = o(v(Vi)) C o(Vi) SV
parat=0,1,...,r, portanto Endp F é uma subélgebra de Endp V.
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Agora, seja v um endomorfismo de F e considere 1) = 1+ - -+, onde 1, . .., Yy
sao elementos homogéneos de Endp V' de graus distintos. Sendo v € V;, para algum

i € {1,...,r}, um elemento homogéneo de grau g em V, temos que (v) = 1;(v) +
-+« + Yg(v). Como P(v) € V;, V; é um subespago homogéneo e cada 11 (v),..., ¢ (v)
tem grau diferente, concluimos que v;(v) € V; para j = 1,..., k. Isto prova que

Y;(V;NV,) C Vi ecomo V; = ByecVi NV, (por ser homogéneo), podemos concluir que
Y;(V;) C V;parai=1,...,7. Deonde temos que ; estd em Endp F paraj =1,... k.
Portanto Endp F é uma subalgebra homogénea de Endp V. [

Considere R = Endp(F). Podemos definir em V' uma estrutura de R-modulo
a esquerda. De fato, considere a soma em V' como sendo a mesma definida quando

olhamos V' como D-médulo e defina a seguinte acao de R sobre V:
RxV — V
(fiv) — fro=[f(v)
Note que, pela linearidade das transformacoes lineares de R, esta aplicagao define, de

fato, uma estrutura de R-modulo em V. Sobre esta estrutura, temos os seguintes lemas

que serao utilizados na demonstracao dos proximos resultados.

Lema 3.1.4. Seja R = EndpF, onde V é um D-modulo graduado a direita e F : V C

Vi C---CV,=V é&uma flag graduada em V. Entao os subméddulos de V' como um
R-moédulo a esquerda sao Vg, Vi, ..., V.
Demonstracao. Observe que cada V;, ¢ = 0,1,...,r, é um subespaco vetorial, logo

fechado para a soma e como r(V;) C V;, para qualquer r € R, temos que ele é invariante
em relacao a acao de R em V| portanto V; é um submoédulo de V', para ¢t =0,1,...,7r.
Seja X um R-submo6dulo nao nulo de V, entao existe j € {0,1,...,r} tal que X CV},
tal que X ¢ V,_;. Considere § = {v1,...,v,} uma base de F e suponha sem perda
de generalidade que v,, € X e v,,, ¢ V;_1, onde n; = my + --- +m;. Afirmamos que
V; = X, pois caso contrario, existiria vy € Vj, porém v, ¢ X. Dai considere a aplicagao
exn;, € R (uma vez que k e n; sdo definidos pelos indices da base da flag) e como X ¢é
um R-submoédulo, temos que vy, = exy, (v5;) € X, 0 que ¢ um absurdo. Portanto temos

o resultado. O

Lema 3.1.5. Se R = Endp(F) é o anel dos endomorfismos da flag F : Vj C V} C

-+ C V,. sobre uma algebra com divisao D entao EndgV; = D, parai=1,2,... 7.

Demonstracao. Seja v € V;\ Vi_y e f € Endg V;. Se v e vf sao L.I. sobre D, entao
existe 1 € R tal que rv = 0 e r(vf) seja um elemento nao nulo de V;; basta, por

exemplo, completar uma base de F onde v e vf fazem parte e definir r nos elementos

43



desta base de tal maneira que r(vf) = v e r aplicada nos demais elementos ¢ igual a
zero. Porém, isto é uma contradicao, uma vez que f € Endg V; e consequentemente,
v =r(vf) = (rv)f = 0. Logo existe um d € D tal que vf = vd. Dado w € V,
entao existe r € R tal que rv = w, pois se eles forem L.D. sobre D, existe d € D tal
que w = vd e dai defina a aplicagao r como sendo r(v) = vd; agora se eles forem L.I.,
complete a base de V' como feito acima e temos uma aplicacao r que satisfaz o desejado.
Com isso wf = (rv)f = r(vd) = wd. Ademais, fica evidente que f é homogéneo de

grau ¢ se, e somente se, d ¢ homogéneo de grau g. O]

Agora iremos definir um isomorfismo entre duas flags definidas sobre algebras
graduadas com divisao distintas, que serd na verdade um par de isomorfismos, um

entre as algebras com divisao e o outro entre as flags.

Definigao 3.1.6. Sejam D e D’ duas algebras G-graduadas com divisao e F : Vy C
wc--cV, F:VycV/ c---cC V! duas flags G-graduadas nos espagos G-
graduados V' e V' sobre D e D', respectivamente. Um isomorfismo de (D;F) em
(D'; F') é um par (¢g;11), onde ¢g : D — D’ é um isomorfismo de algebras G-
graduadas e ¢y : V. — V' é um isomorfismo de espagos vetoriais graduados tais que
(Vi) =V parai=0,...,7; e ¢1(vd) = 11 (v)o(d) para quaisquer v € V e d € D.

No préximo teorema, iremos provar que dado um isomorfismo qualquer de pares

(D, F) — (D', F), ele induz um isomorfismo de EndpF em Endp F'.

Proposigao 3.1.7. Dado um isomorfismo (¢, ¢ ) de (D, F) em (D', F'), entao existe
um Unico isomorfismo de algebras graduadas ¢ : R — R/, onde R = EndpF, R =
Endp F', tal que ¢4 (rv) = 9 (r)y,(v) para todo r € R e todo v € V. Dois isomorfismos
(o, 11) e (g, 1)) determinam o mesmo isomorfismo R — R’ de algebras graduadas

se, e somente se, exite um elemento homogéneo nao nulo d em D, onde € é o elemento

neutro de G, tal que 9} (z) = d""o(z)d e ¥ (v) = ¥1(v)d.

Demonstracio. Sejar € R, a aplicacdo 1(r), definida por v/ +— 11 (r(; ' (v'))), esta em
R', uma vez que 7 e 1 sao homomorfismos G-graduados de m-flags, entdo 1 (r(; 1))
¢ um homomorfismo de espacos vetoriais graduados e temos que ¥ (r(v; (VY))) =
P (r(V;)) C(V)) = V!, paratodoi=1,...,r, pois 11 é um isomorfismo de m-flags e
r € um endomorfismo de m-flag. Ademais ¢ : R — R’ é um homomorfismo de anéis,
tal que ¥ (rv) = ()1 (v). De fato, sejam r, s € R, como 1, é um isomorfismo, entao

para todo v € V', temos
Y(r+8) () = i ((r+ )01 (V) = ea(r(er (v) + s(or (V) =
Dr(r(r (V) + (s (v)) = (©(r) +1(s)) (V)
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Y(rs)(v) = i (r(r () (W7 (V) = a(r(w7 " ((s) (V) = W (r)(s)(V).
Logo ¥(r + s) = ¥(r) + ¢¥(s) e ¥(rs) = 1(r)(s), portanto, ) é um homomorfismo de

anéis. Agora defina a aplicagao ¢’ de R’ em R, onde para qualquer ' € R', temos que
V(1) (v) = 7 (' (11 (v))), para qualquer v € V. De maneira inteiramente anéloga,

prova-se que v € um homomorfismo de anéis e além disto temos que

(W (r)(v) = ¥y (W (r) (¥1(v) = ¥ (@a(r(¥r (91((v))))) = r(v),

para quaisquer r € R e v € V, logo 99 = Idr. Do mesmo modo feito acima, prova-
se que Y1)’ = Idp e portanto, 1’ = ¥~! e 1) é um isomorfismo de anéis. Ademais,
temos que v é um isomorfismo de algebras graduadas, pois se r € R tem grau g e
v' € V' tem grau h, temos que ¥} *(v') tem grau h, () *(v')) tem grau gh, o mesmo
que Y1 (r(y;1(v'))) e como v’ é um elemento homogéneo arbitrario, concluimos que

Y1(r(y;h)) tem grau g. Por fim, observe que
D1(rv) = i (r(@r (¥ (v))) = ()¢ (v)

e & o unico com esta propriedade. De fato, suponha que ¢ : R — R/, seja um
isomorfismo G-graduado tal que v (rv) = ¢(r)y1(v), para quaisquer r € Re v € V,
Dai ¢(r)1(v) = ¢(r)y(v) e como 1y é um isomorfismo, temos que ¢(r) = 1(r) e pela
arbitrariedade do r, concluimos que ¢ = 1), isso conclui a primeira parte do teorema.
Suponha que (g, %) e (1), 1]) determinam o mesmo isomorfismo, entao (1) ' o
Y] estd em (Endgr V), portanto o Lema 3.1.5 implica que existe dy € D, tal que
(1)t o Y} (v) = vdy, para todo v € V. De onde concluimos que ¥} (v) = 1 (v)d,
para qualquer v € V', onde d = y(dp). Sejam v € V' \ {0} e z € D, entdo ¢](vzr) =
YL (o)), portanto v, ()do(x)d = t(va)d = ¥ (vx) = B4 ()E(E) = r (0)dh ()

Isto implica que () = d 'y (x)d, uma vez que 1); ¢ um isomorfismo. A reciproca
é clara, pois ¥/(r) (v) = ¥ (r(() 7 (v))) = V(W (0)d~" = v (r(wr (v)))dd =
V1(r(y;H(v))) = (r)(v), para quaisquer r € Rev € V. O

O principal resultado deste capitulo é o Teorema 3.2.6 que é a reciproca da pro-
posigao anterior. Provamos também um resultado analogo (Corolario 3.2.14) para a
equivaléncia de anéis de endomorfismos das flags graduadas.

Finalizaremos esta se¢cao com nocao de shift em uma flag, que é uma ideia analoga
a definicao de shift de algebra graduada dada no segundo capitulo. Sejam D uma
algebra graduada e V um D-modulo graduado a direita. Dado ¢ € G, entao 9 1D ¢
também uma algebra graduada e V19 ¢ um 7' Dl-modulo graduado. Seja F : Vy C
Vi C ... C V, uma flag graduada em V| entao definimos um shift a direita em F, que

denotaremos por F¥!, como a flag graduada Vo[g} C Vl[g Fe .. cvl de vl
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3.2 Isomorfismos entre Anéis de Endomorfismos de

Flags Graduadas

Nesta secao, um dos principais pontos é descrever, a menos de isomorfismos, as
flags sobre uma &lgebra com divisao graduada (Lema 3.2.11) e como consequéncia,
iremos descrever, a menos de isomorfismo, a algebra dos endomorfismos destas flags
(Coroléario 3.2.12). Sejam V e V' espagos vetoriais graduados sobre D e D'; e F
e F' flags sobre estes espacos vetoriais, respectivamente. Considere R = EndpF e
R’ = Endp F', onde F e F' sao flags graduadas sobre as algebras com divisdo D e D/,
respectivamente. Se existe um g € G tal que (91D, F9) ¢ isomorfo a (D', F'), entéo
a Proposicao 3.1.7 implica que R e R’ s@o anéis graduados isomorfos. Provaremos o
Teorema 3.2.6 que ¢é a reciproca desta afirmacao. Iniciaremos com alguns resultados

preliminares.

Lema 3.2.1. Seja R = EndpF, onde F é uma flag sobre D. Se e é um elemento
idempotente de R tal que e(V') = Vi, entdo Ry = Re é um um subanel de R, a aplicagdo

r+— 1 |y, € um isomorfismo de Ry em EndpV) e R = Ry & [, onde I = R(1 —e).

Demonstracao. Temos que Ry, I; sao ideais a esquerda de R, pois sejam ae, be € R,
e r € R, entdo temos que ae + be = (a + b)e € Ry e r(ae) = (ra)e € Ry. De modo
analogo, prova-se que I; é um ideal & esquerda de R. Além disso, R; é um subanel,
pois (ae)(be) = (aeb)e € R;. Denote ¢ : Vi — V a aplicagdo inclusao. Dai, a aplicagao
r1 +— irie ¢ um homomorfismo injetivo de EndpV; em R;. Pois, observe que irie € R,
para todo r; € Ry, dai, temos que irje = (irje)e € Ry, ou seja, tal aplicagao esta bem
definida e i(ry + s1)e = irje + isje € Ry, i(r181)e = (ir;si1e)e € Ry, para quaisquer
r1 e s; em Ry, logo é um homomorfismo de anéis. Suponha agora que irje = 0, dai,
irre(V) = 0, como e(V) = V4, temos que ir1 (V1) = 0 e como i & injetiva, temos que
r1(V1) = 0, ou seja, m; = 0 e a aplica¢do é injetiva, como queriamos. Ademais, dado
r € Ry, a restrigdo de r em Vi, 7 |y, estd em EndpVj. De fato, primeiro note que e
restrita a V) é a identidade, uma vez que ela é um idempotente e se e(v) = v, € V7,
temos que e(v;) = €*(v) = e(v) = vy; segundo, se r = se, com s € R, temos que
r(Vi) = se(V1) = s(Vi) € Vi. Consequentemente, i(r |y, )e = re = r, portanto
r |y, i(r |y, €) = r é uma aplicagdo sobrejetiva. Contudo, concluimos que ela é um
isomorfismo de anéis. Além disto, se r; € Ry for homogéneo de grau g, entao iry tera
grau g, uma vez que i atua como a identidade sobre V;, portanto, este isomorfismo é
graduado.

De maneira imediata, temos que R = R;+1;. Além disso, suponha que r € RiNIy,

entdo, existem 71,5, € R tais que r = re e r = s1(1 — e), dai, rie = s1(1 — e) e dai
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(r1 + s1)e = s1, como e é idempotente, temos que (r; + s1)e = sje e dai rie = 0, logo

r =rie = 0 e portanto a soma é direta. ]

Observacao 3.2.2. Dadosv € V er € R, o elemento re(v) esta em Vi, poise(V) = V;
e r(V1) C Vi. Portanto ere(v) = re(v). Isso implica que ere = re, para qualquer
r € R, desta igualdade concluimos que (1 —e)r = (1 —e)r(l —e), pois (1 —e)r(l —e) =
(r—er)(l—e) =r—er—re+ere =r—er—re+re =r—er = (1—e)r. Dai, I; ¢ também
um ideal & direita, pois se 7, s € R, entdo temos que r(1 —e)s =r(1 —e)s(l —e) € 1.
Ademais, observe que I; = AnngVj, pois como V) = e(V), dai r(V;) = 0 se, e somente
se, re(V) = r(V41) = 0, ou seja, re = 0. Logo, como r =re+r(l —e)e (1 —e)e=0,
concluimos que re = 0 se, e somente se, r € [;. Pois, suponha que r € I;, entao existe
s € R, tal que r = s(1 — e), dai re = s(1 — e)e = 0. Reciprocamente, suponha que
re=0,dai,r=re+r(l—e)=r(l—e) €.

Lema 3.2.3. Seja ¢ : R — R’ um isomorfismo de algebras graduadas, onde R =
EndpF e R’ = Endp/ F’ sao anéis de endomorfismos das flags F e F’ sobre algebras

graduadas com divisao D e D’ respectivamente. Se e é um idempotente ndo nulo de R

tal que e(V) = Vi, entdo V| = ¢(e)(V').

Demonstragao. A igualdade ere = re na Observagao 3.2.2, implica que ¥ (e)(V’) é um
submoédulo de V7, onde V' é considerado como um R’-modulo. De fato, observe que é
imediato que este conjunto é fechado para soma de seus elementos e considere v’ € V'
e " € R, entdo existe r € R, tal que ¥(r) = 1/, dai, (¢ (e)(v")) = ¥(r)(¥(e)(v')) =
P(re)(v') = (ere)(v') = w(e)(P(re))(v) € ¥(e)(V'). Esta claro que este é um submo-
dulo nao nulo, uma vez que e é nao nulo e 1) é um isomorfismo. Portanto, o Lema 3.1.4
implica que V{ C ¥ (e)(V'), uma vez que os unicos submodulos de V' como R'-modulos
sao 0,V/,...,V!. Sejam f’ uma projegao de V' em V/ e f = ¢~ !(f’). Segue da inclusao
Vi C(e)(V') e do fato que ¢ (e) restrita a V] é igual a identidade (uma vez que v (e)
¢ um idempotente), que ¥ (e)¥(f) = ¥(f), e como ¥ é um isomorfismo, temos que
ef = f. Neste caso 0 # f(V) =ef(V) C V4, pois f(V) é um submddulo nao nulo de
V, uma vez que f € EndpV. Assim, o Lema 3.1.4 implica que f(V) = V; = e(V).
Sendo assim fe = e, portanto 1(e)(V') Cy(f)(V') = V. O

Lema 3.2.4. Sejam R = EndpF e R’ = Endp/ F’ os anéis dos endomorfismos das flags

graduadas F e F' sobre as dlgebras graduadas com divisao D e D', respectivamente.

Sejam = {vy,...,v,} uma base de F e e;; os endomorfismos D-lineares de V' tais
que e;;vy = 0;pv;. Se ¥ : R — R’ é um isomorfismo de algebras graduadas, entao
dimpV = dimp/V’. Ademais, dado um v} em v (e11)(V’) nao nulo, existem v}, ..., v,
em V' tais que 8 = {v],v},..., v} € uma base para V' e 9(e;;)(v,) = ;v para

quaisquer ¢, j, tais que e;; € R.

Demonstracao. E féacil verificar que eqq,...,e,, sao idempotentes ortogonais em R,

tais que €1 + -+ + ey, € a identidade de R. Isto implica que V' = @7_,Q}, onde
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Q) = (ej;)(V'), pois, suponha que v' € V' e como ¢ é um isomorfismo de algebras
graduadas, logo leva identidade em identidade, temos que v/ = ¥(e1; + - + €,p) (V') =
(Wlen) + -+ + (enn)) (V) = Plen) (V') + -+ + Y(enn) (v'), logo V! = 370 | Q). Agora
suponha que exista v} € @, para j = 1,...,n, tais que v + -+ + v, = 0, sendo assim,
existem w}, tais que t(ej;)(w};) = vj, com j =1,...,n. Comisso 0 = v} +--- + v, =
Y(en)(wy) + -+ - + Y(enn)(w),). Aplicando-se 9 (ej;), para algum j € {1,...,n} temos
que 0 = Y(ej;)(W(en)(wy) + - + Ylenn)(wy,)) = P(ej;)(w)) = v}, com isso, pela
arbitrariedade do j, temos que a soma ¢ direta.

Observe que os () sdo D’-subespagos nao nulos de V', pois como v é um iso-

morfismo e os e;; sao iléo nulos, cada 1(e;;) ¢ uma aplicaco nao nula, logo suas
imagens também sao nao nulas, ou seja, os Q;’s sao nao nulos, e como sao imagens de
transformacoes D’-lineares, concluimos que sao D’-subespacos. Com isto, concluimos
que

n

dimp V' = " dimp Q) > n = dimpV.

j=1
De maneira inteiramente analoga, prova-se que dimpV > dimp/ V', portanto conclui-
mos que dimp/'V' = dimpV. Isto implica que dimp'@Q}; = 1, para j = 1,...,n. Dado
e;; em R, temos que (e;;)Q, = ¥(eij)v(exs)(V') = 0, para qualquer k # j. Se
0 = ¢(e)Q; = v(ei)v(ej;) (V') = dleijejs) (V') = th(eiy)(V'), entdo y(e;;) = 0, uma
contradigao, j& que ¢ é um isomorfismo e e;; é nao nulo. Portanto, ¥(e;;)Q) # 0. A
igualdade eje;; = e;; implica que 9(e;;)Q; C @}, pelo argumentado acima. Como @
e Q) sao D'-mddulos de dimensao 1, entdao concluimos que v’ — (e;;)v’ é um iso-
morfismo de @} em @, como D'-médulos. Dados v} € Q) = ¥(e11), considere v; o
tnico elemento de @ tal que ¥(ey;)(v)) = v}, i = 2,...,n. Entao g = {v},...,v),
¢ uma base de V', uma vez que ele é a soma direta dos Q);. Além disso, para qual-
quer e;; € R e k # j, temos que v, = (eg)(v'), para algum o' € V', portanto

P(ei)(v) = Y(eij)(exr)(v') = 0. Ademais, ey; € R e

Y(e1s)(eiy) (V) = P(ery)(v)) = vl

/
7

) = v}, concluimos que ¥(e;;)(v}) = v} e

e como ¥ (ey;) ¢ um isomorfismo e ¥(ey;)(v :

como a soma ¢ direta. Portanto segue a demonstragao.

Observagao 3.2.5. Seja R uma algebra graduada simples que tem um ideal a esquerda
minimal /. Se V é um R-moédulo graduado simples, entao existe g € G tal que V ¢é

isomorfo a 9, como R-moédulos graduados (veja [20, Lemma 2.7]).

Teorema 3.2.6. Sejam D e D’ algebras G-graduadas com divisao, V e V' modulos
graduados a direita sobre D e D', respectivamente. Considere R = EndpF e R =
Endp F,onde F: Vo C Vi C---CVeeF Vg C V] C--- CV/ flags G-graduadas em

V e V' respectivamente. Se 1) : R — R’ é um isomorfismo de algebras G-graduadas,
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entdo r = 1’ e, existem um ¢g € G e um isomorfismo (g, 1) de ([g_l]D[g],]—"[g]) em
(D', F') tais que ¢ (rv) = ¥(r)11(v), para qualquer r € R e para todo v € V.

Demonstracao. Seja Wi um subespago de V' tal que V' = V; W e denote e como sendo
a projecao de V em V;. Entao e é um idempotente em R. O Lema 3.2.1 implica que
R=Ry®1I,onde R = Ree I); = R(1 —e¢). Como # ¢é linear, podemos considerar em
V" uma estrutura de R-modulo a esquerda, definida pela seguinte agao rv' := ¥(r)(v'),
dai, o Lema 3.2.3 implica que e(V’) = V/. Da Observagao 3.2.2 temos que I;V; = 0;
como ¥ (e) é um idempotente em R’ e V' é um R-mo6dulo, temos também que I; V] = 0,
logo RV} = (R, & 11)Vi = RiVy e RV = RV]. Como V; e V] sdo R-modulos simples
(pelo Lema 3.1.4), concluimos que V; e V{ sdo R;-modulos simples. A Observagao 3.2.5
implica que existe um g € G e um isomorfismo v : Vl[g] — V| de R;-moédulos. Dai,
como R =Ry & [, e [}V, = V] =0, temos que 9] é um isomorfismo de R-moddulos.
Defina agora, ¢y :1¢"'] DI — D’ dada por

Vibo(d) = 9 (1)~ (v')d) |

para v’ € V] e d € D. Temos que esta aplicagdo é um isomorfismo de algebras gradu-
adas. Suponha que dy,d» €971 D9 ¢ X € K. Inicialmente, observe que esta aplicacao
estd bem definida, pois se d; = dy, temos entao que v'1)o(dy) = ¥ ((¢)) " (v')dy) =
V) ()7 (V') dy) = v'1ho(dy) para todo v' € V', logo ¥o(dy) = 1g(d). Ademais, como
Y] € um isomorfismo de R-moédulos, temos

Vo(di + M) = ¢ (1) 7 (v)(dr + Ada)) = 91 (1) 7' (V)di + (i) (v')dz) =
U1 (W) (W)dr) + My (1) 71 (') d2) = (v) (Yo(da) + Mo (d))

(v)tho(drda) = ¢1((¥1) " (didz)) = Y4 ((¥4) 7 (U1 ((¥1) 7 (v)dh)d2) =
W)™ ()d)Yo(d2) = (v'4o(dr))to(d2) = v'o(dr)tho(da)

assim vy ¢ um homomorfismo de algebras. Suponha agora que d € D tenha grau igual
a g 'hg, logo em 91D tera grau h e suponha que v’ é um elemento homogéneo de
grau tg em Vj, entdo, em Vl[g] tera grau t. Assim ] ((¢})71(v')d) tem grau th em
V{, uma vez que ] é um isomorfismo de algebras graduadas. Logo 1y(d) tem grau
h e portanto ¥y é um isomorfismos de algebras graduadas. Contudo, concluimos que
(tho,1}) é um isomorfismo graduado de pares de (91D, V) em (D, V7).

Seja B = {vy,...,v,} uma base para F e 5/ = {v],...,v,,} a base de V' dada no

Lema 3.2.4 com v| = ¢ (v1). Denote ¢, : V. — V' a aplicacao dada por
Yi(vidy + -+ vpdn) = vitho(dy) + -+ vpo(dy). (3.1)

Pela Equagao (3.1) temos que ¢ (v + w) = ¢1(v) + 1 (w) e ¢y (vd) = ¢y (v)i)e(d) para
quaisquer v,w € V', d € D. Além disso, observe que (g, ¢1) € um isomorfismo de pares
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de ([g_l]D[g], VI9l) em (D', V'), uma vez que 1/, esta definida nos elementos das bases e
conserva o grau, pois ¥y ¢ um isomorfismo de algebras graduadas. Como e;;v, = d;,v;

e e;;u, = 0;,v;, concluimos que dados e;; em R e vy, em 3, temos que
/ /
%(eijvk) = wl(djkvi) = 5jk¢1(vz') = 53’1&% = €V, = €ij¢1(vk)-
Dai, pela equacao anterior, concluimos que

Y1(eiv) = eijhi(v), (3.2)

para quaisquer e¢;; € Rev € V.
Dado d € D, denote ry como sendo o endomorfismo D-linear de V' tal que r4(vg) =

vgd, para k = 1,...,n. Claramente ry € R, para todo d € D. Além disso, temos que

Tdvll = rg¥1(v1) = Y1(rav) = Y1(vid) = V1 (v1)o(d) = Ui%(d)-

Ademais note que rqu;, = vi.1o(d), para k = 2,...,n. De fato, note primeiramente
que para quaisquer d € D e e;; € R temos que e;;1q = r4€;;, pois se v = vydy + -+ +
vudy, €V, entao e;;rq(v) = e ra(vidi + - + vpdy,) = eij(nidid + - - - + v,dpd) = vidid e
ra€i; (V) = rqeij(vidy + - - - + vdy) = ra(vid;) = vid;d, e assim temos o que foi afirmado

por ultimo. Agora, sejam d, ..., d., os elementos em D’ tais que
/ ! g/ /A

Se i # k, entdo vid, = e;(rqv,) = reeuv, = 0, dai, como v} # 0 e D’ é uma
algebra graduada com divisao, temos que d; = 0. Portanto, ryv), = v;.d), e concluimos
que
vidy, = e (vi)dy, = e (vidy) = ewra(vy) = raei(vy,) = rav; = vitho(d),
isto implica que d}, = 1y(d) e consequentemente temos que r4v}, = v}1o(d). Dai, temos
que
Y1(ravr) = Y1(ved) = vpabo(d) = rqv), = ra(vg),

e portanto

P1(rqv) = 1431 (v), (3.3)

para quaisquer d € D e v € V, uma vez que [ é base de V. Como ja provado apos a
Observacao 3.1.2, temos que R = Endp(F) é gerado como um anel pelos e;;, que estao
em R junto com os elementos {7y | d € D}. Portanto as Equagoes (3.2) e (3.3) implicam
que 1 (rv) = rip1(v) para quaisquer r € Rev € V. Assim (V1) C -+ C 1 (V})
sao R-submodulos de V'. Analogamente, prova-se que ¢, (V/) C -+ C ¢;*(V/)) sdo
R-submodulos de V. Dai, pelo Lema 3.1.4 temos que r = 1’ e ¢4 (V;) = V! para
1=1,...,7. ]

Agora iremos trabalhar para demonstrar o primeiro resultado descrito no inicio

desta secao. Para isso precisamos da seguinte defini¢ao.
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Defini¢ao 3.2.7. Considere g = (g1,...,9,) € G", onde n é um ntmero natural.

Definimos V' (D, n,g) como sendo o D-médulo & direita graduado @7, 9D,

A proposicao a seguir mostra que esta definicao é de suma importancia para o

nosso trabalho.

Proposicao 3.2.8. Seja V um D-espago vetorial graduado de dimensao finita. Existe

terna (D, n,g) tal que V é isomorfo a V(D,n,g).

Demonstra¢ao. Sejam V um D-mo6dulo graduado de dimensao finita, com g = {vy,...,v,}
sendo uma de suas bases homogéneas, tal que deg v; = h;, para ¢ = 1,...,n. Defina

g=(hy,...,h,) e V(D,n,g) e considere a seguinte aplicagao
¢:V—V(D,n,g) (3.4)

definida por ¢(vidy + --+ + vod,) = (di,...,d,), onde d; estd em "D, para i =
1,...,n. Observe que esta aplicacao estd bem definida e que é um homomorfismo
de D-espacos vetoriais. Além disso, se v é um elemento homogéneo de grau g, entao
existem d;,,...,d;, € D, com k inteiro positivo e i1,...,i, € {1,...,n}, tais que,
v = v, dy + - +v;,dy,, onde deg (v;;d;;) = g, para j = 1,... k. Logo, deg d;; = l;,g
em G, onde l;, = (deg v;,)™" = h;, ! sempre que d;; for nao nulo. Consequentemente,
d;; terd grau g em hi;]D, para j =1,...,k. Com isto, ¢(v) = (diy, ..., d;,) terd grau g
em V (D, n,g). Portanto, ¢ é¢ um isomorfismo e temos que V' e V (D, n, g) sdo isomorfos.

]

Proposicao 3.2.9. Os pares (D,V(D,n,g)) e (D', V(D',n’,g')) sdo isomorfos se, e
somente se, D = D', n = n' e existem hq,...,h, € supp D, o0 € S, tais que g; =

Ioiyhotiy, Parai =1,...,n.

Demonstracao. Inicialmente, observe que podemos considerar 9o! D' como sendo um
D-modulo, uma vez que D = D', e que 91D e Ys@! D’ sd0 unidimensionais como D-
modulos.Suponha inicialmente que (D, V(D,n,g)) e (D', V(D',n’,g')) sdo isomorfos.
Entao, pela definicdo de isomorfismo de pares temos que D = D'/ e V(D,n,g) =
V(D',n',g'), consequentemente n = n'. Dai, pela defini¢ao destes modulos irredutiveis,

}D’, para i = 1,...,n. Ademais, temos

temos que existe o € S, tal que 91D = ¥oq
que 1 €lo] Dy, logo considerando ¢; como sendo o isomorfismo entre 91D ¢ o)1 D,

ol — lgowl oy
temos que 0 # ¢;(1) € %@ D) = ¥ Dgé(i>(9;<i>)‘1gi
Assim oy = (g:,(i))_lgi € SuppD e consequentemente existem hy, ..., h, € supp D,
tais que g; = g(’j(i)hg(i).

Suponha agora que D = D', n = n’ e que existem hq,...,h, € supp D, o0 € S,

_ -
= D(g{,(i))—lgi’ parai=1,... n.

tais que g; = g;(i)hg(i), parai=1,...,n. Como hq,...,h, € supp D, podemos escolher
di € Dy, ,, nao nulo, para ¢ = 1,...,n. Dai, defina a aplicacdo ¢; : 9D — [géf(”}D,
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dada por ¢;(v) = dv. Observe que ela ¢ linear e como os D-mo6dulos envolvidos sao uni-
dimensionais e d é nao nulo, temos que ela é um isomorfismo de D-mo6dulos. Para pro-
varmos que ela é graduada, considere um elemento graduado de D, v € D, = [gi]ng
— I [gl i } J— [gl i ] - Y
logo, ¢(v) = dv € Dy, g = 70 Dg;(i)hf"(i)g = Y0 D, ., portanto, esta aplicagao
¢ graduada, para ¢ = 1,...,n. Assim, reordenando se necessario, ¢ = [[\_, ¢; ¢ um

isomorfismo de espagos graduados entre V (D, n,g) e V(D',n', g’), como queriamos. [

Dada a tripla (D, m,g), onde D é uma é&lgebra com divisao G-graduada, m =
(mq,...,m,) é uma r-upla de ntimeros naturais e g = (¢1,...,9,) € G, onde n =
mq + -+ + m,. Denote F(D,m,g) a flag graduada Vo C V; C --- C V,, onde V5 =0
eV, = @?;1 WlD, n; = mi+---+m,, parai = 1,...,r. O anel R = EndpF dos

endomorfismos desta flag serd denotado por A(D, m,g).

Observacao 3.2.10. Observe que qualquer flag dada é isomorfa a uma flag do tipo
F(D,m,g). Pois, seja F : Vo C V} C --- C V, uma flag em um D-espago vetorial
graduado V', com base § = {vy,...,v,}. Pelo argumentado acima, temos que V
é isomorfo a V(D,n,g), onde este tltimo foi definido anteriormente. Considerando
em V(D,n,g) a flag graduada F(D,m,g) : Vj Cc V/ C --- C V/, onde Vj = 0 e
Vi =@l 91D, ny = mq +---+m;, parai = 1,...,r, temos que o isomorfismo de
D-espagos vetoriais, definido na Equacao (3.4), é um isomorfismo de F em F(D, m, g).
De fato, seja v € Vj, para algum ¢ € {1,...,r}, entdo exitem dy,...,d,,, tais que, v =
vidy 4+ -+ U dy,, daf, 9(v) = dy+- - +dy, € V) = @7, 9D, logo ¢(V;) C V/. Assim,
como ¢ é um isomorfismo e, V; e V/ tém a mesma dimensao, temos que ¢(V;) = V/,
como queriamos. Portanto, descrever todas as flags do tipo definida acima, a menos
de isomorfismos, é na verdade descrever todas as flags. Consequentemente, o mesmo

vale para os anéis dos endomorfismo das flags.

Lema 3.2.11. Sejam F(D,m,g): Vo C---CV, e F(D',m',g"): Vj C--- C V! flags
graduadas de mesmo comprimento e seja 1y : D — D’ um isomorfismo de algebras
graduadas. Entao existe um isomorfismo ¢ : V,, — V! de espagos vetoriais graduados
tal que (¢, 1) ¢ um isomorfismo de pares de (D, F(D,m,g)) em (D', F(D',m’, g'))
se, e somente se, m = m’ e existem hq,...,h, € supp D, onde n =ny +---+n,, e

/

0 € Sy X -+ X S, tais que g; = ga(i)ha(i).

Demonstragao. Denote m = (my,...,m,) e m’ = (m},...,m.). Assuma que existe
um isomorfismo graduado de espagos vetoriais ¢, : V., — V! tal que (to,?1) é um
isomorfismo de pares. Neste caso, os pares (D, V;11/V;) e (D', V; ,/V}) s@o isomorfos,
i=0,...,7 — 1, uma vez que ¢ é um isomorfismo de flags. Logo (V;) =V}, para
J=0,1,...,rese 3 ={vy,...,v,} for uma base de F, entdo 8; = {Un,41, - - - Un;4misr }

¢ base para V;1/V;, onde consideramos vy = 0, ng = 0 e n; = n;_1 +m;, para qualquer
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i=0,1,...,7 — 1. Dai considere E(i) : Vigr/Vi — Vi /V/ dado por E(i)(ﬂ) = 1 (v),
para todo v € V;. E facil ver que esta aplicacao esta bem definida, pois se v = w em
Vis1/Vi, entdao v —w € V; e 1(v) — (w) € V/, consequentemente ¥(v) = 1h(w) em
Vi 1/V/. Observe que E(i) leva f3; em ., logo é um isomorfismo, para¢ =0,1,...,r—1

. Suponha, sem perda de generalidade, que [; seja uma base constituida de elementos
homogéneos com graus respectivamente iguais a gn,41,-- - nitmqs ¢ = 1,...,7 — L.
Analogamente, suponha que V/,,/V/ tenha uma base de elementos homogéneos com

respectivos graus g, . A Observacao 3.2.9 implica que m; = m}, que

g,
P / /
Z.+17 ) ni—l—mi+1

existem Ny, 41,..., hn,4em; € supp D e que existe uma permutagao o; dos elementos
{n; +1,...,n; +m;}, tais que g; = g(’j(j)ha(j), para qualquer j € {n; +1,...,n; + m;}.

/
r

), concluimos que m = m’.

Portanto, como m = (my,...,m,) e m’ = (m},...,m
Ademais, se definirmos ¢ = oy - - - 0., entao g; = gg(i)ho(i), parat=1,...,n.

Para a reciproca, suponha que {v1, ..., v/} seja uma base de F(D',m’, g’) de ele-
mentos homogéneos com respectivos graus deg,v; = gi. Sejam di, ..., d, elementos ho-
mogéneos nao triviais de D’, com graus hq, ..., h,, respectivamente. Agora, sejam w; =
v;(i)d
¢ uma base de F(D',m’, g') e deg,w; = g;, por hipdtese, parai = 1,...,n. Agora, seja

" (i), COMO D’ & uma algebra graduada com divisao, entao o conjunto {wy, ..., w,}
{v1,...,v,} uma base para F(D, m, g) de elementos homogéneos com graus g, . . ., gn,
respectivamente. Entao a aplica¢ao 11 (vidy + - - - + vpdy,) = withe(dy) + - - - + wptbo(dy)
¢ um isomorfismo de espagos vetoriais graduados, pois leva uma D-base de um espago
em uma D’-base do outro e conserva o grau dos elementos desta base. Dai, pela defi-
nigao de 11 e como ¥y e 1y sao isomorfismos, temos que (g, 1) € um isomorfismo de

pares. ]

Corolario 3.2.12. As algebras A(D,m,g) e A(D',m’, g') sdo isomorfas se, e somente
Dl = D/ e se existem hq, ..., h, € supp D

se, m = m’, se existe um ¢g € G tal que 9]

e 0 € Sy, X -+ X Sy, tals que g; = goi)howg Para i =1,...,n.

Demonstra¢ao. Supondo que as algebras A(D,m,g) e A(D',m’, g’) sdo isomorfas, o
Teorema 3.2.6 implica que as flags F(D,m,g) e F(D',m’,g') sdo do mesmo compri-
mento e, existem g € G e um isomorfismo de pares (¢, ¢, ) de (D', F') em (™1 plal, Flay,
Além disso, observe que EndD]-"(D,m,g)[g] = EndpF(D,m,g), pois, suponha que
f € EndpF(D,m, g) seja homogéneo de grau h, entao temos que

FVEY = (V) S Vi =V

logo, f € EndpF (D, m, g)[g] com grau h e dai EndpF (D, m,g) C EndpF (D, m, g)[g},
uma vez que toda aplicagdo em EndpF(D,m,g) é soma de elementos homogéneos.
Por outro lado, suponha que f € EndpF (D, m, g)[g], tal que é homogéneo de grau h,

entao temos que
F(V) = f(Vigh) S Vi) = Ve
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logo f € EndpF(D,m,g) possui grau homogéneo h, assim EndpF(D,m, g)[g] -
EndpF(D,m,g).

Agora, suponha que as flags F(D,m,g) e F(D',m’,g’) sdo do mesmo compri-
mento e, existem ¢ € G e um isomorfismo de par (g, ¥;) de (D', F') em (91Dl Floly.
Defina ¢ : A(D,m,g)l — A(D',m’,g') dado por f — ¢(f)(v') = Y7 (f(¥1 (V).
Observe que esta aplicacao é um isomorfismo de algebras graduadas, a demonstra-
cdo ¢ analoga a feita no Teorema 3.2.6 e por A(D,m,g)¥ = A(D, m,g), tem-se que
A(D,m,g) e A(D',m’, g') sao isomorfas. O

Agora iremos considerar a equivaléncia entre os anéis dos endomorfismos de flags
graduadas. No caso de anéis de endomorfismos de espagos vetoriais, temos o seguinte

resultado.

Proposigao 3.2.13. |20, Proposition 2.33| Sejam G e H grupos. Sejam D algebra G-
graduada com divisao e D" algebra H-graduada com divisao. Considere V e V' modulos
a direita graduados sobre D e D', respectivamente, de dimensao finita. Se 1) : R — R’
é uma equivaléncia de algebras graduadas, onde R = EndpV e R’ = Endp/V’, entao
existe uma equivaléncia (g, ¥1) de (D, V') em (D', V') tal que ¢y (rv) = ¥(r)¢, (v) para
quaisquer r € Rev e V.

Como no Teorema 3.2.6, obtemos um resultado analogo para o anel dos endo-

morfismos de flags graduadas.

Corolario 3.2.14. Sejam G e H grupos. Sejam D algebra G-graduada com divisao
e D' algebra H-graduada com divisdo. Considere V' e V' modulos a direita graduados
sobre D e D', respectivamente, de dimensao finita. Considere R = EndpF e R’ =
Endp F', onde F, F' sao flags graduadas em V e V', respectivamente. Se ¢ : R — R’
¢ uma equivaléncia de dlgebras graduadas, entdo existe uma equivaléncia (¢, ;) de
(D, F) em (D', F"), tal que ¥ (rv) = 1(r)i1(v), para quaisquer r € Rev € V.

Demonstragcao. Seja e uma projecao de V em V) e Ry = Re. Segue do Lema 3.2.3
que € = (e) é a projecao de V' em V/. Sejam R| = R'¢’, segue do Lema 3.2.1 que
7+ 7 |y, € um isomorfismo de Ry em EndpVi e v+ 7' [y ¢ um isomorfismo de R}
em EndpV/. A restricio de ¢ & R; é uma equivaléncia de R; em R/, uma vez que
Y & um equivaléncia e ¥(R;) = ¥(Re) = ¥(R)Y(e) = R'¢’ = R). Dai, a Proposigao
3.2.13 implica que existe um par de equivaléncia (¢g,1) de (D, V;) em (D', V/) tal
que Y1 (rv) = ¥(r)(v), para todo r € Ry e todo v € V. O Lema 3.2.1 implica que
Py (rv) = Y(r)yY(v), para todo r € R e para todo v € Ry, pois e atua sobre V; como
a identidade e assim, temos que ¥ (rv) = 1(rev) = Y(re)(v) = Y(r)Y(e):(v) =
()i (ev) = ¥(r)Y(v), onde a segunda igualdade se da pelo fato de re € R. Agora,

considere que 5 = {vy,...,v,} é uma base para F e ' = {v},...,v,} a base de
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F' obtida no Lema 3.2.4, com v] = 9(v;). Entdo a aplicacdo ¢y : V. — V'’ dada
por ¢y (vidy + -+ - + vpdy) = Viho(dy) + - - - + vl bo(d,,) é uma equivaléncia de espacos
vetoriais tal que (1o, %) é uma equivaléncia de pares de (D, F) em (D', F'). Segue da
prova do Teorema 3.2.6 que v (rv) = 1(r)i1(v), para quaisquer r € Rewv € V. O

Como consequéncia deste corolério, obtemos o seguinte resultado:

Corolario 3.2.15. Se as algebras A(D,m,g) e A(D’,m’ h) sdo equivalentes, entao
D é equivalente a D', m = m’ e existem uma bijegao A de {g(supp D) | g € supp V'}
em {¢'(supp D) | ¢ € supp V’'} e uma permutaciao o € S,,, X --- X S,,., tais que
ho@supp D' = A(gssupp D), para i =1,...,n.

Demonstragao. O Coroléario 3.2.14 implica que existe uma equivaléncia de F (D, m, g)
em F(D',m’ g'). Sejam (ty,1) uma equivaléncia de pares. Isso implica que D é
equivalente & D’ e m = m’. Dado g € (supp V'), existe um tnico ¢’ € supp V', tal que
P1(Vy) = V,,, uma vez que ;1 ¢ um isomorfismo. Assim, temos uma bijegao g — ¢’
entre o supp V e o supp V'. Como 9 (vd) = ¥1(v)1o(d), para quaisquer v € Ved € D,
concluimos que g(supp D) = h(supp D) se , e somente se, ¢'(supp D') = h/(supp D’),
pois vy € Vy e d € Dy, se, e somente se, ¢1(vy) € Vj e tho(d) € Dj,. Portanto
g(supp D) — ¢'(supp D’) é uma bijegao, que denotaremos por . Seja 5 = {vy,...,v,}
uma base de F de elementos homogéneos de graus g1, ..., g,, respectivamente. Entao
{v],..., v}, onde v = ;(v;) é uma base de F' de elementos homogéneos de graus
g1, ..., gh, respectivamente. Portanto existe uma permutagao o € S, X -+ X Sy, tal

que A(g;supp D) = gisupp D' = hy)supp D'. H

3.3 Graduacoes na Algebra das Matrizes Triangula-

res Superiores em Blocos

Se R =UT(p1,...,p,) tem uma graduagao elementar, entao existe uma n-upla
g = (g1,...,9n) de elementos de G, onde n = p; + --- + p,, tal que degqe;; = gl-gj’l.
Consequentemente, dada uma n-upla g = (g1, ..., g,), denotaremos R, como sendo o
subespaco de I? gerado pelas matrizes £;; da base candnica de R, onde i, j sao tais que
gigj_l = g. Entao R = @ycqly ¢ uma graduagao elementar em R.

Qualquer algebra triangular superior em blocos munida de uma graduagao ele-
mentar ¢ isomorfa a uma algebra dos endomorfismos de uma flag adequada sobre um
corpo. Em [7] os autores provaram que dois anéis de endomorfismos deste tipo, sao
isomorfos se, e somente se, as respectivas flags graduadas sao isomorfas, a menos de

um shift. Ademais, os autores determinaram em termos das uplas associadas quando
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duas graduacoes elementares sao isomorfas. Nesta se¢ao, iremos demonstrar um resul-
tado analogo sobre a algebra das matrizes triangulares superiores em blocos sobre uma
algebra graduada com divisao.

Sejam G um grupo, R = M,(K) com uma graduagao elementar induzida por
(91,---,9n) € G™ e D uma algebra graduada. O produto tensorial R ® D tem uma G-
graduacao de tal maneira que degq(e;; ® d) = gi(deng)gj’l. Se o grupo G é abeliano,
o produto tensorial em quaisquer duas algebras G-graduadas S e D tém a graduagao
candnica, onde (S ® D), = Bpr—gSn @ Dy, esta coincide com a graduagio anterior se
S = R é uma algebra de matrizes M, (K) com uma graduagao elementar. No resultado
principal de [38] foi provado que se G é um grupo abeliano finito e o corpo base K
¢é algebricamente fechado de caracteristica zero, entao qualquer graduacao em uma
algebra das matrizes triangulares em blocos é isomorfa, como algebra graduada, a um
produto tensorial de uma algebra de matrizes triangulares superiores em blocos com
uma graduagao elementar e uma algebra de matrizes munido de uma graduacao fina.
Mais precisamente, temos o seguinte teorema.

Teorema 3.3.1. [38, Theorem 3.2| Seja G um grupo abeliano finito e UT'(my, ..., m;)
uma algebra de matrizes triangulares superiores em blocos sobre um corpo algebri-
camente fechado K de caracteristica zero. Entao existe uma decomposicado m; =
tp1,...,m, = tp., um subgrupo H C G, e uma n-upla (g1,...,9,) € G" , onde
n=p+---+p, tal que UT'(my,...,m,) éisomorfa a M;(K)® UT(p1,--- ,pm) como

algebras G-graduadas, onde M,(K) é uma algebra H-graduada com uma graduagao fina

de suporte H e UT(py,- -+ ,p,) tem uma graduagao elementar definida por (g1, ..., gn).

Supondo que K ¢é algebricamente fechado, o Lema 2.1.19 implica que uma gra-
duagao fina sobre M;(K) é uma graduacao com divisao. Na proxima proposi¢ao, pro-
varemos que a algebra M;(K) @ UT(p1,- -+ ,pm) do teorema anterior é isomorfa a um

anel de endomorfismos de uma determinada flag sobre D = M, (K).

Proposigao 3.3.2. Sejam G um grupo, D uma algebra graduada com divisao, p =
(p1,-..,pr) uma r-upla de numeros naturais e g = (g1, . . . , g,) uma n-upla de elementos
de G, onde n = p; +---+p,.. Adlgebra UT(py,...,p.) ®k D com a graduagao dada
por deg; E;; ® d = g;(degg d)g;1 ¢ isomorfa a algebra A(D,n, g).

Demonstracao. A algebra UT (py, ..., p,)®kD é uma subélgebra homogénea de M, (K)®xk
D. Uma vez que UT(p,...,p,) é uma subalgebra homogénea de M, (K), entao, te-
mos que UT(py,...,ps) ®x D é uma subalgebra homogénea de M, (K) @k D. Pelo
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Teorema 3.1.3 temos que A(D, p,g) é uma subalgebra homogénea de EndpV, onde
V =V(D,n,g). Sejam 3 = {vy,...,v,} uma base de F(D, p, g) composta de elemen-
tos homogeéneos tais que deg, v; = g;. Denote ¢ : M,,(K) ®x D — EndpV como sendo

a aplicagao dada por

P((Nig) @ d)or =Y _vi(Aigd), k =1,...,n.
Observe que esta aplicacao é um isomorfismo de algebras graduadas. De fato, ini-
cialmente note que esta aplicagdo é uma transformacao D-linear. Agora, suponha
que p((A\j) ® d) = 0, com (N\;) ® d # 0. Logo, para todo k = 1...n, temos
0 = o((Nyj) ®@ d)vy = (Apd)vy + -+ + (Agd)v, € por B ser uma base, temos que
Aijd = 0, para quaisquer ¢, = 1,...,n, como d # 0, temos que \;; = 0, para to-
dos i,7 = 1,...,n, o que é um absurdo. Assim podemos concluir que ¢ é injetiva.
Agora, considere a base canonica de Endp(V'), dada pelas aplicagGes e;; e observe que
©((Eij) @1)vg = e;5(vy). Com isso, concluimos que ¢ é sobrejetiva. Agora suponha que
d seja um elemento homogéneo de grau g, dai, F;; ® d tem grau giggj-’l. Assim temos
que p(Ei; @ d)up, =0, se k # j e p(E;; ® d)v, = v;d, ou seja, a aplicagao ¢(E;; ® d)
leva um elemento homogéneo de grau g; em um elemento homogéneo de grau g;g, logo
tem grau igual giggj_l. Portanto, ¢ ¢ um isomorfismo graduado.

Como ja provamos no Exemplo 1.1.5, temos que {E;j|i € I,,j € I,,comp <
gep,q = 1,...,r} € uma base para UT(py,...,p.). Além disso, depois da obser-
vagdo 3.1.2, provamos que {e;li € I,,7 € I,,comp < gep,q = 1,...,r} é uma
base para F(D,p,g). Ademais, como p(E;; ® d) = e;;rq, concluimos que ¢ aplica
UT(p1,...,ps) @k D em A(D, p,g) isomorficamente. O

Como consequéncia, provaremos o seguinte resultado, que é central no nosso
capitulo, uma vez que descreve quando dois produtos tensoriais do tipo M;(K) ®x

UT(p1,--.,pm), com certas condigoes, sao isomorfos.

Corolario 3.3.3. Considere G um grupo abeliano. Sejam S e S’ as algebras M, (K) ®x
UT(p1,-..,pm) € My(K) @x UT(p),...,p),), respectivamente, onde M;(K), My (K)
sao algebras com uma G-graduagao fina e UT(py,...,pm), UT(p),...,p,,) tém G-
graduagoes elementares definidas pelas uplas g, g’ de elementos de G, respectivamente.
As éalgebras S e S’ sao isomorfas se, e somente se, M;(K) = My (K), (p1,...,pm) =
(pl,...,p),) e quando existem g € G, hy,...,h, €Esupp My e o € S, x --- xS, tais
que g; = go(iyho@)g parai=1,... n.

Demonstra¢ao. A Proposigao 3.3.2 implica que S = A(D,p,g), onde D = M,;(K),
p=,....,pm) e S = AD,p,g), onde D' = My(K), p’ = (p,...,p,). Como G
¢ um grupo abeliano b™Ipld = D para qualquer g € G. Portanto o resultado segue
direto do Corolério 3.2.12. O]
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Provamos agora que existem equivaléncias entre graduacgoes distintas elementares.

Corolario 3.3.4. Sejam K um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero e
G um grupo abeliano finito. Considere S = UT(py, ..., pn) uma algebra das matrizes
triangulares superiores em blocos munida de uma G-graduagao elementar, definida
pela upla g e 8" = UT(p),...,p,,) graduada por uma grupo H, respectivamente. As

algebras S e S’ sao equivalentes se, e somente se, valem:

(i) S” tem uma graduacao elementar;

(i) (P1s---sPm) = (Phs -+ P);

(iii) Existe uma bijecao A de {g1,...,gn} em {h1,..., h,} tal que A(g:))A\(g;)"' =
A(gr)A(g) ™! sempre que gig; " = grg; s

(iv) Existe uma permutagao o € Sy, X -+ xS, tal que hoy = A(g;) parai =1,...,n,

onde h; = (degye;) .

Demonstragao. Se S’ e S sao equivalentes, entao o Corolario 3.2.15 e o Teorema 3.3.1
implicam que S’ tem uma graduagao elementar. Observe que (hy,...,h,), onde h; =
(degy E1;)~! induz a graduacio elementar em S’. A existéncia de A e de o também
seguem do Corolério 3.2.15.

Agora vamos provar a reciproca. Observe que S = A(K,p,g) e S’ = A(K,p,h).
Sejam {vq,...,v,} uma base para F(K,p,g) e {v],...,v,} uma base de F(K,p,h)
onde degyv; = A(g;). A aplicagao linear ¢ tal que 1(v;) = v, é uma equivaléncia
de espacos vetoriais. Sejam ¢ : A(K, p,g) — A(K, p,h) o homomorfismo de algebras
tal que ¢ (rv) = ¥(r)y1(v), para todo r € A(K,p,g) e todo v € V. Entao ¢(e;;) é
um homomorfismo de grau A(g;)A\(g;) "

algebras, pois A(g;)A(g;) ™" = Mgr)Mg1) ™" sempre que g;g; ' = grg; - O

Dai, temos que isto é uma equivaléncia de

Os resultados obtidos neste capitulo sao muito importantes, uma vez que classifi-
cam quando duas algebras de matrizes triangulares superiores em blocos, sobre certas
condigoes, sao isomorfas. Além disso, estes resultados ja foram citados em dois artigos.
O primeiro foi [11], neste artigo forma publicados os resultados do proximo capitulo de
nosso trabalho. O segundo, foi o artigo 28| que tem como titulo Group Grading on
the Lie and Jordan Algebras of Block-Triangular Matrices, com autoria de Kochetov e
Yasumura.

Por fim, vale destacar que o Yasumura [39], provou o seguinte resultado:

Teorema 3.3.5. Seja G um grupo e considere uma &algebra das matrizes triangu-

lares superiores em blocos G-graduada A = UT(ny,ng,...,n,) sobre K. Suponha
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que charK = 0 ou charK > dimA. Entao existem uma algebra G-graduada com
divisaso D = M, (K) e uma algebra das matrizes triangulares superiores em blocos
B =UT(dy,ds,...,d.) munida de uma graduagao elementar, tal que A~ B® D

Este teorema generaliza o resultado da Valenti e do Zaicev 3.3.1, logo podemos

aplicar nossas classificagoes sob as hipoteses deste teorema do Yasumura.
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Capitulo 4

Identidades e Isormofismos na Algebra
das Matrizes Triangulares Superiores

em Blocos

No capitulo anterior, sob a hipdtese do corpo ser algebricamente fechado e de
caracteristica zero, descrevemos condi¢oes para que duas algebras das matrizes trian-
gulares superiores em blocos sobre algebras graduadas com divisao, G-graduadas, onde
G é um grupo abeliano finito, sejam isomorfas. Neste capitulo iremos utilizar tais des-
crigoes para determinar a existéncia de uma certa relagao entre estas equivaléncias e
as respectivas identidades G-graduadas.

O teorema de Amitsur-Levitzki afirma que M, (K) tem como uma de suas identi-
dades o polinomio Standard de grau 2n e que ela nao satisfaz nenhuma identidade de
grau menor que 2n. Como consequéncia, sob a hipdétese do corpo ser algebricamente
fechado, foi obtido que duas élgebras associativas simples de dimensao finita sao iso-
morfas se, e somente se, tém as mesmas identidades polinomiais. Em 2011, Shestakov
e Zaicev 36| provaram que este resultado é valido para algebras simples de dimensao
finita, nao necessariamente associativas, sob certas condi¢oes sobre o corpo. Ainda
nesta linha, foi obtido por Drensky e Racine [17] o mesmo resultado para algebras de
Jordan. Além disso, Diniz e Bianchi [15], provaram este mesmo resultado para algebras
graduadas simples de dimensao finita.

Este capitulo tem como fruto o artigo [11|, que traz resultados novos sobre a



relacao que existe entre os isomorfismos graduados na élgebra das matrizes triangulares
superiores em blocos e as respectivas identidades graduadas. Ele nasceu da cooperagao
com o professor Diogo Diniz e foi publicado na revista cientifica Journal of Algebra no

inicio de 2019. Vale destacar a notoriedade de tal revista, possuidora de qualis Al na

CAPES.

4.1 Graduacoes na Algebra das Matrizes Triangula-

res Superiores em Blocos

Antes de abordamos o foco principal deste capitulo, iremos generalizar, retirando
a hipotese do grupo ser finito, o seguinte resultado obtido por Valenti e Zaicev [38].
Teorema 4.1.1. 38, Teorema 3.2] Seja G um grupo abeliano finito e UT(my, ..., m,)
uma algebra das matrizes triangulares superiores em blocos sobre um corpo algebri-
camente fechado K de caracteristica zero. Entao existe uma decomposicao m; =
tp1,...,m, = tp,, um subgrupo H C G, e uma n-upla (¢1,...,9,) € G", onde
n =p + -+ p tais que UT(my,...,m,) é isomorfa a M(K) @ UT(p1,--- ,p,)
como &lgebras G-graduadas onde M;(K) é uma algebra H-graduada com uma gradu-

agao fina com suporte H e UT(p1,- -+ ,p,) com uma graduagao elementar definida por

(glv"‘vgn)'

Vale destacar que o Yasumura [39], generalizou este resultado, provando o seguinte
teoremas
Teorema 4.1.2. Seja G um grupo e considere uma &algebra das matrizes triangu-
lares superiores em blocos G-graduada A = UT(ny,ng,...,n,) sobre K. Suponha
que charK = 0 ou charK > dimA. Entao existem uma algebra G-graduada com

divisao D = M, (K) e uma algebra das matrizes triangulares superiores em blocos
B =UT(dy,ds,...,d.) munida de uma graduagao elementar, tal que A~ B® D.

Na demonstracao deste resultado, o autor da condicoes para que o radical de
Jacobson graduado desta algebra seja homogéneo, que é justamente a hipotese de
charK = 0 ou charK > dimA, e como consequéncia obtém esta generalizagao. Porém
como o método para demonstrar nossa generalizacao é diferente, pois trabalhamos
com o fato da dimensao da élgebra aqui abordada ser finita e consequentemente o seu
suporte ser finito. Logo, decidimos apresentar a nossa generalizacao. Porém, antes

disso, iremos demonstrar os seguintes lemas:
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Lema 4.1.3. Para qualquer subconjunto finito H de Z, existe m € N, tal que a

projecao canonica 7 : Z — Z,, ¢ injetora sobre H.

Demonstragao. Seja H = {z1,...,2z; | k € N}. Defina n = max{|z1],...,|z|} e
tomando m = 2n+1, temos que 7 é injetiva sobre H. De fato, suponha por contradicao
que 7(z;) = 7(z;), para i,j € {1,...,k} distintos, entdo exite p € Z* tal que mp =
2; — zj, 0 que contraria o fato de que o médulo de z; — z; ¢ sempre menor ou igual a
m. O

Lema 4.1.4. Seja ¢ : G — H um homomorfismo de grupos e seja S um subconjunto
de G tal que a restri¢ao de ¢ a SU (S - S) seja injetiva. Considere A como sendo uma
algebra G-graduada tal que (supp A) C S e seja B uma algebra H-graduada tal que
(supp B) C ¢(S). Entao:

(i) Se By = By(s) para qualquer s € S e B, = 0 para qualquer g € G \ S, entdo
B = ®4cq B, ¢ uma G-graduagao em B. Um subespago de B é homogéneo nesta

G-graduacao se, e somente se, ele € homogéneo na H-graduagao.

(ii) Um isomorfismo de algebras f : A — B ¢ um isomorfismo de algebras G-
graduadas de A em B com estas G-graduagoes se, e somente se, f é um iso-
morfismo de algebras H-graduadas de YA em B com suas H-graduagoes, onde
YA ¢ a algebra A munida da H-graduagao dada por A, = A,-1(), para todo
hesS.

Demonstragao. (i) Observe que B = ®negBh = @hep(s)Br = PsesBes) = PsesBs =
®yec By, onde a segunda igualdade ¢ dada pelo fato que (supp B) C ¢(S). As-
sim, resta-nos provar que ByB), C By, para quaisquer g,h € G. Se g € G\ S ou
h € G\ S, entdo ByBy, = 0 C Byy,. Caso contrario, tome s,t € S, dai, B, = By
e B; = B, portanto

BBy = Bs) Bty C By(st)- (4.1)

Se Bys) = 0, entao B,B; = 0 e portanto B,B; C By. Agora, vamos assumir que
Bysty # 0. Neste caso, ¢(st) € supp B C ¢(S). Sendo assim, existe s’ € S tal
que ¢(st) = p(s'). Como a restrigao de ¢ a S U (S -S) ¢é injetiva, por hipotese,

concluimos que st = s’. Dali,
By(sty = By(sy = By = Bt

Entao, segue de (4.1) que BsB; C By.

Para a segunda afirmacao, considere um elemento de B é homogéneo na H-
graduacao se, e somente se, ele &€ homogéneo na G-graduacao. De fato, seja

b € B, um elemento homogéneo nao nulo na H-graduacao de grau h € H, logo
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h € ¢(S), por hipotese. Dai existe s € S C G, tal que ¢(s) = h, implicando
que b € B,5) = Bs ¢ homogéneo na G-graduacao. A reciproca é inteiramente
anédloga. Isto implica que um subespaco V' é homogéneo na G-graduagao de B

se, e somente se, ele € homogéneo na H-graduacao.

(ii) Suponha que f : A — B seja um isomorfismo de algebras G-graduadas, entao
temos que ele é um isomorfismo de algebras ordinarias, assim é suficiente mostrar
que f(Ap) = By, para todo h € ¢(S). Seja a € Ay, observe que h = p(degy a),
pela definigao de A, temos que p~!(h) = deg; a. Como f ¢ um isomorfismo
G-graduado, temos que f(a) é homogéneo na G-graduagao e consequentemente
homogéneo na H-graduacao. Além disso, ¢~ !(degy f(a)) = degy f(a) = degg a
e assim @ !(h) = ¢ (degy f(a)). Como ¢ ¢ injetora sobre S, temos que
h = degy f(a). Portanto, f é um isomorfismo de élgebras H-graduadas, pela
arbitrariedade do elemento homogéneo a. Utilizando um processo idéntico ao

feito acima, temos a reciproca.

O

Agora, iremos provar o Teorema 4.1.1 para um grupo abeliano qualquer.
Corolario 4.1.5. O Teorema 4.1.1 vale sob a hipdtese do grupo ser apenas abeliano.

Demonstracao. Suponha que G seja abeliano e K um corpo algebricamente fechado de
caracteristica zero. Sejam A = UT'(my, ..., m,) uma algebra das matrizes triangulares
superiores em blocos sobre K com uma G-graduacao, digamos A = @,cqAy. Podemos
assumir sem perda de generalidade que GG é gerado por S = supp A, uma vez que se
g € G\S, temos que A; = 0 e assim A = ByegAy = DgesAy = Dye(s)Ay. Como A

tem dimensao finita, temos que S é finito. Dali, através da teoria de grupos abelianos

temos que G' é isomorfo a um produto direto de grupos ciclicos ZP x Zy, X -+ X Zy,,
onde p,q > 0 e ny,...,ng > 0 sao inteiros. Assim, podemos assumir sem perda
de generalidade que G' = ZP X Zy, X -++ X Zy,. Dado um inteiro m > 0, tal que

H =7y X+ Ly X Ly X +++ X Ly, € p: G — H, o homomorfismo dado por

O(21, oy Zpy Wi, o W) = (21,0 Zp, WH, - .., W),

onde zi,...,2, € Z, w; € Ly, parat =1,...,qge z > Z & a projecao canonica Z —+ Z,.
Dado qualquer subconjunto finito 7' de G podemos escolher m suficientemente grande
de tal maneira que a restricao de p a T' é injetiva. De fato, temos se T é finito, cada uma
das entradas tem uma quantidade finita de nimeros. Dai, pelo Lema 4.1.3 podemos
considerar m; € N de tal maneira que a aplicagao m; da i-ésima entrada dos elementos

de T em Z,,, ¢ injetiva, para i = 1,...,p. Seja m = max{my,...,m,} e observe que

<p:7r1><~-><7rp><ldzn1 ><~--><Idznq

63



onde m é a projecao de Z em Z,, e [ dan ¢ a aplicagao identidade sobre Z,,, para
j = 1,...,q. Ademais, temos que esta aplicacao é injetiva sobre T, portanto ¢ é
injetiva sobre 7. Como o suporte S é finito, podemos escolher um m suficientemente
grande de tal maneira que ¢ restrita a T’ = SU(S-S) é uma aplicagdo injetiva. Seja A
a H-graduacgao induzida por ¢. Como H é abeliano finito, o Teorema 4.1.1 implica que
o coarsening ?A ¢ isomorfo como algebra H-graduada a B = UT (py,- -, pr) @ My(K),
onde UT'(py,- - ,p,) tem uma graduacao elementar e M;(K) tem uma graduagao fina.
Denote B = ®pep By a H-graduagao em B. Seja By, = B, para qualquer s € S e
B, = 0 para qualquer g € G \ S. Pelo Lema 4.1.4, temos que B = @,ccB, é uma
G-graduacao em B. Portanto qualquer isomorfismo de algebras H-graduadas de ¥A
em B é também um isomorfismo de algebras G-graduadas de A em B com estas G-
graduagoes, portanto A com sua G-graduagao ¢ isomorfa como algebra graduada a B
com sua G-graduacao. Um subespago de B é homogéneo na G-graduagao se, e somente
se, ele € homogéneo na H-graduagao (Lema 4.1.4), portanto obtemos uma G-graduagao
fina em M;(K) e uma G-graduagao elementar em UT(py,...,p,) tal que B com a G-
graduagao é isomorfa a UT (p1, .. ., p,)@M;(K) com a G-graduagao canonica do produto
tensorial. Agora, suponha que UT (py, . .., p,) esteja munida da H-graduagao elementar
associada a r-upla (hy, ..., h,), dai, segundo a definigao apresentada no lema anterior,
UT(p1,-..,pr) terd uma G-graduacao elementar associada a r-upla (gi,...,g.), onde
©(gi) = h;, parai=1,...,r, uma vez que se E;; € UT(py,...,pr), tal que degy E;; =
p(dege Eij), entdo dege Ei; = ¢~ (degy Eij) = ¢ (hih;') = gig; ', como queriamos

demonstrar. O

4.2 Isomorfismos de Algebras Graduadas e Identida-

des Graduadas

Nesta se¢ao, o nosso principal objetivo é provar que se G é um grupo abeliano,
entao duas éalgebras de matrizes triangulares superiores em blocos sao isomorfas se, e
somente se, elas tém as mesmas identidades graduadas (Corolario 4.2.24). Iniciaremos
com a seguinte proposicao.

Proposicao 4.2.1. Seja A = UT(my, ..., m,) uma algebra das matrizes triangulares
superiores em blocos com uma graduagao elementar induzida por g = (g1, ..., g,), onde
n =mq+---+ m,. Seja s o numero de elementos distintos que aparecem em g. A

componente do elemento neutro A, é uma soma direta de s ideais, cada um isomorfo

a uma algebra de matrizes triangulares superiores em blocos com no maximo r blocos.
Demonstragao. Sejam I, = {1,...,m} e

Li={mi+--+m1+1,...om 4+ +my_1+m},
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parat = 2,...,r. Observe que os conjuntos I, ..., I, formam uma particao de N =
{1,...,n}. Considere em A a base canonica formada pelas matrizes unitarias £;; onde
i €1y, j€l,ep<gq. Denote hy,...,h, os distintos elementos de G que aparecem na
n-upla g e seja J, = {i € N | g; = hg}, com k = 1,...,s. Esta claro que uma base
para A, consiste das matrizes unitarias £;; na base de A tais que ¢, j € J;, para algum
k. Portanto,

Ac=DB1 @ --- D B,

onde By, é o subespaco de A, gerado pelas matrizes unitarias £;; na base de A tais que
i,j € Jp. Note que By é um ideal de A.. Pois B;By = B.B; = 0 sempre que t # k.
Esta ultima igualdade vale pois se E;; € By e Ej. € By, sao tais que E;;E). # 0, entao
j=1ledai hy =g; = ¢ = l4, o que é um absurdo. Também By Bj, C By, uma vez que
se Fij, By, € By, temos que g; = gj = g, = g» = hy. Portanto, ou E;;E,, = 0 € By,
ou L By, = Eyy € By, ja que 1,v € J. Uma base para By, € o conjuntos das matrizes
unitarias F,;; onde ¢ € I; N Jy, 7 € I, N J, e t < u, portanto By, ¢ isomorfo a uma
algebra das matrizes triangulares superiores em blocos de comprimento < r. De fato,
considere Ji. = {1,...,n;}, onde ny é a cardinalidade de Ji, com k = 1,...,s e a
seguinte aplicagao bijetiva ¢ : J;, — Ji de tal maneira que ¢(1) ¢ igual ao menor valor
de Jy, #(2) éigual ao segundo menor valor de Ji e assim por diante, até que ¢(ny) é igual
ao maior valor de J;. Claramente ¢ é bijetiva e assim podemos definir a algebra das
matrizes triangulares superiores em blocos C' com base candnica formada pelas matrizes
E;; de tal maneira que Ej; = Ey@)g(;)- Definindo a aplicagao ¢ : € — By, dada nas
bases por gp(E{j) = Lj;, temos que esta aplicagao ¢ um isomorfismo de &algebras, pois

leva base em base e preserva o produto, como querfamos provar. O

Observagao 4.2.2. Sejam g # e e E;; uma matriz elementar em A;. Se By(E;;) # 0
entdo (E;;) By = 0. Pois, como By (E;;) # 0, temos que ter ¢ € Ji e como E;; tem grau

g # e concluimos que j ¢ J; e assim (E;;) By = 0.

Observagao 4.2.3. Conforme observado em [19, Lemma 3.2| segue da prova do Lema

1.2.12 que o resultado de qualquer substitui¢do em Cap,,,_; esta em J(A)"~!, onde

J(A) ¢ o radical de Jacobson de A = UT (my,...,m,).

Observagao 4.2.4. Sejam aq,...,a;,vy,...,v;,_1 matrizes elementares na algebra das
matrizes, tais que vy, ...,v;_1 sejam duas a duas distintas. Se
a1+ Ay 1V_1ay # 0 (4.2)

entao para qualquer permutagao 7 € S;_; diferente da identidade temos
a10-(1) "+ * Qp—1V7 (1)@t = 0. (4.3)

Pois, suponha que ay = Ej j,,...,a; = Ej, e vi = Epyy,..., 01 = By, 1, ,, logo
Ei1j1Ek1llEi2j2 cee EktflltflEitjt 7é 0. ASSim7 jl = kh Iy = i27j2 = k27 ly = 13, -y li—q =
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i;. Supondo que 7 nao é identidade, temos que 7(j) é diferente de j, para algum
je€{l,...,t—1}, logo, como os v;’s sao duas a duas distintas, temos que v,¢;) # E, 1,

e portanto a;v-(;a;41 = 0.

Na proposicao anterior, mostramos que a componente neutra de uma algebra de
matrizes triangulares superiores em blocos é a soma de ideais isomorfos a élgebra de
matrizes triangulares superiores em blocos, logo, pelo Lema 1.2.12, temos que existe
um namero natural ¢ tal que Cap; é uma identidade para esta componente neutra com

Cap;_1 nao sendo.

Lema 4.2.5. Seja A uma algebra de matrizes triangulares superiores em blocos com
uma G-graduagao elementar. Seja t o numero natural tal que Cap,_; nao é identidade
para A, e Cap, é identidade para A.. Entao Cap, ;x{ ndo é uma identidade graduada

para A e Cap,(z1,..., 201,20, y1,...,Yr1) €, se e somente se g = e.

Demonstragao. Suponha que g = e, entao, pela hipostese de Cap, ser identidade para
A, temos que Cap,(z1, ..., 2% 1,27, y1,...,yr1) € Idg(A), assim Cap, é uma identi-
dade graduada para A e Cap,_,x{ ¢ Idg(A).

Provaremos a reciproca por contradi¢ao. Para tanto, suponha que Cap, ;x{ nao

seja uma identidade graduada para A e que g # e, dai, iremos provar que

g
Capt(x17 sy =1, Ty, Y1y - - - 7?Jt+1)

nao ¢ identidade graduada para A. Seja A, = B; & --- @& By a decomposi¢ao dada na
Proposicao 4.2.1. Considere aq,...,a;_1, a4, vq,...,0_1,v; uma substituicao admissivel

de matrizes elementares tais que

Cap,_;(v1,..., 01,01, ..., a;)vy # 0.

Claramente existe ¢ tal que vy,...,v;_1,a1,...,a; € B;, pois cada B; é um ideal de A,

e a soma é direta. Reordenando v, ..., v;_1, se necessario, podemos assumir que
€= aivy - Q1100 # 0.

Observe que existe a;41 € A, tal que caiyq # 0, pois se ¢ = e;;, basta considerar a;1 =
e;j € Ae, ja que A estda munida de uma graduacao elementar. Como degq(v;) # e e
B;vy # 0, pela Observagao 4.2.2 temos que v;B; = 0. Ja a Observagao 4.2.4 implica
que

A1Vs(1)A2 * * * AV (1) Gt41 = 0 (4-4)

sempre que o # 1. Portanto a Igualdade (4.4) acontece sempre o # 1. De onde

concluimos que Cap,(vy, ..., v, a1, ..., a.41) # 0. O
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No Corolario 3.3.3 hé a hipotese de B = M;(K) e B’ = My (K), mas isto nao foi
usado na prova, logo podemos supor que B e B’ sao quaisquer algebras H-graduadas
com divisao, onde H é um subgrupo de G.

Seja R = A® B, onde A =UT(my,...,m,) é a algebra das matrizes triangulares
superiores em blocos com uma G-graduacao elementar e B é uma algebra graduada com
divisdo, onde seu suporte é um subgrupo de G, digamos H. Seja g = (g1, ..., gn) uma
n-upla de elementos de G que determina a graduagao elementar em A. Agora sejam
g1, ..., g, representantes das classes laterais g1 H, ..., g, H, respectivamente, tais que,
se g;H = g;H parai = 1,...,n, entdo g; = g; sempre que g;H = g;H. Seja A" a dlgebra
UT(my,...,m,) com a graduagao elementar induzida por g’ = (¢1,...,4,). Segue do
Corolario 3.3.3 que A e A’ sdo isomorfas, basta considerar g = e, tomar a permutacao
identidade em S,,, X --- X S, e observar que pela defini¢ao dos ¢, existem hy, ..., hy,
tais que g} = g;h;, para cada i = 1,...,n. Dai, supondo que B, = K, podemos concluir
que Ry = AL ® 1 = A]. De fato, suponha que R, = ©gechen i, ® By, e considere um
tensor simples e;; ® b, € R, dai (g;) 'hgj = e e (g;)_nghZeH, assim g; = g} e h = e,
logo temos o que afirmamos.

Observagao 4.2.6. Seja R = A® B, onde A = UT(my,...,m,) é uma algebra
das matrizes triangulares superiores em blocos com um G-graduacao elementar e B
uma algebra graduada com divisao. Entao, pelo argumento anterior, podemos supor
sem perda de generalidade que a G-graduagao elementar de A é de tal maneira que

R, = A.® 1= Al para tanto iremos supor que B, = K.
Corolario 4.2.7. Seja R= A® B, onde A = UT(my,...,m,) é a algebra de matrizes

triangulares superiores em blocos munida com uma G-graduagao elementar e B uma
algebra H-graduada com divisao, onde H é um subgrupo de G, tal que B, = K . Seja
t um namero natural tal que Cap,_; nao é identidade para R. e Cap, é identidade

para R.. O elemento g € G esta em supp B se, e somente se, Cap,_,z{ ¢ Idg(R) € o

polinémio Cap,(z1, ..., 21,2, y1, ..., Y1) estd em Idg(R).
Demonstra¢ao. Suponha que Cap, ;2 ¢ Idg(R) e que o polindmio Cap,(x1, ..., T 1,27,
Y1, -, Yr1) estd em Idg(R) e considere uma substituigdo em Cap,_;x} tal que o re-

sultado ¢é diferente de zero. Note que podemos assumir que x{ é substituido por um
tensor nao nulo r = v, ®b, onde v; € Ay, b € By, e g1h = g. Segue da Observacao 4.2.6
que podemos assumir que R, = A, ® 1 =2 A.. Dados vy,...,v_1,0a1,...,a4;.41 € Ae €

v € Ay, temos

0 = Cap,(i ®1,...,001 @ 1,0, @b,a; ®1,... 4001 R 1)

= Cap,(v1,..., 01,0, 01,...,0141) @ D.
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Como o elemento b € By, temos que ele é invertivel na algebra R, logo, pela arbitrari-

edade do v, podemos concluir que o polinémio

g1
Ca‘pt(xlﬂ sy L1, Y1y - - 7yt+1)

é uma identidade graduada para A. Dai, segue do Lema 4.2.5 que g; = e, portanto
g=nh € supp B.

Reciprocamente, suponha que g = h € supp B e que R, = A, ® 1 = A.. Por
hipotese Cap,_; nao é identidade para R, = A.. Como B é uma algebra graduada
com divisao, temos que qualquer elemento nao nulo de Bj é invertivel, dai, temos que
Cap,_,z{ nao ¢é identidade graduada R, pois caso contrario, Cap, ; seria identidade

para A. Porém, para quaisquer vq,...,0;_1,0;,a1,...,0;11 € A, temos

Cap, (i ®1,..., 011, v, @b,a; ®1,... 451 ® 1)

= Cap, (v, .+, Vs—1,Vt, a1, - -, Q1) @ .

Dai como Capy ¢é identidade para R, = A., temos que Cap,(vy, ..., U1,V A1, .., Qpy1) =

0 e podemos concluir que Cap,(v;1 ®1,..., 0, 1@ 1,0, ®b,a; ®1,..., ;41 ®1) =0. O

Agora, iremos apresentar um resultado que sera utilizado mais a frente sobre a
componente homogénea de grau neutro, logo os polindmios considerados nos lemas a

seguir sao ordinarios.

Lema 4.2.8. Sejam A = UT(my,...,m,) uma élgebra das matrizes triangulares su-
periores em blocos e t = m? + -+ + m? + r. Seja f um polindémio tal que fCap, ; é
um polinémio multilinear. Se o resultado de uma substituicao de elementos de A por
matrizes elementares em fCap,_; for um elemento nao nulo, entao as variaveis de f

sao substituidas por elementos no primeiro bloco de A.

Demonstrag¢ao. Como fCap,_; € um polindomio multilinear, podemos considerar substi-
tuigbes em suas varidveis apenas por matrizes elementares. Seja ¢ : K(X) — A um ho-
momorfismo tal que ¢(x) é uma matriz elementar para todo x € X e ¢(fCap,_,) # 0.
Note que tal homomorfismo existe uma vez que fCap, ; nao é identidade para A
e ¢ multilinear. Da Observagao 4.2.3, temos que p(Cap, ;) € J(A)"'. Portanto

=1 & o bloco com linhas entre

©(Cap,_,) = e com 1 < | < my, uma vez que J(A)
1 e m; e as colunas entre my + -+ +my_1+1em; +--- 4+ m,. Como J(A)" = 0,
temos que se qualquer variavel de f for substituida por qualquer elemento de J(A) nos
teremos que ¢(f) € J(A), pois J(A) é um ideal de A, e portanto ¢(fCap,_;) estd em
J(A)" = 0, uma contradigdo. Assim, as variaveis de f s@o substituidas por elementos
que nao estao no radical de Jacobson de A, ou seja, por elementos que estao nos blocos
diagonais de A, ou melhor, na sua parte semissimples (veja o Exemplo 1.1.25). Se as

variaveis forem substituidas por elementos de blocos distintos, entao ¢(f) = 0, uma vez
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que se as matrizes elementares pertencem a blocos diferentes, o produto delas sera igual
a zero. Entao as variaveis em f sao substituidas por elementos de um bloco simples

diagonal. Consequentemente o(f) = e, com mq+---+m; 1+1 <t,u <my+---+my,

para algum ¢ € {1,...,r}. Dai, temos que
0 # o(fCap,_1) = ewen,
logo u = [. Portanto, concluimos que i = 1. O

Seja U=U; ®--- DU, onde Uy,...,Us sao ideais de U isomorfos a algebras de
matrizes triangulares superiores em blocos. Supondo sem perda de generalidade que

U = UT(mY), . ,mq(nz)), i=1,...,s uma vez que cada uma é isomorfa a uma algebra

de matrizes triangulares superiores em blocos. Denote t; = (mgi))2 +- 4 (Tm(«?)2 + 7.

Dai, tomando t = max {t¢y,...,ts}, temos que ¢ é o menor inteiro tal que Cap, € Id(U).
Para provarmos a proxima proposi¢ao necessitamos do seguinte lema:

Lema 4.2.9. |21, Lema 1.10.7] Seja f € K(X) um polinémio central para M, (K).
Entao f é uma identidade para M, (K), para qualquer r < n.

Proposigao 4.2.10. Seja U = U; ®---d Uy, onde Uy, ..., U, sao ideais de U isomorfos
a algebras das matrizes triangulares superiores em blocos. Denote t como sendo o

menor inteiro tal que Cap, € Id(U). Entao existe um polindémio f em K(X) tal que:
(i) fCap,_; é um polinémio multilinear;
(ii) fCap,_; nado é uma identidade para U;

(iii) Se ¢ : K(X) — U é um homomorfismo, tal que ¢(fCap,_;) # 0, entdo ¢(f) esta
no centro de U.

Demonstra¢ao. Assumiremos que U; = UT(mgi), . ,m%)), 1 =1,...,s. Denote t; =
(mgi))2 +- %))2 + r; e como argumentado acima temos que t = max {tq,...,t.}.
Denote k = max {dgjl), o ,d@}, onde {ji1,...,Js} ={Jj | t; = t}. Seja f um polino-
mio central de My(K) tal que fCap,_; € um polindémio multilinear, com isso temos
(). Esta claro que este polinémio nao ¢ uma identidade para U, dai temos (i7). Logo
existe uma substituicao de elementos de U em fCap,_; que é diferente de zero. As-
sim, considerando uma aplicagdo qualquer ¢ : K(X) — U que leva tal polinémio no
elemento resultante desta substitui¢ao, temos que ¢(fCap,_;) # 0. Entao existe um i
tal que cada variavel de fCap,_; é substituida por elementos de U;. Pelo Lema 4.2.8
concluimos que as variaveis de f sao substituidas por elementos no primeiro bloco de
U;. Ademais, temos que f é uma identidade M;(K), quando | < k, pelo lema anterior.
Como ¢(Cap,_;) # 0 concluimos que t; = t, pois se t; < t, Cap,_, seria identidade e
¢(Cap,_;) = 0. Assim, pela escolha do k temos que dgi) = k. Portanto, como f é um

polindmio central, ¢(f) # 0 estd no centro de U, logo temos (7). O
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Definicao 4.2.11. Seja A uma &lgebra das matrizes triangulares superiores em blocos
com um graduacao elementar e seja ¢ o menor inteiro tal que Cap, € Id(A.). Dizemos
que um polinémio multilinear f de grau e, € A-bom se o polinémio fCap;_; é multili-
near, fCap;_1 nao é uma identidade polinomial para A, e se para todo homomorfismo

¢ K(X) — A, tal que ¢(fCap,_;) # 0, ¢(f) for uma elemento central em A..

Observagao 4.2.12. As Proposigoes 4.2.1 e 4.2.10 implicam que a algebra das matrizes
triangulares superiores em blocos A com uma graduacao elementar tem um polinémio

A-bom.

Proposigao 4.2.13. Seja R = A® B, onde A é uma algebra das matrizes triangu-
lares superiores em blocos munida com uma graduacao elementar e B é uma algebra
graduada com divisao, tal que B, = K. Sejam ¢ o menor inteiro tal que Cap, € Id(A.)
e f um polinémio A-bom. Além disso, considere S; = {yM, 95, ... 45}, ..., S, =

{2, 25, ..., 2} u conjuntos de varidveis dois a dois disjuntos e

fhl :f(yiLl?y;?"'?yin)?"’?fhu :f(Z:{ZU'?ZSJ"'?ZTC;l)‘

Um polinémio multilinear g(z, ..., 2M) € Ky(X), onde H = supp B, é uma identi-
dade graduada para B se, e somente se, o polinémio multilinear g(f™ ..., f*)Cap,_,

¢ uma identidade graduada para R = A ® B.

Demonstracao. Como consequéncia da Observagao 4.2.6, podemos assumir sem perda
de generalidade que R, = A, ® 1.

(=) Para cada h € H fixe um elemento nao nulo b, € Bj. Observe que
R, = R.(1®0y,). De fato, como by, é invertivel, temos que 1 ® by, é invertivel, dai, temos
que R,(1®b,)~! ¢ uma R.-mo6dulo a esquerda e como a unidade esté em Ry, (1®by,)™,
temos que R, C Ru(1 ® b, '). Por outro lado, temos que Ry(1 ® b)~! C R, e as-
sim Ry(1 ® b)~! = R,, portanto temos o afirmado. Logo, qualquer elemento a em

Ry, é da forma a. ® by, onde a, € A.. Considere ¢ : F(Xg) — R como sendo um

homomorfismo de &dlgebras graduadas. Observe que para cada [ = 1,...,u existem
um f; € f(Ae,...,A.) e um b € By, tais que o(fM) = f; ® by,, pois, como f" ¢
multilinear, temos que fM(a; @ by, aa @ 1,..., 0, ®1) = fM(ay,...,ay,) ® b e assim,
basta considerar f; = f"(ai,...,a,), para alguns ai,...,a, € A., por exemplo; se
esta substituicao nao for por tensores elementares, tomaremos f; como sendo soma
de elementos da forma f"(as,...,a,,). Além disso, ¢(Cap, ;) = d ® 1 para algum
d € Cap,_(A4.,...,A.). Como f é um polindmio A-bom, temos que f; é um ele-

mento central em A, ou fid = 0, o primeiro caso ocorre se p(f"Cap, ;) for nao nulo,
caso contrario temos o outro caso. Logo, concluimos que ¢(g(f™,..., f*)Cap, ;) =
fi-.. fmd = 0 se fid = 0 para algum [, pois os f;’s sao nao nulos, estao no cen-

tro de A.. Agora suponha que o caso em que fi,..., f, sd@o elementos centrais de
A.. Neste caso, temos que @(g(f™,..., ")) = gle(f™),...,o(f")) = g(fi ®
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by Jn @ bp,) = fieo fu ® glbpy, -+ ,bp,) = 0, uma vez que g(xil“, Loahy e

Idp(B), logo o(g(f™,..., f")Cap,_y) = (g(f™, ..., f"))p(Cap,_;) = 0. Portanto
g(f™, ..., f)Cap, ; é uma identidade graduada para R = A ® B.

(<) Para cada h € H escolha um elemento by, em Bj. Existe uma substituigao
em fCap,_; que o resultado é um elemento nao nulo em R., uma vez que este polinémio
nao é uma identidade para R., por hipotese. Denote a; € A, o elemento tal que x; é
substituido por ele e denote a como sendo o resultado desta substitui¢cao em Cap,_;.
Entdo ca # 0, onde ¢ = f(ay,...,a,). Agora, obtemos substitui¢des em cada f que
resultam nos elementos ¢ ® by,, para ¢ = 1,...,u, pois como f é multilinear, basta
substituir as respectivas entradas de f" por a; @by, a2 ®1,...,a,®@1. Assim, obtemos

uma substitui¢do nao nula em g(f™,..., f*)Cap, ; que resulta em
g<c®bh17 U 7C®bhu)(a® 1) = Cua®g(bh17' te 7bhu)

uma vez que g ¢ multilinear. Sendo f um polindomio A-bom, temos que ¢ = f(ay, ..., a;)
é uma matriz diagonal, dai, como ca # 0, concluimos que c*a # 0. Sendo assim
9g(bny,...,bp,) = 0. Como os elementos by,, ..., b, sdo arbitrarios, concluimos que o
polinémio g(y{”, ..., yM) ¢ uma identidade graduada para R, como querfamos mos-
trar. O

Lema 4.2.14. Sejam K um corpo de caracteristica zero e A = @ e A, uma K-algebra
graduada. Se as algebras B e B’ satisfazem as mesmas identidades ordinarias, entao

A® B e A® B satisfazem as mesmas identidades graduadas.

Demonstragao. Seja F' = K(X)/Id(B), provaremos primeiro que [dg(A®B) = Idg(A®
F). Considere f(z{',...,z9") uma identidade graduada multilinear para A ® F' e se-
jam a; ® by, ..., a, ®b, elementos homogéneos de A ® B tais que a; ® b; tem grau g;,
i=1,...,n. Seja ¢ : A® FF - A ® B um homomorfismo de algebras graduadas tal
que ¢(a; ®T;) = a; ® b;. Como f € [dg(A® F), entdo f(a; ® T1,...,a, ®T,) = 0,
portanto

0=0p(fla1 ®T1,...,0,R7Ty)) = fla1 @b,...,a, Rby).

De onde concluimos que f é uma identidade graduada para A ® B. Como char K = 0,
temos que Idg(A® F) é gerado pelos seus polindmios multilineares, logo Idg(A® F) C
Idg(A ® B). Agora sejam f(z{',...,z%) uma identidade graduada multilinear para
A®Bep: Kg(X) - A®F um homomorfismo de algebras graduadas. Vamos escrever

Qp(f):al®f1++am®fm>

onde aq,...,a,, sao elementos linearmente independentes de A e f1,..., fn € F. Se
fi # 0 para algum i, entdo existe um homomorfismo ¢y : F' — B tal que ¢o(f;) # 0.
Entao ¢ = Ids ® 1y € um homomorfismo de algebras graduadas de A® F' em A ® B,

pois é o produto tensorial de dois homomorfismos de algebras graduadas graduadas, e
vo(f)=ar®@vYo(f1) + -+ am @ Yo(fim) # 0,
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isto ¢ uma contradigdo uma vez que ¥ o ¢ : K(Xg5) — A ® B ¢ um homomorfismo
de algebras graduadas, pois é uma composicao de dois homomorfismos de algebras
graduadas, e f € uma identidade graduada para A® B. Portanto f; = fo=--- = f,, =
0, logo f é uma identidade graduada para A® F. Isto prova que Idg(A®B) C Idg(A®
F). Portanto, Idg(A® B) = Idg(A® F'). De modo inteiramente anilogo, prova-se que
ldg(A® B') = Idg(A® F'), onde F' = K(X)/Id(B'). Como Id(B) = Id(B'), temos
que F' = F’, dai concluimos que Idg(A® B') = Idg(A® F) = Idg(A ® B). O

Lema 4.2.15. Seja R = A® B, onde A = UT(my,...,m,) tem uma graduagao
elementar induzida por uma n-upla (g1,...,¢9,) € G" e B uma algebra que satisfaz as
mesmas identidades ordinérias de M;(K) e tem uma G-graduacao, tal que seu suporte H
que seja um subgrupo de G. Seja « : G — G/ H o epimorfismo candnico. O coarsening
“R satisfaz as mesmas identidades G/H-graduadas que a algebra UT(mit,...,m,t)
com a G/H-graduagao elementar induzida por (¢1H,¢91H,...,9,H,¢g,H), onde cada

classe lateral repete-se t vezes.

Demonstragao. Observa que “R = (*A) ® B, onde B tem a G/H-graduagao tri-
vial. O Lema 4.2.14 implica que *R satisfaz as mesmas identidades graduadas que
(“A) ® My(K). Seja ¢ : M, (K) @ My(K) — M,;(K) o isomorfismo canoénico (veja [24,
Proposicao 4.10, pag. 217|), se escrevemos uma matriz de M,,;(K) como n? blocos de
tamanho ¢ X ¢, entdao dada uma matriz a = (a;;) € M, (K) e b € M,(K), o (4, j)-ésimo
bloco da matriz p(a ® b) é a;;b. Consideramos A = UT'(my, ..., m,) como sendo uma
subalgebra ordinaria de M, (K), onde n = mj +---+m,. A restrigao de ¢ & A® M,;(K)
¢ um isomorfismo (de algebras ordinarias) na subalgebra UT (mat, ..., m,t) de M:(K).
De fato, note que
0: AR My(K) — UT(mqt, ..., myt)

estd bem definida e como ¢ é a restricao de um isomorfismo, temos que ela é injetiva
e como as duas algebras tém a mesma dimensao, podemos concluir o isomorfismo. Se
UT(mat,...,m,t) tem uma graduagao elementar induzida por (¢ H, 1 H, ..., 9, H),
onde cada classe lateral repete-se t vezes, entao a restricao é um isomorfismo de algebras
G/H-graduadas (“A) ® M(K) em UT(mqt,...,m,t). De fato, note que ja temos o
isomorfismo ordinario entre estas dlgebras, logo s6 precisamos mostrar que ele preserva
o grau nas graduagoes. Seja e;; @ b um elemento homogéneo em A ® M;(K), como
temos uma G/ H-graduagao, entao o grau deste elemento ¢ g; g;~'. Note que a imagem

1

de ¢(e;; ® b) = e;;b tem grau gig]-’lh =3, g, 'h =G g; ! na G/H-graduacio. Dai,

segue o resultado. O]

Os dois proximos resultados serao usados na prova do Teorema 4.2.21, que é um

dos principais resultados do nosso trabalho.
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Proposicao 4.2.16. |7, Proposition 1] Sejam A e B duas algebras G-graduadas e
a : G — H um homomorfismo de grupos. Se Idg(A) = Idg(B), entao Idy(“A) =
Idy(*B).

Para demonstrarmos o resultado principal, precisamos descrever todas as identi-
dades ordinarias de algebras graduadas com divisao.
Teorema 4.2.17. [19, Theorem 3| Seja G um grupo solavel e suponha que K tenha

caracteristica 0 ou que K tenha caracteristica p > 0 e G nao tenha elemento de ordem

p. Entao K*G é semissimples.

Como uma algebra semissimples é um produto subdireto de algebras primitivas
se ela também for P.I., segue do Teorema de Kaplansky que esta édlgebra satisfaz as
mesmas identidades que a algebra das matrizes M;(K), para algum ¢ (veja, por exemplo,
a observagao depois do Teorema 3.2 em [2]). Esta discussao prova o seguinte corolario.
Corolario 4.2.18. Seja G uma grupo abeliano e K um corpo algebricamente fechado
de caracteristica zero. Se D é uma élgebra G-graduada com divisao que satisfaz alguma

identidade polinomial ordinaria, entao existe um nimero natural ¢ tal que D satisfaz

a mesmas identidades ordinarias de M, (K).

Definigao 4.2.19. O P.I. grau de uma P.I. dlgebra D é o maior inteiro d tal que todas

as identidades multilineares de D seguem das identidades multilineares de M,(K).

Do corolario acima e desta defini¢ao de P.I. grau, concluimos que o niimero natural
t dado no referido corolario é o P.I. grau de D.

Seja K um corpo algebricamente fechado, entao ja provamos que qualquer algebra
graduada com divisao é isomorfa a uma algebra de grupo torcida K?G, onde o é um
2-cociclo (Teorema 2.4.4 ). A aplicagao 3, : G x G — K* dada por
_alg,h)

a(h,g)

¢ um bicaracter alternado, isto €, ele é multiplicativo em cada uma das entradas e

Bs(g,h)

Bs(g,9) = 1. Se G é um grupo abeliano finitamente gerado, sabemos que duas algebras
de grupos torcidas K*G e K*G com mesmo bicaracter associado sdo isomorfas (veja
[20, Teorema 2.13|). Contudo, ¢é claro que duas algebras graduadas com divisdo D e
D', com componente neutra unidimensional, que tém as mesmas identidades graduadas
tem o mesmo bicaracter associado. De fato, pois nesta condigao, estas algebras sao

. . . ’ . .
isomorfas a algebras de grupos, digamos a K?G e K, com bicaracteres associados (3 e
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', respectivamente. Observe que z{z" — (g, h)x‘{h e xfzh —p'(g, )xl sao identidades
graduadas para K°G e K7 G, logo (3(g,h) — B'(g, h))xz" é também uma identidade
graduada para elas. Agora sejam d, € Dy e d;, € D) elementos nao nulos, entao
(B(g,h) — (g, h))dyd, = 0 e como D é uma algebra graduada com divisdo, temos que
B(g,h) = B'(g,h). Este comentario prova a seguinte observagao.

Observagao 4.2.20. Sejam G um grupo abeliano finitamente gerado e K um corpo
algebricamente fechado. Se D; e D, sao duas PI K-algebras G-graduadas com divisao
com componentes de grau neutro centrais e Idg(Dq) = Idg(Ds), entdo Dy é isomorfa

a Dy como &lgebras G-graduadas.

Teorema 4.2.21. Seja G um grupo abeliano. Denote A = UT'(my,...,m,) e A’ =
UT(m/,...,m]) algebras das matrizes triangulares superiores em blocos com gradu-
agoes elementares induzidas pelas n-uplas g = (g1,...,9,) ¢ 8 = (9,-..,9,), res-
pectivamente. Seja K um subgrupo finitamente gerado de G e sejam B e B’ algebras
K-graduadas com divisao que satisfazem as mesmas identidades polinomiais ordinarias
e considere R=A® B, R = A'® B'. Se Idz(R) = Idg(R'), entado supp B = supp B’
e B=DB'. Se Be B tém o Pl grau t, entdo Idg/u(“R) = Ide/u(U) = Idg/u(U') =
Idg/u(“R'), onde o : G — G/H & o epimorfismo canonico e, U e U’ denotam as gradu-
agoes elementares induzidas por (g1 H, 1 H, ..., 9, H,9,H) e (¢)H,9,H,...,g9, H,g. H),
respectivamente, na algebra UT(m1t, ..., m,t), onde cada classe lateral repete-se ¢ ve-
zes. Além disso, se U 2 U’, entao R = R'.

Demonstracao. Iremos provar inicialmente que Supp B = Supp B’, sob a hipotese de
Idg(R) = Idg(R'). Suponha que g € Supp B, entao pelo Corolario 4.2.7, temos que
Capy(x1,..., 21,27, y1,...,Y+1) € uma identidade graduada para R e consequente-
mente, por hipotese, é também uma identidade para R’, logo, por este mesmo corolario,
temos que g € supp B’. Assim, supp B C supp B’. De maneira inteiramente anéloga,
prova-se que supp B’ C supp B e com isso, concluimos a igualdade. Agora pela Pro-
posicao 4.2.13 implica que Idy(B) = Idy(B'). De fato, suponha que g(z*, ..., z") €
Idy(B), entdao pela Proposigao 4.2.13, temos que g(f™,..., f*)Cap, ; é uma iden-
tidade graduada para R. Consequentemente, por hipotese, este polindmio também é
uma identidade graduada para R/, dai, pela mesma proposigao, temos g € Idy(B’).
Logo Idy(B) C Idy(B'). De maneira inteiramente analoga, prova-se que Idg(B’) C
Idy(B). Portanto, temos a igualdade. Com estes dois fatos, a Observacao 4.2.20
implica que B = B’. O Corolario 4.2.18 e o Lema 4.2.15 implicam que *R, “R’ satis-
fazem as mesmas identidades G/H-graduadas que U e U’, respectivamente. A igual-
dade Idg/u(*R) = Idg/u(*R') segue da Proposicao 4.2.16. Portanto, Idg/u(*R) =
Ide/u(U) = 1dg/u(U') = Idgu(“R').

Agora assuma que U e U’ sdo isomorfas como algebras G/H-graduadas. O

Corolario 3.3.3 implica que existem gH € G/H, 0 € Sy, X -+ X Sy, tais que
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GH = go;)H(gH) para i = 1,...,tn. Assim sendo,existe 7 € S, x -+ x Sy, tal
que g;H = g.yH(gH), para i = 1,...,n. Claramente, isso implica que existem
hi,...,h, € H tais que g; = gru)h-@)9, para i = 1,...,n. Dai, segue do Corolério
333 que R~ R 0

Em [19] os autores encontraram condigdes suficientes para garantir que as algebras
U e U’, do teorema anterior, sdo isomorfas como algebras graduadas. Para referirmos a
estes resultados, precisamos da definicao de subgrupo de invariancia de uma graduacao

elementar, introduzida no referido artigo.

Definigao 4.2.22. Seja A a élgebra de matrizes M, (K) com a graduagao elementar
induzida por (g, ..., ¢g,). Considere a aplica¢do w4 : G — N que associa a cada g € G
o namero de indices ¢ tais que g; = g. O subgrupo de invaridncia nesta graduagao
elementar é

Hy={h € G |walhg) =walg), Vg € G}.

Proposigao 4.2.23. [19, Corollary 3.4] Seja G um grupo abeliano e sejam A e B
algebras de matrizes triangulares superiores em blocos munidas com G-graduagoes
elementares tais que A tem no maximo dois blocos diagonais ou uma quantidade finita
deles, onde pelo menos um deles, digamos Ay, com subgrupo invariante Hgd) = (1g).
Entao A e B sao isomorfos como élgebras G-graduadas se, e somente se, Idg(A) =
Idg(B).

A proposicao anterior e o Teorema 4.2.21 implica o seguinte resultado.

Corolario 4.2.24. Seja G um grupo abeliano. Denote A = UT(mq,...,m,) e A’ =
UT(m,...,m]) algebras das matrizes triangulares superiores em blocos com gradu-
agoes elementares induzidas pelas uplas g e g’ em G", respectivamente. Seja K um
subgrupo finitamente gerado de G, sejam B e B’ algebras G-graduadas com divisao que
satisfazem uma P.I. ordinaria e tém o mesmo P.I. grau. Seja R=A® B, R = A/ B'.
Suponha que a algebra A tem no méaximo dois blocos diagonais ou uma quantidade
finita destes blocos, mas pelo menos um deles com subgrupo de invariancia trivial para
“A, onde a : G — G/H ¢é o epimorfismo candénico. Entdao R e R’ sdo isomorfos como

algebras G-graduadas se, e somente se, Idg(R) = Idg(R').

Demonstra¢ao. Suponhamos inicialmente que R e R’ sejam isomorfos como algebras
G-graduadas, entao é imediato que Idg(R) = Idg(R’). Suponha agora que Idg(R) =
Idg(R') e sejam U e U’ algebras com as graduagdes elementares, como no teorema
anterior. O subgrupo de invariancia do i-ésimo bloco de *A coincide com o subgrupo
de invaridncia do i-ésimo bloco de U. O numero de blocos em “A também coincide

com o nimero de blocos em U. O mesmo pode ser afirmado em relacao a A’ e U’.
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Ademais, pela Proposicao 4.2.21 temos que Idg/u(U) = Idg/u(U'). Portanto, pela
Proposicao 4.2.23, temos que U =2 U’. Com isso segue o resultado imediatamente do
Teorema 4.2.21. [
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