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Resumo

Neste trabalho buscamos resolver dois problemas centrais. O primeiro é descrever

as classes dos isomorfismos da álgebra das matrizes triangulares superiores em blocos

graduadas por um grupo abeliano finito e sobre um corpo algebricamente fechado de

característica zero. Sob as mesmas hipóteses, A. Valenti e M. Zaicev provaram que

qualquer graduação em uma álgebra de matrizes triangulares superiores em blocos

é isomorfa a um produto tensorial A ⊗ B de uma álgebra de matrizes triangulares

superiores em blocos A com uma graduação elementar e uma álgebra de matrizes

graduada com divisão B. Nós provamos que este resultado é válido sem a hipótese do

grupo ser finito. O segundo problema é mostrar que as identidades graduadas de A⊗B,

determinam, a menos de isomorfismo, a própria álgebra A ⊗ B. Conseguimos reduzir

este problema ao caso das graduações elementares nesta álgebra, que foi estudado

anteriormente por O. M. Di Vincenzo e E. Spinelli.

Palavras-chave: Álgebras Graduadas; Identidades Polinomiais Graduadas; Álgebra

de Matrizes Triangulares Superiores em Blocos; Isomorfismos de Álgebras Graduadas.
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Abstract

In this work we seek to solve two central problems. The first is the description of

the isomorphism classes of upper block triangular matrix algebras graded by a finite

abelian group over an algebraically closed field of characteristic zero. Under the same

hypothesis, A. Valenti and M. Zaicev proved that any grading on an algebra of upper

block-triangular matrices is isomorphic to the tensor product A⊗ B of an elementary

grading A on an upper block-triangular matrix algebra and a division grading B on a

matrix algebra. We prove that this result holds without the hypothesis that the group

is finite. The second problem is show that the graded identities in A⊗ B, determine,

up to isomorphism, A⊗B. We reduce this question to the case of elementary gradings

on algebras of upper block-triangular matrix which was previously studied by O. M.

Di Vincenzo and E. Spinelli.

Keywords: Graded Algebras; Graded Polinomial Identities; Algebra of Upper Block-

Triangular Matrices; Isomorphism of Graded Algebras.
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Introdução

Na álgebra moderna existe um ramo que estuda a estrutura algébrica chamada

de anel. Dentro deste estudo se destaca a teoria dos anéis não-comutativos, e como

uma vertente deste estudo temos a teoria das identidades polinomiais ou PI-teoria

(que vem do inglês Polynomial Identities). No início, as identidades polinomiais eram

estudadas sobre os anéis, porém com o aprofundamento da teoria, elas passaram a ser

estudadas sobre uma estrutura mais elaborada, chamada de álgebra. Um polinômio

f(x1, . . . , xn), com as variáveis não comutativas e com os coeficientes sobre um corpo

K, é dito uma identidade polinomial (ou simplesmente PI) para uma álgebra A quando

f(a1, . . . , an) = 0, para quaisquer a1, . . . , an ∈ A. Quando existe uma PI não nula para

uma álgebra A dizemos que esta álgebra é uma PI-álgebra. Existem muitas classes

de álgebras que são PI, como por exemplo, as álgebras comutativas, as com dimensão

finita, as nilpotentes, entre outras.

Dentre os vários ramos de pesquisa dentro da PI-teoria, podemos destacar 3

vertentes principais. A primeira, estuda as principais características de uma álgebra,

sabendo que a mesma é uma PI-álgebra. A segunda, pesquisa sobre as variedades de

álgebras que satisfazem um determinado sistema de identidades polinomiais. Por fim, a

terceira procura estabelecer uma base para o T -ideal (ideal das identidades polinomiais)

de uma determinada álgebra. Porém, vale destacar, estes três ramos não são indepen-

dentes, assim como a PI-teoria utiliza-se de muitos conceitos e resultados de outras

áreas, como por exemplo, de Teoria de Representações de Grupos, Álgebra Linear,

Combinatória, dentre outras. Uma discussão mais detalhada sobre o desenvolvimento

da PI-teoria pode ser encontrada, por exemplo, em [16, 18, 34, 40].

O estudo de identidades polinomiais para álgebras ganhou força com o artigo



de Amitsur e Levitzki [3], publicado em 1950. Neste artigo foram utilizados métodos

combinatórios para provar que o polinômio standart de grau 2n é uma identidade

de menor grau para a álgebra das matrizes de ordem n sobre um corpo K, Mn(K).

Uma das questões centrais no estudo das identidades polinomiais é a descrição de um

conjunto gerador denominado base para o T-ideal de uma álgebra, e com visão neste

estudo Specht, em 1950, conjecturou que toda álgebra associativa tem uma base finita

para o seu T-ideal, sob a hipótese do corpo ser de característica zero. A demonstração

deste fato só foi realizada em 1987, por Kemer ([25, 26]).

Uma álgebra A é dita graduada por um grupo G se A = ⊕g∈GAg, onde Ag é

um subespaço de A, para qualquer g ∈ G, e AgAh ⊆ Agh, para quaisquer g, h ∈

G. Podemos ver a álgebra associativa G-graduada livre unitária KG〈X〉 (álgebra dos

polinômios G-graduados em variáveis associativas e não comutativas com coeficientes

em um corpo K) como sendo uma álgebra G-graduada e seus polinômios f(xg11 , . . . , x
gn
n )

como sendo polinômios graduados. Definimos uma identidade graduada para uma

álgebra G-graduada A, como sendo um polinômio G-graduado f(xg11 , . . . , x
gn
n ) tal que

f(a1, . . . , an) = 0 para quaisquer ai ∈ Agi , para i = 1, . . . , n. O estudo das identidades

graduadas foi motivado pela sua importância na estrutura dos T -ideais (veja [27]) e

ao longo das últimas décadas importantes resultados foram obtidos. Por exemplo, foi

provado em [5] que sendo G um grupo finito, então uma álgebra G-graduada A é uma

PI-álgebra se, e somente se, Ae é uma PI-álgebra, onde e é o elemento neutro de G.

Dentre as várias álgebras graduadas uma que podemos destacar é a álgebra das

matrizes Mn(K). Nesta álgebra uma G-graduação é dita elementar se existe uma n-

upla g = (g1, . . . , gn) ∈ Gn tal que cada matriz elementar Eij, 1 ≤ i, j ≤ n é homogênea

e o grau de Eij igual a gig
−1
j (denotaremos este grau por deg(Eij)). Dentre vários

autores que abordaram este tema, devemos destacar Năstăsescu e o van Oystaeven

que em [31] abordaram vários tópicos sobre os anéis graduados, incluindo os anéis

graduados primitivos, nos quais tal álgebra se inclui. Em [14] os autores mostraram

que uma graduação nesta álgebra de matrizes sobre um corpo algebricamente fechado

e com grupo abeliano livre de torção é sempre elementar. Os autores em [6] provaram

para um corpo algebricamente fechado de característica zero e G um grupo finito

qualquer, que qualquer álgebra de matrizes graduada é isomorfa a um produto tensorial

de uma álgebra de matrizes com uma graduação fina e uma álgebra de matrizes com

2



uma graduação elementar. Diniz e Bianchi [15] provaram que, se K é algebricamente

fechado, G é abeliano e A e B são duas álgebras G-graduadas simples de dimensão

finita, então A e B são isomorfas como álgebras G-graduadas se, e somente se, têm as

mesmas identidades G-graduadas.

Tendo em vista o que foi provado para a álgebra das matrizes, podemos nos per-

guntar se o mesmo ocorre para as álgebras das matrizes triangulares superiores em

blocos. As graduações por grupos abelianos finitos nas álgebras das matrizes trian-

gulares superiores em blocos foram descritas por Valenti e Zaicev [38]. Já Bărăscu

e Dăscălescu [12] determinaram quando duas graduações elementares destas álgebras

são isomorfas. No trabalho citado anteriormente, surge um conceito que será muito

utilizado nesta tese, que é o conceito de flag graduada. Posteriormente Di Vincenzo

e Spinelli [19] demonstraram que, sob certas condições, duas álgebras de matrizes

triangulares superiores em bloco com G-graduadas satisfazem as mesmas identidades

graduadas se, e somente se, são isomorfas como álgebras graduadas.

Nesta tese, temos dois objetivos principais, que estão relacionados. O primeiro

deles é descrever, a menos de isomorfismo, todas as graduações em uma álgebra das

matrizes triangulares superiores em blocos UT (m1, . . . ,mr). Em seguida, de posse

desta descrição, o nosso objetivo é provar que duas destas álgebras são isomorfas,

como álgebras graduadas se, e somente se, têm as mesmas identidades graduadas.

Para atingirmos os nossos objetivos, este trabalho foi divido em 4 capítulos.

Nos dois primeiros capítulos apresentamos conceitos básicos para o desenvolvi-

mento dos demais, para tanto, se faz necessário que o leitor tenha um conhecimento

prévio de álgebra linear e teoria de anéis básica. No primeiro capítulo, iniciamos com

os conceitos de álgebras e homomorfismo de álgebras, que é um ponto central no de-

senvolvimento da nossa tese. Em seguida, definimos o que vem a ser uma identidade

ordinária para uma álgebra e finalizamos apresentando o conceito de ação de grupos.

No segundo capítulo iremos abordar os conceitos que envolvem graduações, iniciando

com a definição de álgebras graduadas, homomorfismos graduados e identidades gra-

duadas. Finalizamos este capítulo com as definições e os principais conceitos em torno

dos espaços vetoriais graduados e dos módulos graduados sobre álgebras com divisão.

No terceiro capítulo, atingimos o nosso primeiro objetivo. Para isso, descrevemos

os isomorfismos no anel dos endomorfismos das flags graduadas, sobre uma álgebra
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graduada com divisão. Em [38], sob a hipótese do grupo ser abeliano finito e sobre um

corpo algebricamente fechado de característica zero, os autores provam que qualquer

álgebra das matrizes triangulares superiores em blocos com uma graduação elementar é

isomorfa a um anel de endomorfismos de uma flag sobre o corpo. Nós mostramos neste

capítulo que qualquer uma destas álgebras é isomorfa a um anel de endomorfismos

de uma flag graduada sobre uma álgebra com divisão, não necessariamente com uma

graduação elementar. Em [8], é provado que duas graduações elementares em uma

álgebra de matrizes triangulares superiores são isomorfas se, e somente se, os respectivos

anéis de endomorfismos das respectivas flags graduadas são isomorfos a menos de uma

shift e nós provamos este fato para uma graduação qualquer, porém, as flags são sobre

uma álgebra com divisão.

Uma álgebra graduada simples que satisfaz a condição de cadeia descendente

de ideais à esquerda graduados, é isomorfa a um anel de endomorfismos de um espaço

vetorial graduado sobre uma álgebra graduada com divisão (veja [20, 31]). Isomorfismos

de anéis de endomorfismos de espaços vetoriais graduados são descritos em termos de

isomorfismo de pares. Já um dos nossos principais resultados (Teorema 3.2.6) prova um

resultado análogo para o anel dos endomorfismos de flags graduados. As graduações

na álgebra das matrizes triangulares superiores em blocos, são descritas em [38] como

sendo o produto tensorial de uma álgebra de matrizes com uma graduação com divisão

e uma álgebra das matrizes triangulares superiores em blocos com uma graduação

elementar. Como consequência deste resultado, nós determinamos (Corolário 3.3.3), em

termos desta decomposição, quando duas álgebras de matrizes triangulares superiores

em blocos são isomorfas. Os resultados obtidos neste capítulo geraram um artigo

com título: Graded Isomorphisms on Upper Block Triangular Matrix Algebras [10],

publicado na revista Linear Algebra and its Applications, no ano de 2018 em parceria

com os professores Claudemir Fidelis e Diogo Diniz.

No quarto capítulo, iremos abordar o nosso segundo objetivo. Em [22], os au-

tores provaram que o T -ideal das identidades ordinárias de uma álgebra de matrizes

triangulares superiores em blocos é o produto dos ideais das identidades de cada bloco.

Na primeira parte deste capítulo generalizamos o resultado da A. Valenti e M. Zaicev

[38], temos a decomposição de UT (m1, . . . ,mr), descrita no parágrafo anterior, porém

nós provamos que o resultado continua válido sem a hipótese do grupo ser finito. En-
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tretanto, vale destacar que recentemente Yasumura [39] generalizou ainda mais este

resultado com algumas restrições sobre a característica do corpo. Na seção seguinte,

considerando R = A ⊗ B e R′ = A′ ⊗ B′, onde A e A′ são álgebras das matrizes

triangulares superiores em blocos com graduações elementares e, B e B′ são álgebras

graduadas com divisão, abordamos a seguinte questão: se R e R′ satisfazem as mes-

mas identidades graduadas, então elas são isomorfas? A versão graduada do teorema

de Wedderburn-Artin implica que qualquer álgebra graduada simples que satisfaz a

condição de cadeia descendente nos ideais graduados à esquerda é o produto tensorial

de uma álgebra de matrizes com uma graduação elementar e uma álgebra graduada

com divisão. Em [15], para um corpo algebricamente fechado e um grupo abeliano, os

autores provaram que as álgebras graduadas simples são determinadas, a menos de iso-

morfismo, por suas identidades graduadas. Em [19] os autores consideraram a álgebra

das matrizes triangulares superiores em blocos com uma graduação elementar e pro-

varam que este resultado é válido sob certas condições. Em nosso principal resultado

reduzimos a questão anterior ao caso da graduação elementar. Como consequência do

resultado do Di Vincenzo e do Spinelli concluímos, por exemplo que as álgebras R e

R′ são isomorfas como álgebras graduadas se o número de blocos em A for igual a um

1 ou 2. Um dos principais resultados desta seção é que se IdG(R) = IdG(R
′), então

supp B = supp B′ e IdH(B) = IdH(B
′), onde H = supp B (veja o Corolário 4.2.7 e a

Proposição 4.2.13). Agora, assumindo que H é um subgrupo finitamente gerado de G,

desde que o corpo seja algebricamente fechado, isso implica que B é isomorfo a B′ como

álgebras G-graduadas. Foi provado por D. S. Passmann em [32] que uma álgebra de

grupo de um grupo solúvel sobre um corpo de característica zero é semissimples. Uti-

lizamos este resultado para concluir que se uma álgebra graduada com divisão satisfaz

uma identidade polinomial ordinária, então ela satisfaz as mesmas identidades ordiná-

rias que uma álgebra de matrizes (veja o Corolário 4.2.18). Como consequência deste

resultado, nós provamos que se B e B′ satisfazem as mesmas identidades polinomiais or-

dinárias, então o coarsenings αR e αR′, induzidos pela projeção canônica α : G→ G/H,

satisfazem as mesmas identidades que álgebras de matrizes triangulares superior em

blocos com graduações elementares adequadas U e U ′ (descritas no Teorema 4.2.21).

Em outro resultado, Teorema 4.2.21, provamos que IdG/H(U) = IdG/H(U
′) e que se U

e U ′ são isomorfas como álgebras G/H-graduadas, então R e R′ são isomorfas como

5



álgebras G-graduadas. Por fim, os resultados deste capítulo geraram um artigo com

título: Graded Identities and Isomorphisms on Algebras of Upper Block-Triangular

Matrices [11], publicado na revista Journal of Algebra, no inicío deste ano, em parceria

com o professor Diogo Diniz.
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Notação e terminologia

• Em todo o texto, K denotará um corpo arbitrário; G sempre denotará um grupo

qualquer, a menos que se mencione o contrário.

• Usaremos UT (m1, . . . ,mr) para representar a álgebra das matrizes triangulares

superiores em blocos, veja a Definição em 1.1.5. Já Mn(K) denotará a álgebra

das matrizes de ordem n. As matrizes elementares de Mn(K) serão representadas

por Eij, estas são as matrizes que têm 1 na entrada da linha i e coluna j, além

de zero nas demais entradas.

• O polinômio f(xg11 , . . . , x
gn
n ) indicará um polinômio na álgebra graduada livre com

xgii sendo uma variável de grau gi. Em um polinômio, quando na variável não

aparecer com a indicação do grau, iremos admitir que o grau desta variável é o

ǫ, o elemento neutro do grupo G.



Capítulo 1

Conceitos Básicos I

Neste primeiro capítulo nos dedicaremos a descrever todos os conceitos básicos,

notações e resultados, nos casos ordinários, ou seja sem graduações, necessários para

o bom desenvolvimento dos demais capítulos. Para a leitura deste trabalho, faz-se

necessário um conhecimento básico de álgebra linear e teoria de anéis.

1.1 Álgebras

Iniciaremos com um conceito de suma importância para o desenvolvimento de

nossa tese, o conceito de álgebra.

Definição 1.1.1. Dizemos que um par (A, ∗) é uma K-álgebra, sempre que A for um

K-espaço vetorial e ∗ : A×A −→ A for uma aplicação bilinear (chamada de produto),

ou seja, se tivermos as seguintes propriedades:

(i) a ∗ (b+ c) = a ∗ b+ a ∗ c

(ii) (a+ b) ∗ c) = a ∗ c+ b ∗ c

(iii) (λa)b = a(λb) = λ(ab)

para quaisquer a, b, c ∈ A e λ ∈ K.

Representamos uma K-álgebra (A, ∗), sempre que o produto for óbvio, simples-

mente por A, omitindo-se o produto. Além disso, também podemos omitir sobre que

corpo tal álgebra está definida, chamando-a apenas de álgebra. Iremos representar o



produto a∗ b simplesmente por ab. Além disso, dizemos que um subconjunto β de uma

álgebra A é uma base, quando β é uma base de A como um espaço vetorial. Con-

sequentemente, definimos a dimensão de A, como sendo a sua dimensão como espaço

vetorial.

Definição 1.1.2. Dizemos que uma álgebra A é:

(i) Associativa, quando o seu produto for associativo, ou seja, (ab)c = a(bc), para

quaisquer a, b, c ∈ A.

(ii) Comutativa, quando o seu produto for comutativo, ou seja, ab = ba, para

quaisquer a, b ∈ A.

(iii) Unitária, (ou com unidade) se o produto de A tiver unidade, ou seja, se existir

1A ∈ A, tal que 1Aa = a1A = a, para qualquer a ∈ A.

Observação 1.1.3. A partir de agora, sempre que falarmos de álgebras, estaremos

nos referindo à álgebras associativas e unitárias.

Exemplo 1.1.4 (Álgebra de Matrizes). Seja n ∈ N. O espaço vetorial Mn(K) munido

de seu produto usual é uma álgebra associativa com unidade (a matriz identidade Idn).

Destacamos nesta álgebra as matrizes elementares Eij , que possuem 1 na entrada da

i-ésima linha e j-ésima coluna e 0 nas demais. É fácil verificar que o conjunto destas

matrizes é uma base para Mn(K), o qual é chamada base canônica desta álgebra. De

modo mais geral, se A é uma álgebra, consideramos o espaço vetorial Mn(A) de todas

as matrizes de ordem n com entradas em A. O produto de matrizes em Mn(A) é

análogo ao produto de matrizes com entradas em Mn(K). Temos então uma estrutura

de álgebra em Mn(A).

Agora iremos apresentar o principal exemplo, tendo em vista que nos próximos

capítulos iremos trabalhar sobre esta álgebra.

Exemplo 1.1.5 (Matrizes Triangulares Superiores em Blocos). Considere o conjunto

UT (m1, . . . ,mr) das matrizes












Mm1(K) B12 . . . B1r

0 Mm2(K) . . . B2r

...
...

. . .
...

0 0 . . . Mmr
(K)













de ordem n = m1 + · · · + mr, onde Mmi
e uma matriz de ordem mi e Bij são ma-

trizes sobre K com as ordens correspondentes. Note que este conjunto munido com

9



as operações usuais de matrizes é uma K-álgebra, chamada de álgebra das matrizes

triangulares superiores em blocos.

Considere I1 = {1, . . . ,m1}, I2 = {m1+1, . . . ,m1+m2}, . . . , Ir = {m1+m2+· · ·+

mr−1 + 1, . . . ,m1 +m2 + · · · +mr}. Observe que uma matriz elementar Eij pertence

a UT (d1, . . . , dr), quando i ∈ Ip, j ∈ Iq, sempre que p ≤ q. Ademais, temos que o

conjunto formado por estas matrizes elementares é uma base para UT (m1, . . . ,mr).

Para um melhor entendimento do exemplo anterior, considere a seguinte álgebra

A = UT (2, 1, 2), observe que ela é formada pelas matrizes do tipo






















a11 a12 a13 a14 a15

a21 a22 a23 a24 a25

0 0 a33 a34 a35

0 0 0 a44 a45

0 0 0 a54 a55























com aij ∈ K, para i, j ∈ {1, 2, 3, 4, 5}. Assim, I1 = {1, 2}, I2 = {3} e I3 = {4, 5}.

Perceba que E24 ∈ A, pois 2 ∈ Ip e 4 ∈ Iq, onde p = 1, q = 3 e p ≤ q. Porém, note que

E42 /∈ A e sendo p = 3, q = 1, temos p > q.

Exemplo 1.1.6 (Operadores Lineares). Sejam V um espaço vetorial e L(V ) o espaço

vetorial dos operadores lineares de V . Temos que L(V ), munido da composição de

funções é uma álgebra associativa com unidade, chamada de álgebra dos operadores

lineares de V .

Exemplo 1.1.7 (Álgebra de Grupo). Para o grupo G, considere o conjunto das somas

formais
∑

g∈G λgg quase nulas, ou seja, apenas uma quantidade finita de λg ∈ K é

diferente de zero. Este conjunto será representado por KG. Definimos em KG as

operações
∑

g∈G

αgg +
∑

g∈G

βgg =
∑

g∈G

(αg + βg)g

λ
∑

g∈G

αgg =
∑

g∈G

(λαg)g

onde αg, βg, λ ∈ K, para quaisquer g ∈ G. Estas operações fazem de KG um espaço

vetorial sobre K que tem como base G. Ademais, podemos definir neste espaço vetorial

a seguinte operação:
(

∑

g∈G

αgg

)(

∑

h∈G

βhh

)

=
∑

g,h∈G

(αgβh)(gh).
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Com esta operação, KG é uma álgebra associativa e com unidade, denominada álgebra

sobre K do grupo G. Observe que a dimensão desta álgebra é igual a ordem de G e que

se G for abeliano, ela será comutativa.

Exemplo 1.1.8. Sejam A e B dois espaços vetoriais . Um espaço vetorial C envolvido

na aplicação · : (x1, x2) −→ x1 · x2 de A×B em C é chamada de produto tensorial de

A e B se as seguintes duas condições são satisfeitas:

(i) x1 · x2 é linear em cada uma das variáveis x1 e x2.

(ii) Se β1 = {ei | i ∈ I} e β2 = {ej | j ∈ I} são bases de A e B, então {ei · ej | i ∈

I, j ∈ J} formam uma base para C.

É fácil mostrar que existe este espaço vetorial e que ele é único a menos de

isomorfismo, este espaço será denotado por A ⊗ B, chamado de produto tensorial de

A e B. Observe que, pela segunda condição, temos que dim(A⊗ B) = dimA · dimB.

Além disso, se V é um espaço vetorial e f : A × B −→ V é uma aplicação

bilinear, então existe uma única transformação linear Tf : A ⊗ B −→ V satisfazendo

Tf (a⊗b) = f(a, b) (propriedade universal do produto tensorial). Para maiores detalhes,

veja [4] e [35].

Consideremos agora A e B como sendo duas álgebras. Dados a ∈ A e b ∈ B,

arbitrários, a aplicação fa,b : A× B → A⊗ B dada por fa,b(x, y) = ax⊗ by, é bilinear

e assim existe Ta,b ∈ L(A⊗B) tal que Ta,b(x⊗ y) = ax⊗ by. Observando agora que a

aplicação

T : A× B → L(A⊗ B)

(a, b) 7→ Ta,b

é bilinear, concluímos que existe uma única transformação linear F : A⊗B → L(A⊗B)

tal que F (a⊗ b) = Ta,b. Logo o produto

· : (A⊗ B)× (A⊗ B) → A⊗ B

(α, β) 7→ α · β = F (α)(β) (1.1)

é bilinear e satisfaz

(a1 ⊗ b1) · (a2 ⊗ b2) = F (a1 ⊗ b1)(a2 ⊗ b2) = Ta1,b1(a2 ⊗ b2) = a1a2 ⊗ b1b2,

para quaisquer a1, a2 ∈ A e b1, b2 ∈ B.

O espaço vetorial A ⊗ B, munido do produto (1.1), é uma álgebra, chamada de

produto tensorial das álgebras A e B. Além disso, observe que sua unidade é

1A ⊗ 1B.

Definição 1.1.9. Seja A uma álgebra. Então dizemos que:
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(i) Um elemento de a ∈ A é invertível quando existe b ∈ B, tal que ab = ba = 1A.

(ii) A é um álgebra com divisão se todos os seus elementos não nulos forem invertíveis.

Exemplo 1.1.10. Todo corpo é uma álgebra com divisão. Logo Q, R e C são álgebras

com divisão. A álgebra dos quarténios reais é também uma álgebra com divisão não

comutativa.

Definição 1.1.11. Seja A uma K-álgebra. Dizemos que:

(i) Um subespaço B de A é uma subálgebra de A, se é fechado com respeito a

multiplicação, isto é, b1b2 ∈ B para quaisquer b1, b2 ∈ B;

(ii) Um subespaço I de A é um ideal à esquerda (direita) de A se AI ⊆ I (IA ⊆ I),

ou seja, se ax ∈ I (xa ∈ I) para quaisquer a ∈ A e x ∈ I. Se I for um ideal

à esquerda e à direita ao mesmo tempo, diremos que I é um ideal bilateral, ou

simplesmente um ideal.

(iii) Um ideal próprio à esquerda I de A é dito maximal, quando não existir um ideal

próprio à esquerda J de A de tal maneira que I ( J . De maneira inteiramente

análoga, podemos definir ideal maximal à direita e ideal maximal de A.

(iv) Definimos o radical de Jacobson de A, representado por J(A), como sendo a

interseção de todos os ideais maximais à esquerda de A.

Teorema 1.1.12. ([24, Teorema 4.1, pg. 196]) As seguintes caracterizações do radical

de Jacobson de uma álgebra A são equivalentes:

(i) a interseção entre todos os ideais maximais à esquerda de A;

(ii) a interseção entre todos os ideais maximais à direita;

(iii) o conjunto de todos os elementos x ∈ A tais que 1 − xy é invertível em A, para

todo y ∈ A.

Com este teorema, é fácil perceber que o radical de Jacobson de qualquer álgebra

é um ideal bilateral da mesma.

Exemplo 1.1.13. A álgebra UT (d1, . . . , dr) é uma subálgebra de Mn(K), onde n =

d1 + · · ·+ dr.

Exemplo 1.1.14. Em uma álgebra qualquer A temos que {0} e A são ideais desta

álgebra, chamados de ideais triviais.
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Exemplo 1.1.15. O conjunto das matrizes triangulares superiores de ordem n, deno-

tado por UTn(K) é uma subálgebra de Mn(K). Além disso, o conjunto das matrizes

triangulares estritamente superiores é o radical de UTn(K). Este último fato é provado

utilizando o item (iii) do teorema anterior e observando que o produto de uma matriz

em UTn(K) por uma matriz triangular estritamente superior é igual a uma matriz tri-

angular estritamente superior, sendo assim, este resultado quando subtraído da matriz

identidade é uma matriz invertível.

Em uma álgebra A, um elemento x é dito nilpotente quando existe n ∈ N, tal

que, xn = 0. Um ideal I de uma álgebra A é dito nil quando todos os seus elementos

são nilpotentes. Além disto, I é dito nilpotente quando existe n ∈ N tal que In = 0 e

o menor inteiro que satisfaz esta condição é chamado de índice de nilpotência.

Exemplo 1.1.16. Na álgebra UT (d1, . . . , dr) das matrizes triangulares superiores em

blocos, o conjunto I das matrizes cujos blocos diagonais são nulos é um ideal nilpotente.

De fato, é fácil perceber que I é um subespaço de A. Além disso,












0 A12 . . . A1r

0 0 . . . A2r

...
...

. . .
...

0 0 . . . 0

























Md1(K) B12 . . . B1r

0 Md2(K) . . . B2r

...
...

. . .
...

0 0 . . . Mdr(K)













=













0 C12 . . . C1r

0 0 . . . C2r

...
...

. . .
...

0 0 . . . 0













logo I absorve produto pela direita; e de maneira inteiramente análoga, mostra-se

que ele absorve produto pela esquerda. Ademais, observando a multiplicação acima,

também é fácil ver que se multiplicarmos r matrizes de I, o resultado será a matriz

nula. Além disto, r é o índice de nilpotência deste ideal.

Proposição 1.1.17. Se I é um ideal nil de uma álgebra A, então I ⊆ J(A).

Demonstração. Sendo x ∈ I, então, como I é um ideal, temos que xy ∈ I, para

qualquer y ∈ A. Daí, 1 − xy é invertível e seu inverso é 1 + (xy)2 + (xy)3 + · · · +

(xy)k−1, onde k ∈ N é tal que (xy)k = 0. Logo, pelo terceiro item do teorema anterior,

concluímos que x ∈ J(A) e pela arbitrariedade do x, podemos concluir que I ⊆ J(A)

Definição 1.1.18. Uma álgebra A é dita simples, quando A2 6= 0 e quando os seus

únicos ideais são os triviais.

Exemplo 1.1.19. A álgebra das matrizes Mn(K) é uma álgebra simples. De fato, seja

I 6= 0 um ideal de Mn(K) e a uma matriz não nula em I. Sejam i0, j0 tais que a entrada

ai0j0 de a é não nula. Temos que Eii = a−1
i0j0

(Eii0aEj0i) ∈ I para todo i = 1, . . . , n.

Deste modo segue que a matriz identidade I = E11 + · · ·+Enn pertence a I, portanto

I =Mn(K).
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A seguir apresentamos a noção de anel semisimples em [23] e que é utilizada nesta

tese.

Definição 1.1.20. Uma álgebra A é dita semissimples se J(A) = 0.

Teorema 1.1.21. Sendo D uma álgebra com divisão e Mn(D) uma álgebra de matrizes

com entradas em D, então Mn(D) é simples.

Demonstração. Veja [30, Teorema 3.3, pg. 31].

Os teoremas a seguir apresentam uma importante caracterização dos anéis arti-

nianos semissimples.

Teorema 1.1.22. Um anel Artiniano semissimples é a soma de uma número finito de

anéis Artinianos simples.

Demonstração. Veja [23, Teorema 1.4.4, pg. 34].

Teorema 1.1.23 (Teorema de Wedderburn-Artin). Seja R um anel Artiniano simples.

Então R isomorfo a Mn(D), onde D é um anel com divisão. Ademais, n e D são

únicos, a menos de isomorfismos. Consequentemente, para qualquer anel com divisão

D, Mn(D) é um anel Artiniano simples.

Demonstração. Veja [23, Teorema 2.1.6, pg. 48].

Considere I um ideal de uma álgebra A. Então, podemos obter o anel quociente

A/I. Além disso, podemos obter também o espaço vetorial A/I de maneira natural.

Com estas duas estruturas A/I é uma álgebra, chamada de álgebra quociente de A em

relação a I. Observe que ideais de A/I são exatamente J/I, onde J é um ideal de A que

contém I. O mesmo vale para as subálgebras, os ideais à esquerda, os ideais à direita,

além dos ideais maximais de A/I. Se I ⊆ J(A), temos que J(A)/I ⊆ J(A/I), pois se

x ∈ J(A)/I, então 1−xy é invertível em A, para todo y ∈ A e consequentemente 1−xy

também será em A/I, daí, x ∈ J(A/I). Além disso, teremos a inclusão contrária e

consequentemente a igualdade. De fato, como J(A/I) é a interseção de todos os ideais

maximais à esquerda de A/I, e esta por sua vez é a interseção de todos os ideais

maximais de A que contém o I, quocientados pelo próprio I. Mas como I ⊆ J(A), esta

interseção é exatamente J(A) quocientado I, de onde podemos concluir que J(A/I) ⊆

J(A)/I.

Com o intuito de encontrarmos o radical de Jacobson de uma álgebra de matrizes

triangulares superiores em blocos enunciaremos e provaremos o seguinte resultado.
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Proposição 1.1.24. Se I é um ideal de uma álgebra A tal que I ⊆ J(A) e A/I é

semissimples, então J(A) = I.

Demonstração. Como por hipótese I ⊆ J(A), temos que J(A)/I = J(A/I). Agora,

supondo que A/I é semissimples, temos pelo lema anterior que J(A/I) = 0 e assim

J(A)/I = J(A/I) = 0. Logo, podemos concluir que J(A) = I.

Exemplo 1.1.25. Sejam A = UT (d1, . . . , dr) e I o conjunto das matrizes em A cujos

blocos diagonais são todos nulos. Já provamos que I é um ideal nilpotente de A,

particularmente será um ideal nil, logo I ⊆ J(A). Além disso, temos que A = B ⊕ I,

onde B ∼= Md1(K) ⊕ · · · ⊕Mdr(K). Daí A/I ∼= B e assim A/I é semissimples. Pela

proposição anterior, temos que I = J(A), ou seja, o radical da Jacobson de uma álgebra

de matrizes triangulares superiores em blocos é igual ao ideal formado pela matrizes

cujos blocos diagonais são todos nulos.

Exemplo 1.1.26 (Centro de uma Álgebra). Seja A uma álgebra associativa. O con-

junto

Z(A) = {a ∈ A | ax = xa, para todo x ∈ A}

é uma subálgebra de A chamada de centro de A. É fácil verificar que dado n ∈ N,

Z(Mn(K)) = {λIn | λ ∈ K}.

Definição 1.1.27. Sejam A e B duas álgebras. Dizemos que uma transformação linear

de φ : A −→ B é um homomorfismo de álgebras se ela preserva produto, ou seja, se

φ(ab) = φ(a)φ(b), para quaisquer a, b ∈ A. Se as álgebras forem unitárias, exigimos

que φ(1A) = 1B.

Seja φ : A −→ B um homomorfismo de álgebras. Dizemos que φ é um mono-

morfismo (ou mergulho), se φ for injetivo; que é um epimorfismo, se φ é sobrejetivo; e

isomorfismo se φ é bijetivo.

Diremos que φ é um endomorfismo de A, se ele é um homomorfismo de A em A

e que é um automorfismo de A, se φ é um endomorfismo bijetivo de A. Denotamos

por End(A) e Aut(A) os conjuntos dos endomorfismos e automorfismos da álgebra A,

respectivamente. Quando existe um isomorfismo φ : A −→ B, dizemos que as álgebras

A e B são isomorfas e denotamos porA ∼= B. Seja φ : A −→ B um homomorfismo de

álgebras. Denotamos o núcleo de φ por Kerφ = {a ∈ A;φ(a) = 0} e a imagem de φ

por Imφ = {φ(a); a ∈ A}. É de fácil mostrar que Kerφ é um ideal de A e a Imφ é

uma subálgebra de B.

Proposição 1.1.28. Sejam A e B álgebras e S um conjunto gerador de A como espaço

vetorial. Seja φ : A −→ B uma transformação linear (satisfazendo φ(1A) = 1B). Então,
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φ é um homomorfismo de álgebras se, e somente se, φ(xy) = φ(x)φ(y) para quaisquer

x, y ∈ S.

Demonstração. Suponhamos que φ(xy) = φ(x)φ(y) para quaisquer x, y ∈ S, e tomemos

a1 e a2 elementos arbitrários de A, tais que a1 = λ1x1 + · · ·+ λnxn e a2 = α1y1 + · · ·+

αmym, com λi, αj ∈ K e xi, yj ∈ S, e assim

φ(a1a2) = φ

(

n
∑

i=1

m
∑

1

λiαjxiyj

)

=
n
∑

i=1

m
∑

1

λiαjφ(xiyj) =
n
∑

i=1

m
∑

1

λiαjφ(xi)φ(yj) =

(

n
∑

i=1

λiφ(xi)

)(

m
∑

1

αjφ(yj)

)

= φ

(

n
∑

i=1

λixi

)

φ

(

m
∑

1

αjyj

)

= φ(a1)φ(a2).

Logo, φ é um homomorfismo de álgebras. A recíproca é imediata.

Exemplo 1.1.29. Sejam A uma álgebra e I um ideal de A. A aplicação π : A −→ A/I

dada por π(a) = a é um epimorfismo, chamado de projeção canônica de A em A/I.

Exemplo 1.1.30. Sendo V um espaço vetorial de dimensão n, então a álgebra L(V )

dos operadores lineares de V é isomorfa à álgebra das matrizes Mn(K). De fato,

sejam β = {v1, . . . , vn} uma base de V e eij as transformações em L(V ) dada por

eij(vk) = δjkvi, onde δjk é o delta de Kronecker. Neste caso, eij ◦ ekl = δjkeil e pela

proposição anterior a aplicação φ : L(V ) −→ Mn(K) definida nos elementos das bases

por φ(eij) = Eij , é um isomorfismo de álgebras.

1.2 Álgebra Associativa Livre

Nesta seção iremos introduzir o conceito de álgebra associativa livre, que é de

suma importância para o bom entendimento desta tese, uma vez que se faz necessário

para a definição do conceito de identidades polinomiais. Iniciaremos com o conceito de

álgebra livre.

Definição 1.2.1. Seja B uma classe de álgebras e F ∈ B uma álgebra gerada por um

conjunto X ⊆ F . A álgebra F é dita livre na classe B, se satisfaz a seguinte propriedade

universal: para cada álgebra A ∈ B e cada aplicação h : X −→ A existir um único

homomorfismo F −→ A estendendo h. Neste caso, dizemos que F é livremente gerada

pelo conjunto X. Além disso, a cardinalidade |X| do conjunto X será chamada de

posto de F .

Exemplo 1.2.2. A álgebra unitária e comutativa dos polinômios associativos nas variá-

veis x1, . . . , xn, denotada por K[x1, . . . , xn], é gerada pelo conjunto X = {x1, . . . , xn}.

A álgebra K[x1, . . . , xn] é uma álgebra livre, livremente gerada pelo conjunto X na

classe de todas as álgebras associativas, comutativas e unitárias de posto n.
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Agora construiremos uma álgebra livre na classe de todas as álgebras associativas

unitárias.

Seja X = {x1, x2, . . . } um conjunto infinito e enumerável cujos elementos iremos

chamar de variáveis não comutativas. Definimos uma palavra em X de comprimento

n ∈ N como sendo uma sequência finita xi1xi2 · · · xin com xij ∈ X. Quando n = 0,

vamos chamar esta palavra de palavra vazia, que denotaremos por 1. Dizemos que duas

palavras xi1xi2 . . . xin e xj1xj2 · · · xjm são iguais se n = m e i1 = j1, i2 = j2, . . . , in =

jn. Consideremos K〈X〉 o espaço vetorial que tem como base o conjunto de todas as

palavras em X. Tal espaço munido do produto (chamado de concatenação)

(xi1xi2 · · · xin)(xj1xj2 · · · xjm) = xi1xi2 · · · xinxj1xj2 · · · xjm

é uma álgebra associativa unitária e X gera K〈X〉 como álgebra. Os elementos de

K〈X〉, que chamaremos de polinômios, são somas (formais) de termos (ou monômios)

que por sua vez são produtos (formais) de um escalar por uma palavra em X.

Proposição 1.2.3. A álgebra K〈X〉 é livre, livremente gerada por X na classe das

álgebras associativas unitárias.

Demonstração. Seja A um álgebra associativa e unitária e h : X −→ A uma aplicação

qualquer e digamos que h(xi) = ai, para i ∈ N. Daí, podemos definir uma aplicação

φ : K〈X〉 −→ A dada por φ(xi1xi2 · · · xin) = ai1ai2 · · · ain , assim temos que φ é um

homomorfismo de álgebras, φ(1) = 1A e esta aplicação é a única tal que φ|X = h.

A imagem de f(x1, x2, . . . , xn) pelo isomorfismo de álgebras φ será denotada

por f(a1, a2, . . . , an), ou seja, o elemento f(a1, a2, . . . , an) é obtido pela substitui-

ção das variáveis x1, x2, . . . , xn pelos elementos a1, a2, . . . , an no polinômio associativo

f(x1, x2, . . . , xn).

Exemplo 1.2.4 (Álgebra de Grassmann). Seja V um K-espaço vetorial com base enu-

merável {e1, e2, e3, . . . }, onde K é um corpo de característica diferente de 2. A álgebra

de Grassmann (ou exterior) de V , que será denotada por E(V ), pode ser construída

da seguinte maneira: sejam K〈X〉 a álgebra associativa livre definida acima, de posto

enumerável X = {x1, x2, x3, . . . }, e I o ideal desta álgebra gerado pelo conjunto de

polinômios {xixj + xjxi | i, j ≥ 1}, então E(V ) = K〈X〉/I.

Escrevendo ei = xi + I, para i = 1, 2, . . . , então E(V ) será gerada como álgebra

pelo conjunto

{1, e1, e2, · · · | eiej = −ejei, para quaisquer i, j ≥ 1}.
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Seja Sn o grupo simétrico sobre {1, . . . , n}. Como eiej = −ejei, segue facilmente

que

ei1 · · · eik−1
eikeik+1

· · · eil−1
eileil+1

· · · ein = −ei1 · · · eik−1
eileik+1

· · · eil−1
eikeil+1

· · · ein .

Portanto, escrevendo uma permutação σ ∈ Sn, como produto de transposições,

obtemos

eiσ(1)
· · · eiσ(n)

= (sgnσ)ei1 · · · ein ,

onde sngσ é o sinal da permutação σ e como consequência e2i = 0, para qualquer i ∈

{1, 2, 3 . . . }. Além disso, temos que o conjunto {1, ei1 · · · eik | 1 ≤ i1 < · · · < ik} é uma

base de E(V ) como um espaço vetorial. De fato, pelo argumentado acima, temos que

este conjunto gera E(V ) resta-nos mostrar que tal conjunto é linearmente independente.

Para tanto, suponha que h =
∑n

i=1 αiwi = 0 é uma combinação linear com o número

mínimo de coeficientes não nulos αi, onde wi ∈ B, n ≤ 2. Se o elemento em aparece

em w1, mas não em w2, então emw1 = 0, emw2 6= 0 e assim emh =
∑n

i=1 αiemwi = 0

que é uma combinação linear com um número menor de coeficientes não nulos, o que

é uma contradição. Portanto, B é uma base de E(V ).

Sejam E0 e E1 os subespaços vetoriais vetoriais de E gerados pelos conjuntos

{1, ei1ei2 · · · eim | m é par}, e {ei1ei2 · · · eik | k é ímpar}, respectivamente. pelo argumen-

tado acima, temos que (ei1 · · · eim)(ej1 · · · ejk) = (−1)mk(ej1 · · · ejk)(ei1 · · · eim), para

quaisquer m, k ∈ N, e assim podemos concluir que g0x = xg0 para quaisquer g0 ∈ E0 e

x ∈ E, além de g1g2 = −g2g1 para quaisquer g1, g2 ∈ E1.

Definição 1.2.5. Seja A uma álgebra. Um polinômio f(x1, . . . , xn) ∈ K〈X〉 (ou a

expressão f(x1, . . . , xn) ≡ 0) é dito ser uma identidade polinomial (ou simplesmente

P.I.) da álgebra A, se f(a1, . . . , an) = 0, para quaisquer a1, . . . , an ∈ A.

É imediato que o polinômio f = 0 (polinômio nulo) é uma identidade polinomial

para qualquer álgebra A, logo quando uma álgebra satisfizer alguma PI não nula,

iremos dizer que A é uma PI-Álgebra. Observe que se f(x1, x2, . . . , xn) ∈ K〈X〉,

então f = f(x1, x2, . . . , xn) é uma identidade polinomial de A se, e somente se, f

pertence aos núcleos de todos os homomorfismos de K〈X〉 em A.

Dado uma álgebra A, definimos Id(A) = {f ∈ K〈X〉 | f ≡ 0 em A} o conjunto

das identidades polinomiais de A. É fácil ver que Id(A) é um ideal de K〈X〉. Além

disto, prova-se facilmente que este ideal é invariante por qualquer endomorfismo da

álgebra K〈X〉. Ideais com esta propriedade recebem o nome de T -ideal.

Exemplo 1.2.6. Uma álgebra A é comutativa se, e somente se, [x1, x2] = x1x2 − x2x1

é uma identidade para A.
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Exemplo 1.2.7. A álgebra de Grassmann E, dada no Exemplo 1.2.4, satisfaz a iden-

tidade [[x, y], z] ≡ 0. De fato, como E0 é central, então qualquer comutador de dois

elementos de E acaba por ser uma combinação de linear de monômios formados pelos

e′is com comprimentos pares. Logo [E,E] ⊆ E0 e a conclusão segue.

Exemplo 1.2.8. A álgebra M2(K) satisfaz a identidade [[x, y]2, z] ≡ 0. Pois, se a ∈

M2(K), então seu polinômio característico e x2 − tr(a)x + det(a)Id2, onde tr(a) é o

traço de a, det(a) é seu determinante e Id2 é a matriz identidade de ordem dois. No

caso de a ser um comutador, temos que o seu traço é igual a zero, logo a2 = −det(a).

Assim o seu quadrado é uma matriz escalar e consequentemente temos o resultado.

Definição 1.2.9. O polinômio

sn(x1, . . . , xn) =
∑

σ∈Sn

(sngσ)xσ(1) · · · xσ(n)

é chamado de polinômio standard de grau n.

Teorema 1.2.10 (Teorema de Amitsur-Levitzki). A álgebra Mn(K) das matrizes de

ordem n satisfaz a identidade standard de grau 2n. (Veja [21, pág. 16]).

Vale ressaltar que o teorema anterior é válido para todos os casos, exceto quando

n = 2 e K = Z2, além disto, a álgebra de matrizes Mn(K) não satisfaz nenhuma

identidade ordem menor que 2n. Com este teorema concluímos que a álgebra das

matrizes Mn(K) também é uma P.I.-álgebra. Já com o próximo lema podemos concluir

que a álgebra das matrizes triangulares superiores em blocos com entradas sobre um

corpo é também uma P.I.-álgebra.

Definição 1.2.11. O polinômio

Capn(x1, . . . , xn; y1, . . . , yn, yn+1) =
∑

σ∈Sn

(sngσ)y1xσ(1)y2 · · · ynxσ(n)yn+1

é chamado de polinômio de Capelli.

Lema 1.2.12. [21, Lemma 9.1.4] Se m = m2
1+· · ·+m2

r, a álgebra A = UT (m1, . . . ,mr)

satisfaz a identidade de Capelli Capm+r ≡ 0, mas não satisfaz Capm+r−1 ≡ 0.

Demonstração. Note que podemos escrever a álgebra A da seguinte maneira: A =

B + J , onde J é o seu radical de Jacobson de A, Jr = 0 e B = Mm1 ⊕ . . . ⊕Mmr
.

Considere uma avaliação φ : K〈X〉 −→ A do polinômio de Capelli

Capm+r =
∑

σ∈Sn

(sngσ)y1xσ(1)y2 · · · ym+rxσ(m+r)ym+r+1.
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Como Capm+r é multilinear, basta verificarmos que φ(Capm+r) = 0 sempre que o

conjunto {φ(x1), . . . , φ(xn), φ(y1), . . . , φ(yn+1)} está contido em uma base da álgebra

A, digamos na base que consiste das matrizes elementares Eij. Se pelo menos m + 1

dos valores entre φ(x1), . . . , φ(xm+r) estão em B, então φ(Capm+r) = 0, pois Capm+r

é alternado nas variáveis x1, . . . , xm+r e dimB = m. Mas, se no máximo m elemen-

tos entre φ(x1), . . . , φ(xm+r) estão em B, então pelo menos r elementos estão em J e

assim,φ(Capm+r) = 0, uma vez que Jr = 0. Portanto, φ(Capm+r) = 0 é uma identi-

dade de A. Mostremos agora que A não satisfaz Capm+r−1. Suponhamos inicialmente

que r = 1 e, assim, A = Mm1 . Escrevamos n = m2
1 = dimA e tome uma base

{v1, v2, . . . , vn} de A constituída por todas as matrizes elementares Eij , 1 ≤ i, j ≤ m1,

ordenadas de forma arbitrária e fixa. Desta forma, existem a0, a1, . . . , an ∈ A tais que

a0v1a1 · · · an−1vnan = E11 (1.2)

e

a0vσ(1)a1 · · · an−1vσ(n)an = 0 (1.3)

para qualquer σ ∈ Sn com σ 6= 1. De fato, tomando v1 = Ei1j1 , v2 = Ei2j2 , . . . , vn =

Einjn , temos que a0 = E1I1 , a1 = Ej1i1 . . . , an = Ejn1. Claramente, a0, a1, . . . , an e

v1, v2, . . . , vn satisfazem 1.2. Por outro lado, dado 2 ≤ k ≤ n, algum produto ak1vpak é

igual a zero com p 6= k e consequentemente, vale igualdade 1.3. De 1.2 e 1.3 segue que

Capn(v1, v2, . . . , vn; a0, a1, . . . , an) = E11 6= 0.

Agora, seja m ≥ 2. Escrevamos n1 = 0, n2 = m1, . . . nr = m1+ · · ·+mr−1. Então

Bj = span{Enj+p,nj+q | 1 ≤ p, q ≤ mj}

é isomórfica a álgebra matricial de dimensão pj = m2
j , j = 1, 2, . . . , r. Segue da

demonstração do caso r = 1 que, para todo 1 ≤ j ≤ r, existem aj0, . . . , a
j
pj
, vj1, . . . , v

j
pj

∈

Bj tais que

aj0v
j
1a

j
1 · · · a

j
pj−1v

j
pj
ajpj = Enj+1,nj+1 = cj 6= 0

e

aj0v
j
σ(1)a

j
1 · · · a

j
pj−1v

j
σ(pj)

ajpj = 0

para σ ∈ Spj com σ 6= 1. Veja que B1JB2 · · ·Br−1JBr 6= 0 e existem w1, . . . , wr−1 ∈ J

tais que

c1w1c2w2 · · ·wr−1cr 6= 0. (1.4)

Neste caso podemos supor wi ∈ Ji,i+1 = BiJBi+1 e portanto 1iwi1i+1 = wi, onde

1i ∈ Bi é a unidade de Bi. Vamos reescrever 1.4 da seguinte forma

(c111)w1(12c212)w2 · · ·wr−1(1rcr) 6= 0.
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Note que 1iu1i+1, para qualquer u ∈ Jj,j+1, com j 6= i, e para qualquer u ∈

B1 +B2 + · · ·+Bm. Finalmente, obtemos o seguinte produto que é diferente de zero

(a10v
1
1a

1
1 · · · a

1
p1−1v

1
p1
a1p111)w1(12a

2
0v

2
1a

2
1 · · · a

2
p2−1v

2
p2
a2p212)w2 · · ·

· · ·wr−1(1ra
r
0v

r
1a

r
1 · · · a

r
nr−1v

r
pra

r
pr1r)

tal que para qualquer permutação de

v11, . . . , v
1
p1
, w1, v

2
1, . . . , v

2
p2
, w2, . . . , wr−1, v

r
1, . . . , v

r
pr

inserida na expressão resulta em zero. Isso é facilmente visto por e pela relação

ajsv
t
qa

j
s+1 = 0, onde j 6= t. Desta forma, A não satisfaz a identidade de Capelli Capk

com k = p1 + · · ·+ pr + r − 1 = m2
1 + · · ·m2

r + r − 1 o que prova o resultado.

1.3 Ação de Grupos

Agora iremos abordar os principais conceitos referentes a ação de um grupo so-

bre um conjunto qualquer, conceitos estes que serão utilizados no próximo capítulo.

Iniciaremos com a seguinte definição:

Definição 1.3.1. Sejam G um grupo e X um conjunto qualquer. Uma ação à esquerda

de G em X é uma aplicação G × X −→ X, dada por (g, x) −→ g.x que atende as

seguintes propriedades:

(i) (g1g1).x = g1.(g2.x)

(ii) e.x = x

para quaisquer g1, g2 ∈ G e x ∈ X, onde e é o elemento neutro de G.

Para cada x ∈ X, definimos a sua G-órbita, como sendo o conjunto OG(x) =

{g.x ∈ X | g ∈ G}. Podemos definir também o G-estabilizador de x, como sendo o

conjunto StabG(x) = {g ∈ G | g.x = x}.

De modo inteiramente análogo, podemos definir uma G-ação à esquerda sobre X.

Ademais, as órbitas de dois elementos x, y ∈ X ou são iguais ou disjuntas. De fato,

suponha que existam g, h ∈ G de tal maneira que g.x = h.y, com x, y ∈ X elementos

distintos, então, para qualquer g′, temos que

g′.x = [g′g−1g].x = [g′g−1]g.x = [g′g−1]h.y = [g′g−1h].y
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logo G.x ⊆ G.y. De modo inteiramente análogo, prova-se que G.y ⊆ G.x, logo temos

a igualdade.

Exemplo 1.3.2. Para qualquer grupo G, podemos definir uma ação de G em G,

chamada de ação por conjugação, definida por g.h = ghg−1.

Exemplo 1.3.3. Sejam X um conjunto qualquer e G = Sn o grupo das permutações

de ordem n. A aplicação dada por σ(x1, . . . , xn) = (xσ−1(1), . . . , xσ−1(n)) define uma

ação de Sn em Xn, chamada de ação canônica.

Proposição 1.3.4. Considere uma ação de um grupo G em um conjunto X e seja

x ∈ X. Então o StabG(x) é um subgrupo de G.

Demonstração. Primeiramente, observe que StabG(x) é não vazio, uma vez que o ele-

mento neutro de G pertence a tal conjunto. Ademais, se g, h ∈ StabG(x), então

g.x = h.x = x, daí (gh).x = g.(h.x) = g.x = x, logo gh ∈ StabG(x). Finalmente, se

g ∈ StabG(x), então g−1.x = g−1.(g.x) = (g−1g).x = e.x = x. Então, g−1 ∈ StabG(x).

Portanto, StabG(x) é um subgrupo de G.

Definição 1.3.5. Sejam G e H grupos e X um conjunto qualquer. Uma biação de G

(à esquerda) e H (à direita) em X é um par de ações G ×X −→ X e X ×H −→ X

tais que (g.x).h = g.(x.h) para quaisquer g ∈ G, h ∈ H e x ∈ X.

Exemplo 1.3.6. Considere G um grupo. Considere sobre Gn as aplicações dadas por:

à esquerda, por Sn, dada no Exemplo 1.3.3 e à direita, por multiplicação direta de

elementos de G, ou seja, (σ(x1, . . . , xn))g = (xσ−1(1)g, . . . , xσ−1(n)g). Estas aplicações,

definem em Gn uma biação, à esquerda por Sn e à direita por G.
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Capítulo 2

Conceitos Básicos II

Neste capítulo continuaremos a descrever mais conceitos básicos que são de suma

importância no desenvolvimento do resto de nossa tese, mais precisamente, iremos

descrever conceitos que envolvam graduações por um grupo G. Dentre eles, iremos

apresentar os conceitos e resultados de espaços vetoriais graduados, equivalência de

álgebras graduadas e módulos graduados sobre álgebras graduadas com divisão.

2.1 Álgebras e Identidades Graduadas

Nesta seção iremos descrever alguns conceitos e os principais resultados referen-

tes às álgebras graduadas. A partir de agora, G sempre será um grupo arbitrário.

Iniciaremos com a seguinte definição:

Definição 2.1.1. Sejam A uma álgebra e G um grupo. Definimos uma G-graduação

em A como uma decomposição de A = ⊕g∈GAg como soma de subespaços vetoriais

tais que AgAh ⊆ Agh, para quaisquer g, h ∈ G. Neste caso, dizemos que a álgebra A é

G-graduada, ou simplesmente graduada.

Em todo este trabalho, a menos que se fale o contrário, quando falarmos em uma

álgebra graduada, sem especificar o grupo, estaremos nos referindo a uma G-graduação.

Dizemos que os subespaços Ag são as componentes homogêneas da graduação e os

seus elementos não nulos são chamados de elementos homogêneos de grau g. O grau de

um elemento homogêneo não nulo a ∈ A será representado por degG a, ou seja, se a ∈

Ag, então degG a = g. Observe que cada elemento de A só pode ser escrito de maneira



única como soma de elementos homogêneos. Definimos o suporte de A, representado

por SuppA, como sendo o conjunto {g ∈ G | Ag 6= 0}. A componente homogênea Aǫ

é denominada componente neutra da graduação, observe que esta componente é uma

subálgebra de A e como A é unitária, temos que 1A ∈ Aǫ.

Sejam G e H grupos arbitrários e θ : G −→ H um homomorfismo de grupos.

Se A = ⊕g∈GAg é uma álgebra G-graduada, então podemos definir em A uma H-

graduação, de tal maneira que os seus subespaços homogêneos serão dados por Ah =

⊕g∈θ−1(h)Ag, quando h está na imagem de θ, e Ah = 0, caso contrário.

Exemplo 2.1.2. Toda álgebra A admite uma graduação, chamada de graduação tri-

vial, basta considerar Aǫ = A e Ag = {0}, para quaisquer g 6= e.

Exemplo 2.1.3. Seja a K-álgebra de grupo KG. Para cada g ∈ G tomemos o su-

bespaço Ag = {λg | λ ∈ K} de KG. Como (λ1g1)(λ2g2) = λ1λ2g1g2 para quaisquer

g1, g2 ∈ G, temos claramente que a família {Ag | g ∈ G} é uma graduação em KG.

Exemplo 2.1.4. A álgebra de Grassmann E possui uma Z2-graduação natural E =

E0 ⊕ E1, onde E0 e E1 são os subespaços definidos no Exemplo 1.2.4.

Exemplo 2.1.5. Seja G um grupo e Mn(K) = ⊕g∈GRg uma G-graduação na álgebra

de matrizes sobre K. Então dizemos que a G-graduação é elementar se existe uma n-

upla g = (g1, . . . , gn) ∈ Gn tal que cada matriz elementar Eij, 1 ≤ i, j ≤ n é homogênea

e deg(Eij) = gig
−1
j .

Exemplo 2.1.6 (Produto Tensorial de Álgebras Graduadas). Sejam A = ⊕g∈GAg

e B = ⊕h∈HBh álgebras G e H graduadas, respectivamente. O produto tensorial

C = A⊗B também será uma álgebra graduada de maneira natural pelo grupo G×H,

onde suas componentes homogêneas serão dadas por C(g,h) = Ag ⊗ Bh. Além disso,

considere que A = ⊕g∈GAg e B = ⊕g∈GBg como sendo álgebras graduadas. Se o

SuppA comuta com o SuppB (particularmente se G for abeliano), podemos definir em

C = A ⊗ B uma estrutura de álgebra graduada, onde as componentes homogêneas

serão Cg = ⊕h1,h2∈G;
h1h2=g

Ah1 ⊗ Bh2 . De fato, se ag1 ⊗ bh1 ∈ Cg e ag2 ⊗ bh2 ∈ Ch, então

g1h1 = g e g2h2 = h. Como os suportes comutam, temos que (ag1 ⊗ bh1)(ag2 ⊗ bh2) =

ag1ag2 ⊗ bh1bh2 ∈ Ag1g2 ⊗ Bh1h2 ⊆ Cgh e portanto CgCh ⊆ Cgh.

Definição 2.1.7. Seja A = ⊕g∈GAg. Dizemos que um subespaço B de A é dito

homogêneo (ou graduado) quando B = ⊕g∈GB ∩ Ag. Uma subálgebra ou um ideal de

A é dito homogêneo (ou graduado), se ele for homogêneo como subespaço.

Proposição 2.1.8. Sejam A = ⊕g∈GAg uma álgebra graduada e B um subespaço de

A. Então B é homogêneo se, e somente se, b = (
∑

bg) ∈ B, com bg ∈ Ag, implicar que

bg ∈ B.
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Demonstração. Suponha que B seja homogênea, então B = ⊕g∈G(B∩Ag). Logo, para

qualquer b ∈ B, podemos escrever b = ⊕g∈Gb
′
g, onde cada b′g ∈ B ∩Ag. Pela unicidade

da expressão de b como soma de elementos homogêneos, devemos ter b′g = bg e assim

bg ∈ B para todo g ∈ G. Por outro lado, se para b ∈ B tivermos que bg ∈ B para

todo g ∈ G, então bg ∈ B ∩ Ag, então temos que B ⊆ ⊕g∈G(B ∩ Ag). Logo, B é

homogêneo.

Exemplo 2.1.9. Se A = ⊕g∈GAg é uma álgebra graduada, então é fácil observar que

a componente homogênea de grau neutro é uma subálgebra graduada de A. De fato,

observe que pela definição de graduação, Aǫ é um subespaço de A e AǫAǫ ⊆ Aǫ, de

onde concluímos a afirmação.

Definição 2.1.10. Considere uma graduação na álgebra das matrizesMn(K) = ⊕g∈GRg.

Dizemos que esta graduação é elementar, se existir uma n-upla g = (g1, . . . , gn) ∈ Gn

tal que Eijé homogênea de grau gig−1
j .

Definição 2.1.11. Seja A = ⊕g∈GAg uma álgebra graduada. Dizemos que esta gra-

duação é fina quando dimAg ≤ 1, para qualquer g ∈ G.

Observe que uma n-upla (g1, . . . , gn) que determina uma graduação elementar

não é definida de maneira única, por exemplo, (g1g, . . . , gng) define a mesma graduação

elementar, para qualquer g ∈ G. Em particular, podemos sempre assumir que g1 = e.

Exemplo 2.1.12. Seja UT (m1, . . . ,mr) uma álgebra das matrizes triangulares em

blocos. Considere n = m1 + · · · + mr e a álgebra das matrizes Mn(K) com uma

graduação elementar induzida por g = (g1, . . . , gn) ∈ Gn, então é fácil notar que

UT (m1, . . . ,mr) é uma subálgebra homogênea de Mn(K). Logo, podemos definir de

maneira idêntica uma graduação elementar em UT (m1, . . . ,mr).

De maneira inteiramente análoga podemos definir, ideal graduado à esquerda e à

direita, além do radical de Jacobson graduado da álgebra A, que será representado por

J(A). Por exemplo, se tivermos a álgebra das matrizes triangulares superiores em blo-

cos UT (m1, . . . ,mr) com uma graduação elementar, prova-se, de maneira inteiramente

análoga ao feito no Exemplo 1.1.25, que o radical de Jacobson graduado desta álgebra

é igual ao seu radical de Jacobson ordinário.

Exemplo 2.1.13. Sejam A = ⊕g∈GAg uma álgebra graduada e I um ideal de A. Iremos

considerar uma graduação em A/I e para isso se faz necessário que I seja homogêneo.

Para tanto, consideramos {Ag | g ∈ G} de subespaços de A/I, onde Ag = (Ag + I)/I.

Claramente, temos A/I =
∑

g∈GAg. Observe que cada elemento de Ag tem a forma a,

onde a ∈ Ag, daí, dados a ∈ Ag e b ∈ Ah, com g, h ∈ G, temos que ab = ab ⊆ Ag+h e
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assim AgAh ⊆ Ag+h. Supondo agora que I é homogêneo, tomemos ag ∈ Ag para todo

g ∈ G, elementos tais que
∑

g∈G ag = 0. Temos então que ag ∈ I para todo g ∈ G,

pela homogeneidade de I. Logo ag = 0 para todo g ∈ G e assim temos A/I = ⊕g∈GAg

e AgAh ⊆ Agh, para quaisquer g, h ∈ G e portanto temos uma graduação em A/I.

Exemplo 2.1.14 (Graduação de Pauli). Considere ε um raiz n-ésima primitiva da

unidade. Seja G =< a >n × < b >n o produto direto de dois grupos cíclicos de ordem

n. Então, em Mn(K), considere as seguintes matrizes:

Xa =

















εn−1 0 . . . 0 0

0 εn−2 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . ε 0

0 0 . . . 0 1

















Yb =

















0 1 0 . . . 0

0 0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
...

0 0 0 . . . 1

1 0 0 . . . 0

















Observe que XaYbX
−1
a = εYb e Xn

a = Y n
b = Idn e que os X i

aY
j
b , 1 ≤ i, j ≤ n, são

linearmente independentes. Assim os X i
aY

j
b formam uma base para Mn(K).

Agora para qualquer g ∈ G, g = aibj, denote Rg como sendo o subespaço uni-

dimensional Rg =< X i
aY

j
b >. Segue que Mn(K) = ⊕g∈GRg é uma G-graduação fina,

chamada ε-graduação (ou graduação de Pauli).

Definição 2.1.15. Uma álgebra graduada é dita álgebra graduada com divisão se

qualquer elemento homogêneo não nulo é invertível.

Exemplo 2.1.16. Qualquer álgebra com divisão com qualquer graduação é uma álge-

bra graduada com divisão.

Exemplo 2.1.17. A álgebra graduada de grupo KG, com a graduação definida no

Exemplo 2.1.3, é uma álgebra graduada com divisão.

Sendo A uma álgebra graduada com divisão e r ∈ Ag um elemento homogêneo

não nulo, então r−1 ∈ Ag−1 . Ademais, o SuppA é um subgrupo de G, pois, é fácil

observar que se g, h ∈ SuppA, então gh ∈ SuppA, uma vez que AgAh ⊆ Agh 6= 0. Além

disso, se g ∈ SuppA, então existe uma elemento homogêneo não nulo, digamos r, em

Ag e consequentemente, r−1 ∈ Ag−1 , logo Ag−1 é não nulo e portanto g−1 ∈ SuppA.

26



Exemplo 2.1.18. A álgebra das matrizes com a graduação de Pauli é uma álgebra

graduada com divisão, uma vez que cada componente homogênea é gerada por uma

matriz invertível. Além disso, poderíamos chegar a mesma conclusão utilizando o lema

seguinte.

Lema 2.1.19. SejaR uma álgebra de matrizes sobre uma corpo algebricamente fechado

e seja R = ⊕g∈GRg uma graduação por um grupo G. Então as seguintes condições são

equivalentes:

i) dimRg ≤ 1, para todo g ∈ G;

ii) dimRǫ = 1;

iii) R é uma álgebra graduada com divisão.

Demonstração. i) ⇒ ii) : Imediato, uma vez que Idn ∈ Rǫ e por hipótese dimRǫ ≤ 1.

ii) ⇒ iii) : Suponhamos por contradição que para algum g ∈ G, Rg contenha uma

matriz não nula X, cujo detX = 0. Então temos que RXR = R e daí, existem

g1, g2 ∈ G, tais que 0 6= Rg1XRg2 ⊆ Rǫ. Como dimRǫ = 1 e Idn ∈ Rǫ, temos que

todas as matrizes de Rǫ são escalares, e como todas as matrizes AXB são degeneradas,

temos que AXB = 0, para quaisquer A ∈ Rg1 e B ∈ Rg2 , o que é uma contradição.

iii) ⇒ i) : Se Rg 6= 0, então considere um elemento não nulo a ∈ Rg. Então Rga
−1

é um Rǫ-módulo à esquerda, daí, Rǫ ⊆ Rga
−1. Por outro lado, pela graduação, temos

que Rga
−1 ⊆ Rǫ. Portanto, Rǫ = Rga

−1. Então Rǫa = Rg. Agora como K é um corpo

algebricamente fechado e assumindo que D tem dimensão finita sobre K, temos que

Rǫ = K, pois a única álgebra com divisão de dimensão sobre um corpo algebricamente

fechado é o próprio corpo (veja [13, Proposição 5.4.5]), portanto Rg = 〈a〉 e assim tem

dimensão 1.

Definição 2.1.20 (Homomorfismo de Álgebras Graduadas). Sejam A = ⊕g∈GAg e

B = ⊕g∈GBg álgebras graduadas. Dizemos que um homomorfismo de álgebras φ :

A −→ B é um homomorfismo de álgebras graduadas quando φ(Ag) ⊆ Bg, para todo

g ∈ G.

Sendo φ : A −→ B um homomorfismo de álgebras graduadas, temos que o con-

junto Ker(φ) = {a ∈ A | φ(a) = 0} é um ideal graduado de A, chamado de núcleo de

φ. Já o conjunto Im(φ) = {φ(a)|a ∈ A} é uma subálgebra graduada de B. Dizemos

que φ é um monomorfismo graduado quando ele for injetiva e chamaremos de epimor-

fismo graduado, quando ele for sobrejetiva. Ademais, quando φ for um isomorfismo de

álgebras e φ(Ag) = Bg, para todo g ∈ G, dizemos que φ é um isomorfismo de álgebras

graduadas. Quando A = B, chamaremos φ de endomorfismo graduado.
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Exemplo 2.1.21. A aplicação nula e a aplicação identidade são exemplos de endo-

morfismo graduados.

Proposição 2.1.22. Sejam G um grupo, g = (g1, . . . , gn) ∈ Gn e σ ∈ Sn. Se A e

B denotam álgebras de matrizes Mn(K) com G-graduações elementares induzidas por

g.σ e g, respectivamente, então A e B são isomorfas como álgebras G-graduadas.

Demonstração. Considere a aplicação linear φ : A −→ B dada por φ(Eij) = Eσ(i)σ(j).

Observe que φ é uma aplicação linear bijetiva, pois leva base canônica em base canô-

nica de Mn(K). Além disso, temos que EijEkl = δjk(jk)Eil e δ(jk) = δ(σ(j)σ(k)),

onde δ é o delta de Kronecker, assim concluímos que φ(EijEkl) = φ(δ(jk)Eil) =

δ(σ(j)σ(k))Eσ(i)σ(l) = φ(Eij)φ(Ekl). Além disso, observe que Eij e φ(Eij) têm o mesmo

grau nas graduações elementares de A e B. Portanto, φ é isomorfismo de álgebras

graduadas.

Exemplo 2.1.23. Seja A = ⊕g∈GAg uma álgebra graduada e considere I como sendo

um ideal graduado de A. A aplicação π : A −→ A/I definida por π(a) = a, é um

homomorfismo de álgebras graduadas sobrejetor, chamado de projeção canônica de A

sobre A/I.

Agora iremos introduzir um conceito que será utilizado no terceiro capítulo, mais

precisamente no Lema 3.2.11 e nas suas consequências, que é o subgrupo de Young.

Definição 2.1.24. Seja ∪r
i=1di = {1, 2, . . . , n} uma partição de {1, 2, . . . , n} em r

subconjuntos disjuntos. O subgrupo de Young do grupo simétrico Sn correspondente

é o subgrupo

Sd1 × Sd2 × · · · × Sdr

onde Sdi = {σ ∈ Sn|σ(j) = j, ∀j /∈ di}, para i = 1, . . . , r.

Considere uma r-upla (d1, . . . , dr) e n = d1 + · · · + dr. Sejam os conjuntos I1 =

{1, . . . , d1} e Ij = {d1 + · · · + dj−1 + 1, d1 + · · · + dj−1 + 2, . . . , d1 + · · · + dj−1 + dj},

onde 2 ≤ j ≤ r, então ∪r
j=1Ij é uma partição de {1, . . . , n}. Logo podemos denotar

o subgrupo de Young correspondente por Sd1 × · · · × Sdr . A restrição ao subgrupo de

Young Sd1 × · · · × Sdr da ação de Sn à esquerda em Gn juntamente com a ação de

G à direita é uma bi-ação de Sd1 × · · · × Sdr e G no conjunto Gn. Em [8] os autores

provaram o seguinte resultado:

Teorema 2.1.25. Existe uma bijeção entre os tipos de isomorfismos das G-graduações

elementares em uma álgebra de matrizes triangulares superiores em blocos e as órbitas

da biação em Gn, à esquerda pelo subgrupo de Young Sd1 × · · · × Sdr e à direita pelo

grupo G, onde n = d1 + · · ·+ dr.
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Vamos definir os conceitos de identidades graduadas, para tanto, considere para

cada g ∈ G um conjunto enumerável de variáveis, de tal maneira que Xg ∩ Xh = ∅,

sempre que g 6= h. Considere X = ∪g∈GXg e a álgebra associativa livre K〈X〉. Agora,

definimos o G-grau de um monômio m (que será denotado por wt(m)) da seguinte

maneira wt(1) = e e wt(x1, . . . , xn) = wt(x1)wt(x2) · · ·wt(xn) onde wt(xi) = g, sempre

que xi ∈ Xg.

Para cada g ∈ G, seja K〈X〉g o subespaço de K〈X〉 gerado pelos monômios m de

K〈X〉, tais que wt(m) = g. Com isto temos que

K〈X〉 = ⊕g∈GK〈X〉g e K〈X〉gK〈X〉h ⊆ K〈X〉gh

para quaisquer g, h ∈ G, logo K〈X〉 é uma álgebra G-graduada, denominada de álgebra

associativa livre G-graduada e seus elementos são chamados de polinômios graduados.

No nosso trabalho, quando x ∈ Xg, iremos representar tal variável por xg, deixando

assim explícito o seu grau. Porém, quando estivermos trabalhando com polinômios

graduados, iremos representar as variáveis xe, simplesmente por x, ficando assim im-

plícito que ela tem G-grau neutro, por este motivo, temos que ter cuidado sobre quais

tipos de polinômios estamos abordando, graduados ou ordinários. Além disso, iremos

representar esta álgebra livre graduada por KG〈X〉.

Definição 2.1.26. Seja A = ⊕g∈GAg uma álgebra graduada. Dizemos que um polinô-

mio f(xg11 , . . . , x
gn
n ) ∈ KG〈X〉 é uma identidade G-graduada de A, se f(a1, . . . , an) = 0

para quaisquer ai ∈ Agi com i = 1, . . . , n.

Iremos representar o T -ideal graduado de uma álgebra graduada A por IdG(A).

Exemplo 2.1.27. Consideremos a álgebra de Grassmann E com sua Z2-graduação

natural (conforme definida no Exemplo 2.1.4). Como ab = −ba para quaisquer elemen-

tos a, b ∈ E1, temos que f(x11, x
1
2) = x11x

1
2 + x12x

1
1 ∈ K〈X〉, onde K〈X〉 é a álgebra livre

Z2-graduada, é uma identidade Z2-graduada de E.

Exemplo 2.1.28. Considere a Z2-graduação elementar em M2(K), definida pelo par

ordenado (0, 1). Daí temos que M2(K) = A0 ⊕ A1, onde

A0 =

{(

λ1 0

0 λ2

)

| λ1, λ2 ∈ K

}

e A1 =

{(

0 λ3

λ4 0

)

| λ3, λ4 ∈ K

}

.

Daí, temos que [x1, x2] e x11x
1
2x

1
3 − x13x

1
2x

1
1 são identidades Z2-graduadas para esta ál-

gebra.
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2.2 Espaços Vetoriais Graduados e Equivalência de

Álgebras

Agora iremos apresentar alguns conceitos que envolvem os espaços vetoriais gra-

duados e com isso construir a noção de álgebras graduadas equivalentes. Muito dos

conceitos aqui abordados são similares para álgebras graduadas, porém diante de sua

importância nos próximos capítulos e de suas particularidades, decidimos dedicar uma

seção para o desenvolvimento de tais conceitos. Neste capítulo, V sempre será um

espaço vetorial sobre K. Iniciaremos com a seguinte definição.

Definição 2.2.1. Uma G-graduação em V é uma decomposição de V em uma soma

direta de subespaços indexados por G,

V = ⊕g∈GVg.

De maneira inteiramente idêntica ao feito para álgebras graduadas, definimos o

suporte desta graduação, componentes homogêneas desta graduação, subespaço homo-

gêneo (ou graduado) e elementos homogêneos de V . A partir de agora, sempre que

falarmos de espaços vetoriais graduados, estamos nos referindo a espaços G-graduados,

a menos que se fale o contrário. Agora iremos definir 3 conceitos, muito parecidos e que

são de suma importância nos próximos capítulos e para que possamos diferenciá-los,

iremos apresentá-los juntos.

Definição 2.2.2. Sejam V e W dois espaços vetoriais graduados. Uma transformação

linear φ : V −→ W é dita um homomorfismo de espaços vetoriais graduados, quando

φ(Vg) ⊆ Wg, para todo g ∈ G.

Definição 2.2.3. Sejam V um espaço vetorial G-graduado e W um espaço vetorial

H-graduado. Uma transformação linear f : V −→ W é chamada de graduada, se para

qualquer g ∈ G, existir h ∈ H, tal que f(Vg) ⊆ Wh. Claramente, se f(Vg) 6= 0, então

h é unicamente determinado.

Definição 2.2.4. Uma transformação linear f : V −→ W de espaços vetoriais gradu-

ados é dita homogênea de grau g se f(Vh) ⊆ Wgh, para qualquer h ∈ G.

Como V e W são espaços vetoriais G-graduados, podemos definir o espaço gra-

duado Homgr(V,W ) := ⊕g∈GHomg(V,W ), onde Homg(V,W ) é o conjunto de to-

das as transformações lineares homogêneas de grau g, como sendo o espaço gradu-
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ado das transformações lineares homogêneas. Analogamente, podemos definir o es-

paço graduado dos endomorfismos de um espaço vetorial graduado V , denotado por

Endgr(V ) := Homgr(V, V ).

Definição 2.2.5. Sendo V = ⊕g∈GVg, podemos definir um shift à esquerda de V ,

representado por [g]V , como sendo o próprio espaço vetorial V , porém com a graduação

dada por [g]Vgh := Vh.

Em outras palavras, um elemento homogêneo de grau h em V , terá grau gh em

[g]V . De maneira inteiramente análoga, definimos o shift à direita de V , denotado por

V [g]. Ademais, observe que na Definição 2.2.4, podemos dizer que uma transformação

linear f : V −→ W é homogênea de grau g, quando f :[g] V −→ W é um homomorfismo

de espaços vetoriais graduados. Além disto, qualquer transformação homogênea de

qualquer grau, é também uma transformação linear graduada.

Definição 2.2.6. Sejam V um espaço vetorial G-graduado e W um espaço vetorial

H-graduado. Uma equivalência de espaços vetoriais graduados f : V −→ W é um

isomorfismo linear tal que f e f−1 são transformações lineares graduadas.

Sendo f uma equivalência, observe que pela injetividade, temos que existe uma

aplicação bem definida de SuppV no SuppW , onde g → h, quando f(Vg) ⊆ Wh; pois

se f(Vg) = 0, teríamos que a imagem de g ∈ SuppV na aplicação definida acima não

estaria definida. Já a sobrejetividade de f , garante a sobrejetividade da aplicação

entre estes suportes, pois se h ∈ SuppH, existe um elemento homogêneo wh ∈ W

com grau h, logo, por esta sobrejetividade, existe um elemento homogêneo vg ∈ V ,

tal que f(vg) = wh. Assim, f(Vg) ⊂ Wh e portanto, g → h. Ademais, temos que

um isomorfismo linear graduado f : V −→ W é uma equivalência se, e somente se, a

aplicação definida acima é uma bijeção. De fato, suponha que f seja uma equivalência,

como f−1 é uma transformação linear graduada de W em V , se g → h e g′ → h,

temos que a aplicação inversa estaria bem definida e leva h em g e g′ e assim sendo,

g = g′. Agora suponha que esta aplicação seja uma bijeção, então, se f(Vg) ⊆ Wh, para

algum g ∈ SuppV e algum h ∈ SuppW , teremos que f−1(Wh) ⊆ Vg e portanto f−1 é

uma transformação linear graduada, concluindo que f é uma equivalência de espaços

vetoriais graduados.

Definição 2.2.7 (Equivalência de Álgebras Graduadas). Considere A = ⊕g∈GAg e

B = ⊕h∈HBh duas álgebras G e H graduadas, respectivamente. Dizemos que um
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isomorfismo de álgebras φ : A −→ B é uma equivalência de álgebras graduadas, se φ é

uma equivalência de espaços vetoriais.

Como no caso anterior, esta definição determina uma bijeção entre o suporte de

A e o suporte de B.

Exemplo 2.2.8. Considere i e −i as raízes da unidade de ordem 4 em C e as respectivas

Z4 × Z4-graduações de Pauli em M4(C). Observe que na primeira graduação temos

Xa =











−i 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 i 0

0 0 0 1











enquanto na segunda graduação temos

X ′
a =











i 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −i 0

0 0 0 1











Contudo, é fácil ver que a aplicação identidade é uma equivalência de álgebras

graduadas.

Agora iremos abordar os conceitos sobre uma m-flag em um espaço vetorial gra-

duado e a relação que existe entre o anel dos endomorfismos graduados de uma flag e

a álgebras das matrizes triangulares em blocos. Iniciaremos com a seguinte definição.

Definição 2.2.9. Sejam V um K-espaço vetorial graduado de dimensão n e m =

(m1,m2, . . . ,mr) uma r-upla de inteiros positivos, com r ∈ N e m1 +m2 + · · ·+mr =

n. Definimos uma m-flag graduada F como sendo uma sequência V0 ⊂ V1 ⊂ V2 ⊂

· · · ⊂ Vr = V , onde V0 = 0 e Vi é um subespaço homogêneo de V de dimensão

m1 +m2 + · · ·+mi para cada 1 ≤ i ≤ r.

A partir de agora, iremos nos referir a uma m-flag simplesmente como uma flag,

ficando implícito a r-upla m. Considere F : V0 ⊂ V1 ⊂ V2 ⊂ . . . ⊂ Vr = V e

F ′ : W0 ⊂ W1 ⊂ W2 ⊂ . . . ⊂ Wr = W duas flags. Definimos um morfismo entre estas

duas flags

f : F −→ F ′

como sendo um morfismo de espaço vetoriais graduados f : V −→ W , tal que f(Vi) ⊆

Wi, para todo i ∈ {0, 1, . . . , r}. Dizemos que um morfismo de flags é um isomorfismos,

quando ele é também um isomorfismos de espaços vetoriais.
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Observe que estes conceitos que envolvem uma flag também podem ser definido

de maneira análoga para um espaço vetorial ordinário.

É fácil mostrar que o conjunto End(F) de todos os endomorfismos de F é uma

subálgebra de End(V ). A proposição a seguir garante que uma graduação em F induz

uma graduação em End(F).

Proposição 2.2.10. Temos que End(F) = ⊕σ∈GEnd(F)σ, onde

End(F)σ = {f ∈ End(F) | f(Vg) ⊂ Vσg, ∀g ∈ G}.

Ademais, esta decomposição é uma G-graduação em End(F).(Veja [12, Proposição

1.1])

De maneira inteiramente análoga, podemos definir um shift à esquerda de uma

flag. Seja F : V1 ⊂ V2 ⊂ · · · ⊂ Vr = V uma flag de um espaço vetorial graduado V .

Sendo g ∈ G definimos um shift à esquerda de F , como sendo [g]F : [g]V0 ⊂ [g]V1 ⊂

[g]V2 ⊂ . . . ⊂ [g]Vr = [g]V . De modo inteiramente análogo, define-se um shift à direita

de uma flag.

2.3 Módulos Graduados sobre Álgebras com Divisão

Nesta seção, nosso principal objetivo é mostrar que módulos graduados sobre

álgebras graduadas com divisão têm as mesmas características de um espaço vetorial

graduado sobre um corpo. Para atingirmos tal objetivo, iniciaremos descrevendo os

conceitos gerais de módulos e de módulos graduados.

Definição 2.3.1. Seja R uma álgebra. Definimos um R-módulo (ou módulo sobre R)

à esquerda como sendo um espaço vetorial V , munido de uma aplicação R× V −→ V ,

que a cada par (r, v) ∈ R× V associa rv ∈ V e satisfaz:

(i) (r1 + r2)v = r1v + r2v

(ii) r(v1 + v2) = rv1 + rv2

(iii) r1(r2v) = (r1r2)v

(iv) 1rv = v

(v) (λr)v = r(λv) = λ(rv)

para quaisquer r, r1, r2 ∈ R, v, v1, v2 ∈ V e λ ∈ K.
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Observe que os itens (i), (ii) e (iv) da definição acima significam que o produto

(r, v) −→ rv é uma aplicação bilinear. De maneira inteiramente análoga, podemos de-

finir um R-módulo à direta. Para simplificar à terminologia, quando falarmos somente

R-módulo, estaremos nos referindo a ação à esquerda, porém, tudo que for feito para

este caso, valerá para ação à direita.

Definição 2.3.2. Sejam R uma álgebra e V1 e V2 R-módulos. Dizemos que uma

transformação linear φ : V1 −→ V2 é um homomorfismo de R-módulos se φ(rv) = rφ(v)

para quaisquer r ∈ R e v ∈ V .

Sejam R uma álgebra e V um R-módulo. Chamamos de endomorfismo do R-

módulo V , como sendo um homomorfismo (de R-módulos) de V em V e iremos denotar

por EndR(V ) o conjunto de todos os endomorfismos do R-módulo V .

Exemplo 2.3.3. Considere K[x] o anel de polinômios de uma variável com coeficientes

no corpo K. Sejam V um K-espaço vetorial e T uma transformação linear de V em

V . Neste contexto, V é um K[x]-módulo com a aplicação de K[x]× V em V dada por

(a0 + a1x+ · · ·+ anx
n)v = (a0I + a1T + · · ·+ anT

n)(v).

Definição 2.3.4. Sejam R uma álgebra e V um R-módulo. Dizemos que:

(i) Um subespaço vetorial V1 de V é um submódulo (ou R-submódulo) de V se

r.v ∈ V1 para quaisquer ∈ V e v ∈ V1.

(ii) V é um R-módulo irredutível (ou simples) se RV 6= 0 e os seus únicos submódulos

são {0} e V .

(iii) V é fiel quando o conjunto Ann(V ) = {r ∈ R | r(V ) = 0}, chamado de anulador

de V , é trivial.

Exemplo 2.3.5. Sendo R uma álgebra, consideremos R como sendo um R-módulo, de

maneira natural. Temos que os submódulos de R são exatamente os ideais à esquerda

da álgebra R. Sendo V um R-módulo e v ∈ V , então o conjunto R.v = {r.v | r ∈ R} é

um submódulo de V .

Observação 2.3.6. De maneira inteiramente análoga, podemos definir módulos sobre

anéis. Esta observação será utilizada na demonstração do Corolário 4.2.18.

Definição 2.3.7. Um anel R é dito primitivo à esquerda, se existe um R-módulo fiel

irredutível.
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O conceito de anel primitivo à direita é definido de modo análogo. Existem

exemplos de anéis que são primitivos à esquerda mas não à direita e vice-versa, o

primeiro exemplo é devido a G. Bergman. No que segue iremos nos referir à um anel

(ou álgebra) primitivo à esquerda simplesmente como um anel primitivo.

Exemplo 2.3.8. Toda álgebra com divisão é primitiva.

Exemplo 2.3.9. Seja V um espaço vetorial de dimensão finita e L(V ) a álgebra dos

operadores lineares de V . Podemos definir em V uma estrutura de L(V )-módulo,

através da aplicação

L(V )× V −→ V

T × v −→ T · v = T (v)

É fácil ver que este é um módulo fiel e simples, logo L(V ) é uma álgebra primitiva.

Definição 2.3.10. Sejam R, Ri, i ∈ I, álgebras. Para cada j ∈ I, considere πj :
∏

i∈I Ri −→ Rj como sendo a projeção natural. Então R é chamado de produto

subdireto dos Ri, i ∈ I, quando as seguintes condições são satisfeitas:

(i) Existe uma homomorfismo injetivo de álgebras f : R −→
∏

i∈I Ri;

(ii) Para cada j ∈ I, a projeção πjf : R −→ Rj é sobrejetiva.

Poderíamos ter definido álgebra semissimples através do produto subdireto, ou

seja, uma álgebra é dita semissimples quando ela é o produto subdireto de álgebra

primitivas. Esta definição é equivalente a definição dada anteriormente.

Um importante resultado que iremos utilizar no terceiro capítulo acerca de álge-

bras primitivas é o chamado teorema de Kaplansky, que será enunciado a seguir:

Teorema 2.3.11. Seja R um anel primitivo que satisfaz alguma identidade polinomial.

Então R é isomorfo a Mn(D), onde D é uma álgebra com divisão de dimensão finita

sobre seu centro K. Equivalentemente, R é uma álgebra central simples com dimensão

finita sobre o seu centro K.

Demonstração. Veja [18, Teorema 4.13, pg. 153]

Agora iremos abordar os conceitos que envolvem estes módulos, porém com gra-

duações envolvidas.

Definição 2.3.12. Seja R uma álgebra graduada. Um R-módulo graduado à esquerda

é um R-módulo V que é também um espaço vetorial graduado tal que RgVh ⊆ Vgh, para

quaisquer g, h ∈ G. De maneira inteiramente análoga, podemos definir um R-módulo

graduado à direita.
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Para simplificarmos, quando falarmos de R-módulos, estaremos nos referindo a

R-módulos à esquerda. Definimos um homomorfismo de R-módulos graduados, como

sendo um homomorfismo de R-módulos que também é um homomorfismo de espaços

vetoriais graduados. Além disto, dizemos que um subespaço homogêneo W de V é um

submódulo graduado, quando RW ⊆ W .

Definição 2.3.13. Um R-módulo graduado à esquerda V é dito graduado simples ou

irredutível se RV 6= 0 e os seus únicos submódulos graduados são 0 e V .

Exemplo 2.3.14. O Z-módulo Zp, onde p é um número primo, com qualquer gradu-

ação é um módulo graduado simples.

A partir deste ponto, o nosso foco será abordar o caso em que a álgebra graduada

é uma álgebra com divisão e observar que os módulos sobre elas têm muitas proprie-

dades similares aos espaços vetoriais graduados. Por isso iremos chama-los de espaços

vetoriais graduados e seus submódulos de subespaços vetoriais. De agora em diante,

D = ⊕g∈GDg sempre será uma álgebra graduada com divisão. Observe que se V é um

D-espaço vetorial graduado, então cada componente homogênea Vg é um De-espaço

vetorial. O SuppV não é necessariamente um grupo, mas é a união de classes late-

rais do subgrupo SuppD. Denotaremos por |SuppV : SuppD| o número destas classes

laterais (que pode ser infinito). Seja SuppV = ∪i∈IΓi a decomposição de SuppV em

disjuntas classes laterais de SuppD; com isto, ganhamos uma decomposição de V em

soma direta de subespaços graduados:

V = ⊕i∈IVi (2.1)

onde Vi = ⊕α∈Γi
Vα, para i ∈ I. Chamaremos esta decomposição de decomposição

canônica de V . Observe que g1 ∈ (SuppD)g, se e somente se, existir h ∈ SuppD tal

que g1 = hg e isto ocorre se, se somente se, existem vg e vg1 elementos homogêneos

de V , com os respectivos graus, g e g1, e um elemento homogêneo dh de D, tais que

vg1 = dhvg.

Proposição 2.3.15. [37, Teorema 2.5] Seja V um espaço vetorial graduado sobre D,

com uma decomposição canônica dada pela Equação 2.1. Para i ∈ I, fixe algum αi ∈ Γi

e alguma De-base (eij)j∈Ji de Vαi
. Então, (eij)j∈Ji é uma D-base homogênea de Vi, e

(eij)i∈I,j∈Ji formam uma D-base de elementos homogêneos de V . Ademais, toda D-base

homogênea de V tem cardinalidade igual a
∑

i∈I dimDǫ
Vαi

.
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Corolário 2.3.16. [37, Corolário 2.6] Qualquer subespaço graduado de um espaço

vetorial graduado tem um subespaço graduado complementar.

A dimensão de um espaço vetorial graduado V sobre D, é exatamente o número

de elementos de uma das bases homogêneas e será denotada por dimDV . A Proposição

2.3.15 mostra que dimDV =
∑

i∈I dimDǫ
Vαi

onde I é um conjunto com |SuppV :

SuppD| elementos e (αi)i∈I é um conjunto de representantes das classes laterais de

SuppV módulo SuppD. Em particular, se dimDV = d <∞, então |SuppV : SuppD| ≤

d <∞.

Quando tivermos um homomorfismo de módulos graduados, de um D-módulo V

em um D-módulo W , iremos chamá-lo de transformação linear e iremos representar o

conjunto de todos estes homomorfismos por Homgr
D (V,W ). De maneira inteiramente

análoga a feita acima, pode-se provar que EndgrD (V ), tem uma estrutura de espaço

graduado.

Para finalizarmos esta seção iremos apresentar uma definição que será muito uti-

lizada nos próximos capítulos, principalmente, no terceiro capítulo do nosso trabalho.

Definição 2.3.17. Sejam G e H grupos. Considere D como sendo uma álgebra G-

graduada e D′ uma álgebra H-graduada. Sejam V um D-módulo G-graduado à direita

e V ′ um D′-módulo H-graduado à direita. Uma equivalência de (D, V ) em (D′, V ′)

é um par (ψ0, ψ1) onde ψ0 : D −→ D′ é uma equivalência de álgebras graduadas e

ψ1 : V −→ V ′ é uma equivalência de espaços vetoriais graduados, tais que ψ1(vd) =

ψ1(v)ψ0(d), para quaisquer v ∈ V e d ∈ D.

Exemplo 2.3.18. Considere na álgebra das matrizes D = M4(K) com as Z4 × Z4-

graduações de Pauli dadas no exemplo anterior. Considerando ψ0 = Id, já sabemos

que esta aplicação é uma equivalência de graduadas. Agora, considerando o espaço

vetorial V como sendo o próprio D e definindo o ψ1 = ψ0, temos que (ψ0, ψ1) é uma

equivalência de espaços vetoriais graduados sobre álgebras graduadas com divisão.

2.4 Álgebra Graduada com Divisão como uma Álge-

bra Torcida

Nesta seção iremos abordar alguns conceitos que serão utilizados no final do

último capítulo. Iniciaremos com as seguintes definições.

Definição 2.4.1. Seja G um grupo que age em um grupo abeliano A, via um homo-

morfismo de grupos φ : G −→ Aut(A), onde Aut(A) é o grupo dos automorfismos de
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grupos de A. Um 2-cociclo para esta ação é um aplicação σ : G×G −→ A, que satisfaz

a seguinte igualdade

φ(g)(σ(h, t)) + σ(g, ht) = σ(gh, t) + σ(g, h).

O conjunto dos 2-cociclos para uma ação de G em A forma um grupo com a ope-

ração da adição. Este grupo será denotado por Z2
φ(G,A), ou simplesmente Z2(G,A).

Definição 2.4.2. Seja G um grupo finito. Definimos a álgebra de grupo torcida KσG

como sendo a álgebra associativa que tem como base G e o produto é dado por gh =

σ(g, h)gh, onde σ : G×G −→ K∗ é um 2-cociclo.

Exemplo 2.4.3. Se σ for trivial, temos que KσG = KG.

Considere D como sendo uma álgebra graduada com divisão, K um corpo alge-

bricamente fechado e T = SuppD. Já sabemos que Dǫ é uma álgebra com divisão.

Além disso, se Dg 6= 0, então considere um elemento não nulo ag ∈ Dg. Logo, Dga
−1
g

é um De-módulo à esquerda, daí, De ⊆ Dga
−1
g . Por outro lado, pela graduação, temos

que Dga
−1
g ⊆ De. Portanto, De = Dga

−1
g . Então Deag = Dg. Com isso, para quaisquer

g, h ∈ T existe um elemento σ(g, h) ∈ De, tal que

DgDh = σ(g, h)Dgh. (2.2)

Além disso, para quaisquer d ∈ Dǫ e t ∈ T , existe um elemento não nulo t ·d ∈ De

tal que

agd = (t · d)ag. (2.3)

Assim, podemos identificar D como sendo o conjunto das somas formais quase

nulas
∑

t∈T dgag, onde dg ∈ Dǫ, para todo g ∈ T , e a multiplicação determinada

pela multiplicação em Dǫ e pelas Equações (2.2) e (2.3). A lei associativa para a

multiplicação em D é equivalente as seguintes condições: i) para qualquer t ∈ T , a

aplicação d → t · d é um automorfismo de Dǫ; ii) a aplicação σ : T × T −→ D∗
ǫ é um

2-cociclo, isto é

σ(g, h)σ(gh, t) = (gσ(h, t))σ(g, ht) para quaisquer g, h, t ∈ T,

e iii) a aplicação · : T ×Dǫ −→ D∗
ǫ é uma σ-ação torcida, isto é,

g · (h · d) = σ(g, h)((gh) · d)σ(g, h)−1, para quaisquer g, h ∈ T e d ∈ De.
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Agora como K é um corpo algebricamente fechado e assumindo que D tem di-

mensão finita sobre K, já sabemos que Dǫ = K, daí, a ação ” · ” é trivial e a equação

de σ fica da seguinte maneira:

σ(g, h)σ(gh, t) = σ(h, t)σ(g, ht) para quaisquer g, h, t ∈ T .

Em outras palavras, D é uma álgebra de grupo torcida KσT . Essa argumentação

prova o seguinte teorema.

Teorema 2.4.4. ([20, Teorema 2.13]) Seja D uma álgebra graduada de dimensão finita

sobre um corpo algebricamente fechado K. Se D é uma álgebra graduada com divisão

com suporte T ⊂ G, então D é isomorfa a uma álgebra de grupo torcida KσT (com sua

T -graduação vista como uma G-graduação), para algum σ ∈ Z2(G,A). Duas álgebras

de grupo torcida Kσ1T e Kσ2T são isomorfas como álgebras G-graduadas se, e somente

se, T1 = T2 e [σ1] = [σ2].
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Capítulo 3

Isomorfismos na Álgebra Graduada

das Matrizes Triangulares Superiores

em Blocos

Neste capítulo iremos definir o conceito de m-flags sobre um D-módulo V , onde

D é uma álgebra G-graduada com divisão e em seguida descrever os isomorfismos do

anel dos endomorfismos desta m-flag. Este anel surge na classificação das graduações

na álgebra das matrizes triangulares superiores em blocos, em [38], graduadas por um

grupo abeliano finito, que foram classificadas sob a hipótese que o corpo base é alge-

bricamente fechado de característica zero. Mais precisamente no artigo anteriormente

citado, foi demonstrado que qualquer graduação na álgebra das matrizes triangulares

superiores em blocos graduada é isomorfa a um anel de endomorfismos de uma flag

graduada sobre uma álgebra graduada com divisão. Foi provado em [7] que qualquer

graduação elementar na álgebra das matrizes triangulares superiores em blocos é iso-

morfa a um anel de endomorfismo de uma flag sobre um corpo. Além disso, neste

mesmo artigo, foi mostrado que duas álgebras das matrizes triangulares superiores em

blocos com graduações elementares são isomorfas se, e somente se, as correspondentes

flags graduadas são isomorfas, a menos de um shift.

Graduações na álgebra das matrizes triangulares superiores em blocos são des-

critas em [38] sendo uma produto tensorial de uma álgebra de matrizes graduada com

divisão e uma álgebra de matrizes triangulares superiores em blocos com uma graduação



elementar. Esta descrição é para graduações por um grupo abeliano e álgebras sobre

um corpo algebricamente fechado de característica zero. Como consequência deste re-

sultado, determinamos (Corolário 3.3.3), em termos desta decomposição, quando duas

álgebras das matrizes triangulares superiores em blocos graduadas pelo mesmo grupo

são isomorfas.

Os resultados obtidos neste capítulo geraram um artigo com título: Graded Iso-

morphisms on Upper Block Triangular Matrix Algebras [10], que foi publicado no ano

de 2018 na revista Linear Algebra and its Applications. Tal artigo foi resultado de uma

parceria minha com os professores Claudemir Fidelis e Diogo Diniz.

3.1 Conceitos Básicos

Neste capítulo, D sempre representará uma álgebra G-graduada com divisão.

Considere V um D-módulo de dimensão finita, como já provado no capítulo 2, V herda

todas as propriedades de um espaço vetorial, logo iremos chamar V de espaço vetorial

sobre D e seus submódulos de subespaços. Denote EndDV o anel dos endomorfismos

de V . Iremos agora definir o conceito de flags de V , que é similar ao conceito de flag

de um espaço vetorial sobre K.

Definição 3.1.1. Seja m = (m1, . . . ,mr), onde cada mi ∈ N. Uma m-flag (ou simples-

mente uma flag) em V de comprimento r é uma cadeia de D-subespaços G-homogêneos

F : V0 ⊂ V1 ⊂ . . . ⊂ Vr, onde V0 = 0 e Vr = V . Uma base β = {v1 . . . , vn} de V é

dita uma base da flag F : V0 ⊂ V1 ⊂ . . . ⊂ Vr quando {v1, . . . , vni
} é base de Vi, onde

ni = m1 + · · · + mi, para todo i = 1, . . . , r. Um endomorfismo φ de V é dito um

endomorfismo da flag F quando φ(Vi) ⊆ Vi, para todo i = 1, . . . , r.

Observação 3.1.2. (i) Denotaremos o conjunto de todos os endomorfismos da flag

F por EndD F .

(ii) Iremos denotar a ação da álgebra com divisão D em V como sendo à direita, ou

seja, para d ∈ D, temos a ação d·v = vd, para v ∈ V . Além disso, se f ∈ EndD F ,

sua aplicação em qualquer elemento de V , será representada à esquerda, ou seja,

f · v = f(v), para v ∈ V .

Observe que EndD F tem uma estrutura natural de D-espaço vetorial, onde o

produto por escalar é dado por d · f(v) = f(v)d, para quaisquer f ∈ EndD F , d ∈ D e

v ∈ V .
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Sejam β = {v1 . . . , vn} uma base de uma flag F e I1 = {1, . . . ,m1}, I2 = {m1 +

1, . . . ,m1+m2}, . . . , Ir = {m1+m2+ · · ·+mr−1+1, . . . ,m1+m2+ · · ·+mr}. Agora,

considere as seguinte aplicações eij, com i ∈ Ip, j ∈ Iq, p ≤ q e p, q = 1, . . . , r definidas

da seguinte maneira: eij(vk) = δjkvi, para k = 1, . . . , n. É fácil ver que cada eij é um

operador linear de V e também podemos provar que são endomorfismos de F . De fato,

fixe arbitrariamente eij e considere para algum l ∈ {1, . . . , r}, o subespaço da flag F , Vl

e vk, como sendo algum vetor da base de Vl. Se k 6= j, então eij(vk) = 0 ∈ Vl. Se k = j

(observe que isso só é possível se j ≤ m1 + · · · +ml), então q ≤ l e eij(vk) = vi, daí,

como i ∈ Ip, com p ≤ q, temos que i ≤ m1 + · · · +ml, o que nos dá vi ∈ Vl. Portanto

eij(Vl) ⊂ Vl, uma vez que eij(vk) está em Vl, para qualquer vetor da base de Vl. Ademais,

temos que B = {eij | i ∈ Ip; j ∈ Iq; p ≤ q; p, q = 1, . . . , r} é uma base do D-espaço

vetorial EndD F . De fato, considere T ∈ EndD F , n = m1 + · · ·+mr e vk ∈ β, tal que

k ∈ Ip, para algum p = 1, . . . , r. Daí, existem d1, . . . , dnp
∈ D, onde np = m1+· · ·+mp,

tais que T (vk) =
∑np

l=1 vldl =
∑np

l=1 elk(vk)dl e como qualquer l ∈ I1 ∪ · · · ∪ Ip e k ∈ Ip,

então elk ∈ B e assim, pela arbitrariedade do vk, podemos concluir que B é um conjunto

gerador de EndD F . Além disso, suponha que existam dij ∈ D tais que
∑

eij∈B
eijdij =

0, logo temos que 0 =
∑

eij∈B
eijdij(vk) =

∑

eij∈B
eij(vk)dij =

∑np

i=1 vidik, como os

v′is formam uma base da flag, temos que d11 = · · · = d1np
= 0 e, novamente pela

arbitrariedade do vk, concluímos que o conjunto B é L.I.

Agora, temos o seguinte resultado que caracteriza o conjunto dos endomorfismos

de uma flag graduada.

Teorema 3.1.3. Se F : V0 ⊂ V1 ⊂ · · · ⊂ Vr é uma flag graduada em V , então

o conjunto EndD F dos endomorfismos desta flag é uma subálgebra homogênea de

EndD V .

Demonstração. Inicialmente, observe que pela maneira que foi definido o conjunto dos

endomorfismos da flag temos que EndD F ⊆ EndD V . Agora considere φ, ψ ∈ EndD F

e λ ∈ K, daí temos que

(φ+ ψ)(Vi) ⊆ φ(Vi) + ψ(Vi) ⊆ Vi + Vi = Vi

(λφ)(Vi) = λ(φ(Vi)) ⊆ λVi = Vi

(φ ◦ ψ)(Vi) = φ(ψ(Vi)) ⊆ φ(Vi) ⊆ Vi

para i = 0, 1, . . . , r, portanto EndD F é uma subálgebra de EndD V .
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Agora, seja ψ um endomorfismo de F e considere ψ = ψ1+· · ·+ψk, onde ψ1, . . . , ψk

são elementos homogêneos de EndD V de graus distintos. Sendo v ∈ Vi, para algum

i ∈ {1, . . . , r}, um elemento homogêneo de grau g em V , temos que ψ(v) = ψ1(v) +

· · · + ψk(v). Como ψ(v) ∈ Vi, Vi é um subespaço homogêneo e cada ψ1(v), . . . , ψk(v)

tem grau diferente, concluímos que ψj(v) ∈ Vi para j = 1, . . . , k. Isto prova que

ψj(Vi ∩ Vg) ⊂ Vi e como Vi = ⊕g∈GVi ∩ Vg (por ser homogêneo), podemos concluir que

ψj(Vi) ⊆ Vi para i = 1, . . . , r. De onde temos que ψj está em EndD F para j = 1, . . . , k.

Portanto EndD F é uma subálgebra homogênea de EndD V .

Considere R = EndD(F). Podemos definir em V uma estrutura de R-módulo

à esquerda. De fato, considere a soma em V como sendo a mesma definida quando

olhamos V como D-módulo e defina a seguinte ação de R sobre V :

R× V −→ V

(f, v) −→ f · v = f(v).

Note que, pela linearidade das transformações lineares de R, esta aplicação define, de

fato, uma estrutura de R-módulo em V . Sobre esta estrutura, temos os seguintes lemas

que serão utilizados na demonstração dos próximos resultados.

Lema 3.1.4. Seja R = EndDF , onde V é um D-módulo graduado à direita e F : V0 ⊂

V1 ⊂ · · · ⊂ Vr = V é uma flag graduada em V . Então os submódulos de V como um

R-módulo à esquerda são V0, V1, . . . , Vr.

Demonstração. Observe que cada Vi, i = 0, 1, . . . , r, é um subespaço vetorial, logo

fechado para a soma e como r(Vi) ⊆ Vi, para qualquer r ∈ R, temos que ele é invariante

em relação a ação de R em V , portanto Vi é um submódulo de V , para i = 0, 1, . . . , r.

Seja X um R-submódulo não nulo de V , então existe j ∈ {0, 1, . . . , r} tal que X ⊆ Vj,

tal que X * Vj−1. Considere β = {v1, . . . , vn} uma base de F e suponha sem perda

de generalidade que vnj
∈ X e vnj

/∈ Vj−1, onde nj = m1 + · · · +mj. Afirmamos que

Vj = X, pois caso contrário, existiria vk ∈ Vj, porém vk /∈ X. Daí considere a aplicação

eknj
∈ R (uma vez que k e nj são definidos pelos índices da base da flag) e como X é

um R-submódulo, temos que vk = eknj
(vnj

) ∈ X, o que é um absurdo. Portanto temos

o resultado.

Lema 3.1.5. Se R = EndD(F) é o anel dos endomorfismos da flag F : V0 ⊂ V1 ⊂

· · · ⊂ Vr sobre uma álgebra com divisão D então EndRVi = D, para i = 1, 2, . . . , r.

Demonstração. Seja v ∈ Vi \ Vi−1 e f ∈ EndR Vi. Se v e vf são L.I. sobre D, então

existe r ∈ R tal que rv = 0 e r(vf) seja um elemento não nulo de Vi; basta, por

exemplo, completar uma base de F onde v e vf fazem parte e definir r nos elementos
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desta base de tal maneira que r(vf) = v e r aplicada nos demais elementos é igual a

zero. Porém, isto é uma contradição, uma vez que f ∈ EndR Vi e consequentemente,

v = r(vf) = (rv)f = 0. Logo existe um d ∈ D tal que vf = vd. Dado w ∈ Vi,

então existe r ∈ R tal que rv = w, pois se eles forem L.D. sobre D, existe d ∈ D tal

que w = vd e daí defina a aplicação r como sendo r(v) = vd; agora se eles forem L.I.,

complete a base de V como feito acima e temos uma aplicação r que satisfaz o desejado.

Com isso wf = (rv)f = r(vd) = wd. Ademais, fica evidente que f é homogêneo de

grau g se, e somente se, d é homogêneo de grau g.

Agora iremos definir um isomorfismo entre duas flags definidas sobre álgebras

graduadas com divisão distintas, que será na verdade um par de isomorfismos, um

entre as álgebras com divisão e o outro entre as flags.

Definição 3.1.6. Sejam D e D′ duas álgebras G-graduadas com divisão e F : V0 ⊂

V1 ⊂ · · · ⊂ Vr, F ′ : V ′
0 ⊂ V ′

1 ⊂ · · · ⊂ V ′
r duas flags G-graduadas nos espaços G-

graduados V e V ′ sobre D e D′, respectivamente. Um isomorfismo de (D;F) em

(D′;F ′) é um par (ψ0;ψ1), onde ψ0 : D −→ D′ é um isomorfismo de álgebras G-

graduadas e ψ1 : V −→ V ′ é um isomorfismo de espaços vetoriais graduados tais que

ψ1(Vi) = V ′
i , para i = 0, . . . , r; e ψ1(vd) = ψ1(v)ψ0(d) para quaisquer v ∈ V e d ∈ D.

No próximo teorema, iremos provar que dado um isomorfismo qualquer de pares

(D,F) → (D′,F ′), ele induz um isomorfismo de EndDF em EndD′F ′.

Proposição 3.1.7. Dado um isomorfismo (ψ0, ψ1) de (D,F) em (D′,F ′), então existe

um único isomorfismo de álgebras graduadas ψ : R → R′, onde R = EndDF , R′ =

EndD′F ′, tal que ψ1(rv) = ψ(r)ψ1(v) para todo r ∈ R e todo v ∈ V . Dois isomorfismos

(ψ0, ψ1) e (ψ′
0, ψ

′
1) determinam o mesmo isomorfismo R → R′ de álgebras graduadas

se, e somente se, exite um elemento homogêneo não nulo d em D′
ǫ, onde ǫ é o elemento

neutro de G, tal que ψ′
0(x) = d−1ψ0(x)d e ψ′

1(v) = ψ1(v)d.

Demonstração. Seja r ∈ R, a aplicação ψ(r), definida por v′ 7→ ψ1(r(ψ
−1
1 (v′))), está em

R′, uma vez que r e ψ1 são homomorfismos G-graduados de m-flags, então ψ1(r(ψ
−1
1 ))

é um homomorfismo de espaços vetoriais graduados e temos que ψ1(r(ψ
−1
1 (V ′

i ))) =

ψ1(r(Vi)) ⊆ ψ(V ′
i ) = V ′

i , para todo i = 1, . . . , r, pois ψ1 é um isomorfismo de m-flags e

r é um endomorfismo de m-flag. Ademais ψ : R → R′ é um homomorfismo de anéis,

tal que ψ1(rv) = ψ(r)ψ1(v). De fato, sejam r, s ∈ R, como ψ1 é um isomorfismo, então

para todo v′ ∈ V ′, temos

ψ(r + s)(v′) = ψ1((r + s)(ψ−1
1 (v′))) = ψ1(r(ψ

−1
1 (v′) + s(ψ−1

1 (v′))) =

ψ1(r(ψ
−1
1 (v′))) + ψ1(s(ψ

−1
1 (v′))) = (ψ(r) + ψ(s))(v′)
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e

ψ(rs)(v′) = ψ1(r(ψ
−1
1 ψ1(s))(ψ

−1
1 (v′)))) = ψ1(r(ψ

−1
1 (ψ(s)(v′)))) = ψ(r)ψ(s)(v′).

Logo ψ(r + s) = ψ(r) + ψ(s) e ψ(rs) = ψ(r)ψ(s), portanto, ψ é um homomorfismo de

anéis. Agora defina a aplicação ψ′ de R′ em R, onde para qualquer r′ ∈ R′, temos que

ψ′(r′)(v) = ψ−1
1 (r′(ψ1(v))), para qualquer v ∈ V . De maneira inteiramente análoga,

prova-se que ψ′ é um homomorfismo de anéis e além disto temos que

(ψ′ψ(r))(v) = ψ−1
1 (ψ(r)(ψ1(v))) = ψ−1

1 (ψ1(r(ψ
−1
1 (ψ1((v))))) = r(v),

para quaisquer r ∈ R e v ∈ V , logo ψ′ψ = IdR. Do mesmo modo feito acima, prova-

se que ψψ′ = IdR′ e portanto, ψ′ = ψ−1 e ψ é um isomorfismo de anéis. Ademais,

temos que ψ é um isomorfismo de álgebras graduadas, pois se r ∈ R tem grau g e

v′ ∈ V ′ tem grau h, temos que ψ−1
1 (v′) tem grau h, r(ψ−1

1 (v′)) tem grau gh, o mesmo

que ψ1(r(ψ
−1
1 (v′))) e como v′ é um elemento homogêneo arbitrário, concluímos que

ψ1(r(ψ
−1
1 )) tem grau g. Por fim, observe que

ψ1(rv) = ψ1(r(ψ
−1
1 (ψ1(v)))) = ψ(r)ψ1(v)

e é o único com esta propriedade. De fato, suponha que φ : R −→ R′, seja um

isomorfismo G-graduado tal que ψ1(rv) = φ(r)ψ1(v), para quaisquer r ∈ R e v ∈ V ,

Daí φ(r)ψ1(v) = ψ(r)ψ1(v) e como ψ1 é um isomorfismo, temos que φ(r) = ψ(r) e pela

arbitrariedade do r, concluímos que φ = ψ, isso conclui a primeira parte do teorema.

Suponha que (ψ0, ψ1) e (ψ′
0, ψ

′
1) determinam o mesmo isomorfismo, então (ψ1)

−1◦

ψ′
1 está em (EndR V )ǫ, portanto o Lema 3.1.5 implica que existe d0 ∈ Dǫ tal que

(ψ1)
−1 ◦ ψ′

1(v) = vd0, para todo v ∈ V . De onde concluímos que ψ′
1(v) = ψ1(v)d,

para qualquer v ∈ V , onde d = ψ0(d0). Sejam v ∈ V \ {0} e x ∈ D, então ψ′
1(vx) =

ψ′
1(v)ψ

′
0(x), portanto ψ1(v)ψ0(x)d = ψ1(vx)d = ψ′

1(vx) = ψ′
1(v)ψ

′
0(x) = ψ1(v)dψ

′
0(x).

Isto implica que ψ′
0(x) = d−1ψ0(x)d, uma vez que ψ1 é um isomorfismo. A recíproca

é clara, pois ψ′(r)(v) = ψ′
1(r((ψ

′
1)

−1(v))) = ψ′
1(r(ψ

−1
1 (v)))d−1 = ψ1(r(ψ

−1
1 (v)))d−1d =

ψ1(r(ψ
−1
1 (v))) = ψ(r)(v), para quaisquer r ∈ R e v ∈ V .

O principal resultado deste capítulo é o Teorema 3.2.6 que é a recíproca da pro-

posição anterior. Provamos também um resultado análogo (Corolário 3.2.14) para a

equivalência de anéis de endomorfismos das flags graduadas.

Finalizaremos esta seção com noção de shift em uma flag, que é uma ideia análoga

a definição de shift de álgebra graduada dada no segundo capítulo. Sejam D uma

álgebra graduada e V um D-módulo graduado à direita. Dado g ∈ G, então [g−1]D[g] é

também uma álgebra graduada e V [g] é um [g−1]D[g]-módulo graduado. Seja F : V0 ⊂

V1 ⊂ . . . ⊂ Vr uma flag graduada em V , então definimos um shift à direita em F , que

denotaremos por F [g], como a flag graduada V [g]
0 ⊂ V

[g]
1 ⊂ . . . ⊂ V

[g]
r de V [g].
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3.2 Isomorfismos entre Anéis de Endomorfismos de

Flags Graduadas

Nesta seção, um dos principais pontos é descrever, a menos de isomorfismos, as

flags sobre uma álgebra com divisão graduada (Lema 3.2.11) e como consequência,

iremos descrever, a menos de isomorfismo, a álgebra dos endomorfismos destas flags

(Corolário 3.2.12). Sejam V e V ′ espaços vetoriais graduados sobre D e D′; e F

e F ′ flags sobre estes espaços vetoriais, respectivamente. Considere R = EndDF e

R′ = EndD′F ′, onde F e F ′ são flags graduadas sobre as álgebras com divisão D e D′,

respectivamente. Se existe um g ∈ G tal que ([g
−1]D[g],F [g]) é isomorfo a (D′,F ′), então

a Proposição 3.1.7 implica que R e R′ são anéis graduados isomorfos. Provaremos o

Teorema 3.2.6 que é a recíproca desta afirmação. Iniciaremos com alguns resultados

preliminares.

Lema 3.2.1. Seja R = EndDF , onde F é uma flag sobre D. Se e é um elemento

idempotente de R tal que e(V ) = V1, então R1 = Re é um um subanel de R, a aplicação

r 7→ r |V1 é um isomorfismo de R1 em EndDV1 e R = R1 ⊕ I1, onde I1 = R(1− e).

Demonstração. Temos que R1, I1 são ideais à esquerda de R, pois sejam ae, be ∈ R1

e r ∈ R, então temos que ae + be = (a + b)e ∈ R1 e r(ae) = (ra)e ∈ R1. De modo

análogo, prova-se que I1 é um ideal à esquerda de R. Além disso, R1 é um subanel,

pois (ae)(be) = (aeb)e ∈ R1. Denote i : V1 → V a aplicação inclusão. Daí, a aplicação

r1 7→ ir1e é um homomorfismo injetivo de EndDV1 em R1. Pois, observe que ir1e ∈ R,

para todo r1 ∈ R1, daí, temos que ir1e = (ir1e)e ∈ R1, ou seja, tal aplicação está bem

definida e i(r1 + s1)e = ir1e + is1e ∈ R1, i(r1s1)e = (ir1s1e)e ∈ R1, para quaisquer

r1 e s1 em R1, logo é um homomorfismo de anéis. Suponha agora que ir1e = 0, daí,

ir1e(V ) = 0, como e(V ) = V1, temos que ir1(V1) = 0 e como i é injetiva, temos que

r1(V1) = 0, ou seja, r1 = 0 e a aplicação é injetiva, como queríamos. Ademais, dado

r ∈ R1, a restrição de r em V1, r |V1 está em EndDV1. De fato, primeiro note que e

restrita a V1 é a identidade, uma vez que ela é um idempotente e se e(v) = v1 ∈ V1,

temos que e(v1) = e2(v) = e(v) = v1; segundo, se r = se, com s ∈ R, temos que

r(V1) = se(V1) = s(V1) ⊆ V1. Consequentemente, i(r |V1)e = re = r, portanto

r |V1 7→ i(r |V1 e) = r é uma aplicação sobrejetiva. Contudo, concluímos que ela é um

isomorfismo de anéis. Além disto, se r1 ∈ R1 for homogêneo de grau g, então ir1 terá

grau g, uma vez que i atua como a identidade sobre V1, portanto, este isomorfismo é

graduado.

De maneira imediata, temos queR = R1+I1. Além disso, suponha que r ∈ R1∩I1,

então, existem r1, s1 ∈ R tais que r = r1e e r = s1(1 − e), daí, r1e = s1(1 − e) e daí
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(r1 + s1)e = s1, como e é idempotente, temos que (r1 + s1)e = s1e e daí r1e = 0, logo

r = r1e = 0 e portanto a soma é direta.

Observação 3.2.2. Dados v ∈ V e r ∈ R, o elemento re(v) está em V1, pois e(V ) = V1

e r(V1) ⊆ V1. Portanto ere(v) = re(v). Isso implica que ere = re, para qualquer

r ∈ R, desta igualdade concluímos que (1− e)r = (1− e)r(1− e), pois (1− e)r(1− e) =

(r−er)(1−e) = r−er−re+ere = r−er−re+re = r−er = (1−e)r. Daí, I1 é também

um ideal à direita, pois se r, s ∈ R, então temos que r(1− e)s = r(1− e)s(1− e) ∈ I1.

Ademais, observe que I1 = AnnRV1, pois como V1 = e(V ), daí r(V1) = 0 se, e somente

se, re(V ) = r(V1) = 0, ou seja, re = 0. Logo, como r = re + r(1 − e) e (1 − e)e = 0,

concluímos que re = 0 se, e somente se, r ∈ I1. Pois, suponha que r ∈ I1, então existe

s ∈ R, tal que r = s(1 − e), daí re = s(1 − e)e = 0. Reciprocamente, suponha que

re = 0, daí, r = re+ r(1− e) = r(1− e) ∈ I1.

Lema 3.2.3. Seja ψ : R → R′ um isomorfismo de álgebras graduadas, onde R =

EndDF e R′ = EndD′F ′ são anéis de endomorfismos das flags F e F ′ sobre álgebras

graduadas com divisão D e D′ respectivamente. Se e é um idempotente não nulo de R

tal que e(V ) = V1, então V ′
1 = ψ(e)(V ′).

Demonstração. A igualdade ere = re na Observação 3.2.2, implica que ψ(e)(V ′) é um

submódulo de V ′, onde V ′ é considerado como um R′-módulo. De fato, observe que é

imediato que este conjunto é fechado para soma de seus elementos e considere v′ ∈ V ′

e r′ ∈ R′, então existe r ∈ R, tal que ψ(r) = r′, daí, r′(ψ(e)(v′)) = ψ(r)(ψ(e)(v′)) =

ψ(re)(v′) = ψ(ere)(v′) = ψ(e)(ψ(re))(v′) ∈ ψ(e)(V ′). Está claro que este é um submó-

dulo não nulo, uma vez que e é não nulo e ψ é um isomorfismo. Portanto, o Lema 3.1.4

implica que V ′
1 ⊂ ψ(e)(V ′), uma vez que os únicos submódulos de V ′ como R′-módulos

são 0, V ′
1 , . . . , V

′
r . Sejam f ′ uma projeção de V ′ em V ′

1 e f = ψ−1(f ′). Segue da inclusão

V ′
1 ⊆ ψ(e)(V ′) e do fato que ψ(e) restrita a V ′

1 é igual a identidade (uma vez que ψ(e)

é um idempotente), que ψ(e)ψ(f) = ψ(f), e como ψ é um isomorfismo, temos que

ef = f . Neste caso 0 6= f(V ) = ef(V ) ⊆ V1, pois f(V ) é um submódulo não nulo de

V , uma vez que f ∈ EndDV . Assim, o Lema 3.1.4 implica que f(V ) = V1 = e(V ).

Sendo assim fe = e, portanto ψ(e)(V ′) ⊆ ψ(f)(V ′) = V ′
1 .

Lema 3.2.4. Sejam R = EndDF e R′ = EndD′F ′ os anéis dos endomorfismos das flags

graduadas F e F ′ sobre as álgebras graduadas com divisão D e D′, respectivamente.

Sejam β = {v1, . . . , vn} uma base de F e eij os endomorfismos D-lineares de V tais

que eijvk = δjkvi. Se ψ : R → R′ é um isomorfismo de álgebras graduadas, então

dimDV = dimD′V ′. Ademais, dado um v′1 em ψ(e11)(V
′) não nulo, existem v′2, . . . , v

′
n

em V ′ tais que β′ = {v′1, v
′
2, . . . , v

′
n} é uma base para V ′ e ψ(eij)(v

′
k) = δjkv

′
i para

quaisquer i, j, tais que eij ∈ R.

Demonstração. É fácil verificar que e11, . . . , enn são idempotentes ortogonais em R,

tais que e11 + · · · + enn é a identidade de R. Isto implica que V ′ = ⊕n
j=1Q

′
j, onde
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Q′
j = ψ(ejj)(V

′), pois, suponha que v′ ∈ V ′ e como ψ é um isomorfismo de álgebras

graduadas, logo leva identidade em identidade, temos que v′ = ψ(e11+ · · ·+ enn)(v
′) =

(ψ(e11) + · · · + ψ(enn))(v
′) = ψ(e11)(v

′) + · · · + ψ(enn)(v
′), logo V ′ =

∑n
j=1Q

′
j. Agora

suponha que exista v′j ∈ Q′
j, para j = 1, . . . , n, tais que v′1 + · · ·+ v′n = 0, sendo assim,

existem w′
j, tais que ψ(ejj)(w′

j) = v′j, com j = 1, . . . , n. Com isso 0 = v′1 + · · · + v′n =

ψ(e11)(w
′
1) + · · · + ψ(enn)(w

′
n). Aplicando-se ψ(ejj), para algum j ∈ {1, . . . , n} temos

que 0 = ψ(ejj)(ψ(e11)(w
′
1) + · · · + ψ(enn)(w

′
n)) = ψ(ejj)(w

′
j) = v′j, com isso, pela

arbitrariedade do j, temos que a soma é direta.

Observe que os Q′
j são D′-subespaços não nulos de V ′, pois como ψ é um iso-

morfismo e os ejj são não nulos, cada ψ(ejj) é uma aplicação não nula, logo suas

imagens também são não nulas, ou seja, os Q′
j’s são não nulos, e como são imagens de

transformações D′-lineares, concluímos que são D′-subespaços. Com isto, concluímos

que

dimD′V ′ =
n
∑

j=1

dimD′Q′
j ≥ n = dimDV.

De maneira inteiramente análoga, prova-se que dimDV ≥ dimD′V ′, portanto concluí-

mos que dimD′V ′ = dimDV . Isto implica que dimD′Q′
j = 1, para j = 1, . . . , n. Dado

eij em R, temos que ψ(eij)Q
′
k = ψ(eij)ψ(ekk)(V

′) = 0, para qualquer k 6= j. Se

0 = ψ(eij)Q
′
j = ψ(eij)ψ(ejj)(V

′) = ψ(eijejj)(V
′) = ψ(eij)(V

′), então ψ(eij) = 0, uma

contradição, já que ψ é um isomorfismo e eij é não nulo. Portanto, ψ(eij)Q′
j 6= 0. A

igualdade eiieij = eij implica que ψ(eij)Q′
j ⊆ Q′

i, pelo argumentado acima. Como Q′
i

e Q′
j são D′-módulos de dimensão 1, então concluímos que v′ 7→ ψ(eij)v

′ é um iso-

morfismo de Q′
j em Q′

i, como D′-módulos. Dados v′1 ∈ Q′
1 = ψ(e11), considere v′i o

único elemento de Q′
i tal que ψ(e1i)(v′i) = v′1, i = 2, . . . , n. Então β′ = {v′1, . . . , v

′
n}

é uma base de V ′, uma vez que ele é a soma direta dos Q′
j. Além disso, para qual-

quer eij ∈ R e k 6= j, temos que v′k = ψ(ekk)(v
′), para algum v′ ∈ V ′, portanto

ψ(eij)(v
′
k) = ψ(eij)ψ(ekk)(v

′) = 0. Ademais, e1i ∈ R e

ψ(e1i)ψ(eij)(v
′
j) = ψ(e1j)(v

′
j) = v′1,

e como ψ(e1i) é um isomorfismo e ψ(e1i)(v′i) = v′1, concluímos que ψ(eij)(v′j) = v′i e

como a soma é direta. Portanto segue a demonstração.

Observação 3.2.5. Seja R uma álgebra graduada simples que tem um ideal à esquerda

minimal I. Se V é um R-módulo graduado simples, então existe g ∈ G tal que V é

isomorfo a I [g], como R-módulos graduados (veja [20, Lemma 2.7]).

Teorema 3.2.6. Sejam D e D′ álgebras G-graduadas com divisão, V e V ′ módulos

graduados à direita sobre D e D′, respectivamente. Considere R = EndDF e R′ =

EndD′F ′, onde F : V0 ⊂ V1 ⊂ · · · ⊂ Vr e F ′ : V ′
0 ⊂ V ′

1 ⊂ · · · ⊂ V ′
r′ flags G-graduadas em

V e V ′, respectivamente. Se ψ : R → R′ é um isomorfismo de álgebras G-graduadas,
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então r = r′ e, existem um g ∈ G e um isomorfismo (ψ0, ψ1) de ([g
−1]D[g],F [g]) em

(D′,F ′) tais que ψ1(rv) = ψ(r)ψ1(v), para qualquer r ∈ R e para todo v ∈ V .

Demonstração. Seja W1 um subespaço de V tal que V = V1⊕W1 e denote e como sendo

a projeção de V em V1. Então e é um idempotente em R. O Lema 3.2.1 implica que

R = R1 ⊕ I1, onde R1 = Re e I1 = R(1− e). Como ψ é linear, podemos considerar em

V ′ uma estrutura de R-módulo à esquerda, definida pela seguinte ação rv′ := ψ(r)(v′),

daí, o Lema 3.2.3 implica que e(V ′) = V ′
1 . Da Observação 3.2.2 temos que I1V1 = 0;

como ψ(e) é um idempotente em R′ e V ′ é um R-módulo, temos também que I1V ′
1 = 0,

logo RV1 = (R1 ⊕ I1)V1 = R1V1 e RV ′
1 = R1V

′
1 . Como V1 e V ′

1 são R-módulos simples

(pelo Lema 3.1.4), concluímos que V1 e V ′
1 são R1-módulos simples. A Observação 3.2.5

implica que existe um g ∈ G e um isomorfismo ψ′
1 : V

[g]
1 → V ′

1 de R1-módulos. Daí,

como R = R1 ⊕ I1 e I1V1 = I1V
′
1 = 0, temos que ψ′

1 é um isomorfismo de R-módulos.

Defina agora, ψ0 :
[g−1] D[g] → D′ dada por

v′ψ0(d) = ψ′
1

(

(ψ′
1)

−1(v′)d
)

,

para v′ ∈ V ′
1 e d ∈ D. Temos que esta aplicação é um isomorfismo de álgebras gradu-

adas. Suponha que d1, d2 ∈[g−1] D[g] e λ ∈ K. Inicialmente, observe que esta aplicação

está bem definida, pois se d1 = d2, temos então que v′ψ0(d1) = ψ′
1 ((ψ

′
1)

−1(v′)d1) =

ψ′
1 ((ψ

′
1)

−1(v′)d2) = v′ψ0(d2) para todo v′ ∈ V ′, logo ψ0(d1) = ψ0(d2). Ademais, como

ψ′
1 é um isomorfismo de R-módulos, temos

v′ψ0(d1 + λd2) = ψ′
1

(

((ψ′
1)

−1(v′))(d1 + λd2)
)

= ψ′
1

(

(ψ′
1)

−1(v′)d1 + λ(ψ−1
1 )(v′)d2

)

=

ψ′
1

(

(ψ′
1)

−1(v′)d1
)

+ λψ1

(

(ψ′
1)

−1(v′)d2
)

= (v′)(ψ0(d1) + λψ0(d2))

e

(v′)ψ0(d1d2) = ψ′
1((ψ

′
1)

−1(d1d2)) = ψ′
1((ψ

′
1)

−1(ψ′
1((ψ

′
1)

−1(v′))d1)d2) =

(ψ′
1((ψ

−1
1 )−1)(v′)d1)ψ0(d2) = (v′ψ0(d1))ψ0(d2) = v′ψ0(d1)ψ0(d2)

assim ψ0 é um homomorfismo de álgebras. Suponha agora que d ∈ D tenha grau igual

a g−1hg, logo em [g−1]D[g] terá grau h e suponha que v′ é um elemento homogêneo de

grau tg em V1, então, em V
[g]
1 terá grau t. Assim ψ′

1 ((ψ
′
1)

−1(v′)d) tem grau th em

V ′
1 , uma vez que ψ′

1 é um isomorfismo de álgebras graduadas. Logo ψ0(d) tem grau

h e portanto ψ0 é um isomorfismos de álgebras graduadas. Contudo, concluímos que

(ψ0, ψ
′
1) é um isomorfismo graduado de pares de ([g

−1]D[g], V
[g]
1 ) em (D′, V ′

1).

Seja β = {v1, . . . , vn} uma base para F e β′ = {v′1, . . . , v
′
n} a base de V ′ dada no

Lema 3.2.4 com v′1 = ψ′
1(v1). Denote ψ1 : V → V ′ a aplicação dada por

ψ1(v1d1 + · · ·+ vndn) = v′1ψ0(d1) + · · ·+ v′nψ0(dn). (3.1)

Pela Equação (3.1) temos que ψ1(v + w) = ψ1(v) + ψ1(w) e ψ1(vd) = ψ1(v)ψ0(d) para

quaisquer v, w ∈ V , d ∈ D. Além disso, observe que (ψ0, ψ1) é um isomorfismo de pares
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de ([g
−1]D[g], V [g]) em (D′, V ′), uma vez que ψ1 está definida nos elementos das bases e

conserva o grau, pois ψ0 é um isomorfismo de álgebras graduadas. Como eijvk = δjkvi

e eijv′k = δjkv
′
i, concluímos que dados eij em R e vk em β, temos que

ψ1(eijvk) = ψ1(δjkvi) = δjkψ1(vi) = δjkv
′
i = eijv

′
k = eijψ1(vk).

Daí, pela equação anterior, concluímos que

ψ1(eijv) = eijψ1(v), (3.2)

para quaisquer eij ∈ R e v ∈ V .

Dado d ∈ D, denote rd como sendo o endomorfismoD-linear de V tal que rd(vk) =

vkd, para k = 1, . . . , n. Claramente rd ∈ R, para todo d ∈ D. Além disso, temos que

rdv
′
1 = rdψ1(v1) = ψ1(rdv1) = ψ1(v1d) = ψ1(v1)ψ0(d) = v′1ψ0(d).

Ademais note que rdv′k = v′kψ0(d), para k = 2, . . . , n. De fato, note primeiramente

que para quaisquer d ∈ D e eij ∈ R temos que eijrd = rdeij, pois se v = v1d1 + · · · +

vvdn ∈ V , então eijrd(v) = eijrd(v1d1 + · · ·+ vvdn) = eij(v1d1d+ · · ·+ vvdnd) = vidid e

rdeij(v) = rdeij(v1d1 + · · ·+ vvdn) = rd(vidi) = vidid, e assim temos o que foi afirmado

por último. Agora, sejam d′1, . . . , d
′
n os elementos em D′ tais que

rdv
′
k = v′1d

′
1 + · · ·+ v′kd

′
k.

Se i 6= k, então v′id
′
i = eii(rdv

′
k) = rdeiiv

′
k = 0, daí, como v′i 6= 0 e D′ é uma

álgebra graduada com divisão, temos que d′i = 0. Portanto, rdv′k = v′kd
′
k e concluímos

que

v′id
′
k = eik(v

′
k)d

′
k = eik(v

′
kd

′
k) = eikrd(v

′
k) = rdeik(v

′
k) = rdv

′
i = v′iψ0(d),

isto implica que d′k = ψ0(d) e consequentemente temos que rdv′k = v′kψ0(d). Daí, temos

que

ψ1(rdvk) = ψ1(vkd) = v′kψ0(d) = rdv
′
k = rdψ1(vk),

e portanto

ψ1(rdv) = rdψ1(v), (3.3)

para quaisquer d ∈ D e v ∈ V , uma vez que β é base de V . Como já provado após a

Observação 3.1.2, temos que R = EndD(F) é gerado como um anel pelos eij, que estão

em R junto com os elementos {rd | d ∈ D}. Portanto as Equações (3.2) e (3.3) implicam

que ψ1(rv) = rψ1(v) para quaisquer r ∈ R e v ∈ V . Assim ψ1(V1) ⊂ · · · ⊂ ψ1(Vr)

são R-submódulos de V ′. Analogamente, prova-se que ψ−1
1 (V ′

1) ⊂ · · · ⊂ ψ−1
1 (V ′

r′) são

R-submódulos de V . Daí, pelo Lema 3.1.4 temos que r = r′ e ψ1(Vi) = V ′
i para

i = 1, . . . , r.

Agora iremos trabalhar para demonstrar o primeiro resultado descrito no inicio

desta seção. Para isso precisamos da seguinte definição.
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Definição 3.2.7. Considere g = (g1, . . . , gn) ∈ Gn, onde n é um número natural.

Definimos V (D,n,g) como sendo o D-módulo à direita graduado ⊕n
i=1

[gi]D.

A proposição à seguir mostra que esta definição é de suma importância para o

nosso trabalho.

Proposição 3.2.8. Seja V um D-espaço vetorial graduado de dimensão finita. Existe

terna (D,n,g) tal que V é isomorfo a V (D,n,g).

Demonstração. Sejam V umD-módulo graduado de dimensão finita, com β = {v1, . . . , vn}

sendo uma de suas bases homogêneas, tal que deg vi = hi, para i = 1, . . . , n. Defina

g = (h1, . . . , hn) e V (D,n,g) e considere a seguinte aplicação

φ : V −→ V (D,n,g) (3.4)

definida por φ(v1d1 + · · · + vndn) = (d1, . . . , dn), onde di está em [hi]D, para i =

1, . . . , n. Observe que esta aplicação está bem definida e que é um homomorfismo

de D-espaços vetoriais. Além disso, se v é um elemento homogêneo de grau g, então

existem di1 , . . . , dik ∈ D, com k inteiro positivo e i1, . . . , ik ∈ {1, . . . , n}, tais que,

v = vi1di1 + · · · + vikdik , onde deg (vijdij) = g, para j = 1, . . . , k. Logo, deg dij = lijg

em G, onde lij = (deg vij)
−1 = h−1

ij
, sempre que dij for não nulo. Consequentemente,

dij terá grau g em [hij
]D, para j = 1, . . . , k. Com isto, φ(v) = (di1 , . . . , dik) terá grau g

em V (D,n,g). Portanto, φ é um isomorfismo e temos que V e V (D,n,g) são isomorfos.

Proposição 3.2.9. Os pares (D, V (D,n,g)) e (D′, V (D′, n′,g′)) são isomorfos se, e

somente se, D ∼= D′, n = n′ e existem h1, . . . , hn ∈ supp D, σ ∈ Sn tais que gi =

g′σ(i)hσ(i), para i = 1, . . . , n.

Demonstração. Inicialmente, observe que podemos considerar [g′
σ(i)

]D′ como sendo um

D-módulo, uma vez que D ∼= D′, e que [gi]D e [g′
σ(i)

]D′ são unidimensionais como D-

módulos.Suponha inicialmente que (D, V (D,n,g)) e (D′, V (D′, n′,g′)) são isomorfos.

Então, pela definição de isomorfismo de pares temos que D ∼= D′, e V (D,n,g) ∼=

V (D′, n′,g′), consequentemente n = n′. Daí, pela definição destes módulos irredutíveis,

temos que existe σ ∈ Sn, tal que [gi]D ∼=
[g′

σ(i)
]D′, para i = 1, . . . , n. Ademais, temos

que 1 ∈[gi] Dgi , logo considerando φi como sendo o isomorfismo entre [gi]D e [gσ(i)
′]D′,

temos que 0 6= φi(1) ∈
[g′

σ(i)
]D′

gi
= [g′

σ(i)
]D′

g′
σ(i)

(g′
σ(i)

)−1gi
= D′

(g′
σ(i)

)−1gi
, para i = 1, . . . , n.

Assim hσ(i) = (g′σ(i))
−1gi ∈ SuppD e consequentemente existem h1, . . . , hn ∈ supp D,

tais que gi = g′σ(i)hσ(i).

Suponha agora que D ∼= D′, n = n′ e que existem h1, . . . , hn ∈ supp D, σ ∈ Sn

tais que gi = g′σ(i)hσ(i), para i = 1, . . . , n. Como h1, . . . , hn ∈ supp D, podemos escolher

di ∈ Dhσ(i)
não nulo, para i = 1, . . . , n. Daí, defina a aplicação φi :

[gi]D −→ [g′
σ(i)

]D,
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dada por φi(v) = dv. Observe que ela é linear e como os D-módulos envolvidos são uni-

dimensionais e d é não nulo, temos que ela é um isomorfismo de D-módulos. Para pro-

varmos que ela é graduada, considere um elemento graduado de D, v ∈ Dg =
[gi]Dgig,

logo, φ(v) = dv ∈ Dhσ(i)g = [g′
σ(i)

]Dg′
σ(i)

hσ(i)g = [g′
σ(i)

]Dgig, portanto, esta aplicação

é graduada, para i = 1, . . . , n. Assim, reordenando se necessário, φ =
∏n

i=1 φi é um

isomorfismo de espaços graduados entre V (D,n,g) e V (D′, n′,g′), como queríamos.

Dada a tripla (D,m,g), onde D é uma álgebra com divisão G-graduada, m =

(m1, . . . ,mr) é uma r-upla de números naturais e g = (g1, . . . , gn) ∈ Gn, onde n =

m1 + · · · +mr. Denote F(D,m,g) a flag graduada V0 ⊂ V1 ⊂ · · · ⊂ Vr, onde V0 = 0

e Vi = ⊕ni

j=1
[gj ]D, ni = m1 + · · · + mi, para i = 1, . . . , r. O anel R = EndDF dos

endomorfismos desta flag será denotado por A(D,m,g).

Observação 3.2.10. Observe que qualquer flag dada é isomorfa a uma flag do tipo

F(D,m,g). Pois, seja F : V0 ⊂ V1 ⊂ · · · ⊂ Vr uma flag em um D-espaço vetorial

graduado V , com base β = {v1, . . . , vn}. Pelo argumentado acima, temos que V

é isomorfo a V (D,n,g), onde este último foi definido anteriormente. Considerando

em V (D,n,g) a flag graduada F(D,m,g) : V ′
0 ⊂ V ′

1 ⊂ · · · ⊂ V ′
s , onde V ′

0 = 0 e

V ′
i = ⊕ni

j=1
[gj ]D, ni = m1 + · · · + mi, para i = 1, . . . , r, temos que o isomorfismo de

D-espaços vetoriais, definido na Equação (3.4), é um isomorfismo de F em F(D,m,g).

De fato, seja v ∈ Vi, para algum i ∈ {1, . . . , r}, então exitem d1, . . . , dni
, tais que, v =

v1d1+ · · ·+vni
dni

, daí, φ(v) = d1+ · · ·+dni
∈ V ′

i = ⊕ni

j=1
[gj ]D, logo φ(Vi) ⊆ V ′

i . Assim,

como φ é um isomorfismo e, Vi e V ′
i têm a mesma dimensão, temos que φ(Vi) = V ′

i ,

como queríamos. Portanto, descrever todas as flags do tipo definida acima, a menos

de isomorfismos, é na verdade descrever todas as flags. Consequentemente, o mesmo

vale para os anéis dos endomorfismo das flags.

Lema 3.2.11. Sejam F(D,m,g) : V0 ⊂ · · · ⊂ Vr e F(D′,m′,g′) : V ′
0 ⊂ · · · ⊂ V ′

r flags

graduadas de mesmo comprimento e seja ψ0 : D → D′ um isomorfismo de álgebras

graduadas. Então existe um isomorfismo ψ1 : Vr → V ′
r de espaços vetoriais graduados

tal que (ψ0, ψ1) é um isomorfismo de pares de (D,F(D,m,g)) em (D′,F(D′,m′,g′))

se, e somente se, m = m′ e existem h1, . . . , hn ∈ supp D, onde n = n1 + · · · + nr, e

σ ∈ Sm1 × · · · × Smr
tais que gi = g′σ(i)hσ(i).

Demonstração. Denote m = (m1, . . . ,mr) e m′ = (m′
1, . . . ,m

′
r). Assuma que existe

um isomorfismo graduado de espaços vetoriais ψ1 : Vr → V ′
r tal que (ψ0, ψ1) é um

isomorfismo de pares. Neste caso, os pares (D, Vi+1/Vi) e (D′, V ′
i+1/V

′
i ) são isomorfos,

i = 0, . . . , r − 1, uma vez que ψ1 é um isomorfismo de flags. Logo ψ(Vj) = Vj, para

j = 0, 1, . . . , r e se β = {v1, . . . , vn} for uma base de F , então βi = {vni+1, . . . , vni+mi+1
}

é base para Vi+1/Vi, onde consideramos v0 = 0, n0 = 0 e ni = ni−1+mi, para qualquer
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i = 0, 1, . . . , r − 1. Daí considere ψ
(i)

: Vi+1/Vi −→ V ′
i+1/V

′
i dado por ψ

(i)
(v) = ψ1(v),

para todo v ∈ Vi. É fácil ver que esta aplicação está bem definida, pois se v = w em

Vi+1/Vi, então v − w ∈ Vi e ψ(v) − ψ(w) ∈ V ′
i , consequentemente ψ(v) = ψ(w) em

V ′
i+1/V

′
i . Observe que ψ

(i)
leva βi em β′

i, logo é um isomorfismo, para i = 0, 1, . . . , r−1

. Suponha, sem perda de generalidade, que βi seja uma base constituída de elementos

homogêneos com graus respectivamente iguais a gni+1, . . . , gni+mi+1
, i = 1, . . . , r − 1.

Analogamente, suponha que V ′
i+1/V

′
i tenha uma base de elementos homogêneos com

respectivos graus g′n′

i+1, . . . , g
′
n′

i+m′

i+1
. A Observação 3.2.9 implica que mi = m′

i, que

existem hni+1, . . . , hni+mi
∈ supp D e que existe uma permutação σi dos elementos

{ni + 1, . . . , ni +mi}, tais que gj = g′σ(j)hσ(j), para qualquer j ∈ {ni + 1, . . . , ni +mi}.

Portanto, como m = (m1, . . . ,mr) e m′ = (m′
1, . . . ,m

′
r), concluímos que m = m′.

Ademais, se definirmos σ = σ1 · · · σr, então gi = g′σ(i)hσ(i), para i = 1, . . . , n.

Para a recíproca, suponha que {v′1, . . . , v
′
n} seja uma base de F(D′,m′,g′) de ele-

mentos homogêneos com respectivos graus degGv
′
i = g′i. Sejam d′1, . . . , d

′
n elementos ho-

mogêneos não triviais de D′, com graus h1, . . . , hn, respectivamente. Agora, sejam wi =

v′σ(i)d
′
σ(i), como D′ é uma álgebra graduada com divisão, então o conjunto {w1, . . . , wn}

é uma base de F(D′,m′,g′) e degGwi = gi, por hipótese, para i = 1, . . . , n. Agora, seja

{v1, . . . , vn} uma base para F(D,m,g) de elementos homogêneos com graus g1, . . . , gn,

respectivamente. Então a aplicação ψ1(v1d1 + · · ·+ vndn) = w1ψ0(d1) + · · ·+wnψ0(dn)

é um isomorfismo de espaços vetoriais graduados, pois leva uma D-base de um espaço

em uma D′-base do outro e conserva o grau dos elementos desta base. Daí, pela defi-

nição de ψ1 e como ψ0 e ψ1 são isomorfismos, temos que (ψ0, ψ1) é um isomorfismo de

pares.

Corolário 3.2.12. As álgebras A(D,m,g) e A(D′,m′,g′) são isomorfas se, e somente

se, m = m′, se existe um g ∈ G tal que [g−1]D[g] ∼= D′ e se existem h1, . . . , hn ∈ supp D

e σ ∈ Sm1 × · · · × Sms
tais que g′i = gσ(i)hσ(i)g para i = 1, . . . , n.

Demonstração. Supondo que as álgebras A(D,m,g) e A(D′,m′,g′) são isomorfas, o

Teorema 3.2.6 implica que as flags F(D,m,g) e F(D′,m′,g′) são do mesmo compri-

mento e, existem g ∈ G e um isomorfismo de pares (ψ0, ψ1) de (D′,F ′) em ([g
−1]D[g],F [g]).

Além disso, observe que EndDF(D,m,g)[g] = EndDF(D,m,g), pois, suponha que

f ∈ EndDF(D,m,g) seja homogêneo de grau h, então temos que

f(V
[g]
tg ) = f(Vt) ⊆ Vht = V

[g]
htg

logo, f ∈ EndDF(D,m,g)[g] com grau h e daí EndDF(D,m,g) ⊆ EndDF(D,m,g)[g],

uma vez que toda aplicação em EndDF(D,m,g) é soma de elementos homogêneos.

Por outro lado, suponha que f ∈ EndDF(D,m,g)[g], tal que é homogêneo de grau h,

então temos que

f(Vt) = f(V
[g]
tg ) ⊆ V

[g]
htg = Vht
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logo f ∈ EndDF(D,m,g) possui grau homogêneo h, assim EndDF(D,m,g)[g] ⊆

EndDF(D,m,g).

Agora, suponha que as flags F(D,m,g) e F(D′,m′,g′) são do mesmo compri-

mento e, existem g ∈ G e um isomorfismo de par (ψ0, ψ1) de (D′,F ′) em ([g
−1]D[g],F [g]).

Defina ϕ : A(D,m,g)[g] −→ A(D′,m′,g′) dado por f −→ ϕ(f)(v′) = ψ−1
1 (f(ψ1(v

′))).

Observe que esta aplicação é um isomorfismo de álgebras graduadas, a demonstra-

ção é análoga a feita no Teorema 3.2.6 e por A(D,m,g)[g] = A(D,m,g), tem-se que

A(D,m,g) e A(D′,m′,g′) são isomorfas.

Agora iremos considerar a equivalência entre os anéis dos endomorfismos de flags

graduadas. No caso de anéis de endomorfismos de espaços vetoriais, temos o seguinte

resultado.

Proposição 3.2.13. [20, Proposition 2.33] Sejam G e H grupos. Sejam D álgebra G-

graduada com divisão e D′ álgebra H-graduada com divisão. Considere V e V ′ módulos

à direita graduados sobre D e D′, respectivamente, de dimensão finita. Se ψ : R → R′

é uma equivalência de álgebras graduadas, onde R = EndDV e R′ = EndD′V ′, então

existe uma equivalência (ψ0, ψ1) de (D, V ) em (D′, V ′) tal que ψ1(rv) = ψ(r)ψ1(v) para

quaisquer r ∈ R e v ∈ V .

Como no Teorema 3.2.6, obtemos um resultado análogo para o anel dos endo-

morfismos de flags graduadas.

Corolário 3.2.14. Sejam G e H grupos. Sejam D álgebra G-graduada com divisão

e D′ álgebra H-graduada com divisão. Considere V e V ′ módulos à direita graduados

sobre D e D′, respectivamente, de dimensão finita. Considere R = EndDF e R′ =

EndD′F ′, onde F , F ′ são flags graduadas em V e V ′, respectivamente. Se ψ : R → R′

é uma equivalência de álgebras graduadas, então existe uma equivalência (ψ0, ψ1) de

(D,F) em (D′,F ′), tal que ψ1(rv) = ψ(r)ψ1(v), para quaisquer r ∈ R e v ∈ V .

Demonstração. Seja e uma projeção de V em V1 e R1 = Re. Segue do Lema 3.2.3

que e′ = ψ(e) é a projeção de V ′ em V ′
1 . Sejam R′

1 = R′e′, segue do Lema 3.2.1 que

r 7→ r |V1 é um isomorfismo de R1 em EndDV1 e r′ 7→ r′ |V ′

1
é um isomorfismo de R′

1

em EndDV
′
1 . A restrição de ψ à R1 é uma equivalência de R1 em R′

1, uma vez que

ψ é um equivalência e ψ(R1) = ψ(Re) = ψ(R)ψ(e) = R′e′ = R′
1. Daí, a Proposição

3.2.13 implica que existe um par de equivalência (ψ0, ψ1) de (D, V1) em (D′, V ′
1) tal

que ψ1(rv) = ψ(r)ψ1(v), para todo r ∈ R1 e todo v ∈ V1. O Lema 3.2.1 implica que

ψ1(rv) = ψ(r)ψ1(v), para todo r ∈ R e para todo v ∈ R1, pois e atua sobre V1 como

a identidade e assim, temos que ψ1(rv) = ψ1(rev) = ψ(re)ψ1(v) = ψ(r)ψ(e)ψ1(v) =

ψ(r)ψ1(ev) = ψ(r)ψ1(v), onde a segunda igualdade se dá pelo fato de re ∈ R. Agora,

considere que β = {v1, . . . , vn} é uma base para F e β′ = {v′1, . . . , v
′
n} a base de
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F ′ obtida no Lema 3.2.4, com v′1 = ψ1(v1). Então a aplicação ψ1 : V → V ′ dada

por ψ1(v1d1 + · · · + vndn) = v′1ψ0(d1) + · · · + v′nψ0(dn) é uma equivalência de espaços

vetoriais tal que (ψ0, ψ1) é uma equivalência de pares de (D,F) em (D′,F ′). Segue da

prova do Teorema 3.2.6 que ψ1(rv) = ψ(r)ψ1(v), para quaisquer r ∈ R e v ∈ V .

Como consequência deste corolário, obtemos o seguinte resultado:

Corolário 3.2.15. Se as álgebras A(D,m,g) e A(D′,m′,h) são equivalentes, então

D é equivalente a D′, m = m′ e existem uma bijeção λ de {g(supp D) | g ∈ supp V }

em {g′(supp D′) | g′ ∈ supp V ′} e uma permutação σ ∈ Sm1 × · · · × Sms
, tais que

hσ(i)supp D
′ = λ(gisupp D), para i = 1, . . . , n.

Demonstração. O Corolário 3.2.14 implica que existe uma equivalência de F(D,m,g)

em F(D′,m′,g′). Sejam (ψ0, ψ1) uma equivalência de pares. Isso implica que D é

equivalente à D′ e m = m′. Dado g ∈ (supp V ), existe um único g′ ∈ supp V ′, tal que

ψ1(Vg) = V ′
g′ , uma vez que ψ1 é um isomorfismo. Assim, temos uma bijeção g 7→ g′

entre o supp V e o supp V ′. Como ψ1(vd) = ψ1(v)ψ0(d), para quaisquer v ∈ V e d ∈ D,

concluímos que g(supp D) = h(supp D) se , e somente se, g′(supp D′) = h′(supp D′),

pois vg ∈ Vg e d ∈ Dh1 se, e somente se, ψ1(vg) ∈ V ′
g′ e ψ0(d) ∈ D′

h′

1
. Portanto

g(supp D) 7→ g′(supp D′) é uma bijeção, que denotaremos por λ. Seja β = {v1, . . . , vn}

uma base de F de elementos homogêneos de graus g1, . . . , gn, respectivamente. Então

{v′1, . . . , v
′
n}, onde v′i = ψ1(vi) é uma base de F ′ de elementos homogêneos de graus

g′1, . . . , g
′
n, respectivamente. Portanto existe uma permutação σ ∈ Sm1 × · · · × Sms

tal

que λ(gisupp D) = g′isupp D
′ = hσ(i)supp D

′.

3.3 Graduações na Álgebra das Matrizes Triangula-

res Superiores em Blocos

Se R = UT (p1, . . . , pr) tem uma graduação elementar, então existe uma n-upla

g = (g1, . . . , gn) de elementos de G, onde n = p1 + · · · + pr, tal que degGeij = gig
−1
j .

Consequentemente, dada uma n-upla g = (g1, . . . , gn), denotaremos Rg como sendo o

subespaço de R gerado pelas matrizes Eij da base canônica de R, onde i, j são tais que

gig
−1
j = g. Então R = ⊕g∈GRg é uma graduação elementar em R.

Qualquer álgebra triangular superior em blocos munida de uma graduação ele-

mentar é isomorfa a uma álgebra dos endomorfismos de uma flag adequada sobre um

corpo. Em [7] os autores provaram que dois anéis de endomorfismos deste tipo, são

isomorfos se, e somente se, as respectivas flags graduadas são isomorfas, a menos de

um shift. Ademais, os autores determinaram em termos das uplas associadas quando
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duas graduações elementares são isomorfas. Nesta seção, iremos demonstrar um resul-

tado análogo sobre a álgebra das matrizes triangulares superiores em blocos sobre uma

álgebra graduada com divisão.

Sejam G um grupo, R = Mn(K) com uma graduação elementar induzida por

(g1, . . . , gn) ∈ Gn e D uma álgebra graduada. O produto tensorial R⊗D tem uma G-

graduação de tal maneira que degG(eij ⊗ d) = gi(degGd)g
−1
j . Se o grupo G é abeliano,

o produto tensorial em quaisquer duas álgebras G-graduadas S e D têm a graduação

canônica, onde (S ⊗D)g = ⊕hk=gSh ⊗Dk, esta coincide com a graduação anterior se

S = R é uma álgebra de matrizes Mn(K) com uma graduação elementar. No resultado

principal de [38] foi provado que se G é um grupo abeliano finito e o corpo base K

é algebricamente fechado de característica zero, então qualquer graduação em uma

álgebra das matrizes triangulares em blocos é isomorfa, como álgebra graduada, a um

produto tensorial de uma álgebra de matrizes triangulares superiores em blocos com

uma graduação elementar e uma álgebra de matrizes munido de uma graduação fina.

Mais precisamente, temos o seguinte teorema.

Teorema 3.3.1. [38, Theorem 3.2] Seja G um grupo abeliano finito e UT (m1, . . . ,mr)

uma álgebra de matrizes triangulares superiores em blocos sobre um corpo algebri-

camente fechado K de característica zero. Então existe uma decomposição m1 =

tp1, . . . ,mr = tpr, um subgrupo H ⊂ G, e uma n-upla (g1, . . . , gn) ∈ Gn , onde

n = p1 + · · ·+ pr, tal que UT (m1, . . . ,mr) é isomorfa a Mt(K)⊗UT (p1, · · · , pm) como

álgebras G-graduadas, onde Mt(K) é uma álgebra H-graduada com uma graduação fina

de suporte H e UT (p1, · · · , pr) tem uma graduação elementar definida por (g1, . . . , gn).

Supondo que K é algebricamente fechado, o Lema 2.1.19 implica que uma gra-

duação fina sobre Mt(K) é uma graduação com divisão. Na próxima proposição, pro-

varemos que a álgebra Mt(K) ⊗ UT (p1, · · · , pm) do teorema anterior é isomorfa a um

anel de endomorfismos de uma determinada flag sobre D =Mt(K).

Proposição 3.3.2. Sejam G um grupo, D uma álgebra graduada com divisão, p =

(p1, . . . , pr) uma r-upla de números naturais e g = (g1, . . . , gn) uma n-upla de elementos

de G, onde n = p1 + · · · + pr. A álgebra UT (p1, . . . , pr) ⊗K D com a graduação dada

por degG Eij ⊗ d = gi(degG d)g−1
j é isomorfa a álgebra A(D,n,g).

Demonstração. A álgebra UT (p1, . . . , pr)⊗KD é uma subálgebra homogênea deMn(K)⊗K

D. Uma vez que UT (p1, . . . , pr) é uma subálgebra homogênea de Mn(K), então, te-

mos que UT (p1, . . . , ps) ⊗K D é uma subálgebra homogênea de Mn(K) ⊗K D. Pelo
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Teorema 3.1.3 temos que A(D,p,g) é uma subálgebra homogênea de EndDV , onde

V = V (D,n,g). Sejam β = {v1, . . . , vn} uma base de F(D,p,g) composta de elemen-

tos homogêneos tais que degG vi = gi. Denote ϕ :Mn(K)⊗KD → EndDV como sendo

a aplicação dada por

ϕ((λij)⊗ d)vk =
∑

i

vi(λikd), k = 1, . . . , n.

Observe que esta aplicação é um isomorfismo de álgebras graduadas. De fato, ini-

cialmente note que esta aplicação é uma transformação D-linear. Agora, suponha

que ϕ((λij) ⊗ d) = 0, com (λij) ⊗ d 6= 0. Logo, para todo k = 1 . . . n, temos

0 = ϕ((λij) ⊗ d)vk = (λ1kd)v1 + · · · + (λnkd)vn e por β ser uma base, temos que

λijd = 0, para quaisquer i, j = 1, . . . , n, como d 6= 0, temos que λij = 0, para to-

dos i, j = 1, . . . , n, o que é um absurdo. Assim podemos concluir que ϕ é injetiva.

Agora, considere a base canônica de EndD(V ), dada pelas aplicações eij e observe que

ϕ((Eij)⊗1)vk = eij(vk). Com isso, concluímos que ϕ é sobrejetiva. Agora suponha que

d seja um elemento homogêneo de grau g, daí, Eij ⊗ d tem grau gigg
−1
j . Assim temos

que ϕ(Eij ⊗ d)vk = 0, se k 6= j e ϕ(Eij ⊗ d)vk = vid, ou seja, a aplicação ϕ(Eij ⊗ d)

leva um elemento homogêneo de grau gj em um elemento homogêneo de grau gig, logo

tem grau igual gigg−1
j . Portanto, ϕ é um isomorfismo graduado.

Como já provamos no Exemplo 1.1.5, temos que {Eij|i ∈ Ip, j ∈ Iq, com p ≤

q e p, q = 1, . . . , r} é uma base para UT (p1, . . . , pr). Além disso, depois da obser-

vação 3.1.2, provamos que {eij|i ∈ Ip, j ∈ Iq, com p ≤ q e p, q = 1, . . . , r} é uma

base para F(D,p,g). Ademais, como ϕ(Eij ⊗ d) = eijrd, concluímos que ϕ aplica

UT (p1, . . . , ps)⊗K D em A(D,p,g) isomorficamente.

Como consequência, provaremos o seguinte resultado, que é central no nosso

capítulo, uma vez que descreve quando dois produtos tensoriais do tipo Mt(K) ⊗K

UT (p1, . . . , pm), com certas condições, são isomorfos.

Corolário 3.3.3. Considere G um grupo abeliano. Sejam S e S ′ as álgebras Mt(K)⊗K

UT (p1, . . . , pm) e Mt′(K) ⊗K UT (p′1, . . . , p
′
m), respectivamente, onde Mt(K), Mt′(K)

são álgebras com uma G-graduação fina e UT (p1, . . . , pm), UT (p′1, . . . , p
′
m) têm G-

graduações elementares definidas pelas uplas g, g′ de elementos de G, respectivamente.

As álgebras S e S ′ são isomorfas se, e somente se, Mt(K) ∼= Mt′(K), (p1, . . . , pm) =

(p′1, . . . , p
′
m) e quando existem g ∈ G, h1, . . . , hn ∈ supp Mt e σ ∈ Sp1 × · · · × Spm tais

que g′i = gσ(i)hσ(i)g para i = 1, . . . , n.

Demonstração. A Proposição 3.3.2 implica que S ∼= A(D,p,g), onde D = Mt(K),

p = (p1, . . . , pm) e S ′ ∼= A(D′,p′,g′), onde D′ = Mt′(K), p′ = (p′1, . . . , p
′
m). Como G

é um grupo abeliano [g−1]D[g] = D para qualquer g ∈ G. Portanto o resultado segue

direto do Corolário 3.2.12.
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Provamos agora que existem equivalências entre graduações distintas elementares.

Corolário 3.3.4. Sejam K um corpo algebricamente fechado de característica zero e

G um grupo abeliano finito. Considere S = UT (p1, . . . , pm) uma álgebra das matrizes

triangulares superiores em blocos munida de uma G-graduação elementar, definida

pela upla g e S ′ = UT (p′1, . . . , p
′
m) graduada por uma grupo H, respectivamente. As

álgebras S e S ′ são equivalentes se, e somente se, valem:

(i) S ′ tem uma graduação elementar;

(ii) (p1, . . . , pm) = (p′1, . . . , p
′
m);

(iii) Existe uma bijeção λ de {g1, . . . , gn} em {h1, . . . , hn} tal que λ(gi)λ(gj)
−1 =

λ(gk)λ(gl)
−1 sempre que gig−1

j = gkg
−1
l ;

(iv) Existe uma permutação σ ∈ Sp1×· · ·×Spm tal que hσ(i) = λ(gi) para i = 1, . . . , n,

onde hi = (degHe1i)
−1.

Demonstração. Se S ′ e S são equivalentes, então o Corolário 3.2.15 e o Teorema 3.3.1

implicam que S ′ tem uma graduação elementar. Observe que (h1, . . . , hn), onde hi =

(degHE1i)
−1 induz a graduação elementar em S ′. A existência de λ e de σ também

seguem do Corolário 3.2.15.

Agora vamos provar a recíproca. Observe que S ∼= A(K,p,g) e S ′ ∼= A(K,p,h).

Sejam {v1, . . . , vn} uma base para F(K,p,g) e {v′1, . . . , v
′
n} uma base de F(K,p,h)

onde degHv
′
i = λ(gi). A aplicação linear ψ1 tal que ψ1(vi) = v′i é uma equivalência

de espaços vetoriais. Sejam ψ : A(K,p,g) → A(K,p,h) o homomorfismo de álgebras

tal que ψ1(rv) = ψ(r)ψ1(v), para todo r ∈ A(K,p,g) e todo v ∈ V . Então ψ(eij) é

um homomorfismo de grau λ(gi)λ(gj)
−1. Daí, temos que isto é uma equivalência de

álgebras, pois λ(gi)λ(gj)−1 = λ(gk)λ(gl)
−1 sempre que gig−1

j = gkg
−1
l .

Os resultados obtidos neste capítulo são muito importantes, uma vez que classifi-

cam quando duas álgebras de matrizes triangulares superiores em blocos, sobre certas

condições, são isomorfas. Além disso, estes resultados já foram citados em dois artigos.

O primeiro foi [11], neste artigo forma publicados os resultados do próximo capítulo de

nosso trabalho. O segundo, foi o artigo [28] que tem como título Group Grading on

the Lie and Jordan Algebras of Block-Triangular Matrices, com autoria de Kochetov e

Yasumura.

Por fim, vale destacar que o Yasumura [39], provou o seguinte resultado:

Teorema 3.3.5. Seja G um grupo e considere uma álgebra das matrizes triangu-

lares superiores em blocos G-graduada A = UT (n1, n2, . . . , nr) sobre K. Suponha
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que charK = 0 ou charK > dimA. Então existem uma álgebra G-graduada com

divisão D = Mn(K) e uma álgebra das matrizes triangulares superiores em blocos

B = UT (d1, d2, . . . , dr) munida de uma graduação elementar, tal que A ∼= B ⊗D

Este teorema generaliza o resultado da Valenti e do Zaicev 3.3.1, logo podemos

aplicar nossas classificações sob as hipóteses deste teorema do Yasumura.
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Capítulo 4

Identidades e Isormofismos na Álgebra

das Matrizes Triangulares Superiores

em Blocos

No capítulo anterior, sob a hipótese do corpo ser algebricamente fechado e de

característica zero, descrevemos condições para que duas álgebras das matrizes trian-

gulares superiores em blocos sobre álgebras graduadas com divisão, G-graduadas, onde

G é um grupo abeliano finito, sejam isomorfas. Neste capítulo iremos utilizar tais des-

crições para determinar a existência de uma certa relação entre estas equivalências e

as respectivas identidades G-graduadas.

O teorema de Amitsur-Levitzki afirma que Mn(K) tem como uma de suas identi-

dades o polinômio Standard de grau 2n e que ela não satisfaz nenhuma identidade de

grau menor que 2n. Como consequência, sob a hipótese do corpo ser algebricamente

fechado, foi obtido que duas álgebras associativas simples de dimensão finita são iso-

morfas se, e somente se, têm as mesmas identidades polinomiais. Em 2011, Shestakov

e Zaicev [36] provaram que este resultado é válido para álgebras simples de dimensão

finita, não necessariamente associativas, sob certas condições sobre o corpo. Ainda

nesta linha, foi obtido por Drensky e Racine [17] o mesmo resultado para álgebras de

Jordan. Além disso, Diniz e Bianchi [15], provaram este mesmo resultado para álgebras

graduadas simples de dimensão finita.

Este capítulo tem como fruto o artigo [11], que traz resultados novos sobre a



relação que existe entre os isomorfismos graduados na álgebra das matrizes triangulares

superiores em blocos e as respectivas identidades graduadas. Ele nasceu da cooperação

com o professor Diogo Diniz e foi publicado na revista científica Journal of Algebra no

início de 2019. Vale destacar a notoriedade de tal revista, possuidora de qualis A1 na

CAPES.

4.1 Graduações na Álgebra das Matrizes Triangula-

res Superiores em Blocos

Antes de abordamos o foco principal deste capítulo, iremos generalizar, retirando

a hipótese do grupo ser finito, o seguinte resultado obtido por Valenti e Zaicev [38].

Teorema 4.1.1. [38, Teorema 3.2] Seja G um grupo abeliano finito e UT (m1, . . . ,mr)

uma álgebra das matrizes triangulares superiores em blocos sobre um corpo algebri-

camente fechado K de característica zero. Então existe uma decomposição m1 =

tp1, . . . ,mr = tpr, um subgrupo H ⊂ G, e uma n-upla (g1, . . . , gn) ∈ Gn, onde

n = p1 + · · · + pr tais que UT (m1, . . . ,mr) é isomorfa a Mt(K) ⊗ UT (p1, · · · , pr)

como álgebras G-graduadas onde Mt(K) é uma álgebra H-graduada com uma gradu-

ação fina com suporte H e UT (p1, · · · , pr) com uma graduação elementar definida por

(g1, . . . , gn).

Vale destacar que o Yasumura [39], generalizou este resultado, provando o seguinte

teorema:

Teorema 4.1.2. Seja G um grupo e considere uma álgebra das matrizes triangu-

lares superiores em blocos G-graduada A = UT (n1, n2, . . . , nr) sobre K. Suponha

que charK = 0 ou charK > dimA. Então existem uma álgebra G-graduada com

divisão D = Mn(K) e uma álgebra das matrizes triangulares superiores em blocos

B = UT (d1, d2, . . . , dr) munida de uma graduação elementar, tal que A ∼= B ⊗D.

Na demonstração deste resultado, o autor dá condições para que o radical de

Jacobson graduado desta álgebra seja homogêneo, que é justamente a hipótese de

charK = 0 ou charK > dimA, e como consequência obtêm esta generalização. Porém

como o método para demonstrar nossa generalização é diferente, pois trabalhamos

com o fato da dimensão da álgebra aqui abordada ser finita e consequentemente o seu

suporte ser finito. Logo, decidimos apresentar a nossa generalização. Porém, antes

disso, iremos demonstrar os seguintes lemas:
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Lema 4.1.3. Para qualquer subconjunto finito H de Z, existe m ∈ N, tal que a

projeção canônica π : Z −→ Zm é injetora sobre H.

Demonstração. Seja H = {z1, . . . , zk | k ∈ N}. Defina n = max{|z1|, . . . , |zk|} e

tomando m = 2n+1, temos que π é injetiva sobre H. De fato, suponha por contradição

que π(zi) = π(zj), para i, j ∈ {1, . . . , k} distintos, então exite p ∈ Z∗ tal que mp =

zi − zj, o que contraria o fato de que o módulo de zi − zj é sempre menor ou igual a

m.

Lema 4.1.4. Seja ϕ : G → H um homomorfismo de grupos e seja S um subconjunto

de G tal que a restrição de ϕ a S ∪ (S · S) seja injetiva. Considere A como sendo uma

álgebra G-graduada tal que (supp A) ⊆ S e seja B uma álgebra H-graduada tal que

(supp B) ⊆ ϕ(S). Então:

(i) Se Bs = Bϕ(s) para qualquer s ∈ S e Bg = 0 para qualquer g ∈ G \ S, então

B = ⊕g∈GBg é uma G-graduação em B. Um subespaço de B é homogêneo nesta

G-graduação se, e somente se, ele é homogêneo na H-graduação.

(ii) Um isomorfismo de álgebras f : A → B é um isomorfismo de álgebras G-

graduadas de A em B com estas G-graduações se, e somente se, f é um iso-

morfismo de álgebras H-graduadas de ϕA em B com suas H-graduações, onde
ϕA é a álgebra A munida da H-graduação dada por Ah = Aϕ−1(h), para todo

h ∈ S.

Demonstração. (i) Observe queB = ⊕h∈HBh = ⊕h∈ϕ(S)Bh = ⊕s∈SBϕ(s) = ⊕s∈SBs =

⊕g∈GBg, onde a segunda igualdade é dada pelo fato que (supp B) ⊆ ϕ(S). As-

sim, resta-nos provar que BgBh ⊆ Bgh, para quaisquer g, h ∈ G. Se g ∈ G \ S ou

h ∈ G \S, então BgBh = 0 ⊆ Bgh. Caso contrário, tome s, t ∈ S, daí, Bs = Bϕ(s)

e Bt = Bϕ(t), portanto

BsBt = Bϕ(s)Bϕ(t) ⊆ Bϕ(st). (4.1)

Se Bϕ(st) = 0, então BsBt = 0 e portanto BsBt ⊆ Bst. Agora, vamos assumir que

Bϕ(st) 6= 0. Neste caso, ϕ(st) ∈ supp B ⊆ ϕ(S). Sendo assim, existe s′ ∈ S tal

que ϕ(st) = ϕ(s′). Como a restrição de ϕ a S ∪ (S · S) é injetiva, por hipótese,

concluímos que st = s′. Daí,

Bϕ(st) = Bϕ(s′) = Bs′ = Bst.

Então, segue de (4.1) que BsBt ⊆ Bst.

Para a segunda afirmação, considere um elemento de B é homogêneo na H-

graduação se, e somente se, ele é homogêneo na G-graduação. De fato, seja

b ∈ B, um elemento homogêneo não nulo na H-graduação de grau h ∈ H, logo
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h ∈ ϕ(S), por hipótese. Daí existe s ∈ S ⊆ G, tal que ϕ(s) = h, implicando

que b ∈ Bϕ(s) = Bs é homogêneo na G-graduação. A recíproca é inteiramente

análoga. Isto implica que um subespaço V é homogêneo na G-graduação de B

se, e somente se, ele é homogêneo na H-graduação.

(ii) Suponha que f : A → B seja um isomorfismo de álgebras G-graduadas, então

temos que ele é um isomorfismo de álgebras ordinárias, assim é suficiente mostrar

que f(Ah) = Bh, para todo h ∈ ϕ(S). Seja a ∈ Ah, observe que h = ϕ(degG a),

pela definição de ϕA, temos que ϕ−1(h) = degG a. Como f é um isomorfismo

G-graduado, temos que f(a) é homogêneo na G-graduação e consequentemente

homogêneo na H-graduação. Além disso, ϕ−1(degH f(a)) = degG f(a) = degG a

e assim ϕ−1(h) = ϕ−1(degH f(a)). Como ϕ é injetora sobre S, temos que

h = degH f(a). Portanto, f é um isomorfismo de álgebras H-graduadas, pela

arbitrariedade do elemento homogêneo a. Utilizando um processo idêntico ao

feito acima, temos a recíproca.

Agora, iremos provar o Teorema 4.1.1 para um grupo abeliano qualquer.

Corolário 4.1.5. O Teorema 4.1.1 vale sob a hipótese do grupo ser apenas abeliano.

Demonstração. Suponha que G seja abeliano e K um corpo algebricamente fechado de

característica zero. Sejam A = UT (m1, . . . ,mr) uma álgebra das matrizes triangulares

superiores em blocos sobre K com uma G-graduação, digamos A = ⊕g∈GAg. Podemos

assumir sem perda de generalidade que G é gerado por S = supp A, uma vez que se

g ∈ G\S, temos que Ag = 0 e assim A = ⊕g∈GAg = ⊕g∈SAg = ⊕g∈〈S〉Ag. Como A

tem dimensão finita, temos que S é finito. Daí, através da teoria de grupos abelianos

temos que G é isomorfo a um produto direto de grupos cíclicos Zp × Zn1 × · · · × Znq
,

onde p, q ≥ 0 e n1, . . . , nq > 0 são inteiros. Assim, podemos assumir sem perda

de generalidade que G = Zp × Zn1 × · · · × Znq
. Dado um inteiro m > 0, tal que

H = Zm × · · ·Zm × Zn1 × · · · × Znq
e ϕ : G→ H, o homomorfismo dado por

ϕ(z1, . . . , zp, w1, . . . , wq) = (z1, . . . , zp, w1, . . . , wq),

onde z1, . . . , zp ∈ Z, wi ∈ Zni
, para i = 1, . . . , q e z 7→ z é a projeção canônica Z → Zm.

Dado qualquer subconjunto finito T de G podemos escolher m suficientemente grande

de tal maneira que a restrição de ϕ a T é injetiva. De fato, temos se T é finito, cada uma

das entradas tem uma quantidade finita de números. Daí, pelo Lema 4.1.3 podemos

considerar mi ∈ N de tal maneira que a aplicação πi da i-ésima entrada dos elementos

de T em Zmi
é injetiva, para i = 1, . . . , p. Seja m = max{m1, . . . ,mp} e observe que

ϕ = π1 × · · · × πp × IdZn1
× · · · × IdZnq
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onde π é a projeção de Z em Zm e IdZnj
é a aplicação identidade sobre Znj

, para

j = 1, . . . , q. Ademais, temos que esta aplicação é injetiva sobre T , portanto ϕ é

injetiva sobre T . Como o suporte S é finito, podemos escolher um m suficientemente

grande de tal maneira que ϕ restrita a T = S∪(S ·S) é uma aplicação injetiva. Seja ϕA

a H-graduação induzida por ϕ. Como H é abeliano finito, o Teorema 4.1.1 implica que

o coarsening ϕA é isomorfo como álgebra H-graduada a B = UT (p1, · · · , pr)⊗Mt(K),

onde UT (p1, · · · , pr) tem uma graduação elementar e Mt(K) tem uma graduação fina.

Denote B = ⊕h∈HBh a H-graduação em B. Seja Bs = Bϕ(s) para qualquer s ∈ S e

Bg = 0 para qualquer g ∈ G \ S. Pelo Lema 4.1.4, temos que B = ⊕g∈GBg é uma

G-graduação em B. Portanto qualquer isomorfismo de álgebras H-graduadas de ϕA

em B é também um isomorfismo de álgebras G-graduadas de A em B com estas G-

graduações, portanto A com sua G-graduação é isomorfa como álgebra graduada a B

com sua G-graduação. Um subespaço de B é homogêneo na G-graduação se, e somente

se, ele é homogêneo na H-graduação (Lema 4.1.4), portanto obtemos uma G-graduação

fina em Mt(K) e uma G-graduação elementar em UT (p1, . . . , pr) tal que B com a G-

graduação é isomorfa a UT (p1, . . . , pr)⊗Mt(K) com aG-graduação canônica do produto

tensorial. Agora, suponha que UT (p1, . . . , pr) esteja munida da H-graduação elementar

associada a r-upla (h1, . . . , hr), daí, segundo a definição apresentada no lema anterior,

UT (p1, . . . , pr) terá uma G-graduação elementar associada a r-upla (g1, . . . , gr), onde

ϕ(gi) = hi, para i = 1, . . . , r, uma vez que se Eij ∈ UT (p1, . . . , pr), tal que degH Eij =

ϕ(degG Eij), então degG Eij = ϕ−1(degH Eij) = ϕ−1(hih
−1
j ) = gig

−1
j , como queríamos

demonstrar.

4.2 Isomorfismos de Álgebras Graduadas e Identida-

des Graduadas

Nesta seção, o nosso principal objetivo é provar que se G é um grupo abeliano,

então duas álgebras de matrizes triangulares superiores em blocos são isomorfas se, e

somente se, elas têm as mesmas identidades graduadas (Corolário 4.2.24). Iniciaremos

com a seguinte proposição.

Proposição 4.2.1. Seja A = UT (m1, . . . ,mr) uma álgebra das matrizes triangulares

superiores em blocos com uma graduação elementar induzida por g = (g1, . . . , gn), onde

n = m1 + · · · + mr. Seja s o número de elementos distintos que aparecem em g. A

componente do elemento neutro Ae é uma soma direta de s ideais, cada um isomorfo

a uma álgebra de matrizes triangulares superiores em blocos com no máximo r blocos.

Demonstração. Sejam I1 = {1, . . . ,m1} e

It = {m1 + · · ·+mt−1 + 1, . . . ,m1 + · · ·+mt−1 +mt},
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para t = 2, . . . , r. Observe que os conjuntos I1, . . . , Ir formam uma partição de N =

{1, . . . , n}. Considere em A a base canônica formada pelas matrizes unitárias Eij onde

i ∈ Ip, j ∈ Iq e p ≤ q. Denote h1, . . . , hs os distintos elementos de G que aparecem na

n-upla g e seja Jk = {i ∈ N | gi = hk}, com k = 1, . . . , s. Está claro que uma base

para Ae consiste das matrizes unitárias Eij na base de A tais que i, j ∈ Jk para algum

k. Portanto,

Aǫ = B1 ⊕ · · · ⊕Bs

onde Bk é o subespaço de Aǫ gerado pelas matrizes unitárias Eij na base de A tais que

i, j ∈ Jk. Note que Bk é um ideal de Aǫ. Pois BtBk = BkBt = 0 sempre que t 6= k.

Esta última igualdade vale pois se Eij ∈ Bk e Elc ∈ Bt, são tais que EijElc 6= 0, então

j = l e daí hk = gj = gl = ht, o que é um absurdo. Também BkBk ⊆ Bk, uma vez que

se Eij, Euv ∈ Bk, temos que gi = gj = gu = gv = hk. Portanto, ou EijEuv = 0 ∈ Bk,

ou EijEuv = Eiv ∈ Bk, já que i, v ∈ Jk. Uma base para Bk é o conjuntos das matrizes

unitárias Eij onde i ∈ It ∩ Jk, j ∈ Iu ∩ Jk e t ≤ u, portanto Bk é isomorfo a uma

álgebra das matrizes triangulares superiores em blocos de comprimento ≤ r. De fato,

considere J ′
K = {1, . . . , nk}, onde nk é a cardinalidade de Jk, com k = 1, . . . , s e a

seguinte aplicação bijetiva φ : J ′
k −→ Jk de tal maneira que φ(1) é igual ao menor valor

de Jk, φ(2) é igual ao segundo menor valor de Jk e assim por diante, até que φ(nk) é igual

ao maior valor de Jk. Claramente φ é bijetiva e assim podemos definir a álgebra das

matrizes triangulares superiores em blocos C com base canônica formada pelas matrizes

E ′
ij de tal maneira que E ′

ij = Eφ(i)φ(j). Definindo a aplicação ϕ : C −→ Bk dada nas

bases por ϕ(E ′
ij) = Eij, temos que esta aplicação é um isomorfismo de álgebras, pois

leva base em base e preserva o produto, como queríamos provar.

Observação 4.2.2. Sejam g 6= e e Eij uma matriz elementar em Ag. Se Bk(Eij) 6= 0

então (Eij)Bk = 0. Pois, como Bk(Eij) 6= 0, temos que ter i ∈ Jk e como Eij tem grau

g 6= e concluímos que j /∈ Jk e assim (Eij)Bk = 0.

Observação 4.2.3. Conforme observado em [19, Lemma 3.2] segue da prova do Lema

1.2.12 que o resultado de qualquer substituição em Capm+r−1 está em J(A)r−1, onde

J(A) é o radical de Jacobson de A = UT (m1, . . . ,mr).

Observação 4.2.4. Sejam a1, . . . , at, v1, . . . , vt−1 matrizes elementares na álgebra das

matrizes, tais que v1, . . . , vt−1 sejam duas a duas distintas. Se

a1v1 · · · at−1vt−1at 6= 0 (4.2)

então para qualquer permutação τ ∈ St−1 diferente da identidade temos

a1vτ(1) · · · at−1vτ(t−1)at = 0. (4.3)

Pois, suponha que a1 = Ei1j1 , . . . , at = Eitjt e v1 = Ek1l1 , . . . , vt−1 = Ekt−1lt−1 , logo

Ei1j1Ek1l1Ei2j2 . . . Ekt−1lt−1Eitjt 6= 0. Assim, j1 = k1, l1 = i2, j2 = k2, l2 = i3, . . . , lt−1 =
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it. Supondo que τ não é identidade, temos que τ(j) é diferente de j, para algum

j ∈ {1, . . . , t− 1}, logo, como os vi’s são duas a duas distintas, temos que vτ(j) 6= Ekj ,lj

e portanto ajvτ(j)aj+1 = 0.

Na proposição anterior, mostramos que a componente neutra de uma álgebra de

matrizes triangulares superiores em blocos é a soma de ideais isomorfos a álgebra de

matrizes triangulares superiores em blocos, logo, pelo Lema 1.2.12, temos que existe

um número natural t tal que Capt é uma identidade para esta componente neutra com

Capt−1 não sendo.

Lema 4.2.5. Seja A uma álgebra de matrizes triangulares superiores em blocos com

uma G-graduação elementar. Seja t o número natural tal que Capt−1 não é identidade

para Ae e Capt é identidade para Ae. Então Capt−1x
g
t não é uma identidade graduada

para A e Capt(x1, . . . , xt−1, x
g
t , y1, . . . , yt+1) é, se e somente se g = e.

Demonstração. Suponha que g = e, então, pela hipóstese de Capt ser identidade para

Ae, temos que Capt(x1, . . . , xt−1, x
g
t , y1, . . . , yt+1) ∈ IdG(A), assim Capt é uma identi-

dade graduada para A e Capt−1x
g
t /∈ IdG(A).

Provaremos a recíproca por contradição. Para tanto, suponha que Capt−1x
g
t não

seja uma identidade graduada para A e que g 6= e, daí, iremos provar que

Capt(x1, . . . , xt−1, x
g
t , y1, . . . , yt+1)

não é identidade graduada para A. Seja Ae = B1 ⊕ · · · ⊕ Bs a decomposição dada na

Proposição 4.2.1. Considere a1, . . . , at−1, at, v1, . . . , vt−1, vt uma substituição admissível

de matrizes elementares tais que

Capt−1(v1, . . . , vt−1, a1, . . . , at)vt 6= 0.

Claramente existe i tal que v1, . . . , vt−1, a1, . . . , at ∈ Bi, pois cada Bi é um ideal de Ae

e a soma é direta. Reordenando v1, . . . , vt−1, se necessário, podemos assumir que

c := a1v1 · · · at−1vt−1atvt 6= 0.

Observe que existe at+1 ∈ Ae tal que cat+1 6= 0, pois se c = eij, basta considerar at+1 =

ejj ∈ Ae, já que A está munida de uma graduação elementar. Como degG(vt) 6= e e

Bivt 6= 0, pela Observação 4.2.2 temos que vtBi = 0. Já a Observação 4.2.4 implica

que

a1vσ(1)a2 · · · atvσ(t)at+1 = 0 (4.4)

sempre que σ 6= 1. Portanto a Igualdade (4.4) acontece sempre σ 6= 1. De onde

concluímos que Capt(v1, . . . , vt, a1, . . . , at+1) 6= 0.
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No Corolário 3.3.3 há a hipótese de B = Mt(K) e B′ = Mt′(K), mas isto não foi

usado na prova, logo podemos supor que B e B′ são quaisquer álgebras H-graduadas

com divisão, onde H é um subgrupo de G.

Seja R = A⊗B, onde A = UT (m1, . . . ,mr) é a álgebra das matrizes triangulares

superiores em blocos com uma G-graduação elementar e B é uma álgebra graduada com

divisão, onde seu suporte é um subgrupo de G, digamos H. Seja g = (g1, . . . , gn) uma

n-upla de elementos de G que determina a graduação elementar em A. Agora sejam

g′1, . . . , g
′
n representantes das classes laterais g1H, . . . , gnH, respectivamente, tais que,

se giH = g′iH para i = 1, . . . , n, então g′i = g′j sempre que g′iH = g′jH. Seja A′ a álgebra

UT (m1, . . . ,mr) com a graduação elementar induzida por g
′ = (g′1, . . . , g

′
n). Segue do

Corolário 3.3.3 que A e A′ são isomorfas, basta considerar g = e, tomar a permutação

identidade em Sm1 × · · ·×Smr
e observar que pela definição dos g′i, existem h1, . . . , hn,

tais que g′i = gihi, para cada i = 1, . . . , n. Daí, supondo que Be = K, podemos concluir

que R′
e = A′

e ⊗ 1 ∼= A′
e. De fato, suponha que R′

e = ⊕g∈G,h∈H
gh=e

A′
g ⊗ Bh e considere um

tensor simples eij ⊗ bh ∈ R′
e, daí (g′i)

−1hg′j = e e (g′i)
−1g′j ∈ H, assim g′i = g′j e h = e,

logo temos o que afirmamos.

Observação 4.2.6. Seja R = A ⊗ B, onde A = UT (m1, . . . ,mr) é uma álgebra

das matrizes triangulares superiores em blocos com um G-graduação elementar e B

uma álgebra graduada com divisão. Então, pelo argumento anterior, podemos supor

sem perda de generalidade que a G-graduação elementar de A é de tal maneira que

Re = Ae ⊗ 1 ∼= A′
e, para tanto iremos supor que Be = K.

Corolário 4.2.7. Seja R = A⊗B, onde A = UT (m1, . . . ,mr) é a álgebra de matrizes

triangulares superiores em blocos munida com uma G-graduação elementar e B uma

álgebra H-graduada com divisão, onde H é um subgrupo de G, tal que Be = K . Seja

t um número natural tal que Capt−1 não é identidade para Re e Capt é identidade

para Re. O elemento g ∈ G está em supp B se, e somente se, Capt−1x
g
t /∈ IdG(R) e o

polinômio Capt(x1, . . . , xt−1, x
g
t , y1, . . . , yt+1) está em IdG(R).

Demonstração. Suponha que Capt−1x
g
t /∈ IdG(R) e que o polinômio Capt(x1, . . . , xt−1, x

g
t ,

y1, . . . , yt+1) está em IdG(R) e considere uma substituição em Capt−1x
g
t tal que o re-

sultado é diferente de zero. Note que podemos assumir que xgt é substituído por um

tensor não nulo r = vt⊗ b, onde vt ∈ Ag1 , b ∈ Bh e g1h = g. Segue da Observação 4.2.6

que podemos assumir que Re = Ae ⊗ 1 ∼= Ae. Dados v1, . . . , vt−1, a1, . . . , at+1 ∈ Ae e

vt ∈ Ag1 temos

0 = Capt(v1 ⊗ 1, . . . , vt−1 ⊗ 1, vt ⊗ b, a1 ⊗ 1, . . . , at+1 ⊗ 1)

= Capt(v1, . . . , vt−1, vt, a1, . . . , at+1)⊗ b.
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Como o elemento b ∈ Bh, temos que ele é invertível na álgebra R, logo, pela arbitrari-

edade do vt, podemos concluir que o polinômio

Capt(x1, . . . , xt−1, x
g1
t , y1, . . . , yt+1)

é uma identidade graduada para A. Daí, segue do Lema 4.2.5 que g1 = e, portanto

g = h ∈ supp B.

Reciprocamente, suponha que g = h ∈ supp B e que Re = Ae ⊗ 1 ∼= Ae. Por

hipótese Capt−1 não é identidade para Re
∼= Ae. Como B é uma álgebra graduada

com divisão, temos que qualquer elemento não nulo de Bh é invertível, daí, temos que

Capt−1x
g
t não é identidade graduada R, pois caso contrário, Capt−1 seria identidade

para A. Porém, para quaisquer v1, . . . , vt−1, vt, a1, . . . , at+1 ∈ Ae temos

Capt(v1 ⊗ 1, . . . , vt−1 ⊗ 1, vt ⊗ b, a1 ⊗ 1, . . . , at+1 ⊗ 1)

= Capt(v1, . . . , vt−1, vt, a1, . . . , at+1)⊗ b.

Daí como Capt é identidade paraRe
∼= Ae, temos que Capt(v1, . . . , vt−1, vt, a1, . . . , at+1) =

0 e podemos concluir que Capt(v1⊗ 1, . . . , vt−1⊗ 1, vt⊗ b, a1⊗ 1, . . . , at+1⊗ 1) = 0.

Agora, iremos apresentar um resultado que será utilizado mais a frente sobre a

componente homogênea de grau neutro, logo os polinômios considerados nos lemas a

seguir são ordinários.

Lema 4.2.8. Sejam A = UT (m1, . . . ,mr) uma álgebra das matrizes triangulares su-

periores em blocos e t = m2
1 + · · · +m2

r + r. Seja f um polinômio tal que fCapt−1 é

um polinômio multilinear. Se o resultado de uma substituição de elementos de A por

matrizes elementares em fCapt−1 for um elemento não nulo, então as variáveis de f

são substituídas por elementos no primeiro bloco de A.

Demonstração. Como fCapt−1 é um polinômio multilinear, podemos considerar substi-

tuições em suas variáveis apenas por matrizes elementares. Seja ϕ : K〈X〉 → A um ho-

momorfismo tal que ϕ(x) é uma matriz elementar para todo x ∈ X e ϕ(fCapt−1) 6= 0.

Note que tal homomorfismo existe uma vez que fCapt−1 não é identidade para A

e é multilinear. Da Observação 4.2.3, temos que ϕ(Capt−1) ∈ J(A)r−1. Portanto

ϕ(Capt−1) = elk com 1 ≤ l ≤ m1, uma vez que J(A)r−1 é o bloco com linhas entre

1 e m1 e as colunas entre m1 + · · · + mr−1 + 1 e m1 + · · · + mr. Como J(A)r = 0,

temos que se qualquer variável de f for substituída por qualquer elemento de J(A) nós

teremos que ϕ(f) ∈ J(A), pois J(A) é um ideal de A, e portanto ϕ(fCapt−1) está em

J(A)r = 0, uma contradição. Assim, as variáveis de f são substituídas por elementos

que não estão no radical de Jacobson de A, ou seja, por elementos que estão nos blocos

diagonais de A, ou melhor, na sua parte semissimples (veja o Exemplo 1.1.25). Se as

variáveis forem substituídas por elementos de blocos distintos, então ϕ(f) = 0, uma vez
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que se as matrizes elementares pertencem a blocos diferentes, o produto delas será igual

a zero. Então as variáveis em f são substituídas por elementos de um bloco simples

diagonal. Consequentemente ϕ(f) = etu com m1+ · · ·+mi−1+1 ≤ t, u ≤ m1+ · · ·+mi,

para algum i ∈ {1, . . . , r}. Daí, temos que

0 6= ϕ(fCapt−1) = etuelk,

logo u = l. Portanto, concluímos que i = 1.

Seja U = U1 ⊕ · · · ⊕ Us, onde U1, . . . , Us são ideais de U isomorfos a álgebras de

matrizes triangulares superiores em blocos. Supondo sem perda de generalidade que

Ui = UT (m
(i)
1 , . . . ,m

(i)
ri ), i = 1, . . . , s, uma vez que cada uma é isomorfa a uma álgebra

de matrizes triangulares superiores em blocos. Denote ti = (m
(i)
1 )2 + · · ·+ (m

(i)
ri )

2 + ri.

Daí, tomando t = max {t1, . . . , ts}, temos que t é o menor inteiro tal que Capt ∈ Id(U).

Para provarmos a próxima proposição necessitamos do seguinte lema:

Lema 4.2.9. [21, Lema 1.10.7] Seja f ∈ K(X) um polinômio central para Mn(K).

Então f é uma identidade para Mr(K), para qualquer r < n.

Proposição 4.2.10. Seja U = U1⊕· · ·⊕Us, onde U1, . . . , Us são ideais de U isomorfos

a álgebras das matrizes triangulares superiores em blocos. Denote t como sendo o

menor inteiro tal que Capt ∈ Id(U). Então existe um polinômio f em K〈X〉 tal que:

(i) fCapt−1 é um polinômio multilinear;

(ii) fCapt−1 não é uma identidade para U ;

(iii) Se ϕ : K〈X〉 → U é um homomorfismo, tal que ϕ(fCapt−1) 6= 0, então ϕ(f) está

no centro de U .

Demonstração. Assumiremos que Ui = UT (m
(i)
1 , . . . ,m

(i)
ri ), i = 1, . . . , s. Denote ti =

(m
(i)
1 )2 + · · ·+ (m

(i)
ri )

2 + ri e como argumentado acima temos que t = max {t1, . . . , tr}.

Denote k = max {d
(j1)
1 , . . . , d

(js)
1 }, onde {j1, . . . , js} = {j | tj = t}. Seja f um polinô-

mio central de Mk(K) tal que fCapt−1 é um polinômio multilinear, com isso temos

(i). Está claro que este polinômio não é uma identidade para U , daí temos (ii). Logo

existe uma substituição de elementos de U em fCapt−1 que é diferente de zero. As-

sim, considerando uma aplicação qualquer ϕ : K〈X〉 → U que leva tal polinômio no

elemento resultante desta substituição, temos que ϕ(fCapt−1) 6= 0. Então existe um i

tal que cada variável de fCapt−1 é substituída por elementos de Ui. Pelo Lema 4.2.8

concluímos que as variáveis de f são substituídas por elementos no primeiro bloco de

Ui. Ademais, temos que f é uma identidade Ml(K), quando l < k, pelo lema anterior.

Como ϕ(Capt−1) 6= 0 concluímos que ti = t, pois se ti < t, Capt−1 seria identidade e

ϕ(Capt−1) = 0. Assim, pela escolha do k temos que d(i)1 = k. Portanto, como f é um

polinômio central, ϕ(f) 6= 0 está no centro de U , logo temos (iii).
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Definição 4.2.11. Seja A uma álgebra das matrizes triangulares superiores em blocos

com um graduação elementar e seja t o menor inteiro tal que Capt ∈ Id(Ae). Dizemos

que um polinômio multilinear f de grau e, é A-bom se o polinômio fCapt−1 é multili-

near, fCapt−1 não é uma identidade polinomial para Ae e se para todo homomorfismo

ϕ : K〈X〉 → Ae tal que ϕ(fCapt−1) 6= 0, ϕ(f) for uma elemento central em Ae.

Observação 4.2.12. As Proposições 4.2.1 e 4.2.10 implicam que a álgebra das matrizes

triangulares superiores em blocos A com uma graduação elementar tem um polinômio

A-bom.

Proposição 4.2.13. Seja R = A ⊗ B, onde A é uma álgebra das matrizes triangu-

lares superiores em blocos munida com uma graduação elementar e B é uma álgebra

graduada com divisão, tal que Be = K. Sejam t o menor inteiro tal que Capt ∈ Id(Ae)

e f um polinômio A-bom. Além disso, considere S1 = {yh1
1 , y

e
2, . . . , y

e
m}, . . . , Su =

{zhu

1 , ze2, . . . , z
e
m} u conjuntos de variáveis dois a dois disjuntos e

fh1 = f(yh1
1 , y

e
2, . . . , y

e
m), . . . , f

hu = f(zhu

1 , ze2, . . . , z
e
m).

Um polinômio multilinear g(xh1
1 , . . . , x

hu
u ) ∈ KH〈X〉, onde H = supp B, é uma identi-

dade graduada para B se, e somente se, o polinômio multilinear g(fh1 , . . . , fhu)Capt−1

é uma identidade graduada para R = A⊗ B.

Demonstração. Como consequência da Observação 4.2.6, podemos assumir sem perda

de generalidade que Re = Ae ⊗ 1.

(⇒) Para cada h ∈ H fixe um elemento não nulo bh ∈ Bh. Observe que

Rh = Re(1⊗bh). De fato, como bh é invertível, temos que 1⊗bh é invertível, daí, temos

que Rh(1⊗ bh)
−1 é uma Re-módulo à esquerda e como a unidade está em Rh(1⊗ bh)

−1,

temos que Re ⊆ Rh(1 ⊗ b−1
h ). Por outro lado, temos que Rh(1 ⊗ b)−1 ⊆ Re e as-

sim Rh(1 ⊗ b)−1 = Re, portanto temos o afirmado. Logo, qualquer elemento a em

Rh é da forma ae ⊗ bh, onde ae ∈ Ae. Considere ϕ : F 〈XG〉 → R como sendo um

homomorfismo de álgebras graduadas. Observe que para cada l = 1, . . . , u existem

um fl ∈ f(Ae, . . . , Ae) e um bl ∈ Bhl
tais que ϕ(fhl) = fl ⊗ bhl

, pois, como fhl é

multilinear, temos que fhl(a1 ⊗ bl, a2 ⊗ 1, . . . , am ⊗ 1) = fhl(a1, . . . , am) ⊗ bl e assim,

basta considerar fl = fhl(a1, . . . , am), para alguns a1, . . . , am ∈ Ae, por exemplo; se

esta substituição não for por tensores elementares, tomaremos fl como sendo soma

de elementos da forma fhl(a1, . . . , am). Além disso, ϕ(Capt−1) = d ⊗ 1 para algum

d ∈ Capt−1(Ae, . . . , Ae). Como f é um polinômio A-bom, temos que fl é um ele-

mento central em Ae ou fld = 0, o primeiro caso ocorre se ϕ(fhlCapt−1) for não nulo,

caso contrário temos o outro caso. Logo, concluímos que ϕ(g(fh1 , . . . , fhu)Capt−1) =

f1 . . . fmd = 0 se fld = 0 para algum l, pois os fl’s são não nulos, estão no cen-

tro de Ae. Agora suponha que o caso em que f1, . . . , fu são elementos centrais de

Ae. Neste caso, temos que ϕ(g(fh1 , . . . , fhu)) = g(ϕ(fh1), . . . , ϕ(fhu)) = g(f1 ⊗
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bh1 , . . . , fm ⊗ bhu
) = f1 · · · fu ⊗ g(bh1 , · · · , bhu

) = 0, uma vez que g(xh1
1 , . . . , x

hu
u ) ∈

IdH(B), logo ϕ(g(fh1 , . . . , fhu)Capt−1) = ϕ(g(fh1 , . . . , fhu))ϕ(Capt−1) = 0. Portanto

g(fh1 , . . . , fhu)Capt−1 é uma identidade graduada para R = A⊗ B.

(⇐) Para cada h ∈ H escolha um elemento bh em Bh. Existe uma substituição

em fCapt−1 que o resultado é um elemento não nulo em Re, uma vez que este polinômio

não é uma identidade para Re, por hipótese. Denote ai ∈ Ae o elemento tal que xi é

substituído por ele e denote a como sendo o resultado desta substituição em Capt−1.

Então ca 6= 0, onde c = f(a1, . . . , am). Agora, obtemos substituições em cada fhi que

resultam nos elementos c ⊗ bhi
, para i = 1, . . . , u, pois como f é multilinear, basta

substituir as respectivas entradas de fhi por a1⊗bhi
, a2⊗1, . . . , ar⊗1. Assim, obtemos

uma substituição não nula em g(fh1 , . . . , fhu)Capt−1 que resulta em

g(c⊗ bh1 , · · · , c⊗ bhu
)(a⊗ 1) = cua⊗ g(bh1 , · · · , bhu

)

uma vez que g é multilinear. Sendo f um polinômioA-bom, temos que c = f(a1, . . . , am)

é uma matriz diagonal, daí, como ca 6= 0, concluímos que cua 6= 0. Sendo assim

g(bh1 , . . . , bhu
) = 0. Como os elementos bh1 , . . . , bhu

são arbitrários, concluímos que o

polinômio g(yh1
1 , . . . , y

hu
u ) é uma identidade graduada para R, como queríamos mos-

trar.

Lema 4.2.14. Sejam K um corpo de característica zero e A = ⊕g∈GAg uma K-álgebra

graduada. Se as álgebras B e B′ satisfazem as mesmas identidades ordinárias, então

A⊗ B e A⊗ B′ satisfazem as mesmas identidades graduadas.

Demonstração. Seja F = K〈X〉/Id(B), provaremos primeiro que IdG(A⊗B) = IdG(A⊗

F ). Considere f(xg11 , . . . , x
gn
n ) uma identidade graduada multilinear para A ⊗ F e se-

jam a1 ⊗ b1, . . . , an ⊗ bn elementos homogêneos de A⊗ B tais que ai ⊗ bi tem grau gi,

i = 1, . . . , n. Seja ϕ : A ⊗ F → A ⊗ B um homomorfismo de álgebras graduadas tal

que ϕ(ai ⊗ xi) = ai ⊗ bi. Como f ∈ IdG(A ⊗ F ), então f(a1 ⊗ x1, . . . , an ⊗ xn) = 0,

portanto

0 = ϕ(f(a1 ⊗ x1, . . . , an ⊗ xn)) = f(a1 ⊗ b1, . . . , an ⊗ bn).

De onde concluímos que f é uma identidade graduada para A⊗B. Como char K = 0,

temos que IdG(A⊗F ) é gerado pelos seus polinômios multilineares, logo IdG(A⊗F ) ⊆

IdG(A ⊗ B). Agora sejam f(xg11 , . . . , x
gn
n ) uma identidade graduada multilinear para

A⊗B e ϕ : KG〈X〉 → A⊗F um homomorfismo de álgebras graduadas. Vamos escrever

ϕ(f) = a1 ⊗ f1 + · · ·+ am ⊗ fm,

onde a1, . . . , am são elementos linearmente independentes de A e f1, . . . , fm ∈ F . Se

fi 6= 0 para algum i, então existe um homomorfismo ψ0 : F → B tal que ψ0(fi) 6= 0.

Então ψ = IdA ⊗ ψ0 é um homomorfismo de álgebras graduadas de A⊗ F em A⊗B,

pois é o produto tensorial de dois homomorfismos de álgebras graduadas graduadas, e

ψ ◦ ϕ(f) = a1 ⊗ ψ0(f1) + · · ·+ am ⊗ ψ0(fm) 6= 0,
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isto é uma contradição uma vez que ψ ◦ ϕ : K〈XG〉 → A ⊗ B é um homomorfismo

de álgebras graduadas, pois é uma composição de dois homomorfismos de álgebras

graduadas, e f é uma identidade graduada para A⊗B. Portanto f1 = f2 = · · · = fm =

0, logo f é uma identidade graduada para A⊗F . Isto prova que IdG(A⊗B) ⊆ IdG(A⊗

F ). Portanto, IdG(A⊗B) = IdG(A⊗F ). De modo inteiramente análogo, prova-se que

IdG(A ⊗ B′) = IdG(A ⊗ F ′), onde F ′ = K〈X〉/Id(B′). Como Id(B) = Id(B′), temos

que F = F ′, daí concluímos que IdG(A⊗ B′) = IdG(A⊗ F ) = IdG(A⊗ B).

Lema 4.2.15. Seja R = A ⊗ B, onde A = UT (m1, . . . ,mr) tem uma graduação

elementar induzida por uma n-upla (g1, . . . , gn) ∈ Gn e B uma álgebra que satisfaz as

mesmas identidades ordinárias deMt(K) e tem umaG-graduação, tal que seu suporteH

que seja um subgrupo de G. Seja α : G→ G/H o epimorfismo canônico. O coarsening
αR satisfaz as mesmas identidades G/H-graduadas que a álgebra UT (m1t, . . . ,mrt)

com a G/H-graduação elementar induzida por (g1H, g1H, . . . , gnH, gnH), onde cada

classe lateral repete-se t vezes.

Demonstração. Observa que αR = (αA) ⊗ B, onde B tem a G/H-graduação tri-

vial. O Lema 4.2.14 implica que αR satisfaz as mesmas identidades graduadas que

(αA)⊗Mt(K). Seja ϕ : Mn(K)⊗Mt(K) → Mnt(K) o isomorfismo canônico (veja [24,

Proposição 4.10, pag. 217]), se escrevemos uma matriz de Mnt(K) como n2 blocos de

tamanho t× t, então dada uma matriz a = (aij) ∈ Mn(K) e b ∈ Mt(K), o (i, j)-ésimo

bloco da matriz ϕ(a⊗ b) é aijb. Consideramos A = UT (m1, . . . ,mr) como sendo uma

subálgebra ordinária de Mn(K), onde n = m1+ · · ·+mr. A restrição de ϕ à A⊗Mt(K)

é um isomorfismo (de álgebras ordinárias) na subálgebra UT (m1t, . . . ,mrt) de Mnt(K).

De fato, note que

ϕ : A⊗Mt(K) −→ UT (m1t, . . . ,mrt)

está bem definida e como ϕ é a restrição de um isomorfismo, temos que ela é injetiva

e como as duas álgebras têm a mesma dimensão, podemos concluir o isomorfismo. Se

UT (m1t, . . . ,mrt) tem uma graduação elementar induzida por (g1H, g1H, . . . , gnH),

onde cada classe lateral repete-se t vezes, então a restrição é um isomorfismo de álgebras

G/H-graduadas (αA) ⊗Mt(K) em UT (m1t, . . . ,mrt). De fato, note que já temos o

isomorfismo ordinário entre estas álgebras, logo só precisamos mostrar que ele preserva

o grau nas graduações. Seja eij ⊗ b um elemento homogêneo em A ⊗Mt(K), como

temos uma G/H-graduação, então o grau deste elemento é gi gj−1. Note que a imagem

de ϕ(eij ⊗ b) = eijb tem grau gig
−1
j h = gi gj

−1h = gi gj
−1 na G/H-graduação. Daí,

segue o resultado.

Os dois próximos resultados serão usados na prova do Teorema 4.2.21, que é um

dos principais resultados do nosso trabalho.
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Proposição 4.2.16. [7, Proposition 1] Sejam A e B duas álgebras G-graduadas e

α : G → H um homomorfismo de grupos. Se IdG(A) = IdG(B), então IdH(
αA) =

IdH(
αB).

Para demonstrarmos o resultado principal, precisamos descrever todas as identi-

dades ordinárias de álgebras graduadas com divisão.

Teorema 4.2.17. [19, Theorem 3] Seja G um grupo solúvel e suponha que K tenha

característica 0 ou que K tenha característica p > 0 e G não tenha elemento de ordem

p. Então KαG é semissimples.

Como uma álgebra semissimples é um produto subdireto de álgebras primitivas

se ela também for P.I., segue do Teorema de Kaplansky que esta álgebra satisfaz as

mesmas identidades que a álgebra das matrizesMt(K), para algum t (veja, por exemplo,

a observação depois do Teorema 3.2 em [2]). Esta discussão prova o seguinte corolário.

Corolário 4.2.18. Seja G uma grupo abeliano e K um corpo algebricamente fechado

de característica zero. Se D é uma álgebra G-graduada com divisão que satisfaz alguma

identidade polinomial ordinária, então existe um número natural t tal que D satisfaz

a mesmas identidades ordinárias de Mt(K).

Definição 4.2.19. O P.I. grau de uma P.I. álgebra D é o maior inteiro d tal que todas

as identidades multilineares de D seguem das identidades multilineares de Md(K).

Do corolário acima e desta definição de P.I. grau, concluímos que o número natural

t dado no referido corolário é o P.I. grau de D.

Seja K um corpo algebricamente fechado, então já provamos que qualquer álgebra

graduada com divisão é isomorfa a uma álgebra de grupo torcida KσG, onde σ é um

2-cociclo (Teorema 2.4.4 ). A aplicação βσ : G×G→ K× dada por

βσ(g, h) =
σ(g, h)

σ(h, g)

é um bicaracter alternado, isto é, ele é multiplicativo em cada uma das entradas e

βσ(g, g) = 1. Se G é um grupo abeliano finitamente gerado, sabemos que duas álgebras

de grupos torcidas KαG e Kα′

G com mesmo bicaracter associado são isomorfas (veja

[20, Teorema 2.13]). Contudo, é claro que duas álgebras graduadas com divisão D e

D′, com componente neutra unidimensional, que têm as mesmas identidades graduadas

tem o mesmo bicaracter associado. De fato, pois nesta condição, estas álgebras são

isomorfas a álgebras de grupos, digamos a KσG e Kσ′

, com bicaracteres associados β e
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β′, respectivamente. Observe que xg1x
h
1−β(g, h)x

gh
1 e xg1x

h
1−β

′(g, h)xgh1 são identidades

graduadas para KσG e Kσ′

G, logo (β(g, h) − β′(g, h))xg1x
h
1 é também uma identidade

graduada para elas. Agora sejam dg ∈ Dg e dh ∈ Dh elementos não nulos, então

(β(g, h)− β′(g, h))dgdh = 0 e como D é uma álgebra graduada com divisão, temos que

β(g, h) = β′(g, h). Este comentário prova a seguinte observação.

Observação 4.2.20. Sejam G um grupo abeliano finitamente gerado e K um corpo

algebricamente fechado. Se D1 e D2 são duas PI K-álgebras G-graduadas com divisão

com componentes de grau neutro centrais e IdG(D1) = IdG(D2), então D1 é isomorfa

a D2 como álgebras G-graduadas.

Teorema 4.2.21. Seja G um grupo abeliano. Denote A = UT (m1, . . . ,mr) e A′ =

UT (m′
1, . . . ,m

′
r) álgebras das matrizes triangulares superiores em blocos com gradu-

ações elementares induzidas pelas n-uplas g = (g1, . . . , gn) e g
′ = (g′1, . . . , g

′
n), res-

pectivamente. Seja K um subgrupo finitamente gerado de G e sejam B e B′ álgebras

K-graduadas com divisão que satisfazem as mesmas identidades polinomiais ordinárias

e considere R = A⊗B, R′ = A′ ⊗B′. Se IdG(R) = IdG(R
′), então supp B = supp B′

e B ∼= B′. Se B e B′ têm o P.I. grau t, então IdG/H(
αR) = IdG/H(U) = IdG/H(U

′) =

IdG/H(
αR′), onde α : G→ G/H é o epimorfismo canônico e, U e U ′ denotam as gradu-

ações elementares induzidas por (g1H, g1H, . . . , gnH, gnH) e (g′1H, g
′
1H, . . . , g

′
nH, g

′
nH),

respectivamente, na álgebra UT (m1t, . . . ,mrt), onde cada classe lateral repete-se t ve-

zes. Além disso, se U ∼= U ′, então R ∼= R′.

Demonstração. Iremos provar inicialmente que Supp B = Supp B′, sob a hipótese de

IdG(R) = IdG(R
′). Suponha que g ∈ Supp B, então pelo Corolário 4.2.7, temos que

Capt(x1, . . . , xt−1, x
g
t , y1, . . . , yt+1) é uma identidade graduada para R e consequente-

mente, por hipótese, é também uma identidade para R′, logo, por este mesmo corolário,

temos que g ∈ supp B′. Assim, supp B ⊆ supp B′. De maneira inteiramente análoga,

prova-se que supp B′ ⊆ supp B e com isso, concluímos a igualdade. Agora pela Pro-

posição 4.2.13 implica que IdH(B) = IdH(B
′). De fato, suponha que g(xh1

1 , . . . , x
hu
u ) ∈

IdH(B), então pela Proposição 4.2.13, temos que g(fh1 , . . . , fhu)Capt−1 é uma iden-

tidade graduada para R. Consequentemente, por hipótese, este polinômio também é

uma identidade graduada para R′, daí, pela mesma proposição, temos g ∈ IdH(B
′).

Logo IdH(B) ⊆ IdH(B
′). De maneira inteiramente análoga, prova-se que IdH(B′) ⊆

IdH(B). Portanto, temos a igualdade. Com estes dois fatos, a Observação 4.2.20

implica que B ∼= B′. O Corolário 4.2.18 e o Lema 4.2.15 implicam que αR, αR′ satis-

fazem as mesmas identidades G/H-graduadas que U e U ′, respectivamente. A igual-

dade IdG/H(
αR) = IdG/H(

αR′) segue da Proposição 4.2.16. Portanto, IdG/H(
αR) =

IdG/H(U) = IdG/H(U
′) = IdG/H(

αR′).

Agora assuma que U e U ′ são isomorfas como álgebras G/H-graduadas. O

Corolário 3.3.3 implica que existem gH ∈ G/H, σ ∈ Std1 × · · · × Stdm tais que
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g′iH = gσ(i)H(gH) para i = 1, . . . , tn. Assim sendo,existe τ ∈ Sd1 × · · · × Sdm tal

que g′iH = gτ(i)H(gH), para i = 1, . . . , n. Claramente, isso implica que existem

h1, . . . , hn ∈ H tais que g′i = gτ(i)hτ(i)g, para i = 1, . . . , n. Daí, segue do Corolário

3.3.3 que R ∼= R′.

Em [19] os autores encontraram condições suficientes para garantir que as álgebras

U e U ′, do teorema anterior, são isomorfas como álgebras graduadas. Para referirmos a

estes resultados, precisamos da definição de subgrupo de invariância de uma graduação

elementar, introduzida no referido artigo.

Definição 4.2.22. Seja A a álgebra de matrizes Mn(K) com a graduação elementar

induzida por (g1, . . . , gn). Considere a aplicação ωA : G→ N que associa a cada g ∈ G

o número de índices i tais que gi = g. O subgrupo de invariância nesta graduação

elementar é

HA = {h ∈ G | ωA(hg) = ωA(g), ∀g ∈ G}.

Proposição 4.2.23. [19, Corollary 3.4] Seja G um grupo abeliano e sejam A e B

álgebras de matrizes triangulares superiores em blocos munidas com G-graduações

elementares tais que A tem no máximo dois blocos diagonais ou uma quantidade finita

deles, onde pelo menos um deles, digamos Ad, com subgrupo invariante H(d)
A = 〈1G〉.

Então A e B são isomorfos como álgebras G-graduadas se, e somente se, IdG(A) =

IdG(B).

A proposição anterior e o Teorema 4.2.21 implica o seguinte resultado.

Corolário 4.2.24. Seja G um grupo abeliano. Denote A = UT (m1, . . . ,mr) e A′ =

UT (m′
1, . . . ,m

′
r) álgebras das matrizes triangulares superiores em blocos com gradu-

ações elementares induzidas pelas uplas g e g
′ em Gn, respectivamente. Seja K um

subgrupo finitamente gerado de G, sejam B e B′ álgebras G-graduadas com divisão que

satisfazem uma P.I. ordinária e têm o mesmo P.I. grau. Seja R = A⊗B, R′ = A′⊗B′.

Suponha que a álgebra A tem no máximo dois blocos diagonais ou uma quantidade

finita destes blocos, mas pelo menos um deles com subgrupo de invariância trivial para
αA, onde α : G → G/H é o epimorfismo canônico. Então R e R′ são isomorfos como

álgebras G-graduadas se, e somente se, IdG(R) = IdG(R
′).

Demonstração. Suponhamos inicialmente que R e R′ sejam isomorfos como álgebras

G-graduadas, então é imediato que IdG(R) = IdG(R
′). Suponha agora que IdG(R) =

IdG(R
′) e sejam U e U ′ álgebras com as graduações elementares, como no teorema

anterior. O subgrupo de invariância do i-ésimo bloco de αA coincide com o subgrupo

de invariância do i-ésimo bloco de U . O número de blocos em αA também coincide

com o número de blocos em U . O mesmo pode ser afirmado em relação a αA′ e U ′.
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Ademais, pela Proposição 4.2.21 temos que IdG/H(U) = IdG/H(U
′). Portanto, pela

Proposição 4.2.23, temos que U ∼= U ′. Com isso segue o resultado imediatamente do

Teorema 4.2.21.
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