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Resumo

Neste trabalho, investigamos os impactos da quebra da invariância de Lorentz

no cenário cosmológico. Neste sentido, mostramos a possibilidade de existir neutrinos

superluminais altamente energéticos na presença de um campo constante que controla

a violação da simetria Lorentz. Investigamos as métricas efetivas, uma no espaço com

curvatura k = 0 via métrica de Friedmann-Robertson-Walker e a outra no espaço

com curvatura k 6= 0 em coordenadas esféricas, analisando via um potencial cons-

tante o fator de escala e o parâmetro de desaceleração. Um comportamento similar,

porém subluminal é também observado para os inflatons numa escala de baixas ener-

gias. Portanto, esse tipo de cenário cosmológico, pode abrigar a idéia de neutrinos

superluminais e energia escura.

Palavras-chave: Quebra de Simetrias, Cosmologia Inflacionária, Relatividade

Geral.



ABSTRACT

In this work, we investigate the impact of Lorentz invariance breaking in a cos-

mological scenario. In this sense, we show the possibility of superluminal neutrinos

highly energetic in the presence of a constant field that controls the Lorentz symmetry

violation. Investigate the effective metric in space with curvature k = 0 via metric

Friedmann-Robertson-Walker and the other in space with curvature k 6= 0 in spherical

coordinates, through analyzing a potential constant scaling factor and the deceleration

parameter. A similar behavior, however, subluminal, is also observed from inflatons

in the low energy regime. Therefore, this type of cosmological scenario can hold the

idea of superluminal neutrinos and dark energy.

Keywords: Symmetry breaking, Inflationary Cosmology, General Relativity.
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Caṕıtulo 1

Introdução

A invariância de Lorentz é considerada como uma das simetrias mais funda-

mentais da f́ısica. Composta basicamente por dois tipos de tranformações: rotações

de boosts, esta simetria vem enfrentando testes cada vez mais precisos a medida que

os anos passam. Contudo, nos útimos anos, questionam-se a exatidão da invariância

de Lorentz em todas as escalas de energia. Neste sentido, é importante investigar a

possibilidade da violação da invariância de Lorentz, e seus efeitos associados. Na ver-

dade, observações de raios cosmicos de alta energia relatam efeitos tipo o evento GZK1

que ainda precisam de uma maior confirmação[1, 2, 3]. Isto pode sugerir a violação

da simetria de Lorentz[4, 5]. Do ponto de vista teórico, todas as teorias que abor-

dam os aspectos da gravidade quântica, necessitam de uma modificação drástica na

descrição do espaço-tempo ao ńıvel da escala de Planck [6]. Algumas delas conduzem

naturalmente a violação da simetria de Lorentz [7].

Os impactos da violação da simetria de Lorentz sobre a f́ısica podem ser bastante

amplos. Na cosmologia, existem muitos assuntos que podem ser reconsiderados neste

contexto. Por exemplo, o problema da matéria e da energia escura, a inflação do

universo, a bariogenesis, a radiação cósmica de fundo e assim por diante [8, 9, 10].

1Efeito GZK foi teorizado pelos cientistas Greisen, Zatsepin e Kuzmin. Ele estabelece um limite
superior para a energia de prótons que viajam no universo, devido á presença da radiação cósmica
de fundo. Porém nos últimos anos experimentos como o AGASA observaram alguns raios acima do
chamado ”limite GZK”.
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Neste trabalho de dissertação, nos concentramos sobre alguns aspectos da violação de

Lorentz no cenário inflacionário.

Normalmente, a violação da simetria de Lorentz está associada a referenciais

privelegiados. No caso do modelo padrão da f́ısica das part́ıculas elementares, existem

fortes restrições com respeito a existência de sistemas privilegiados, uma vez que não

possúı determinada dinâmica para tal propriedade [11]. Contudo, não existe nenhuma

razão contudente que descarte sistemas privilegiados na cosmologia, principalmente

no ponto de vista de teorias efetivas.

Então, podemos ter sistemas de referenciais privilegiados semelhantes aos que

são definidos pela radiação cósmica de fundo (CMB), possibilitando a construção de

teorias gravitacionais efetivas, tal como a teoria de Eisntein-Aether. Como bem sabe-

mos, esta teoria, possúı uma estrutura natural de se explorar a violação da simetria de

Lorentz num contexto cosmológico, uma vez que os efeitos dominantes, são os gravita-

cionais. Assim, esta teoria possúı um vetor constante que se acopla não-minimamente

com o tensor métrico. Neste caso é assumido que a norma desse vetor adquire es-

pontaneamente um valor esperado não nulo que define uma direção privilegiada que

naturalmente viola a invariância de Lorentz. Isto foi primeiro investigado por Will

e Nordtvedt nos anos 70′s [12] e recentemente estudado em detalhes por Jacobson e

Samuel [13], baseada nas propostas de Kostelecký e Samuel [14].

O objetivo principal desta dissertação, é o de desenvolver uma abordagem

teórica da dinâmica dos campos dos neutrinos e dos inflatons, ambos num universo

cosmológico. A principal razão disto, é a existência de um campo de fundo tipo-tempo

que determina uma direção privilegiada, capaz de permear o espaço, responsável pela

ação de neutrinos superluminais e da energia escura. Alguns estudos correlacionados,

são frequentes na literatura [15].

A organização desta dissertação é a seguinte: no Cap.II, fazemos um breve

levantamento sobre alguns aspectos da relatividade geral, tais como uma discussão



3

sobre o prinćıpio da equivalência, da dinâmica de uma part́ıcula num campo gravita-

cional, e do tensor energia-momento. No Cap.III, revisamos também os aspectos da

cosmologia. Entre outros, destacamos o estudo da métrica de Friedmann-Robertson-

Walker, da equação de Friedmann e da teoria de campos escalares na cosmologia. No

Cap.IV, apresentamos nossas investigações sobre os impactos da quebra da invariância

de Lorentz sobre a cosmologia inflacionário do Universo. Neste cenário, nossos resul-

tados apontam algumas modificações na dinâmica de part́ıculas como os neutrinos e

na evolução da matéria escura. No Cap.V, emitimos nossas conclusões.

Ao longo dessa dissertação, foi adotado o sistema de unidades naturais: c =

~ = 1.
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Caṕıtulo 2

Aspectos da Relatividade Geral

Neste caṕıtulo, discutiremos que para o Universo, a interação gravitacional na

Teoria da Relatividade Geral afirma que todos os corpos sofrem a ação de um campo

gravitacional e respondem a sua aplicação da mesma forma, ou seja, com a mesma

aceleração, de tal forma que as trajetórias descritas por uma part́ıcula pode estar

relacionadas com a curvatura do espaço-tempo, devido ao seu conteúdo de matéria e

energia existente. O fato de uma fonte gravitacional curvar o espaço tempo é uma

conseqüência direta do Prinćıpio da Equivalência [16]

2.1 Prinćıpio da equivalência

Os campos gravitacionais possuem a propriedade de que todos os corpos se

movem da mesma forma na presença destes (se as condições iniciais forem as mesmas),

independente da massa ou da carga. Em outras palavras a força gravitacional se

distingue das demais, devido a uma caracteristica peculiar que é a universalidade, ou

seja, todos os corpos sem exceção sofrem a ação do campo gravitacional, e mais do que

isso, todos os corpos ”respondem”da mesma forma sob a ação da força gravitacional.

Um exemplo e que todos os corpos sujeitos ao campo gravitacional da terra sofrem a

mesma aceleração, independente de suas massas.

Considere a massa M da Terra, seu raio r e a massa gravitacional de uma
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part́ıcula de teste mG. Logo, o módulo da força gravitacional entre M e mG será

dado por

F =
GMmG

r2
. (2.1.1)

Porém, de acordo com a segunda lei de Newton, a part́ıcula fica sujeita a uma ace-

leração dada por

F = mIa, (2.1.2)

onde F é o módulo da força que age na part́ıcula e mI é a massa inercial da part́ıcula

de teste que mede a resistência que os corpos oferecem á mudança do seu estado de

movimento. Sendo mG a medida da predisposição de um corpo ser atráıdo por outro,

ou seja, mG é uma fonte do campo gravitacional equivalente a uma carga gravitacional,

logo da igualdade de (2.1.1) com (2.1.2) nos fornece

GMmG

r2
= mIa, (2.1.3)

ou ainda,

a =
mG

mI

GM

r2
= cte. (2.1.4)

Testes experimentais indicam que mG = mI para todos os corpos, então todos caem

com a mesma aceleração num campo gravitacional. Devido a esse fato podemos anular

localmente os efeitos de um campo gravitacional com a escolha adequada de referen-

ciais, pois todos os corpos estão sujeitos a uma mesma aceleração. Graças a essa

propriedade dos campos gravitacionais podemos fazer uma analogia entre o movi-

mento de corpos num campo gravitacional e o movimento de corpos num referencial

não inercial. A propósito, sabemos que o movimento livre dos corpos num referencial

inercial se processa retiĺınea e uniformemente por todo tempo. Então, se observamos o

movimento livre desses corpos a partir de um referencial não inercial, certamente os ve-

remos moverem-se todos da mesma forma. Disso, conclúımos que as propriedades dos

movimentos dos corpos num referencial não inercial são idênticas as dos movimentos

dos corpos num campo gravitacional, e podemos dizer que num referencial não inercial

é equivalente a um certo campo gravitacional. Este é o prinćıpio da equivalência.
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A partir do que foi exposto acima, escrevemos o prinćıpio da covariância geral:

uma equação é válida num dado campo gravitacional se for válida também na ausência

deste. Em outras palavras, uma equação é válida num campo gravitacional se estiver

de acordo com a relatividade restrita e presevar sua forma sob tranformação geral de

coordenadas.

2.2 Dinâmica da part́ıcula

Considere uma part́ıcula movendo-se livremente somente sob a influência do

campo gravitacional em um sistema de coordenadas ξα que a acompanha. Portanto

esse sistema é localmente inercial e de acordo com o prinćıpio da equivalência nenhuma

aceleração é observada, portanto [17]

d2ξα

dτ 2
= 0, (2.2.5)

sendo dτ o intervalo entre dois eventos ocorrendo com a part́ıcula (intervalo de tempo

próprio da part́ıcula), definido por

dτ 2 = −ηαβdξαdξβ, (2.2.6)

onde ηαβ é o tensor métrico de Minkowski.

Consideremos agora um sistema de coordenadas arbitrário xµ em repouso (ou

seja, xµ é não inercial), em um campo gravitacional [18, 19]. Podemos fazer uso da

regra da cadeia para obter a dinâmica da part́ıcula observada a partir do referencial

xµ

d

dτ

(

∂ξα

∂xµ
∂xµ

∂τ

)

= 0, (2.2.7)

que após o desenvolvimento da derivada temporal, chegaremos a

d2xµ

dτ 2
∂ξα

∂xµ
+

∂2ξα

∂xµ∂xν
dxµ

dτ

dxν

dτ
= 0. (2.2.8)

Multiplicando por ∂xλ

∂ξα
, vamos obter [18],

d2xλ

dτ 2
+ Γλ

µν

dxµ

dτ

dxν

dτ
= 0. (2.2.9)
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A equação (2.2.9) representa a equação da geodésica que está associada a trajetória

de menor comprimento entre dois pontos num referencial arbitrário xµ, onde Γλ
µν é

denominado de conexão afim e pode ser entendida como uma ”correção”as equações

devido á curvatura do espaço-tempo.

Γλ
µν ≡ ∂2ξα

∂xµ∂xν
∂xλ

∂ξα
. (2.2.10)

Uma vez que as derivadas de primeira ordem comutam da equação (2.2.10), segue que

a conexão afim é simétrica com relação aos ı́ndices inferiores,

Γλ
µν = Γλ

νµ. (2.2.11)

Num referencial localmente inercial, valem as leis da relatividade restrita e não

podemos perceber um campo gravitacional a partir deste. Mas, quando passamos

para um referencial em repouso no campo gravitacional, percebemos que a equação de

movimento escrita a partir de (2.2.9) apresenta um termo adicional Γλ
µν

dxµ

dτ
dxν

dτ
, quando

comparada á equação de movimento escrita a partir do sistema localmente inercial

(2.2.5). Isso justamente indica a presença de um campo gravitacional. Portanto,

podemos descrever um campo gravitacional a partir da curvatura do espaço-tempo.

O tempo próprio também pode ser expresso em termos do sistema de coordena-

das xµ, como segue:

dτ 2 = −ηαβ
∂ξα

∂xµ
dxµ

∂ξβ

∂xν
dxν ≡ −gµνdxµdxν , (2.2.12)

onde definimos o chamado tensor métrico gµν :

gµν ≡ ηαβ
∂ξα

∂xµ
∂ξβ

∂xν
dxν , (2.2.13)

suas componentes definem a geometria do espaço-tempo e, conseguentemente, a dinâmica

num campo gravitacional.

2.2.1 Relação entre gµν e Γλ
µν

Nesse contexto o estudo de uma part́ıcula em queda livre tem nos revelado que

a grandeza (campo) que determina a força gravitacional é a conexão afim, da mesma
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forma que o tampo próprio é determinado pelo tensor métrico. Vamos demonstrar

que as derivadas do tensor métrico determinam o campo Γλ
µν . Inicialmente derivemos

a expressão do tensor métrico (2.2.13) com respeito a xλ

∂gµν

∂xλ
=

∂2ξα

∂xµ∂xλ
∂ξβ

∂xν
ηαβ +

∂ξα

∂xµ
∂2ξβ

∂xλ∂xν
ηαβ, (2.2.14)

que leva a

∂gµν

∂xλ
= Γρ

λµgρν + Γρ
λνgρµ. (2.2.15)

Somando em ambos os lados a mesma derivada do tensor métrico com µ ↔ λ e

subtraindo a mesma derivada com ν ↔ λ, teremos:

∂gµν

∂xλ
+
∂gλν

∂xµ
+
∂gµλ

∂xν
= 2Γρ

λµgρν , (2.2.16)

onde obtemos

Γσ
λµ =

1

2
gνσ
(

∂gµν

∂xλ
+
∂gλν

∂xµ
− ∂gµλ

∂xν

)

, (2.2.17)

que representa a conexão afim em termos do tensor métrico. Logo verificamos que

implemento do Prinćıpio da Equivalência nos conduz a uma dinâmica na qual o movi-

mento da part́ıcula é determinado pela geometria do espaço tempo, ou seja, o conceito

de força pode ser substitúıdo pela idéia de que a matéria e a energia curvam o espaço-

tempo, e este determina quais são as geodésicas que devem ser seguidas pelas part́ıculas

de teste. Então, uma vez estabelecida a forma métrica, as funções gµν(x
λ), são determi-

nadas solucionando-se um conjunto de equações diferenciais conhecidas como equações

de Einstein, que relacionam a geometria do espaço-tempo com o conteúdo da matéria

e energia, fontes do campo gravitacional[17, 18, 20].

2.3 Tensor energia-momento

Em nossa busca de uma teoria relativ́ıstica da gravitação a densidade de ener-

gia terá um papel importante[16, 18, 20, 21]. Para um sistema constitúıdo de muitas
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part́ıculas, a distribuição de matéria, energia e momento é praticamente uma dis-

tribuição cont́ınua. Toda informação relevante sobre o comportamento do fluxo de

quadrimomento das part́ıculas está contida no tensor de segunda ordem conhecido

como tensor de energia-momento.Esse objeto possui 16 componentes e é um tensor

que obedece às transformações de Lorentz e pode ser representado da seguinte forma

Tµν = ρ0uµuν , (2.3.18)

onde ρ0 é a densidade de massa apropriada. Observe que o tensor Tµν é simétrico, ou

seja, Tµν = Tνµ. cujas componentes levam consigo um significado f́ısico, como:

• T00 - Componente temporal

Densidade de energia;

• T0k = Tk0 - Componente espaço-temporais

Densidade da k-ésima componente de momento;

• Tkk - Componentes espaciais (́ındices de mesmo valor)

Fluxo da k-ésima componente de momento através da superf́ıcie cuja direção

normal está na direção k. (Pressão);

• TKj - Componentes espaciais (́ındices de valores diferentes)

Fluxo da k-ésima componente de momento através da superf́ıcie cuja direção

normal na direção k.

O tensor energia-momento de um sistema completo satisfaz a lei de conservação[17]

∂µT
µν = 0, (2.3.19)

ou ainda,

∂0(T
0ν) + ∂i(T

iν) = 0. (2.3.20)

Com a interação gravitacional, tem-se[17]

∇µT
µν = 0. (2.3.21)
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Em cosmologia, o tensor energia-momento de um fluido perfeito é representado por[17,

18]

T µν = (ρ+ p)uµuν + pgµν , (2.3.22)

onde p e ρ são a pressão e a densidade de energia respectivamente e uµ é a quadri-

velocidade do fluido.
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Caṕıtulo 3

Aspectos da Cosmologia

Neste caṕıtulo serão discutidos alguns aspectos básicos, observacionais e teóricos

da cosmologia moderna, ênfase será dado ao material necessário para os caṕıtulos se-

guintes. A prinćıpio, discutiremos a Cosmologia Padrão onde será descrito um universo

homogênio e isotrópico através da utilização da métrica de Friedmann-Robertson-

Walker, apontando algumas observações que dão suporte ao uso desta para o Universo

observável, além disso iremos discutir a respeito das equações de Einstein para de-

terminar as equações de Friedmann e a equação da conservação de energia para um

fluido perfeito. De acordo com a equação de estado para um fluido perfeito, podemos

obter a densidade de energia em função do fator de escala a(t) na qual serão testa-

dos para regimes dominados pela matéria, radiação e energia de vácuo representada

pela constante cosmológica Λ. Investigaremos também o fator de escala para os mo-

delos cosmológicos dominados pela matéria, radiação e constante cosmológica além

de analisarmos os gráficos do parâmetro de desaceleração nestes três peŕıodos. Em

seguida será introduzida a teoria de campo escalar em Cosmologia através do tensor

energia-momento que se conserva para obtermos a densidade de energia e pressão e

assim relacionarmos o campo escalar com as equações de Friedmann para obtermos a

equação de movimento da part́ıcula, através da aproximação slow-roll [21, 22, 23, 24].
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3.1 A métrica de Friedmann-Robertson-Walker

Como o universo apresenta-se homogênio e isotrópico na distribuição de matéria,

é de se esperar que o espaço-tempo também tenha essas mesmas caracteŕısticas, ou seja,

que o espaço-tempo seja homogênio e isotrópico, tal condição chamado de prinćıpio cos-

mológico que matematicamente sugere que exista uma coordenada temporal, chamado

tempo cosmológico tal que suas hipersuperf́ıcies sejam homogênia e isotrópico[25].

Logo a homogeneidade implica que a métrica é invariante por translação e a isotropia

justifica que em torno de qualquer ponto a métrica é invariante por rotação. Portanto,

teremos simetria esférica em torno de qualquer ponto.

As transformações de simetria da métrica são isometrias que são gerados pelos

vetores de Killing, onde a derivada da métrica desse vetor nulo.

Lξgµν = 0. (3.1.1)

Num espaço tridimensional homogênio e isotrópico existem seis vetores de Kil-

ling linearmente independentes, três vetores de translação e três vetores de rotação que

deixam o espaço com simetria maximal, portanto um espaço tridimensional homogênio

e isotrópico possui simetria máxima, então o tensor de Riemann pode ser escrito da

seguinte forma:

Rijkl = K(gikgjl − gilgjk), (3.1.2)

onde (k) representa a constante de curvatura. E ainda,

ds2 = gµνdx
µdxν , (3.1.3)

onde gµν é a métrica do espaço-tempo tridimensional. A relação (3.1.3) nos fornece a

geometria do espaço-tempo tridimensional homogênio e isotrópico. Num sistema de

coordenadas co-móvel a métrica do espaço-tempo apresenta-se da seguinte forma

ds2 = −dt2 + S2(t)dl2, (3.1.4)
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onde S2(t) é uma função referente ao grau de afastamento e aproximação dos obser-

vadores co-móveis. Por outro lado, temos

dl2 = gµνdx
µdxν , (3.1.5)

que nos dá a geometria do espaço tridimensional homogêneo e isotrópico. Portanto es-

colhemos arbitrariamente um ponto como origem do sistema de coordenadas. Porém,

pela isotropia a métrica deve ser esfericamente simétrica em torno deste ponto, por-

tanto, para uma métrica tridimensional com simetria esférica existe um sistema de

coordenadas no qual a métrica possui as seguintes componentes

dl2 = eλ(r)dr2 + r2(dθ2 + sen2θdφ2), (3.1.6)

onde a função desconhecida λ(r) pode ser determinado usando o tensor de Riemann,Contraindo

i com k na equação (3.1.2) vamos obter o tensor de Ricci dado por

Rjl = Ri
jil = K(giigjl − giigjl). (3.1.7)

logo,

Rjl = 2kgjl. (3.1.8)

Calculando o tensor de Ricci para a métrica (3.1.6), vamos obter os seguintes valores

R11 =
λ′

r
, (3.1.9)

R22 = 1 +
1

2
re−λλ′ − e−λ, (3.1.10)

R33 = sen2(θ)R22. (3.1.11)

Portanto a métrica deve satisfazer a equação (3.1.8) e sendo assim temos para j = 1 e

l = 1, obtemos a componente R11 da métrica dada por

R11 = 2kg11 (3.1.12)

−d(e
−λ)

dr
= 2kr. (3.1.13)
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Integrando esta expressão acima, obtemos

e−λ = −kr2 + A, (3.1.14)

onde (A) é uma constante de integração. Por outro, para j = 2 e l = 2, teremos a

componente R22 da métrica dada por

R22 = 2kg22 (3.1.15)

e,

1 +
1

2
re−λλ′ − e−λ = 2kr2, (3.1.16)

que nos levará a determinar a constante de integração

A = 1. (3.1.17)

Logo obtemoss,

eλ =
1

1− kr2
. (3.1.18)

Portanto, a métrica de um espaço tridimensional homogêneo e isotrópico tem a seguinte

forma

dl2 =
1

1− kr2
dr2 + r2(dθ2 + sen2θdφ2). (3.1.19)

que representa a distância espacial própria entre eventos simultâneos, onde k representa

a constante de curvatura do espaço.

Para observadores que não se movem relativisticamente em relação às galáxias,

a métrica do espaço-tempo deve obedecer à linha de Universo que é uma geodésica

na métrica, logo a homogeneidade e a isotropia induz que a parte espacial do tensor

métrico evolua por meio de uma função universal do tempo, de modo que tendo em

vista o Prinćıpio Cosmológico, a métrica de Friedmann-Robertson-Walker que descreve

o Universo homogêneo e isotrópico em expansão, é representada por

ds2 = −dt2 + a2(t)

[

dr2

1− kr2
+ r2(dθ2 + sen2θdφ2)

]

. (3.1.20)
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aqui, a(t) é o fator de escala que é utilizado para descrever a evolução de distâncias

espaciais e (k) é a constante de curvatura do espaço que pode assumir os valores -1, 0

e 1 de acordo com a curvatura do espaço a que esta submetida definindo, portanto, o

tamanho das superf́ıcies no espaço. Para k = −1 o espaço possui curvatura hiperbólica,

e parak = 1 o espaço é do tipo esférico. Quando (k) assume o valor zero temos um

espaço plano.

Para um a(t) crescente o Universo está se expandindo, caso ele seja decrescente,

ocorre uma contração. Logo para uma expansão do Universo, a distância real entre

nós e os objetos observados são modificadas (em larga escala) de forma que estas

alterações são medidas através do fator de escala, que re-escala a distância co-móvel

entre os objetos com o tempo, descrevendo a expansão do espaço observado.

No Universo observado, a gravitação é uma força sempre atrativa. Nunca

houve qualquer evidência firme de anti-gravitação em laboratório ou sistemas este-

lares/galácticos. Porém, isto não necessariamente foi sempre assim, e uma posśıvel

solução ao problema da origem da expansão é o de termos tido uma época onde, pelo

menos de forma efetiva, a gravitação tenha sido repulsiva. De fato, as equações de

Friedmann apresentadas a seguir, atribuem um papel importante à relação entre a

pressão e a densidade de energia, já que o sinal da aceleração está determinado por

ela. Abre-se assim a possibilidade de ter havido alguma época na qual ä > 0, e como

conseqüência a expansão do Universo ter sido acelerada. Este é o conceito básico da

era inflacionária.

3.2 Equação de Friedmann

A obtenção das equações de Friedmann [26, 27] pode ser realizada através do

uso da métrica de Friedmann-Robertson-Walker e o do tensor energia-momento de um

fluido perfeito. Utilizando as equações de Einstein representadas por

Gµν = Rµν −
1

2
Rgµν . (3.2.21)
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Podemos verificar que para G00 vamos obter

G00 = R00 −
1

2
Rgµν , (3.2.22)

onde

R00 = −3
ä

a
(3.2.23)

e,

R = 6

[

ä

a
+

(

ȧ

a

)2

+
k

a2

]

, (3.2.24)

logo substituindo na expressão (3.2.21), teremos

G00 = 3

(

ȧ

a

)2

+
3k

a2
, (3.2.25)

sabemos que

Gµν = 8πGTµν . (3.2.26)

Portanto, para a componente G00 vamos obter G00 = 8πGT00, mas como T00 = ρ,

ficaremos com G00 = 8πGρ que ao ser igualada com (3.2.33) nos permite obter a

primeira equação de Friedmann representada por

(

ȧ

a

)2

=
8πG

3
ρ− k

a2
, (3.2.27)

que representa a taxa de variação de expansão do fator de escala a(t), o qual podemos

também representar por H ≡ ȧ
a
, chamado parâmetro de Hublle. Para a segunda

equação de Friedmann, devemos de maneira análoga ao caso anterior encontrar o G11

na equação (3.2.21),

G11 = R11 −
1

2
Rg11, (3.2.28)

onde

R11 =
aä+ 2ȧ2 + 2k

1− kr2
, (3.2.29)

e

R = 6

[

ä

a
+

(

ȧ

a

)2

+
k

a2

]

. (3.2.30)
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E da métrica de Friedmann-Robertson-Walker temos que a componente g11 =

(

a2

1−kr2

)

,

portanto obtemos

G11 =
−2aä

1− kr2
− ȧ2

1− kr2
− k

1− kr2
. (3.2.31)

Porém de (3.2.26) a componente G11 possue a seguinte representação G11 = 8πGT11,

mas como T 1
1 = p, podemos rebaixar o ı́ndice para obtermos T11,

T11 = pg11. (3.2.32)

Portanto substituindo T11 em (3.2.26) obtemos a seguinte equação

G11 = 8πGp

(

a2

1− kr2

)

. (3.2.33)

Agora para obtermos a segunda equação de Friedmann façamos a comparação

da expressão (3.2.31) com a equação (3.2.33) desta forma iremos ter

−2ä

a
−
(

ȧ

a

)2

− k

a2
= 8πGp. (3.2.34)

substituindo a primeira equação de Friedmann (3.2.27) na relação (3.2.34), vamos

obter

ä

a
=

−4πG

3
(3p+ ρ). (3.2.35)

Que representa a segunda equação de Friedmann e que indica a taxa de aceleração

com que o Universo se expande em função da densidade de matéria e da pressão do

fluido cósmico relacionadas com o fator de escala de expansão do Universo.[28, 17, 18]

3.3 Densidade de energia no universo

Em larga escala, identificamos três fontes principais de distribuição de ener-

gia e matéria na Natureza [20]. Primeiro, temos a matéria nos aglomerados, que

constituem as Galáxias, Estrelas etc. A radiação cósmica que é representada pelas

ondas eletromagnéticas e a constante cosmológica (Λ) acrescentada por Einstein. Nós
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podemos escolher o modelo de um fluido perfeito para, através das equações de Eins-

tein, determinar a relação entre densidade de matéria com o fator de escala para a

energia dinâmica do Universo [17, 18]. Considerando um fluido, isotrópico que in-

duz a uma métrica que também é isotrópica, logo, as duas regiões irão coincidir, e

sendo assim, o fluido vai estar em movimento com coordenadas co-móveis, portanto

a quadri-velocidade será dada por Uµ = (−1, 0, 0, 0), e o tensor energia-momentum

dado por

Tµν = (ρ+ p)UµUν + pgµν , (3.3.36)

que torna-se

Tµν =















ρ 0 0 0

0 p 0 0

0 0 p 0

0 0 0 p















,

com um ı́ndice elevado, este tensor assume a forma conveniente dada por

T µ
ν = diag(−ρ, p, p, p), (3.3.37)

observe que o traço é dado por

T = T µ
µ = −ρ+ 3p. (3.3.38)

Antes de conectar com a equação de Einstein é importante analisarmos que a compo-

nente zero da equação da conservação de energia é dada por

∇µT
µ
0 = 0 (3.3.39)

∂µT
µ
0 + Γµ

µλT
λ
0 − Γλ

µ0T
µ
λ = 0 (3.3.40)

ρ̇ = −3
ȧ

a
(ρ+ p), (3.3.41)

que representa a equação da conservação da energia para a métrica de Friedmann-

Robertson-Walker para um fluido perfeito.
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Para prosseguirmos, podemos escolher uma equação de estado, ou seja, a relação

entre ρ e p. Muitas vezes, os fluidos perfeitos relevantes na Cosmologia obedecem à

simples equação de estado dada por

p = ωρ, (3.3.42)

onde ω é uma constante independente do tempo, portanto, substituindo-a em (3.3.41)

vamos verificar que a equação da conservação da energia torna-se igual a

ρ̇

ρ
= −3

ȧ

a
(1 + ω). (3.3.43)

Integrando esta expressão e manipulando a equação (3.3.43), vamos obter que

ρ(t) = ρ0

[

a(t)

a0

]−3(1+ω)

, (3.3.44)

o que representa a densidade de energia em função do fator de escala a(t).

Os dois exemplos mais populares de fluido cosmológico são conhecidos como a

matéria e a radiação [21] que de acordo com a equação de estado, (3.6.87) o parâmetro

ω depende das condições de energia de tal forma que para ω = 0 teremos um peŕıodo

dominado pela matéria conhecida como poeira ou pó na qual a matéria não-relativ́ıstica,

possui essencialmente pressão zero [17]. Neste exemplo incluem-se estrelas e galáxias

normais, na qual a pressão é despreźıvel em comparação com a densidade de energia.

Portanto para ω = 0 a densidade de energia na matéria será dada por

ρM(t) ∼ a−3. (3.3.45)

A densidade de radiação pode ser utilizada para descrever qualquer radiação

eletromagnética real, ou part́ıculas massivas que se deslocam a velocidades relativa-

mente suficientemente perto da velocidade da luz e que eles se tornem indistingúıveis

dos fótons. Sendo um gás isotrópico de part́ıculas relativ́ısticas um fluido perfeito,

existe um tensor energia-momento dado pela expressão (3.3.36). Também sabemos

que o tensor Tµν para o eletromagnetismo pode ser expresso em termos da intensidade
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de campo como[17],

T µν = F µλF ν
λ − 1

4
gµνF λσFλσ, (3.3.46)

onde o traço deste tensor é dado por

T µ
µ = F µλFµλ −

1

4
F λσFλσ = 0. (3.3.47)

Mas isso também deve igual a(3.3.38), então a equação de estado de um gás de fótons

para a radiação será

pR =
1

3
ρR, (3.3.48)

onde ω = 1
3
representa a constante para a radiação.

Um Universo em que a maioria da densidade de energia está na forma de

radiação é conhecido como um Universo dominado pela radiação[29]. Logo a densidade

de energia da radiação expressa pela equação (3.3.45) cai de acordo com a seguinte

relação

ρR(t) ∼ a−4. (3.3.49)

Assim, a densidade de energia da radiação cai ligeiramente mais rápido do que

a densidade de energia na matéria, isto porque a densidade do número de fótons

diminui na mesma forma que a densidade do número de part́ıculas não-relativ́ıstica.

Acreditamos que, hoje, a densidade de energia da radiação é muito menor que a da

matéria, com ρM
ρR

∼ 103. No entanto, no passado o Universo era muito menor, e a

densidade de energia da radiação teria dominado em tempos primordiais.

Uma caracteŕıstica da Relatividade Geral, é que a fonte de energia para o campo

gravitacional é o tensor energia-momento[26]. Na f́ısica não gravitacional, a mudança

na energia a partir de um estado para outro é que é mensurável. Por exemplo, o

movimento de uma part́ıcula com a energia potencial V (x) é precisamente o mesmo

que com uma energia potencial V (x) + V0, com V0 assumindo qualquer constante. Na

gravitação, porém, o valor real das questões energéticas é considerado, e não apenas

as diferenças entre os estados. Esse comportamento abre a possibilidade da energia do
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vácuo: uma densidade de energia do espaço vazio. Uma caracteŕıstica que podeŕıamos

observar, é que no vácuo não há uma direção preferencial, portanto ainda será posśıvel

ter uma densidade de energia diferente de zero se o tensor energia-momento está as-

sociada à invariância de Lorentz com coordenadas inerciais locais. Essa invariância de

Lorentz nos leva ao tensor energia-momento correspondente, que deve ser proporcional

à métrica, logo podemos descrever o termo cosmológico Λgµν como um fluido perfeito

e escrever a seguinte relação

T νac
µν = −ρνacηµν. (3.3.50)

Desde que ηµν seja invariante por transformadas de Lorentz podemos generalizar com

coordenadas localmente inerciais arbitrárias que

T νac
µν = −ρνacgµν. (3.3.51)

Comparando com a equação de um fluido perfeito, o tensor energia-momento

dado pela equação (3.3.36) equivale à expressão acima generalizada, a menos de um

sinal contrário na densidade de energia para pressão isotrópica que nos faz obter

pνac = −ρνac, (3.3.52)

se dividirmos o tensor energia-momento em uma parte da matéria TM
µν e uma parte de

vácuo T vac
µν = −ρνacgµν a equação de Einstein fica

Rµν −
1

2
Rgµν = 8πG(TM

µν − ρνacgµν). (3.3.53)

Logo após a descoberta da Relatividade Geral, Einstein tentou encontrar um

modelo estático cosmológico, uma vez que era o que as observações astronômicas da

época indicavam. O resultado foi o Universo Estático de Einstein. Para que esta cos-

mologia estática resolvesse a equação de campo como uma fonte de matéria ordinária,

foi necessário acrescentar um novo termo chamado de constante cosmológica1 Λ, que

1Termo adicionado pelo próprio Einstein ás suas equações de campo de forma a permitir que
o universo fosse estático. Recentemente esta constante tem sido interpretada como um termo de
densidade de vácuo que possivelmente poderia explicar a aceleração do universo.
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entra como uma densidade de energia de vácuo expressa por

Rµν −
1

2
Rgµν + Λgµν = 8πG(Tµν), (3.3.54)

onde o valor dessa densidade é

ρvac =
Λ

8πG
. (3.3.55)

Portanto, para a constante cosmológica como distribuição de energia-matéria a equação

de estado (3.3.52) nos leva a um parâmetro ω = −1, em que a densidade de energia

de vácuo é dada por

ρΛ(t) = ρ0. (3.3.56)

E ainda, podemos considerar três fases distintas para a evolução do Universo,sendo

uma primeira época dominada pela radiação, seguida de um peŕıodo dominado pela

matéria e finalmente o peŕıodo dominado pela constante cosmológica[18]. Usando a

constante de integração da equação de Friedmann, podemos fixar o valor atual do fator

de escala a0 = 1 para simplificar. Neste caso teremos três fontes para a evolução do

Universo.

ρ = ρM + ρR + ρΛ, (3.3.57)

onde,

ρM =
ρ0

a3
(3.3.58)

ρR =
ρ0

a4
(3.3.59)

ρΛ =
Λ

8πG
. (3.3.60)

substituindo as três densidades citadas acima na equação de Friedmann (3.2.27) tere-

mos
(

ȧ

a

)2

=
Λ

3
+

8πG

3

(

ρR0

a4
+
ρM0

a3

)

− k

a2
. (3.3.61)

Definindo um potencial efetivo como sendo dado por

Veff (a) = −8πG

3

(

ρR0

a4
+
ρM0

a3

)

+
k

a2
. (3.3.62)
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a equação (3.3.61) assume a seguinte forma

(

ȧ

a

)2

=
Λ

3
− Veff (a). (3.3.63)

Como

(

ȧ
a

)2

é positivo, podemos fazer uma analogia com a equação de movimento de

uma part́ıcula submetida a um potencial Veff expressa por

1

2
mẋ2 = E − Veff (x). (3.3.64)

Portanto, a condição necessária para o fator de escala ser positivo implica que Veff (x) ≤
Λ
3
. Para Veff cŕıtico igual a Λ

3
teremos que

(

ȧ

a

)2

= 0. (3.3.65)

Desta forma, derivando a equação (3.3.63) de Friedmann teremos

ä =

[

Λ

3
− Veff (a)

]

a− 1

2

[

d(Veff )

da

]

a2. (3.3.66)

Para k = 0, temos que o potencial efetivo Veff (a) terá um predomı́nio do peŕıodo da

matéria sobre a radiação, portanto

Veff (a) = −8πG

3

(

ρR0

a4
+
ρM0

a3

)

. (3.3.67)

Para k = 1, teremos que o potencial efetivo Veff (a) terá um predomı́nio do peŕıodo

da constante cosmológica sobre a matéria, e a radiação, portanto

Veff (a) = −8πG

3

(

ρR0

a4
+
ρM0

a3

)

+
1

a2
. (3.3.68)

Para k = −1, teremos que o potencial efetivo Veff (a) terá um predomı́nio do peŕıodo

da radiação sobre a constante cosmológica e da matéria, logo

Veff (a) = −8πG

3

(

ρR0

a4
+
ρM0

a3

)

− 1

a2
. (3.3.69)
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3.4 Parâmetro de desaceleração

Uma forma alternativa de descrever o estado de expansão do Universo, consiste

em utilizar o parâmetro de desaceleração[30, 31] definido por

q =
d

dt

(

1

H

)

−1 = −
ä
a

(

ȧ
a

)2 . (3.4.70)

Portanto podemos determinar o fator de escala a(t) variando no tempo para alguns

modelos cosmológicos e aplicarmos os resultados, obtendo o valor do parâmetro de

desaceleração (q) que é um indicador da taxa de expansão do Universo e que mede a

taxa de variação da taxa de expansão do Universo. Se q < 0, a expansão do Universo

é acelerada, porém se q > 0 indica uma fase de desaceleração.

3.5 Modelos cosmológicos

Considerando o modelo cosmológico de Einstein-de-Sitter, teremos que Λ = 0,

ρR0
e k = 0 o que caracteriza o Universo dominado pela matéria. Portanto através

da equação de Friedmann podemos encontrar o fator de escala para o peŕıodo da

matéria[30].Partindo de (3.3.61), teremos

ȧ

a
=

√

8πGρM0

3

√
a−3, (3.5.71)

fazendo α =
√

8πGρM0

3
ficamos,

ȧ

a
= αa−

3

2 , (3.5.72)

sendo ȧ = da
dt

e integrando, obtemos

a(t) =

(

3

2
α

) 2

3

(t)
2

3 , (3.5.73)

que corresponde ao valor aproximado do fator de escala para o peŕıodo da matéria, no

qual ele cresce com o passar do tempo indefinidamente como mostra a figura Como

podemos observar, através de cálculos efetuados, o parâmetro neste caso resulta em
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Figura 3.1: Evolução do fator de escala em função do tempo para o universo dominado
pela matéria.

.

Figura 3.2: Parâmetro de desaceleração para a era dominada pela matéria.

q = 1
2
o que indica um peŕıodo de desaceleração constante com o passar do tempo

conforme indica a figura

Para o Universo dominado pela radiação verificamos que sendo Λ = 0;ρM0 e

k = 0, portanto, partindo de (3.3.61) obteremos o fator de escala para o Universo da

seguinte forma

ȧ

a
=

√

8πGρM0

3

√
a−2, (3.5.74)
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fazendo α =
√

8πGρR0

3
ficamos

ȧ

a
= αa−2, (3.5.75)

sendo ȧ = da
dt

e integrando, temos

a(t) = (2αt)
1

2 , (3.5.76)

que corresponde ao valor aproximado do fator de escala para o peŕıodo da radiação,

no qual ele cresce com o passar do tempo indefinidamente como mostra a figura Como

Figura 3.3: Evolução do fator de escala em função do tempo para o universo diminado
pela radiação.

podemos observar, através de cálculos efetuados, o parâmetro neste caso resulta em

q = 1, o que indica um peŕıodo de desaceleração constante com o passar do tempo

conforme mostra a figura

Para o Universo dominado pela constante cosmológica, que corresponde ao mo-

delo de de Sitter temos que Λ > 0,ρR0 = 0 ,ρM0 = 0 e k = 0, onde partindo da equação

3.3.61, obtemos

ȧ

a
=

√

Λ

3
, (3.5.77)

sendo ȧ = da
dt

e integrando, temos

a(t) = e
√

Λ

3
t. (3.5.78)
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Figura 3.4: Parâmetro de desaceleração para a era dominada pela radiação.

Portanto o fator de escala para a constante cosmológica obedece a uma expansão

exponencial conforme indica a figura Como podemos observar, através de cálculos

Figura 3.5: Evolução do fator de escala em função do tempo para o modelo de de
Sitter.

efetuados, o parâmetro de desaceleração neste caso resulta em q = −1 , o que indica

um peŕıodo de aceleração constante com o passar do tempo conforme a figura
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Figura 3.6: Parâmetro de desaceleração para o modelo de de Sitter.

3.6 Teoria de campo escalar em cosmologia

Para incluirmos campos escalares nas equações de Friedmann, devemos utilizar

o tensor energia-momento[32] definido por

T µ
ν =

δL
δ∂µφ

∂µφ+ δµνL. (3.6.79)

que se conserva, pois utilizando as equações de movimento podemos verificar explici-

tamente que este tensor energia-momentum possui essa caracteŕıstica, ou seja

∂µT
µ
ν = 0. (3.6.80)

Se substituirmos a equação de um campo escalar real em (3.6.79), encontraremos o

tensor de energia-momentum para o campo escalar dado por

Tµν = ∂µφ∂νφ+ gµνL, (3.6.81)

onde a lagrangeana para um campo escalar φ é dada por

L = −1

2
∂µφ∂

µφ− V (φ), (3.6.82)

aplicando (3.6.82) em (3.6.81) vamos encontrar

Tµν = ∂µφ∂νφ− gµν
1

2
∂µφ∂

µφ− gµνV (φ), (3.6.83)
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fazendo µ = 0 e ν = 0 vamos obter

T00 =
1

2
φ̇2 + V (φ), (3.6.84)

mas sabendo que o tensor de energia-momento possui componente T00 = ρ, logo com-

parando com a expressão (3.6.84) vamos obter a densidade de energia que é dada

por:

ρ =
1

2
φ̇2 + V (φ), (3.6.85)

com ı́ndices dados por µ = 1 e ν = 1, o tensor de energia-momento para o campo

escalar é dado por

T11 =
1

2
(∂0φ)

2 − V (φ). (3.6.86)

Mas como o tensor de enrgia-momento possui a componente T11 = p, logo comparando

com a expressão (3.6.85) vamos obter a pressão dada por:

p =
1

2
φ̇2 − V (φ). (3.6.87)

Voltando as equação de Friedmann para efetuar as substituições da densidade

de energia ρ, obteremos as seguintes expressões em função do campo escalar
(

ȧ2

a

)2

=
8πG

3
ρ− κ

a2
. (3.6.88)

Para a segunda equação de friedmann, obtemos

ȧ2

a
=

−8πG

3

[

φ̇2 − V (φ)

]

. (3.6.89)

Na equação da conservação de energia para a métrica de Friedmann-Robertson-Walker

como flúıdo perfeito, represendada pela equação(3.3.41), substituindo os valores de

densidade e pressão obteremos a seguinte equação

φ̈+ 3
ȧ

a
φ̇+

∂V

∂φ
= 0. (3.6.90)

Representando ȧ
a
como sendo a taxa relativa de crescimento do Universo, ou seja, taxa

de expansão ı́ndicada como sendo o parâmentro de Hubble2, simbolizado por H, logo

2Esta taxa de expansão foi introduzida por Hubble para reproduzir o fato observacional de que as
galáxias próximas se afastam com velocidade crescente com as distâncias que nos separam delas (V =
H0d). Acredita-se atualmente que o valor desta constante seja da ordem de (65−72)Km.s−1.Mpc−1.
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a equação(3.6.90) fica,

φ̈+ 3Hφ̇+
∂V

∂φ
= 0. (3.6.91)

Vemos que o parâmetro de Hubble atua como um termo de atrito[33]. O campo

tende a diminuir o potencial, mas quando H é muito grande o movimento vai sendo

amortecido. Portanto, um campo escalar com um potencial suficientemente pequeno

vai diminuindo muito lentamente, levando a uma energia cinética muito menor que a

energia potencial V (φ). Portanto o tensor de energia-momentum é então,

Tµν ≈ −V (φ)gµν, (3.6.92)

onde φ ≈ constante. Comparando com o tensor de energia-momento de vácuo dado

pela equação (3.3.51), vemos que o potencial de campo escalar é quem imita a energia

do vácuo. Como um exemplo simples, podemos citar o potencial quadrático[17, 18],

V (φ) = 1
2
m2φ2. Então (3.6.91) descreve um oscilador harmônico amortecido e mais

de um amortecimento irá ocorrer se H > m. Da equação (3.6.91) do movimento da

part́ıcula podemos analisar a evolução temporal do campo escalar, pois de acordo com

o prinćıpio cosmológico, o Universo é homogêneo e isotrópico, portanto varia somente

como função do tempo, ou seja, φ = φ(t). Logo a equação de Fredmann (3.2.27)

torna-se
(

ȧ

a

)2

=
8πG

3

[

1

2
φ̇2 + V (φ)

]

. (3.6.93)

Na equação acima, se φ̇2 << V (φ) teremos que ρ = V (φ0) e p = −V (φ0), então

podemos obter um regime de aceleração positiva quando a pressão for negativa, onde

p = −ρ e percebemos que de acordo com a equação da pressão de um fluido per-

feito (3.6.87) e da densidade de energia (3.6.85) esta condição é satisfeita desde que

o termo cinético permaneça subdominante, sendo despreźıvel com relação ao termo

potencial. Com esta condição, o potencial escalar torna-se máximo, e como a ex-

pansão é acelerada, o potencial deve variar lentamente nesse peŕıodo. Logo teremos

que V ≈ constante, ou ∂V
∂φ

= ξ, onde ξ é um valor muito pequeno. Essa aproximação
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é conhecida como aproximação de slow-roll (rolamento lento), caracterizando uma ex-

pansão acelerada. No regime slow-roll, ρ̇ ≈ constante e ρ̈ = 0 de tal forma que a

equação do movimento (3.6.90) pode ser escrita como

3
ȧ

a
φ̇+

∂V

∂φ
= 0, (3.6.94)

e pela consideração de que V ≈ constante, a equação de Friedmann fica

(

ȧ

a

)2

=
8πG

3
V0, (3.6.95)

que integrando e manipulando matematicamente, vamos obter

a(t) = e

√

8πGV0
3

t. (3.6.96)

Portanto conclúımos que independente da forma do potencial, a aproximação slow-

roll[34] sempre fornecerá uma solução exponencial de tal forma que p = −ρ = −V

semelhante ao que ocorre no modelo para o Universo dominado pela constante cos-

mológica, que corresponde ao modelo de de Sitter. Neste peŕıodo o ı́nflaton3 evoluirá

do estado de falso vácuo para o estado de vácuo verdadeiro quando ∂V
∂φ

não for pequeno,

o que corresponde ao término do regime inflacionário em que o potencial chega ao seu

mı́nimo e o termo cinético não é mais despreźıvel e, de acordo com a equação (3.6.91),

o ı́nflaton sofre oscilações amortecidas e perde energia, a qual reaquece o Universo.

3Campo escalar responsável pela inflação e que é submetido a um potencial V (φ).



32

Caṕıtulo 4

Cosmologia Inflacionária Violando

a Simetria de Lorentz

Neste caṕıtulo, apresentamos o nosso modelo que a viola naturalmente a invariancia

de Lorentz e discutimos os seus impactos sobre o cenário inflacionário. Assim, a

violação da simetria, é controlada por um tensor kµν , escrito em função de um campo

escalar ϕ, que funciona como um campo de fundo, isto é, sem dinâmica. Tal modelo,

foi contruido a luz de novos termos que modificam o setor do campo de Higgs do

modelo padrão propostos po Colladay e Kosteleký [35]. Neste sentido, estudamos os

impactos dessa teoria sobre o Univeso plano e sobre o Universo curvo.

4.1 O modelo

Neste ponto, escrevemos uma teoria de campos num espaço curvo de (d+1) di-

mensões que descreve campos de um inflaton e de um fermion acoplados a outros

campos escalares que desempenham o papel de controlar a violação da simetria de

Lorentz. A densidade de Lagragena é escrita como,

e−1L =
R

2κ2
− 1

2

(

gµν + ξ1k
1
µν(ϕ)

)

∂µφ∂νφ− i
(

gµν + ξ2k
2
µν(ϕ)

)

ψ̄γµ∂νψ −

−1

2
∂µϕ∂

µϕ− V(ϕ, r)− V (φ), (4.1.1)
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onde e =
√−g e κ2 = 8πG. As quantidades V (φ) e V(ϕ, r) são o inflaton e o poten-

cial de fundo respectivamente. Note que o potencial V(ϕ, r) que possúı dependência

expĺıcita da coordenada radial (r), é dada por[36]

V(ϕ, r) =
W 2

ϕ

2r2d−2
, (4.1.2)

onde W (ϕ) é o superpotencial, cujo sua primeira derivada é definida como segue

Wϕ = ϕ
a−1

a − ϕ
a+1

a , (4.1.3)

com a = 1, 3, 5.... Uma vez que estamos assumindo que o campo escalar ϕ seja um

campo de fundo constante, desprezamos os acoplamentos para outros campos em sua

equação de movimento. A solução geral é dada por[36]

ϕ(r) = tanha

[

1

a(d− 2)rd−2

]

. (4.1.4)

Na presente discussão atual, devemos nos limitar aos seguintes casos: a = 1 e d = 3.

Neste sentido, consideramos um tensor tipo-tempo dado como κiµν(i = 1, 2) tal que

κi00 6= 0, isto é

kiµν(ϕ) =

(

−βi(ϕ) 0

0 0

)

, β1(ϕ) = ϕ(r)− 1, β2(r) = ϕ(r). (4.1.5)

Note que tais tensores acoplam os campos de inflaton e de férmions ao campo escalar de

fundo que controlam a violação de lorentz como diferentes constantes de acoplamento:

ξ1 > 0 e ξ2 > 0, respectivamente, veja figuras (4.1) e (4.2). Os inflatons, se acoplam

com o campo de fundo mais fortemente do que os neutrinos.
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Figura 4.1: Acoplamento para campo de inflação com o campo de fundo que controla
a violação de Lorentz β1(ϕ(r)) = β2(ϕ(r))− 1 < 0 para ξ1 > 0

Figura 4.2: Acoplamento para campo de neutrinos com o campo de fundo que controla
a violação de Lorentz β(ϕ(r)) > 0 para ξ2 > 0

4.2 Impactos sobre o universo plano

Vamos investigar os impactos cosmológicos deste modelo. A nossa métrica de

fundo será a métrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) em um Universo plano,

dada por

ds2 = gµνdx
µdxν = −c2dt2 + a(t)2(dx2 + dy2 + dz2). (4.2.6)
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por outro lado, a métrica efetiva devido a presença do campo de fundo é do tipo[37]

ds̃2 = g̃µνdx
µdxν =

(

gµν + ξikµν(ϕ)
)

dxµdxν , (4.2.7)

ou ainda,

ds̃2 = −
(

1 + ξiβ(ϕ)
)

c2dt2 + a(t)2(dx2 + dy2 + dz2). i = 1, 2, (4.2.8)

A velocidade efetiva para os inflatons e os neutrinos devido ao campo de fundo são

dadas por[38]

vi =
√

1 + ξiβi(r∗)c, i = 1, 2, (4.2.9)

onde βi(r) = 0 para fótons. Observe que o campo inflaton é subluminal mas atige

velocidade da luz em distâncias muito pequenas. Os neutrinos comportam-se de ma-

neira oposta, isto é, eles se tornam superluminal em distâncias curtas, mas tornam-se

subluminal a distâncias muito grande, veja figuras 4.1 e 4.2. A escala r∗ corresponde

a distância (ou energia E ∼ 1
r∗) testados pelo inflaton ou neutrinos.

Neste ponto, assumimos regimes onde só a inflação seja o efeito dominante.

Assim as equações de Einstein Rµν − 1
2
gµνR = κ2Tµν , leva a equação de Friedmann

H2 = 8πG
3
ρφ, cuja densidade do inflaton: ρφ é governada pelo campo de inflaton com

o tensor energia-momento dado na forma,

Tµν = ∂µφ∂νφ+ gµνLφ (4.2.10)

com

T µ
ν = diag

(

−ρφ, pφ, pφ, pφ
)

. (4.2.11)

Agora, estamos interessados em configurações de inflatons homogêneas φ ≡ φ(t). Neste

caso, podemos escrever a densidade de energia ρφ e a de pressão pi = pφ(i = 1, 2, 3)

da seguinte forma

ρφ =
1

2

(

1− ξ1β1

)

φ̇2 + V (φ)

pφ =
1

2

(

1 + ξ1β1

)

φ̇2 − V (φ). (4.2.12)
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A equação de estado para o campo de inflaton pode ser facilmente encontrado e é dado

por

ω ≡ p

ρ
=

1

2

(

1 + ξ1β1

)

φ̇2 − V (φ)

1

2

(

1− ξ1β1

)

φ̇2 + V (φ)
. (4.2.13)

observe que quando a parte potencial domina encontra-se usualmente ω ≃ −1 e um

regime inflacionário ocorre,onde se pode restringir ξ1β1 através do cálculo do número

de e-dobras. Por outro lado, quando a parte cinética domina sobre a parte potencial

escalar encontramos a equação interessante de estado[37].

ω ≃ 1 + ξ1β1

1− ξ1β1
. (4.2.14)

Que concorda com o regime de radiação ω → 1
3
com ξ1β1 → −1

2
. Além disso,

outros regimes interessantes também aparecem para ξ1β1 → −1, que corresponte a

poeira (ω = 0) e para ξ1β1 < −2 que corresponte a materia escura (ω < −1
3
). Veja

figura.

Figura 4.3: Gráfico da equação de estado como uma função de β1(r). Após a inflação,
existe a possibilidade de radiação, poeira e matéria escura para ξ1β1 < 0. Neste enredo,
assumimos ξ1 = 2.5.

A equação modificada de movimento para o campo de inflação é do tipo

φ̈+ 3Hφ̇+
( 1

1 + ξ1β1

)∂V

∂φ
= 0. (4.2.15)
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Considerando que a equação modificada de Friedmann fique:

H2 =
8πG

3

[1

2

(

1− ξ1β1

)

φ̇2 + V (φ)
]

, (4.2.16)

nota-se a presença do campo de fundo de violação de Lorentz β1 ≡ β1(r) ambas

equações irão conduzir novos efeitos, como veremos a seguir. Na equação (4.2.15)

podemos encontrar um regime slow-roll, isto é, quando o termo de atrito 3Hφ̇ domina

sobre o termo de aceleração φ̈. Isto também é acompanhada pela condição φ̇2 ≪ V (φ)

em (4.2.16). Assim, encontramos agora os seguintes equações

3Hφ̇+
( 1

1 + ξ1β1

)∂V

∂φ
≃ 0 (4.2.17)

H ≡
(d ln a

dt

)

≃
√

8πG

3
V (φ). (4.2.18)

Vamos agora considerar o potencial de inflação mais simples, o potencial quadrático

V (φ) =
1

2
m2φ2, (4.2.19)

para a condição de slow-roll a equação (4.2.16) pode ser simplificada

H =

√

4πG

3
mφ, (4.2.20)

a equação (4.2.17) e (4.2.18) conduz á

φ̇ = − m√
12πG(1 + ξ1β1)

, (4.2.21)

que é[45]

φ(t) = φ0 −
m√

12πG(1 + ξ1β1)
t. (4.2.22)

Finalmente, usando (4.2.20) obtemos o fator de escala

a(t) = a0 exp

[
√

4πG

3
mφ0t−

m2

6(1 + ξ1β1)
t2

]

, (4.2.23)

isto descreve uma fase inflacionária do universo por tempo suficientemente pequeno.

Agora, para entender o efeito de violação de Lorentz num campo de fundo em

um universo inflacionário, fazemos uso do número de e-dobras definido como

Ne =

∫ tf

ti

Hdt, (4.2.24)
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que fazendo uso de (4.2.17), encontramos

Ne =

∫ tf

ti

Hdt = − 8πG

1 + ξ1β1

∫ tf

ti

V

Vφ

dφ

dt
dt = − 8πG

1 + ξ1β1

∫ φ(tf )

φ(ti)

V

Vφ
dφ. (4.2.25)

Para o potencial de inflação definida em (4.2.19) o número modificado de e-dobras

Ne = − 8πG

1 + ξ1β1

∫ φ(tf )

φ(ti)

φdφ =
2πG

1 + ξ1β1

(

φ(ti)
2 − φ(tf )

2
)

, (4.2.26)

nós assumimos φ(tf ) ≈ 0, obtendo

Ne =
2πG

1 + ξ1β1
φ(ti)

2 (4.2.27)

que implica,

ξ1β1 =
2πGφ(ti)

2

Ne

− 1. (4.2.28)

Para Ne ≃ 60, φ(ti)
2 ≃ 4m2

pl e G ≃ 1

m2
pl

encontramos para (4.2.28),

β1 ≃
(

8π

60
− 1

)

ξ−1
1 ≃ −0.5811

ξ1
, ξ1 > 0 (4.2.29)

4.3 Impactos sobre o universo curvo

Vamos agora investigar impactos cosmológicos deste modelo no universo curvo,

a nossa métrica de fundo continuará sendo a métrica de Friedmann-Robertson-Walker

ds2 = gµνdx
µdxν = −c2dt2 + a(t)2

[

dr2

1− kr2
+ r2dθ2 + r2sen(θ)2d(φ)2

]

. (4.3.30)

A métrica efetiva devido a presença do campo de fundo será do tipo [37]

ds̃2 = g̃µνdx
µdxν =

(

gµν + ξikµν(ϕ)
)

dxµdxν , (4.3.31)

ou ainda,

ds̃2 = −
(

1 + ξiβ(ϕ)
)

c2dt2 + a(t)2
[

dr2

1− kr2
+ r2dθ2 + r2sen(θ)2d(φ)2

]

. (4.3.32)

Assumimos regimes onde só a inflação é a espécie dominante.Assim as equações

de Einstein Rµν − 1
2
gµνR = κ2Tµν , leva a equação de Friedmann H2 = 8πG

3
ρφ cuja
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densidade de inflação ρφ é governada pelo campo de inflação com tensor energia-

momento do tipo,

Tµν = ∂µφ∂νφ+ gµνLφ, (4.3.33)

T µ
ν = diag

(

−ρφ, pφ, pφ, pφ
)

. (4.3.34)

Percebemos que a densidade de energia ρφ e a pressão pi = pφ(i = 1, 2, 3) permaneceu

inalterado

ρφ =
1

2

(

1− ξ1β1

)

φ̇2 + V (φ), (4.3.35)

pφ =
1

2

(

1 + ξ1β1

)

φ̇2 − V (φ). (4.3.36)

Obviamente a equação de estado para o campo de inflaton pode ser facilmente obtido

ω ≡ p

ρ
=

1

2

(

1 + ξ1β1

)

φ̇2 − V (φ)

1

2

(

1− ξ1β1

)

φ̇2 + V (φ)
, (4.3.37)

onde as conclusões a respeito dessa equação de estado já foram discutidas na seção

anterior

A equação modificada de movimento para o campo de inflação é dada como

φ̈+ 3Hφ̇+
( 1

1 + ξ1β1

)∂V

∂φ
= 0. (4.3.38)

Considerando que a equação modificada de Fridemann para esse caso agora sofram

modificações do tipo:

H2 =
8πG

3

[

1

2
(1− ξ1β1)φ̇

2 + V (φ)

]

− k

a2

(

1− ξ1β1

)

, (4.3.39)

note que para esse modelo temos a presença do campo de fundo de violação de Lo-

rentz β1 = β1(r) e um termo referente a topologia do espaço, ambas equações irão

conduzir novos efeitos, como veremos a seguir. Na equação (4.3.38) podemos encon-

trar um regime slow-roll, isto é, quando o termo de atrito 3Hφ̇ domina sobre o termo

de aceleração φ̈. Isto também é acompanhada pela condição φ̇2 ≪ V (φ). Assim,

encontramos agora os seguintes equações

3Hφ̇+
( 1

1 + ξ1β1

)∂V

∂φ
≃ 0, (4.3.40)
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H ≡
(d ln a

dt

)

≃
√

8πG

3
V (φ). (4.3.41)

Vamos agora considerar como potencial de inflação por simplicidade, um potencial

constante

V (φ) = Λ, (4.3.42)

para a condição de slow-roll a equação (4.3.39) pode ser simplificada

H =

√

8πG

3
Λ− k

a2
(1− ξ1β1), (4.3.43)

a equação (4.3.40) conduz á

φ̇ =
1

3
√

8πG
3
Λ− k

a2
(1− ξ1β1)

, (4.3.44)

que é

φ =
1

3
√

8πG
3
Λ− k

a2
(1− ξ1β1)

t. (4.3.45)

Finalmente, usando (4.3.43), obtemos o fator de escala

a(t) =
1

2

Be−(t−t0)
√
A + e(t−t0)

√
A

√
A

, (4.3.46)

onde A = 8πG
3
Λ e B = k(1− ξ1β1).

Podemos agora baseados no resultado (4.3.46) analisar o fator de escala para

os seguintes tipos de curvatura:

1.) Para k = −1 → B = −(1− ξ1β1) e Λ < 0 → A < 0, temos

a(t) =
1

2

[

ei(t−t0)
√

|A| − (1− ξ1β1)e
−i(t−t0)

√
|A|

√

|A|

]

, (4.3.47)

• para ξ1β1 = −1
2
, teremos segundo (4.3.37) um regime dominado pela radiação,

assim o fator de escala para esse peŕıodo é representado na figura (4.4) a seguir.

Analisando o parâmetro de desaceleração através de (3.4.70) para o regime de

radiação, obtemos a figura (4.5)
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Figura 4.4: Evolução do fator de escala em função do tempo. Para o universo dominado
pela radiação o fator de escala apresenta comportamento oscilatório,assumimos A = 1
e t0 = 10.

Figura 4.5: Evolução do parâmetro de desaceleração em função do tempo. Para o
universo dominado pela radiação percebe-se curtos intervalos de aceleração e desace-
leração,assumimos A = 1 e t0 = 10.

• para ξ1β1 = −1, teremos segundo (4.3.37) um regime dominado pela poeira,

assim o fator de escala para esse peŕıodo é representado na figura (4.6) a seguir.

Analisando o parâmetro de desaceleração através de (3.4.70) para o regime de

poeira, obtemos a figura (4.7)

• para ξ1β1 = −3, teremos um regime dominado pela matéria escura, assim o fator

de escala para esse peŕıodo é representado na figura (4.8) a seguir.
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Figura 4.6: Evolução do fator de escala em função do tempo. Para o universo dominado
pela poeira o fator de escala apresenta comportamento oscilatório,assumimos A = 1 e
t0 = 10

Figura 4.7: Evolução do parâmetro de desaceleração em função do tempo. Para o
universo dominado pela poeira percebe-se curtos intervalos de aceleração e desace-
leração,assumimos A = 1 e t0 = 10

Analisando o parâmetro de desaceleração através de (3.4.70) para o regime de

matéria escura, obtemos a figura (4.9)

2) Para k = −1 → B = −(1− ξ1β1) e Λ = 0 → A = 0, então

a(t)limA→0 → ∞ (4.3.48)

3) Para k = −1 → B = −(1− ξ1β1) e Λ > 0 → A > 0, então

a(t) =
1

2

[

e(t−t0)
√
A − (1− ξ1β1)e

−(t−t0)
√
A

√
A

]

. (4.3.49)
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Figura 4.8: Evolução do fator de escala em função do tempo. Para o universo dominado
pela materia escura o fator de escala apresenta comportamento oscilatório,assumimos
A = 1 e t0 = 10

Figura 4.9: Evolução do parâmetro de desaceleração em função do tempo. Para o
universo dominado pela materia escura percebe-se curtos intervalos de aceleração e
desaceleração,assumimos A = 1 e t0 = 10

• para ξ1β1 = −1
2
, teremos segundo (4.3.37) um regime dominado pela radiação,

assim o fator de escala para esse peŕıodo é representado na figura (4.10).

Analisando o parâmetro de desaceleração através de (3.4.70) para o regime de

radiação, obtemos a figura (4.11).

• para ξ1β1 = −1, teremos um regime dominado pela poeira, assim o fator de

escala para esse peŕıodo é representado na figura (4.12).
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Figura 4.10: Evolução do fator de escala em função do tempo. Para o universo domi-
nado pela radiação o fator de escala apresenta comportamento crescente,assumimos
A = 1 e t0 = 10.

Figura 4.11: Evolução do parâmetro de desaceleração em função do tempo. Para
o universo dominado pela radiação percebe-se fase acelerada do universo,assumimos
A = 1 e t0 = 10.

Analisando o parâmetro de desaceleração através de (3.4.70) para o regime de

poeira, obtemos a figura (4.13).

• para ξ1β1 = −3, teremos um regime dominado pela matéria escura, assim o fator

de escala para esse peŕıodo é representado na figura (4.14).

Analisando o parâmetro de desaceleração para o regime de matéria escura, ob-

temos a figura (4.15).
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Figura 4.12: Evolução do fator de escala em função do tempo. Para o universo do-
minado pela poeira o fator de escala apresenta comportamento crescente,assumimos
A = 1 e t0 = 10.

Figura 4.13: Evolução do parâmetro de desaceleração em função do tempo. Para o
universo dominado pela poeira percebe-se fase acelerada do universo,assumimos A = 1
e t0 = 10.

4)Para k = 1 → B = (1− ξ1β1) e Λ < 0 → A < 0, temos

a(t) =
1

2

[

ei(t−t0)
√

|A| + (1− ξ1β1)e
−i(t−t0)

√
|A|

√

|A|

]

. (4.3.50)

• para ξ1β1 = −1
2
, teremos um regime dominado pela radiação, assim o fator de

escala para esse peŕıodo é representado na figura (4.16).

Analisando parâmetro de desaceleração para o regime de radiação, obteremos a

figura (4.17).
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Figura 4.14: Evolução do fator de escala em função do tempo. Para o universo
dominado pela matéria escura o fator de escala apresenta comportamento cres-
cente,assumimos A = 1 e t0 = 10.

Figura 4.15: Evolução do parâmetro de desaceleração em função do tempo. Para o uni-
verso dominado pela materia escura percebe-se fase acelerada do universo,assumimos
A = 1 e t0 = 10.

• Para ξ1β1 = −1, teremos um regime dominado pela poeira, assim o fator de

escala para esse peŕıodo é representado na figura (4.18).

Analisando parâmetro de desaceleração para o regime de poeira, obteremos a

figura (4.19).

• para ξ1β1 = −3, teremos um regime dominado pela matéria escura, assim o fator

de escala para esse peŕıodo é representado na figura (4.20).
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Figura 4.16: Evolução do fator de escala em função do tempo. Para o universo domi-
nado pela radiação o fator de escala apresenta comportamento oscilatório,assumimos
A = 1 e t0 = 10.

Figura 4.17: Evolução do parâmetro de desaceleração em função do tempo. Para o
universo dominado pela radiação percebe-se curtos intervalos de aceleração e desace-
leração do universo,assumimos A = 1 e t0 = 10.

Analisando o parâmetro de desaceleração para o regime de matéria escura, ob-

teremos a figura (4.21).

5) Para k = 1 → B = (1− ξ1β1) e Λ = 0 → A = 0, então

a(t)limA→0 → ∞ (4.3.51)

6) Para k = 1 → B = (1− ξ1β1) e Λ > 0 → A > 0, então

a(t) =
1

2

[

e(t−t0)
√
A + (1− ξ1β1)e

−(t−t0)
√
A

√
A

]

. (4.3.52)
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Figura 4.18: Evolução do fator de escala em função do tempo. Para o universo do-
minado pela poeira o fator de escala apresenta comportamento oscilatório,assumimos
A = 1 e t0 = 10.

Figura 4.19: Evolução do parâmetro de desaceleração em função do tempo. Para o
universo dominado pela poeira percebe-se curtos intervalos de aceleração e desace-
leração,assumimos A = 1 e t0 = 10.

• para ξ1β1 = −1
2
, teremos um regime dominado pela radiação, assim o fator de

escala para esse peŕıodo é representado na figura (4.22).

Analisando o parâmetro de desceleração para o regime de radiação, obteremos

a figura (4.23).

• para ξ1β1 = −1, teremos um regime dominado pela poeira, assim o fator de

escala para esse peŕıodo é representado na figura (4.24).
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Figura 4.20: Evolução do fator de escala em função do tempo. Para o universo
dominado pela matéria escura o fator de escala apresenta comportamento osci-
latório,assumimos A = 1 e t0 = 10.

Figura 4.21: Evolução do parâmetro de desaceleração em função do tempo. Para o
universo dominado pela materia escura percebe-se curtos intervalos de aceleração e
desaceleração ,assumimos A = 1 e t0 = 10.

.

Analisando o parâmetro de desaceleração para o regime de poeira, obteremos a

figura (4.25).

• para ξ1β1 = −3, teremos um regime dominado pela matéria escura, assim o fator

de escala para esse peŕıodo é representado na figura (??).

Analisando o parâmetro de desaceleração para o regime de matéria escura, ob-

teremos a figura (??)
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Figura 4.22: Evolução do fator de escala em função do tempo. Para o universo do-
minado pela radiação o fator de escala apresenta fase crescente,assumimos A = 1 e
t0 = 10.

.

Figura 4.23: Evolução do parâmetro de desaceleração em função do tempo. Para
o universo dominado pela radiação percebe-se fase acelerada do universo,assumimos
A = 1 e t0 = 10.

Entendendo o efeito de violação de Lorentz num campo de fundo em um universo

inflacionário, fazemos uso do número de e-dobras definido como

Ne =

∫ tf

ti

Hdt, (4.3.53)

que fazendo uso de (4.3.39) para o regime de slow-roll

H2 =
8πG

3
Λ− κ

a2
(1− ξ1β1), (4.3.54)
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Figura 4.24: Evolução do fator de escala em função do tempo. Para o universo do-
minado pela poeira o fator de escala apresenta fase crescente,assumimos A = 1 e
t0 = 10.

.

Figura 4.25: Evolução do parâmetro de desaceleração em função do tempo. Para o
universo dominado pela poeira percebe-se fase acelerada do universo,assumimos A = 1
e t0 = 10.

e do fator de escala a(t) para t < t0 e A→ ∞

a(t) =
1

2

[

Be|t−t0|
√
A

√
A

]

. (4.3.55)

Integrando esta expressão, obtemos

Ne =
√
A∆tinfl +

1

B

[

e−2|tf−t0|
√
A − e−2|ti−t0|

√
A

]

. (4.3.56)
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Figura 4.26: Evolução do fator de escala em função do tempo. Para o universo domi-
nado pela matéria escura o fator de escala apresenta fase crescente,assumimos A = 1
e t0 = 10.

Figura 4.27: Evolução do parâmetro de desaceleração em função do tempo. Para o uni-
verso dominado pela materia escura percebe-se fase acelerada do universo,assumimos
A = 1 e t0 = 10.

e, considerando t0 = tf encontramos

ξ1β1 =

[

Ne−
√
A∆tinfl

1− e2∆tinfl

√
A

]−1

−1. (4.3.57)

Para Ne ≃ 60, G ≃ 1
m2

pl

, Λ ≃ m4
pl e tpl ≃ 1

mpl

ξ1β1 =

[Ne−
√

8π
3

1− e2
√

8π
3

]−1

−1. (4.3.58)

Encontramos para (4.3.57),

β1 ≃
6, 7012

ξ1
, ξ1 > 0. (4.3.59)
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Caṕıtulo 5

Conclusão

Neste trabalho de dissertação, examinamos alguns impactos realizado pela que-

bra da simetria de Lorentz sobre a cosmologia inflacionária do Universo. Antes disso,

discutimos os principais pontos da relatividade geral e da cosmologia usual.

Em resumo, construimos um modelo em (d+1) dimensões capaz de descrever a

dinâmica de um campo de inflaton e de um campo de fermion sobre a ação de um

campo constante que controla a violação da simetria de Lorentz da teoria. Através

dessa teoria, contrúımos duas métricas efetivas, uma no espaço com curvatura k = 0

via métrica Friedmann-Robertson-Walker e outra no espaço com curvatura k 6= 0

em coordenadas esféricas. Ambas as métricas efetivas, foram parametrizadas por um

campo constante tipo-tempo capaz de modificar a dinâmica das part́ıculas.

No caso do estudo da curvatura plana (k = 0), verificamos que a violação da si-

metria de Lorentz pode ser responsável por part́ıculas que viajam com uma velocidade

acima da velocidade da luz (superluminaridade). No presente caso, identificamos que

tal caracteŕıstica está associada aos neutrinos altamente energéticos (escala de compri-

mento muito pequena) e a energia escura em baixas energias (escala de comprimento

muito grande). Usamos aqui um potencial tipo quadrático nos campos.

Por outro lado ao estudarmos o espaço com curvatura (k 6= 0), usamos por sim-

plicidade um potencial constante e investigamos a topologia para (k = 1) e (k = −1).

Para o espaço com curvatura (k = −1) analisamos o fator de escala para duas situações:
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Primeiro para o potencial constante negativo (Λ < 0 → A < 0) que apresentou um

fator de escala oscilatório na evolução temporal, onde foi posśıvel observar também

através de cálculos o parâmetro de desaceleração que revelou um comportamento os-

cilatório, demonstrando curtos intervalos de aceleração e desaceleração do universo

baseado nos três regimes dominantes do universo: radiação, poeira e matéria escura.

Em seguida analisamos para um potencial positivo (Λ > 0 → A > 0) que por sua vez

apresentou um fator de escala crescente na evolução temporal, revelando um parâmetro

de desaceleração com comportamento acelerado para os três peŕıodos dominantes do

universo.

Para o espaço com curvatura (k = 1) fizemos uma análise semelhante ao caso

anterior, considerando primeiro o potencial constante negativo (Λ < 0 → A < 0),

que também apresentou um fator de escala oscilatório na evolução temporal, onde

foi posśıvel observar o parâmetro de desaceleração que revelou um comportamento

oscilatório demonstrando curtos intervalos de aceleração e desaceleração do universo,

também nos três regimes dominantes. Posteriormente analisamos para o potencial

constante positivo (Λ > 0 → A > 0), obtivemos um fator de escala crescente na

evolução temporal, revelando um parâmetro de desaceleração acelerado para os três

peŕıodos dominantes.

Uma extensão imediata desse trabalho, seria associar as mesmas métricas efeti-

vas (k = 0 e k 6= 0) a outros potenciais, conhecidos na literatura, tais como, aplicação

da tangente hiperbólica.
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Apêndice A

Tensor de Curvatura

O transporte paralelo de um vetor em torno de um circuito fechado em um espaço

curvo levará a uma transformação do vetor. Considere dois campos vetoriais v e w

tais que [v, w]. Com as curvas integrais de v e w constrúımos um paralelogramo

infinitesimal conforme indica a figura Fig. (A.1)

Figura A.1: Transporte paralelo de um vetor ao longo de um paralelogramo
infinitesimal.

Para transportarmos um terceiro vetor ξ ao longo deste paralelogramo devemos

efetuar o transporte de ξp até o ponto A ao longo do lado 1. Logo o vetor transportado

paralelamente ao longo de uma curva obedece à equação
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dξµ

dλ
+ Γµ

αβξ
α

(

dxβ

dλ

)

= 0 (A.1)

dξµ

dλ
= −Γµ

αβξ
α

(

dxβ

dλ

)

(A.2)

ξ
∗µ
A − ξµp = −Γµ

αβξ
αvβdλ (A.3)

ξ
∗µ
A = ξµp − Γµ

αβξ
αvβdλ (A.4)

onde Γµ
αβξ

α é calculado no ponto p.

Agora efetuando o segundo transporte de ξ∗A do ponto A até o ponto C ao longo

do lado 2 na curva vamos obter

ξ∗µc = ξ
∗µ
A − Γµ

αβ(A)ξ
∗αwβ

Adσ, (A.5)

onde

Γµ
αβ(XA) = Γµ

αβ(xp + vdλ), (A.6)

note que: xµA = xµp + vµdλ portanto teremos que

Γµ
αβ(XA) = Γµ

αβ(Xp) +
∂Γµ

αβ

∂xγ
vγdλ, (A.7)

onde
∂Γµ

αβ

∂xγ é calculado no ponto p.

Logo ao longo do caminho 1 → 2 vamos ter

ξ∗µc = (ξµp − Γµ
αβξ

αvβdλ)−
(

Γµ
αβ(Xp) +

∂Γµ
αβ

∂xγ
vγdλ

)

×

(ξαp − Γα
ηρξ

ηvρdλ)

(

wβ
p (Xp) +

∂wβ
p

∂xκ
vκdλ

)

dσ. (A.8)

Agora vamos efetuar o transporte de ξp de P até B pelo lado 3. Com isso vamos

obter

ξ∗B = ξ
µ
P − Γµ

αβξ
αwβdω. (A.9)
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Transportando o vetor ξ∗B de B até C ao longo do lado 4 vamos ter

ξ∗c = ξ
∗µ
P − Γµ

αβξ
∗αvβdλ, (A.10)

mas sabemos que xµB = xµp + ωµ
pdσ

Γµ
αβxB = Γµ

αβ(xp + wdσ) (A.11)

Γµ
αβ(xB) = Γµ

αβ(xp) +
∂Γµ

αβ

∂xγ
wγdσ, (A.12)

sabemos que

vβ(xp) = vβ(xp + ωpdσ) (A.13)

vβ(xp) = vβ(xp) +
∂vβ

∂xκ
wκdσ. (A.14)

Logo ao longo do caminho 3 → 4 vamos ter

ξ∗µc = (ξµp − Γµ
αβξ

αwβdσ)−
(

Γµ
αβ(Xp) +

∂Γµ
αβ

∂xγ
wγdσ

)

×

(ξαp − Γα
ηρξ

ηwρdσ)

(

vβp (Xp) +
∂vβp

∂xκ
wκdσ

)

dλ. (A.15)

Vamos comparar ξc(1,2) com ξc(3,4) fazendo a variação. Portanto vamos ter

δξµ = ξ∗c(1,2) − ξ∗c(3,4). (A.16)

δξµ =

[

Γµ
αβ,γξ

αvβwγ − Γµ
αβ,γξ

αwβvγ + Γµ
αβΓ

α
ηρξ

ηvρwβ − Γµ
αβΓ

α
ηρξ

ηwρvβ +

(

Γµ
αβξ

α∂v
β

∂xκ
wκ − Γµ

αβξ
α∂w

β

∂xκ
vκ
)]

dλdσ, (A.17)

sendo o colchete de Lie igual a zero e que é dado por:

(

Γµ
αβξ

α∂v
β

∂xκ
wκ − Γµ

αβξ
α∂w

β

∂xκ
vκ
)

= 0. (A.18)
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Portanto vamos ficar com a seguinte equação

δξµ = [Γµ
αβ,γ − Γµ

αγ,β + Γµ
ργΓ

η
αβ − Γµ

ηβΓ
η
αγ]ξ

αvβwγdλdσ. (A.19)
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Apêndice B

Propriedades dos tensores de

Riemann

O tensor de Riemann, com quatro ı́ndices, possui n4 componentes independentes

em um espaço n-dimensional. Porém, de acordo com algumas propriedades funda-

mentais, podemos observar que o número de componentes independentes se reduz a

1
12
n2(n2−1) componentes. Para 4 dimensões obtemos 20 componentes independentes.

As propriedades fundamentais do tensor de curvatura são:

1o) O tensor Rµαγβ é anti-simétrico com relação à troca de ı́ndices do primeiro par

de ı́ndices;

Rµναβ = −Rνµαβ. (B.1)

2o)O tensor Rµαγβ é anti-simétrico com relação à troca de ı́ndices do segundo par

de ı́ndices;

Rµναβ = −Rµνβα. (B.2)

3o) O tensor Rµαγβ é invariante com relação à troca do primeiro par ı́ndices com o

segundo;
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Rµναβ = Rαβµν . (B.3)

Pode-se verificar também que a soma de permutações ćıclicas dos últimos três

ı́ndices desaparece, logo podemos ter

Rµαβγ +Rµβγα +Rµγαβ. = 0 (B.4)

usando (B.1), (B.2), (B.3) podemos mostrar que (B.4) é equivalente a:

Rµναβ. (B.5)

O tensor de Riemann também satisfaz á seguinte identidade

∇λRµναβ +∇βRµνλα +∇αRµνβλ = 0. (B.6)

Onde a derivada covariante ∇λ executa a função da derivada parcial, mas de uma

forma independente das coordenadas obedecendo à propriedade de linearidade e a

regra de Leibniz. Logo ela pode ser escrita como uma derivada parcial mais alguma

transformação linear que serve como conexão para se ter um resultado covariante e que

se apresenta em forma de um conjunto de matrizes conhecidas como os coeficientes da

conexão. Portanto, para um vetor teremos que

∇λV
ν = ∂λV

ν + Γν
λρV

ρ. (B.7)

Logo esta é a expressão para a derivada covariante de um vetor em termos da

derivada parcial, que nos permite determinar as propriedades de transformação da

conexão Γν
λρ.

Outro tensor fundamental é conhecido como tensor de Ricci, sendo o único tensor

de segunda ordem que pode ser constrúıdo a partir da contração do tensor de Riemann,

e que, por ser associado com os śımbolos de Cristoffel é automaticamente simétrico,
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ou seja, Rµν = Rνµ, como conseqüência das simetrias do tensor de Riemann. Portanto

teremos

Rµν = Rλ
µλν = gλµRσµλν . (B.8)

O traço do tensor de Ricci é o escalar de Ricci (ou escalar de curvatura) que é

obtido através da contração do tensor de Ricci dado por

R = Rµ
µ = gµνRµν , (B.9)

cuja interpretação está associada à curvatura Gaussiana do espaço-tempo no ponto

considerado. A partir do tensor de Ricci e do escalar de curvatura, podemos montar

um tensor simétrico de segunda ordem com derivada covariante nula, que é conhecido

como tensor de Einstein e representado por Gµν definido como

Gµν = Rµν −
1

2
Rgµν . (B.10)

O tensor de Einstein é simétrico, devido à simetria do tensor de Ricci e a métrica,

e é fundamental na Relatividade Geral. Verifica-se também que este tensor satisfaz as

chamadas identidades contráıdas de Bianchi onde

∇µ

(

Rµν −
1

2
Rgµν

)

= 0. (B.11)

Que desempenha um papel importante em Relatividade Geral, pois estão associa-

das a uma lei de conservação.
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