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Resumo

As observagoes de Robert Brown (1828) sobre o movimento aleatério dos graos de pélen
marcaram o inicio do fenémeno hoje conhecido por Movimento Browniano, o qual refere-se
ao deslocamento aleatério que uma particula realiza em um meio fluido circundante. O
movimento desordenado da particula Browniana é reflexo das constantes colisdes com as
moléculas e atomos do meio. Existe também o movimento Browniano Quantico de uma
particula, onde o movimento estocéstico ¢ motivado pelas flutuacées quanticas do campo
de vacuo. No presente trabalho nés estudamos o movimento Browniano quantico de uma
particula em um condensado de Bose-Einstein em expansao conforme Friedmann-Robertson-
Walker considerando corre¢oes nao-comutativas. Os efeitos da nao-comutatividade sobre a
dispersao de velocidades foram investigados e mostraram diferentes tipos de influéncia,
mas em todos os casos, apesar das diferencas, as corregdbes nao-comutativas apresentaram

uma caracteristica similar: aproximam-se de um valor constante no regime de tempo longo.

Palavras-chave: Movimento Browniano quantico. Flutuagoes quanticas de vacuo. Con-

densados de Bose-Einstein. Nao-comutatividade.






Abstract

The Robert Brown (1828) observations about pollen grains random movement marked the
beginning of the currently phenomenon called by Brownian Motion which to referyourself
random displacement a particle perform in a surrounding fluid medium. The disorderly
movimento of the Brownian particle is consequences their constant collisions with the
molecules or atoms of the medium. There is also the Quantum Brownian Motion of
a particle where the stochastic movement is motivated by the quantum vacuum field
fluctuations. In the present work we study the quantum Brownian motion of a particle in an
conformal expanding Bose-Einstein condensate Friedmann-Robertson-Walker considering
noncommutative corrections. The noncommutativity effects on velocity dispersion were
investigated and showed different types of influence, but in all cases despite the differences
noncommutative corrections had a similar characteristic: they approach a constant value

in the long time regime.

Keywords: Quantum Brownian Motion. Quantum vacuum fluctuation. Bose-Einstein

condensate. Noncommutativity.
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1 Introducao

Classicamente, é conhecido que o Movimento Browniano (MB) foi assim estabelecido
apoOs as observacgoes do botanico Robert Brown relatadas em 1828, sobre o movimento
ativo de pequenas particulas de pélen suspensas em dgua [1]. Sabe-se que a motivagiao do
movimento randémico da particula Browniana (suspensa) ocorre mediante a transmissao
de momento devido as colisoes com as moléculas e &tomos do meio em direcoes distintas.
Albert Einstein foi um dos primeiros a fornecer uma teoria para explicar esse fenémeno,
baseado em um tratamento difusivo [2], porém posteriormente Langevin [3] propds uma
forma de descricado mais simples, que permite encontrar os mesmos resultados obtidos
por Einstein [4]. Devido a simplicidade, o formalismo de Langevin serd a abordagem

matematica escolhida para descricao do MB nas proximas segoes.

Enquanto que no caso classico o movimento aleatério de uma particula é provocado
pelas colisoes, uma particula interagindo com um campo no estado de vacuo pode apresentar
um Movimento Browniano Quantico (MBQ), cujo movimento aleatério serda produzido
pelas flutuacoes quanticas do campo de vacuo. Tais flutuagoes quanticas sao caracteristicas
de um campo quantico [5]. Essas flutuacoes de fato ocorrem e na verdade o vacuo nao é
de todo vazio como geralmente se coloca. Um exemplo que evidencia a existéncia dessas

flutuagoes ¢é o efeito Casimir [6].

No contexto dos efeitos devido as flutuagoes quanticas do campo de vacuo, o tema
Movimento Browniano Quéantico tem motivado muitos trabalhos de pesquisa em diferentes
ambitos [5, 7, 8, 9, 10, 11, 12]. Boa parte dos trabalhos investigam o MBQ de uma
particula na presenca de planos refletores devido as flutuagoes quanticas de vacuo do
campo eletromagnético. Embora seja questionavel o MBQ de uma particula no vacuo de
Minkowski, Gour e Sriramkumar [5] mostram que este pode existir. Semelhante ao caso
classico, as quantidades investigadas no MBQ sao as dispersoes de velocidades e posicao
das particulas Brownianas, que agora sao originadas pelas flutuagdes quanticas do estado

de vacuo do campo com o qual interagem.

Como ja mencionado, muitos dos sistemas utilizados nas investiga¢oes sobre o
MBQ de uma particula constituem-se de um estado de vacuo na presenca de um plano
refletor. Contudo, existe a possibilidade de utilizar um modelo analogo de gravidade
com Condensado de Bose-Einstein (CBE) em expansdo como um sistema de estudo para
investigacdo do MBQ devido as flutuagoes quanticas do campo de vacuo. Como serd
descrito, Secao 2.2, esses sistemas quanticos (CBE) sdo compostos por gases bosonicos

resfriados a temperaturas préximas ao zero absoluto.

De acordo com Bessa et al [11], nesse panorama as flutuac¢oes do campo de vacuo
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levam a uma dispersao de velocidade diferente de zero para as particulas do fluido em
expansao, que simula um universo em expansao conforme tipo Friedmann-Robertson-
Walker (FRW), cuja forma da expansio é controlada por um fator de escala dependente
do tempo. No presente trabalho, utilizamos o mesmo sistema descrito acima, um CBE em
expansao conforme tipo FRW. Porém, agora queremos considerar corre¢oes decorrentes de

um espaco-tempo nao-comutativo.

Sabemos pela Mecanica Quantica que [z%,27] = [p’,p’] = 0 e [z',p/] = ihd¥
sao as relagoes de comutacao entre o operador posicao £ e momento p em um espago-
tempo comutativo. No entanto, quando lidamos com um espaco-tempo nao-comutativo as
coordenadas seguem a relacao geral [x#, x”] = i0"  que representa a nao-comutatividade
do espaco-tempo, em que # é uma matriz quadrada e antissimétrica com dimensao de

comprimento ao quadrado [13].

Uma investigagdo no ambito de condensado nao-comutativo foi realizada por Brito
e Lima [14], os autores investigaram quantidades termodindmicas de um CBE considerando
um espago nao-comutativo usando o formalismo da teoria quantica de campos. Nesse
cendrio, por exemplo, temperatura critica, energia interna e calor especifico foram obtidos
e apresentaram correcoes devido a nao-comutatividade. Apesar das modificagoes, no limite
em que o pardmetro de ndo-comutatividade tende a zero (f — 0) os resultados usuais do

espago comutativo sao recuperados.

Considerando o exemplo acima citado, uma mistura entre CBE e ndo-comutatividade
torna-se algo atrativo e motivante para se levar em conta no contexto do MBQ. Estudar
os efeitos da nao-comutatividade sobre o movimento Browniano de uma particula em um
CBE em expansao serd o objetivo geral da investigagdo desenvolvida no presente trabalho.
De fato, serd mostrado que a consideracao de um espag¢o nao-comutativo produz resul-
tados interessantes e efeitos significativos sobre a dispersao de velocidade das particulas

Brownianas.

Quanto a organizacdo, em termos gerais, o texto foi sistematizado de modo a
descrever gradualmente cada um dos elementos que constituem a proposta de trabalho.
Sendo assim, estruturado de forma a proporcionar na medida do possivel um entendimento
(tedrico e/ou fenomenoldgico) de cada componente envolvido através de um texto continuo
no que se refere a apresentacao das ideias. Por continuo queremos dizer fornecer um
material que também é acessivel para iniciantes e interessados no tema, visto que podera
servir como fonte de consulta. Com essa perspectiva, a estrutura da revisao apresentada
nos Capitulos 2, 3 e 4 busca fornecer uma descri¢ao completa do sistema estudado sobre o
qual serd realizada a proposta de investigacao do presente trabalho, que busca analisar os
efeitos produzidos por corre¢des nao-comutativas sobre o MB das particulas no condensado

em expansao.

Em relagao a redacao do presente trabalho, no Capitulo 2 é apresentada uma breve
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revisdo sobre os modelos anédlogos de gravidade, tanto em um nivel cldssico (fluxo de um
fluido) como em um nivel quantico (condensado de Bose-Einstein). Em ambos os niveis de
descrigao, classico e quantico, a exposicao divide-se em duas partes. Primeiro apresenta-se
um texto com finalidade de motivacao, contendo a ideia principal do objeto de estudo
juntamente com alguns exemplos de pesquisas desenvolvidas. Na segunda parte é fornecida

uma descri¢ao basica do formalismo mateméatico que descreve o sistema em questao.

No Capitulo 3 apresentamos muitos dos resultados conhecidos na literatura que serao
utilizados nas secoes subsequentes. Iniciamos com a explana¢ao do movimento Browniano
classico de uma particula calculando sua dispersao quadratica média de velocidades e
posicao. Em seguida alguns dos elementos sobre o estudo do movimento Browniano
quantico sao apresentados. Além disso, deduzimos a funcao de dois pontos do campo
escalar sem massa na auséncia de placas através do formalismo das fungoes de Green
uma vez que é um item importante nos calculos do MBQ. Na sequéncia, uma revisao do
MBQ de uma particula em um condensado de Bose-Einstein em expansao tipo FRW ¢é
apresentada, cuja finalidade é auxiliar e tornar claro as discussoes dos resultados obtidos

no Capitulo 5.

Alguns dos fundamentos relacionados ao espaco-tempo nao-comutativo sao aborda-
dos no Capitulo 4, que é um dos ingredientes que caracteriza e define a nossa proposta
de trabalho. O objetivo desse tépico é proporcionar rudimentos e familiaridade com a
teoria nao-comutativa. Para tanto discutiremos o problema de Landau, o qual mostra o
surgimento natural da nao-comutatividade mesmo no nivel classico. Em seguida algumas
das propriedades algébricas necessarias para se trabalhar em um espaco plano considerando

coordenadas de um espago nao-comutativo sao apresentadas.

No Capitulo 5 inicia-se a ideia de estudo, que foi verificar quais sdo as modificagoes
resultantes na dispersao de velocidades das particulas quando efeitos de nao-comutatividade
entre coordenadas espaciais sao considerados. A admissao de tais efeitos produz resultados
novos mostrando que para o caso de particulas livres existe um pequeno movimento
browniano das particulas. Devido a nao-comutatividade encontram-se também correcoes
positivas e negativas para o caso de particulas ligadas. Apesar dos resultados obtidos
através da nao-comutatividade apresentarem comportamentos distintos, ex. positivos,
negativos, constantes e dependentes do tempo, algumas similaridades sao mantidas: rapidos
comportamentos para curtos intervalos de tempo e valores constantes para um regime
de tempo longo. Por fim, sao feitas as conclusoes do trabalho onde recapitulam-se os
desenvolvimentos realizados, objetivos almejados diante da estrutura textual proposta,

sintese dos principais resultados e perspectivas.
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2 Modelos Analogos de gravidade

A teoria da Relatividade Geral de Einstein certamente foi uma de suas grandes
e notaveis contribui¢des para ciéncia prevendo diferentes fené6menos, como por exem-
plo ondas gravitacionais, as quais foram detectadas pelo LIGO - Laser Interferometer
Gravitational-Wave Observatory. Além disso, uma das previsoes tedricas da relatividade
geral, formalmente uma das solugdes mais simples das equacdes de Einstein, diz sobre
a existéncia de objetos com massa suficientemente grande e concentrada em um ponto
cuja atratividade é tao intensa que até mesmo a luz nao consegue escapar. Esses objetos
astrofisicos denominados buraco negro' sao muito peculiares quanto as suas caracteristicas

que por sua vez os tornam de dificil acesso experimental (ou até mesmo impossivel).

Devido ao seu intenso campo gravitacional ndo se pode obter informagoes sobre o
buraco negro além de regides denominadas horizonte de eventos, dito de uma forma mais
simples, esse objeto é uma via de mao tnica onde sinais viajam de fora para dentro e nao
de forma contraria. Mesmo com a grande atratividade, a qual impediria qualquer sinal
escapar, Stephen Hawking [16, 17] mostrou que na verdade uma radiagdo na vizinhanga
dos buracos negros poderia ser emitida em virtude da criacdo e aniquilagao de particulas

em volta do buraco negro, chamada de radiacdo Hawking.

Apesar da previsao tedrica da radiacdo Hawking uma grande dificuldade em um
nivel astrofisico, se ndo impossivel, é medir essa radiacao devido a sua pequena magnitude.
Contudo, os modelos anédlogos de gravidade, cujo extensivo estudo foi intensivado pelo
trabalho de W. G. Unruh [18], constituem uma poderosa ferramenta de investigacao
(tedrica e experimental) dos verdadeiros fendmenos e sistemas fisicos os quais simulam, por
exemplo a radiacao Hawking, que ¢ um dos principais objetos de estudos, superradiancia
e produgao de particulas. Genericamente, um modelo andlogo faz uma mimica entre as
grandezas de um sistema dificil de testar experimentalmente e outro com reproducao

acessivel cujo comportamento de seus parametros possuem similaridades com seu analogo.

A seguir é apresentada uma breve descricdo matematica dos modelos analogos
constituidos por sistemas classicos e quanticos, além de mencionarmos alguns trabalhos
experimentais. Mais detalhes, como por exemplo conhecimento historico, matematico e
fenomenolégico, podem ser encontrados nas referéncias [19] e [20], as quais fornecem uma
grande quantidade de informacgoes sobre o tema e que também utilizamos como fonte para

construcao desse topico, além das referéncias citadas ao longo do texto.

Destaca-se que esta sendo utilizada uma descricdo objetiva e moderna ao falar sobre os buracos negros,
portanto pouco detalhista, mas ressalta-se que sua compreensao fisica ndo foi algo instantaneo e
demorou algum tempo até ser estabelecida. Visto que excederia os limites desse trabalho contar esse
episédio histérico, para detalhes recomenda-se [15].
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2.1 Analogo classico: Fluido ideal

2.1.1 Motivacao

Compreender a esséncia de um buraco negro acustico nao é dificil uma vez que
constitui-se basicamente de um sistema de ondas se propagando por um fluxo de fluido
com velocidade crescente que por sua vez origina trés regioes distintas: regiao subsonica,

supersonica e horizonte sénico.

Vamos considerar o sistema elementar apresentado na Figura (1), onde um fluxo
de fluido da esquerda para direita, com velocidade vr, aumenta gradualmente a velocidade
de sua correnteza. Um detector que se encontra na regiao supersonica, vgp > cg, capta
sinais, com velocidade do som cg, proveniente das duas fontes sonoras fg. Porém, um
observador (detector) na regidao subsonica, vp < cg, nao detecta sinais de uma fonte que se
encontra na regiao supersonica, pois a velocidade dos sinais emitidos c¢g ¢ menor que a do
fluxo vg. Logo, sinais com velocidade ¢g menores que a do fluxo v sdo “arrastados” no
sentido do fluxo. Por outro lado se vp < ¢g 0 sinal escapa, por exemplo um sinal emitido

no lado esquerdo da linha tracejada é captado por detectores em ambos os lados.

Existe uma regiao limite em que vy = cg, essa regiao é denominada de horizonte
sonico e estabelece que sinais emitidos préximos desse ponto tendem a ser arrastados pelo
fluxo do fluido, ou seja, sdo capturados pelo buraco negro actustico. Entao, semelhante
ao caso astrofisico em que a luz nao escapa da atracao gravitacional do buraco negro, no
buraco negro actistico o som nao escapa do horizonte sonico que delimita a regiao interna

(supersonica) da externa (subsonica).

Figura 1 — Esquema simplificado de um buraco negro acustico.

Horizonte Sonico: v, =C

= o
Ty >
Regido Supersonica: v, > c,

- s
£ e
Regiéio Subsonica: v, < ¢,

Legenda: Fontes emissoras de sons fg encontram-se em um fluido com velocidade vg crescente
que da origem a regides distintas em relacdo a velocidade do fluxo, uma subsonica, vp < cg,
horizonte de eventos, vg = cg e supersdnica, em que vg > cg. Fonte: produzido pelo autor, 2020.

O trabalho de Unruh nao demostrou apenas uma mera curiosidade ou coincidéncia
matematica, mas viabilizou novos caminhos a fisica tedrica e experimental. Em suas pala-
vras o mesmo diz que esses modelos fornecem subsidios para testar os efeitos desconhecidos

da gravidade quéntica na evaporagao de buracos negros [18].
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De fato, experimentos utilizando tanques com agua em diferentes configuracoes de
montagem sao utilizados para verificar a radiagdo Hawking andloga (principal objeto de
estudo), além de investigar outros efeitos simulados, Figura (2).

Figura 2 — Exemplos de aparatos experimentais de modelos analogos classicos baseados em um
fluxo de agua.

Legenda: A esquerda, tanque de formato retangular com fluxo de dgua, retirado de [21, p. 170].
A numeracao faz parte da descrigdo do aparato em sua fonte de origem. A direita, tanque de
formato circular com fluxo de dgua radial e saltos hidraulicos, retirado de [22, p. 2].

A titulo de exemplo, na referéncia [23] é relatado a observagao de radiagao Hawking
analoga através da verificacao de conversao de ondas com frequéncias positivas em ondas
de frequéncia negativa, onde utilizou-se um aparato experimental reproduzindo as carate-
risticas de um buraco branco actstico?. Outro exemplo desse tipo de experimento pode
ser encontrado em [24], na qual é investigada radiacdio Hawking andloga estimulada em
buracos brancos. Podemos citar também [22], onde é apresentado um modelo andlogo
para estudar os mecanismos de instabilidade no nicleo das estrelas em colapso. Em adigao
cita-se [25] onde o fenémeno de superradidncia é estudado utilizando um tanque com um

vortice de agua.

2.1.2 Descricao matematica: Dinamica dos fluidos

Matematicamente, no nivel classico as ideias que conduzem a uma meétrica efetiva

partem das relagoes fundamentais que estabelecem a dinamica dos fluidos

ZZ + V- (pv) =0, (2.1)
p lg‘t[ +(v- V)V] = f, (2.2)

respectivamente, equacao da continuidade e equagdo de Euler [26, p. 351-356], com

densidade de forga
f ov
ot
Esse sistema possui comportamento inverso ao de um buraco negro. Enquanto no buraco negro nada
escapa para fora de sua superficie no buraco branco nada entra.

2
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O proximo passo refere-se a uma série de consideragoes sobre o fluido, admitindo-se

que:

e nao ha viscosidade, assim esta sendo considerado um fluido ideal visto que na ocasiao

o atrito entre as camadas de fluido nao existe;

e 0 Unico tipo de forga presente no fluido esta relacionada a pressao, isso nos leva a

escrever para densidade de forca f = —Vp;

e nao existe vorticidade, logo podemos escrever a velocidade do fluxo como v = —V¢.
Agora, utilizando as consideragoes acima e a identidade vetorial
V(v-v)=2(v-V)v+2v x (V x V),

da equagao de Euler (2.2) obtém-se

(V)
ot

- lopov [hwar]. 29

Uma vez que consideramos o fluido sendo ideal (sem viscosidade) estamos negligen-
ciando as possiveis trocas de calor entre as camadas de fluido, devido ao atrito e a mudanca
de temperatura em diferentes partes. Isso também implica dizer que nao ha dissipagao
de energia e a entropia das particulas se conserva durante o tempo (ds/dt = 0). Assim,
através da relagao basica da termodindmica dh = T'ds + Vdp é possivel ver que a entalpia
especifica é fungdo apenas da pressao, h = h(p) [27, p. 3-5]. Além disso, considerando que

o fluido é barotrépico, isto é, que a densidade p s6 depende da pressdo, temos [19]
% dp’
o) = [ (2.4)
o p(p')

1

Fazendo uso das relagbes acima, da equagao (2.3) encontra-se

_99
ot

que é a equacao de Bernouli de um fluido ideal, irrotacional, barotrépico e sem viscosidade.

+h+ ;(vgb)? =0, (2.6)

Admitindo pequenas perturbagoes nas grandezas em torno dos valores médios

iniciais, equivalente a dizer que vamos linearizar as equagoes as quais estao vinculadas,

p = po+epr, p=po+ep, (2.7)
v = g+ €vy, ¢:¢0+6¢1, (28)

com € < 1.
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Nas expressoes anteriores as perturbacoes estao relacionadas ao som, que sera
definido em termos dessas pequenas flutuagoes nos pardmetros do fluido (p, p, v e ¢) [19].
Aplicando essas perturbagoes nas equagoes (2.1), (2.6) e desprezando termos de segunda

ordem, encontra-se

0
6ptl + V- (pr() + pon) =0 (29)
€
0
p1L = C5po <8¢t1 +vo - V¢1> : (2.10)

onde foi utilizada a definicio da velocidade local do som no fluido ¢? = p;/p;, além da

aproximacao

d d d d
h = /po—|-€p1%/po+€ ﬂwh(ﬁ— Py
Po + €1 Po Po Po

que é decorrente da condi¢ao barotropica levando em conta que € < 1.

Substituindo a equagao (2.10) em (2.9) encontramos

o (, 0p\ 0 1
815(5 Po 8t> 8t (C PoVo - V¢1)—V'<C PoVo at)

+V- {,OOV(bl — Cg2p0V0<V0 : V(bl)} =0. (211)

A equagao acima descreve a propagacao do potencial escalar ¢; e nos permite
determinar o comportamento das perturbagoes actsticas no fluido. Unruh [18] percebeu
que a estrutura desta relagao era semelhante as equagoes para um campo escalar sem

massa em uma geometria do espago-tempo curvo.

Dada a definicao do operador d’Lambertiano

O = ——0, (V=9 9" 0,6) =0, (2.12)

1
v—9
em que ¢ ¢ um campo escalar sem massa e g o determinante da matriz g,, .

Identificando o termo /—gg"” = f* como uma densidade matricial, visto que

0L 0u00) = 5(001) + 2 (F1V160) + Vil O 4 Vi(£9V,00) =0, (213)

comparando com a equagao (2.11), obtém-se

= PO R , (2.14)



26 Capitulo 2. Modelos Andlogos de gravidade

Aplicando o determinante em ambos os lados da definicao de densidade matricial

f* encontram-se, respectivamente, g = —pg /2 e /=g = pt/cs. Logo,
-1 —u}
ww Cs o 1
g === e 7 (2.15)
Po CsPo o o
—vp Ay — vl

com os indices 4,7 = 1,2,3, e p,v = 0,1,2,3. Fazendo uso da propriedade g"”g,, = I,

onde T é a matriz identidade, temos

g,uu = —— | e e et e e e e e e e e e e e e . (216)

De posse da representacao matricial de g, o elemento de linha nessa geometria

acustica sera

ds® = g, datdz” = ? [—cgdtQ + 8 (da’ — vjdt)(da? — védt)} : (2.17)

s
Uma vez que o sistema fisico em estudo sao as perturbagoes do som em um fluido
ideal, a informagao contida na expressao (2.17) é que as perturbagoes actsticas no fluido
experimentam uma geometria andloga a de um espago-tempo curvo. Dito de outra forma,
do ponto de vista de um observador no referencial das perturbagoes sonoras se propagando
no fluido o espago-tempo é aparentemente curvo, mas no referencial do laboratério o

espago-tempo ¢ plano, ou seja, Minkowski.

A equagao (2.17) nos fornece um eficiente ferramental matematico para estudar
sistemas gravitacionais utilizando um sistema hidrodindmico, que permite tragar correspon-
déncias entre grandezas do sistema real e do modelo andlogo. De fato, com a aplicagdo de
transformagoes de coordenadas adequadas pode-se estabelecer um sistema hidrodinamico
cuja métrica acustica possui semelhanca a de um buraco negro de Schwarzschild. Podemos
escrever a equagao (2.17) na forma vetorial

ds? = 20 [ (2 — v3)dt? — 2vy - dx dt + da?]. (2.18)

Cs
Definindo uma nova coordenada para o tempo cuja forma é
dt =dr — ———~

e substituindo na equagao (2.18),

i,,J
ds® = o {(Cz - U(Z))dTQ + (52';' [1 + 2)] dl’idﬂij} . (2-19)

Cs (cf, — U



2.2. Andlogo quantico: Condensado de Bose-FEinstein 27

Adotando a representacdo no sistema de coordenadas esféricas e admitindo que a

velocidade do fluido é radial, isto é, vy = v,7, da equagao anterior temos

Po vr 2\
ds* =20 — (1 - ;) 2dr? + (1 -~ ;) dr® +r2dQ° ¢ (2.20)
Cs Cs CS

onde o termo dQ2? = df? + sin? fd¢? é o elemento diferencial de angulo sélido.

Nota-se que a equacao anterior para ds? é semelhante a métrica gravitacional de

um buraco negro estatico dada por

2G M 2G M\ 1
d32:—<1— G )chtQJr(l— ¢ ) dr? + r2dQ?, (2.21)

cr c2r
onde M e r sao a massa e o raio do corpo esférico e GG a constante gravitacional.

Assim como no caso da solugao de Schwarzschild (2.21) para um buraco negro em
que existe uma divergéncia para o raio critico r = 2GM/c?, também existe uma situagao
semelhante para o modelo actstico, na ocasiao um horizonte sénico quando v, = ¢, na
equagao (2.20). Vale salientar que a correspondéncia estabelecida entre os limites das
grandezas nos respectivos modelos sao: para modelo gravitacional a velocidade da luz ¢ é

a maxima velocidade e para o modelo actistico o limite é velocidade do som c.

2.2 Analogo quantico: Condensado de Bose-Einstein

2.2.1 Motivacao

Na natureza as particulas que constituem a matéria se dividem fundamentalmente
em dois grupos: bosons e férmions. Enquanto que as particulas bosonicas possuem niimero
de spin inteiro as fermionicas tém spin semi-inteiro [28, p. 1]. Também, uma outra
peculiaridade de tais particulas é que bosons podem ocupar simultaneamente um mesmo
estado de energia do sistema, ou seja, pode-se ter estados com 2, 3, 4 ou mais bdsons.
No caso dos férmions é permitida a existéncia de uma unica particula em cada estado de

energia, esse ¢ o chamado principio da exclusao de Pauli.

Para a Mecanica Quantica e Estatistica essa distin¢do é substancialmente crucial,
pois em um sistema quéantico (nivel de escala atémica ou subatdmica) as particulas que o
compode possuem caracteristicas distintas e podem apresentar comportamentos diferentes

quando submetidas a certas condigoes fisicas, por exemplo, baixas temperaturas.

Um gas quantico composto por bdésons ou férmions obedece a tratamentos esta-
tisticos diferentes. Em outras palavras, cada um desses grupos possuem uma forma de
contagem propria. Matematicamente, isso estd expresso na funcao de particao do sistema
estatistico, que é um elemento essencial a partir do qual pode-se encontrar outras grandezas

fisicas, como o nimero de particulas (N), pressao (p), energia interna (U), etc.
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No formalismo do ensemble grande canénico um gas quantico composto por férmions
ou bésons obedece, respectivamente, as chamadas estatisticas de Fermi-Dirac ou Bose-
Einstein [29, p. 190],

InE(T,V, W) rp),e-) = £ [1 + e~ BlE—m | (2.22)
J

= ! 2.23

<ni>FD(+),BE(—) = w11 (2.23)

Nas expressoes acima o sinal positivo é usado para férmions, com subscrito F'D referente a
estatistica de Fermi-Dirac, enquanto que o sinal negativo é usado para bésons e o subscrito
BE refere-se a estatistica de Bose-Einstein. Além disso, § = 1/kgT, kp constante de

Boltzmann, T temperatura, u ¢ o potencial quimico e ¢; a energia do orbital j.

Das particulas do tipo bésons decorre um fenémeno muito peculiar chamado
condensacao de Bose-Einstein. Historicamente, surgiu como teoria no mesmo periodo
em que nascia uma nova area da fisica chamada de Mecénica Quantica (com a teoria de

Planck para explicar a radiagdo do corpo negro)?.

Embasado na ideia de Satyendranath Bose (1924), que explicara de maneira
puramente estatistica a lei de Planck comparando os fétons da cavidade do corpo negro
com um gas de particulas idénticas e indistinguiveis, Einstein propos tratamento analogo
para um gas ideal de particulas massivas e com nimero conservado. Essas ideias foram
expressas em trés artigos dos quais Einstein fez a predicao tedrica do fenémeno fisico

denominado Condensado de Bose-Einstein [32, p. 9].

Se resfriarmos um géas atéomico composto por particulas do tipo bésons a um extremo
de baixas temperaturas vamos atingir uma nova fase da matéria que é a condensacao de
Bose-Einstein (CBE). Esse fenémeno exemplifica a manifestagdo macroscépica dos efeitos

quénticos da matéria [33].

Na Figura (3) é exposto um esquema do fenémeno da CBE. Um gés trata-se de um
sistema de muitas particulas que por sua vez encontram-se distribuidas nos seus respectivos
niveis de energia. Claro que possivelmente algumas possam estar em niveis energéticos
semelhantes, o que em uma linguagem mais formal significa dizer que podem existir alguns
estados degenerados no sistema. Evidentemente tudo isso também ocorre de uma maneira
bem mais direta e continua, além de envolver obviamente um niimero de particulas muito

maior. Contudo, por questoes didaticas dividiu-se o processo em quatro estagios.

O estagio (1) representa o gds no seu estado natural, onde as particula estao
nos seus devidos niveis de energia, por exemplo, com Ej3, Fy, e E; representando niveis

excitados e Ey o nivel fundamental.

3 Para uma contextualizacio do assunto ver a sequéncia de artigos [30] e [31] os quais expdem e

discutem alguns dos trabalhos originais proporcionando uma panorama histérico sobre a condensagao
de Bose-Einstein.
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Figura 3 — Esquema fenomenolégico da condensagdao de Bose-Einstein.
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Legenda: A numeracao superior nos respectivos quadros refere-se a uma divisdo por estagios, ou
etapas, para explicar o processo da CBE. Fonte: produzido pelo autor, 2020.

Apés baixar a temperatura, estagio (2), a distancia média (d) entre as particulas
comeca a diminuir em virtude do resfriamento, que tende a minimizar seus movimentos
desordenados e aproxima-las. Isso também faz com que as particulas ocupem niveis de

energia cada vez mais baixos.

Nesse extremo de baixas temperaturas o comportamento ondulatorio das particulas
gradualmente comeca a surgir de modo que agora uma visao classica ja nao é mais correta
para descrever esse sistema. Quando atingimos o limite de uma temperatura critica T,
em que o comprimento de onda das particulas (comprimento de onda de de Broglie Ayp)
é comparavel a distancia média de separacao d, acontece uma superposicao das ondas —

estagio (3) [32, p. 4]. O comprimento de onda é dado pela expressao
21 h?
MAop = 1/
dB kaTa

Nesse valor de temperatura T, o nimero de ocupacao das particulas no estado

onde A é a constante de Plank.

fundamental de energia do sistema cresce consideravelmente e tende para um nimero
macroscopico. Este é o fendmeno chamado Condensacao de Bose-Einstein [32, p. 4]. Vale
ressaltar, uma vez que um gas é um tipo de fluido pode-se dizer que o condensado de
Bose-Einstein é um fluido (ou gas) quéntico. Por se tratar de bdsons a expressao que
determina o niimero médio de particulas ocupando um estado ¢ de energia ¢; é dado pela
estatistica de Bose-Einstein, eq. (2.23),

B 1
(ni)pe(-) = e 1
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O estdgio (4) da Figura (3) representa a situagdo em que terfamos um condensado
ideal (puro), mas para isso seria necessario atingir a temperatura de zero absoluto. Embora
nao seja possivel atingir verdadeiramente o zero absoluto é possivel produzir temperaturas
extremamente baixas da ordem de nano Kelvin (107), logo essas temperaturas sio

praticamente zero.

Em virtude da faixa de valores de temperatura necessaria para a CBE ser extre-
mamente baixa a produc¢do de um gas com esse comportamento nao ¢é algo simples e
requer tanto tecnologia avangada nos processos de resfriamento como técnicas refinadas de
aprisionamento dos atomos. Assim, devido a tais exigéncias a confirmagao experimental da
CBE demorou um tempo desde sua previsao tedrica, em 1924, até 1995 quando diferentes

grupos de pesquisa atingiram as exigéncias técnicas para produzir a CBE.*

Grosso modo, para produzir um gas quantico inicialmente os atomos sao aprisiona-
dos em um dispositivo chamado de armadilha magneto-6ptica®(MOT). Genericamente,
esse dispositivo, ilustrado na Figura (4), constitui-se de um par de bobinas com correntes
opostas que geram um gradiente de campo magnético mais um conjunto de trés lasers
contra propagantes. O arranjo tendem a empurrar os atomos confinando-os no centro
da armadilha, além de reduzir sua energia cinética mediante a transferéncia de momento
(contréaria) por meio dos fotons do feixe laser. Seguidamente, em outro momento do
processo faz-se o resfriamento evaporativo, que consiste basicamente em retirar os atomos
mais energéticos da amostra de modo que os atomos restantes se retermalizam e atingem

a temperatura necessaria para ocorrer a CBE® [32].

Figura 4 — Esquema de um sistema MOT utilizado para aprisionar atomos na produgdao de CBE.

Legenda: Na imagem, I representa a corrente das bobinas em configuracao anti-Helmoltz e o a
polarizagéo dos feixes incidentes sobre a nuvem atémica. Fonte: retirado de [32, p. 31].

Para mais detalhes ver [33] bem como as referéncias citadas.

Do inglés Magneto-Optical Trap (MOT).

Uma vez que descrever todos os detalhes técnicos e experimentais para obtenc¢do de CBE tomaria
muito tempo e espago do presente trabalho, transcendendo seus limites e objetivos, para mais detalhes
sobre o tema recomendam-se as referéncias [32] e [33].
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Embora a producao de CBE em laboratoérios tenha se tornado algo mais comum
tal sistema nao deve ser confundido como um processo que tornou-se simples de produzir
ou muito menos esgotado. Diante da sua interdisciplinariedade, que é uma das razoes
pelas quais torna-se preferivel quando comparado a outros sistemas, os condensados ainda
constituem um elemento motivador para estudos. Além disso, suas caracteristicas distintas
j& constituem pontos positivos, por exemplo, de acordo com Jain et al [34], em se tratando
da producao de particulas, um dos motivos pelos quais CBE sao atraentes para realizacao
de modelos andlogos de gravidade é que seu regime de baixas temperaturas minimiza as

possiveis influéncias de natureza térmicas sobre os resultados.

Os condensados tém sido aplicados em muitos contextos, por uma questao de
coeréncia primeiramente cita-se [35], onde utilizando um condensado composto por atomos
de rubidio (3”Rb) foi observada radiagio Hawking andloga e seu emaranhamento através
de correlagoes entre as particulas das regioes internas e externas do horizonte, ou seja, a
correlagao entre as particulas aprisionadas e emitidas pelo buraco negro actstico. Aponta-
mos aqui uma das potencialidades desses analogos que é o fato de termos acesso aos dois

lados do sistema fisico, regides interna e externa.

J& em [36] um CBE composto por atomos de sédio (**Na) em forma de anel ¢
utilizado para modelar a expansao cosmoldgica do universo e estudar efeitos analogos,
como por exemplo, o redshift dos fonons no condensado simulando o redshift dos fétons
no caso cosmolédgico. Podemos citar ainda a utilizacao de CBE como detectores de
ondas gravitacionais [37], onde tais ondas, por causarem distor¢des no espago-tempo,
produziriam uma excitacao de fénons no condensado. Além disso, existem trabalhos

estudando a construcao de portas légicas utilizando o acoplamento de dois CBE [38].

2.2.2 Descricao matematica: Equacdo de Gross-Pitaevskii e representacao
hidrodinamica

Na Mecanica Quantica sistemas de muitos corpos sao descritos pelos denominados

operadores de campos ou simplesmente campos, os quais sao decorrentes da segunda

quantizacao. Dada as caracteristicas do CBE descritas anteriormente como a ocupacao

macroscopica do estado fundamental, na ocasiao bdosons, esse sistema pode ser representado

por uma hamiltoniana de muitos corpos
H = Hy+ H, (2.24)

onde Hy é o hamiltoniano de particula tnica e H; de interagdo entre as particulas [34],

dados respectivamente por
N A h? ~
Hy = /dx\I/T(X,t) [—2V2+Vm(x) W(x,t), (2.25)
m

o= / / drdr’ Ut (x, ) (x, 1)U (x — x )0 (x, )T (x, ). (2.26)
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Nas relagoes anteriores V,,;(x) é um potencial externo responsavel por confinar as
particulas bosonicas e U(x — x’) é um potencial de dois corpos que representa a interagao
mutua entre os atomos desprezando possiveis interagoes entre vizinhos [39]. Considerando

apenas a interagao de um &tomo com o seu par, o potencial U(x — x’) serd dado por [34]

Ux—-x) = gé(x —x'), (2.27)
2

g - 4 (2.28)
m

em que U é uma constante de acoplamento relacionada ao comprimento de espalhamento

atomico a.

Os objetos \f/(x, t)e \iﬁ(x, t) sdo, nessa ordem, os operadores de campo aniquilagao

e criacao de bdsons, os quais obedecem as relagoes de comutacao:
(W(x, 1), U(x', )| = [¥'(x,1), ¥, 1)] =0,
(W (x, ), B (x, )] = d(x — x). (2.29)

Em Mecanica Quantica a equagao do movimento de Heisenberg nos permite obter

a evolugao temporal de operadores através da expressao

L OA(x L) s .

R [A(x, 1), H], (2.30)
onde fl(x, t) é um observavel e Héo operador hamiltoniano da teoria. Logo, considerando
o hamiltoniano do sistema dado pela equagao (2.24), a relacao de Heisenberg citada acima

e as regras de comutacao (2.29), temos

W(x, 1), Ho| U(x,1) = [—;TLVQ—FVEMX)] U (x, 1), (2.31)
(W(x, 1), H| W(x,t) = UNb(x,t)(x,t). (2.32)

Diante dos resultados dessas relagdes de comutacao, para a evolugao temporal do
campo bosonico do condensado \if(x, t) encontra-se

Cov(x,t) [ R, X o] 2
mat_[—zmv Vi) + UG, D2 | B, 1) (2.33)

No regime de baixas temperaturas, onde ocorre a ocupagao macroscopica do estado

fundamental, pode-se adimitir uma decomposicao de campo tal que

A

U(x,t) =1(x,t) + 0p(x,1), (2.34)

onde ¥ (x, t), parte macroscopica (classica), representa uma aproximagao de campo médio,

com (x,t) = (V(x,1)), e dp(x,t) uma parcela devido a flutuagoes quanticas e térmicas

cujo valor médio é nulo, (0p(x,t)) =0 [34].
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Levando em conta a decomposi¢ao (2.34), a média da equagao (2.33) nos conduz

ao seguinte resultado

L OU(x,t h?

in P0G v )+ Ut | ), (2.35)
que é conhecida como a Equacao de Gross—Pitaevskii. Geralmente denomina-se 1(x,t) de
fungao de onda do condensado, porque nessa abordagem a dinamica do sistema é descrita

em termos do campo médio 1(x,1).

A métrica anédloga (ou efetiva) é obtida utilizando a denominada representagao de

Madelung para o campo médio ¢ (x,t), dada por [34]

P(x,t) = /n(x,t) ¥ (2.36)

onde n(x,t) é uma densidade e 6(x,t) uma fase.

Substituindo a equagao (2.36) em (2.35) e efetuando as derivadas obtém-se

ih (on 00 o, h? >
M(m>_mh (m) = o (V) g VAV 4 Ve

152

+ niU - ;’:n 2(V0) - (Vv/n) +v/nV?6], (2.37)

que ao fazer a correspondéncia entre os coeficientes das partes real e imaginaria de ambos

os lados da igualdade fornece

on
s + V- (nv) =0, (2.38)
00 h? 5
h ((%5) £V 45— (V6) =0, (2.39)
com (o2
V = ‘/e;pt +nU — 7M (240)

2m  \/n

Nota-se que as equagoes (2.38) e (2.39) sao similares a equagao de continuidade (2.1)
e equagao de Euler (2.2) da dindmica dos fluidos, onde definiu-se a velocidade v = AVE/m

e o ultimo termo da eq. (2.40) é uma contribuigdo de pressao de natureza quantica.

Os procedimentos matematicos que conduzem a uma equagao da métrica acustica
para o condensado sao similares aos realizados no caso de fluidos classicos. Inicialmente
redefinem-se as grandezas com a presenca de pequenas perturbagoes quanticas em torno

de um valor médio. Assim,

n = no+ﬁ1, N < no,
= Oy + 0y, 0, < 0y,
vV = Vpo+ @1, ’01 < g.- (241)
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Utilizando as relagoes (2.41) em (2.38) e (2.39), obtemos

9
%+v-(n0@1+mvo)=0, (2.42)

96, h? R
7 i (V) - (V) = 0. 2.4
(at)JrVﬁLm(Vo) (v0) =0 (249

Adimitindo que o pontencial segue uma decomposicao similar, das equagoes (2.40)
e (2.41) podemos escrever
52 (vz\/ ng + ﬁl)

0 1 t (nO nl) 2m \/m

que apds algum trabalho algébrico de expansoes no ultimo termo identifica-se

R? (V2 /ng
V ‘/eac U , 245
0 Lo 2m < /Mo ( )

2o, R2ng
4m\/n_0v )t V2\/no. (2.46)

(2.44)

Vi = mU—

Definindo o operador

Dg’fll =

2\}n_0v2 ( \/n_()) - ;ng?’/?ﬁl (V*v/mo) (2.47)

e substituindo a expressao para Vi na equacao (2.43), obtemos

ha—él+h—2(v0) (vé)—ﬁzpﬁ + U =0 (2.48)
ot ' 2m 0 AT '

a partir da qual pode-se isolar o termo 74,

) 2 17| 06, n? A
= — [U - mDQ] [hatl + E(VQO) (VO] . (2.49)

Substituindo (2.49) em (2.42) e utilizando o fato de que

h
Vo = *V&O
m
¢ h
@1 = 7Vé\17
m
obtemos a seguinte expressao:
80, h

8 h2 -1 A~
- { [U _ 2mD2] i E(V‘%) : (V@l)] }
h2

—1
+ V- {”Ovél - [U - DQ]
m 2m

00, h .
4 (V) - (VO
o +m(v o) - (Vo)
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A equagao (2.50) descreve a propagacao das perturbagoes 0, em torno de 0o, que

também pode ser escrita de forma compacta pela expressao

Ou (£0,01) =0, (2.51)
cujos objetos f*” compoem uma matriz quadrada 4 x 4 com os seguintes elementos:
A
P
2m
. o1t
foj = - lU— Qszl Vo,
. . 72 -1
30 )
= —vy|U—-—D
f VO [ 2m 2] )
. ne .. ) A2 -t
fi = E“aw —vi [U — QmDQ] v,

O fato de f* ser uma matriz de operadores (D) nos impede de relaciond-lo com a
geometria Lorentziana, que pode ser atribuida ao operador d'Lambertiano [39]. Entretanto,

adotando o caso de limite hidrodindmico em que Dy — 0, obtemos na forma matricial

wo L[ v 9.52
= U —vh Moy — vivh |’ (2.52)
m

Esse limite para o operador Dy, também conhecido por aproximacao actstica,
¢é fundamental, pois agora as componentes f* se transformam em escalares e pode-se
associar §; a um campo escalar quantico sem massa em uma geometria de espaco-tempo
curvo dado pela equagao do operador d’Alambertiano (2.12) [19], a saber,

06, = Laﬂ (\/—_g gwayél) =0. (2.53)
V=9
Observando as equacgoes (2.51), (2.52), (2.53), definindo ¢ = Ungy/m como a

velocidade do som e utilizando propriedades de determinantes matriciais é possivel mostrar

que
f“”=¢?gg“”—>g“”=2f“”~ (2.54)
Diante disso,
-1 —Vv}
g = g ( i T;;)&jU—OV%V% ) , (2.55)

Para encontrar o elemento de linha deve-se obter o tensor métrico na forma

covariante g, pois por definicao sabe-se que

ds® = g, datdz”.
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Utilizando a propriedade g,,g"” = I, onde I representa a matriz identidade, ¢ uma

questao de algebra encontrar

B B R G 2.56)
" mcs —Vg(s]m 52']‘
e consequentemente
2 Mo [ 2.2 N i i i
ds® = me. [ codt” + 0, (da: Vodt) (dx] vodtﬂ : (2.57)

onde ng, m e ¢, sao, respectivamente, densidade, massa dos atomos e a velocidade do som

no condensado.

Dada a estrutura obtida para ds? percebe-se que, semelhante ao caso cldssico, uma
transformagao de coordenadas adequada na métrica efetiva, equagdo (2.57), mostra que as
perturbagoes na fase da funcao de onda do condensado constituem um modelo analogo

para simular sistemas gravitacionais e seus efeitos.
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3 Movimento Browniano e Flutuacoes quan-

ticas do campo de vacuo

O movimento aleatério de pequenas particulas em suspensao em um liquido foi
relatado por Robert Brown em 1828, notando que as particulas de graos de polem de
diversos tipos de plantas (e outras substancias) quando imersas em dgua apresentavam um

movimento ativo variando suas posi¢oes no fluido de modo totalmente desordenado [1].

Esse fendmeno, hoje conhecido por Movimento Browniano (MB), foi primeiro
abordado teoricamente por A. Einstein, que propos uma explicacao consistente, seguido
pelo trabalho de Smoluchowski e outros estudiosos. A contribui¢ao do trabalho de Einstein
junto as posteriores observagoes experimentais de Jean Perrin foram de grande importancia
para o pensamento fisico da época, pois ajudou a fortalecer (ainda mais) a visdo atomista
da matéria, que embora apresentasse dados e evidéncia para sua validacdo ainda era
considerada por alguns cientistas como algo puramente matematico e que nao correspondia

a real natureza dos sistemas fisicos [40].

Existem quatro possiveis descrigdes mateméaticas para esse fendmeno (MB), ainda
que diferentes, todas sao equivalentes entre si e fornecem os mesmos resultados, sao
elas: (i) o formalismo de Einstein, quem primeiro forneceu a descrigdo do MB, através
do tratamento difusivo; (ii) equacao de Langevin baseada em uma forga flutuante (ou
estocastica); (iii) equagao de Fokker-Planck, que se baseia na evolugao temporal da
distribui¢ao de probabilidade do sistema e (iv) o método de M. Kac, baseado no problema
de caminho aleatorio [2].! A seguir utilizaremos a descri¢io do MB via equacao de Langevin
pela praticidade, coeréncia e semelhanga com expressoes que surgirao posteriormente

facilitando a compreensao e explanacao do presente trabalho.

3.1 Movimento Browniano Classico via equacdo de Langevin

A abordagem de Langevin é comum entre os textos de Fisica Estatistica no estudo
do MB (porém, como mencionado, nao é a tinica) e assim como as demais citadas permite
encontrar de forma facil e direta os mesmos resultados obtidos por Einstein para o valor
do deslocamento quadritico médio da posicao, (x?), e a varidncia da velocidade, (v?), para

a particula browniana?.

Dado que o movimento browniano das pequenas particulas em suspensao é con-

1 Para detalhes matematicos sobre as quatro teorias ver a referéncia [2].

2 E comum encontrar nos textos o uso dessa terminologia para referir-se a particula que executa o

movimento aleatdrio ou browniano.
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sequéncia das permanentes colisdes com as moléculas constituintes do fluido, Figura (5),
no formalismo de Langevin o movimento de uma particula browniana de massa m em

suspensao pode ser descrito pela equagao

dU — —

m = Fort — aU + Fu(t), (3.1)

onde U é a velocidade da particula e ﬁem é uma forga devido a interagoes de agentes
externos, como por exemplo, campo gravitacional ou eletromagnético. A forca ﬁa(t) é
uma forga ligeiramente flutuante responsavel pelo movimento randoémico da particula
browniana, que é originado pelas suas interminaveis colisoes com as moléculas do meio.
O termo —aw representa a acao de uma forga viscosa do meio fluido sobre a particula
browniana, cujo coeficiente o é uma constante de atrito viscoso [29, p. 398]. E importante
destacar o carater vetorial da equagao anterior indicando que esta escrita em 3 dimensoes,
porém por simplicidade adotaremos um tratamento unidimensional, visto que assim é
feito na maioria dos trabalhos por apresentar simplicidade e nao oferecer dificuldade na

generalizagao para o caso tridimensional.

Figura 5 — Ilustragdo do movimento aleatério descrito por uma particula browniana devido as
frequentes colisdes com as moléculas do meio fluido.

Fonte: produzido pelo autor, 2020.

Negligenciando o termo estocastico, F,, em esséncia a equacgao de Langevin é
semelhante a uma equac¢ao newtoniana para o movimento de um corpo sobre a acao de
uma forga externa, F.,;, que provoca o movimento, considerando também a forca resistiva

—aw devido as interagoes com o meio que atua sobre o corpo.

Como mencionado anteriormente, utilizando o formalismo de Langevin podemos
encontrar quantidades de interesse fisico sobre particula browniana que podem ser medidas
em laboratorio. Na auséncia de agentes externos sobre a particula browniana, F,,; = 0, a

equagao (3.1) pode ser escrita na forma [29, p. 399]
dv

- =TT A), (3.2)

onde foram definidas as quantidades v := a/m e A(t) := Fy(t)/m.
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Observa-se que a expressao anterior é uma equacao diferencial ordinaria linear de

primeira ordem na variavel v do tipo

dv

onde P e Q sao fungoes de t, cuja solugao geral é dada por [41, p. 401]
v=Det+ e’I/ Qetdt, (3.4)

D é uma constante qualquer e

7= / Pdt. (3.5)

Utilizando a equacao (3.4) e fazendo a correspondéncia entre as respectivas quanti-
dades definidas acima, tal que P =y e Q = A(t), a partir da equagao (3.2) obtém-se a

solugao formal para velocidade da particula [29, p. 399
t /
W(t) = voe "t 4 e / At dt, (3.6)
0
cujo valor esperado é
(v(t)) = voe™™, (3.7)

visto que a forga estocdstica A(t) segue as propriedades [2]

(i1) (A@)A[)) = Co(t — 1), (3.8)
onde C' é uma constante a determinar.

A relagao (i) nos diz que em média a forga flutuante responsavel pelo movimento
estocéstico é nula. Portanto, uma aproximacao média da equagdo de movimento para
particula é dada pela média da equacao (3.1), que é a segunda lei de Newton para o
movimento de uma particula sujeita a uma forga de atrito. J& a propriedade (i7) nos diz
que as forcas estocasticas A(t), em um tempo t, e A(t'), em um tempo posterior ¢, nao

estao correlacionadas durante o intervalo de tempo t — ' [42].

Lembrando que a dispersao de velocidades pode ser obtida através do valor médio

do desvio quadratico, isto é,
(Av)?) = <(v<t> _ <v<t>>)2> . (3.9

Logo, utilizando as equagoes (3.6) e (3.7) obtém-se
t t / 1"
(Av)?) = =2 / dt’ / " (A(H)A(")) e+t (3.10)
0 0
que de acordo com as condigoes de A(t) dispostas na eq. (3.8) fornece

((Av)?) = 2(“; (1—e). (3.11)
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A constante C' pode ser determinada através da validade do teorema de equiparticao

da energia, garantindo que
1 1
§m<(AU>2> = 5]@3T7

logo encontramos para a constante

InknT
o =BT

m

Para obter o deslocamento quadratico médio partimos da relagao de Langevin (3.2)

multiplicando-a por x em ambos os lados,

d*z dx

onde explicitamos v = dz/dt. Observando que [43, p. 465]

RGO x@—l—vz
2 dtz2 Tdt ’
d 2
(c:;f) = 2av,

tomando a média sobre a equagao (3.12), podemos escrever

d*(2%)  d{=*)
=g =207, (3.13)

com (rA(t)) =0.

De acordo com o teorema da equiparti¢ao identifica-se que m(v?) = kgT, logo a

expressao acima pode ser escrita na forma

— vz = : (3.14)
m

onde foi definida a varidvel z := d(z?)/dt.

A estrutura da eq. (3.14) é idéntica a de uma equagao diferencial linear de primeira

ordem, eq. (3.3), cuja solucao geral é dada pela expressao (3.4). Portanto, encontramos

2kgT
z =z " + vrBrL (1 - e_7t> : (3.15)

onde 2y é uma constante qualquer. No regime de tempo longo

2kgT
z — .
ym

Voltando a variavel inicial obtém-se

2kpT

ym

(x?) — (x3) = t. (3.16)
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Relembrando que v = «/m, se as particulas brownianas sao consideradas como
pequenas esferas de raio a a forga de friccdio —awv a que elas estao sujeitas é a forca de

Stokes e o coeficientes o« = 67na, onde 1 é o coeficiente de viscosidade do fluido [3].

Diante disso,

) RT

(@2) — (a5) = mt, (3.17)

utilizando-se também que kg = R/N4, onde R é a constante universal dos gases e Ny o
nimero de Avogadro [2]. Esse resultado foi obtido por Langevin (1908) [3] para o desvio
quadratico médio da particula browniana baseado em seu formalimo de equagao diferencial

(estocdstica) que permitia de forma pratica encontrar os resultados ja conhecidos.

3.2 Movimento Browniano Quantico: Alguns comentarios

O conceito de espago vazio na Fisica é muito diferente do sentido popular atribuido
para essa expressao, que geralmente ¢ adotada como sinénimo de uma regiao que nao
contém absolutamente nada [6]. Em Fisica é bem conhecido que o espago vazio na verdade
apresenta algo mais que o nada: as flutuagoes quéanticas do campo de vacuo. Tais flutuagoes
dao origem a fendmenos fisicos populares na literatura como efeito Casimir e Movimento

Browniano quéntico.?

Foi estudado anteriormente que o movimento estocastico de uma particula em um
meio fluido com temperatura de equilibrio 7', movimento Browniano classico, é causado
pelas constantes colisdes com os demais constituintes do meio (moléculas e atomos). Por
outro lado, o assim chamado movimento Browniano quantico de uma particula tem origem
devido as flutuagoes quanticas de um campo no estado de vacuo, que mesmo no regime
de temperatura 7' = 0 ainda estdo presentes [5]. Em geral, o que fazemos é associar
uma particula pontual (classica) a um campo [11], por exemplo, escalar ¢ ou elétrico E,
que posteriormente considera-se ser decomposto em termos de uma parcela classica nao
flutuante e outra flutuante de natureza quéntica (ou térmica). Entao, pode-se dizer que a
atencao ¢ transferida para o campo, ou seja, a particula passa a ser descrita em termos
do campo com o qual ela interage e a dinamica desse campo se traduz na dinamica da

propria particula.

Em certo sentido, as particulas brownianas atuam como sondas das flutuagoes
quanticas do estado de vacuo de um campo, visto que os efeitos sentidos por elas, visuali-
zados através das dispersoes de velocidades (nao nula), sao devido as flutuagoes quanticas

de vacuo do campo com o qual interagem [8]. E importante comentar a possibilidade

3 Por questdes de objetividade apresenta-se neste tépico uma breve revisdo de alguns trabalhos sobre o
movimento browniano de particulas devido a influéncia das flutuagdes quanticas dos campos no estado
de vacuo, comentando aspectos mais fenomenolégicos. Desde ja, indica-se que mais detalhes técnicos

podem ser encontrados nas proprias fontes citadas.
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de estudar os efeitos das flutuagoes quanticas também sobre espelhos refletores (planos),
como mostrado em [5], onde é estudado tanto o caso de uma carga escalar como o de um

espelho imperfeito interagindo com um campo escalar sem massa no estado de vacuo.

Geralmente estuda-se o movimento Browniano quantico de uma particula na
presenca de planos refletores limitando as regides do campo no estado de vacuo. Nesse tipo
de sistema uma consideracao muito comum ¢ tratar as particulas brownianas como objetos
puntuais, que corresponde a adotar uma descricao classica apenas para as particulas que
interagem com o campo quantico flutuante em estudo. Além disso, em se tratando de
campos eletromagnéticos, adota-se também um regime de baixas velocidades, assim nesse
limite as contribuig¢oes das flutuagoes quanticas de vacuo do campo elétrico sao dominantes.
Por exemplo, Yu e Ford [7] estudaram o movimento browniano de uma particula teste,
com massa m e carga ¢, devido as flutuagoes do campo eletromagnético na presenca de

um plano perfeitamente refletor em um limite nao-relativistico.

Eliminando a contribuicao divergente e inconclusiva do vacuo de Minkowski, através
de um processo de renormalizacao, Yu e Ford calcularam a dispersao de velocidades
da particula, a qual apresentou-se ser anisotropica. Foi encontrada uma dispersao de
velocidades negativa quando paralela ao plano e que se anula no regime de tempo (t)
longo: ((Av))?) =~ —A/t?, onde A é uma constante. Para dire¢do perpendicular ao
plano um resultado positivo e constante no regime de tempo longo foi obtido, a saber,
((Av,)?) ~ +B/2z% onde B é uma constante e z a distancia da particula ao plano. Segundo
os autores, no caso da dispersao negativa uma possivel interpretacao é devido a prépria
incerteza relacionada a natureza quantica da particula que foi negligenciada. Por outro
lado, a dispersao perpendicular constante no limite de tempo longo foi justificada como um
mecanismo de conservagao da energia junto ao fato da idealizacao da interacao instantanea

entre a particula browniana e as flutuagdes quanticas do campo eletromagnético.

A consideracao de planos refletores produz efeitos sobre as flutuagoes de vacuo
que sao sondadas pela dispersao de velocidade das particulas brownianas mediante a
interacdo com as flutuagdes do campo de vacuo na presenca do(s) plano(s). O mecanismo
que descreve a forma como ocorre e é sentida a interagao entre a particula e o campo de
vacuo com e sem a presenca de placas é um detalhe significativo no estudo das flutuagoes
quanticas [8, 44]. Tais mecanismos sdo caraterizados em dois tipos “sudden switching”,
onde a transicao acontece de forma abrupta, e “smooth switching”, caso em que a transicao

sucede de forma suave.?

Afim de compreender a esséncia fenomenolégica desses mecanismos vamos recorrer

ao exemplo fornecido por Seriu e Wu [8]. Imagine que uma particula carregada é lancada

4 A traducdo literal para estas expressdes sdo transicdo sibita (sudden switching) e transi¢do suave

(smooth switching). Contudo, por questdes de conveniéncia e visto que é comum na literatura essa
terminologia vamos adotar a nomenclatura escrita na lingua inglesa.
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com velocidade ¥ = v,¢ de um ponto P(—A,0, z), por exemplo, utilizando uma fonte F'
que se encontra em um estado de vacuo de Minkowski (sem placas). A particula é atirada
em diregao a outro estado de vacuo contendo uma placa quadrada de lado L (L < A,
L > z) situada no plano z-y, cuja origem O dos eixos do sistema estd em seu centro —

como mostrado na Figura (6).

Com base nessa situacdo pode-se entender os mecanismos de switching de duas
formas. De acordo com Seriu e Wu ¢ possivel interpretar a funcao de smooth switching
como a descricao matematica do processo de lancamento da particula pela fonte F' de
um estado de vacuo para o outro. No caso sudden switching nao existird um processo
de lancamento para particula, logo considera-se apenas que a mesma ja esta com uma

velocidade ¢ em direcao ao outro estado de vacuo.

Figura 6 — Esquema ilutrativo para explanagao dos mecanismos sudden e smooth switching.

Vicuo pure de Minkowski Y Vicuo na presenga de planos

(Sem placas) refletores (placas)

Fonte: produzido pelo autor com base na descrigao da referéncia [8], 2020.

De certo modo, sobre essa linha de pensamento, uma analogia que pode ajudar a
entender os processo de smooth switching e sudden switching é o de um jogador de futebol
ao chutar uma bola. No momento em que o jogador chuta a bola, que é a influéncia
transmitida, esta permanece um pequeno intervalo de tempo junto ao pé do jogador, o
qual é o tempo que a bola leva para sentir e reagir conforme esse estimulo. O uso da
expressao “reagir conforme” refere-se a forma que a bola vai responder ao estimulo do
chute, que pode imprimir sobre a mesma efeitos distintos. A forma por sua vez significa o
tipo de processo que leva em conta o tempo de contato. Entao, o que foi discutido sao
argumentos levando em conta um processo de smooth switching, no nosso exemplo equivale
a considerar como a bola comeca a reagir mediante ao chute. No caso de sudden switching
esses detalhes sao descartados no sentido de serem considerados como instantaneos, ou

seja, a reacao da bola por influéncia do chute é repentino.

De acordo com Seriu e Wu ainda seria possivel interpretar as func¢oes sudden
switching e smooth switching como a descricao matematica da sensibilidade da particula na
mudanga de um estado de vacuo puro (ou de Minkowski) para outro na presenca de planos

refletores (vacuo tipo Casimir) [8]. Considerando novamente uma situagao similar a que foi
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discutida anteriormente de uma particula lancada de um estado de vacuo puro para outro
contendo um plano refletor. No caso sudden switching a particula sente abruptamente a
mudanca de um estado de vacuo para o outro. Representa-se o sudden switching na Figura
(7) (a) por uma linha de espessura extremamente fina para dizer que a sensibilidade da
particula & mudanca entre uma regiao e outra é sentida instantaneamente. Se uma funcao
smooth switching ¢ admitida, Figura (7) (b), considera-se que na passagem entre os vacuos
havera, em certo momento, uma regiao onde a particula comega a sentir gradualmente os

efeitos da mudanca.

Figura 7 — Esquema ilustrativo para outra possivel explanacdo dos mecanismos sudden e smooth

switching.
(a) sudden switching
Vicuo puro de Minkowski ¢ Vicuo na presenca de planos
(Sem placas) refletores (placas)
V=vyv i <
_px
&-——————f-——--- )

[
' Sudden switching /
y

(b) smooth switching

Vicuo puro de Minkowski Vicuo na presenca de planos

(Sem placas) refletores (placas)
V=v i z
_.x

@ -1 f-———- -9

Smooth switching /
y

Fonte: produzido pelo autor com base na descrigdo da referéncia [8], 2020.

A insercao dos mecanismos de switching comentados anteriores sao elementos
considerados no célculo de flutuacoes a fim de tratar tais sistemas de um ponto de vista
fisico mais realista. Nesse sentido, como aponta Seriu e Wu [9], outro elemento a ser
considerado é a propria natureza quantica da particula browniana, pois as investigagoes
citadas anteriormente adotaram um tratamento em que a particula era um objeto classico
bem localizado. Entretanto, nesse dominio de escala torna-se relevante a natureza quantica
da particula, como indica o principio da incerteza de Heisenberg, logo a caracteristica
pontual da particula é uma idealizacao e para uma descricado coerente com a realidade

fisica esta deve ser alterada.
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Em principio também é possivel estudar o movimento browniano de uma particula
utilizando-se um modelo analogo de gravidade. Esse sera o sistema utilizado em nossas
futuras investigacoes sobre o movimento browniano quéntico e sera descrito em mais
detalhes posteriormente. O intuito desse tépico foi descrever alguns possiveis cenarios e
detalhes no estudo do movimento browniano quéantico, focando principalmente em aspectos
fenomenolégicos. No que segue vamos obter a fun¢ao de dois pontos que sera um resultado

util em nosso calculos.

3.3 Funcoes de Green e valor esperado no vacuo

No calculo das flutuacoes um elemento de fundamental importancia sao as fungoes
de correlacdo que surgem no interior das equacoes integrais para determinacao do valor
médio da dispersao de velocidades. Estas func¢oes de correlacao por sua vez podem ser
identificadas como fun¢oes de Green. Assim, no contexto do movimento browniano devido
as flutuagoes quanticas do campo de vacuo, as func¢odes de correlacdo que surgem sao as

funcoes de correlacao dos campos quantizados flutuantes no estado de vacuo °.

Sabe-se que o valor médio do produto de campos livres no estado de vacuo cor-
responde a fungoes de Green [45, p. 20]. Em seguida vamos encontrar a fungiao de dois
pontos para um campo escalar sem massa uma vez que esse resultado sera 1til em nossos

calculos.

Dada uma equacao diferencial da forma
Of(x) = J(x), (3.18)

onde @ é um operador diferencial atuando sobre a funcdo f (x), por exemplo, Laplaciano
(V?) ou d’Alembertiano ((J) e J(z) um termo de fonte. A solucao dessa equacao pode ser

obtida via funcao de Green, que segue a defini¢ao

A

OG(z,2") = 0(x — o). (3.19)

Assim, para equacao Klein-Gordon, a qual descreve o movimento de um campo
escalar com massa m, a solugao via funcao de Green deve obedecer a relagao
(04 m?)G(z,z2'") = —6W(z — ). (3.20)

Utilizando a equagao (3.20) e a transformada de Fourier das fungbes G(z,2’) e
6(4) (I - ‘T/)u

G(z,2') = (21)4 / dtke~H TG (k),
T
1 )
§W(z — ') = e / d*ke—hDe (3.21)
T

®  Para composi¢io desta se¢io nos baseamos nas referéncias [45, p. 20] e [46, p. 132]
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encontramos®
1 kO)Z e —ikAx A 1 —ikAzx
(2w)4/d4k: <_(c3 + |k:|2+m2> e kATG(k) = G /d4kze Az (3.22)

onde kAz =k -7 — kK°At, com At =t —t' e 2 = (z — )2+ (y — /)% + (z — )%

Para que a igualdade anterior seja satisfeita devemos ter

Gk = .
€0
com w? = |k|2 + m?2.
Portanto,
Glo,a) = — / PRe*T / a1 (3.23)
’ (27)%co % —w?’

que é a representacao integral das fun¢oes de Green.

A integral em k° na equagio (3.23) possui polos em k? = dcow. Os diferentes
contornos adotados para sua solucao definem quantidades conhecidas em termos do
produto de campos livres no estado de vdcuo. Realizando a integral em k° na equacao
(3.23) considerando os contorno C1 e C2, Figura (8), pode-se encontrar as chamadas

funcoes de Wightman de frequéncia positiva e negativa, respectivamente, definidas por

+ / _ / _ 1 d3E il;-f"ficowAt

GHaa') = (Olole)oll0) = 5 [ (3.21)
— / _ / _ 1 d3]; iEF—l—icowAt

G- (a.) = O)oE)0) = 55 [ e . (3.25)

Outras quantidades de particular importancia que podem ser construidas utilizando
as fungoes de Wightman, eq. (3.24) e (3.25), s@o as relagoes de comutagao e anticomutacao

do operador campo escalar [45, p. 20-21],
iG(z,2") = (0[[¢(z), $(z")]0) = G"(2,2") — G~ (z,2), (3.26)
GO(,a) = (0{e(2),p(2")}]0) = G*(z,2") + G~ ("), (3.27)
nessa ordem, denominadas por funcao de Pauli-Jordan (ou Schwinger), contorno C3 da
Fig. (8), e funcdo elementar de Hadamard, contorno C4 da Fig. (8).

Por questoes de objetividade e utilidade no presente trabalho vamos calcular a
funcao de Wightman de frequéncia positiva, pois esta correspondera a func¢ao de dois

pontos utilizada nas proximas secoes.

2 2 2 2 . . -
Usualmente [1 = c%% — @27")2 = % - (0271?)2’ visto que utiliza-se ¢ = 1. Contudo, por questoes de

6
consisténcia mantemos a constante ¢y no operador, agora com um subindice zero, devido ao background
analogo em que vamos trabalhar. Isso ndo produz nenhuma perda de generalidade, pois no caso em

que ¢y = ¢ = 1 os resultados ja conhecidos sdo recuperados.
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Figura 8 — Possiveis contornos para integral na varidvel ¥ da equacdo (3.23).

Im 4 A
Cl1 C2

Fonte: produzido pelo autor, 2020.

Admitindo o caso do campo escalar sem massa, w? = (E)2 +m? — w =k, a partir
da equacao (3.24) temos
1 d3k iE-FficowAt

Gt (z,2) = ——

] & (3.28)

Aplicando uma transformacao de coordenadas do tipo esféricas, tal que Bk —

k? sin Odkdfdy e observando que k-7 = krcos 0, obtém-se

1 momoree : ikr cos 0—icow
G (z,2) = 2(27r)3/o /0 /0 k sin @dkdfdpe*r cosf—icowat

—1 o —ik(coAt—r —ik(c r
GHaw) = 3o /0 i [ Heod=) _ mikleodtin)] (3.29)

O resultado da segunda passagem é obtido notando que a integral em ¢ contribui com um
fator de 27 enquanto que a integral na variavel 6 é facilmente computada pelo método da

substituicao de variaveis.

Embora as integrais da eq. (3.29) sejam divergentes, é simples contornar esse

problema utilizando-se um artificio matematico baseado na reescrita de G*(x, 2) na forma

+ N 7Z : o —ik(coAt—r—ie) _ _—ik(coAt+r—ie)
G (z,2") = RETSE 11_{% ; dk [e e }, (3.30)

com € > 0 € R. Em esséncia, esse artificio pode ser entendido como uma mudanca de

Dessa forma, obtém-se

variavel em que coAt — oAt — i€ e ao final fazer o limite ¢ — 0 na expressao resultante.
—i . ie—ik(coAt—r—ie) Z'e—ik(coAt—H"—ie)
2r(2m)2 =0 | | (oAt —r —ie)  (coAt + 1 — i€)

J
1 1

G (x,2) =
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A equagao (3.31) é a funcao de dois pontos para o operador campo escalar sem massa

¢(z) no estado de vacuo sem a presenca de planos refletores, G (z, z") = (0|p(x)d(z")|0).

E importante mencionar que estd implicito no desenvolvimento desse tépico a
consideracao de um regime de temperatura zero. Além disso, a expressao para a fungao
de dois pontos G*(z, ") obtida aqui corresponde a contribuigdo apenas do vdcuo de
Minkowski, isto é, espago plano sem a presenca de planos refletores. Quando planos sao
considerados, consequentemente, condi¢oes de contorno devem ser levadas em consideracgao
na quantizagado do campo, por exemplo, condi¢oes de Dirichlet e Neumann, porque na
ocasiao suas regioes de propagacao estao limitadas. Em termos praticos, a mudanca que
acontece serd o surgimento de um termo extra na equagao (3.31) devido ao limite (plano)

introduzido.”

3.4 Movimento Browniano Quantico de uma particula em um CBE

em expansao

Aqui vamos revisar o caso do Movimento Browniano Quantico executado por uma
particula em um CBE expandindo sobre uma geometria de espago-tempo analogo do tipo
Friedmann-Robertson-Walker (FRW) [11], logo mais detalhes podem ser encontrados na

propria fonte bem como nas referéncias 1a citadas.

Como elemento motivador e introdutoério é importante mencionar que CBE como
um sistema analogo modelando um universo em expansao ja constitui uma proposta
experimentalmente realizavel. De fato, recentemente um CBE em forma de anel modelando
um universo em expansao foi proposto [36] — Figura (9). Portanto, em principio, a revisdo
que se segue nao deve ser vista como algo puramente tedrico e distante de uma possivel

investigacao experimental.

Anteriormente foi visto que a partir da equagao de Gross-Pitaevskii, que descreve
a dindmica do condensado, é possivel encontrar a relacdo de uma métrica efetiva para o
pardmetro de fase §. Adotando v = 0 e uma velocidade do som varidvel, ¢; = ¢4(t), das

equagoes (2.56) e (2.57) podemos escrever
ds? = OF [~b2 ()cdE + b3 ()6 da'da’] (3.32)
com Q2 = py/co, p = ng/m e a defini¢do do pardmetro
2
cs(t)
b(t) =
0=(“")

tal que b(ty) =1 e ¢s(to) = ¢s(t = 0) = ¢p. Quanto a notacao utilizada, a barra sobre as

quantidades foi adicionada por questoes de simplificagao .

T O(s) plano(s) estabelece(m) uma regido limitada.
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Figura 9 — CBE simulando um universo em expansao.

Experiment ; 3

Atomic density (arb. units)

Theory

Legenda: Comparacao dos resultados tedricos (theory) e experimentais (experiment) para a
expansao da densidade atomica (Atomic density) em unidades arbitrarias (arb. units.); d e d’
sao, respectivamente, distancias inicial e final apds a expansdo. Fonte: retirado de [36, p. 2].

Utilizando a redefinicao ds?> = Q;2d5? e aplicando uma mudanca para uma nova

coordenada temporal dt = b1 (¢)dZ, temos
ds® = —c2dt* + a®(t)[dz” + dy* + dz?], (3.33)

que é uma métrica espacialmente plana similar ao universo FRW com fator de escala

definido por

a(n)2=b(n)‘1=< @ ) | (334

A equacao (3.33) pode ser reescrita sobre a transformacao conforme dt = a(n)dn,

ds®> = a*(n)[cidn® + da* + dy® + dz?). (3.35)

Nota-se que a estrutura da equacao (3.35) é similar a de uma métrica correspondente
ao espaco-tempo de FRW, que descreve um universo conformemente plano, isotropico e

homogéneo com fator de escala a(n).

O movimento de uma particula de massa m e carga ¢q acoplada a um campo escalar

sem massa ¢ em um espaco-tempo plano ou conformemente plano é descrito pela equagao

Du#
— 4g"'V, 0, 3.36
m=—— =4g9"'V.,¢ (3.36)
onde Du du
u U
= — + I juu’ 3.37
dr dr Tt ( )

¢é a derivada covariante do quadrivetor velocidade u* e

1
Mg = 59" (900, + Go.0 = Gass) (3.38)

sao os simbolos de Christoffel.
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Para uma diregao particular ¢ uma particula (dtomo) do condensado esta sujeita a

acao de uma forca

; Du!
com
[t =4q9""V, 0. (3.40)

A origem da forca f, a principio, pode ser tanto classica como quantica. Admitindo
a decomposigao f*— f ., + f;, onde f!, é um termo de forca cldssico nao flutuante e f;
corresponde a um termo quantico flutuante. Assim, utilizando as relagoes (3.33), (3.37) e
(3.38) encontra-se
1 /. : du’ a .
— (fioe+ £) = 2 (3.41)
Uma outra consideracao feita na equacgao acima é que as particulas se movem
lentamente em relagdo ao sistema das coordenadas de (3.35), implicando que o tempo

préprio da particula 7 é aproximadamente igual ao tempo coordenado ¢ [10], isto é,

A
At=——"_ 5 At~A7 (3.42)

0 u?) = (co,ut).

além de que u* = (u
Decorrente do resultado apresentado na equagao (3.41) seguem dois casos de estudo
mediante a consideracio de dois valores distintos para f¢ ,. Como serd constatado com
base nos resultados para dispersao de velocidades, de acordo com Bessa et al. [11], o
significado fisico de fi,, # 0, especificamente f7,, = 2m%u’, ¢ que as particulas estao
ligadas por uma forga externa que anula localmente os efeitos da expansao. Enquanto que
‘= 0 significa que as particulas estdo livres e como consequéncia dessa condigdo sentem
os efeitos de expansao do sistema seguindo a geodésica. Uma representacao idealizada

para os efeitos de fi . sobre o sistema sdo mostrados na Figura (10).

Figura 10 — Tlustragdo de possiveis explicacdes para o efeito de f?,, sobre o sistema em estudo.

Legenda: A mancha sombreada representa o condensado em expanséo e as pequenas esferas duas
particulas (4tomos) no CBE. Fonte: produzido pelo autor, 2020.
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3.4.1 Particulas livres

De inicio vamos estudar o caso de particulas livres, quando f¢ , = 0. Utilizando a
regra do produto para derivadas podemos escrever a equagao (3.41) como

1, 1d

m q = gg(a 'U/Z), (343)

a qual integrando e pressupondo que a particula estda em repouso no instante de tempo

inicial ¢y, ou seja, u'(ty) = 0, resulta em
tr d i _ ! 2(1) fi
| gl = / (1) fi(t,r)d
' = —— : 44
Wltpr) = s [ (3.44)

Daqui em diante vamos suprimir o subindice ¢ para tornar as equa¢des mais simples,
porém devemos ter em mente que a forca em questao é f;. O termo a(ty) é o fator de escala
avaliado em um tempo final da expansao e no que segue, por questoes de simplicidade,

vamos usar também a notacdo compacta a(ty) = ay.

A expressao para a dispersao quadratica de velocidades no estado de vacuo é
definida por [47, p. 24]

((Av)?) = (0[(Av)?|0) = (v*) + (v)*, (3.45)

onde identificam-se as quantidades (v?) = (0|v?0) e (v) = (0|v]|0). Para simplificar a
notagao vamos utilizar a correspondéncia de representagao (...) = (0|...|0) , ou seja, os

simbolos “()” significam valores esperados das respectivas grandezas no estado de vacuo.

Assim, utilizando as equagées (3.44) e (3.45) encontra-se

(Au')?) = /dtldiza (t)a®(t2) ([ (tr, r) f1(t2,72)) e

m2 4
(A = — / [ dt1dtas, 0,461 (t1,71)6(82,72)) (3.46)
onde admitiu-se que a for¢a flutuante obedece as propriedades

(Z) <fi(t1’ r1)>FRW 0,
(ZZ) <fi<t1a Tl) (t27 rQ))FRW 7é 0. (347>

Na segunda passagem utilizaram-se as equagoes (3.33) e (3.40). O subscrito FRW
indica a geometria de espago-tempo das flutuagoes do vacuo. Além disso, note a similaridade
estrutural entre as relagoes dispostas acima e as equagoes mostradas anteriormente, eq.

(3.8), para a forca estocéstica A(t).

E interessante observar que para simplificar a notacdo vamos utilizar no lado

esquerdo da eq. (3.46), a notacao ((Au')?). Rigorosamente, de inicio deveria ser escrito
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(u'(ty,r1)u’(te, m2)) e apos o limite de coincidéncia das coordenadas, 71 — 79, obter {(Au’)?).
Contudo, essa escolha nao produz perda de generalidade alguma, pois seria equivalente a
primeiro optar por fazer o limite de coincidéncia no lado esquerdo da equacao e ao final

aplicar o mesmo procedimento no lado direito, preservando assim a igualdade.

Deve-se notar que a funcao de correlacao ou funcao de dois pontos a qual se esta
lidando na equagao (3.46) refere-se a geometria FRW. Entao, para efeitos de calculos,
no lugar de (¢12) ., deve ser substituida uma expressao correspondente nesse tipo de

espago-tempo. Entretanto, ndo é conhecida a forma da expressao de (¢1¢s) mas

FRW?

pode-se utilizar a fungdo de dois pontos no espaco plano.

De acordo com Birrel e Davies [45, p. 38|, sob uma transformagao conforme o

tensor métrico g, assume a forma particular

G () — Gy () = (@) g (),

onde Q(z) é uma fungao das coordenadas = do espago quadri-dimencional, real, finita,
continua e nao nula. Decorrente desse tipo de transformacao outras quantidades que
dependem do tensor métrico, por exemplo, tensor e escalar de Ricci, podem assumir formas

especificas. Uma relagdo importante é a que o campo escalar assume [45, p. 38]:

2=d

p(z) = Q72 (z)¢(x), (3.48)

sendo d o nimero de dimensoes do espago. Entao, de acordo com a equagao (3.35) a

relacdo entre as fungoes de correlacao nos espagos-tempo de Minkowski e FRW sera
<¢1 (7717 r1)¢2 (7727 r2)>FRW = a71<771>a71(772) <¢1 (7717 T1)¢2<7727 702)>M' (349)

Assim, o uso da relacdo (3.49) juntamente com uma transformacao de tempo

conforme dt = a(n)dn conduz a equacio (3.46) ao resultado

(A =

9
mQa‘}

/ dnidng0iy Oi, (D1 (M1, 71) P2 (112, 72)) o+ (3.50)

onde o subscrito M refere-se agora ao espago-tempo plano ou de Minkowski.

A equacao (3.50) corresponde a dispersao da velocidade coordenada. Para obter a
dispersao da velocidade prépria basta observar que no espaco tempo FRW as distancias

coordenada e prépria estao relacionadas pelo fator de escala a(n) [11] — Figura (11).

Admitindo um regime de tempo final o fator de escala a(n = ny) = a; pode ser
visto como uma constante, assim se estabelece a relacao entre as velocidades coordenada e

propria de modo que
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Figura 11 — Relagdo entre as distancias propria e coordenada no espago-tempo FRW.

Distancia Distancia
coordenada propria
x’ l'=ax'

Legenda: a— fator de escala; 2°— distancia coordenada e [’— distancia prépria. Fonte: produzido
pelo autor, 2020.

e consequentemente
. 1 .
((Au')?) = = ((Av')?). (3.51)
a
f
Tendo em vista os resultados apresentados acima, para a dispersao de velocidade

propria das particulas, vamos encontrar

(Av)?) = v /dmdﬁzail@'g((ﬁl(??hTl)¢2(77277”2)>M- (3.52)

2,2
maf

A fungao de correlagao (¢1(n1,71)P2(n2,72)),, na equacdo acima corresponde a
fungao de dois pontos G, equacgdo (3.31), para o campo escalar ¢(z) no estado de vicuo

e na auséncia de planos refletores. Logo,

2
() = e [[ ddid, 0,6 (., (3.53)
m le
com

1 1

G (1572, 72) = (D1 (1, 71) P2(12,72)) 0 = 472[—(;3(771 — )2+ (3.54)

Note apenas as mudancas de rotulos: temporal de ¢ para n; coordenadas espaciais
com e sem linha para subindices 1 e 2 na explicitacao de G* em termos das partes temporal

e espacial.

Apdés derivar G com relacao a direcao i e resolver as integrais, no limite de
coincidéncia um resultado divergente é encontrado, nao permitindo obter nenhum tipo
de informagao. Entao, para obter um resultado finito adota-se um procedimento de
renormalizacao que, a grosso modo, corresponde a subtrair um termo de Minkowski similar
em nossos calculos. Dito de outro modo, o que devemos fazer é redefinir a funcao de dois
pontos G de forma que

GE =G (i, ri;m,me) — ( L L > = 0. (3.55)
Am? [—c§(m — n2)* + 17

Percebe-se que utilizando a fungio de correlagio renormalizada GF; na equacio
(3.53) serd encontrado um resultado nulo para a dispersao de velocidades. Portanto,
conclui-se que nao existe movimento browniano quantico para o caso de particulas livres.
Como ja mencionado anteriormente uma possivel explicagdo é que a expansao do sistema
previne o movimento browniano das particulas livres, que sentem a expansao acontecer

em virtude da auséncia da forca de ligacao, f..; = 0.
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3.4.2 Particulas ligadas
Para o caso de particulas ligadas agora a forca externa nao é nula, mas

i

a
=2m—u’
" .
exr

Logo, a partir da equagao (3.41) temos

<(Au’)2> = Tr1L2//dtldt2<fi(t17rl)fi(t27T2)>FRW
(auy?) = L ddtsa(0)a (120,05 (6101, 71)2(12,72) g (3:56)

onde foi implementada a consideracao de que u(t = tg) = 0 e o uso das equagoes (3.45) e
(3.47). Semelhante ao caso anterior, na segunda passagem das igualdades também foram

levadas em conta as expressoes (3.33) e (3.40).
Aplicando uma transformagao de tempo conforme dt = a(n)dn e utilizando as

relagoes (3.49) e (3.51)

¢*aj
m?2

((Av')?) = // dimdnga™ (m)a”™> (112) 05, Biy (D1 (10, 71) P2 (02, 72)) o1 (3.57)

que ¢é a dispersao de velocidade prépria para o caso de particulas ligadas.

Em contraste com o caso anterior, eq. (3.52), um fator de escala a(n)~? surge

nos integrandos da equagao (3.57). A presenga do fator de escala altera completamente
o resultado da dispersao de velocidades, pois mesmo considerando apenas o vacuo de

Minkowski um resultado finito e diferente de zero sera encontrado.

Agora, tudo se resume a resolver as equacoes integrais acima considerando um
fator de escala associado a um tipo de expansao especifica. O fator de escala que serd

utilizado nos calculos que se seguem ¢é do tipo

a"(n) = aj + af tanh (U) , (3.58)
Mo

que descreve um universo assintoticamente plano em regioes extremas do passado e futuro
[10]. A Figura (12) mostra o comportamento grafico de a"(n) com respeito ao tempo

conforme 7.

Para diferentes valores de n a configuragao grafica de a”(n) permanece anéloga.
Em relagdo aos parametros, o valor da constante ay produz um deslocamento vertical do
ponto sobre o eixo a”(n) e a; modifica o espagamento entre os limites assintéticos (pontos
de méximo e minimo) que consequentemente modifica a suavidade da transicao de uma
regido extrema para outra. J4 o termo 79 modifica a suavidade de transi¢do entre as
regides assintéticas sem alterar o espagamento entre os pontos de maximo (af + af') e

minimo (ag — af).



3.4. Movimento Browniano Qudntico de uma particula em um CBE em expansdo 55

Figura 12 — Fator de escala assintoticamente plano.

Legenda: ag e a; sdo constantes adimensionais; 79 é uma constante com dimensao de tempo
e n é um ndimero inteiro. Nos limites assintéticos 200 o fator a™(n) tende a af + af. Fonte:
produzido pelo autor, 2020.

Com base no comportamento assintotico do fator de escala (3.58), também podemos
escrever os fatores a; e ap como

n n n n
o Gyt a; ay —a;

com a; caracterizando o fator de escala no inicio da expancao e ay ao final [11]. Nota-se

que a; = a(n =n;) = 1 uma vez que definiu-se b(t = ty) = 1.

O comportamento grafico deste fator de escala a(n) possui semelhanca com a
expansao radial do potencial em fun¢ao do tempo de um CBE mostrada no estudo de Eckel
et al [36] para um condensado em formato de anel simulando um universo em expansao —

ver Figura 3, pagina 3.

Especificando uma direcao para a dispersao de velocidades, por exemplo 7 = z, ao
substituir a expressao para a funcao de dois pontos (3.31) na equagao (3.57) e atuar as
derivadas sobre as respectivas coordenadas z; e 2 como indicado, encontra-se
q2a% +o0

((Av?)?) =

27T2m2 —00

[ dmdna a2 ) (a0, 2) + 4820, 2), (3.60)

com

1
fal.2) = [c§(m — m2)? — 2" (3.61)

er? = (x1—x2)2+ (1 — 12)2 + (21 — 22)2 = Az + Ay? + Az%. E importante destacar que
os limites das integrais sao extendidos para as regioes de +oo porque facilitam a solugao
pelo método de residuos®, mas nao produz perda de generalidade uma vez que nessas

regides o integrando é bem comportado.

8  No Apéndice A é feita uma breve revisio sobre o método de integracdo por residuos com o intuito de

facilitar a explanacao das solugbes das integrais no presente trabalho frente a sua constante utilizagao.
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Substituindo o fator de escala dado pela equagao (3.58) em (3.60) e efetuando as

integracoes obtém-se’

«Awfw:%””“m<){&ww—@Mg&wﬁ7 (3.62)

mim2ciniad m2cind

onde por simplicidade na notagao definiu-se

i ) (3.63)

[p? + 0%

_2/-22.2 1 a?+1 2 ,2/.2
onde b = r*/mcing, g = 51n (a2_1) e a® = ag/ay.

No limite de coincidéncia, r; — 79, nota-se que o termo devido a S3(r) nao contribui

2¢2a? sinh*(g) m
Av®)?) = 204y ) 3)— — 3.64
() = LA P (o) - 5 ) (364)
onde ( ¢ a funcao zeta. Esse é o resultado geral para a dispersao de velocidade na direcao

z para o caso de particulas ligadas devido apenas a contribuicao do vacuo de Minkowski.

O resultado obtido acima independe da direcao escolhida, logo se ao invés de z
fosse adotado ¢ = x ou ¢ = y no final seria encontrado o mesmo resultado para a dispersao
de velocidades, ou seja, é isotrépico. Esse fato é consequéncia da auséncia de placas,
pois a consideracao de tais elementos produz alteracoes no estado de vacuo, as quais sao
percebidas com base nos resultados encontrados para a dispersao de velocidades. Além
disso, a dispersao diferente de zero apresentada na equagao (3.64) diz que as particulas
ligadas apresentam movimento browniano quantico, por consequéncia da presenca de uma

forca externa que anula localmente os efeitos da expansao.

Nestas ultimas duas secoes foi revisado o Movimento Browniano Quantico de uma
particula, livre e ligada, em um condensado em expansao conforme sem a presenca de
planos refletores. Contudo, toda nossa analise aconteceu considerando que o espaco é
comutativo. Agora, como proposta de trabalho, buscamos investigar este mesmo sistema
considerando um espago nao-comutativo, que sera o estudo desenvolvido no Capitulo 5.
Para isto, antes ¢ necessario introduzir brevemente as ideias principais por traz de um

espago nao-comutativo, que é o assunto do proximo capitulo.

9 Para detalhes da solucdo ver Apéndice D.
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4 Espaco-tempo nao-comutativo:  Breves

consideracoes

No dominio da Mecanica Quantica os resultados de uma medida fisica agregam in-
certeza e nao pode ser inteiramente preciso mais estimados com certa probabilidade quanto
ao valor medido, essa é uma descricao caracteristica da prépria teoria. Matematicamente,

isso é expresso através do conhecido principio da incerteza de Heisenberg
h
AxAp > > (4.1)

o qual nos diz que os observaveis posicao e momento de uma particula nao podem ter
valores bem definidos ao mesmo tempo, dito de outra forma, uma pequena incerteza em
uma grandeza leva grande incerteza na outra e vice-versa. Além disso, tais quantidades,
agora promovidas a operadores hermitianos em um espaco de Hilbert, obedecem a relacao
de comutagcao

24, Ds] = ihdy;;,
os quais estdo mapeados em um espago de fase quantizado cujo pardmetro £ (constante de

Planck) estabelece uma drea minima nesse espaco — célula de Planck [13].

Heisenberg foi o primeiro a propor relagdes de incerteza entre coordenadas espaciais,
que por sua vez implicam em nao-comutatividade das coordenadas espaciais. A iniciativa
de Heisenberg envolveu outros estudiosos na discussao, como Pauli e Oppenheimer, mas
foi Snyder quem construiu uma primeira abordagem tedrica para lidar com coordenadas

nao-comutativas [48].

Seguindo a mesma ideia de prescri¢ao, as quantidades classicas x, sao promovidas a
operadores Z,, em um espaco de Hilbert que diferente do caso usual (comutativo) obedecem

a relagao

(&, &) = ih0 (4.2)

Hvs

onde o parametro nao-comutativo 6, ¢ uma matriz antissimétrica com dimensao de

comprimento ao quadrado [48].

Diante disso, a partir do principio de incerteza na forma generalizada

AAAB > ;MA, B))

)

obtém-se a relacao de incerteza

1
Az, Az, > §|9W|.
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Assim como antes a nogao de ponto é substituida por um célula |6,,| com area
de Planck, onde as flutuagoes quénticas da posigdo produzem um teoria nao local [48].
Além disso, outro argumento em favor da relagao de nao-comutatividade espacial é que
em um regime de curtas distdncias (ou altas energias) a estrutura usual pode falhar
[49]. Logo, ao invés da relacao usual conhecida [Z,,Z,] = 0 terfamos uma estrutura
como a apresentada pela equagao (4.2), isto é, ndo-comutativa. Um exemplo sobre isso
é colocado por [50] em que se admitirmos uma incerteza a na posicao, de acordo com
(4.1), o momento serd proporcional a 1/a, assim em um regime de pequenos valores de
a uma grande quantidade de energia é concentrada na regiao (lembre, por exemplo, do
caso classico em que E = |p]?/2m, logo ' e E sdo proporcionais). Sabendo que matéria
e energia estao conectadas, como dizem as equacoes de Einstein, seria produzido nessa
regiao um campo gravitacional que torna-se mais intenso na medida em que a diminui.
No caso em que a — 0 o campo gerado seria forte ao ponto de que nenhum sinal, como
por exemplo a luz, escape da regido e portanto nenhuma informagao precisa poderia ser

obtida, inviabilizando a localizagao da particula nesse ponto.

Na sequéncia expomos um exemplo de um sistema fisico simples que permite
observar o surgimento da nao comutatividade espacial, conhecido como problema de
Landau. Primeiramente ¢é feita uma breve revisao para a deducao da lagrangiana de uma
particula em movimento na presenca de um campo magnético, por se tratar de um sistema
similar ao que ¢ utilizado em seguida para mostrar o efeito de nao-comutatividade espacial.
A finalidade desta dedugao é tornar o texto continuo e acessivel visto que podera servir como
fonte para iniciantes no tema. Por fim apresentamos algumas propriedades do produto

Moyal que é um elemento fundamental quando se trabalha com teorias ndo-comutativas.

4.1 Lagrangiana para uma particula em um campo magnético

O formalismo lagrangiano é uma abordagem alternativa ao conhecido formalismo
newtoniano, enquanto o primeiro envolve apenas fungoes escalares o segundo lida com as
forgas (grandezas vetoriais) que atuam sobre um corpo em certa situagao. Geralmente,

podemos expressar a fungdo lagrangiana de um sistema fisico como
L(gi, i) =T =V, (4.3)

onde T representa a parte cinética e V' a energia potencial do sistema. Os termos ¢; e
¢; sao, respectivamente, coordenada e velocidade generalizada do sistema de particulas
1=1,2,...,N.

A aplicacao do principio de Hamilton ou da minima acao sobre essa fungao

t
58 = / " UL (g, )
t;
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nos permite encontrar um conjunto de equacoes

222 4.4

dg¢;  dt dg; ’ (4.4)
conhecidas como equacoes de Euler-Lagrange. Matematicamente essas expressoes dizem
que conhecida a funcao lagrangiana L do sistema utilizando as relagoes acima obtém-se as

equagdes que governam o movimento do sistema.

Uma das grandes vantagem de utilizar o formalismo lagrangiano é que ao invés de
lidarmos com grandezas vetoriais, como é feito no caso newtoniano (ﬁ , E , B ), trabalhamos
apenas com quantidades escalares, isto ¢, termos de energia potencial e cinética. Por
exemplo, uma situacao analoga ocorre no Eletromagnetismo quando escrevemos o campo
elétrico (grandeza vetorial) em termos do potencial V' (grandeza escalar). Em muitas
ocasioes isso é um artificio muito pratico, pois é mais facil trabalhar com quantidades

escalares uma vez que nao necessitam de descrigoes vetoriais.

Como foi exposto, para escrever a lagrangiana de um sistema é necessario conhecer
energia cinética e potencial, logo é fundamental encontrar tais grandezas e para isso vamos
considerar a seguinte situagao. Uma particula de massa m e carga ¢ que se move com
velocidade ¥ em uma regiao na presenca de um campo magnético B constante experimenta
uma forca do tipo

F=g¢-xB. (4.5)

ol

Um caso geral seria considerar um campo eletromagnético, assim a forca resultante sobre

a particula seria a forca de Lorentz'.

Das equagoes de Maxwell da eletrodindmica sabe-se que
V-B=0, (4.6)

essa equacao, sem nome especifico, em principio nos diz sobre a inexisténcia de monopolos

magnéticos.

O fato de que todo divergente de um campo rotacional é nulo nos permite escrever

o campo magnético B em termos de um potencial vetor A como segue

B=VxA4, (4.7)

Nao devemos entender A unicamente como uma conveniéncia matematica decorrente
de que campos magnéticos, rotacionais, tém uma divergéncia nula. De fato, frequentemente

ele permite escolhas que simplificam de um modo matematico os problemas, porém nao

1 Para essa demonstracdo ver a ref. [51, p. 338-340], que desde j4 menciona-se que nos baseamos

fundamentalmente para a explanacao desse topico.
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deve-se toma-lo meramente como um artificio matematico, um exemplo de sua manifestacao

fisica é o efeito Aharonov-Bohm.

Substituindo a equagao (4.7) em (4.5), obtemos

ﬁ:qfxwxﬁy (4.8)
que utilizando a propriedade vetorial
V(@ b)=ax(Vxb+bx(Vxa)+ (@ Vb+ -V (4.9)
com @ — A e b — ¥ resulta em
ﬁz%W@iﬁ%ﬁVﬂy (4.10)

A propriedade vetorial ¢ simplificada observando que o operador V = (9/9z")%" e
vt = 3%, logo a atuacdao de V sobre as componentes da velocidade ¥ produz um resultado

nulo, que por sua vez nos auxilia a estabelecer a igualdade anterior na equacao da forca.

Uma vez que a derivada total com respeito ao tempo do potencial vetor ff(x, Y, z,t)
pode ser escrita como
A dx; A

L5 VA 411
+Zaxidt g TUV (4.11)

ai_od
dt Ot

1=x,Y,2

e dado que o campo magnético B é constante, podemos adicionar na expressao (4.10) um

termo —811/ Ot sem perda de generalidade. Logo,

o (e - Lyyd. o
F= . V(A7) dtVU(A )|, (4.12)

onde foi utilizado o artificio mateméatico de que A = Vg(/_f - V).
O elemento final da demostracao vem da definicao da quantidade

dav BV

@i = %8% a 0¢;

(4.13)

como forga generalizada, essa expressao surge da substituicao de (4.3) em (4.4) com g; e

¢; denominadas respectivamente por coordenada e velocidade generalizada.

Agora, comparando as equagoes (4.12) e (4.13) percebe-se que

o qual representa o termo potencial generalizado de L que origina a for¢ca magnética que

atua sobre a particula.
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Assim, a lagrangiana de uma particula de massa m e velocidade v em um campo

magnético constante Bé
. 1 S92 0 47 o
L= imlv\ + -A-v. (4.14)
c

A demostracao aqui desenvolvida consiste basicamente em descobrir qual é o
termo da energia potencial V. E importante ressaltar que, em geral, no caso de forcas
eletromagnéticas, diferente de um caso simples em que o potencial dependente apenas de
coordenadas, temos um potencial dependente da velocidade e parte desse potencial esta

ligado ao momentum da particula [51, p. 340].

4.2 O problema de Landau

Um exemplo frequentemente abordado, ou comentado, nos textos sobre nao-
comutatividade é o problema de Landau, que evidencia a nao-comutatividade entre
momentos e coordenadas espaciais [13, 52, 53, 54]. Semelhante ao que foi trabalhado na
secado anterior, vamos considerar uma particula com carga ¢, de massa m e com velocidade
7 em um campo magnético constante perpendicular B = B2 ao plano 7 = (ry,7y) de seu

movimento como mostra a figura (13).

Figura 13 — Representacado do sistema considerado para exemplificagdo da nao-comutatividade
dos momentos e coordenadas espaciais.

ZA

Fonte: produzido pelo autor com base na referéncia [52], 2020.

A lagrangiana desse sistema sera

1. L.
I — §m|ﬂ2+gA-F, (4.15)
c

onde A é o potencial vetor e adotou-se ¥ = v. Além de que para evitar confusdo com a
carga ¢ da particula utilizou-se o rotulo r ao invés de ¢ para representar as coordenadas e

velocidades generalizadas.
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No processo de quantizacao canonica deve-se determinar a funcao Hamiltoniana do

sistema,

H =Y pir; — L(ry, 1)
i
onde p; = JL/Or; é o momento generalizado ou canonico.

Considerando a lagrangiana anterior encontramos
7|

H="—— 4.16
iy (1.16)

que & a hamiltoniana do sistema escrita em termos do momento canénico e ¥ = p'— q/cA

representa o momento mecanico.

Observa-se que enquanto o momento canénico p; e as coordenadas r; obedecem as

relacoes de comutacdo fundamentais [52]

[, 73] = [Di, p;] = 0,
75, D;] = ihd;;, (4.17)

o momento mecanico 7; produz relagoes classicas e quanticas de anti-comutacao

q
{m,m} = “eyB,
h
[’ﬁ'i,’ﬁj] = ﬂEZ']'B, (418)
C

onde “{, }” refere-se aos parenteses de Poisson, que para duas quantidades arbitrarias A e
B sao definidos por [51, p. 341]

0A0OB 0AOB

com p; e g;, respectivamente, momentum e coordenadas generalizadas.

As relagoes anteriores mostram que o momento mecanico nao obedece as relagoes
de comutacao usuais, além disso, revelam que na presenca de um campo magnético os

momentos apresentam propriedades nao-comutativas.

A nao-comutatividade espacial emerge no limite em que os campos magnéticos
sdo muito intensos ou as particulas possuem massas extremamente pequenas [52]. Nesse
regime o termo do potencial vetor domina sobre o cinético, gA - 7/c > m|r] 2/2, assim da

lagrangiana (4.15) obtém-se que
Lomr = 247 =1Brg,. (4.20)
c c

Na igualdade acima utilizou-se o fato de que B=VxA=B3 permite escolher A=
(A;, Ay, A,) = (0,7,B,0), consequentemente o termo nao nulo do produto interno A7

serd a componente y. O subscrito C M F' indica o regime de campo magnético forte.
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Agora o préoximo passo para quantizacao naturalmente seria calcular o momento
conjugado e determinar o hamiltoniano, mas aqui encontra-se uma caracteristica que
inviabiliza o método usual: as velocidades nao podem ser reescritas em termos dos
momentos conjugados. Na ocasiao, a lagrangiana resultante é dita singular, pois viola a

.~ . 2L .
COHdeaO Hessiana Brit; 7& O, visto que

O*Lenr

oo,

.~ . . ~ 2 P
A condicdo Hessiana refere-se a uma matriz de transformacao % = W% entre
)

momentos e coordenadas, p'W% = ¢;, dizendo que a mesma deve possuir determinante
diferente de zero, pois assim pode ser invertida na forma ¢; = (W~1);;p’ [55, p. 16]. Em
ocasioes como esta utiliza-se o método de quantizagdo canonica para sistemas vinculados
proposto por Dirac em que a impossibilidade de inversao entre velocidade e momento sao
tratados como vinculos. Detalhar o método aqui tomaria muito tempo e espago, assim

para mais detalhes indicamos as referéncias [55] e [56] nas quais nos baseamos.

A partir da lagrangiana (4.20) obtemos os vinculos primérios

oL
Tz
OLcur ¢ q
= ——— =-Br, > =p,— —Br, =0, 4.22
b= T b o=, — L (4.22)

os quais fornecem parenteses de Poisson

{¢a7 Cbb} = Eab%B7 (423)

com a,b = 0,1, que por sua vez sdo classificados como de segunda classe. Um vinculo é de
primeira classe quando o parenteses de Poisson entre eles é fracamente nulo e de segunda

classe quando o contrario ocorre [54].

Assim, a hamiltoniana total do sistema Hyp serd a hamiltoniana usual (H) mais os

termos dos vinculos,

Hr=H+ ) N, (4.24)

i=0,1
onde \; sao multiplicadores de Lagrange e ¢; os vinculos obtidos.

Seguindo, no método de Dirac para sistemas vinculados os parénteses candnicos

para duas quantidades A e B sdao definidos como [56]

{A, B}D = {Aa B} - Z{Av (z)a}M(z;)l{(bba B}7 (425>

a,b

denominados parénteses de Dirac e M, Jbl é a inversa da matriz dos vinculos My, = {da, P }-
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Considerando os vinculos encontrados temos

I
My = R . (4.26)
ab qB 0 ab c
C

Assim, com o auxilio das relagoes (4.17) e explorando as propriedades dos paréntese

de Poisson, para os paréntese de Dirac obtemos

{Ti7 Tj}D = —Gijq7B (427)
A ihe
[TZ‘, Tj} Ezjqu, (428)

respectivamente, relacoes classicas e quanticas obtida através da prescricao

{AB}p— L[A, B
th
A partir das equagoes (4.27) percebe-se que para o sistema no regime considerado,
campos magnéticos fortes, coordenadas espaciais obedecem relagoes de anti-comutacao, ou
seja, nao-comutatividade espacial. Além disso, na ocasido nota-se que a ndo-comutatividade
espacial inicialmente apresenta-se em um nivel classico [54]. Por fim, ressalta-se que esse

¢ um dos exemplos que fornecem evidéncias para se considerar um espaco-tempo nao-

comutativo e foi abordado aqui como motivacio para o tema.

4.3 Produto Moyal e algumas propriedades

Em virtude da relacao (4.2) os campos agora tém caracteristicas de operadores,
logo deve-se ter cautela na manipulagao dos mesmos, pois como sabemos em se tratando
de operadores, por exemplo, em mecanica quantica, o ordenamento de um produto entre
operadores é relevante. Considerando um espago-tempo nao-comutativo a multiplicacao
dos campos é modificada e mesmo que contenha algumas semelhangas (associagdo) com o
caso comutativo deve ser substituida pelo chamado produto Moyal ou estrela. O produto
Moyal ¢ um elemento matematico caracteristico da teoria de espagos nao-comutativos, que

nos permite manipular os campos como fungoes ao invés de operadores [49].

Inicialmente vamos considerar o denominado simbolo de Weyl, definido como
[13, 48]

Wil = [ T F ke (4.29)

Wi = [ o f(2)AG), (1.30)
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onde utilizou-se a definicdo do operador A(z) dado por

-~ de ikt —iksxt
A(x):/We kid' g ibia’ (4.31)

que faz um mapeamento entre os operadores de Weyl e os campos f(z); D representa a

dimensao do espaco.

Para o produto entre dois operadores de Weyl temos
de: de:’ i i
1= [ oo (o TR — R0k, (4.32)

onde foi utilizada a identidade de Baker-Campbell-Hausdorff

eAeB A+B —7[14 B] (433)

A partir da relagao (4.32) define-se o produto Moyal

o~ L~

W[fIWlg] = W[f * g,

co1m

Fa)xg@) = flo exp[ 699, 3} (4.34)

que utilizando a expansao em série da funcao exponencial pode ser escrito como
(@) xg(z) = f(x)g(x) + 507 0:f (£)D;g(x) + O(F°) ... (4.35)

E interessante observar que no caso de # — 0 recupera-se o produto normal do espago

comutativo entre as quantidades, mostrando assim a consisténcia da teoria.

Utilizando as equagoes (4.34) e (4.35) pode-se obter algumas propriedades as quais
apresentamos em seguida [13, 49, 52, 57].

(a) Comutador para duas coordenadas espaciais z* e z*:

[xH, 2" = aFxa” —a¥ xat
@27 = S0"5aubs = 567600,
[z', 2] = 0", (4.36)

(b) Comutador e ainti-comutador entre duas fungoes f(z) e g(z):

£@) 1 g@)] = f@)xgle) = g(o) (o)
5@ 9] = 2if(@)sin (59077, ) o(o), (4.37)
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(@) 1 g@)} = () *gw) +9(x) * (o)
U@ 1o} = 2(w)eos (59677, gla). (4.35)

As setas indicam o sentido de atuacao das derivadas.

(¢) Produto Moyal na representacao de Fourier:

de‘ de’ bk,
e e e

em que a identidade de Baker-Campbell-Hausdorff (4.33) foi utilizada.

(d) Associatividade:

[f (@) x g(2)] * h(z) = f(z) * [g(x) * h(z)]. (4.40)
De fato, pode ser verificado utilizando a representacao de Fourier.

(e) Permutaio ciclica:
[aPefi@) 5 fo(@)- o fulw) = [dPufolw) o x fule) e filw). (441)
(f) Complexo conjulgado:
[f (@) x g(2)]" = g(2)" * f(z)". (4.42)

(9) Integracao do produto Moyal:

Integrando ambos os lados da propriedade (c¢), encontramos

/deEf(x)*g(m) _ /dD // de de’ (k:)g(k’)ei(k’”rk )t ot k)
[ #zi@gta) = [ dPai@gto) (4.43)

Para se obter essa relacao utiliza-se a representacao de Fourier da funcao delta
de Dirac, funcao g e a transformada inversa de f. Além disso, uma vez que
§(k+ k') = 6(k — (—k')), consequentemente, k, = k, e observa-se que devido a

anti-simetria de 0" o termo 0"k, k;, — 0, logo o fator exponencial nao contribui.

A finalidade de apresentar as relacoes acima foi exemplificar algumas modificagoes
que surgem nas operacoes mais comuns devido a nao-comutatividade entre as coordenadas
do espaco-tempo. Como foi visto, todas decorrem de manipulagdes algébricas tendo como
elemento principal a mudancga do produto usual do espago comutativo para o produto

Moyal correspondente ao espaco-tempo nao-comutativo.
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5 MBQ de uma particula em um CBE em

expansao: Efeitos de nao-comutatividade.

Nesse ponto do trabalho é importante relembrar o seu objetivo principal a fim de
elucidar e dar justificativa para todo o desenvolvimento anterior. Em suma, através dos
estudos precedentes foi explanado: (i) um pouco sobre os modelos andlogos de gravidade,
(74) movimento Browniano classico e quéntico, além dos (iii) fundamentos de um espago-
tempo nao-comutativo. O objetivo desses capitulos prévios foi possibilitar o entendimento
dos elementos que constituem o objeto de estudo, ou seja, o (i) movimento Browniano
quantico de uma particula em um (i) modelo andlogo, com condensado de Bose-Einstein
em expansao tipo Friedmann-Robertson-Walker, considerando um (#ii) espago-tempo

nao-comutativo.

No que se refere a organizagao, o texto do presente capitulo foi estruturado de
forma progressiva quanto aos elementos matematicos necessarios para nossos calculos,
buscando sempre manter algum paralelismo com os desenvolvimentos anteriores. Além
disso, alguns detalhes poupados na revisao serao abordados com mais minudéncia neste
tépico, pelo fato de que o elemento novo agora considerado (NC), que distingue o nosso

trabalho dos ja conhecidos na literatura, exige um cuidado técnico especial.

5.1 A Métrica de fundo (background)

Semelhante ao que foi feito na Secao 3.4, de inicio é necessario obter uma métrica
que simule o nosso condensado em expansao, que agora estara sensivel as correcoes devido

a nao-comutatividade do espago-tempo.

O ponto de partida de nossa investigacao sera a lagrangiana para o modelo abeliano

de Higgs nao-comutativo, que no espago-tempo comutativo é dada por [58]
A 1 v 1 af 1 af 2 2| 112 4
L= = FuwF" (14507 Fus) + (1= 10" Fas) (Duof* + milof? — blol)
1
+ 50" Fu [(Dad) D6 + (D6) Dgo] (5.1)

onde D, = 0, — teA, ¢ a derivada covariante, F},, = 9,4, — 0,A,, é o tensor de campo

eletromagnético,

. | B0 —-B B
e . (5.2)
E2 B 0 -B

E3* —-B?* B! 0
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e §*% é o parametro de ndo-comutatividade constante, real, com dimensdo de comprimento

ao quadrado representado por uma matriz antissimétrica quadrada de dimensao D.

Considerando que o campo ¢(Z,t) pode ser escrito em termos dos campos reais
densidade p(Z,t) e fase S(Z,t) como [58]

BT, 1) = (T, )5,

além da inexisténcia de efeitos nao-comutativos sobre a parte temporal. Calculando as

equagoes de movimento para essa teoria e induzindo perturbagoes, tais que
p=po+tp e S=5+5i,

pode-se obter uma métrica actistica nao-comutativa dada por!

bpo vIT + X% o
ds* = — dr* + A | ————— + 6;; | da'da’ 5.3
s 208\/7[]—"(1;)7'—# ( AF(0) +]>xx], (5.3)
onde as seguintes quantidades foram definidas:
f = [1-20-B)Y 1+ —(1440- B =30 x E)-7+2(B - 9)(f - 7),
§(v) - dz
dr = dt+>—>——
T T Fw)
Fv) = (1—-30-B)®—(1+36-BWw’— (6x E)-7+2(0-5)(B-7),

=

(v)
(v)
fv) = [20+20-B) —
I'(v)
¥ (v)
em que py ¢ a densidade, ¢, a velocidade local do som no fluido e @ ¢é a velocidade do fluxo.
Admitindo que v = 0, E = 0 e considerando o limite nao-relativistico, ¢? < 1,
encontramos?

ds? = 20| 2 T e df + -c; 10y dTdT | (5.5)

bpo | (1—-30-B) , (14+6-B) _,
2 | (1-20-B): (1-20-B)2

)2

Por questoes de praticidade na escrita define-se as quantidades

A (1-36-B)
(1—20-B)2’
B2 — M (5.6)

(1-20-B)2
Para detalhes matemédticos sobre a dedugio consultar a referéncia [58].

As barras superiores nas variaveis foram adicionadas como auxilio para distingui-las nas manipulagoes
que se seguem.

2
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Efetuando uma transformacao de coordenadas na parte espacial, tal que

dz' = /l\gfdmi,
podemos escrever
b B S
d5? — %NZ [ —cudt® + ¢ 6yda'da’] . (5.7)

Agora, assumindo uma velocidade do som varidvel ¢s = ¢4(t) e o pardmetro

cs(t)r’

Co

x(t) = l

correspondente a um fator de escala, que por consideragao possui a caracteristica x(ty) = 1

com ¢4(ty) = ¢p. Entdo, da eq. (5.7) temos
b . o
ds* = %/\/2 [—X%(zf)coalt2 + X_%(t)cgléijdxzdx]} :
Fazendo as definigoes 2 = g%g e 0y 2d3s? = ds? e aplicando uma transformacio na
coordenada temporal tal que dt = y1(t)df obtém-se
ds® = N {—cgdtQ + a2(t)5ijd:cidxj} : (5.8)

com
€o
Cs (t) ’

que é um elemento de linha similar a métrica cosmoldgica de um espago-tempo do tipo

() =2 = (5.9)

FRW, em adicao do fator multiplicativo N, que estd relacionado a nao-comutatividade

espacial considerada.

A métrica anterior também admite a transformacao conforme
ds® = N*?a*(n) {—c%an + 5ijdxid$j] : (5.10)

para o tempo conforme dt = adn, a qual esta relacionada com o espago plano de Minkowski

através do fator conforme a(n)?, além do fator extra nao-comutativo N2.

Como comentério final é pertinente, ainda que de forma moderada, tentar oferecer
alguma motivacao mais fisica acerca da escolha de E = 0 nos célculos acima. Claro que
poderiamos utilizar a justificativa comum de simplicidade de trabalho uma vez que em
muitos casos é natural partir de uma investigacao mais simples do problema para outra
mais completa. Contudo, em busca de uma argumentacao mais plausivel, procura-se
fornecer algo além do pretexto de simplificacdo, o qual é mais convincente e deixamos

para justificar a escolha de v = 0.

Foi comentado que muitos trabalhos tém estudado o movimento Browniano de

particulas na presenca de planos devido as flutuagoes quanticas de vacuo do campo elétrico,
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que sao dominantes no regime nao-relativistico o qual é o limite também utilizado em
nosso estudo. Além disso, nota-se que a teoria® utilizada, eq. (5.1), fornece uma métrica,
eq. (5.3), que permite investigar efeitos de ndo-comutatividade tanto por agdo de campos
elétricos como magnéticos. Entao, seria natural questionar por que nao escolher seguir a
mesma linha de ideia destas pesquisas, ou seja, investigar efeitos de nao-comutatividade
associados aos campos elétricos. Um primeiro motivo é que a configuracao do nosso
sistema difere dos que foram citados anteriormente (Secao 3.2), logo de certa forma esse
detalhe nos permite alguma liberdade de escolha. Agora, outro argumento mais expressivo
¢é que o fato de escolher apenas B =% 0 é norteado pelo problema de Landau discutido
anteriormente, onde efeitos nao-comutativos surgem na presenga de campos magnéticos.
Assim, a escolha E = 0 leva em conta motivos fisicos e ndo é uma admissdo baseada

meramente em questoes de simplificagdo matematica.

E importante esclarecer que em nosso sistema as flutuacoes quanticas estao inteira-
mente associadas ao campo escalar médio que descreve o condensado. Logo, os campos E
e B de nossa teoria nio necessariamente tém a ver com o movimento estocastico, isto é,
nao sao a causa primeira do movimento browniano. Porém, em tese, se for considerado um
espago nao-comutativo estes (E e é) podem passar a contribuir (ou ndo) com a dispersao

de velocidades das particulas, como serd mostrado para o campo magnético.

5.2 Equacao da forca

A equacao que descreve o movimento de uma particula pontual de massa m e carga
q acoplada a um campo escalar sem massa ¢ movendo-se em um espago-tempo plano

(Minkowski) ou conformemente plano [10, 11] é dada por

Dut
= g™V, 11
m—— =49"'V,¢ (5.11)

Na expressao acima u* é o quadrivetor velocidade da particula, 7 o tempo proprio,

Du* dut
—— = — " uuf 5.12
dr dr Tt ( )
¢é a derivada covariante e
Iz 1 O
Map = 59" (900, + 05,0 = Jaso) (5.13)

sao os simbolos de Christoffel.

E comum em Teoria de Campos se referir a lagrangianas como teorias, visto que delas sio retiradas
todas as equagdes que descrevem o movimento de um objeto (particula, campo) bem como é possivel
obter-se outras informagoes sobre o mesmo, como por exemplo, tipo de interacdo, se o campo é
carregado, etc. Assim, uma vez que um conjunto de informacoes compoe a teoria que descreve um
sistema, desse fato decorre a relagao de sindnimo entre as palavras lagrangiana e teoria.
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As equagoes (5.11), (5.12) e (5.13) foram utilizadas na Segao 3.4 para estudar
o movimento Browniano de particulas em um espaco-tempo do tipo FRW. Porém, na
ocasiao, Sec. 3.4, estavamos lidando com um espaco-tempo comutativo e agora a proposta
de estudo tem como meta abordar o mesmo problema considerando um espacgo-tempo
nao-comutativo. Nesse sentido, o primeiro passo ¢é verificar se a equagao da forca sofrerd
alguma alteragao devido a mudanca de espaco. De fato, como héa de se esperar e sera
visto, a relagao (5.11) sofrerd uma modificagao tal que f* — 7. Embora a estrutura da
equagao (5.11) permanega semelhante, existirdo termos extras devido ao espago-tempo
nao-comutativo, os quais produzirao efeitos novos e algumas implicagoes sobre os ja

existentes na literatura.

A fim de compreender bem como identificar esta correcao é interessante recorrermos
ao formalismo lagrangiano. Para um espaco-tempo plano, uma lagrangiana que se encaixa

ao caso de estudo revisado na Sec¢ao 3.4 é da forma

L= 10,600~ V(6). (5.14)

que corresponde a teoria para um campo escalar ¢ sem massa com um potencial V(o)

qualquer adequado a teoria, por exemplo, de confinamento ou interacgao.

Utilizando as equacoes de Euler-Lagrange,

oL oL

— =0, =0, 5.15
9~ %509 (>19)

para equacao do movimento encontra-se que
0,0"p = 0,9" 0,0 = —g‘;. (5.16)

Nota-se que os tltimos termos do lado esquerdo sao iguais aos que se encontram na
equacao (5.11) ap6s o fator g. O lado direito corresponde a um termo de forga (gradiente
de um potencial). Tais argumentos podem tornar-se mais familiares reconhecendo a

semelhanca fundamental com o conceito de forca generalizada em Mecanica Cléssica.

Seguindo esse mesmo raciocinio, utilizando a teoria da equacao (5.1) em (5.15), ao

efetuar as respectivas derivadas encontra-se que?
1 1
9, [(1 - 490‘5Fa5> i GO‘“Fa”] 0,6 — icd, [(1 _ 49“5Fa5) Al 1 0°FF. Y Ay
1
- (1 - 49&61@5) lie A, D6 + 262 A, AP + mP — 20|/
1
59'15}7&#9”“[1'61453,,925 +2e2A, Ay +ieA, Agp] = 0.

Diante do resultado acima e considerando as observagoes do paragrafo anterior

percebe-se que nos calculos posteriores devemos considerar a seguinte expressao:

Du*
= 1

4 Para detalhes matematios ver Apéndice B
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com

- 1
=y [(1 - 400‘5Fa5> P @W} V.0, (5.18)

onde g"” serd a métrica do nosso background e definiu-se

O = gHE. V. (5.19)

Em nossos estudos vamos nos concentrar em uma dire¢ao particular i, logo
—i 1 . _

Uma vez que foi mostrada a modificacdo necessaria para a equacao da forca,
por simplicidade, de agora em diante o barra sobre [ serd descartada. Além do mais,
consideraremos o caso em que nao existem efeitos nao-comutativos entre coordenadas

espaciais e temporal [58],

g 0, para 6 ¢ 9%
# 0, para 09,

E 1til fazer algumas observacoes sobre f¢ diante da estrutura de seus termos. Em
primeiro lugar é importante chamar a atencao para o fato de que nao se deve confundir o

resultado 6 = 0 com o fator ©%, pois em geral

0, para a = 0, pois O = " F,¥ = 0,

@il/ _ eaiFaV — { ' Ny . )
# 0, para o # 0, pois O = 07" F}".

Coincidentemente % = % = 0, porém frisamos que os dois possuem estruturas
diferentes e o motivo da equivaléncia vem da escolha E = 0. Entao, é facil ver que
a—j=1{1,2,3} e " = ¢7"F;¥. Além disso, sobre o indice v, retornando ao inicio em
que admitiu-se £/ = 0, por consequéncia desse pressuposto tanto o termo F;” é nulo para

v =0 como g visto que é diagonal. Assim, devemos fazer também v — p = {1, 2, 3}.

Uma vez que

g = ik,

Fi = i, (5.21)
para evitar a manipulagao de expressoes com muita notagao indicial, verifica-se que
0P 5 = (8996 — §7'6%7)0' B¥ = 26 - B. (5.22)

Portanto,

fi=gq [(1 — ;5- é) g"? + @Z’p] Vo, (5.23)
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com
OF = GIF,". (5.24)
Lembrando que o indice ¢ indica a diregao arbitraria da forca f enquanto que p refere-se
as coordenadas de posicao x, y e z.
Visto que nos restringimos a dire¢ao particular pu = 1,
Du'

m = f.

dr

Utilizando as equagoes (5.8) e (5.13), respectivamente equagao da métrica no tempo

coordenado e defini¢ao dos simbolos de Christofell, encontra-se
I s = [ oo(uo)® + Fijoujuo + T puluf + Fijkujuk,
cujos respectivos simbolos sao
Féo = F;k =0,
on = Djo=—, (5.25)
com a = da/dr.

Considerando os resultados acima, para equacao do movimento, temos

1 . du’ . du’ a .

il I a, B — 22—t 0

mf dr thagt dr * coauu

1 . du? a .

—f" = 2—u' 5.26
mf dt + a ( )

onde novamente assumimos a aproximacao entre tempo préprio e tempo coordenado ¢t ~ T,

valida em um regime de velocidades nao-relativisticas, além de que u = (u°, u') = (co, u?).

Agora, assumindo que a forca f* possa ser decomposta como a soma de uma
forca externa classica, nao flutuante, mais uma parcela devido a flutuagoes quanticas,
ff— f'+ fi.,, podemos escrever

1/, ; du’ a
E< Lt )= 2 (5.27)

Assim como antes, a equagdo (5.27) nos permite estudar duas situagoes fisicas
distintas: particulas livres e particulas ligadas, que sao originadas mediante os valores
da forca externa f.,;, cujas respectivas interpretacoes fisicas sdo as mesmas que foram

apresentadas na Secao 3.4.

A igualdade entre as equagoes (3.41), no espago comutativo, e (5.27), para o espago
nao-comutativo, vem do fato de considerarmos o parametro nao-comutativo N constante,

que é consequéncia direta da escolha de # e B também constantes.
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Na sequéncia, por questoes de organizacao, vamos trabalhar ambos os casos se-
paradamente. O intuito dessa divisao, além de proporcionar sistematizacao, é tornar
evidente as diferencas entre os resultados considerando um espaco-tempo nao-comutativo
e comutativo (Sec. 3.4). Também ressalta-se que em nossos célculos vamos considerar o
pardmetro da nao-comutatividade A/ como um fator constante e o caso das flutuagoes

devido apenas o vicuo puro de Minkowski (G7).

5.3 Casos de estudo

5.3.1 Particulas livres

Quando f! , = 0, utilizando a regra do produto para derivadas podemos escrever a

equagao (5.27) como
—1fi——1 —d( u") (5.28)
T '

m
que integrando resulta em

wtyr) =~ [ 0 filt i, (5.29)

ma?(ty) Jeo
onde admitiu-se a condigao de velocidade inicial nula para a particula, u’(ty) = 0.

Por questoes de simplificagao daqui em diante o subindice ¢ serd suprimido na

representacao da forga flutuante quantica e também serd feito a(ty) = ay.

Substituindo u‘(ts,r) na expressio da dispersdo de velocidades, eq. (3.45), e

admitindo que as flutuacdes da forga f* satisfazem as condicoes dadas pelas egs. (3.47),

<fi(t1’r1)>FRW =0,
<fi(t1’ rl)fi(t27r2)>FRW 7é 07

encontramos
() = oy [f a5, 502,72 e (5.30)

valendo lembrar que “(...) = (0] ...|0)".
Substituindo (5.23) em (5.30),

(Au')?) = T y // dtidtsa’(tr)a’(t2) [(1 — ;9*1 : gl) gP 4+ @ip]

2
maf

1 - g . .
X (1 — 502 . BQ) gés + @;3:| aplaSQ <g25(7”1, t1)¢<T2, t2)>FRW' (531)

Uma vez que na ocasiao temos indices de soma ¢ importante advertir que os subin-

dices 1 e 2 servem para lembrar que tais quantidades referem-se as forgas distintas f(ry, ;)
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e f'(ry, 1), atuando em pontos e tempos diferentes, logo ndo devem ser confundidos com
indices de soma. Também, por seguranca, fez-se a troca de indices para prevenir a perda de
termos. Além disso, na equacao acima 0,, e 0s, sao derivadas com relagao as coordenadas
espaciais, que s6 atuam, respectivamente, sobre as quantidades x1, y1, 21 € T2, Y2, 2o. Note
que por essa razao foi possivel juntar os dois operadores derivativos no final do lado direito

da equacgao anterior.

A imposi¢ao inicial para o pardmetro N como constante implica em também
considerar os fatores e B constantes, visto que o mesmo depende exclusivamente dessas
quantidades. Entao, nao existe distingao alguma entre essas grandezas e podemos desprezar

os devidos rétulos a fim de tornar a notacao mais clara. Portanto,

Ni= Ny =N,
b= 6,=90,
B, = B,=B. (5.32)

Levando em conta os comentarios do paragrafo anterior e aplicando a propriedade

distributiva na equacgao (5.31),

| 2 1~ =\2
(Aui)?) = q<1_29_3) [ dtrdiaa® (42)a2(t2)97 5 0y, 012 (6162}

mQa‘}%

2@@3 1_’ . ;
+ L2 (1 - 59 ' B)/ dtydtaa®(t1)a” (t2) gy Opy Osy (01092) 1y

2
maf

'

.
q@w 1_' 3 1S

+ it (1= 50 B) [ dndtsa )6 2165000006102
2@@})@15

+ W [ dtrdtaa (0)a* (£2)0y, 000 (6162)

Com relagao aos fatores métricos percebe-se que

gipapl — gi'iah - a’72(t1>/\/’1_2ai17
958882 — ggaiz — a72(t2)N2_28i2- (533)

Logo, para dispersao de velocidade coordenada encontra-se

(AuH)?) = q;/;fl ; (1—;9“.1?)2 / dt1dt20;, i, (D102)
N W(l—;g-é) [ dtsdtaa(2)0:,0,,(6162)
N m<1—;eB> [ dtrdtad ()0,,0:,(6102)
i m / dt1dtsa®(t)a (t2) 0, Oy (D102) 1y -
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E conhecido das discussdes anteriores (ver Cap. 3) que no espago-tempo FRW as
distancias coordenada e propria estdo relacionadas pelo fator de escala conforme a(t), que
a grosso modo nos diz a taxa de crescimento (ou contragdo) entre as coordenadas. Levando
em conta a forma da equagao (5.8), percebe-se que a relagdo entre distancia coordenada [’

e distancia prépria 2! tem a forma ' = aN'z'. Entdo,

ui_dxi = vl
- d7— . . — afN.
Uma vez que
‘ 1 ,
N2\ 7\ 2
((Au')”) = G%N2<(Av) ) (5.34)
a dispercao para a velocidade prépria da particula sera
20/—2 2
i N 1> =
(o) = o (1-50B) [ dtrdtss00(6162) 1
20Q)is
q°© 1~ =
+ 7m2a§ (1 — 50 . B) / dtldt2a2(t2)81-1852 <¢1¢2>FRW
20y
q O 15 =
T (1= 50+ B) [ dtudtaa®(t1)0,0.(6162) 1
2N2@zp@zs
T / dtydtaa® (t1)a* (ta) Dy, s, (D162) gy (5.35)
f

com a notagao reduzida (¢102) prw = (P(r1,t1)P(12,t2)) ppyyr -

Os integrandos acima estao escritos em termos da funcao de correlagdo no espaco-
tempo de FRW, mas utilizando as equagoes (3.48) e (5.10) podemos reescrever todos no

espago-tempo de Minkowski, cuja relagao sera
(D11 71)P2(02,72)) py = N 2™ (1) a™" (12) (61 (1, 71) 2 (12, 72)) - (5.36)

Realizando uma mudanga de tempo conforme na equacao (5.35) em que dt = a(n)dn

e utilizando a equagao (5.36), vamos encontrar

. PN
(o) = o (147 B) [[ dmamd, o (érn).,
2 —2()ts
¢*N 20 1- -
* Ta% (1 B 59 . B) / d7]1d772a2(772)82.1(982 <¢1¢2>M
2 -2
M _ 1_’. 3 2 A
+ m2a?c (1 29 B)/ dn1d772a (771)6171812<¢1¢2>M
2@zp@zs
T T / / dmdia® (1) a* (112)0p, sy (@162 - (5.37)

Observa-se que a primeira integral, sem os fatores de escala a(n) no integrando,

refere-se ao espago-tempo de Minkowski, o qual produz resultados divergentes no limite de
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coincidéncia. Todavia, essa divergéncia é eliminada utilizando um processo de renormali-
zacao (ja comentado no Capitulo 3), que resumidamente seria passar a divergéncia para o
lado esquerdo da eq. (5.37) e redefinir a expressdao para dispersao de velocidades. Assim, é

necessario resolver apenas as trés iltimas das quatro integrais presentes na equagao (5.37).

O fator de escala a(n) que vamos considerar serd o mesmo que foi utilizado na

Secao 3.4, equagao (3.58),

a"(n) = af + af tanh (77) ,

7o
que ¢ assintoticamente plano em regioes extremas de tempo 7, cujos significados das
constantes ag, a; e 19 foram explicados na Secao 3.4. Esse fator de escala presente
no integrando desempenha um papel similar as func¢oes “smooth switching” discutidas,

fenomenologicamente, na Se¢ao 3.2.

E oportuno fazer um comparativo entre as equagoes (3.52), espago comutativo, e
(5.37), espago nao-comutativo. Diferente do caso anterior, eq. (3.52), onde o resultado
era nulo, agora mesmo apods a renormalizacao temos trés integrais, as quais produzirao
resultados significativos para a dispersao de velocidade das particulas. A informagao a ser
colocada aqui é que, em nosso sistema de estudo, como sera mostrado, considerar efeitos
de nao-comutatividade nos conduzird a resultados diferentes de zero para ((Av®)?) de

particulas livres, que é um resultado novo.

O fato do parametro nao-comutativo 6 ser pequeno nos permite considerar uma

expansao em série de Taylor para o mesmo em torno do ponto zero. Assim,

Ne)

—

N21-20-B)ym1+2(0 -B)+=0-B?>+0@3)+.... (5.38)

N | —
[\

Inicialmente vamos analisar a dispersao de velocidades na dire¢ao 7 = z. Admitindo

a expansdo para 0, da equacio (5.37) temos

20 zs
q°© 3,5 = )

() = L2 (1450 B)) [ dnda(11)0:,0..(0102),,
m2a3 2 // 15025 Az 192
q2@zp
m2af
2@zp@zs

e / / dnrnaa® (11)a* (112) 0y, Os, (b1 62) - (5.39)

mQaf

[\

N

(1 + ;’(5 - E)) J[ dmdna(1)8,,0.,(6162),,

Por motivos que ficarao mais claros adiante, nos calculos posteriores serao admitidos

apenas termos de até segunda ordem.

Lembrando que os indices livres s,p = x,y, 2z, desenvolvendo a soma sobre os
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respectivos indices, obtém-se

2 3 o
(o) = s (1450 B)) [[ dmdna®(m) (070.,0., + 70,0,

m?a;

©%%0,,0,,] (p102),, + q2 (1 + 3( )/ dm dnea® (m) [©*%0,,0.,
m2 af 2

9”%% + 0%70,,0.,] (P162)

/ dmdnza®(m)a® (n:){©7 [0 0y, 0, + ©705,0y, + ©70;,0,]

m22

®Zy [®Z$8yla$2 + @zyayla?ﬁ + ®Zzay1 832] + @ZZ I:@Z:Eazl 8:132 —l_ @z azl aZIQ
0720, 0., Hd162) ,, - (5.40)

+ o+ o+ o+ o+

Os resultados de todas as derivadas presentes na equagao (5.40) podem ser genera-

lizados pela relacao

Se k=, 5oglfuln,2) + 48R, 2)]
Op1 Ory (D102) = Sk L1 OAEALf(n, 2) (5.41)

)
71—2

com k,l=x,y,z; Ak =k — ko; Al =11 — Uy e

1
Il 2) = o =y = v
em que n = 2 ou 3. Além disso, r = (x1 —x9)% + (y1 — y2)? + (21 — 22)* = Az? + Ay? + Az?
€ Ok, O, (9102) , = O, Ok, (D192) -

Apesar da quantidade de termos ser significativamente grande, a partir da generali-

(5.42)

zacao exposta na eq. (5.41), percebe-se que no limite de coincidéncia, r — 0, muitos dos
termos da equagao (5.40) serdo nulos. Entao, para simplificar os devidos calculos vamos
tomar o limite de coincidéncia com precedéncia. Também, visto que (7, —12)* = (92 —n1)%,
os limites das duas primeiras integrais de eq. (5.40) e os fatores que as multiplicam sao
idénticos, a mudanca entre elas se da apenas no rétulo. Assim, uma vez que ao final ambas

fornecerao o mesmo resultado, basta calcular uma e duplicar o seu resultado.

Diante das observacao feitas no paragrafo anterior,

2@,22 3 - o uli 0 1
9 . qgoT i . 2 - -
(A7) = T mﬂa?ccé (1 * 2(9 B>) / dm/ dma(m) (m —m2)?
O
+ 272m2 / dnaa® (1o / da® () [(_772)
@zy@zy O*2Q%* ‘|

(m — m2)* * (1 — m2)? (5.43)

+

Em virtude dos fatores proporcionais a © serem constantes as integrais que devem

ser resolvidas sao

ng oo 1
L :/o dT]Q/_ dma2(m)( (5.44)

m — 772)4
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1
(771 - 772)47

onde o fator de escala é dado pela equagao (3.58) com n = 2.

b= [ dna(m) [ dme(m) (5.45)

Utilizando o método de integragao por residuos descrito no Apéndice A, encontra-se

como resultado, respectivamente’,

- —2minya? i 77f<77]2¢ — 3y + 31ix)
1 —_— bl
3 k=0 W%k(’ﬂf — Mx)?

2a2 1 T+ 2wi
5 = 4 {7 3+ R [uy(2,>}} 5.46
1 371'2773 C( )+ € 2 27_[_ 7 ( )

e
4a?

I, =—21¢(3 5.47
2 71_2778 ( )7 ( )

com 1y, = 1o(k + 3)mi e ¥(n,z) representando a fun¢do polygamma que ¢ a n-ésima

derivada da fungio digama ¥ (z).

Nota-se que I; tem uma solucdo complexa e portanto devemos considerar apenas
a parte real, pois é a que tem significado fisico uma vez que observaveis fisicos sao
representados por quantidades reais. Além disso, escrevemos a solugao para [; em termos
de uma varidvel adimensional w que esta diretamente relacionada ao tempo final 7¢ e o

parametro constante 7, através da expressao

ng
Mo

w =

, (5.48)

que representa uma propor¢ao entre 1y e 1y, com 7y > 0.

Em adicdo, ressalta-se que a variavel w nada tem haver com frequéncia, pois como
ja foi explicado trata-se de uma quantidade adimensional relacionada aos parametros
de tempo 7 e ny. Essa manipulacdo matematica, eq. (5.48), é feita com o objetivo de
plotar um grafico que seja o mais justo possivel quanto a acao de atribuir valores para os
parametros que sao controlaveis do ponto de vista pratico. Definir valores para muitas
quantidades pode comprometer os resultados visto que ha possibilidade de se estar dando

elevado valor a uma grandeza em comparacao com outra.

Utilizando as equagoes (5.21) e (5.24), encontramos

e = _090327
0% = —¢VB*
0% = ¢"B" +0'BY. (5.49)

5  Para detalhes ver o Apéndice C.
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Logo,
2¢%a? 3 . .
Av)?) = ——— 1 (0"B" + yBy<1 - -B>
(OF) = g s OB +08") (1450 B)
1 T+ 2wi
QT+ ae e (25}
2q2a411 T D2z\2 Yy Rz\2 T RT Y RY\2
+W<3)[(93)+(93)+(93 +GB)}, (5.50)

mim2aicong
que é a expressao geral para dispercao de velocidade prépria das particulas na direcao z.
Admitindo a existéncia de campo magnético apenas na direcdo z, B = B.k,
encontra-se para dispersao de velocidade das particulas paralela ao campo magnético

((Av)?) =

2¢%a}

4m?2 CL2 C4’I72

(3) [(0"B*)* + (0" B*)?] . (5.51)

Agora torna-se evidente o motivo de serem considerados termos de segunda ordem
em 5, caso contrario a particularizacao do campo magnético na direcao z, que ¢é algo natural
de um ponto de vista experimental, nos levaria a um resultado nulo para a dispersao de
velocidades ((Av?)?). Além do mais, em principio, na diregao paralela ao campo, fixado
em z, nota-se que o efeito possui uma magnitude extremamente pequena visto que é

proporcional a 6 2 que por sua vez ¢ da ordem de A?.

Para a dispersdo de velocidades na dire¢ao i = x, analogamente a equagao (5.40)
ao desenvolver a soma sobre os respectivos indices serao encontrados muitos termos de
derivadas, cujo os resultados novamente podem ser expressos pela relacao geral (5.41).
Uma vez que tomar o limite de coincidéncia agora ou apos resolver as integrais nao altera
o resultado mais facilita as operacoes, escolhemos por fazé-lo antecipadamente. Assim,

PO o0
(A7) = Mf)f (1450 8) [ [ dnan) =
@zx@xx
+ 27T2m2 / dippa® (1 / da® () [(772)
@my@azy OrzQr? 1

+ +
(771 - 772)4 (771 - 772)4

(5.52)

Na equagao acima também ja utilizou-se a igualdade entre as duas primeiras
integrais diante da equivaléncia entre os limites e a estrutura dos integrandos, como foi

discutido anteriormente.

O resultado das integrais presentes em (5.52) sdo idénticos aos que foram obtidos
m (5.46) e (5.47), a mudanga serd apenas nos fatores de ©, que utilizando a equagao
(5.26) sao iguais a
0" = 0BY+60°B,
0" = —-0'B*,
0 = —6°B". (5.53)
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Assim, da equagao (5.52) obtém-se

(Av*)?) = Qq—%%(ﬁyBy + 0% B%) (1 + §(§ é))
— 3mtm2adeing 2
1 T+ 2wi
Sy (o AR
< {rea+ pe 5 (2 ) [}
2(]2&411 z Rz\2 z\2 zZ RT\2
+ a5 CB3) [(0VBY 4+ 0° B + (0VB*)? + (0°B7)?|  (5.54)

mim2azcong
que ¢ a expressao geral para dispersao de velocidade propria das particulas na direcao x.

Em virtude da particularizacdo do campo magnético B= B, k,

2¢%a? 3
Av® 2 1 z 3# (1 2 (0% B? )
(B0 = et 5 (14 50"
1 T+ 2wi
-2 —
8 {7<<3> - he {2 ( T 2m H}
2q%af .
2¢%a? 1 T+ 2wi
z\2 ~ 1 zZ Nz —y . .
((Av7)) 37r4m2a3cc‘017]8 (6°B ){7<(3) - fie {2 (2’ 21 )]} (5.56)

Em contra partida ao caso anterior, percebe-se que para a direcao perpendicular
ao campo fixado, B = le;’, o efeito surge em termos de primeira ordem, que por sua
vez sao dominantes, além de possuir uma dependéncia temporal através do parametro
adimensional w = 1y /ny. Um grafico desse resultado em funcao de w pode ser visto logo

em seguida na Figura (14).

Figura 14 — Comportamento grafico produzido pela contribui¢do ndo-comutativa na equagao
(5.56) em fungao de w.

““““““““““““““““““““

10.0 ¢
95"
9.0+

G(w)

8.5¢
8.0

.............................

Legenda: w = mns/my > 0; Grafico tracado em unidades de G(w) = ((Av7)?) x
[37r4m2afccéng/2q2a%(HZBZ)] com intervalo 0.1 < w < 14. Fonte: produzido pelo autor, 2020.

A partir do grafico exposto na Figura (14) pode-se perceber que para grandes
valores de w, regime de tempo longo 7y, o efeito da nao-comutatividade tende para um
valor constante. Deve-se lembrar que 79 nao é o tempo inicial, mas um valor de tempo

constante, cujo significado é a taxa da expansao do fluido (cf. eq. (3.58)). Nota-se também
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que o efeito tem um comportamento muito rapido para pequenos valores de w, o que seria
equivalente a uma pequena separacao temporal entre 1y e 19. Em principio, tal efeito seria
mais facilmente medido ou significativo em situa¢oes que w assume grandes valores uma

vez que nessas regioes tende a um valor constante.

Considerando um regime de grandes valores de w é possivel obter uma solugao
aproximada para o valor constante da funcao G(w). Para isso, utiliza-se n; = now na
equagao (5.46), que apds algumas simplificagoes resulta em

2a? 2 wlw? — Sw(k + 3)mi — 3(k + 3)*n?]

D

305 1= +3)%w = (k + 3)mif?

(5.57)

1

Agora, admitindo um regime de grandes valores para a variavel w, tal que w > k,

obtém-se

2a3 2a3
Il(Assintético) ~ 37_[_2717(2) ];) 7)3 37 212 [7C(3)] (558>

Neste regime, visto que os termos de primeira ordem dominam, a partir da equagao
(5.56), temos

14¢%a3((3) (6% B?)
3mimlajeimy

<(Avx)2>Assint6tico ~ (559)

O resultado considerando um regime assintético de w, eq. (5.59), esta tragado
juntamente com o resultado geral (5.56) na Figura (15). Na medida em que w tende a
valores extremamente grandes a solucao assintética F'(w) se aproxima cada vez mais da
solugao geral G(w). Ressalta-se que, como mostra o grafico, a solucao (5.59) serve apenas
para descrever com aproximacao o comportamento assintotico da dispersao de velocidades

na direcao x.

Figura 15 — Comportamento gréafico das contribui¢oes ndo-comutativas para as solugdes de G(w)
e F(w) em fungdo de w no limite de tempo longo.
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842+

8.41+
8.40 -
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w

Legenda: w = ng/no > 0; Gréfico de G(w) e F(w) ~ ((Av®)?) x [37T4m2a3£cé178/2q2a%(c9sz)]
para valores w > 0.1. Fonte: produzido pelo autor, 2020.
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Ainda sobre os resultados encontrados, percebe-se claramente que sao anisotropicos,
pois comparando as equagoes (5.51) e (5.56) nota-se a dependéncia das dispersoes de
velocidade com a dire¢ao do parametro fe campo magnético B. Contudo, uma isotropia
é obtida se for considerada uma condicao de homogeneidade para o parametro nao-
comutativo e o campo magnético nas equagoes (5.54) e (5.81), em que 0, =0, =0, =0 e
B, =B,=B,=0B.

Por questoes de completeza é importante calcular a dispersao de velocidades total,

((Av)*) i = ((Av7)%) + ((Av")?) + ((Av®)?), (5.60)
cujo resultado é
o _ Aa0-B) 1 3 s Ly (o Tt 200
(A0) D = 3rim2alcin? [1 500 B)] {7«3) - fie {qu <2’ o )]}
% 201%| B = (6 x B) - (0 x B)], (5.61)
Timeazcong

com |02 = 6% + 07 4 07 e B2 = B2+ B? + BZ. Para estabelecer esta igualdade foram
utilizadas as equagoes (5.54) e (5.81), além do calculo de ((Av¥)?), que é idéntico aos

demais e deve-se observar apenas a mudanca nos fatores de ©.

Percebe-se que considerando apenas termos de primeira ordem as corregoes nao-
comutativas na equacao (5.61) possuem o mesmo comportamento da eq. (5.56) apresenta-
dos na Figura (14), notando também que (0.B,) — 2(0 - B).

5.3.2 Particulas ligadas

Agora, diferente do caso anterior, admitindo uma forca externa do tipo

. a -
oot = 2m—u'
a

na equagao (5.27), integrando e pressupondo velocidade inicial nula, u'(ty) = 0, encontra-se

wi(ty,r) = ;/fi(t,r)dt.

Levando esse resultado na equacao (3.45) e considerando as propriedades da forca

estocéstica f' dispostas na eq. (3.47), temos

A 2 1. o . A
(Au)?) = %//dtldtg [(1 _ 291-31> gip+@ﬂ

1= = . .
X [(1 — 502 . Bg) g%s + @ZQS:| aplasg <¢(T17 tl)gb(r% t2)>FRW'
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De acordo com os apontamentos feitos nas equagoes (5.32) e (5.33)

(Au)?) = qi/;/’;l <1 _ ;5. §>2/ dtydtsa™(t1)a > (t2)0;, 0, (D1092) ppw
n qz/\/;nj@m (1 _ ;5- E) / dt1dtaa™2(t1)0;, Osy (D102) p oy
i q%/\fn_z@p (1 - 15- §> / dtydtaa™ (ts)Op, iy (D102) ppow
i @ / dt1dt20p, 05, (D102) 1y -

Recorrendo a equagao (5.34), a dispersao de velocidade prépria da particula serd

| 2a2(t;)N 2 12 =2\?
(v = TR (2B [ dhdna()a)0,00102) 1

2 2 t @’L's 1- =

4 qainjg) (1 _ 59 . B) / dtldtQG/—Z(tl)ailasg <¢1¢2>FRW
2,2 i

q°a”(ty)O”P 1> = -

+ 7(/’7/.2) (1 _ 59 . B)/ dtldtQCL 2(t2)8p16’i2 <¢1¢2>FRW
2 2t N2@ip@is

+ 12 : f)m2 / dt1dt20p, Os, (D102) p - (5.62)

Fazendo uma mudanga de variavel dt = a(n)dn na expressao anterior e usando a
relacao entre as fungoes de dois pontos (@1¢2) .., € (P102),, dada pela equagao (5.36),

obtém-se como resultado

2 2 N4 2
; a2 N 1~ - B B
(o) = T (1= 20-B) [ dndna 2 m)a00)0, 01 {162).
23N 20 I
+ qu <1 - 59 : B)/ diidnaa™ ()05, 05, ($102) s
2a2N—2@ip 1o
e fmz (150 B) [[ dmima 0010, 006016).,

2(_)2;7@13
[ ety 0.000160),.. (5.63)
Ao contrario do caso de particulas livres nota-se que agora o fator de escala esta no
denominador dos trés primeiros integrandos (anteriormente eram nos trés ultimos). Devido
a renormalizacao a tultima integral apresenta um resultado nulo. Além disso, novamente
vamos considerar expansoes em g utilizando como motivacao o fato de que é um termo de
ordem de grandeza muito pequena, porém desta vez vamos admitir apenas termos de 1*

ordem, de modo que

%1+;(§-§)+O(2)+.... (5.64)
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Assim,
2.2
(av)) = qﬂffu +30- B) [[ dmdma2(m)a”2(:)0,,0:,(6102),,
2@zs
+ /dT}ldT}?a (771) i1832<¢1¢2>1w
2@2;7
+ T[] dmdnaa1)0,, 00 (61 62),, (5.65)

Semelhante ao caso de estudo anterior vamos analisar a dispersao de velocidade das
particulas em direcoes distintas. Iniciando nosso estudo pela direcao ¢ = z, expandindo os

termos de soma em (5.65) e efetuando as respectivas derivadas, temos

(A7) = 2q;2<1+39 B) [[ dmdma(m)a(m) fo(n, 2) + 4822 (5, 2)

2(m){207AzAzf3(n, 2) + 207 AyAz f4(n, 2)

b 07 hn,2) + 402y (n, 2))

T ;Ifr{z //dmdﬁza 2() {207 Az Az f5(n, 2) + 207 AyAz f35(n, 2)
+ §@Zz[f2(7772)+4A22f3(7772)]}, (566)

com a simplificagao de notagao f,(n, z) dada pela eq. (5.42).

Ainda que nao seja explicitamente perceptivel as duas ultimas integrais da equacgao
anterior sdo iguais, pois (1 — 72)? = (72 — m1)? e seus integrandos tém a mesma forma e
limites de integracao, logo a mudanca entre elas se da apenas no rétulo. Entao,

(A7) = zq;jnguwe B) [[ dmdna™(m)a”2 ) [f2(n, 2) + 4821, 2)]

o 20U ] i) (207 Ac s (. ) + 207 AyA= (.2

b 07l 2) + 4822 (0, 2]} (5.67)

Com base no método de integracao do Apéndice A encontramos como resultado

para primeira integral®

Iy = /d?hd??zaﬁ(??l)ad(??z)[fz(%Z)+4A22f3(ﬁ>2)]

4 sinh*(g) 4A2?
I = —— 1S — S 5.68
Al T ailcéng [ Q(T) C%ﬂ'2778 3(71) ) ( )
com
> (p-1) r? 1. [(a?+1 , al
5, =S \PT) L g=-1 R 5.6
2_32 [p? + b2 m2c3n3 9= 21 @ a? ( )

6 Para detalhes da solucdo ver o Apéndice D.
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No limite de coincidéncia,

[ =g dsinh (9 [g(g) - g;] | (5.70)

4 4 2 4 4,2
(r—0) m2ajcong T2aicyng

Sobre as tltimas integrais da equacao (5.67), levando em conta que os fatores de
©%P assim como Ax;, sao independentes do tempo as integrais que precisamos resolver

sao da forma:

1
Lo = ["dn [ dpa ) e 1 28 (5.71)

Na verdade os limites de todas as integrais sao de 0 até ny, porém a “extrapolacao”
dos limites para +oo é feita porque facilita a resolug¢ao e nao causa nenhuma perda ou
divergéncia no resultado. Nessas regides assintoticas, 400, o integrando é bem comportado

e tem valor nulo porque enquanto a(n) — af £ a} o outro termo tende a zero.

Visto que tomar o limite de coincidéncia antecipadamente nao modifica o resultado,
fazendo-o com antecedéncia percebe-se que as integrais com n = 3 nao contribuem por
conta dos fatores de Ax; que as multiplicam. Diante disso, o tinico fator diferente de zero
sera devido a ©**. Para qualquer direcao 7, no limite de coincidéncia, todos os termos

cruzados de ©Y9;,0;s, com j # i, serdo nulos, exceto um dos termos do fator ©“d;; ;.

Com base na solugao de 47, temos

2miny o 2 (Ulk) " 1
Iy = cosh” | — / d ,
- ai 2 ) Jo IR0 — )2 — 2

k=1
27ing sinh? g 1
I = —M Do A,
(r—0) aicy k=170 (771k — 772)
271 smh s 1 1
I w = L Z [ + 3] )
(r—0) 3a100 k=1 77f - 771k) Mk

onde

Mmr = Mo + Mok,
)

Mo =~ — g (5.72)

Utilizando a defini¢ao (5.48), encontra-se

. LS (O [xy (2, T ;fgi> ¥y (2, W)} , (5.73)

(r—0) Baingmicy 2

onde V¥ é a funcao polygamma e w uma variavel adimensional. E importante ressaltar
que deve-se considerar apenas a parte real desse resultado, pois é o que representa uma

quantidade de interesse fisico.
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Perante os resultados de (5.70) e (5.73), para a equagao (5.67) obtemos

2¢%a% sinh*(g) Lo 7] ¢%a?sinh?(g)
Av)?) = L1777 Vg 0-B - — LI (9t BE 4 9YBY
((Av7) mim?2ndaicy (143 ) 1<) 90 37T4m277§a%cg< * )
2q1 2 ]
% Re [\If (2, T ;T 9Z> v (2, W)] , (5.74)

que é a expressao geral (no limite de coincidéncia) para a dispersao de velocidades das
particulas na diregdo z. Nesse resultado também ja foram utilizadas as equagoes (5.24) e

(5.21) para exprimir ©% em termos do fator ndo-comutativo g e do campo magnético B.

Se for escolhido a presenca do campo magnético apenas na direcao z, B= le%,

2 2.2 .3 h4 4
(Av)?) = W(l +30°B°) [g(g) - ;)TO] . (5.75)

O resultado acima é o mesmo obtido por Bessa et al [11] para dispersao de
velocidades das particulas na auséncia de placas acrescido de uma corre¢ao nao-comutativa

positiva de 36* B* do seu proprio resultado.

A fim de verificar o comportamento da dispersao de velocidade em uma dire¢ao
perpendicular, fazendo i = z na equagao (5.65) e efetuando as derivadas encontra-se que

2.2

() = 430 B) [ amdna 2 0n)a ()0, ) + 4822 fy(n, )
2 2.2
b 0] dmna ) (507 o, ) + 4802 o, )]
+ 20%AzAyfi(n,x) + 20 AxzAzf3(n,x)}, (5.76)

onde para simplificagdo utilizou-se a nota¢do mostrada em (5.42).

O resultado das respectivas integrais acima sao iguais aos encontrados para ((Av?)?),
ou seja, equagoes (5.70) e (5.73). A mudanga ocorrerd somente no fator diferente de zero

no limite de coincidéncia: ©**. Portanto, no limite de coincidéncia, obtém-se

2¢%a? sinh*(g) S t ¢*a? sinh?(g)
Av®)?) = I (1436 B) [C(3) — — |+~ " (6YBY + 6°B*
(A7) mim?2ndaicy (1+ )1<6) 90 37r4m277§a%c§( + )
2q1 2 ]
< Re [\p (2. 72200 _@<z+<29+“f>)] (5.77)

Como foi escolhido fixar o campo magnético B na direcao z,

2¢%a% sinh*(g) mt q*a% sinh®(g)
Apt)2y — LS ) L apepe — |+ e (0757
(A7) mm?ngaics (130757 1<) 90 37r4m277§a%03( )
2gi 2 '
. [\P (2,7 201) _\I,<27f+<2ffﬂ+w>] (5.78)

Em oposigao a direcao z, a direcao x também possui uma parcela de contribuigao

vinda da parte real de I45(r — 0).
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Com o intuito de verificar apenas o comportamento puramente proveniente dos

termos nao-comutativos da equacao (5.78), define-se a fungao de plote

T(w) 6 sinh?(g) [5(3) 7r4] N Lo, [\IJ <2’ 7r—i2—29i> L (27 7T—|—2(g—|—w)i>1 (5.79)

a? 90| '3 T 21
onde
mim2alcin? 2¢%a%sinh’(g) i
T = 10/ Av®)2y — 2 P M ey — | Y 5.80
(w) q*a} sinh?(g)(6*B?) {<( v m2rtaicing £G) 90 (5.80)

Observa-se que o fator g, dado pela equagao (5.69), pode ser escrito em termos dos

parametros do fluido, especificadamente,

1 a?+1 1 Co
=21 = _] — 5.81
973 n<a2—1> 2 n<0#>’ (5:81)
com ¢g5 = ¢s(n = 1y) representando a velocidade do som no fluido em um tempo final 7y
e ¢ a velocidade inicial. E importante ressaltar que c,; < co, pois como a(n) = co/cs(t)

para ocorrer expansao, isto é, a(n) crescente, ¢,y deve assumir valores que obedecem a

condicao csr < ¢p. Além disso,

ﬁmg@>_1<1_ij>. (5.82)

Para estabelecer a igualdade acima utilizou-se a forma exponencial da funcdo seno hiper-

bélica em conjunto com as equagdes (3.59) e a; = a(n;) = 1.

O grafico de T'(w), eq. (5.79), em fungdo do pardmetro adimensional w produz o
resultado mostrado na Figura (16). Observa-se que a influéncia da ndo-comutatividade na
relacao de dispersao da velocidade na dire¢ao x, com B fixo na dire¢do perpendicular z, é
negativa. De inicio é produzido um rapido decaimento e na medida em que se tém grandes
valores de w, que significa um regime de tempo longo 7, sua magnitude aproxima-se de

um valor negativo e constante.

De acordo com os resultados encontrados na literatura [11], considerando espagos
comutativos, no caso de particulas ligadas sem a presenca de placas a dispersao de
velocidades ¢ isotropica. Porém, como mostram os resultados aqui obtidos, equagoes
(5.75) e (5.78), essa propriedade nao é preservada. Note que mesmo as expressoes gerais,
equagoes (5.74) e (5.77), diferem porque em tese ainda que constantes as componentes de

0, e B; sao distintas.

Considerando um espago nao-comutativo a dispersao nas diregoes paralela e per-
pendicular diferem, pois a depender de sua dire¢do em relagao ao campo magnético fixo em
uma dire¢ao particular B podem assumir valores distintos de contribui¢ao nao-comutativa,

mesmo que a corre¢ao se aproxime de um valor constante no regime de tempo longo.
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Figura 16 — Plote da contribuigdo nao-comutativa presente na equagao (5.79).

0.700
z -3 | 0.9¢,

_1\ —— 0.5C0

w

Legenda: Grafico tragado em unidades de T'(w), eq. (5.80). As trés linhas tragadas representam
valores arbitrarios para a proporcao que a velocidade final c ¢ atinge em relacao a velocidade
inicial ¢y. Fonte: Produzido pelo autor, 2020.

Como mostra a Figura (17) nota-se que em um regime de baixas velocidades para
Csf as corregoes nao-comutativas podem passar a contribuir com a dispersao de velocidades
das particulas uma vez que apresentam valores positivos. Este regime equivale ao caso em

que se tém rapidas expansoes, pois a?(n) = co/csp(n).

Figura 17 — Plote da contribui¢do nao-comutativa da equacao (5.79) para baixas velocidades ¢ .
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Legenda: Gréfico tragado em unidades de T'(w), eq. (5.80). As quatro linhas tragadas representam
valores arbitrarios para a proporcao que a velocidade final c ¢ atinge em relacao a velocidade
inicial ¢g. Fonte: Produzido pelo autor, 2020.

Semelhante ao caso anterior € interessante computar também para o caso ligado a

dispersao total de velocidades, eq. (5.60). Portanto,

6¢%a3 sinh*(g) S o l 2¢%a%sinh®*(g) - -
Ay = I Ty 3f By |3y - S|y 2 g B
2q1 2 )
% Re [\p <2’ 7T—12-7rgl> . (27 W)] , (5.83)

onde novamente o calculo de {(Av¥)?) foi computados usando os resultados similares para

dispersao nas diregoes x e z observando a mudanca nos fatores de ©.
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Em termos gerais, mesmo que o nao seja adotada uma particularizagao para
o campo magnético as dispersoes de velocidades no espago nao-comutativo ainda sao
anisotrépicas, porque como ja foi comentado a principio em cada dispersao os fatores de
0; e B; sao diferentes. Contudo uma relagao isotropica pode ser encontrada assumindo
que ; =0 e B; = B.

5.3.3 Alguns comentarios sobre as correcdes nao-comutativas.

Na sequéncia sao apresentadas algumas consideragoes sobre os efeitos de nao-
comutatividade expressos pelos resultados obtidos no presente trabalho. Desde j4, ressalta-
se que tais argumentos nao apresentam uma explicacao definitiva, mas comentarios em

nivel de especulagoes na tentativa de fornecer possiveis interpretacoes fisicas.

Uma observagao muito interessante e que poderia inclusive elucidar em grande
parte o significado da nao-comutatividade no sistema é a seguinte: enquanto que no caso
livre a corregdo nao-comutativa (NC) produz um aumento em ((Av)?) , no caso ligado

provoca uma reducao.

Se a observacao acima estivesse colocada em forma de pergunta sua resposta daria
um significado para as corre¢oes nao-comutativas dos resultados, porém respondé-la nao
seria facil. Contudo, sua resposta estd fundamentalmente ligada ao que a presenca das

correcoes NC atreladas ao campo magnético no sistema podem significar fisicamente.

A principio, é aceitavel dizer que tais corregoes servem como uma descri¢ao mais
precisa do problema, uma vez que no regime de escala dos objetos envolvidos no sistema
(quénticos) a teoria ndo-comutativa encontra motivacao, além de que no limite § — 0 os

resultados conhecidos sao recuperados.

E oportuno relembrar da equacdo principal da qual decorem ambos os casos de

estudo, eq. (5.27), a saber,

ul

1 ( < ) d a
(2 (2 (2
— (fl+ £i) = - + 2
m \7 et dt a
O que diferencia um caso do outro, ou melhor, o elemento que conduz aos respectivos
resultados no espago comutativo (EC) é a presenca ou auséncia da forga externa cléssica,

nao flutuante, f: ,. Essa forca, f.,,, ndo necessariamente é uma forca exterior ao sistema,

xt)
mas que possui natureza distinta daquelas devido as flutuacoes quanticas, nesse sentido o

termo cléssica ajuda a identificar que f!,, ¢ externa ao dominio das flutuagoes quanticas.

Lembrando do caso ligado no EC seria natural pensar que a nao-comutatividade
desempenharia um papel similar ao de uma forga de ligagdo entre as particulas. De fato, a
interpretacao de que as corregoes nao-comutativas tém essencialmente uma natureza de

forga é aceitavel, mas possivelmente nao exatamente de ligagao.
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A dispersao de velocidades da equagao (5.61) quando associada ao teorema da
equipartigao m(v?) = kgT nos permite estabelecer uma relagao entre a energia cinética e a
energia térmica adquirida pelas particulas. Entao, pensando nessa inter-relacao, é possivel
que a energia adquirida pelas particulas esteja relacionada a algo que se assemelha com
uma viscosidade, talvez pelas colisdes com os outros atomos do condensado. Portanto, a
ideia de forga para as corregdes nao-comutativa (NC) é plausivel visto que possivelmente
podem se assemelhar com uma forca dissipativa, ex. do tipo viscosa (fric¢ao). Até mesmo
porque no caso comutativo, Sec. 3.4, questoes relativas a dissipacao e friccdo no sistema

foram ignoradas.

Com base nestes argumentos a dispercao positiva na equagao seria justificada como
uma troca de energia entre as particulas mediante a forca dissipativa (talvez por colisoes).
Esta tenderia a dificultar a mobilidade na expansao de modo que as particulas ndo estariam
totalmente sensiveis aos efeitos expansivos, logo como consequéncia haveria um pequeno

movimento Borwniano, indicado pela dispersao de velocidades positiva encontrada.

Mais um argumento nesse linha de pensamento da correcdo NC como forga viscosa

pode ser inspirada relembrando a equagao de Langevin, eq. (3.2),

dv
== AT+ Al

onde o primeiro termo representa uma forga de atrivo e A(t) a forca estocastica.

Se a relacao acima for comparada com a equac¢ao para o movimento Browniano
quéantico,
mDu“ _ 7
dr ’
percebe-se que estao sendo desconsiderados efeitos devido a forga friccional. Além disso,
essa é a relagao utilizada no caso comutativo. No caso nao-comutativo a estrutura da
equacao de Langevin permanece a mesma, contudo a expressao da forca possui mais

termos, em que euristicamente

fec = fenc = fec + fec x (0B),

como pode-se perceber comparando as equagoes (3.40) e (5.23). Os subscrito significam
espago comutativo (EC) e espago nao-comutativo (ENC). Assim, os fatores extras que
surgem no caso NC possivelmente podem significar um termo devido a efeitos de uma

forga semelhante ao atrito.

Pautado nas explanagoes anteriores referentes ao caso livre NC, para o caso ligado
NC torna-se mais simples, pois como os termo NC em tese poderiam representar a
presenca de forgas viscosas no sistema estas tenderiam a causar uma reducao na dispersao
de velocidades. Classicamente, sabe-se que a dindmica de um corpo na presenca de forgas
viscosas é reduzida, logo considerando as corre¢oes NC no contexto de forcas dissipativas a

dispersao das particulas seria reduzida, pois tais agentes tendem a dificultar sua mobilidade.



92 Capitulo 5. MBQ de uma particula em um CBE em expansao: Efeitos de ndo-comutatividade.

A respeito destas corregoes NC também poderia se pensar o seguinte. Mesmo
quando admitida a decomposi¢do f* — [, + f;, ainda continuou-se considerando a
particula pontual, ou seja, um objeto cldssico, mas de acordo com a literatura [9] essa ndo

é uma descri¢ao realista porque a particula também estd em um nivel quantico.

Por exemplo, essa consideracao cldssica para a particula poderia significar, em
certo sentido, uma possibilidade de seguir a trajetoria exata da particula no decorrer
da expansao. Contudo, considerando NC espacial foi visto que na ocasidao as posigoes
obedecem a relagao [%,, %, = ihf,,. Entao, o que a NC motivada pelo campo magnético
poderia talvez significar é que estamos considerando uma pequena imprecisdo na posicao
da particula durante a expansao. Contudo, para verificar a consisténcia bem como validade

desta hipotese seria necessario um estudo a parte.
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6 Conclusoes

Neste trabalho buscamos corre¢ées nao-comutativas para o movimento Browniano
quantico de particulas em um condensado de Bose-Einstein em expansao conforme. Para
atingir nossos objetivos bem como proporcionar organizagao e continuidade no texto
iniciou-se fazendo uma revisao e explanagao sobre os componentes do sistema de estudo:
um CBE como modelo andlogo. Para tal descricdo no Capitulo 2 foi desenvolvida uma

rapida revisao sobre os modelos andlogos de gravidade tanto classico como quéntico.

No Capitulo 3 foi introduzido o fenémeno do qual trata a dissertacdo: movimento
browniano quantico. Partindo do caso classico, usando o formalismo de Langevin, foram
calculadas a dispersao de velocidade e o deslocamento quadratico médio para a particula
browniana. Em seguida, foi tratado de modo fenomenolégico o caso do movimento
browniano quantico e revisado a deducao da func¢ao de dois pontos no espaco-tempo de
Minkowski sem a presenca de planos refletores. Na sequéncia foi revisado o movimento
browniano quantico de uma particula em um CBE em expansao tipo FRW no espago-tempo

comutativo, que é o ponto de partida do problema investigado nesta dissertacao.

Os fundamentos de um espago-tempo nao-comutativo foram introduzidos no Capi-
tulo 4 a fim de nos inteiramos com as suas mais simples propriedades, além de explicitar um

pouco da teoria por traz do elemento inovador desta dissertacdao: corregoes nao-comutativas.

Juntando todos os elementos necessarios ao trabalho e descritos nos capitulos
precedentes, no Capitulo 5 foi iniciada a investigacao da pesquisa: estudar os efeitos de
corregoes nao-comutativas sobre o movimento browniano quantico de particulas em um

CBE em expansao conforme tipo FRW.

No caso de particulas livres foi encontrado que as corre¢coes nao-comutativas sao
aditivas, embora que em uma certa direcdo, eq. (5.56), apresente variagoes em rela¢ao ao
tempo. Por outro lado, para o caso de particulas ligadas as corregoes nao-comutativas
produzem uma reducao na dispersao de velocidade das particulas, como observado pelas
equagoes (5.78), (5.79) e Figura (16), mas em um regime de baixas velocidades observa-se
que podem passar a contribuir com a dispersao de velocidades como mostra o grafico
da Figura (17). Contudo, mesmo que os resultados tenham influéncias distintas sobre a
dispersao de velocidades, em ambos os casos algumas caracteristicas sao semelhantes e
preservadas: (i) a primeira refere-se a rapidos comportamentos para curtos valores de w e
a segunda diz respeito a uma (i7) tendéncia para um valor constante na medida em que w

assume grandes valores.

Apesar de ser controverso o movimento browniano quantico no espaco de Minkowski,

em nossos resultados também encontramos que particulas no vacuo de Minkowski apresen-
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tam um pequeno movimento estocastico. Esse resultado s6 é possivel, como mostrado, se
considerarmos corre¢oes nao-comutativas. Realmente, o mesmo sistema aqui utilizado para
o estudo do MB no caso de um espago comutativo, ref. [11], para o vacuo de Minkowski
diz que nao existe MB, mas quando considera-se que o espago-tempo é nao-comutativo, em
principio, existe um MB mesmo que seja pequeno. Gostariamos de enfatizar novamente a
consisténcia do resultado por questoes de fortalecimento da argumentagao, note que no
limite de § — 0 todos os resultados da literatura sio recuperados (correspondentes aos
de ref. [11], revisados na Sec. 3.4). Portanto, sem nao-comutatividade recaimos no caso
onde o vacuo de Minkowski ndo apresenta MB (para a configuracao do sistema que foi
aqui descrito e estudado). Os resultados obtidos aqui estao sendo organizados e revisados

para uma posterior submissao de artigo.

Quanto as perspectivas de trabalho, como apontado por Seriu e Wu [9], também
seria um proximo passo, no sentido de um tratamento mais realista, considerar a natureza
quantica da particula browniana no sistema de estudo. Seriu e Wu consideram uma
corre¢ao quantica na coordenada temporal das fungoes de correlacdo na forma de um
funcao gaussiana. Em tese, pautados nas observacoes deste autores poderiamos aplicar
as mesmas idéias e verificar as consequéncias sobre o sistema que foi estudado nesse
trabalho. Poderiamos inclusive ir um pouco mais além e verificar relacoes entre as

correcoes nao-comutativas e as correcoes da natureza quantica da particula.

Outro possivel estudo seria a adigdo de planos ao nosso sistema e investigar o
comportamento da dispersao de velocidades considerando correcoes de nao-comutatividade
e planos. Todavia, em um primeiro momento, a presenca de placas em nosso sistema
¢é algo que representa mais uma dificuldade matematica, assim escolheu-se desenvolver
nossas analises considerando apenas o vacuo puro de Minkowski. Porém, ressalta-se que a
inclusao de tais elementos junto a nao-comutatividade possivelmente pode revelar efeitos
interessantes sobre o sistema em estudo. Além disso, poderiamos estudar influéncias
térmicas sobre o sistema, pois embora o regime de temperatura seja extremamente baixo

ainda ¢ finito, logo influéncias térmicas também podem revelar novos resultados.



95

Referencias

1 BROWN, R. A brief account of microscopical observations made in the months of
june, july and august 1827, on the particles contained in the pollen of plants; and on the
general existence of active molecules in organic and inorganic bodies. The Philosophical
Magazine, v. 4, n. 21, p. 161-173, 1828. Citado 2 vezes nas paginas 17 e 37.

2 SILVA, J.; LIMA, J. Quatro abordagens para o movimento browniano. Rewvista
Brasileira de Ensino de Fisica, v. 29, n. 1, p. 25-35, 2007. Citado 4 vezes nas paginas 17,
37,39 e 41.

3 LEMONS, D. S.; GYTHIEL, A. Paul Langevin’s 1908 paper “On the theory of
Brownian motion”[“sur la théorie du mouvement brownien,” cr acad. sci.(paris) 146,
530-533 (1908)]. American Journal of Physics, AAPT, v. 65, n. 11, p. 1079-1081, 1997.

Citado 2 vezes nas paginas 17 e 41.

4 EINSTEIN, A. Investigations on the Theory of the Brownian Movement. Editador por
R. Fiirth e Traduzido por A. D. Copwer. [S.1.]: Dover Publications, 1956. Disponivel em:
<https://books.google.com.br/books?id=X5iRDQAAQBAJ>. Acesso em: 28 fev. 2020.
Citado na péagina 17.

5 GOUR, G.; SRIRAMKUMAR, L. Will small particles exhibit Brownian motion in the
quantum vacuum? Foundations of Physics, v. 29, n. 12, p. 1917-1949, 1999. Citado 3
vezes nas paginas 17, 41 e 42.

6 COUGO-PINTO, M. V.; FARINA, C.; TORT, A. O efeito Casimir. Revista Brasileira
de Ensino de Fisica, v. 22, n. 1, p. 122-132, 2000. Citado 2 vezes nas paginas 17 e 41.

7 YU, H.; FORD, L. Vacuum fluctuations and Brownian motion of a charged test
particle near a reflecting boundary. Physical Review D, v. 70, n. 6, p. 065009(1)-065009(4),
2004. Citado 2 vezes nas paginas 17 e 42.

8 SERIU, M.; WU, C.-H. Switching effect on the quantum Brownian motion near a
reflecting boundary. Physical Review A, v. 77, n. 2, p. 022107(1)-022107(11), 2008.
Citado 5 vezes nas paginas 17, 41, 42, 43 e 44.

9 SERIU, M.; WU, C.-H. Smearing effect due to the spread of a probe particle on the
Brownian motion near a perfectly reflecting boundary. Physical Review A, v. 80, n. 5, p.
052101(1)-052101(8), 2009. Citado 4 vezes nas paginas 17, 44, 92 e 94.

10 BESSA, C. H. G.; BEZERRA, V. B.; FORD, L. Brownian motion in Robertson—
Walker spacetimes from electromagnetic vacuum fluctuations. Journal of Mathematical
Physics, v. 50, n. 6, p. 062501(1)-062501(20), 2009. Citado 6 vezes nas paginas 17, 50, 54,
70, 118 e 119.

11 BESSA, C. H. G. et al. Quantum Brownian motion in an analog Friedmann-
Robertson-Walker geometry. Physical Review D, v. 95, n. 8, p. 085020(1)-085020(15),
2017. Citado 10 vezes nas paginas 17, 41, 48, 50, 52, 55, 70, 87, 88 e 94.



96 Referéncias

12 SILVA, M. M. d. Flutuagoes quanticas do vdacuo na presenca de uma fronteira e
suas implicacoes sobre o comportamento de uma particula teste nas suas proximidades.
Dissertacao (Mestrado em Ciéncias em Fisica e Matemédtica Aplicada) — Universidade
Federal de Itajub4, Itajuba, 2013. Citado na pagina 17.

13 SZABO, R. J. Quantum field theory on noncommutative spaces. Physics Reports,
v. 378, n. 4, p. 207-299, 2003. Citado 5 vezes nas paginas 18, 57, 61, 64 e 65.

14 BRITO, F. A.; LIMA, E. E. Exploring the thermodynamics of noncommutative scalar
fields. International Journal of Modern Physics A, v. 31, n. 11, p. 1650057(1)-1650057(33),
2016. Citado na pagina 18.

15 SAA, A. Cem anos de buracos negros: o centenario da solugao de Schwarzschild.
Revista Brasileira de Ensino de Fisica, v. 38, p. e4201(1)-e4201(14), 2016. Citado na
pagina 21.

16 HAWKING, S. W. Black hole explosions? Nature, v. 248, n. 5443, p. 30-31, 1974.
Citado na pagina 21.

17 HAWKING, S. W. Particle creation by black holes. Communications in mathematical
physics, v. 43, n. 3, p. 199-220, 1975. Citado na pagina 21.

18 UNRUH, W. G. Experimental black-hole evaporation? Physical Review Letters, v. 46,
n. 21, p. 1351-1353, 1981. Citado 3 vezes nas paginas 21, 22 e 25.

19 BARCELO, C.; LIBERATI, S.; VISSER, M. Analogue gravity. Living reviews in
relativity, v. 14, n. 1, p. 1-159, 2011. Citado 4 vezes nas paginas 21, 24, 25 e 35.

20 FACCIO, D. et al. Analogue gravity phenomenology: analogue spacetimes and
horizons, from theory to experiment. [S.1.]: Springer, 2013. Citado na pagina 21.

21 WEINFURTNER, S. et al. Classical aspects of Hawking radiation verified in analogue
gravity experiment. In: FACCIO, D. et al. (Ed.). Analogue Gravity Phenomenology. [S.1.]:
Springer, Cham, 2013. p. 167-180. Citado na pagina 23.

22 FOGLIZZO, T. et al. Shallow water analogue of the standing accretion shock
instability: experimental demonstration and a two-dimensional model. Physical Review
Letters, APS, v. 108, n. 5, p. 051103(1)-051103(4), 2012. Citado na pagina 23.

23 ROUSSEAUX, G. et al. Observation of negative-frequency waves in a water tank:
a classical analogue to the Hawking effect? New Journal of Physics, v. 10, n. 5, p.
053015(1)-053015(12), 2008. Citado na pagina 23.

24 WEINFURTNER, S. et al. Measurement of stimulated Hawking emission in an
analogue system. Physical Review Letters, v. 106, n. 2, p. 021302(1)-021302(4), 2011.
Citado na pagina 23.

25 TORRES, T. et al. Rotational superradiant scattering in a vortex flow. Nature
Physics, v. 13, n. 9, p. 833-838, 2017. Citado na péagina 23.

26 SYMON, K. R. Introducao a Mecanica dos meios continuos. In: . Mecanica.
Rio de Janeiro: Campus, 1996. p. 329-388. Citado na pagina 23.



Referéncias 97

27 LANDAU, L.; LIFSHITZ, E. Ideal fluids. In: . Fluid Mechanics. 2. ed. Sao
Paulo: Pergamon, 1987. p. 1-43. Citado na péagina 24.

28 BUKOV, M. Rigorous Approach to Bose-FEinstein Condensation. Tese (Bacharelado)
— LMU Munich, Mathematics Department, 2011. Citado na pagina 27.

29 SALINAS, S. R. Introdugio a Fisica FEstatistica. 2. ed. Sao Paulo: EAUSP, 2005.
Citado 3 vezes nas paginas 28, 38 e 39.

30 DAHMEN, S. R. Bose e Einstein: Do nascimento da estatistica quantica a
condensacao sem interacao 1. Revista brasileira de ensino de fisica, v. 27, n. 2, p. 271-282,
2005. Citado na pagina 28.

31 DAHMEN, S. R. Bose e Einstein: Do nascimento da estatistica quéntica condensagao
sem interacao II. Revista Brasileira de Ensino de Fisica, v. 27, n. 2, p. 283-298, 2005.
Citado na péagina 28.

32 MUNIZ, S. R. Desenvolvimento experimental para producdo e estudo de gases
qudnticos: condensagio de Bose-Einstein. Tese (Doutorado em Ciéncias: Fisica Bésica) —
Instituto de Fisica de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2002. Citado 3
vezes nas paginas 28, 29 e 30.

33 BAGNATO, V. S. A condensagao de Bose-Einstein. Revista Brasileira de Ensino de
Fisica, v. 19, n. 1, p. 11-26, 1997. Citado 2 vezes nas paginas 28 e 30.

34 JAIN, P. et al. Analog model of a Friedmann-Robertson-Walker universe in
Bose-Einstein condensates: Application of the classical field method. Physical Review A,
v. 76, n. 3, p. 033616(1)-033616(24), 2007. Citado 3 vezes nas paginas 31, 32 e 33.

35 STEINHAUER, J. Observation of quantum Hawking radiation and its entanglement
in an analogue black hole. Nature Physics, v. 12, n. 10, p. 959-965, 2016. Citado na
pagina 31.

36 ECKEL, S. et al. A rapidly expanding Bose-Einstein condensate: an expanding
universe in the lab. Physical Review X, v. 8, n. 2, p. 021021(1)-021021(13), 2018. Citado
4 vezes nas paginas 31, 48, 49 e 55.

37 SABIN, C. et al. Phonon creation by gravitational waves. New Journal of Physics,
v. 16, n. 8, p. 085003(1)-085003(15), 2014. Citado na pégina 31.

38 ALBUQUERQUE, R. M. Obtengdo de portas logicas quanticas em condensados de
Bose-Finstein. Dissertacao (Mestrado) — Universidade Federal do Ceard, Campus Sobral,
Sobral, 2017. Citado na pagina 31.

39 BARCELO, C.; LIBERATI, S.; VISSER, M. Analogue gravity from Bose-Einstein
condensates. Classical and Quantum Gravity, v. 18, n. 6, p. 1137-1156, 2001. Citado 2
vezes nas paginas 32 e 35.

40 SALINAS, S. R. Einstein e a teoria do movimento browniano. Revista Brasileira de
Ensino de Fisica, v. 27, n. 2, p. 263-269, 2005. Citado na péagina 37.

41 BOAS, M. L. Mathematical methods in the physical sciences. 3. ed. EUA: John Wiley
& Soms, 2006. Citado 6 vezes nas paginas 39, 104, 105, 106, 107 e 108.



98 Referéncias

42 CHOWDHURY, D. 100 years of Einstein’s theory of Brownian motion: from pollen
grains to protein trains—1. Resonance, p. 63-78, 2005. Citado na pagina 39.

43 PATHRIA, R. Fluctuation. In: . Statistical Mechanics. 2. ed. Oxford:
Butterworth-Heinemann, 1996. p. 452-494. Citado na pagina 40.

44 LORENCI, V. D.; RIBEIRO, C. Remarks on the influence of quantum vacuum
fluctuations over a charged test particle near a conducting wall. Journal of High Energy
Physics, v. 72, n. 4, p. 72(1)-72(16), 2019. Citado na pagina 42.

45 BIRRELL, N. D.; DAVIES, P. Quantum fields in curved space. [S.1.]: Cambridge
university press, 1984. Citado 3 vezes nas paginas 45, 46 e 52.

46 BESSA, C. H. G. Algumas contribuicdes ao estudo de sistemas cldssicos e quinticos
em espagos curvos. Tese (Doutorado em Fisica) — Universidade Federal da Paraiba, Jodo
Pessoa, 2009. Citado na pagina 45.

47 RODRIGUES, F. d. F. Influéncia das flutuagoes quanticas do vicuo de um campo
escalar em uma particula teste proxima a uma fronteira em (1+1) e (2+1) dimensaes.
Dissertacao (Mestrado em Ciéncias em Fisica e Matemética Aplicada) — Universidade
Federal de Itajuba, Itajuba, 2018. Citado na pagina 51.

48 AMORIM, R. et al. Funcao de Wigner-80 anos e as origens da geometria
nao-comutativa. Revista Brasileira de Ensino de Fisica, v. 35, n. 3, p. 3604(1)-3604(14),
2013. Citado 3 vezes nas paginas 57, 58 e 64.

49 MICU, A.; SHEIKH-JABBARI, M. M. Noncommutative ¢4 theory at two loops.
Journal of High Energy Physics, v. 2001, n. 1, p. 1-44, 2001. Citado 3 vezes nas paginas
58, 64 e 65.

50 DOPLICHER, S.; FREDENHAGEN, K.; ROBERTS, J. E. The quantum structure of
spacetime at the Planck scale and quantum fields. Communications in Mathematical
Physics, v. 172, n. 1, p. 187-220, 1995. Citado na pagina 58.

51 NETO, J. B. Formulacao Hamiltoniana da Mecanica Classica. In: . Mecanica
Newtoniana, Lgrangiana e Hamiltoniana. 1. ed. Sao Paulo: Editora Livraria da Fisica,
2004. p. 331-346. Citado 3 vezes nas paginas 59, 61 e 62.

52 SZABO, R. J. Magnetic backgrounds and noncommutative field theory. International
Journal of Modern Physics A, v. 19, n. 12, p. 1837-1861, 2004. Citado 3 vezes nas
paginas 61, 62 e 65.

53 JACKIW, R. Physical instances of noncommuting coordinates. arXiv preprint
hep-th/0110057, 2001. Citado na péagina 61.

54 ANACLETO, M. A. Corregcio nao-comutativa para o efeito Aharonov-Bohm: uma
abordagem da teoria quantica de campos. Tese (Doutorado em Ciéncias) — Instituto de
Fisica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2004. Citado 3 vezes nas paginas 61, 63
e 64.

55 SOUZA, M. C. Estrutura Candnica de Teoria de Gauge via Método de Dirac.
Dissertacao (Mestrado em Fisica) — Instituto de Fisica, Universidade Federal da Bahia,
Salvador, 2016. Citado na pagina 63.



Referéncias 99

56 SCARDICCHIO, A. Classical and quantum dynamics of a particle constrained on a
circle. Physics Letters A, v. 300, n. 1, p. 7-17, 2002. Citado na pagina 63.

57 LUNA, G. C. Radiag¢do Hawking de um buraco negro acustico nao-comutativo.
Dissertagao (Mestrado em Fisica) — Unidade Académica de Fisica, Universidade Federal
de Campina Grande, Campina Grande, 2017. Citado na péagina 65.

58 ANACLETO, M. A.; BRITO, F. A.; PASSOS, E. Supersonic velocities in
noncommutative acoustic black holes. Physical Review D, v. 85, n. 2, p. 025013(1)—
025013(8), 2012. Citado 3 vezes nas paginas 67, 68 e 72.

59 BROWN, J. W.; CHURCHILL, R. V. Analytic functions. In: . Complex
Variables and Applications. 8. ed. Nova York: McGraw-Hill, 2009. p. 35-88. Citado na
pagina 103.

60 ABRAMOWITZ, M.; STEGUN, I. A. Handbook of mathematical functions: with
formulas, graphs, and mathematical tables. [S.1.]: Courier Corporation, 1965. Citado na
pagina 117.






Apéndices






103

APENDICE A - Integracdo via método de

residuos

Em muitas ocasioes os problemas fisicos se resumem a solugdo de uma equacao
integral ou diferencial. Nao queremos dizer que tudo se trata meramente de resolver essas
expressoes, pois antes disso existe uma série de andlises e consideracoes que é a principio
fundamental para o problema. Contudo, em algum momento terd de se lidar com esse

tipo situacao, que na maioria das vezes nao é simples.

Sobre a resolucao de integrais, existem métodos auxiliares como substituicao de
variaveis, integracao por partes, fracoes parciais, etc. Também existe um método util
e alternativo para solucionar integrais que de forma usual se tornariam complicadas e
extensas. O artificio mateméatico em questao ¢ o chamado método de integragao por
residuos. Dada a sua constatante utilizagdo para computar muitas das integrais presentes
nesse trabalho a seguir faremos uma revisao moderada e de abordagem objetiva. Assim,
do ponto de vista de uma compreensao mais profunda, muitos detalhes serdo poupados e

para maiores informagoes do tema recomendamos as referéncias citadas ao longo do texto.
A.1 Motivacao e definicoes iniciais

Sabe-se que a derivada de um fungao real f(x) é dada pelo limite

oy~ V@) S A — (@)

dx N Axz—0 Az

Semelhante a derivada de um fungao real para uma f(z), em que z é um argumento

complexo, segue-se a mesma estrutura, a saber,

oy W) FE A - )

dz A0 Az

Em virtude da semelhanca estrutural muitas das propriedades diferenciais bésicas
para fungoes de varidveis reais também sao preservadas para func¢oes de variaveis complexas

[59, p. 60], como por exemplo,

o Multiplicacao por constante:

d /
Tlef(2)] = ef (2),

a linha denoda a derivada da func¢do com respeito a z e ¢ uma constante;
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Poténcia:

Adicdo e subtracao:

L) £ 0] = F/(2)o() £ 7)o (2
e Produto: p
S1F()(2)] = F(2)g(=) + f(2)g' (=)
e QQuociente:

d [f(z)] _ ['(R)g(2) —g'(2) f(2)
dz | g(z)

Regra da cadeia: Se f = f[g(z)],

2 Flo(} = Fla:)g' ).

Além disso, as operagoes derivativas com fungoes trigonométricas, por exemplo,

sin(z), cos(z), tan(z), etc, também sao vélidas para varidaveis complexas.

O que permite o sucesso desse paralelo entre fungoes reais e complexas é o pres-
suposto de que as fungoes f(z) sejam analiticas, isto é, que suas derivadas tenham valor
unico em uma determinada regiao e portanto esse valor nao pode depender da regiao Az

no plano complexo. Se f(z) é analitica em uma regiao valem as relagoes

ou B ov ov ou

- = e _— = -,
or 0Oy ox oy
chamadas condigoes de Cauchy-Riemann, onde u = u(x,y) e v = v(z,y) sdo fungdes reais
de f(z) = u(z,y) + iv(x,y). Essas sdo condigdes necessérias para que a fun¢ao complexa

seja analitical.

Uma defini¢do essencial para nossa discussao é a do significado do termo polo. Um
polo nada mais é do que um ponto no qual uma certa funcao nao ¢é analitica, ou seja, nao
¢é bem definida. E costume dizer que nesse ponto existe uma singularidade. Por exemplo,

as funcgoes

fe)=—— g)=1. en(z)=In(z) (A1)

z—a’ z

possuem um comportamento definido com excegao dos pontos f(a), g(0) e h(0). Entao, os
polos ou singularidades sao respectivamente z = a e z = 0, pois nesses pontos especificos

as fungoes apresentam um comportamento divergente.

! Para mais detalhes ver [41, p. 667-672].
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A.2 Meétodo de Residuos

Fazer uma motivacao sobre cada contetido aqui exposto tomaria muito tempo e
espago, assim é mais conveniente elencar alguns teoremas os quais foram retirados de [41,
p. 675-683], fonte que recomendamos a leitura. Portanto, tenhamos conhecimento dos

seguintes teoremas sem prova-los.

Teorema 1 (Integral de Cauchy). Dado um contorno simples e fechado C, isto é, que
nao cruza a si mesmo. Se uma fungao f(z) é analitica dentro e sobre o contorno C, Figura
(18), podemos calcular o valor de f(z) em um ponto z = a interno ao contorno C utilizando

a sequinte relagcao

fla)= o f, 1)

2mi Jc z —a

dz. (A.2)

Figura 18 — Ilustracdo para o Teorema 1.

A

¥

Legenda: a é o ponto singular em que o integrando néo é analitico; p é o raio do pequeno disco
centrado na singularidade a. Os pequenos “caminhos retos” entre C' e C’ sao extrapolados para
melhorar a visualizagdo, porém usualmente sao feitos coincidir de modo que néao sdo representados.
Fonte: Retirado e modificado de [41, p. 675].

Teorema 2 (Série de Laurente). Seja f(z) uma funcdo analitica em uma regiao R entre
os circulos Cy e Cy centrados em zy, Figura (19). Essa fung¢do pode ser expandida na

chamada "Série de Laurente’, a saber,

2 bl b2
f(z) = ag + (11(2 — Zo) + CLQ(Z — Z()) + + (Z — Zo) + (Z _ 20)2 + . (A?))

Essa série converge na regiao R. Os coeficientes "b" compoem a denominada parte

principal da série de Laurente.
Do teorema anterior decorem as seguintes definig¢oes:

(I) Se toda a série de b é nula entdo temos que a fungao f(z) é regular em z = 2;. Uma
forma de ver isso é olhar para equagao (A.3), se todos os b, 880 zero nos resta apenas

a série em a, que nao produz resultado divergente quando z = 2.
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Figura 19 — Regiao de convergéncia do Teorema 2.

y
C2

C1

R

Legenda: zg - ponto divergente; R - Regido sombreada em que a fungdo f(z) é analitica. Fonte:
Retirado e modificado de [41, p. 679).

(II) Se todos os coeficientes b, apds o coeficiente de ntimero n sao nulos, entao diz-se
que f(z) tem um polo de ordem n em z = z;. Quando n =1 o polo é denominado

simples.
(III) Denomina-se o coeficiente b; como residuo da funcao f(z) em z = z.

Teorema 3 (Residuos). Matematicamente,
fc f(2)dz = 2mi x (S RIf(2),C)) - (A.4)

FEssa expressao nos diz que a integral da fungdo f(z) no contorno C € igual ao
produto de um fator 2mi pela soma de todos os residuos de f(z) dentro do contorno C
escolhido. O sentido de integragcdo no contorno € por definicao anti-hordrio e se for alterado

para o sentido hordrio deve-se acrescentar a equacao um sinal negativo.

A Figura (20) representa de modo visual o enunciado do teorema A.4. A fungao
f(z) é analitica entre o contorno C' e os pequenos circulos internos, Cy, C1, Cs,. .., Cy,

centrados nas respectivas singularidades.

Como conclui-se a partir do Teorema 3, em se tratando da resolugao de integrais
via método de residuos o que devemos fazer é encontrar os residuos da fun¢ao em um
contorno C escolhido. Certamente o resultado final deve ser independente do contorno
realizado, porém em muitas ocasioes um determinado contorno é preferivel em relacao a

outros por possibilitar maior facilidade e simplicidade na solucao.

A.3 Como encontrar residuos

Os métodos para encontrar residuos de func¢oes sdo muitos e a depender da estrutura
da funcao em questao é preferivel um ao invés do outro. Aqui sdo listadas algumas das
regras mais simples e usuais que serao tuteis no presente trabalho. Estas regras podem ser

encontradas em [41] onde sao fornecidos exemplos e explicagoes mais sutis.
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Figura 20 — Representacao do Teorema 3.

A

¥

Legenda: zg, 21, 29, ..., 2, s80 as singularidades da func¢ao e C é o contorno adotado, cujo sentido
é anti-horario. Fonte: produzido pelo autor com base na referéncia [41, p. 683], 2019.

e Regra para polos simples: Quando temos um polo simples, para encontrar o residuo

de R(zp) pode-se utilizar a relacao

R(z0) = Jim (= — )7 (2) (A5)
onde zy é o polo. Exemplo: Seja f(z) = 2(2;2), entdo para R(—4) temos,
. 24z 242z
R(=4) = lim [z = (=45~ = Jim, —— =1

e Regra do quociente: Dada uma fungao f(z), se podemos escrevé-la na forma f(z) =
g(z)/h(2), onde a funcdo g(z) é analitica e ndo nula no ponto de singularidade z; e
h(zo) = 0. Entao, para calcular o residuo da mesma podemos utilizar a relagao

_(z—20)9(2)  g(20)
== h(z)  W(z) (A.6)

onde a linha denota a derivada da fungao h(z) com relagdo a z. De maneira mais
formal,
f(z) = g(2)/h(2),
se ¢ g(z0) #0, finita e constante, (A.7)
h(z)) =0 e h'(z) # 0.

2z .
117, em z = mi. De acordo com a
equacgao (A.6), identificando as respectivas fungdes, temos:

Como exemplo, consideremos a fungao f(z) =

9(z) = ¢*
h(z)=1+¢e* = h(z)=¢ — h(mi)=—-1#0

= =_1.

? — g(mi) = €™ = cos(2m) +isin(27) =1 #0 L et
R(mi) =

e Regra para polos de ordem n: Se f(z) tem um polo de ordem n nés podemos
encontrar o residuo aplicando a seguinte férmula:

1 amt
(m—1)! dz

R(z) =

[(z=20)" )| (A.8)

z=z0
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m é um numero inteiro arbitrario e positivo, cujo valor é maior ou igual a ordem n do
polo. Percebe-se que o método de polos simples é um caso particular da generalizacao

(A.8) em que m = 1.

Quando a fun¢do f(z) tem um denominador fatorado que é idéntico ou pode ser
expresso como o termo (z — zp), € til fazer m coincidir com o valor do expoente deste

termo. Por exemplo, dada a funcao

_ cos(z)
f(Z) - (Z . Cl>3
para o residuo em z = a, seguindo a defini¢do anterior, temos:
1 @3t cos(z) 1 d? cos(a)
R(a) = ———— —a)?—0 - — - _
(@) (3—=1)! d= [(Z ) (z—a)]|_, 2! dz [cos(2)] o 2

Note que foi escolhido m = 3 para eliminar o denominador.

Um outro método utilizado para encontrar residuos é a série de Laurent, exposta
no Teorema 2, pois como apontado o(s) coeficiente(s) da série b, correspondem ao residuo
da funcao?, contudo ndo o mencionamos aqui porque nem sempre é facil obté-la e nos

limitamos aos métodos mais simples.

2 Para detalhes ver a discussdo em [41, p. 682]
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APENDICE B - Correcdo para a equac3o da

forca

Por praticidade, inicialmente vamos fazer a seguinte manipulacao no tltimo termo

da lagrangiana (5.1)

L= = pRu (14 507Ee )+ (1= 187 Fes ) (D0 + milof ~ blol")
1
+ 50" Fuug” [(D39)' D6 + (D) Do (B-1)

Agora, usando o fato de que D, = 9, — ieA, encontra-se

o
I
|

Lp, (1 + ;WFM) + (1 - ieaﬁFaﬁ) 0,670 — ie(0,T A — A, $T0"B)

4
e? A, A" o2 4+ m?| ]2 — blo|*] + ;eaﬁngW[aﬁwaygb —ie(0gd' A, — Agg'0,9)
+ 0,0' 050 — ie(0,0" Agd — A,0'050) + 22 Ag A, |¢|*]. (B.2)

Para as respectivas parcelas da equacao de Euler-Lagrange (5.15) encontra-se:

oL 1 .
o = (1 ~ 10 ﬂFaﬂ) lieA, 0,0 + 2624, ARG + m2p — 26|0[7]
+ ;GQBFaMg”“ [ieAg0, ¢ + QeQAZ,A5¢ +ieA, Apdl, (B.3)
oL 1 1
e — _ ZpeB B i AR —pap IEYL sk
O <1 1 Faﬁ) (06 — (e A"g] + 0% Fupig (6750, — ied" A,
© 8" Db — iedh Agd)
oL _ (1 _ Lpesp ) (06 — ie AP ] + 0% F. " [0, — ieAyd) (B.4)
8(8M¢T) 4 Oéﬂ le% v v )

onde na segunda igualdade utilizou-se o fato de que §*, = 6° " 5-

Logo,
0. {(1- ieaﬁFaﬁ> 046 — ieA"6) + 0°VF,"[0,0 — ieA, ) )

1
N <1 - 49a%5) [ieAu0u + 27 Ay A + m?¢ — 20|6|°]

1
- 590‘6Faug"“[iez45&,¢ + 2% A, Agp +ieA, Agp] = 0. (B.5)
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Com o intuito de explicitar o termo entre 9, e 0, ¢, fazemos
1 1
9, [(1 - 400‘5Fa5> e ea“Fa”} 0,6 — icd, {(1 - 49a5Faﬂ> AP+ 0V A

1
- <1 - 4eaﬁFaﬂ) lieAu0u + 2* Ay A + m?¢ — 20|6|°]

1
5eoﬁFaqu lieAgd, ¢ + 2¢* A, Agh + ieA, Agp] = 0. (B.6)

. — .. ,
Como foi comentado, o termo f* corrigido serd toda a parcela que se encontra

entre os termos 0, e 0,¢. Assim,
= 1
= =g Kl — 4«9a5Fa5) g+ @“"] V.o, (B.7)

onde definiu-se O* = 9**F ¥ e g é a métrica de fundo (background) utilizado.

E importante frisar que existe apenas um termo com a estrutura mostrada acima,
isto ¢, entre os operadores d, e 0,¢, logo com base nos argumentos precedentes essa ¢ a

expressao para a forgca que deve ser considerada.
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APENDICE C - Detalhes matematicos das
solucdes das equacdes (5.44) e (5.45).

Primeiro faremos a demostracao da equacgao (5.45), isto é, I, porque uma vez que
possui os dois fatores de escala para resolver I1, eq. (5.44), basta aplicar os procedimentos

iniciais da solucao de Is.

Dada a equacao
1

_ (= 2 > 2
I, = [m dnaa (U2)[m dma (771)(771 )t (C.1)
observa-se que
1 1 d 1
SN C.2
(m —m2)* 3dm [(771 - 7I2>3] ©2)
e
d 1 1 d
acm)— |——=| = ————d* C.3
) [(m - ng)?’] (m —m2)? an, ()] (©3)
quando 7; — Fo00.
Substituindo (C.2) e (C.3) em (C.1) encontra-se
1 foo oo 1 d
B L [ it [ i L) ’
2= 3 12a”(12) . n (m — 1) dm [a”(m)] (C.4)

Utilizando o mesmo raciocinio na eq. (C.4) para a variavel n,, vamos obter

1 foo d o0 d 1
e i [ e s
2 6./ . dnz[ (12)] Lo dm[ (m)] (1 — m2)? (C.5)
que considerando o fator de escala apresentado na equagao (3.58) assume a forma
ai [ 1 00 1 1
b P L)
’ 675 oo ? cosh? (2—3) oo cosh? (%) (m — m2)? ()

De acordo com o método de integracao por residuos existem dois polos de 2*
ordem: um localizado em n; = 1, e outro proveniente da fung¢ao cosseno hiperbédlico que
corresponde a

Mk = Mo <1€ + ;) i,
com k =0,£1,£2,£3,---. Os polos devido a fungao cosseno hiperbolico compoem uma

série de polos tanto na parte superior como inferior do plano complexo.

Definindo ¢(1;) = cosh? (%) e fazendo uma expansao em série de Taylor em torno

do ponto 1y, até segunda ordem,

sinh? (M

9(nk) = Tno(ﬁl — )+ (C.7)
0
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Escolhendo o contorno indicado na Figura (21) e utilizando a regra geral (A.8) do
Apéndice A para o calculo dos residuos de func¢oes com polos de ordem n, da equagao

(C.6) obtém-se

at oo 1
PR L A
? 615 J—o0 : cosh? (2—3)

X 2mi i S PRI U !
ZEYIC 1= Mk ,
iz ()ldm sinh? (’;1—0’“) (1 — nu)? (M — 12 + i€)? -
m=mk
2miat & 1 o0 1 1
I = : / dna : (C.8)
3 (=) sinh? (%’“) —o0 cosh? (Z—z) (e — m2)?

E importante destacar que o intervalo da soma se inicia de zero porque, dada a
definicao de 7y, é a partir desse valor que o contorno engloba todos os polos referentes a

parte superior do plano complexo.

Figura 21 — Contorno escolhido para realizacao da integral (C.6).

A

Im

Re

NE NENENENE
alalolalel

Legenda: Ambos os polos sdo de segunda ordem, mas enquanto o polo 72, representado por e,
esta sobre o eixo real, 113 constitui uma série de polos sobre o eixo imaginario, os quais estao
representado por x. Fonte: Produzido pelo autor, 2020.

Agora os polos em 75 = 1y, sdo de 3* ordem e de 2* ordem em

1 .
N2 = 1Mo (€+2> i

com ¢ =0,£1,+2,+3,---.
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Adotando o contorno indicado na Figura (22) temos

Lo 2miat & 1
? 3 (=) sinh? (%’“)
L= 1 d e 1
X (—2m1) —— | (2 — 772@) :
gzz_l (D)tdm sinh? (W> (12 — 120)2 (Mg — M2 — i€)? _—
1 1
I, = 4n*nial Z Z (C.9)

6/ =" sinh? (%f) sinh? (W) (MmE — M2e)*

Também ressalta-se que o intervalo da soma em ¢ tem inicio em —1 devido ao fato
de que esse é o valor inicial para o primeiro polo da parte inferior do plano complexo

segundo a defini¢ao de 1.

Figura 22 — Contorno escolhido para realizacao da integral (C.8).

Im

Re

Y
4

ol alalalal

Legenda: O polo 79, representado por x, esta exatamente sobre os polos 71, ®, na parte superior
do plano complexo e constitui uma série de polos sobre o eixo imaginario. Fonte: Produzido pelo
autor, 2020.

Observando que

sinh? (mk> = sinh? <W> = -1,
o To

(771k - 772@)4 = 77374(k - 6)4, (C.lO)

podemos simplificar a equagao anterior e rescrevé-la como

_ Adaf i _XO:O  dat li +ZZ ] (C.11)
T e -y g (O S k—i—E’ ' '

com a mudanca de indices —¢ — /.

O duplo somatério pode ser transformado em uma soma sobre um tnico indice

observando o comportamento dos termos da série como mostra a Tabela (1).
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Tabela 1 — Termos iniciais da dupla somatoéria na eq. (C.11).

B\ 1 2 3 4
: 1 1 1 1
16 | 81 | 256 | 625
) 1 1 1 1
81 | 256 | 625 | 1.296
; 1 1 1 1
256 | 625 | 1.296 | 2.401
R 1 1
625 | 1.296 | 2.401 | 4.096

Fonte: Produzido pelo autor, 2020.

Nota-se que cada termo se repete exatamente k + ¢/ — 1 vezes, assim uma série que
expressa corretamente os denominadores (k + £')* e a repetigao, numeradores k + ¢/ — 1,

seré da forma:

S:§<p;1> (C.12)

Para verificar que essa soma é equivalente a dupla somatoria presente na equagao
(C.9) basta desenvolver alguns termos: p=2 — S =1/16;p=3 — S = 2/81.

Assim,

= Lf) i Yy ,Hf, ] S [i (;)4 iy <pp_41>] . (C13)

2 2
5 iz ( st ( ™o |p=1 =2

Alterar o limite inferior da soma em p de 2 para 1 ndao causa nenhum prejuizo ao
resultado final, pois considerando a sua estrutura isso equivale a adicionar um termo zero

ao resultado. Entao,

_ 4ai |1 < (p—1 _4&‘11 s
I, = 7202 _£(6,>4+Z< o >]_ 22[2( 4+Z 3 Z 4}

p=1 ™o =1 p= 1p p= 1p
4t [&01] dal
L = — —| = 55¢(3). C.14
w2 p; p3] g (1)
Para a equacao (5.44),
I —/nfd /Ood O (C.15)
1= 712 . ma-{m (i — ma)t .

utilizando os mesmo argumentos e manipulagoes algébricas do inicio, egs. (C.2) e (C.3),
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encontra-se

1 pos 0 1 d
I, = f/ d / a2
1 3 0 T2 e m (7’]1 _772)3 d771 [CL (771)]
a?  [ns 00 1 1
I = —1/ d / d , C.16
! 3no Jo & —o0 mcoshQ (%) (m —ne)? ( )

que possui singularidades em 7, = no(k + 3)mi, com k = 0, £1,4+2,+3, .. ..

Adotando um contorno similar ao da Figura (21) para contornar os polos de 3*
ordem 1, = 1y, a expansao (C.7) e a regra geral (A.8), apds algumas simplificagoes,

encontra-se

. X g 1 —2minga’? & 1 1
I, = 2mina’ Z/ dns = o > [ + 3]
k=0"0 ( k=0

me — o)t 3 (nf —mr)® ik

—2minga? & 2-3 + 37
L - minpay Z 77f(77f Nk : 771k>. (C.17)
3 o Mk(ng — M)

Como queriamos demonstrar.
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APENDICE D - Soluc3o da equacio (5.68).

Vamos mostrar como encontrar a solu¢ao da equagao (5.68). Dado que

L= [[ dpdnaa™ (m)a™(m) [, 2) + 4822 fa(n. ) (1)

com
1

Julm;2) = [c5(m — m2)? —r2n

en = 2,3, as integrais que precisamos resolver sao do tipo:

Fo0 1 +o0 1 1
fan= /m e n /m o m\] [@(m —no)? — 2"
[&3 + a? tanh <2>] [ag + a? tanh <1>] P
"o To
E importante mencionar que a ordem de integracao nao importa, mas deve-se

perceber que o resultado de uma integral torna-se integrando da outra.
Para a primeira integral, rotulando-a por I,
+oo 1 1
= / d x e D.2
oo l 771)1 {[0(2)(771 —1)* — 17 } (B:2)

a3 + a3 tanh <
Tlo

seguindo a teoria exposta no Apéndice A percebe-se que existe um polo de ordem n
em cony = +r + 1y e outro de ordem 1 (polo simples) na fungao tangente hiperbélica,
que corresponde a um conjunto infinito de polos da forma tanh(n;/ny) = —a?, com

o =ad/a} > 1.

Utilizando a representacao logaritmica da funcdo tangente hiperbdlica, cf. eq.
4.6.22 de ref. [60, p. 87],

arctanh(x) = ;ln <1 + a:) :

11—z
para tanh(n; /ny) = —a? podemos escrever:

1 1 2 1 241

e _ —arctanh(a?) = — = In LAl ——In((-1)- T
Mo 2 1—a? 2 a?—1
11( D L (et i L (et

= —no=In(—=1) —no=In = —nNo— —Mo=In :

n g o5 o2 —1 o =g o2 1

Com base na propriedade de periodicidade

tanh(z + kmi) = tanh(z)
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é possivel estabelecer seguramente que

Mk = Mo + Nokmi |

generalizam os polos da tangente hiperbdlica, com k = 0, +1, +2, 43, ..., n1g = —no%i — Mg

eqg= %ln (3?:})

Escolhendo o contorno indicado na Figura (23) pode-se aplicar a equagao (A.5) do
Apéndice A, pois desta forma estao sendo contornadas as singularidades conmy = 4+ 7+ 1o

no eixo real. Entao, restam apenas os polos simples relativos a tangente hiperbdlica.

Figura 23 — Contorno escolhido para integral I(;.

M,

50N -
Re

t

w )

Legenda: x — polos de ordem n; @ — polos simples. Fonte: Retirado de [10, p. 19]

Denominando h(n;) = ag+ a; tanh ( ), uma vez que h(n;) = 0 podemos expandir

m
10
h(m) em série de Taylor em torno do ponto 7. Logo,

h(m) = k() + 2 () (m — mx) + -+

a% o [ Tk
h(m) = %sech % (m — k) + - (D.3)

Considerando o contorno indicado, o qual nos permite utilizar a regra para residuos

de polos simples e a expansao de h(n;), obtém-se como resultado para [4;:

- . Mo 1
I =2mix Z lim (9 — nux) 5]
— _ 2 _ 2In
=1 | T a2sech? <W> (m — 1) [c§(m — m2)? — 2]
o
I = 2Tl i cosh? (mk> ! (D.4)
ai o ) [eg(me —m2)* — r2]"

Como ja é conhecido, a somatéria em k surge devido a existéncia do conjunto
infinito de polos, que segundo a defini¢ao de integracao por residuos (A.4) deve-se somar

todos.
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Diante do resultado encontrado para [ a integracao na variavel ny sera:

+00 1
Iyn = / dna x I
- la% + a? tanh (mﬂ
Mo

2miny o 2 (Ulk) /+°° 1 { 1 }
1 = cosh” | — d — .
A af ;;1 Mo ) J—o0 " [ %)] [c§ (. — 1m2)? — 1]

at + a} tanh <
Tlo

Semelhante ao caso anterior (/) temos um conjunto infinito de polos simples em

tanh (12/m9) = —a?, que podem ser generalizados na expressao
Nae = Mo + Molmi (D.5)
com { =0,+1,42, ..., 9o = N9 = —no%i —Nog € g = %ln (gf})

Agora, os polos de ordem n sdo cony = 7+ 1y € representam um conjunto infinito
de polos no plano complexo como mostrado na Figura (24). Isso porque agora temos a
presenca do fator nyx, em que k£ = 1,2, ... compoe uma série de polos na parte superior do

plano complexo.

Figura 24 — Contorno escolhido para segunda integral de I4.

x
x
x

AM

x X X

Legenda: x — polos de ordem n; @ — polos simples. Fonte: Retirado de [10, p. 19].

Assim como foi feito para I vamos escolher o contorno mostrado na Figura (24) a
fim de evitar os polos de ordem n e utilizar novamente a regra para polos simples. Além

disso, considerando uma expansao em série de Taylor em torno do ponto 7y,

o(n2) = o(n) + 0 (nae) (e — M2e) + - - -

a% 2 [ T2
o(ne) = %sech E (M2 — moe) + -+, (D.6)
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obtém-se
Iq = ZWZ;?O Z cosh? (mk>
aj k=1 Mo
—omi _ZO:O lim (72 — 7920) n 2 ! 2 21n
(=1 | PP a2sech? (7;;) (112 — 72¢) [cg (ke — 12)? — 1]

4 2,2 00 —0o0 1
Ta = WTT]O > 3 cosh? <n1k> cosh? <W> - - (D.7)

aj k=1 f=—1 Mo Mo [CO<7717€ - 7725)2 - 7’2]

O sinal negativo no fator —27¢ bem como na somatoéria em —/¢ aparece devido o
contraste do sentido horario escolhido para integracao, Fig.(24), e a defini¢do na eq. (A.4)

de que o mesmo deve ser anti-horario. Simplifica-se essa equacao observando que:

1 (—1) 1 y_
= ,comb=—5— ;
[B(mr — m2e)? = 72" (weomo)* [(k — 1) + 0" w2cgig
cosh® <W> = cosh? (_m —g+ k:m> = —sinh? (g);
o 2
cosh? <W> = cosh? (_m —g+ €7rz> = —sinh? (g).
Mo 2
Entao,
I sinh” ( - D.8
o= 03 5 08

E possivel reescrevermos o duplo somatoério na equagao acima como um unico

somatoério. Para demostrar isso vamos seguir uma abordagem de natureza argumentativa.

De inicio, fagamos uma mudanca de indices em que ¢/ = —/, logo:
> 3. T - X L e (D.9)
et (Gl b k+€ )2+

Observando a disposigao de alguns termos da dupla somatéria da eq. (D.9) na
Tabela (2) para valores arbitrarios de k e ¢/, nota-se que hd uma simetria entre os termos
e consequentemente alguns se repetirao na medida em que se efetua a soma sobre os

respectivos indices.

Denominando por Siy os termos da série,

1

M T
o Sip=259y = ! + L __ 2 onde 9 = (k + ()% = (3)%
RERT gp@n C ok o+e O e




Tabela 2 — Termos iniciais da dupla somatoéria da eq. (D.9).

k| 1 2 3 4

) 1 1 1 1
[4+02] | [9+0% | [16 + %] | [25 + b?]

5 1 1 1 1
9+06% | [16 +0% | [25+ 0] | [36 + b?]

5 1 1 1 1
[16 + 0% | [254+0%] | [36 + %] | [49 + b?]

A 1 1 1 1
25+ 02] | [36 + b2 | [49+ 7] | [64 + 7]

Fonte: Produzido pelo autor, 2020.
1 1 1 3
* S =5u =5 T e Ve T Hev ey - e pp M0 =

(k+0)? = (4

® Sp3=2S53=0514=51 = onde 25 = (k + ¢')? = (5)? e assim por diante.

4
25 + b2
A partir dos resultados acima nao é dificil perceber que cada elemento da série
se repete exatamente uma quantidade de (k + ¢') — 1 vezes. Entéo, pode-se dizer que a

repeticao dos termos na equagao (D.9) obedece a seguinte relagdo matematica:

Rep [Skg/] = [(k’ + gl) — 1]. (DlO)

Ainda que considerados poucos termos é facil ver que uma série da forma

o0

Z_:erb?

com p = k + ¢, reproduz os mesmos denominadores da equacao (D.9), mas fornece um
resultado diferente porque nao expressa corretamente a repeticdo dos termos. Entretanto,
levando em conta a estrutura da equacao (D.10) e o seu significado, multiplicando o
numerador da expressao anterior por um fator de (p— 1) vamos obter uma série equivalente

a da eq. (D.9), ou seja,

Sp:i[(p—l) _

D.11
— [p? + b?]? ( )

O fator extra (p — 1) fornece a repetigao de cada termo, como na equagao (D.9) e
que estd exposto na Tabela (2). Para verificar a validade do argumento basta considerar

alguns termos:

2-1) 1

* T e T At

, que corresponde ao caso p = Siy;
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3—1 2
° 5= [(;)2 + 2]2 = 0+ bQ]n, que corresponde ao caso p = Sio + Soq;
4-1) 3 |
e S, = [OEERTE — 165 5 que corresponde ao caso p = Si3 + S31 + So, € assim
sucessivamente.

Diante das discussoes anteriores pode-se estabelecer sem perda de generalidade a

igualdade

(=1
E:E: k+@ )2+ 02" _2;@1+NW' (D-12)

k=1¢=

Seguindo com a demostragdo, utilizando a eq. (D.12) na eq. (D.8) temos

dmPng (=" (p—1)

Iy = o sinh* (¢) Y o (D.13)

Lembrando que n assume valores iguais a 2 e 3, considerando a forma da equagao

(D.1) e utilizando o resultado acima, para integral I, obtém-se

4 sinh*(g) 4A2?
Iy = —F——7F5% — D.14
Al a%ﬂQCéT/(Q] SQ(T) 7T200770 S3(T) ’ ( )

onde por simplicidade na notagao definiu-se

gpﬂﬁ

Como queriamos demonstrar.
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