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Resumo

Solugoes analiticas provenientes de equagoes diferencias nao lineares estao presentes no
contexto da teoria classica de campos. Nessa perspectiva, fazemos uma revisao acerca de
solugoes do tipo defeitos topoldgicos unidimensionais que sao os ditos Kink e Lump. A
partir disso encontramos equacoes do movimento e utilizamos o formalismo de primeira
ordem para reduzir a ordem dessas equagao que serao diferenciais e que suas solugoes serao
do tipo topoldgica. Aplicamos entao, essas solugoes na cosmologia padrao e encontramos
cenarios que corroboram com as diferentes fases de evolugao do Universo. Neste trabalho
realizamos estudo sobre cendrios cosmoldgicos, com o intuito de descrever a fase atual de
expansao do Universo, a partir de modelos hibridos de quintesséncia, construidos a partir

de inflatons assimétricos.

Palavras-chave: Defeitos Topoldgicos. Formalismo de primeira ordem. Cosmologia.

Campos escalares.






Abstract

Analytic solutions associated with nonlinear differential equations are present in the
context of classical field theory. In this dissertation, we made a review covering the main
concepts on one dimensional defect like solutions known as Kink, and Lump. During our
investigation, we determine the equations of motion related with such defects, and we also
used the so-called first-order to find analytic defect-like solutions. We then applied these
solutions in standard cosmology and we discovered scenarios which are compatible with
the different phases of evolution our Universe passed through. In this work, we carried out
a study on cosmological scenarios, in order to describe the current phase of expansion of

the Universe, based on hybrid models, built with asymmetric inflatons.

Keywords: Topological Defects. First order formalism. Cosmology. Scalar fields.
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1 Introducao

Para que um modelo cosmoldgico possa descrever o Universo atual, é relevante
avaliarmos se o mesmo acomoda os dados observacionais de forma satisfatoria. Em 1998,
foram realizadas medidas de distancia e velocidade de afastamento das Supernovas por dois
grupos de pesquisa denominados High-z Supernova Search Team e Supernova Cosmology
Project, os quais observaram que o Universo estd em fase de expansao acelerada [1], [2]. O
processo de aceleragao do Universo tem origem desconhecida e sua fonte foi denominada

de energia escura.

De acordo com a Teoria da Relatividade Geral (TRG) a energia escura pode ser
descrita por uma constante cosmoldgica (A), a qual descreve o Universo com expansao
dominada por um termo de pressao negativa. Essa constante apresenta duas inconsisténcias
relevantes, que sdo: a divergéncia de 120 ordens de grandeza entre as medidas via densidade
de energia do vacuo e do valor esperado no ponto zero via teoria quantica de campos,
além do chamado problema da coincidéncia césmica [3]. Uma alternativa para explicar
essa fonte de aceleragao é representada como um campo escalar estabelecendo o modelo
¢ —CDM (Cold Dark Matter), onde ¢ é denominado de inflaton [4]. O modelo ¢ — CDM
possibilita investigar solucoes cosmologicas baseadas na dinamica deste campo escalar a

partir de suas equagoes de movimento.

A motivacao de escrever este trabalho estda em estudar o comportamento do Uni-
verso ancorando-se em campos escalares e em solugoes inspiradas em defeitos topoldgicos.
Além disso, escolhemos trabalhar modelos hibridos, pois estes nos permitem gerar com-
portamentos nao triviais para os parametros cosmolégicos [5], [4]. Nossa abordagem de
investigacao foi dividida nos capitulos a seguir. Inicialmente, no capitulo 2, apresentamos
uma revisdo de Teoria de Campos para um tnico campo escalar em (1,1) dimensoes, onde
encontramos a equagao do movimento relativa a uma dada densidade de lagrangiana e a

partir do formalismo de primeira ordem podemos reduzir a ordem desta equacao.

Explanaremos ferramentas como o Método BPS (Bogomol'nyi-Prasad-Sommerfel),
a qual nos permitira caracterizar diferentes tipos de defeitos. No decorrer dessa explanacao
veremos que, matematicamente, solugoes estaticas de equagoes diferenciais nao-lineares
com energia finita sao caracterizadas como defeitos, os quais podem ser topologicos ou
nao-topolégicos. Para campos unidimensionais temos que o primeiro tipo de defeito
supracitado é conhecido como kink, ja os defeitos nao-topologicos sao denominados por
lumps. No presente capitulo, analisaremos também a estabilidade de tais defeitos através

de seu comportamento quando submetidos a uma pequena perturbacao.

No terceiro capitulo, abordamos modelos compostos por dois campos escalares reais,
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além de novas ferramentas como o método de érbita tentativas, que permite a determinagao
de modelos analiticos. Além disso, revisamos um método baseado em Orbitas, proposto
por Brito e Dutra [6], a partir do qual é possivel determinar novas classes de solugdes

topoldgicas, nas quais os defeitos sao assimétricos.

No quarto capitulo, fazemos uma abordagem de cosmologia relativistica, na qual
derivamos as equagoes de campo de Einstein a partir da métrica de Friedmann-Lamaitre-
Robertson-Walker (FLRW). Ainda neste capitulo, encontramos as equagoes de Friedmann,
a equacao de movimento do campo de inflaton e encerramos nossas discussoes abordando

o formalismo de primeira ordem no contexto de modelos cosmoldgicos.

No dltimo capitulo fazemos uma anélise de parametros cosmolégicos utilizando
um modelo hibrido de inflaton, baseado nas solu¢oes topologicas encontradas no terceiro
capitulo e mostramos cenarios interessantes capazes de descrever as diferentes era de

evolucao do nosso Universo.

No final do trabalho, incluimos trés apéndices para facilitar a compreensao de
algumas passagens de demonstragoes de equagoes. Temos o apéndice A que traz a
minimizagao da acao chegando na equacao de Euler-Lagrange. No apéndice B, trazemos
a variacao do tensor métrico e no ultimo apéndice mostramos célculos dos simbolos de

Christoffel nao nulos e dos tensores de Ricci para a métrica FLRW.
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2 Teoria de Campos para um Campo Escalar

— (1,1) Dimensdes

Pode-se destacar que uma teoria de campos é um conjunto de ferramentas mate-
maticas que descreve a Fisica de particulas elementares, através de campos via formalismo
lagrangiano e\ou hamiltoniano, além disso, tem como caracteristica permanecer invariante
a qualquer sistema de referéncia [7]. Neste estudo ¢é realizada uma breve digressao a
respeito da teoria de campos, com uma abordagem lagrangiana, especialmente no estudo
de campos escalares em (1,1) dimensoes, sendo uma dimensao espacial e outra temporal [8].
No regime de campos classicos, ha uma série de ferramentas eficazes para exploracao de
problemas fisicos. A primeira delas é o Método BPS (Bogomol'nyi, Prasad e Sommersfield)
9], [10], o qual viabiliza encontrar minima energia nao trivial de uma dada configuragao
de campo, bem como, caracterizar diferentes solugoes do tipo defeito. Outra ferramenta
exposta ao longo deste capitulo é o método de deformacao, que possibilita a determinacao
de solucoes analiticas de modelos generalizados de campos escalares a partir de modelos

bem estabelecidos.

Inicialmente, consideramos que um dado modelo composto por um campo escalar

real é descrito a partir da seguinte densidade de lagrangiana,

L= L0u00°0 — V() (2.1)

cuja agao correspondente é

g = / d*2L(6,0,0), (2.2)

onde dz* = d®zdt é o elemento de volume no espaco-tempo. A variacdo da acdo, de
acordo com o principio de Hamilton ou de minima agao, mostra que de todas as trajetorias
possiveis entre dois pontos, havera uma que minimiza a agao, de forma 65 = 0. Aplicando o
principio de Hamilton na a¢ao acima, determinamos a chamada equacao de Euler-Lagrange,

cuja forma é

oL 9 oL
06 "0(9,9)

maiores detalhes das passagens algébricas para obter (2.3), podem ser encontradas no

=0, (2.3)

apéndice A.

Dado que estamos trabalhando com um campo relativistico em um espaco plano,

utilizaremos o tensor métrico de Minkowski, cujas componentes sao
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1 0 0 0
0 -1 0 0
L, = 2.4
[ 0 1 0 ( )
0 0 -1

O tensor acima, nos permite representar uma derivada contravariante do campo

CcOomo

0" = 6**030, (2.5)

assim, substituindo a equagao acima em (2.1), temos

1 o
£ = 59" 0a0050 ~ V(6), (2.6)
a qual resulta na equacao de movimento
av
0,0M'p+ — =0, (2.7)
do
ou ainda em
Vy+d—¢"=0. (2.8)
com Vj = %, ' = % e = %f. Considerando um campo escalar estatico, a equacao de
movimento é representada como
i - V¢. (29)

Posteriormente, serd necessario fazer a reducao de ordem dessa equagao, para que

seja mais facil encontrar suas solucoes.

2.1 Formalismo de Primeira Ordem para Um Campo

O formalismo de primeira ordem, introduzido por Bazeia et al. [11], nos ajuda a
obter solugoes estaticas de uma forma mais simples, ao reduzirmos a ordem da equagao
diferencial. Verificamos que (2.9) trata-se de uma equagao diferencial de segunda ordem,
que em geral serd nao-linear e de dificil resolu¢gao. No intuito de reduzir a ordem da

equagao de movimento, vamos multiplicar ambos os lados de (2.9) por ¢/, resultado em

¢/¢// — v¢¢/’ (210)

integrando ambos os lados em relacao a coordenada espacial x, ficamos com

/d:c <¢/2> Cjivda: (2.11)
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implicando na equacgao diferencial de primeira ordem
¢ =+V2V. (2.12)

Onde definimos a constante arbitraria de integracdo C como nula a fim de gerarmos
sistemas que possuam energia finita [12]. Na proxima se¢do, vamos mostrar outro caminho

possivel para reduzir a ordem da equagao de movimento através de argumentos fisicos.

2.2 Método BPS

O método desenvolvido por Bogomol'nyi (1976) e separadamente também por
Prasad e Sommerfield (1975), ficou conhecido por (BPS), foi apresentado para solugoes
classicas do tipo parede de dominio. Esse método nos permite investigar solucoes do tipo

defeitos para teorias de campos escalares a partir da minimizagdo de energia do sistema.

A densidade de energia relativa a um modelo de campo escalar real pode ser obtida

a partir do chamado tensor energia-momento, cuja forma é

oL
HY = 0" — g L. 2.13
5(0,9) 219
Substituindo a lagrangiana (2.1) na equagao acima, obtemos como componente T°° a
relacao
¢
T = p(z) = ? +o V(o). (2.14)

Considerando o regime de campo estatico, a equagao anterior é reduzida para

12
ple) = —L= T+ V(9), (2.15)
a partir da qual podemos calcular a energia total do sistema. Deste modo, ficamos com

E= /+Oo )de = /_;OO [f + V((ﬁ)] dz. (2.16)

O método BPS consiste em reescrever o integrando desta equacao na forma de um quadrado

perfeito, ou seja, como

e=f

Consequentemente, podemos considerar que a energia total do sistema é dada pela soma

<;5 T \/W) +V2V ¢ (2.17)

de duas contribuigoes, de tal modo que £ = E; + FEs, de tal forma que a primeira parcela

serd sempre nao-negativa [13], onde

E, = /+OO d:v; (¢ 7 V2V), (2.18)

—00
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E, = /M da (iqs’\/ﬁ)z. (2.19)

Para minimizarmos a energia do sistema, temos que E; > 0, assim £ > FE5. Portanto,
a energia é minima é F = F,, que ocorre quando F; = 0. Note que se a energia
correspondente a Fy for igual a zero, teriamos uma situacdo em que o campo ¢ seria
constante, ou que o potencial V' seria nulo, caracterizando um cenario trivial. Desta

maneira, obtemos o vinculo

E = B, (2.20)

E= /dx (£0'V2V). (2.21)

Podemos definir o potencial em termos de uma nova funcao denominada de superpotencial.
Assim, o potencial passa a ser escrito segundo

_1

V
2

Wy, (2.22)
desta maneira, a energia em termos do superpotencial é dada por
E—+ / ' Wy, (2.23)

de modo que ¢'Wy = %% = %. Podemos entao, substituir essa relagao na energia total,

resultando em

E= i/m dxag/;/, (2.24)
de modo que,
E=[W¢(+o0)] = W [¢(—o0)]|. (2.25)

Vale salientar que a escolha de W, acontece por analogia com a Mecanica Quantica
Supersimétrica, na qual esta fungdo simula o setor bosonico da teoria. Outra vantagem de
utilizar esse método, decorre do fato da energia poder ser calculada facilmente a partir da

forma funcional de W e do comportamento assintotico do campo ¢.

A defini¢do exibida na equacao (2.22) nos permite obter

¢ ==EW,(9), (2.26)

como as equagoes de primeira ordem e de movimento para o campo escalar, respectivamente.
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2.2.1 Solucdo do tipo Kink

Uma possivel solucao estatica que pode ser abordada em defeitos unidimensionais,
é a solucao tipo Kink. A fim de determinar um modelo com esta solucao, vamos trabalhar

com o seguinte potencial

1

Vig)=5(1- #)’, (2.28)

popularmente conhecido como potencial ¢* e cujo grafico pode ser apreciado na Figura 1.
Nesta figura, podemos visualizar dois pontos de minimo denominados estados de vacuo,
que representam os comportamentos assintéticos do campo ¢, além de um maximo local

na origem.

0.8

0.6 -

02

Figura 1 — Grafico do potencial ¢*.

A partir das equagbes (2.22) e (2.28), obtemos o seguinte vinculo para W
Wy =1-— ¢ (2.29)

Na busca pela energia do sistema, precisamos saber quem serd o W (¢), para isto, basta
integrarmos a fun¢ao anterior, nos levando a

3

W(o) = [dow, = -5 (2.30)

Com esse resultado, temos que as equagoes de movimento (2.27), (2.26), serdo escritas,

respectivamente, como sendo

¢ =20(¢" — 1), (2.31)

¢ =£(1 - ¢?). (2.32)

Lembrando que estamos interessados em solugoes com energia finita. Percebemos que a

equagao acima tem duas solugoes possiveis, que sao ¢4 = 1, que nos informa solucoes de
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energia nula e indicam os vacuos classicos do modelo [14]. Uma outra classe de solugoes

nao triviais é composta por
¢+ = +tanh(z). (2.33)

Os comportamentos dessas solugoes sao revelados na Figura 2, onde podemos visualizar
que em torno de z = 0, existe uma regiao de transicao entre os valores assintoticos dos

campos. Tal regiao é conhecida como parede de dominio.

1.0
0.5

0.0

$(x)

Figura 2 — Solugoes do tipo kink (linha continua) e anti-kink (linha tracejada)

Analisando os limites assintoticos do campo, averiguamos que

W(-oo)=1-5=2 (2.34)
W (400) = —1 — ; = —g, (2.35)

como vimos, a energia BPS de um modelo como este é tal que
E =|[W(-00) — W(4+00)]|. (2.36)

Assim, substituindo os valores dos superpotenciais encontrados ficamos com

o= [4-3-4

sendo esta a energia correspondente aos defeitos tipo kink e anti-kink.

2.2.2 Solucdo do tipo Lump

Uma outra classe de solugao que surge em modelos compostos por um campo
escalar real, sao os chamado defeitos tipo Lump, ou solucao nao-topologica. Tais defeitos,

sao solugoes que transitam em uma tnica configuragdo de minimo de um dado potencial
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[15]. A fim de exemplificar o comportamento dos Lumps, vamos trabalhar com um modelo

conhecido como ¢* invertido, cujo potencial tem a forma

V(9) = 361 - &) (2.39)

Este potencial encontra-se representado graficamente na Figura 3, na qual vemos a presenga

de um tnico vacuo do potencial, localizado em ¢ = 0.

Vi)

/S o~ _— N\, ’

Figura 3 — Grafico do potencial ¢* invertido.

2
e
2

Wy = o1 —¢?, (2.39)

de modo que, ao integrarmos a equacao de primeira ordem correspondente a este modelo,

Considerando que podemos escrever V = =2, ficamos com

obtemos a seguinte solugao
¢ = tsech(x). (2.40)

Analogamente as analises da solugao tipo Kink, para obtermos a energia do sistema

precisamos determinar a funcao W. Deste modo, temos que

W= /dng¢ - /dgb {@/1 - gﬂ , (2.41)

obtemos

3
2

W = —;(1 — ¢?)2. (2.42)

Ao analisarmos o grafico da Figura 4, observamos que esses defeitos possuem como
valor de vacuo ¢ = 0 e tem seus valores maximos em ¢ = +1, sendo estes ultimos os

pontos nos quais o potencial V' também se anula.
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Figura 4 — Solugao positiva do tipo Lump - Linha continua, e solu¢ao negativa - Linha
tracejada.

Podemos ver que a energia BPS (carga topoldgica) extraida a partir de (2.17) é

E =+ [W(—00) — W(+00)], (2.43)

1 : 1 :

E = [—(1—0)3] - [—(1—0)3] = — 0. (2.44)
3 3

O fato da energia BPS (carga topoldgica) ser nula caracteriza que as solugoes tipo

Lump nao sao topoldgicas.

2.3 Estabilidade Linear

Vimos anteriormente, como podemos caracterizar defeitos em uma dimensao como
Kinks e Lumps. Nesta secao abordaremos como essas solugoes evoluem quando sujeitas
a perturbacoes. Para fazermos tal andlise, partimos de uma solu¢cdo com dependéncia

temporal do tipo

¢(x7 t) - Qbs(x) + 77(% t)? (245)

onde o termo 7(x, t) representa uma pequena perturbacao ou flutuagao em torno da solugao
estatica. A fim de averiguarmos a evolucao desta solugao, vamos substitui-la na equagao

de movimento do campo, resultando em

Po(x,t)  *¢(x,t) n dv.

9 o tag = (2.46)

Substituindo (2.45) em (2.46) obtemos diretamente que

av

oy = 0. 2.47
1, (247

=@ —n"+
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Expandindo o potencial em torno de n = 0 encontramos
Vo, +ii = &5 = 1" + 1V, = 0, (2.48)

cuja forma pode ser simplificada a partir da equac¢ao de movimento (2.9) para configuragao

estatica, nos levando a

77 — 77// + 7]V¢S¢S = O, (249)

Para resolver essa equacao de segunda ordem, recorremos ao método de separagao

de variaveis, usando o seguinte Ansatz
n(z,t) = nu(x) cos(wnt), (2.50)

onde w, representa os modos de oscilagao da perturbacdo. Ao utilizarmos a equagao
(2.50) na equacao do movimento, determinamos uma equacao do tipo Schroedinger para a

perturbagao n, cuja forma é

d*n,
dax?

onde w? serdao os autovalores. Tal equagdao pode ainda ser reescrita como

+U(2)1h = Wit (2.51)

Hnp(2) = Wiy, (2.52)
sendo que
a?  d*V
H=———+—= (2.53)
2 2 ’
i,
onde % = V,,¢s. Podemos ver que os autovalores w? > 0, caso contrario haveria

argumento imaginario na equacao (2.50), na fungdo cosseno, violando a suposigdo de

pequena perturbacao. Observemos também que

WQ
V(e = = (2.54)
dW
Wa% - M,
¢; = W¢s7
resultando em
>V
- W = std’s + W¢s¢s¢s7 (255)
¢:¢s

assim, a estabilidade desses potenciais pode ser mostrada de forma geral a partir do
reconhecimento de que o hamiltoniano correspondente é descrito por [14]
2

d
H - —@ ‘l‘ W(Zfs% —|— W¢5W¢5¢s¢s' (256)
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Tomando uma analogia com a Mecanica Quantica, podemos reescrever a equagao

acima em termos de "operadores'a e af do seguinte modo
H = aa, (2.57)

sendo que

d d
fa={—+W —— + W : 2.58
a'a (dx + ¢>s¢s> ( ot ¢>s¢s> (2.58)
Consequentemente, a equagao (2.51) passa a ser dada por
atan,(z) = win,, (2.59)

impondo a existéncia de um modo zero de energia, no qual wy = 0, ficamos com

d
ato = <_d.il§ + W¢S¢S> o = O, (260)
ou seja,
dno
—+ W =0. 2.61

Integrando ambos os lados da relagao anterior, vamos obter
no = Ae*J Wososdz, (2.62)

sendo A uma constante de normalizacao. Uma pequena sutileza facilita a integracao desta

equacao. Percebendo que que o superpotencial pode ser representado como

d W, d %%
Weop, = ——In(Wy) = 22 40 _ W, W, (2.63)

dx

Entao, ao considerarmos essa relacao em 7, encontramos
ny = Ael"Wes), (2.64)
que por sua vez pode ser escrita segundo

T = AW¢5. (265)

Desta maneira, caso o perfil da solugao 1y corresponda ao do modo zero de oscilagao,
teremos uma solucao estavel. Ja, se o perfil de 7y possuir nés, entao esta solucao esta
relacionada com outro modo normal de oscilagao, podendo decair em um estado de menor

energia, cujo autovalor serd w? < 0, implicando em instabilidade de ¢(x,t).
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2.3.1 Aplicacao de estabilidade linear para kinks e lumps

A seguir, faremos as analises de estabilidade dos dois modelos de um campo,
descritos pelos potenciais ¢* e o ¢* invertido. No caso do potencial ¢*, ao substituirmos a

equagao (2.33) em (2.29), ficamos com
Wy =1 — tanh?(x) (2.66)
Dessa forma, pela equagao (2.65) o estado 7o, serd
1o = Asech?(z), (2.67)

esse ¢ o modo de menor autovalor. No grafico da Figura 5 percebemos que essa solugao é
compativel com o perfil de um modo zero de oscilacao, ndo possui nés, o que mostra que

nao existe autovalor negativo [13] resultando em estabilidade da solucao tipo Kink.

o

-4 0 4

Figura 5 — Modo-zero do modelo ¢*

A fim de analisarmos o modelo relativo ao potencial ¢* invertido, substituimos a

equagao (2.40) em (2.39), resultando em
Wy = sech(z)y/ (1 — sech®(z)), (2.68)
a qual pode ser reescrita como

W, = sech(z)y/ (tanh?(z)) (2.69)

W, = sech(z) tanh(z). (2.70)
Deste modo, a equagao (2.65) resulta no estado

no = Asech(z) tanh(zx), (2.71)
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podemos observar que os lumps apresenta nds, uma vez que essas solugoes nao sao
monotonicas, o que implica que existe estado com autovalor negativo. Esbocando na

Figura 6,

o

Figura 6 — Modo-zero do modelo ¢* invertido

Percebemos que o perfil de 7y correspondente ao potencial ¢* invertido e as suas
solucoes tipo defeito, é compativel com o primeiro modo normal de oscilagao. Consequen-

temente, a solugao ¢ = sech(z) é instavel sob pequenas perturbagoes.

Além do Método BPS, temos acesso a outro, bastante eficaz, pelo qual podemos
construir novos modelos analiticos com soluc¢des do tipo defeito para um campo escalar
real. Tal metodologia é conhecida como Método de Deformacao, o qual sera discutido em

detalhes na préxima secao

2.4 Meétodo de Deformacao

O método apresentado em [16] consiste em uma ferramenta capaz de gerar novos
modelos baseados em um modelo ja bem conhecido. Os ingredientes fundamentais desse
método sao um potencial de partida relativo a um modelo analitico, acrescido de uma
funcao deformadora. As solugoes dos novos modelos construidos sao denominadas de

defeitos deformadores.

Veremos como encontrar essa funcao deformadora partindo da lagrangiana para
um campo escalar, dada pela equagao (2.1) e supondo um outro modelo representado pelo

campo Y, tal que

L= 0,006 V(o) 272)

1 -
£=50x0"x =V (x)- (2.73)
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Para ambas densidades de lagrangiana, teremos solugbes estaticas ¢ = ¢(x) e

X = x(z) que satisfazem as equagoes de movimento
"=V, (2.74)

X' =V, (2.75)

de modo que, suas equagoes de primeira ordem para campos ¢ e Y, sao dadas por
¢ = V2V, (2.76)
X = £V2V. (2.77)

Agora estabeleceremos uma relagdo entre os dois modelos, através do seguinte

mapeamento

¢ = f(x) (2.78)
x=f"9), (2.79)
onde f(y) é dita fungdo deformadora. O mapeamento acima estabelece os seguintes
vinculos
do _ dfdx , dx_do (df)" (2.50)
de  dydr " dr  dx \dy ' '
Notamos que a equagdo anterior pode ser reescrita como
1
X* =", (2.81)
I
assim, substituindo as equagoes (2.76) e (2.77) em (2.81), obtemos
——\ 2 2 1
(V2¥) = (v20) (2.82)
X
~ V pu—
7 Vie=r)) (2.83)
f2
X

Conseguimos nessa ultima equagao estabelecer a relacao entre o potencial nao
deformado e o deformado. Temos que a solugao para o novo modelo pode ser obtida

diretamente da relagao de mapeamento, ou seja, a partir de
¢(x) = [~ (x(@))- (2.84)

Com isso, vemos que tendo um modelo bem conhecido e uma funcao deformadora,
conseguimos criar outro modelo, que ja traz informagoes sobre pelo menos uma funcao

analitica [17].
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3 Teoria Para Dois Campos Escalares Reais

Abordaremos neste capitulo generalidades de modelos compostos por dois campos
escalares. As ferramentas vistas para um unico campo escalar, podem ser estendidas para
dois campos, neste caso, o formalismo nao é muito diferente do ja visto anteriormente.
Estudaremos também uma técnica para determinar novos modelos analiticos compostos
por dois campos escalares, denominada método de extensao. Outros topicos que serao
abordados em nossas discussoes sao a analise do modelo BNRT e o método de érbitas
tentativas baseado na proposta de Rajaraman [18], que permite encontrar solugoes topolé-
gicas do tipo BPS. Por fim, apresentamos novos modelos analiticos gerados a partir do

método de érbitas tentativas.

Dado um modelo composto por dois campos escalares reais dados por ¢ = ¢(x,t) e

X = x(z,1), cuja densidade de lagrangiana é

L= ; GOV + ;(‘%X@“X ~V(,x). (3.1)

Seguindo procedimentos andlogos aos calculos de modelos compostos por um tnico campo,

obtemos as equacoes de movimento,

¢—¢"+Vy=0, (3.2)

X —X"+V, =0. (3.3)

Novamente, para encontrar a energia do sistema, consideramos que a densidade de

energia correspondente para este modelo, no caso estatico, é dada por

) =2 V), (3.4)

consequentemente, a energia total é obtida a partir de

E’:/J:Op(x)dx:/;oo li+’2+v<¢, )| de. (3.5)

Ao definirmos que o potencial V (¢, ) pode ser expresso como

We Wy

V(6.x) = 5 + 5t (36)

a energia total do sistema passa a ser escrita da seguinte forma

400 400 ¢/2 X/2 W W2
E= / _ / x| 0 . .
z)dr = . [ 5 + 5 + 5 +— 5 dx (3.7)
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Aplicando o método BPS para este modelo averiguamos que
B [0 £ W (£ W) £ 267, £ 2 do (3.8)
resultando nas equagoes diferenciais de primeira ordem
¢ =W, (3.9)
X' = £W,. (3.10)

Além disso, encontramos que a energia total do sistema possui a forma

B= [T @W Wy, (3.11)
cuja integracio implica em
B = W [6(+00), x(+53)] = W [¢(=00), x(~o)] (3.12)
ou ainda
E = AW. (3.13)

Tendo em maos esses resultados, podemos agora estudar uma nova ferramenta para a

determinacao de modelos analiticos, denominada método de extensao.

3.1 Meétodo de Extensao

Proposto em 2013 [19], esse método consiste em produzir modelos de dois campos
partindo da combinacao de dois modelos de um campo. Para efetivacao desse processo, é
necessario ancorar-se no método de deformacao, pois é preciso estabelecer dois modelos de
um campo mapeados por uma funcao deformadora. Vimos que a funcao de deformagao
é dada pelas equagoes (2.78 e 2.79), e ainda que as equagoes de primeira ordem de dois

modelos de um campo deformados sao (3.9 e 3.10).

O método de extensao pode ser implementando observando-se que dois modelos de

um campo mapeados via uma fun¢ao deformadora obedecem ao vinculo

9 Wy(9)
X’ Wx(X).

J& um modelo de dois campos deve satisfazer as seguintes equagoes de primeira ordem

(3.14)

¢ = Wy(d,x), (3.15)

X' =Wy (o, x), (3.16)
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as quais podem ser reescritas como

o _ ¢ _ Ws(d:x)

= . 3.17
dx X' Wy, x) (817)

A solugao da equacao anterior sera uma funcao do tipo
o= f(x), (3.18)

conhecida como equacao de orbita, revelando uma relacao andloga ao mapeamento de dois

modelos de um campo via método de deformagao.

Consequentemente, a ideia fundamental do método de extensao é transformar
a equagao (3.14) em (3.17). Para tanto, vamos reescrever a fungao Wy de trés formas

diferentes, mas equivalentes, ou seja, como

Wy(x) = Ws(9, x) = Wy(9), (3.19)

onde, consideramos o mapeamento ¢ — f(x) e x = f~!(¢). De maneira analoga, podemos

expressar W, como
Wi (x) = Wi(9, x) = W (9). (3.20)

Tais defini¢oes nos permitem reescrever (3.14) segundo

¢ Wy aWo(x) + aaWe (0, X) + asWy(9) + c1g(x) + c29(6, x) + c39(¢)

, (3.21
VW, bV, (00 + bWy (6,1) + bWV (@) (3:21)
na qual os parametros a;, b; e ¢; com i = 1,2, 3 devem obedecer aos vinculos
aq —f- a9 —|— as = 17 (322)
bl -+ bg + bg = 1, (323)
C1 + Co —f- C3 = 07 (324)

onde g é uma fun¢do que permite escrever W(qb, X) de forma univoca.

Um outro vinculo importante que o modelo de dois campos deve obedecer é
W = Wye, (3.25)

ou seja, estas derivadas devem ser comutativas. Tal vinculo estabelece como consequéncia

que

arWay (X) + aaWey (0, X) + c1gx(x) +  c29x(9, X)
= b2W¢>X(¢a X) + b3wx¢(¢)- (3-26>
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Essa equacao nos permite calcular a funcao g, bem como determinar a forma final
do superpotencial W (¢, x). Uma grande vantagem dessa metodologia é que o modelo de

dois campos construido possuira ao menos um par de solugoes analiticas.

A fim de determinarmos a forma do superpotencial de dois campos, permita-nos

integrar a equacao (3.26) em relagdo & y, resultando em

[ X @Wa (00 + @ War (60 + agy(X) +ea0.(é:)
[ X B War(9.0) +baWoo(6) . (327)

de modo a obtermos

a1 Wo(x) + aaWy (@, X) + c19(x) + c2g(®, X) = baW5(9, x) + bsWo (). (3.28)

Por uma questao de escolha, assumiremos que o parametro ¢; é nulo, implicando

em
C29(0, X) = bW (9, X) + bsW(¢) — ar W (X) — a2Wo(, x).- (3.29)

Além disso, ao tomarmos x = f~(¢), podemos representar g(¢) como
29(9) = baWy(9) + bsWo () — ar Wy () — azWy (o). (3.30)

Assim, substituindo (3.29) e (3.30) em (3.21), obtemos

W¢> =aWe(x) + aaWy(o,x) + asWy(o)
+ baWy(, x) + 03Ws(9) — anWy(x) — a2Ws(9, x)
— 0aWy(9) — bWy (0) + ar Wy (o) + a2 Wy (9), (3.31)

que apoés algumas manipulagoes diretas resulta em

Wy = (a1 +az +az) Wy(d) + baWy(e, x) — b2We(), (3.32)
= Wy(9) + baWy(d, x) — baWoy(0), (3.33)
= (1= ba)Wy(d) — baWo (b, x), (3.34)
Wy = bWy (x) + b2 (6, X) + bsTWy (). (3.35)

3.2 Modelo BNRT

O modelo proposto por Bazeia, Nascimento, Ribeiro e Toledo introduzido em [20]
[21], ficou conhecido como BNRT e é utilizado em diversas aplica¢oes por representar um

exemplo de modelo de dois campos acoplados com solugoes analiticas.
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O superpotencial relativo a essa abordagem ¢ tal que

1
W(¢7 X) = ¢ - §¢3 - T¢X27 (336)

onde r é uma constante. Essa forma de W resulta no seguinte potencial

V(9,x) = 51— ) = 5+ 20, (3.37)

e nas equacoes diferenciais de primeira ordem

gf:iwg:ia—¢%ﬂwﬁ, (3.38)
dx
dx

Ao analisarmos os estados de vicuo deste modelo, percebemos que V (¢, x) = 0,

para os seguintes regimes

Y=0—¢==+1, (3.40)

1
= ::l:—
¢ O_>X \/F’

caracterizando os pontos de minimos do potencial. Note que reproduzimos o modelo ¢*

(3.41)

ao tomarmos, x = 0 em V (¢, x).

Figura 7 — Gréfico do potencial relativo ao modelo BNRT.

No gréfico da Figura 7 verificamos que o modelo contém cinco setores BPS, que

estao entre os pares de minimos, assim divididos
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e [£1,0] energia Epps = %, um setor topologico;
° [jzl, ﬂ:#} energia Fgps = %, quatro setores topologicos;

° [O, i%} energia Fgps = 0, um setor nao-topologico.

As solugbes que conectam cada um desses setores podem ser determinadas através

do método das érbitas tentativa ou via fator integrante.

3.3 Método de Orbitas Tentativas

Esse método tem por objetivo desacoplar equacgdes de movimento com dois campos

escalares [22]. Para que seja utilizado devemos seguir os seguintes passos [23]

1° passo: Selecionamos um setor BPS. Determinamos os minimos do potencial

V (o, x), que sdo os pontos criticos do superpotencial W (¢, x), ou seja W; = W (¢;, xi) #
I/Vj = W(¢ja Xj)'

2° passo: Escolhemos uma érbita que envolva os dois campos

F(¢,x) =0. (3.42)

3° passo: Testamos se a Orbita satisfaz as equagoes diferenciais de primeira ordem.

4° passo: Desacoplamos as equacoes diferenciais de primeira ordem utilizando a

orbita e apos isto, integramos para obter as solugoes.

Na proxima secao iremos explorar novos modelos baseado nesse método de orbitas.

3.4 Defeitos Assimétricos a partir de Orbitas Tentativas

Estudaremos agora o procedimento baseado no método de érbitas para dois campos
escalares, apresentado em [6]. Para implementacao desse método, e relevante que os modelos
estejam relacionados com potenciais compostos por dois ou mais minimos degenerados.

Em casos como esses, é possivel encontrar solugoes topoldgicas conectando tais minimos
[24].
Um dos modelos que podem ser abordados nesse contexto é o BNRT, por exem-

plo, que possui uma estrutura de vacuo com quatro minimos degenerados. A fim de

implementarmos o procedimento, vamos considerar uma o6rbita dada por
F(¢.x) =C, (3.43)

onde C' é uma constante. Agora diferenciando essa fungdo obtemos

F(g,y) = 85 do + 8—Fdx = 0. (3.44)
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Lembrando que as equacoes diferencias de primeira ordem deste modelo sdao tais que

g—f =xWy e % = £W,, podemos combina-las para escrever
Wyde — Wydx = 0. (3.45)
Observamos que ao multiplicarmos a equacao (3.45) por um fator de integracao
H(¢), obtemos
H()Wyd — H(9)W,dy = 0. (3.46)

Consequentemente, podemos estabelecer uma relagao entre as equagoes (3.44) e (3.46), de

modo a obter

OF
i H($)Wy, (3.47)
OF
3 = —H($)W,. (3.48)

Precisamos definir qual serd a forma do fator de integragao H(¢). Para garantirmos que
dF (¢, x) seja diferencial exato, a seguinte restricao deve ser atendida
PE  OPF
090y Ox0¢’

além disso, a funcao F' deve ser univoca, assim temos que Fy, = F,4. Utilizando as

(3.49)

equagoes (3.47) e (3.48) em (3.49), e fazendo as devidas derivadas encontramos
HW,, = —HyWy — HW,, (3.50)

que apo6s manipulacoes resulta em
H, ¢ (Wxx + W¢¢)

—_—— =T 3.51
H Wy ( )
A equacgao anterior pode ser reescrita como
d (Wi + W)
——log(H) = ~2X 222 3.52
JalosH) = (352)
a partir da qual podemos definir
x W. 4%
Fo) = Wt Weo) (3.53)
W
resultando no fator de integracao
H = ¢ Jaf©), (3.54)

E valido salientar que a equacao (3.53) estabelece uma condigao necessaria para a existéncia
de érbita nos novos modelos. E importante observar que ainda é necessario escrever um
campo em funcao de outro campo, a fim de obtermos solugoes analiticas, e isto restringe
o conjunto de érbitas possiveis. Para exemplificarmos o procedimento descrito, vamos

considerar o modelo BNRT.
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3.4.1 Exemplo Com o Modelo BNRT

O superpotencial relativo ao modelo BNRT pode ser representado da seguinte

maneira
1
W(gp,x) =X (3X3 — a2x> + uxe’,

cujo potencial correspondente ¢é

V(6.X) = 2 (ux0)? + SX0C — a2)? + (ud?)

2 2

A partir dos ingredientes acima determinamos que

Wy = 2uxo,

Wep = 21X,

Wy = )‘(X2 - a2) + M¢27

Wy = 2)x.

Com esses resultados reescrevemos a equacao (3.53) na forma

2ux + 2Mx

X o,
ou melhor,
L+ XN
% - f(9).

Ao substituirmos f(¢) em (3.54), determinamos
H(g) = g7,

como fator de integragao.

(3.55)

(3.56)

(3.57)

(3.58)

(3.59)

(3.60)

(3.61)

(3.62)

(3.63)

Agora, substituindo as equagoes (3.57) e (3.59) em (3.47) e (3.48), respectivamente,

e utilizando o fator de integracao H(¢), encontramos

OF  ANx* — @) + pg?
% - ¢1+>\/u ’

OF A
T = —2ux n.
ax X P

(3.64)

(3.65)
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As equagdes (3.64) e (3.65) podem ser utilizadas em (3.44), nos levando a

Av2 — a2 2 \
dF(¢,x) = X ¢1C+LA)/; 1o de — 2px¢ rdx, (3.66)

cuja integracao resulta em

F(p,x) = —n(x* — a®)¢ » + 2_’&/M¢2‘”"- (3.67)

Essa ¢é a orbita para o Modelo BNRT, a partir da qual é possivel encontrar as solugoes

analiticas do modelo. Vejamos agora, como esta metodologia pode ser aplicada na

construcao de novos modelos analiticos compostos por dois campos escalares reais.

3.4.2 Gerando Novos Modelos Nao-Lineares

Nessa secao vamos estudar novos modelos nao-lineares que satisfazem a equacao

(3.53). Considerando o seguinte Ansatz para a forma do superpotencial

Wip,x) = az®” + az10”X + azdX® + asX® + ad + anx, (3.68)

o primeiro passo para a implementagao do método consiste em tomar as derivadas de W

em respeito aos campos ¢ e x, resultando em

Wy = 3azpd”® + 2az19X + aio + azX’, (3.69)
Wse = 6azog + 2as1x, (3.70)
Wy = az1¢? + 2a30x + 3agsx” + an, (3.71)
Wy = 2a32¢ + 6assx. (3.72)

Substituindo as expressoes anteriores em (3.53) ficamos com a seguinte relagao
(6aso + 2as2)¢ + (6ass + 2az1)x = f(¢)[asax” + 2az1 X + 3az0d” + o). (3.73)

Ao analisarmos os coeficientes da equagao anterior, verificamos que asy, = a9 = 0,

além dos seguintes vinculos

as ¢f = 3ass + as ; f= (3.74)

2
g )
consequentemente,

azi = 3 as3 . (3.75)
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Deste modo, o fator integrante é tal que

H(¢) = e [0 = ¢=2 (3.76)

Os resultados anteriores vinculam o superpotencial a forma

1
W (¢, x) = asn9’ + as (¢2X + 3X3> +anx, (3.77)
cujo potencial correspondente ¢é
1 1
Vg, x) = 5[3%0(152 + 2a319x]° + §[a31(¢2 +X°) + anl”. (3.78)

Além disso, a equacao (3.77) implica em

W¢ = 3@30¢2 + 2@31¢X, (379)

W¢¢ = 6@30§b + 2(131)(, (380)
X2

WX = CL31¢2 + 3@3150,11, (381)

WXX = 2(131)(. (382)

as quais ao serem substituidas em (3.47) e (3.48) resultam em

oF
aigb = a3y + a31X2¢_2 + a11¢_2 (383)

OF

o —3agy — a1 xP (3.84)

bem como, na expressao

dF(¢,x) = (az1 +anx’¢ " + an ¢ ?)deo + (—3az — azixd ' )dy, (3.85)

integrando,
2
F(é,x) = By asi$ — ar_ 3asoX. (3.86)
2¢ ¢
Consequentemente, a equacao de orbita para esse modelo é tal que
2
a
F(¢,x) = asn <<Z5 - 2) - f — 3azox = C. (3.87)

Agora vamos procurar solugdes para esse modelo. Nesse caso, por uma questao de
conveniéncia vamos fazer as redefinigoes: ay; = —ag; = 1 e agg = —(/3. Entéo, a funcao
superpotencial (3.77) pode ser escrita como
— i& — PPy — ng

3 3

W(é, x) + Xx. (3.88)
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Deste modo, as equacoes diferenciais de primeira ordem correspondentes sao

dp . .
0 = 20y — 6% (359
dx 22
i " — X"+ 1, (3.90)
e o potencial toma a forma
1 1
V(6,X) = 5(=2x¢ = B¢*)* + 5 (1 = x* = ¢). (3.91)

A condicao de vacuo do potencial estabelece que V (¢, x) = 0, o que implica nos

conjuntos de minimos ¢ =0 e x = £1, e

12 ¥
(22 392

Ao substituirmos esses conjuntos de minimos na equacao de orbita, verificamos que ela é

satisfeita se

F(¢,x) ¢ = x* = 1+ Bxd — ¢ = —by/ 3 + 49, (3.93)

onde —b\/[3? + 4 = C e b é um parametro livre. A partir da relagdo anterior, determinamos

que

X = ; (—5¢+ \/4—4b\/4+52¢+ <4+52)¢2>. (3.94)

Substituindo esse ultimo resultado na equagao de primeira ordem (3.89) e integrando,

encontramos a solucao analitica

4e2®
= 3.95
¢(x) 1+ 2be**\/A+ 2 + (=14 b%)(4 4+ 2)’ (3.95)
que também pode ser escrita como
4
¢() (3.96)

T VAT B+ (—3— B2+ 2(4 + B2)) cosh 2z + (—5 — B2 — b2(4 + %)) sinh 22
Substituindo esse ultimo resultado em (3.94) conseguimos encontrar x(z), cuja forma
explicita é

(b*(B%+4) — 3% — 3)sinh 2z + (b*(8* +4) — > — 5) cosh 2z — 23
(B2 +4) — B2 —5)sinh 2z + (b2(B2 + 4) — 32 — 3) cosh 2z + 2b0/F% + 4

X@) =5 (3.97)
Ao gerarmos os graficos dessas solugbes verificamos que ¢(z) pode exibir um
comportamento tipo Lump com um platd, como mostrado na Figura 8. J& o campo x(x)

pode apresentar um comportamento do tipo Kink duplo assimétrico, vide Figura 9.
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Figura 8 — Solugao para o campo ¢(z). § = 0.6 e b = 1.0000001 (linha vermelha) e g =0
e b =2 (linha azul).
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Figura 9 — Solugao para o campo x(z). = 0.6 e b = 1.0000001 (linha vermelha) e g =0
e b =2 (linha azul).

No quarto capitulo aplicaremos o modelo aqui estudado no contexto de cenarios

cosmolégicos.
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4 Cosmologia Padrao

A introducao da Teoria da Relatividade Geral (TRG) em 1915 possibilitou a
insercao de novos cenarios para descricao de modelos cosmologicos. Esta teoria admite
como pressuposto que uma determinada concentracdo de energia e matéria deforme o

espaco-tempo, fazendo com que este adquira uma curvatura.

Além disso, é adotado o principio cosmoldgico, que nos diz que em larga escala o
Universo ¢ homogéneo e isotropico, ou seja, o mesmo em qualquer lugar no espago, e que
aparenta ser o mesmo independente da dire¢ao em que se olhe [25], neste caso, podemos

dizer que a métrica que descreve essa geometria do Universo é invariante por rotagao.

Nosso propésito neste capitulo é esbocar de que forma se da a relagdo entre a
geometria do espago-tempo com a distribuicdo de matéria-energia, e para isto, esmiugamos
a deducao das equagoes de campo de Einstein, partindo da a¢do de Einstein-Hilbert que
descreve tal relagao. Posteriormente utilizaremos a equacao de Einstein juntamente com a
métrica de (FLRW), que contempla a caracteristica de isotropia e homogeneidade, para
encontrar as equacoes de Friedmann. Essas, por sua vez, nos revelarao informagoes sobre

a taxa de expansao \contracao e a aceleragdo do Universo.

Finalmente, a partir das equagoes de Friedmann conseguimos chegar a equacao
que descreve um fluido cosmoldgico, e estabelecemos uma relacao da densidade, pressao e
fator de escala, determinando assim, a equacao de estado. Analisamos ainda, a equacao
de movimento para o campo e por fim aplicamos o formalismo de primeira ordem, para

que seja possivel encontrar equagoes diferenciais mais faceis de serem integradas.

4.1 Equacoes de Campo de Einstein

Sabe-se que existem algumas formas de se chegar as equagoes de campo de Einstein,
para fazer esta demonstracao aqui, escolhemos trabalhar com a a¢do de Einstein-Hilbert
acoplada com a densidade de lagrangiana de um campo escalar real. Tal relagao possui a

forma

5= [deyg {—iR+c(¢,au¢) | (4.1)

sendo ¢ um campo escalar real de dependéncia temporal denominado campo de inflaton,
R = g, R* ¢ o escalar de Ricci e aqui consideramos 47G = 1. Utilizamos ainda a notagao
para o determinante do tensor métrico g,,, como sendo g = |g,,|. Fazendo a variacao da

acao de Einstein-Hilbert em respeito a métrica, temos

55 = / 'z {5\/—_9 <—iR + (6, &m)) + /g6 <—iR + (6, 8,@))] 4
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tomando 0v/—¢g = —%\/—ggw,ég“” (Apéndice B), substituindo no primeiro termo da

integral anterior e fazendo algumas manipulagoes simples obtemos

5S = / 'z l—\/? (— g“;R + 2g,wc) g + /=G5 <—f + E)] . (4.3)

Agora, no segundo termo da integral, fazendo as varia¢oes d R, temos
OR =0g"" R, + g"oR,,. (4.4)

Ao substituirmos o segundo termo desta relagdo na integral sob todo o espago-tempo,
é possivel mostrar que ele se anula por argumentos de contorno. Deste modo, a tnica

contribuicao nao nula da variacdo do escalar de Ricci é

SR = 66" R,,. (4.5)

Ja a variacao da densidade de lagrangiana em relagdo a métrica é tal que

oL
— . 4,
g dg (4.6)

oL

Consequentemente, ao substituirmos esses resultados na equagao (4.1), obtemos

58 = / d'z l—V;g (—9‘2‘ v zgﬂ,,c) g + —V;g <RW(5g“" n 48‘15”59#”)] 4

a qual pode ser reescrita como

1 9w R 1 oL
5= [atrv | (R 2B L6 N
S x g[ 1 R, 5 —1—2 8gﬂ”+g“£ g (4.8)
Levando em consideragao a definicao do tensor energia-momento 7}, dada por

. oL

uwo 2@ - g/.ujc- (49)

Podemos ver que a equagao (4.1), pode ser reescrita na forma

= [l (- 250)-

2

1
2TW} 5gh. (4.10)

De modo que, o principio variacional resulta nas equagoes
1
R, — §g,wR = 2T, (4.11)
ou ainda

G = 2T, (4.12)

Esse conjunto de equagoes é conhecido como equagoes de campo de Einstein, as
quais codificam a ideia de que a geometria do espago-tempo depende da distribuicao de

matéria-energia que esta presente no mesmo.
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42 Meétrica de FLRW

Para descricao do Universo homogéneo e isotrépico, temos o elemento de linha que
define a chamada métrica de FLRW.

dr?

ds® = dt* — a*(t) + 1r%(df* + sen®0d¢?)| (4.13)

1 — kr?
onde a(t) é denominado de fator de escala. O termo x é a constante de curvatura, que
pode ter os valores 0, —1 ou 1, os quais definem formas para geometria do espaco. Se o
valor da constante de curvatura é positivo, a geometria é esférica (fechada); se o valor é

negativo a geometria é hiperbélica (aberta); e se é nula sua geometria é plana.

Figura 10 — Trés formas do Universo e seus respectivos valores do parametro de curvatura
K

Fonte: http : //map.gsf c.nasa.gov/media/990006,/990006 2 00.jpg

Um dos objetivos da Cosmologia é obter o fator de escala que pode ser determinado
a partir das equagoes de Friedmann [26]. Para tanto, vamos considerar que o elemento de

linha pode ser escrito como
ds® = g, dxtdz”, (4.14)

onde o tensor métrico possui componentes

0 0 0
0 —g2 0 0
Guv = (1—rr?) s (415)
0 0 —a®r? 0
0 0 0  —a*r?sen?0
na notacao covariante e
1 0 0 0
0 —4= 0
e @ , 4.16
g 0 1 0 (4.16)
0

a’r?sen?6
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na representacao contravariante. Para calcularmos as equacoes de Friedmann, precisamos

determinar as componentes do tensor de curvatura, que é definido por

R, =000, -9, + T, —T0 T, (4.17)

opy o uh»

sendo que o simbolo de Christoffel I'),, possui a forma

1
FZV - igap<augl/p + 8Vgpu - 3p9m/)- (418)

Temos ainda, que o tensor e o escalar de Ricci sao, respectivamente

R, = ij, (4.19)
R=g"R,,. (4.20)

Conhecendo esses objetos, conseguimos calcular as componentes da métrica (Apéndice C).

Ao realizarmos todas as manipulacoes necessarias obtemos

2
Royp = — 22 (4.21)
a
adi + 2a® + 2k
Ry=—"——7>+— 4.22
H 1 — kr? ( )
Ry = ad + 2a + 2k, (4.23)
Rs3 = (ad + 2a + 2k)r’sen’. (4.24)
De modo que, o escalar de Ricci dado por (4.20), toma forma
R = ¢"Roo+ g"' Ri1 + g**Roy + g% Ras,
= _3§ 3 g + 27a2 + 2ﬁ ,
a a a®  a?
a+a*+k
= =-6 ((12> . (4.25)

e para a componente R;;, temos

. 2.2 2
Ri = — (a + 24 ﬁ) G- (4.26)

a a? a?

Tendo conhecimento da parte geométrica, agora vamos entender um pouco sobre a energia

e matéria, as quais sao componentes do tensor energia-momento.
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4.3 Tensor Energia-Momento — Fluido Perfeito

Para a Relatividade Geral, podemos descrever a fonte de um campo gravitacional
como um fluido perfeito, isto é, que nao tem viscosidade e nao conduz calor em um sistema
de coordenadas coméveis [27]. O fato de nao haver conducao de calor significa que o fluxo
de uma particula para outra deve ser nulo de modo que as componentes 7;; devem ser
zero, a menos que ¢ = j. Isso faz com que o tensor energia-momento seja dado por uma

matriz diagonal, nesta situagdo, podemos escrever o tensor para um fluido perfeito como
Tul/ = (p> -D,— D, _p)'
Ao considerarmos um sistema em que a quadrivelocidade é dada por U* = (1,0, 0,0),

podemos verificar que as componentes do tensor energia-momento sao tais que

T;w = (P - p)uuuu — P, (427)

onde temos p como a densidade de energia, p a pressao e u representa os quadrivetores
velocidade prépria. Posto isso, estabelecemos que o tensor energia-momento ¢ a grandeza
adequada para descrever uma distribuicao de matéria-energia e que possui relagdo com a

geometria do espago-tempo, como ja vimos pela equacao de Einstein.

Podemos observar que as componentes nao nulas do tensor sao

Too = (p + p)UsUy — pgoo, (4.28)

Tij = —pgij- (4.29)

Relacionando entao o tensor energia-momento com a métrica de FLRW, temos que

suas COHIpOIlthGS Correspondem a

p 0 0
2
0 =P 0 0
T, = 1—rr? 4.30
g 0 0 a*?% 0 (4.30)
0 0  a’r’sen?dp
Entao, retomando as equagoes de Einstein, vimos que
1
G,uu = R,uz/ - ig/wR>
= kT,. (4.31)
deste modo, constatamos que
1
Goo = Roo— 5900R = 2Too,
3 /.
= (a2 + k) = 2p, (4.32)
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ou ainda

(@)2 __ R (4.33)

a 3 a?

Essa é a primeira equacao de Friedmann, que relaciona fator de escala com densidade
e a constante de curvatura. Podemos também reescrever este resultado em termos do
parametro de Hubble, se definirmos H = ¢, o que nos leva a
20 K

H?>="CF_ 4.34
3 T2 (4.34)

Agora, calculando para as componentes G;; temos

1
Gii = Rii — §9iiR = 2T, (4-35)

apos algumas manipulagoes, chegamos a

20 a®  K?

) 4.36
St 5t P, (4.36)

de modo que na equagao (4.33) possui a forma

- —; (p+3p). (4.37)

Essa equagao ¢ conhecida como a segunda equacao de Friedmann, relacionando
agora o fator de escala com a pressao e densidade. Analisando as equagoes de Friedmann,
percebemos que para obtermos alguma solucao do fator de escala torna-se necessario
conhecermos o comportamento da densidade de energia do Universo. Para isso, tomamos
a derivada do pardmetro de Hubble, equagao (4.34) em relagdo ao tempo, resultando no

vinculo
p+3H(p+p) =0, (4.38)

que ¢ denominada de equacao de continuidade para um fluido cosmolégico. Temos em
maos um conjunto de equagoes para descrever a expansao\contragdo do Universo, que sao
as equagoes de Friedmann e a do fluido cosmologico. Mas note também, a existéncia de
trés variaveis, que sao a pressao, densidade e o fator de escala, neste caso, definimos a

equacao de estado, que estabelece uma relagao entre duas destas variaveis, dada por
p = wp. (4.39)

onde w é uma constante para cada tipo de fluido.

Podemos fazer a andlise para valores de w, juntamente com a equagao (4.38) e

conseguimos observar que nos primeiros instantes o Universo era dominado pela radiacao,
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depois pela matéria, e atualmente pela dindmica dominada pela constante cosmoldgica ou

energia escura, recebendo os respectivos valores

1 1

w=g=P=gp (4.40)
w=-1=p=—p. (4.42)

A partir disso, estabelecemos a densidade e pressao, usando uma lagrangiana do
campo escalar usual (2.1), e ainda sabendo que o tensor energia-momento é definido pela

equacao (4.9), podemos escrever

1
Ty = 0,006 = Guv 597040036~ V(0)] (4.4
Assim as componentes do tensor energia-momento, sdo tais que
o [
Too = ¢° — [2 - V(Qb)} o0, (4.44)
¢2
Ty = [2 - V(Gb)] i (4.45)

onde Ty, e T;; correspondem a densidade p e a pressao p, respectivamente. Dessa forma

conseguimos reescrever as equagoes anteriores na forma

Py = ¢2 +V(9), (4.46)
pe=2 V() (1.47

Além disso, a equagao de estado (4.39) é tal que

p ¢ —2V(9)

w==

el s (4.48)

Podemos verificar diretamente que as equacoes de Friedmann para este caso sao

tais que
2 ¢? k
H? = 3 (2 + V(¢)> - (4.49)
(&
H= —l(p —3p) — H% (4.50)
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Ao substituirmos H? por (4.49) na expressao anterior, ficamos com

: 1 2 [ > k
H=-(p—3p) — |2 % - = 451
s |3 (FHve) - &), (451
ou ainda,
: k
12 (2 k
IR AN ad
9 2 —i—V—i—a,
ok
= —¢?+ —. (4.52)
a

Uma maneira direta de determinar a equagao de movimento para o campo de

inflaton consiste em tormar a derivada temporal de (4.49), o que resulta em

S22 @2 " v<¢)> , (4.53)
assim, temos
2HH = ; (22% + V¢q5> , (4.54)
é possivel escrever esta iltima equagao como
3(—¢*)H = ¢ + Vi, (4.55)
ou ainda
¢+3Ho+Vy=0. (4.56)

Essa é a equacao de movimento para o campo escalar. Veremos a seguir uma forma
de reduzir a ordem dessa equacao, tornando possivel relacionar o potencial que especifica

o modelo de campo escalar com o pardmetro de Hubble de maneira simples e direta [11].

4.4 Formalismo de Primeira Ordem

Utilizamos o formalismo de primeira ordem para encontrar solugoes analiticas mais
facilmente em cendrios cosmoldgicos. A proposta aqui é reduzir a ordem da equagao do

movimento do campo de inflaton, obtida na se¢do anterior [28].

Desta forma, iremos considerar, por simplicidade x = 0, resultando nas equacoes

de Friedmann

H? — g (f + V(qb)) , (4.57)
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H = —¢?% (4.58)

Como o potencial independente do sinal de W, permita-nos definir que o parametro de
Hubble é tal que

H = ~W(9). (4.59)
resultando em

H=—Wyo. (4.60)

Logo, ao igualarmos as equagoes (4.58 e 4.60), obtemos o vinculo
é = _W¢7 (461>

bem como a relagao para o potencial cosmologico dada por

ve = 3[e-5]

2 3
3 P?
= —H* - . 4.62
ou ainda,
3 W,?
V(g) =W~ T(b (4.63)

Outras equagoes importantes ja expostas aqui podem ser expressas em termos da

funcao W, neste caso, a pressao e densidade podem ser reescritas como

1
p= 5(Wg + 3W?), (4.64)
3 12
p= §(W¢ + W), (4.65)
o que torna possivel escrever a equacao de estado na forma
w2 —w?
w=Pte_ o (4.66)

Para exemplificar o método proposto em [11], vamos considerar o modelo W (¢) =
A¢?, onde A é uma constante. Dessa maneira ao substituirmos W em (4.63), chegamos

ao seguinte potencial
3
V(p) = §A2¢4 — 2A%¢% (4.67)
Temos entao, que a equagdo do movimento (4.61), serda dada por

¢ = —24A¢, (4.68)
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esta, por sua vez, terd como solugao

o(t) = doe . (4.69)

Ao substituirmos essa solugao na funcao W, conseguimos obter o parametro de Hubble

como sendo
H(t) = Agae*, (4.70)

cujas caracteristicas estao apresentadas na Figura 11, a qual descreve um Universo cuja
taxa de expansao tende a um valor pequeno e aproximadamente constante para um

intervalo temporal grande.

HIt]

0.5 1.0 L5 2.0 t

Figura 11 — Grafico do parametro de Hubble, para A =1 e ¢g = 2

4.5 Parametro de Desaceleracao

A cosmologia observacional tem como um de seus objetivos medir parametros
cosmologicos a partir de observagoes astronomicas, a fim de definir um modelo que
descreve o Universo e que melhor corrobora com os dados observacionais [29]. O estudo
da aceleracao do Universo em modelos cosmologicos ¢é realizado através do parametro de
desaceleracao césmica qp. Expandindo-se a(t) em série de Taylor em torno do momento

presente tq [30], tomando-se os trés primeiros termos obtemos

1
a(t) = ag+ (t —to)a(ty) + 5(t — to)%i(to) + ... (4.71)
dividindo ambos os lados da equagao por ag, ficamos com

t 1
CLé) =1+ (t—tg)Ho — ?10(75 —to)?Hi + ... (4.72)
0
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onde tg, ag e Hy, sdo medidas para o tempo presente e definimos o parametro de desacele-

ragao como sendo
qg=——. (4.73)

Esse parametro é adimensional (O pardmetro de aceleragao pode ser dado por ¢ = —7), e
pode classificar a evolugao do Universo como desacelerada para (¢ > 0), estatica quando
(¢ = 0), ou acelerada quando (¢ < 0). Podemos escrever esse pardmetro também em

termos da funcao W na forma

q=—<1+§2> =—1+(VVVV¢)2. (4.74)
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5 Cosmologia de Modelos Hibridos com /n-

flatons Assimétricos

Atualmente a cosmlogia experimenta uma fase de constante evolucao observacional.
Contamos hoje com uma série de experimentos e dados como nunca se viu na historia.
Entre esses experimentos podemos citar as medidas da radiagdo cosmica de fundo realizadas
pela colaboracao Planck [31], as recentes medidas de ondas gravitacionais realizadas pela
colaboragao LIGO e Virgo [32, 33], por exemplo. Além disso, no futuro préximo teremos
medidas cada vez mais precisas a respeito da expansao do Universo no dominio da energia
escura, que serao realizadas pelo satélite Euclid [34] e por radiotelescépios espalhados
ao redor do mundo, entre eles destacamos o projeto BINGO [35]. O BINGO (Baryon
Acoustic Oscillations In Neutron Gas Observations), trata-se de um radiotelescopio que
serd construido no interior da Paraiba e tem como objetivo medir oscilagoes actsticas de
barions do hidrogénio neutro com comprimento de onda de 21 ¢m. Através dos dados das
oscilacoes actusticas de barions, o BINGO mapeara a expansao do Universo causada pela

energia escura em redshifts variando entre z ~ 0.13 — 0.48.

Nessa fase observacional da cosmologia, varios modelos tedricos tem sido postos a
prova, como por exemplo, modelos que consideram processos de expansao causados pela
existéncia de um campo do tipo inflaton. Os mais recentes dados obtidos pela colaboragao
Planck [36] [37], mostram que modelos cosmélogicos que consideram a presenga de um
campo de inflaton sdo praticamente descartados. Os parametros divulgados pelo Planck
que fundamentam essa afirmacao sdo o indice espectral (ng) e a razao escalar tensor (r).
Esses pardmetros sao obtidos a partir de flutuacoes da densidade do Universo e medem

como as flutuagoes devido a inflacdo sao alteradas com a escala do Universo.

O grafico da Figura 12 revela que um modelo inflacionario regido por um potencial
do tipo Klein-Gordon (reta sélida preta), estd no limiar dos valores permitidos para ng e

r; medidos pelo satélite Planck.
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Figura 12 — Nos eixos temos ng representa o indice espectral e ry a razao escalar tensor. A
regiao de vermelho mostra um valor esperado 1o e em verde 20, obtidos pela
combinacao dos dados do Planck e de oscilagoes acusticas de barions (BAO)

Fonte: Ellis et al, (2014) [3§]

A Figura 12 foi introduzida no trabalho de Ellis et al. [38], no qual os autores
revelam como modelos cosmoldgicos compostos por mais de um campo escalar permitem
a obtengao de pardmetros compativeis com os dados observacionais. Os pontos azuis
representados na Figura 12 representam os mesmos ng e 1, computados a partir de um
modelo composto por dois campos escalares do tipo Klein-Gordon. E possivel observar que
h& uma convergéncia bem melhor entre teoria e dados experimentais no caso do modelo

que possui dois campos de inflaton.

Essa convergéncia pode ser ainda melhor se o nimero de campos for aumentado,
como podemos ver no grafico da Figura 13. Nessa Figura ng e r; sao computados a partir

de um modelo composto por trés campos de inflaton (pontos rosa).
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Figura 13 — O modelo com 3 campos, pontilhados na figura, produz bons parametros
inflaciondrios. Muitos dos pontos estao na regiao favorecida pelos dados da
colaboracao Planck.

Fonte: Ellis et al, (2014) [38]

As conclusoes levantadas por Ellis et al. [38] nos motivaram a procurar por modelos
cosmolégicos hibridos (compostos por mais de um campo escalar), os quais podem possuir
uma boa convergéncia com dados experimentais, além de fornecerem comportamentos
nao triviais para os parametros cosmologicos. Em nossa abordagem vamos trabalhar
com modelos analiticos e que possuem termos de interacao envolvendo os dois campos de

inflaton.

Neste capitulo vamos apresentar o formalismo de cosmologia padrao, mas agora
acoplando na ac¢ao de Einstein-Hilbert uma densidade de lagrangiana composta por dois
campos escalares. Seguiremos um procedimento analogo ao do capitulo anterior e temos
por finalidade descrever alguns parametros cosmologicos obtidos a partir de solugoes

geradas via o formalismo de primeira ordem [11],[39].

5.1 Cosmologia Padrao Para Dois Campos Escalares

A densidade de lagrangiana para dois campos escalares, como vimos, é dada por

1 1
£ = 50,606+ S0,0"x = V(#,X) (1)
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onde os campos ¢ e y sdo do tipo inflaton (possuem apenas dependéncia temporal). Ao
repetirmos os procedimentos do capitulo anterior, a minimizacao da acao de Einstein-

Hilbert resulta nas equagoes de Friedmann

3 P x
“HP= T 42 2
5 2+2+V (5.2)

H=—¢—x° (5.3)

As componentes de pressao e densidade do tensor energia-momento, sdo definidas respecti-

vamente por

»* X
—+ =4V, 5.4
p= 2+2+ (5.4)
2 .2
X
=— 4+ = — 5.5
p=g+5 -V (5.5)
a partir dos resultados acima, a equacao de estado possui a forma
24yt =2V
gbx— (5.6)
¢+ X2 +2V

Além disso, as equagoes de movimento para os campos ¢ e y sao dadas por
G+3Hd+V, =0, (5.7)
X+3Hx+V,=0. (5.8)

Assim como de inflagdo via um campo de inflaton, podemos estabelecer o formalismo de

primeira ordem redefinindo o parametro de Hubble como

que ao ser substituido em (5.3), temos
H = —Wy—Wx,
= - -2 (5.10)
Obtemos assim, as equacoes diferenciais de primeira ordem
b =W, (5.11)
x = W,. (5.12)
Além disso, o potencial cosmolégico para este modelo é tal que
3 |
V=wr- 2% _ X 5.13
5 5 T 5 (5.13)
e as componentes de densidade e presséo do tensor energia-momento possuem as formas
W X
— 4+ =4V 5.14
>+ L v (514)
Ja o pardmetro de aceleragao para esse tipo de modelo é dado por
Wy + W,)?
g=1+ Wy + W) (5.15)

W(e,x)
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5.2 Parametros Cosmologicos

Nessa secao, aplicaremos o modelo hibrido discutido na parte final do terceiro
capitulo no contexto de cosmologia com inflatons. A analise dos pardametros cosmoldgicos
derivados a partir desse modelo sera a contribuicao de nosso trabalho. Nessa abordagem,
vamos considerar o superpotencial W (¢, x) visto em (3.88), além das solugoes tipo defeitos
para os campos ¢ e y apresentadas nas equagoes (3.96) e (3.97), respectivamente. Como
queremos analisar um cenario com campos do tipo inflaton, temos que reescrever as

expressoes (3.96) e (3.97) substituindo x por t — t, resultando em

o(t) = (5.16)
4

200/4 + B2 4 (b2(4 + B2) — 3 — B32) cosh 2(t — tg) — (5 + 82 + b2(4 + 32)) sinh 2(t — tg)’

x(t) = (5.17)
(b*(B%+4) — 3% = 3)sinh 2(t — to) + (b*(B* +4) — % — 5) cosh 2(t — ty) — 23
b2(B%+4) — 2 — 5)sinh 2(t — to) + (b2(B%2 +4) — 2 — 3) cosh 2(t — to) + 2b\/B% + 4

Essas solugoes serao substituidas no superpotencial W

2 X3
—¢X—§+X+Co, (518)

_ b

W(o,x) 3

e utilizadas para determinarmos de forma analitica o parametro de Hubble, o parametro
de desaceleracao e o parametro da equacao de estado. Aqui ¢y é uma constante adicionada
ao superpotencial que serd determinada a partir dos parametros cosmolégicos. Devido
a complexidade das solugoes analiticas e aos termos nao-lineares presentes em W, as
expressoes dos parametros cosmologicos obtidos ficaram muito extensas, deste modo,

preferirmos representa-los apenas graficamente.

Iniciamos nossas andlises graficas a partir das Figuras 14 e 15, as quais ilustram a
possibilidade de gerarmos inflatons assimétricos para o campo x e do tiplo platoé para o

campo ¢, a depender dos valores escolhidos para os parametros b e [3.
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Figura 14 — Solugao para o campo ¢(t), com § = 0.6, t, = 0 e b = 1.0000001 (linha
vermelha), e f =0, to = 0 e b = 2 (linha azul).
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Figura 15 — Solugao para x(t), sendo 8 = 0.6, to = 0 e b = 1.0000001 (linha vermelha), e
B =0,t =0eb=2 (linha azul).

Em relagao a andlise do parametro de Hubble, sua defini¢cao nos permite observar
que

a d
H=-=—1 1
, ; oga, (5.19)
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de modo que ao integrarmos a equacao anterior em relagao ao tempo, temos
a = agel H4 a = age’™. (5.20)

Consequentemente, podemos observar que se o parametro de Hubble for uma constante
positiva, teremos uma taxa de crescimento exponencial para o Universo, caracterizando

um regime inflacionario.

Esse tipo de comportamento pode ser observado nas curvas da Figura 16. Podemos
constatar que a linha azul sélida possui duas regioes onde H =~ constante positiva. Ja a
linha vermelha tracejada, nos mostra um modelo de Universo trés diferentes regimes de
expansao. A existéncia de diferentes regimes de expansao é consequéncia do comportamento
assimétrico do inflaton. Mais informagoes a cerca desses regimes de expansao podem ser
obtidas a partir da andlise do parametro de desaceleracao e do parametro da equagao de
estado.
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Figura 16 — Figura para o parametro H(t), aqui na linha azul utilizamos: ¢y = 0.97, ¢y = 5,
B =0 e b=2. Para a linha vermelha temos: ¢g = 0.945, to = 5, 3 = 0.001 e
b = 1.0000001.

A Figura 17 revela que o parametro ¢ esta vinculado entre os limites —1 < ¢ <1. A
fim de clarificar a interpretacao deste parametro, salientamos que quando gy = 0 a expansao
do Universo é constante, quando ¢y > 0 temos um regime de expansao desacelerada e a
expansao sera acelerada quando g < 0. A curva azul solida da Figura 17 informa que neste
modelo o Universo possui duas fases de expansao acelerada, uma para tempos remotos e
outra para grande valores de tempo. Entre essas duas fases ha uma era de desaceleragao, o

que favoreceria a formacao de estruturas no Universo. Ja a curva vermelha tracejada exibe
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trés fases de expansao acelerada, separadas por trés fases de desaceleragao. Observamos
que a segunda fase de desaceleragao/acelaragao é mais intensa do que a primeira. As fases
de desaceleracao apresentadas nesse caso, também possibilitam a formacao de estruturas.
Constatamos assim, que o comportamento do parametro de desaceleracao corrobora com

os graficos gerados para H (t).
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Figura 17 — Figura para o pardmetro de desaceleracao ¢(t), aqui na linha azul utilizamos:
co =0.97, tg =5, =0 e b= 2. Para a linha vermelha temos: ¢y = 0.945,
to =5, f=0.001 e b =1.0000001.

Para complementar nossas discussoes, geramos o chamado parametro da equagao
de estado, cuja representacao grafica encontra-se na Figura 18). Nos graficos, podemos
observar que depois da era inflacionaria primordial, w evolui suavemente para ~ 1/3, sendo
este o valor maximo que a equacgao de estado deve assumir na evolugao do Universo para
a era da radiacao. Vemos ainda que ao longo de sua evolugao w também pode ser nulo,
implicando na existéncias de fases que favorecem a formagao de estruturas complexas
(p =0). Ap6s passar pela era da radiacdo, constatamos que o pardmetro w tende de forma
continua para —1, representado a atual fase do Universo, conhecida por era da energia
escura [40]. A curva vermelha pontilhada revela um comportamento muito interessante,

no qual o Universo volta a desacelerar dentro da fase dominada pela energia escura.
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Figura 18 — Figura para a equagao de estado w(t), aqui na linha azul utilizamos: ¢q = 0.97,
to =5, =0 eb= 2. Para a linha vermelha temos: ¢y = 0.945, ty = 5,

B =0.001 e b= 1.0000001.

Ao longo de nossas discussoes, conseguimos mostrar a existéncia de duas descrigoes
diferentes de evolucao que foram geradas a partir de um mesmo modelo. As duas descrigoes
obtidas sdo compativeis com os dados observacionais de w e também com o comportamento

esperado para o parametro de desaceleragao e para o parametro de Hubble.

A diferenga mais marcante entre as descrigoes consiste na presencga de uma alteracao
na evolugao do parametro da equacgao de estado apos o inicio da era dominada pela energia
escura (curva vermelha tracejada da Figura 18). Esse tipo de alteragdo no comportamento

da energia escura pode vir a ser medido em futuros experimentos que pretendem mapea-la

em diferentes faixas de redshift [34].

O par de solugoes tipo inflaton duplo e inflaton com platdo gera essa alteracao
na dindmica da energia escura. Portanto, observamos que modelos hibridos nos quais
existem termos de interagao, podem resultar em novos cenarios cosmoldgicos, nos quais o

parametro da equagao de estado pode variar mesmo apods o inicio da era da energia escura.
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6 Conclusoes

Neste capitulo, iremos sintetizar as principais ideias e resultados alcancados no
decorrer deste trabalho. Inicialmente, mostramos as ideias base para compreensao de
como podemos representar a dinamica do campo escalar e abordamos como determinar
solugoes do tipo defeito topoldgico a partir de equacoes diferencias nao-lineares. Além
disso, caracterizamos os tipos de defeitos unidimensionais a partir de suas energias BPS e

da andlise de estabilidade linear.

No capitulo trés, discorremos sobre o tratamento de modelos compostos por dois
campos escalares reais. Apresentamos o método baseado em érbitas para encontrar o
mapeamento entre os dois campos escalares, o que permite desacoplar as equacoes de
movimento e assim encontrar solucoes analiticamente soliveis. Ainda neste capitulo,
revisamos o trabalho de Brito e Dutra [6], estudando em detalhes uma metodologia
adotada para gerar novos modelos analiticos compostos por dois campos escalares, que

podem gerar solugoes do tipo kink duplo assimétrico e lumps com platos.

Posteriormente abordamos generalidades sobre Cosmologia no contexto da Re-
latividade Geral. Partimos da acado de Einstein-Hilbert e esbogamos como é possivel
obter as equagoes de Friedmann e a equacgao de movimento do campo escalar. Além
disso, revisitamos o formalismo de primeira ordem no contexto de modelos cosmologicos,
ferramenta esta que é muito 1til na determinacao de modelos analiticos. Realizamos a
abordagem do formalismo de primeira ordem considerando modelos hibridos, e discorremos
sobre possiveis parametros cosmolégicos que podem ser gerados a partir do comportamento

dos campos tipo inflaton.

Por tultimo, a partir das solugoes encontradas utilizando o método proposto por
Brito e Dutra [6], conseguimos gerar diversos pardmetros cosmoldgicos que corroboram
com diferentes eras de evolugao do Universo. A configuracao do modelo que possui como
solucgoes inflatons assimétricos resultou em parametros com comportamentos nao triviais,
podendo descrever uma era da energia escura com variagoes na taxa de expansao. Tais
variagoes podem ser detectadas em experimentos futuros que mapeiem a energia escura

em diferentes redshifts.

Temos como perspectivas estudar cdlculo perturbativo para modelos inflacionarios
hibridos a fim de gerarmos parametro cosmolégicos mais complexos, tais como os para-
metros de slow-roll, o indice espectral e a razao escalar tensor. Além disso, os modelos
de inflatons assimétricos podem ser aplicados em teorias de gravitacdo modificada, tais
como teorias F'(R,T) [41], teorias com quebra de simetria de Lorentz [42] e teorias com

constante cosmolégica com dependéncia temporal [43].
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APENDICE A - Equacio de Euler-Lagrange

Um tnico campo escalar real, tem sua dinamica regida pela densidade de lagrange-

ana dada por
L= 20,606~ V() (A1)
Considerando a acao
5:/&ww%%@, (A.2)

Aplicando o principio variacional ou minimizacao da acdo, onde de acordo com o principio
de Hamilton 65 = 0, obtemos

55 =0 [ d'aL(,0,,0), (A.3)
onde d*z = d3xzdt, podemos escrever de forma mais simples
55:/&@5:0 (A.4)

No entanto, lembrando da variacao de uma funcao e definida como sendo

of 0f 5

Of(z,y) = 5 =z + = Dy 9y, (A.5)
para este caso, fazemos
oL oL
0L =6L(¢,0,0) = %&b + W&(@qﬁ). (A.6)
Substituindo entao na integral
oL
6S = [ d*x ( 0+ ——— 8¢)—0, AT
/ 56,99 (A7)
fazendo manipulagoes
oL
6S = [ d*x ( 0¢ + =——=0,(00 ) A8
/ 50,5 240%) (A8)
Podemos escrever o segundo termo do paréntese na forma
oL oL oL
0 (5q§> = (8 ) 0 + 0,00). A9
() = (aia) 2+ 627059 )

Passando o primeiro termo do segundo lado da igualdade para o primeiro lado da equacao,

70,5099 = (5,5%) - (2515,57) o

obtemos
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Agora é possivel substituir na integral

oL
[ aaggoo o (ge) ~ (Bgge) = (A1
separando as integrais
4 4 1 _
/d Oy, M¢5¢+/dw<(u¢> >_o. (A.12)

Lembrando do teorema fundamental do calculo em que

[ (Gr@) o= st (A13)

de forma que conseguimos escrever a segunda integral aplicando o teorema supracitado,

assim

+0o0 oL oL _
d*r0,————6¢ = 0¢ | |t =0. Al4
[ T Ma( p¢) ¢ <8(8M¢) ¢> TU=—00 ( )

Por condigoes de contorno, temos que d¢ = 0. Deste modo, ficamos com

/d4 ( - 8“3(8f¢)> 56 =0, (A.15)

Para que a equacao seja satisfeita, temos que o termo paréntese serd igual a zero de modo

a obtermos a afamada equacao de Euler-Lagrange

oL oL

3%~ %50,0) N
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APENDICE B - Variacional do tensor

métrico

Vamos mostrar que a variagdo do tensor métrico é definido como sendo

1
0V=9 = 56V =99,u09". (B.1)

Entao, para isso temos que dada uma matriz qualquer, temos que o traco desta sera dado

por
Tr(logM) = log(det M), (B.2)

de maneira que ao aplicarmos a variacao, temos

5Tr(]\146M) =L S(detnn). (B.3)

detM

Se definirmos o trago em termos das componentes 1r(M) = M,;,

(M7'6M)y; = > (M ™1)0 My, (B.4)

ao substituirmos na equacao anterior (B.3) conseguimos escrever na forma

Tr(M~'6M); =Y (M ™1)i0 My, (B.5)

Determinando o vinculo, ficamos com
M16M) = ZZ D) k0 My (B.6)

Podemos considerar M = g, M~' = g,, e det(M) = g, de modo que conseguimos

escrever a equagao (B.3), na forma
> gwg™ = g7 'dg, (B.7)
u v
temos
(59 = guuéguy- (BS)

Fazendo a variagao de de \/—g, temos

5v=g = —;jf_g (B.9)

substituindo na equagao (B.7), na anterior, obtemos

1
o/—g= —5\/—gguyég“”. (B.10)

Essa é a definicdo para o variacional do tensor métrico.






APENDICE C

O Simbolos de Christoffel é dado por:

g 1 g
I, = 59 10u9vp + Ougpu — OpGu] -

79

Equacoes de Friedmann

(C.1)

Ao calcularmos os simbolos de Christoffel, obtemos os termos nao nulos dados por:

1
1ﬂ(1)1 = 5900 [901:1 + G101 — g11:0] =

1 L[ :
[% = 59" 9022 + 9202 — 9220] = [_ N

3, = ;QOO [903:3 + g30:3 — g33:0] = ; [ia%j sin’ 9:

F11 — Fw = ;g (101 + g11:0 — go1.1] = ;(1 :C;:TQ) [jt 1 :Cirg_

Iy, = ;911 (9111 + 9111 — g1131] = 211 agk [ dr (1 kr2

F%zzég (91222 + G212 — Go2i1] = 1_]% [dr _
e

1
L — 411 p 212 — (an| =
33 29 [913:3 + g31.3 — 933.1] 5 a2
1 1 -1 |d
2 2
FOQ*FQO*ig (9202 + g22:0 — Goo;2] = 2a2r2[dt

1 -1
F22 = F21 = 5922 [921;2 + G221 — 912;2] = 7(—a2’r2) Lh’a r
1 1 -1 1|d ]
ng = 5922 [923;3 + g32;3 — 933;2] = 222 ld@a% sin”
1 1 1
3 33

F03 - 1j30 - 59 [930;3 + 9330 — 903;3] 5 272 g2 a r?sin’6
I :F3:1933[91~+9 1 — Gi33] = 1 —a*r?sin? 6
13 317 5 31;3 33; 3:3 5 a2 25?0 | dr |
1 R d ]
Fg’g = F32 — 5933 [932,3 + 933:2 — Go3:3) = 22520 ?"2 SinZ0 [a sin® Or? |

_ o « A o A «
Ry = 012, — 8,1, + TATS, — AT

pot vA®

[dr( a’r? sin? )

(—ar?)
d22:

1-— era;

reaa;

sin? Orlaa;

kr '
(1 —kr2)’

—r(l — k:rz);

—rsin?0(1 — kr?);

I~ 2

|
n
=
=
>
(@]
]
»n
>

Sl= e

cot .

(C.2)
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Para os tensores de Ricci, cada coordenada da métrica FLRW, para Ry, temos:

Ry = aargo - aorga + Fgorga + F(130F?oz + Fgorga + Fgorga - Fgargo - F(l)argl - FSQFSQ - Fgarg?ﬁ
= _30 [Pga] - F(l]argél - Fgarg2 - Fgargib

= d [da_l +aa "t +aa? ©_&_ &
Tt @@ @ a?
-3 . 3a?
= gl =
—3a
_ C.3
- (€3)
Para Riq:

Rll - aar?l - 8111(13604 + I—‘(1)11-‘3 + F%lrllya + F%lrgcx + F?lrga - F?ar(llo - Fiar?l - F%ar?2 - F?ar?&

= L'l + 0T = Oy = Ty = Ol + Ty + T T + Tl = Tl — Tl +
_Filril - F%QF%Z - Fil)’sri‘ﬂa

_d[aaldldl kr[11]2a{aa}11

= - — - =

Tdrr drr  1—k?

(1 —kr?) roor a L1—kr2] 72 o2
B a2+ad+i+i+ 2k 2a” 11
1=k 2 2 1—kr2 1—Fkr2 2 g2
ai — a* + 2k
T 1k (C.4)
Para Ros:

R22 = aaFSQ - aQFga + F(Z)ZFga + F%QF?Q + F%QFSQ + F32F§a - Fgargo - F%argl - FgaFSQ - F%arg?ﬂ
= Ool'py + 01Ty — 0aTy; — 0al'55 + 5oLy + TopTGp + TopT55 + Taplgy + Tpyy +
15T T, + D317y — 95150 — T30y — Dol — T35, — 5Ty — T5,T5,,

d d d 1\ d 9
= %(rzad) + % {—7“(1 — ]{:7"2)] — @ <r> — @(Cot 6’) + adT2 <;) . T‘(l _ er) y
kr 1 a5 . ) a o, 1 ,
[1—mf+J “r%ai — cot” 0 + ~air® + ~[r(1 — ki),
= r*(ai + a*) — 1+ 3kr? + cossec®0 4 2ar® — kr® — 1+ kr? — a*r? — cot® 0 + a*r® + 1 — kr?,
= r*(adi + 2k + 24°). (C.5)
Para Rs3:

R33 = aarg?) - 83F§o¢ + Fg?)rga + Fil’;?)]‘_vlla + F§3Fgo¢ + Fgfirga - FgaFgO - Féargl - Fgal—gQ - Fgargib
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OIS + 0133 + 0oL'35 + T9T0; + T8505, + T30 + Tislyy + il + Tigls + Dasl5, +
[3a055 — TgsT5y — Daals) — T35, — T35 — Tl — I3, 53,
d d d 24
%(aa sin? 0r?) + p [—7‘ sin?0(1 — er)] + @(— sin 6 cos 0) + ZOL(sin2 Or’aa) +

kr . 1
1—Fkr2 r

r?sin® §(ad + 2a*) — sin® 0(1 — 3kr?) — cos? O + sin® § + 2ar? sin?  — kr?sin® @ — sin® 6(1 —

11
— (—sin @ cos f cot ) — sin? Or2aa + ~r sin? 0(1 — kr?),
a r

—sin? Or(1 + kr?) [

+sin? 0(1 — kr?) + cos? 6,
sin? 0r%(ad + 2a4°) — sin® § + 3kr? sin® @ — cos® § + sin® 6 — kr?sin® 0 + cos® 0,

r?sin® 0(ad + 2a* + 2k).
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