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Resumo

Neste trabalho fizemos uma revisão sobre campos escalares e abordamos o método de

deformação, analisamos soluções do tipo kink e lump e destacamos algumas de suas carac-

terísticas. Apresentamos a construção de um modelo de campos através do acoplamento

de modelos de um campo. O ponto forte deste método se dá pelo fato de modelos de

quatro campos apresentarem equações de segunda ordem acopladas e de difícil integração.

O modelo gerado por este método carrega as soluções dos modelos de um campo usados.

Palavras-chave: Defeitos Topológicos. Método de Deformação. Método de Extensão.





Abstract

In this work we did a review about scalar fields and we approached the deformation method,

we analyzed kink and lump type solutions and we highlight some of its characteristics. We

present the construction of a four field model through the coupling of models of a field.

The strong point of this method is the fact that models of four fields have coupled second

order equations of difficult integration. The model generated by this method loads the

solutions of the models of a field used.

Keywords: Topological defects. Deformation Method. Extension Method.
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Capítulo 1

Introdução

Campos escalares reais são os mais simples encontrados na natureza, sua dinâmica

é governada por uma teoria de campos relativística [1]. Usaremos esses campos para

investigar defeitos topológicos. Esses defeitos podem ser encontrados, por exemplo, na

cosmologia onde ocorre uma transição de fase do universo primordial [2] e na física da

matéria condensada para descrever a interface de materiais [3].

Atualmente, os campos escalares ganharam grande relevância na descrição de

partículas elementares após a comprovação experimental do bosón de Higgs [4]. O

mecanismo de Higgs [5, 6], descreve a geração de massa para partículas elementares a

partir de sua interação com um potencial escalar que possui quebra espontânea de simetria.

Os defeitos topológicos estão associados a alguma quebra espontânea de simetria

que dá origem a um conjunto não trivial de estados degenerados. Neste trabalho abordamos

dois tipos de soluções em (1+1) dimensões que são os kinks e os lumps, a diferença desses

dois tipos de soluções está no comportamento assintótico de cada campo. Essas duas

soluções podem ser determinadas a partir de uma corrente topológica conservada que

depende da dimensão espaço-temporal.

Um método utilizado para estudar analiticamente modelos com solução tipo defeitos

analíticos, é denominado método da deformação e foi proposto por Bazeia, Losano e

Malboisson em 2002 [7], este método consiste em gerar novos modelos a partir de um

potencial e da solução de um modelo conhecido com o auxílio de uma função de deformação.

Modelos com mais de um campo são mais difíceis de serem resolvidos analiticamente

pois surgem equações de segunda ordem acopladas de difícil integração. Alguns métodos

já foram propostos como por exemplo o método das órbitas tentativas [8], este método

permite quando possível, desacoplar as equações de primeira ordem, assim tornando a

solução do sistema mais fácil.[9].

Neste trabalho usamos o método de extensão para a construção de um modelo de

quatro campos, a idéia principal deste método é acoplar quatro modelos de um campo

para formar outro modelo efetivo de quatro campos. Na literatura já existem aplicações

aplicações do método de extensão na construção de modelos de dois e três campos escalares

reais. Como aplicação, esta metodologia pode ser utilizada no contexto cosmológico

abordando a inflação em múltiplos campos, onde é possível produzir uma relação entre

a razão do tensor escalar e o índice espectral [10]. Múltiplos campos também permitem

estudar parâmetros cosmológicos que não podem ser derivados de modelos de um único
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campo [11, 12].

No capítulo 1 deste trabalho será introduzido uma breve revisão sobre como obter

as equações de movimentos de modelos compostos por um e dois campos escalares via

princípio da mínima ação. O método BPS foi introduzido para se obter equações de

primeira ordem e de energia mínima, por fim foi apresentado como analisar a estabilidade

dessas soluções.

No capítulo 2 exploraremos o método de deformação a partir de um modelo de

campo φ4 gerando outros dois modelos. Em nossas discussões investigamos quais são os

setores topológicos dos modelos resultantes que são mapeados a partir do modelo inicial.

A vantagem do método está no fato de que a descrição do novo modelo pode ser feita

de forma analítica. Nos exemplos foram abordados defeitos tipo kinks e lumps que são

soluções topológicas e não topológicas, respectivamente. As soluções tipo defeitos também

pode ser caracterizado a partir da existência de uma quantidade conservada denominada

carga topológica. Defeitos que apresentem carga topológica diferente de zero são ditos

topológicos, enquanto aqueles que não possuem cargas topológicas são conhecidos como

defeitos não-topológicos.

No capítulo 3 apresentaremos a construção de modelos de quatro campos escalares

reais a partir do acoplamento de modelos de um campo, introduzimos dois exemplos para

mostrar a aplicabilidade do método. Por fim, no último capítulo é apresentado a conclusão

do trabalho e alguns comentários.
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1 Teoria Clássica de Campos Escalares Reais

Os campos escalares são usados para descrever defeitos topológicos em (1+1)

dimensões. As soluções obtidas podem ser classificadas com kinks ou lumps. A diferença

entres esses defeitos está no comportamento assintótico dos campos.

1.1 Modelo de um campo

A lagrangeana de um campo escalar φ em (1+1) dimensões é dada por

L =
1
2

∂µφ∂µφ − V (φ), (1.1)

onde V (φ) é o potencial e µ = 0 e 1. A ação clássica relativa a esta lagrangena é dada por

S =
∫

L(φ, ∂µφ)dtd3x, (1.2)

a partir da expressão acima podemos derivar as equações de movimento, essas equações

são obtidas pelo princípio de variacional de Hamilton. Vale ressaltar que a métrica

utilizada neste trabalho é a de Minkowsky em um espaço de (1+1) dimensões, ou seja,(1,-1)

conseguentemente a equações de movimento para o campo escalar é

∂2
t φ − ∂2

xφ +
dV

dφ
= 0, (1.3)

o resultado acima é uma equação diferencial de segunda ordem que depende das variáveis

x e t. O formato do potencial irá definir se a equação é linear ou não linear. Considerando

um campo estático, ou seja φ(x). Escrevendo a expressão em um formato mais compacto.

φ
′′

=
dV

dφ
, (1.4)

com φ
′′

= ∂2φ
dx2

multiplicando ambos os lados do resultado acima por φ
′

φ
′′

φ
′

=
dV

dφ
φ

′

, (1.5)

a expressão acima pode ser reescrita da seguinte forma

d

dx
(
φ

′2

2
) =

dV

dx
, (1.6)
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integrando ambos os lados obtemos

φ
′

= ±
√

2V + C. (1.7)

Na próxima seção iremos apresentar alguns argumentos de forma que a constante

C seja igual a zero, essa condição sera imposta para que a energia do sistema possa ser

finita.

1.1.1 Soluções BPS

O método BPS foi apresentado por Bogomol’nyi, Prasad e Somerfield [13, 14].

Neste método as soluções BPS são definidas por estados de energia mínima e tais estados

podem identificar setores topológicos e não-topológicos dos modelos. Para apresentar este

método, primeiro descreveremos a densidade lagrangena para o campo φ(x), da seguinte

maneira.

ρ(x) = −L =
φ

′2

2
+ V (φ), (1.8)

a energia total do sistema é dada por

E =
∫ +∞

−∞
ρ(x)dx =

∫ +∞

−∞

[

φ
′2

2
+ V (φ)

]

dx, (1.9)

completando quadrados perfeitos obtemos a seguinte expressão

E =
∫ +∞

−∞

1
2

[

φ′ ∓
√

2V (φ)
]2

dx ±
∫ +∞

−∞
(φ′

√

2V (φ))dx. (1.10)

As soluções de interesse são aquelas em que suas derivadas sejam suaves, bem

definidas e cuja a integração seja finita, assim, para que a energia seja mínima o primeiro

termo da expressão acima precisa ser nulo. Isto nos fornece a seguinte relação

φ
′

=
√

2V (φ), (1.11)

e consequentemente a energia mínima é dada por

E = ±
∫ +∞

−∞
(φ

′

√

2V (φ))dx. (1.12)

Usando o resultado (1.7), para reescrever o potencial V (φ) na expressão (1.9),

obtemos

E =
∫ +∞

−∞

[

φ
′2 − C

2
]dx = −(∞)C +

∫ +∞

−∞
φ

′2dx, (1.13)
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como estamos interessados em soluções cuja derivada seja suave, bem definida e sua

integração seja finita sobre toda variação espacial, precimos impor que C = 0 para que a

energia seja finita,assim, o resultado (1.7) é igual ao resultado (1.11). A equação (1.12),

pode ser resolvida introduzindo o conceito de superpotencial. Considerando a seguinte

relação

V (φ) =
W 2

φ

2
, (1.14)

onde Wφ é uma função continua e diferenciável chamada de superpotencial. Aplicando a

expressão(1.14) em (1.12), teremos

EBP S = ±
∫ +∞

−∞
(φ

′

Wφ)dx =| W [φ(+∞)] − W [(φ(−∞)] | . (1.15)

O resultado acima pode ser determinado mesmo sem conhecimento da solução φ(x),

conhecendo apenas os limites assintóticos dessa função que são valores bem definidos do

superpotencial, é possível determinar o valor da expressão acima. Esse método além de

permite reduzir a ordem da equação de movimento, possibilita escrever a energia que está

associada a configuração estática desse sistema.

De forma geral, existem duas possibilidades para o valor do campo φ nos extremos,

ou seja, φ(x → ∞) = φi e φ(x → −∞) = φj. Com φi = φj teremos um tipo de defeito e

se φi 6= φj teremos outra classe de defeito. De acordo com essas características, podemos

definir a seguinte corrente topológica [15].

Jµ
T = ǫµν∂νWφ, (1.16)

onde ǫµν é o pseudotensor de Levi-Civita anti-simétrico, os índices variam de acordo com

as dimensões estudadas no problemas. Neste caso (1+1) temos os seguintes símbolos

ǫ00 = ǫ11 = 0 e ǫ01 = −ǫ10 = 1. Esta corrente deve ser conservada, ou seja, ela deve

obedecer a equação da continuidade

∂µJµ
T = 0, (1.17)

a partir da última lei de conservação, podemos definir uma carga associada a esta corrente,

dada por

QT =
∫ ∞

−∞
J0

T = ∆W = EBP S (1.18)

.
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Da expressão acima, podemos ter dois tipos de solução, os Kinks (solução topológica)

quando QT for diferente de zero e os Lumps (solução não topológica) para quando QT for

igual a zero.

1.1.2 Estabilidade Linear

Outra maneira de caracterizar as soluções tipo defeito consiste em investigar os

seus comportamentos quando sujeitos a pertubações. Tal metodologia denominada análise

de estabilidade linear [16, 17]. Aplicando um pequena perturbação η(x, t) na solução da

equação de movimento

φ(x, t) = φs + η(x, t), (1.19)

onde φs é a solução estática e η(x, t) tem dependência espacial e temporal, substituindo o

resultado acima na expressão (1.3) obtemos

∂2η

∂t2
− ∂2η

∂x2
− ∂2φs

∂x2
+

dV

dφ
= 0, (1.20)

expandindo dV
dφ

em série de Taylor e considerando apenas potências de primeira ordem η

obtemos

dV

dφ
=

dV

dφ
|φ=φs

+η
d2V

dφ2
|φ=φs

. (1.21)

Substituindo o resultado acima na expressão (1.20) obtemos

∂2η

∂t2
− ∂2η

∂x2
+ η

d2V

dφ2
|φ=φs

−∂2φs

∂x2
+

dV

dφ
|φ=φs

= 0, (1.22)

considerando a solução estática (1.4) podemos reescrever a equação acima como

∂2η

∂t2
− ∂2η

∂x2
+ η

d2V

dφ2
|φ=φs

= 0. (1.23)

Usando o seguinte ansatz

η(x, t) =
∑

n

ηn(x)cos(wnt), (1.24)

podemos reescrever a equação (1.23) como sendo

−∂2η

∂x2
+ ηn

d2V

dφ2
|φ=φs

= ω2
nηn, (1.25)
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fazendo U(x) = d2V
dφ2 |φ=φs

, obtemos

−∂2ηn

∂x2
+ ηnU(x) = ω2

nηn. (1.26)

A expressão (1.26) é uma equação do tipo Schrödinger independente do tempo

para a autofunção ηn com autovalor w2
n. O autovalor precisa ser w2

n ≥ 0, caso contrário ele

terá argumento imaginário e esse fato violaria a suposição de uma pequena perturbação.

Como U(x) = d2V
dφ2 |φ=φs

e V (φs) =
W 2

φs

2
, podemos reescrever o potencial U da

seguinte forma

U = W 2
φsφs

+ Wφs
Wφsφsφs

, (1.27)

aplicando o resultado acima na expressão (1.26), o lado esquerdo da expressão pode ser

colocado em termo de dois operadores (a† e a)

a†a =
(

d

dx
+ Wφsφs

)(

− d

dx
+ Wφsφs

)

, (1.28)

assim,

a†aηn = ω2
nηn. (1.29)

O modo zero w0 = 0, pode ser calculado aplicando o operador da seguinte maneira

(

− d

dx
+ Wφsφs

)

η0 = 0, (1.30)

resolvendo a expressão acima

η0(x) = AWφs
= A

dφs

dx
. (1.31)

onde A é uma constante de normalização.

Se gráfico da autofunção não possuir nenhum nó, ele é uma solução estável e

significa que as autofunções que representam o estado fundamental são aquelas de modo

zero, esses defeitos são os Kinks. Por outro lado, se o gráfico da autofunção possuir algum

nó a solução é um defeito do tipo Lump.
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1.2 Modelo de dois Campos

1.2.1 Solução BPS

Soluções para modelos compostos por dois campos escalares podem ser encontradas

com procedimentos análogos aos utilizados em modelos de um campo. Começamos pela

seguinte densidade de lagrangeana.

L =
1
2

∂µφ∂µφ +
1
2

∂µχ∂µχ − V (φ, χ), (1.32)

considerando campos estático ou seja, φ(x) e χ(x) as equações de movimento dessa

lagrangeana são

φ
′′

=
dV

dφ
χ

′′

=
dV

dχ
, (1.33)

a densidade de energia desse sistema é

ρ(x) =
φ

′2

2
+

χ
′2

2
+ V (φ, χ). (1.34)

Definindo o potencial V (φ, χ) em termo dos superpotenciais Wφ e Wχ

V (φ, χ) =
W 2

φ

2
+

W 2
χ

2
, (1.35)

aplicando a expressão (1.35) na expressão (1.34) e integrando, podemos obter a energia

total desse sistema

E =
∫ +∞

−∞

[1
2

φ
′2 +

1
2

χ
′2 +

W 2
φ

2
+

W 2
χ

2

]

dx, (1.36)

completando quadrados na expressão acima, obtemos.

E =
1
2

∫ +∞

−∞
[(φ

′ ∓ Wφ)2 + (χ
′ ∓ Wχ)2 ± 2Wφφ

′ ± 2Wχχ
′

]dx, (1.37)

as equações diferenciais que minimizam a energia desse sistema são

φ
′

= ±Wφ(φ, χ), (1.38)

χ
′

= ±Wχ(φ, χ), (1.39)
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isso resulta em uma energia total descrita por

EBP S =
∫ +∞

−∞
(φ

′

Wφ + χ
′

Wχ)dx =| W (φ(+∞), χ(+∞)) − W (φ(−∞), χ(−∞)) | . (1.40)

Além disso, divindo a expressão (1.38) pela (1.39) obtemos o seguinte resultado

dφ

dχ
=

Wφ(φ, χ)
Wχ(φ, χ)

. (1.41)

Esta expressão é chamada de equação da órbita e é muito importante, por meio

desta expressão é possível em alguns casos, desacoplar as equações (1.38) e (1.39), isso

facilita em conseguir sua solução analítica

Podemos também definir uma corrente topológica para o caso de dois campos [18]

Jµ
T = ǫµν∂νW (φ, χ), (1.42)

como se trata de uma corrente conservada, podemos associar a ela uma carga topológica

QT =
∫ ∞

−∞
J0

T = W (φ(∞), χ(∞)) − W (φ(−∞), χ(−∞)). (1.43)

O módulo da carga topológica é igual a energia BPS.
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2 Método de deformação

O método de deformação permite gerar novos modelos mediante um modelo já

conhecido, isso é possível através de uma função deformadora. Este método fornece uma

abordagem didática, pois permite descrever propriedades de modelos desconhecidos de

forma analítica e simples.

2.1 Método de Deformação

Vamos estabelecer uma relação entre o potencial de um dado modelo conhecido

com o potencial do modelo deformado. A lagrangeana para o campo escalar φ é

L =
1
2

∂µφ∂µφ − V (φ), (2.1)

para soluções estáticas φ(x), fornece a seguinte equação de movimento

φ
′′

=
dV

dφ
, (2.2)

resolvendo a equação acima por meio das equações de primeira ordem obtemos

φ
′

= ±
√

2V = Wφ. (2.3)

Definindo outro modelo descrito por um campo χ, a densidade lagrangeana é

L =
1
2

∂µχ∂µχ − U(χ), (2.4)

a equação de primeira ordem do campo χ é

χ
′

= ±
√

2U = Wχ. (2.5)

Nesse ponto, vamos introduzir a função de deformação que conecta os dois modelos

φ = f(χ), (2.6)

e

χ = f−1(φ), (2.7)
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onde f(χ) é chamada de função de deformação [19]. Derivando a expressão (2.6), em

relação x e isolando χ
′

χ
′

=
φ

′

fχ(χ)
, (2.8)

elevando ao quadrado os termos da expressão acima

χ
′2 =

φ
′2

f 2
χ(χ)

, (2.9)

sendo fχ = df
dχ

. Substituindo as expressões (2.3), (2.5) na expressão (2.9), obtemos

U =
V

f 2
χ

. (2.10)

A expressão acima nos mostra a relação entre os potenciais no modelo deformado

e não deformado. Também podemos definir a seguinte expressão.

Wχ =
Wφ

fχ

. (2.11)

Sendo Wχ o superpotencial da lagrangeana deformada.

2.2 Exemplos

Nesta seção, aplicaremos o método de deformação usando duas funções de de-

formação diferentes. O potencial do modelo de partida usado nos dois exemplos é o

seguinte.

V (φ) =
(1 − φ2)2

2
, (2.12)

a solução desse potencial é

φ(x) = ± tanh(x). (2.13)

2.2.1 Primeiro caso: f(χ) =
√

1 − χ2

Derivando a função de deformação f(χ), obtemos

fχ(χ) = − χ√
1 − χ2

(2.14)
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com o resultado acima, podemos encontrar o valor do potencial deformado apartir da

expressão (2.10)

U(χ) =
χ2(1 − χ2)

2
, (2.15)

a solução desse potencial é

χ(x) =
√

1 − tanh2(x) = ±sech(x). (2.16)
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Figura 1 – Potencial do modelo φ4 invertido a esquerda e a Solução do tipo Lump a direita.

Essas soluções se iniciam no mínimo do potencial χ = 0 e crescem/decrescem ate

χ = ±1 e depois retornam para o mínimo. Esse comportamento caracteriza uma solução

não-topológica e, de fato, a energia BPS (carga topológica) dessa configuração é nula, pois

EBP S = |W (χ)|+∞
−∞ = −1

3
(1 − sech(x)2)

3

2 = 0. (2.17)

Assim, podemos ver que os defeitos topológicos do tipo lump conectam os mesmos

pontos de mínimo e que o fato da energia BPS ser zero é um indicativo de instabilidade.O

método BPS, não é eficaz para casos onde o potencial não é positivo definido , para calcular

a densidade de energia é preciso recorrer a expressão (1.8).

ρ(x) =
(d(sech(x))

dx
)2

2
+

sech2(x)(1 − sech2(x))
2

= sech2(x) tanh2(x), (2.18)

podemos agora, calcular a energia total do lump a partir da densidade de energia acima

E =
∫ +∞

−∞
sech2(x) tanh2(x) =

2
3

(2.19)
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-4 -2 0 2 4

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

x

ρ

Figura 2 – Densidade de Energia

O gráfico acima, mostra a distribuição de energia de um defeito tipo Lump. Podemos

estudar a estabilidade linear usando a expressão (1.31)

η0(x) = −sech(x) tanh(x) (2.20)
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Figura 3 – Gráfico da estabilidade linear do defeito tipo lump

No gráfico acima, podemos observar que η0(x) possui um nó, isto significa que esta

auto-função não representa o estado fundamental e que o modo zero esta associado a um

auto-valor ω2 < 0

2.2.2 Segundo caso: f(χ) = 1 − χ2

A derivada da função de deformação f(χ) em relação a χ é

fχ(χ) = −2χ, (2.21)

com o resultado acima, podemos encontrar o valor do potencial deformado apartir da

expressão (2.10)

U(χ) =
1
8

χ2(−2 + χ2)2, (2.22)
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a solução desse potencial é

χ(x) =
√

1 ∓ tanh(x). (2.23)
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Figura 4 – Potencial do Modelo φ4 a esquerda e a Solução kink e anti-kink a direita

Analisando o gráfico da solução tipo kink, quando χ(x → ∞) =
√

2 e χ(x →
−∞) = 0, seus limites assintóticos são diferentes, acarretando em uma carga topológica

diferente de zero, logo essa solução é considerada topológica. A mesma análise também

pode ser feita para a solução anti-kink χ(x → ∞) = 0 e χ(x → −∞) =
√

2.

A densidade de energia do kink pode ser calculada pela expressão (1.8)

ρ(x) =
sech4(x)

4 + 4 tanh(x)
(2.24)
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Figura 5 – Densidade de energia do kink

Esse gráfico mostra que a energia é finita e está concentrada no centro do gráfico.

Analisando agora a estabilidade dessa solução.
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Figura 6 – Gráfico da estabilidade linear do defeito tipo kink

Esse gráfico não apresenta nó, isto significa que as auto-funções que representam o

esta fundamental são aquelas de modo zero.
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3 Método de Extensão

Neste capítulo será apresentado a possibilidade da construção de modelos de dois e

quatro campos escalares a partir de modelos de um campo escalar. Utilizaremos modelos

de um campo conectados via função de deformação e acoplaremos esses modelos de forma

não trivial a fim de obtermos o modelo de dois e quatro campos. Por fim, utilizaremos

o método de extensão para a construção de modelos compostos por dois [20], e quatro

campos .

3.1 Método de extensão de modelos para dois campos escalares

Iremos reescrever a equação de órbita (1.41), utilizando um função deformadora e

sua inversa como

dφ

dχ
=

Wφ(φ, χ)
Wχ(φ, χ)

. (3.1)

As equações de primeira ordem para os campos φ e χ podem ser reescritas de 3

formas diferentes, porem equivalentes, ou seja

φ
′

= Wφ(φ), φ
′

= Wφ(χ), φ
′

= Wφ(φ, χ), (3.2)

e

χ
′

= Wφ(φ), χ
′

= Wφ(χ), χ
′

= Wφ(φ, χ). (3.3)

logo, podemos redefinir Wφ(φ) e Wχ(χ) da seguinte maneira

Wφ = a1Wφ(φ) + a2Wφ(φ, χ) + a3Wχ(χ), (3.4)

e

Wχ = b1Wφ(φ) + b2Wφ(φ, χ) + b3Wχ(χ), (3.5)

substituindo as duas expressões acima na expressão (3.1), ela pode ser reescrita como

dφ

dχ
=

a1Wφ(φ) + a2Wφ(φ, χ) + a3Wχ(χ) + c1g(φ) + c2g(φ, χ) + c3g(χ)
b1Wφ(φ) + b2Wφ(φ, χ) + b3Wχ(χ)

. (3.6)
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onde assumimos os parâmetros ai, bi e ci, onde i = 1, 2 e 3 de tal modo que esses parâmetros

seguem os seguintes vínculos: a1 + a2 + a3 = 1, b1 + b2 + b3 = 1 e c1 + c2 + c3 = 0.

As formas equivalentes da função contra-peso g são construídas da forma similar as

expressões Wφ e Wχ. A função g pode ser determinada a partir da seguinte propriedade

Wφχ = Wχφ, (3.7)

essa propriedade nos resulta na seguinte expressão

b2Wχφ(φ, χ) + b3Wχφ(φ) = a1Wφχ(χ) + a2Wφχ(φ, χ) + c1g(χ)(χ) + c2gχ(φ, χ) (3.8)

O resultado acima nos permite calcular a função contra-peso g. Com esse resultado

é possível determinar a W (φ, χ). Como este superpotencial foi construído a partir de

outros dois modelos de um campo, o novo modelo engloba as duas soluções analíticas. O

método de extensão para a construção de modelos de dois e três campos escalares reais e

aplicações podem ser vistas nas seguintes referências respectivamente [18, 21].

3.2 Método de extensão para 4 campos escalares

Expandiremos o método de extensão para modelos representados por quatro campos

escalares. Poucos modelos de quatro campos reais são analiticamente solúveis. O método

de extensão para quatro campos foi inspirado no modelo da Ref [22].

dφ

dχ
=

Wφ(φ, χ, ξ, σ)
Wχ(φ, χ, ξ, σ)

,
dφ

dξ
=

Wφ(φ, χ, ξ, σ)
Wξ(φ, χ, ξ, σ)

,
dφ

dσ
=

Wφ(φ, χ, ξ, σ)
Wσ(φ, χ, ξ, σ)

,

dξ

dχ
=

Wξ(φ, χ, ξ, σ)
Wχ(φ, χ, ξ, σ)

,
dσ

dχ
=

Wσ(φ, χ, ξ, σ)
Wχ(φ, χ, ξ, σ)

,
dσ

dξ
=

Wσ(φ, χ, ξ, σ)
Wξ(φ, χ, ξ, σ)

. (3.9)

As equações de primeira ordem para os campos φ, χ, ξ e σ podem ser reescritas de

15 formas diferentes, porem equivalentes, ou seja



3.2. Método de extensão para 4 campos escalares 35

φ‘ = Wφ(χ), φ‘ = Wφ(φ, χ),

φ‘ = Wφ(φ), φ‘ = Wφ(ξ),

φ‘ = Wφ(φ, ξ), φ‘ = Wφ(χ, ξ),

φ‘ = Wφ(σ), φ‘ = Wφ(φ, σ),

φ‘ = Wφ(χ, σ), φ‘ = Wφ(ξ, σ),

φ‘ = Wφ(φ, χ, ξ), φ‘ = Wφ(φ, χ, σ),

φ‘ = Wφ(φ, ξ, σ), φ‘ = Wφ(χ, ξ, σ),

φ‘ = Wφ(φ, χ, ξ, σ), (3.10)

χ‘ = Wχ(χ), χ‘ = Wχ(φ, χ),

χ‘ = Wχ(φ), χ‘ = Wχ(ξ),

χ‘ = Wχ(φ, ξ), χ‘ = Wχ(χ, ξ),

χ‘ = Wχ(σ), χ‘ = Wχ(φ, σ),

χ‘ = Wχ(χ, σ), χ‘ = Wχ(ξ, σ),

χ‘ = Wχ(φ, χ, ξ), χ‘ = Wχ(φ, χ, σ),

χ‘ = Wχ(φ, ξ, σ), χ‘ = Wχ(χ, ξ, σ),

χ‘ = Wχ(φ, χ, ξ, σ), (3.11)

ξ‘ = Wξ(χ), ξ‘ = Wξ(φ, χ),

ξ‘ = Wξ(φ), ξ‘ = Wξ(ξ),

ξ‘ = Wξ(φ, ξ), ξ‘ = Wξ(χ, ξ),

ξ‘ = Wξ(σ), ξ‘ = Wξ(φ, σ),

ξ‘ = Wξ(χ, σ), ξ‘ = Wξ(ξ, σ),

ξ‘ = Wξ(φ, χ, ξ), ξ‘ = Wξ(φ, χ, σ),

ξ‘ = Wξ(φ, ξ, σ), ξ‘ = Wξ(χ, ξ, σ),

ξ‘ = Wχ(φ, χ, ξ, σ), (3.12)
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σ‘ = Wσ(χ), σ‘ = Wσ[φ, χ),

σ‘ = Wσ(φ), σ‘ = Wσ(ξ),

σ‘ = Wσ(φ, ξ), σ‘ = Wσ(χ, ξ),

σ‘ = Wσ(σ), σ‘ = Wσ(φ, σ),

σ‘ = Wσ(χ, σ), σ‘ = Wσ(ξ, σ),

σ‘ = Wσ(φ, χ, ξ), σ‘ = Wσ(φ, χ, σ),

σ‘ = Wσ(φ, ξ, σ), σ‘ = Wσ(χ, ξ, σ).

σ‘ = Wσ(φ, χ, ξ, σ), (3.13)

As equações (3.10), (3.11), (3.12), (3.13) permitem reescrever Wφ, Wχ, Wξ e Wσ.

Wφ =a11Wφ(χ) + a12Wφ(φ, χ) + a13Wφ(φ) + a14Wφ(ξ) + a15Wφ(φ, ξ) + a16Wφ(χ, ξ)+

a17Wφ(σ) + a18Wφ(φ, σ) + a19Wφ(χ, σ) + a20Wφ(ξ, σ) + a21Wφ(φ, χ, ξ)+

a22Wφ(φ, χ, σ) + a23Wφ(φ, ξ, σ) + a24Wφ(χ, ξ, σ) + a25Wφ(φ, χ, ξ, σ) + c11g(χ)+

c12g(φ, χ) + c13g(φ) + c14g(ξ) + c15g(φ, ξ) + c16g(χ, ξ) + c17g(σ) + c18g(φ, σ)+

c19g(χ, σ) + c20g(ξ, σ) + c21g(φ, χ, ξ) + c22g(φ, χ, σ) + c23g(φ, ξ, σ) + c24g(χ, ξ, σ)+

c25g(φ, χ, ξ, σ), (3.14)

Wχ =b11Wχ(χ) + b12Wχ(φ, χ) + b13Wχ(φ) + b14Wχ(ξ) + b15Wχ(φ, ξ) + b16Wχ(χ, ξ)+

b17Wχ(σ) + b18Wχ(φ, σ) + b19Wχ(χ, σ) + b20Wχ(ξ, σ) + b21Wχ(φ, χ, ξ)+

b22Wχ(φ, χ, σ) + b23Wχ(φ, ξ, σ) + b24Wχ(χ, ξ, σ) + b25Wχ(φ, χ, ξ, σ) + c̃11g̃(χ)+

c̃12g̃(φ, χ) + c̃13g̃(φ) + c̃14g̃(ξ) + c̃15g̃(φ, ξ) + c̃16g̃(χ, ξ) + c̃17g̃(σ) + c̃18g̃(φ, σ)+

c̃19g̃(χ, σ) + c̃20g̃(ξ, σ) + c̃21g̃(φ, χ, ξ) + c̃22g̃(φ, χ, σ) + c̃23g̃(φ, ξ, σ) + c̃24g̃(χ, ξ, σ)+

c̃25g̃(φ, χ, ξ, σ) + ĉ51ĝ(χ) + ĉ52ĝ(φ, χ) + ĉ53ĝ(φ) + ĉ54ĝ(ξ) + ĉ55ĝ(φ, ξ) + ĉ56ĝ(χ, ξ)+

ĉ57ĝ(σ) + ĉ58ĝ(φ, σ) + ĉ59ĝ(χ, σ) + ĉ60ĝ(ξ, σ) + ĉ61ĝ(φ, χ, ξ) + ĉ62ĝ(φ, χ, σ)+

ĉ63ĝ(φ, ξ, σ) + ĉ64ĝ(χ, ξ, σ) + ĉ65ĝ(φ, χ, ξ, σ), (3.15)

Wξ =a31Wξ(χ) + a32Wξ(φ, χ) + a33Wξ(φ) + a34Wξ(ξ) + a35Wξ(φ, ξ) + a36Wξ(χ, ξ)+

a37Wξ(σ) + a38Wξ(φ, σ) + a39Wξ(χ, σ) + a40Wξ(ξ, σ) + a41Wξ(φ, χ, ξ)+

a42Wξ(φ, χ, σ) + a43Wξ(φ, ξ, σ) + a44Wξ(χ, ξ, σ) + a45Wχ(φ, χ, ξ, σ) + c31h(χ)+

c32h(φ, χ) + c33h(φ) + c34h(ξ) + c35h(φ, ξ) + c36h(χ, ξ) + c37h(σ) + c38h(φ, σ)+

c39h(χ, σ) + c40h(ξ, σ) + c41h(φ, χ, ξ) + c42h(φ, χ, σ) + c43h(φ, ξ, σ) + c44h(χ, ξ, σ)+

c45h(φ, χ, ξ, σ), (3.16)
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Wσ =b31Wσ(χ) + b32Wσ(φ, χ) + b33Wσ(φ) + b34Wσ(ξ) + b35Wσ(φ, ξ) + b36Wσ(χ, ξ)+

b37Wσ(σ) + b38Wσ(φ, σ) + b39Wσ(χ, σ) + b40Wσ(ξ, σ) + b41Wσ(φ, χ, ξ)+

b42Wσ(φ, χ, σ) + b43Wσ(φ, ξ, σ) + b44Wσ(χ, ξ, σ) + b45Wσ(φ, χ, ξ, σ) + +c̃31h̃(χ)+

c̃32h̃(φ, χ) + c̃33h̃(φ) + c̃34h̃(ξ) + c̃35h̃(φ, ξ) + c̃36h̃(χ, ξ) + c̃37h̃(σ) + c̃38h̃(φ, σ)+

c̃39h̃(χ, σ) + c̃40h̃(ξ, σ) + c̃41h̃(φ, χ, ξ) + c̃42h̃(φ, χ, σ) + c̃43h̃(φ, ξ, σ) + c̃44h̃(χ, ξ, σ)+

c̃45h̃(φ, χ, ξ, σ) + c51ĥ(χ) + c52ĥ(φ, χ) + c53ĥ(φ) + c54ĥ(ξ) + c55ĥ(φ, ξ) + c56ĥ(χ, ξ)+

c57ĥ(σ) + c58ĥ(φ, σ) + c59ĥ(χ, σ) + c60ĥ(ξ, σ) + c61ĥ(φ, χ, ξ) + c62ĥ(φ, χ, σ)+

c63ĥ(φ, ξ, σ) + c64ĥ(χ, ξ, σ) + c65ĥ(φ, χ, ξ, σ). (3.17)

Com os superpotenciais definidos acima, podemos reescrever as relações de órbitas

(3.9), vale ressaltar que as expressões que serão escritas abaixo estão de forma simplificada

devido ao extenso tamanho das expressões em suas formas completas.

dφ

dχ
=

[

a11Wφ(χ) + ... + a25Wφ(φ, χ, ξ, σ) + c11g(χ) + ... + c25g(φ, χ, ξ, σ)
]

×
[

b11Wχ(χ) + ...+

b25Wχ(φ, χ, ξ, σ) + c̃11g̃(χ) + ... + c̃25g̃(φ, χ, ξ, σ) + ĉ51ĝ(χ) + ... + ĉ65ĝ(φ, χ, ξ, σ)
]−1

,

(3.18)

dφ

dξ
=

[

a11Wφ(χ) + ... + a25Wφ(φ, χ, ξ, σ) + c11g(χ) + ... + c25g(φ, χ, ξ, σ)
]

×
[

a31Wξ(χ) + ...+

a45Wχ(φ, χ, ξ, σ) + c31h(χ) + ... + c45h(φ, χ, ξ, σ)
]−1

, (3.19)

dφ

dσ
=

[

a11Wφ(χ) + ... + a25Wφ(φ, χ, ξ, σ) + c11g(χ) + ... + c25g(φ, χ, ξ, σ)
]

×
[

b31Wσ(χ) + ...+

b45Wσ(φ, χ, ξ, σ) + c̃31h̃(χ) + ... + c̃45h̃(φ, χ, ξ, σ) + c51ĥ(χ) + ... + c65ĥ(φ, χ, ξ, σ)





−1

,

(3.20)

dξ

dχ
=

[

a31Wχ(χ) + ... + a45Wχ(φ, χ, ξ, σ) + c31h(χ) + ... + c45h(φ, χ, ξ, σ)
]

×
[

b11Wχ(χ) + ...+

b25Wχ(φ, χ, ξ, σ) + c̃11g̃(χ) + ... + c̃25g̃(φ, χ, ξ, σ) + ĉ51ĝ(χ) + ... + ĉ65ĝ(φ, χ, ξ, σ)





−1

,

(3.21)
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dσ

dχ
=

[

b31Wσ(χ) + ... + b45Wσ(φ, χ, ξ, σ) + c̃31h̃(χ) + ... + c̃45h̃(φ, χ, ξ, σ) + c51ĥ(χ) + ...+

c65ĥ(φ, χ, ξ, σ)
]

×
[

b11Wχ(χ) + ... + b25Wχ(φ, χ, ξ, σ) + c̃11g̃(χ) + ... + c̃25g̃(φ, χ, ξ, σ)+

ĉ51ĝ(χ) + ... + ĉ65ĝ(φ, χ, ξ, σ)
]−1

, (3.22)

dσ

dξ
=

[

b31Wσ(χ) + ... + b45Wσ(φ, χ, ξ, σ) + c̃31h̃(χ) + ... + c̃45h̃(φ, χ, ξ, σ) + c51ĥ(χ) + ...+

c65ĥ(φ, χ, ξ, σ)
]

×
[

a31Wξ(χ) + ... + a45Wχ(φ, χ, ξ, σ) + c31h(χ) + ... + c45h(φ, χ, ξ, σ)
]−1

.

(3.23)

Onde foi introduzido as funções contra-peso g, g̃, h, h̃, ĝ , ĥ, e as constantes

aij, bij, cij, c̃ij, cα,j e ĉα,j com i = 1, ..., 4, j = 0, 1, ..., 9 e α = 5, 6, essas constantes são

necessárias para se criar um vínculo entres os respectivos modelos. As constantes seguem

os seguintes vínculos

a11 + a12 + a13 + a14 + a15 + a16 + a17 + a18 + a19 + a20 + a21 + a22 + a23 + a24

+ a25 = 1, (3.24)

a31 + a32 + a33 + a34 + a35 + a36 + a37 + a38 + a39 + a40 + a41 + a42 + a43 + a44

+ a45 = 1, (3.25)

b11 + b12 + b13 + b14 + b15 + b16 + b17 + b18 + b19 + b20 + b21 + b22 + b23 + b24

+ b25 = 1, (3.26)

b31 + b32 + b33 + b34 + b35 + b36 + b37 + b38 + b39 + b40 + b41 + b42 + b43 + b44

+ b45 = 1, (3.27)

c11 + c12 + c13 + c14 + c15 + c16 + c17 + c18 + c19 + c20 + c21 + c22 + c23 + c24

+ c25 = 0, (3.28)

c31 + c32 + c33 + c34 + c35 + c36 + c37 + c38 + c39 + c40 + c41 + c42 + c43 + c44

+ c45 = 0, (3.29)
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c̃11 + c̃12 + c̃13 + c̃14 + c̃15 + c̃16 + c̃17 + c̃18 + c̃19 + c̃20 + c̃21 + c̃22 + c̃23 + c̃24

+ c̃25 = 0, (3.30)

c̃31 + c̃32 + c̃33 + c̃34 + c̃35 + c̃36 + c̃37 + c̃38 + c̃39 + c̃40 + c̃41 + c̃42 + c̃43 + c̃44

+ c̃45 = 0, (3.31)

c51 + c52 + c53 + c54 + c55 + c56 + c57 + c58 + c59 + c60 + c61 + c62 + c63 + c64

+ c65 = 0, (3.32)

ĉ51 + ĉ52 + ĉ53 + ĉ54 + ĉ55 + ĉ56 + ĉ57 + ĉ58 + ĉ59 + ĉ60 + ĉ61 + ĉ62 + ĉ63 + ĉ64

+ ĉ65 = 0. (3.33)

Com os vínculos acima, podemos demonstrar que usando as funções de deformações

podemos reescrever as formas equivalentes do superpotencial e das funções contra-peso

em suas formas primitivas, assim colocando em evidência o superpotencial e a função

contra-peso voltamos a expressão de onde partimos.

dφ

dχ
=

(a11 + · · · + a25)Wφ(φ) + (c11 + · · · + c25)g(φ)
(b11 + · · · + b25)Wχ(χ) + (c̃11 + · · · + c̃25)g̃(χ) + (ĉ11 + · · · + ĉ25)ĝ(χ)

(3.34)

usando os vínculos (3.24), (3.26), (3.28), (3.30), (3.33) podemos voltar a expressão original

dφ

dχ
=

Wφ(φ)
Wχ(χ)

(3.35)

Dando continuidade ao método, precisamos descobrir o vínculo que as funções

contra-preso criam. Para descobrir a função contra-peso g, g̃ ou ĝ, precisamos considerar

um segundo vínculo que surge devido a seguinte propriedade

Wφχ = Wχφ, (3.36)

que resulta em
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a11Wφχ(χ) + a12Wφχ(φ, χ) + a16Wφχ(χ, ξ) + a19Wφχ(χ, σ) + a21Wφχ(φ, χ, ξ)+

a22Wφχ(φ, χ, σ) + a24Wφχ(χ, ξ, σ) + a25Wφχ(φ, χ, ξ, σ) + c11gχ(χ) + c12gχ(φ, χ)+

c16gχ(χ, ξ) + c19gχ(χ, σ) + c21gχ(φ, χ, ξ) + c22gχ(φ, χ, σ) + c24gχ(χ, ξ, σ)+

c25gχ(φ, χ, ξ, σ) = b12Wχφ(φ, χ) + b13Wχφ(φ) + b15Wχφ(φ, ξ) + b18Wχφ(φ, σ)+

b21Wχφ(φ, χ, ξ) + b22Wχφ(φ, χ, σ) + b23Wχφ(φ, ξ, σ) + b25Wχφ(φ, χ, ξ, σ) + c̃12g̃φ(φ, χ)+

c̃13g̃φ(φ) + c̃15g̃φ(φ, ξ) + c̃18g̃φ(φ, σ) + c̃21g̃φ(φ, χ, ξ) + c̃22g̃φ(φ, χ, σ) + c̃23g̃(φ, ξ, σ)+

c̃25g̃φ(φ, χ, ξ, σ) + ĉ52ĝφ(φ, χ) + ĉ53ĝφ(φ) + ĉ55ĝφ(φ, ξ) + ĉ58ĝφ(φ, σ) + ĉ61ĝφ(φ, χ, ξ)+

ĉ62ĝφ(φ, χ, σ) + ĉ63ĝφ(φ, ξ, σ) + ĉ65ĝφ(φ, χ, ξ, σ). (3.37)

Para achar a função contra-peso g ou h precisamos considerar um segundo vínculo

que surge devido a seguinte propriedade

Wφξ = Wξφ, (3.38)

que resulta em

a14Wφξ(ξ) + a15Wφξ(φ, ξ) + a16Wφξ(χ, ξ) + a20Wφξ(ξ, σ) + a21Wφξ(φ, χ, ξ)+

a23Wφξ(φ, ξ, σ) + a24Wφξ(χ, ξ, σ) + a25Wφξ(φ, χ, ξ, σ) + c14gξ(ξ) + c15gξ(φ, ξ)+

c16gξ(χ, ξ) + c20gξ(ξ, σ) + c21gξ(φ, χ, ξ) + c23gξ(φ, ξ, σ) + c24gξ(χ, ξ, σ)+

c25gξ(φ, χ, ξ, σ) = a32Wξφ(φ, χ) + a33Wξφ(φ) + a35Wξφ(φ, ξ) + a38Wξφ(φ, σ)+

a41Wξφ(φ, χ, ξ) + a42Wξφ(φ, χ, σ) + a43Wξφ(φ, ξ, σ) + a45Wξφ(φ, χ, ξ, σ) + c32hφ(φ, χ)+

c33hφ(φ) + c35hφ(φ, ξ) + c38hφ(φ, σ) + c41hφ(φ, χ, ξ) + c42hφ(φ, χ, σ) + c43hφ(φ, ξ, σ)+

c45hφ(φ, χ, ξ, σ). (3.39)

Para encontrar a função contra-peso g, h̃ ou ĥ precisamos considerar um segundo

vínculo que surge devido a seguinte propriedade

Wφσ = Wσφ, (3.40)

que resulta em
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a17Wφσ(σ) + a18Wφσ(φ, σ) + a19Wφσ(χ, σ) + a20Wφσ(ξ, σ) + a22Wφσ(φ, χ, σ)+

a23Wφσ(φ, ξ, σ) + a24Wφσ(χ, ξ, σ) + a25Wφσ(φ, χ, ξ, σ) + c17gσ(σ) + c18gσ(φ, σ)+

c19gσ(χ, σ) + c20gσ(ξ, σ) + c22gσ(φ, χ, σ) + c23gσ(φ, ξ, σ) + c24gσ(χ, ξ, σ)+

c25gσ(φ, χ, ξ, σ) = b32Wσφ(φ, χ) + b33Wσφ(φ) + b35Wσφ(φ, ξ) + b38Wσφ(φ, σ)+

b41Wσφ(φ, χ, ξ) + b42Wσφ(φ, χ, σ) + b43Wσφ(φ, ξ, σ) + b45Wσφ(φ, χ, ξ, σ) + c̃32h̃φ(φ, χ)+

c̃33h̃φ(φ) + c̃35h̃φ(φ, ξ) + c̃38h̃φ(φ, σ) + c̃41h̃φ(φ, χ, ξ) + c̃42h̃φ(φ, χ, σ) + c̃43h̃φ(φ, ξ, σ)+

c̃45h̃φ(φ, χ, ξ, σ) + c52ĥφ(φ, χ) + c53ĥφ(φ) + c55ĥφ(φ, ξ) + c58ĥφ(φ, σ) + c61ĥφ(φ, χ, ξ)+

c62ĥφ(φ, χ, σ) + c63ĥφ(φ, ξ, σ) + c65ĥφ(φ, χ, ξ, σ). (3.41)

Para descobrir a função contra-peso h, g̃ ou ĝ precisamos considerar um segundo

vínculo que surge devido a seguinte propriedade

Wξχ = Wχξ, (3.42)

que resulta em

a31Wξχ(χ) + a32Wξχ(φ, χ) + a36Wξχ(χ, ξ) + a39Wξχ(χ, σ) + a41Wξχ(φ, χ, ξ)+

a42Wξχ(φ, χ, σ) + a44Wξχ(χ, ξ, σ) + a45Wξχ(φ, χ, ξ, σ) + c31hχ(χ) + c32hχ(φ, χ)+

c36hχ(χ, ξ) + c39hχ(χ, σ) + c41hχ(φ, χ, ξ) + c42hχ(φ, χ, σ) + c44hχ(χ, ξ, σ)+

c45hχ(φ, χ, ξ, σ) = b14Wχξ(ξ) + b15Wχξ(φ, ξ) + b16Wχξ(χ, ξ) + b20Wχξ(ξ, σ)+

b21Wχξ(φ, χ, ξ) + b23Wχξ(φ, ξ, σ) + b24Wχξ(χ, ξ, σ) + b25Wχξ(φ, χ, ξ, σ) + c̃14g̃ξ(ξ)+

c̃15g̃ξ(φ, ξ) + c̃16g̃ξ(χ, ξ) + c̃20g̃ξ(ξ, σ) + c̃21g̃ξ(φ, χ, ξ) + c̃23g̃ξ(φ, ξ, σ) + c̃24g̃ξ(χ, ξ, σ)+

c̃25g̃ξ(φ, χ, ξ, σ) + ĉ54ĝξ(ξ) + ĉ55ĝξ(φ, ξ) + ĉ56ĝξ(χ, ξ) + ĉ60ĝξ(ξ, σ) + ĉ61ĝξ(φ, χ, ξ)+

ĉ63ĝξ(φ, ξ, σ) + ĉ64ĝξ(χ, ξ, σ) + ĉ65ĝξ(φ, χ, ξ, σ). (3.43)

Para achar a função contra-peso g̃, ĝ, h̃ ou ĥ precisamos considerar um segundo

vínculo que surge devido a seguinte propriedade

Wσχ = Wχσ, (3.44)

que resulta em
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b31Wσχ(χ) + b32Wσχ(φ, χ) + b36Wσχ(χ, ξ) + b39Wσχ(χ, σ) + b41Wσχ(φ, χ, ξ)+

b42Wσχ(φ, χ, σ) + b44Wσχ(χ, ξ, σ) + b45Wσχ(φ, χ, ξ, σ) + c̃31h̃χ(χ) + c̃32h̃χ(φ, χ)+

c̃36h̃χ(χ, ξ) + c̃39h̃χ(χ, σ) + c̃41h̃χ(φ, χ, ξ) + c̃42h̃χ(φ, χ, σ) + c̃44h̃χ(χ, ξ, σ)+

c̃45h̃χ(φ, χ, ξ, σ) + c51ĥχ(χ) + c52ĥχ(φ, χ) + c56ĥχ(χ, ξ) + c59ĥχ(χ, σ) + c61ĥχ(φ, χ, ξ)+

c62ĥχ(φ, χ, σ) + c64ĥχ(χ, ξ, σ) + c65ĥχ(φ, χ, ξ, σ) = b17Wχσ(σ) + b18Wχσ(φ, σ)+

b19Wχσ(χ, σ) + b20Wχσ(ξ, σ) + b22Wχσ(φ, χ, σ) + b23Wχσ(φ, ξ, σ) + b24Wχσ(χ, ξ, σ)+

b25Wχσ(φ, χ, ξ, σ) + c̃17g̃σ(σ) + c̃18g̃σ(φ, σ) + c̃19g̃σ(χ, σ) + c̃20g̃σ(ξ, σ) + c̃22g̃σ(φ, χ, σ)+

c̃23g̃σ(φ, ξ, σ) + c̃24g̃σ(χ, ξ, σ) + c̃25g̃σ(φ, χ, ξ, σ) + ĉ57ĝσ(σ) + ĉ58ĝσ(φ, σ) + ĉ59ĝσ(χ, σ)+

ĉ60ĝσ(ξ, σ) + ĉ62ĝσ(φ, χ, σ) + ĉ63ĝσ(φ, ξ, σ) + ĉ64ĝσ(χ, ξ, σ) + ĉ65ĝσ(φ, χ, ξ, σ). (3.45)

Por fim, para encontrar a função contra-peso h̃, ĥ ou h precisamos considerar um

segundo vínculo que surge devido a seguinte propriedade

Wσξ = Wξσ, (3.46)

que resulta em

b34Wσξ(ξ) + b35Wσξ(φ, ξ) + b36Wσξ(χ, ξ) + b40Wσξ(ξ, σ) + b41Wσξ(φ, χ, ξ)+

b43Wσξ(φ, ξ, σ) + b44Wσξ(χ, ξ, σ) + b45Wσξ(φ, χ, ξ, σ) + c̃34h̃ξ(ξ) + c̃35h̃ξ(φ, ξ)+

c̃36h̃ξ(χ, ξ) + c̃40h̃ξ(ξ, σ) + c̃41h̃ξ(φ, χ, ξ) + c̃43h̃ξ(φ, ξ, σ) + c̃44h̃ξ(χ, ξ, σ) + c̃45h̃ξ(φ, χ, ξ, σ)+

c54ĥξ(ξ) + c55ĥ(φ, ξ) + c56ĥξ(χ, ξ) + c60ĥξ(ξ, σ) + c61ĥξ(φ, χ, ξ) + c63ĥξ(φ, ξ, σ)+

c64ĥξ(χ, ξ, σ) + c65ĥξ(φ, χ, ξ, σ) = a37Wξσ(σ) + a38Wξσ(φ, σ) + a39Wξσ(χ, σ)+

a40Wξσ(ξ, σ) + a42Wξσ(φ, χ, σ) + a43Wξσ(φ, ξ, σ) + a44Wξσ(χ, ξ, σ) + a45Wχσ(φ, χ, ξ, σ)+

c37h(σ) + c38hσ(φ, σ) + c39hσ(χ, σ) + c40hσ(ξ, σ) + c42hσ(φ, χ, σ) + c43h(φ, ξ, σ)+

c44hσ(χ, ξ, σ) + c45hσ(φ, χ, ξ, σ). (3.47)

Das expressões (3.37), (3.39), (3.41), (3.43), (3.45) e (3.47) podemos tomar dife-

rentes caminhos para determinar as funções de contra-peso. Apresentaremos a seguir, um

dos possíveis caminhos e vale ressalta que este caminho foi usado nos dois exemplos que

serão apresentados no fim deste capítulo.

Cenário utilizado

Das expressões (3.37), (3.39), (3.41), (3.43), (3.45) e (3.47) é necessário atribuir
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alguns vínculos, de tal modo que cada expressão nos forneça uma função contra-peso

diferente. Assim, os vínculos considerados são os seguintes

c14 = c15 = c16 = c17 = c18 = c19 = c20 = c21 = c22 = c23 = c24 = c25 = 0, (3.48)

c31 = c32 = c36 = c37 = c38 = c39 = c40 = c41 = c42 = c43 = c44 = c45 = 0, (3.49)

c51 = c52 = c53 = c55 = c56 = c58 = c59 = c61 = c62 = c63 = c64 = c65 = 0, (3.50)

ĉ52 = ĉ53 = ĉ54 = ĉ55 = ĉ56 = ĉ58 = ĉ60 = ĉ61 = ĉ62 = ĉ63 = ĉ64 = ĉ65 = 0, (3.51)

c̃12 = c̃13 = c̃15 = c̃17 = c̃18 = c̃19 = c̃20 = c̃21 = c̃22 = c̃23 = c̃24 = c̃25 = 0, (3.52)

c̃31 = c̃32 = c̃34 = c̃35 = c̃36 = c̃39 = c̃40 = c̃41 = c̃42 = c̃43 = c̃44 = c̃45 = 0. (3.53)

Aplicando os vínculos (3.48), (3.52), (3.51) podemos obter a função contra-peso g

da expressão (3.37)

a11Wφχ(χ) + a12Wφχ(φ, χ) + a16Wφχ(χ, ξ) + a19Wφχ(χ, σ) + a21Wφχ(φ, χ, ξ)+

a22Wφχ(φ, χ, σ) + a24Wφχ(χ, ξ, σ) + a25Wφχ(φ, χ, ξ, σ) + c11gχ(χ) + c12gχ(φ, χ) =

b12Wχφ(φ, χ) + b13Wχφ(φ) + b15Wχφ(φ, ξ) + b18Wχφ(φ, σ) + b21Wχφ(φ, χ, ξ)+

b22Wχφ(φ, χ, σ) + b23Wχφ(φ, ξ, σ) + b25Wχφ(φ, χ, ξ, σ). (3.54)

Aplicando os vínculos (3.48), (3.49) podemos obter a função contra-peso h da

expressão (3.39)

a14Wφξ(ξ) + a15Wφξ(φ, ξ) + a16Wφξ(χ, ξ) + a20Wφξ(ξ, σ) + a21Wφξ(φ, χ, ξ)+

a23Wφξ(φ, ξ, σ) + a24Wφξ(χ, ξ, σ) + a25Wφξ(φ, χ, ξ, σ) = a32Wξφ(φ, χ) + a33Wξφ(φ)+

a35Wξφ(φ, ξ) + a38Wξφ(φ, σ) + a41Wξφ(φ, χ, ξ) + a42Wξφ(φ, χ, σ) + a43Wξφ(φ, ξ, σ)+

a45Wξφ(φ, χ, ξ, σ) + c33hφ(φ) + c35hφ(φ, ξ). (3.55)

Aplicando os vínculos (3.48), (3.53), (3.50)podemos obter a função contra-peso h̃

da expressão (3.41)
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a17Wφσ(σ) + a18Wφσ(φ, σ) + a19Wφσ(χ, σ) + a20Wφσ(ξ, σ) + a22Wφσ(φ, χ, σ)+

a23Wφσ(φ, ξ, σ) + a24Wφσ(χ, ξ, σ) + a25Wφσ(φ, χ, ξ, σ) = b32Wσφ(φ, χ) + b33Wσφ(φ)+

b35Wσφ(φ, ξ) + b38Wσφ(φ, σ) + b41Wσφ(φ, χ, ξ) + b42Wσφ(φ, χ, σ) + b43Wσφ(φ, ξ, σ)+

b45Wσφ(φ, χ, ξ, σ) + c̃33h̃φ(φ) + c̃38h̃φ(φ, σ). (3.56)

Aplicando os vínculos (3.49), (3.52), (3.51)podemos obter a função contra-peso g̃

da expressão (3.43)

a31Wξχ(χ) + a32Wξχ(φ, χ) + a36Wξχ(χ, ξ) + a39Wξχ(χ, σ) + a41Wξχ(φ, χ, ξ)+

a42Wξχ(φ, χ, σ) + a44Wξχ(χ, ξ, σ) + a45Wξχ(φ, χ, ξ, σ) = b14Wχξ(ξ) + b15Wχξ(φ, ξ)+

b16Wχξ(χ, ξ) + b20Wχξ(ξ, σ) + b21Wχξ(φ, χ, ξ) + b23Wχξ(φ, ξ, σ) + b24Wχξ(χ, ξ, σ)+

b25Wχξ(φ, χ, ξ, σ) + c̃14g̃ξ(ξ) + c̃16g̃ξ(χ, ξ). (3.57)

Aplicando os vínculos (3.53), (3.50), (3.52), (3.51) podemos obter a função contra-

peso ĝ da expressão (3.45)

b31Wσχ(χ) + b32Wσχ(φ, χ) + b36Wσχ(χ, ξ) + b39Wσχ(χ, σ) + b41Wσχ(φ, χ, ξ)+

b42Wσχ(φ, χ, σ) + b44Wσχ(χ, ξ, σ) + b45Wσχ(φ, χ, ξ, σ) = b17Wχσ(σ) + b18Wχσ(φ, σ)+

b19Wχσ(χ, σ) + b20Wχσ(ξ, σ) + b22Wχσ(φ, χ, σ) + b23Wχσ(φ, ξ, σ) + b24Wχσ(χ, ξ, σ)+

b25Wχσ(φ, χ, ξ, σ) + ĉ57ĝσ(σ) + ĉ59ĝσ(χ, σ). (3.58)

Por fim, aplicando os vínculos (3.53), (3.50), (3.49)podemos obter a função contra-

peso ĥ da expressão (3.47)

b34Wσξ(ξ) + b35Wσξ(φ, ξ) + b36Wσξ(χ, ξ) + b40Wσξ(ξ, σ) + b41Wσξ(φ, χ, ξ)+

b43Wσξ(φ, ξ, σ) + b44Wσξ(χ, ξ, σ) + b45Wσξ(φ, χ, ξ, σ) + c54ĥξ(ξ) + c60ĥξ(ξ, σ) =

a37Wξσ(σ) + a38Wξσ(φ, σ) + a39Wξσ(χ, σ) + a40Wξσ(ξ, σ) + a42Wξσ(φ, χ, σ)+

a43Wξσ(φ, ξ, σ) + a44Wξσ(χ, ξ, σ) + a45Wξσ(φ, χ, ξ, σ). (3.59)

Com essas funções contra-peso, podemos determinar a forma final W (φ, χ, ξ, σ). A

solução do novo modelo de quatro campos engloba as quatro soluções dos modelos de um

campo. Podemos também obter o potencial do novo modelo a partir da seguinte expressão.

V (φ, χ, ξ, σ) =
W 2

φ

2
+

W 2
χ

2
+

W 2
ξ

2
+

W 2
σ

2
(3.60)
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3.3 Exemplos

Nesta seção, iremos abordar o uso desse método com dois exemplos. Para os

desenvolvimentos das expressões e gráficos que serão apresentadas nesta seção, foi utilizado

o Wolfram Mathematica 11 devido a extensão dos cálculos.

Primeiro exemplo

Neste exemplo, iremos acoplar dois campos do tipo φ4 e σ4 com dois modelos

invertidos do tipo χ4 e ξ4. As equações de primeira ordem associadas a estes modelos são.

Wφ = a(1−φ2); Wχ = −aχ

√

1 − χ2

b2
; Wξ = −aξ

√

1 − ξ2

b2
; Wσ = a(1−σ2), (3.61)

e suas respectivas soluções, são escritas como

φ = tanh(ax), χ = bsech(ax), ξ = bsech(ax), σ = − tanh(ax). (3.62)

As funções deformadoras que conectam tais modelos são

φ =

√

1 − χ2

b2
; χ = b

√

1 − φ2, (3.63)

φ =

√

1 − ξ2

b2
; ξ = b

√

1 − φ2, (3.64)

φ = −σ, (3.65)

χ = ξ, (3.66)

σ = −
√

1 − χ2

b2
; χ = b

√
1 − σ2, (3.67)

σ = −
√

1 − ξ2

b2
; ξ = b

√
1 − σ2. (3.68)

Utilizando as funções de deformação e suas inversas, podemos reescrever os super-

potenciais Wφ, Wχ, Wξ e Wσ das seguintes maneiras.
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Wφ(χ) = a
χ2

b2
,

Wφ(φ) = a(1 − φ2),

Wφ(ξ) = a
ξ2

b2
,

Wφ(σ) = a(1 − σ2),

Wφ(φ, σ) = a(1 + σ)(1 + φ), (3.69)

Wσ(χ) = −a
χ2

b2
,

Wσ(φ) = −a(1 − φ2),

Wσ(ξ) = −a
ξ2

b2
,

Wσ(σ) = −a(1 − σ2),

Wσ(φ, σ) = −a(1 + σ)(1 + φ), (3.70)

Wχ(φ, χ) = −aχφ,

Wχ(χ, σ) = −aχσ, (3.71)

Wξ(φ, ξ) = −aξφ,

Wξ(ξ, σ) = −aξσ. (3.72)

Na expressão acima, estão apenas os superpotenciais que contribuem neste problema,

as outras formas equivalentes possuem termos com potência fracionária e queremos evitá-las

em nossa solução, assim aplicamos os seguintes vínculos para evitar tais termos

a12 = a15 = a16 = a19 = a20 = a21 = a22 = a23 = a24 = a25 = 0

,b11 = b13 = b14 = b15 = b16 = b17 = b18 = b20 = b21 = b22 = b23 = b24 = b25 = 0

,a31 = a32 = a33 = a34 = a36 = a37 = a38 = a39 = a41 = a42 = a43 = a44 = a45 = 0

,b32 = b35 = b36 = b39 = b40 = b41 = b42 = b43 = b44 = b45 = 0. (3.73)

Integrando a expressão (3.54) em relação a χ e usando os superpotenciais corres-

pondentes

1
2

aχ2
(2a11

b2
+ b12

)

+ c11g(χ) + c12g(φ, χ) = 0, (3.74)
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fazendo c12 = 0, implica em c11 = −c13, então podemos determinar g(χ)

g(χ) = −aχ2(2a11 + b2b12)
2b2c11

, (3.75)

usando a função de deformação (3.63), podemos determinar g(φ)

g(φ) =
a(−1 + φ2)(2a11 + b2b12)

2c11

. (3.76)

Integrando a expressão (3.59) em relação a ξ e usando os superpotenciais corres-

pondentes

1
2

aξ2a40 + c54ĥ(ξ) + c60ĥ(ξ, σ) =
aξ2b34

b2
, (3.77)

com c60 = 0, implica em c54 = −c57, então podemos determinar ĥ(ξ)

ĥ(ξ) =
−ab2ξ2a40 + 2aξ2b34

2b2c54

, (3.78)

empregando a função de deformação (3.68), podemos determinar ĥ(σ)

ĥ(σ) =
a(−1 + σ2)(b2a40 − 2b34)

2c54

. (3.79)

Integrando a expressão (3.56) em relação a φ e usando os superpotenciais corres-

pondentes

aφ
(

− 4σa17 + (2 + φ)a18 − 2φb33 + 2(1 + σ)b38

)

= 2c̃33h̃(φ) + c̃38h̃(φ, σ), (3.80)

definindo c̃33 = 0, implica em c̃38 = −c̃37, então podemos determinar h̃(φ, σ)

h̃(φ, σ) =
aφ(−4σa17 + 2a18 + φa18 − 2φb33 + 2b38 + 2σb38)

c̃38

, (3.81)

recorrendo a função de deformação (3.65), podemos determinar h̃(σ)

h̃(σ) =
aσ(4σa17 + (−2 + σ)a18 − 2σb33 − 2(1 + σ)b38)

c̃38

. (3.82)

Integrando a expressão (3.57) em relação a ξ e usando os superpotenciais corres-

pondentes

c̃14g̃(ξ) + c̃16g̃(χ, ξ) = 0, (3.83)
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fazendo c̃14 = 0, implica em c̃16 = −c̃11, então podemos determinar g̃(χ, ξ)

g̃(χ, ξ) = 0, (3.84)

e

g̃(χ) = 0. (3.85)

Integrando a expressão (3.58) em relação a σ e usando os superpotenciais corres-

pondentes

aσχb19 =
2aσχb31

b2
+ ĉ57ĝ(σ) + ĉ59ĝ(χ, σ), (3.86)

com ĉ14 = 0, implica em ĉ59 = −ĉ51, então podemos determinar ĝ(χ, σ)

ĝ(χ, σ) =
ab2σχb19 − 2aσχb31

b2ĉ54

, (3.87)

usando a função de deformação (3.67), podemos determinar g(χ)

ĝ(χ) =
aχ

√

1 − χ2

b2 (−b2b19 + 2b31)

b2ĉ59

. (3.88)

Integrando a expressão (3.55) em relação a ξ e usando os superpotenciais corres-

pondentes

aξφ
(2a14

b2
+ a35

)

= c33h(φ) + c35h(φ, ξ), (3.89)

definindo c33 = 0, implica que c35 = −c34, então podemos determinar h(φ, ξ)

h(φ, ξ) =
aξφ(2a14 + b2a35)

b2c35

, (3.90)

empregando a função de deformação (3.64), podemos determinar h(ξ)

h(ξ) =
aξ

√

1 − ξ2/b2(2a14 + b2a35)

b2c35

. (3.91)

Usando todos os resultados obtidos anteriormente e substituindo nas expressões

(3.14), (3.15), (3.16) e(3.17) obtemos.
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Wφ =a
(

2ξ2a14 + b2(−(2 + b2)(−1 + φ2) + 2(−σ2 + φ2)a17 + 2(1 + φ)(σ + φ)a18

− (b2(−1 + φ2) + χ2)b12)
)

× (2b2)−1, (3.92)

Wχ =
−ab2φχb12 + ab2χ

√

1 − χ2/b2b19 − 2aχ(σ +
√

1 − χ2/b2)b31

b2
, (3.93)

Wξ = −
(aξ(2(

√

1 − ξ2/b2 − φ)a14 + b2
√

1 − ξ2/b2a35 + b2σa40)

b2
, (3.94)

Wσ =((ab2(2 − 2σ2 + 4σ(σ + φ)a17 + (−2 + σ − φ)(σ + φ)a18 + (ξ2 + b2(−1+

σ2))a40) + 2aχ2b31) × (2b2)−1, (3.95)

para simplificar estes resultados e eliminar essas raízes, iremos fazer os seguintes vínculos,

b12 = 0, a14 = − b2

2
, b19 = 0, b31 = 0 e a35 = 0 assim

Wφ =
1
2

(

−a(−2+ξ2+2φ2+2b2(−1+φ2)+χ2)+2a(σ+φ)((−σ+φ)a17+(1+φ)a18)
)

, (3.96)

Wξ = −aξφ, (3.97)

Wχ = −aφχ, (3.98)

Wσ =
1
2

(2a(−1 + σ2) − a(σ + φ)(4σa17 + (−2 + σ − φ)a18)), (3.99)

Integrando os resultados acima, obtemos o seguinte resultado

W (φ, χ, ξ, σ) =aφ + ab2φ − aφ3

3
− 1

3
ab2φ3 +

1
3

aφ3a17 +
1
2

aφ2a18 +
1
3

aφ3a18 − aσ +
aσ3

3
−

2
3

aσ3a17 +
1
2

aσ2a18 − 1
6

aσ3a18 − 1
2

aξ2φ − 1
2

aφχ2 − aσ2φa17 + aσφa18+

1
2

aσφ2a18. (3.100)
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O potencial V é

V (φ, χ, ξ, σ) =
1
8

(4a2ξ2φ2 + 4a2φ2χ2 + (−2a(−1 + σ2) + a(σ + φ)(4σa17 + (−2 + σ−

φ)a18))2 + a2(−2 + ξ2 + 2φ2 + 2b2(−1 + φ2) + χ2 − 2(σ + φ)((−σ + φ)a17+

(1 + φ)a18))2) (3.101)

Podemos agora, ilustrar as órbitas formadas pelas quatro soluções desse exemplo,

três gráficos foram produzidos para mapear essas quatro soluções e a seguir daremos mais

detalhes do mapeamento.

Figura 7 – Órbita com σ = 0

Figura 8 – A órbita da esquerda com φ = 0 e a órbita da direita com χ = 0
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As figuras acima estão conectadas da seguinte forma:

• Nesses gráficos, consideramos a = 1 e b = 1.

• A figura 7 possui dois pontos, a partir de cada um desses pontos podemos obter

outras duas órbitas.

• O ponto vermelho de coordenada (0,1,1) onde φ = 0, assim a partir desse ponto,

podemos formar outra órbita composta pelas soluções χ, ξ e σ que é o gráfico

esquerdo da figura 8.

• O ponto verde de coordenada (1,0,1) onde χ ou ξ são iguais a zero, isso por que ambas

são função do tipo Sech(x), nesse ponto podemos formar outra órbita composta por

φ, χ e σ se ξ = 0 ou φ, ξ e σ se χ = 0 que é o gráfico da direita.

• Na figura 8 temos um ponto preto de coordenada (0,1,0) onde σ = 0, a partir desse

ponto podemos formar a órbita composta pelas soluções φ, χ e ξ.

3.3.0.1 Estrutura interna

A. Análise para a solução χ

Podemos agora discutir a ideia da estrutura interna do nosso modelo, na parte

central da nossa estrutura temos φ e σ igual a zero, a amplitude de ξ é igual a b. Agora é

necessário achar o valor de χ que maximiza o potencial na regiãoo central. Podemos então,

determinar o valor da massa da partícula escalar relativa à essa configuração de órbita é

dV (0, χ, b, 0)
dχ

=
1
2

a2χ(−2 − b2 + χ2). (3.102)

O valor que maximiza a função V na região central é χ =
√

2 + b2.

m2
in = Vχχ(0,

√
2 + b2, b, 0) = a2(2 + b2),

m2
out = Vχχ(∓1, 0, 0, ±1) = a2, (3.103)

calculando a seguinte razão

m2
in

m2
out

= 2 + b2. (3.104)

podemos concluir que a partícula prefere ficar fora da estrutura interna.

B. Análise para a solução ξ
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Seguindo o mesmo procedimento do exemplo passado, o valor que maximiza a

função V na região central é ξ =
√

2 + b2.

m2
in = Vξξ(0, b,

√
2 + b2, 0) = a2b2,

m2
out = Vξξ(∓1, 0, 0, ±1) = a2, (3.105)

calculando a seguinte razão

m2
in

m2
out

= b2. (3.106)

com b2 < 1 a partícula prefere ficar dentro da estrutura interna, se b2 > 1 a partícula

prefere ficar fora da estrutura interna.

3.3.1 Segundo exemplo

Neste exemplo, iremos acoplar dois campos do tipo φ4 e σ4 com dois modelos

invertidos do tipo χ4 e ξ4. As equações de primeira ordem associadas a estes modelos são.

Wφ = a(1−φ2); Wχ = −aχ

√

1 − χ2

b2
; Wξ = −aξ

√

1 − 4ξ2

9b2
; Wσ =

a

2
(1− (3−2σ)2).

(3.107)

e suas respectivas soluções são escritas como

φ = tanh(ax); χ = bsech(ax); ξ =
3bsech(ax)

2
; σ =

3
2

+
tanh(ax)

2
. (3.108)

As funções deformadoras que conectam tais modelos são

φ =

√

1 − χ2

b2
, χ = b

√

1 − φ2, (3.109)

φ =

√

1 − 4ξ2

9b2
, ξ =

3
2

b
√

1 − φ2, (3.110)

φ = 2σ − 3, σ =
3
2

+
φ

2
, (3.111)

χ =
2
3

ξ, ξ =
3
2

χ, (3.112)
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σ =
3
2

−
√

1 − χ2

b2

2
, χ = b

√

1 − (3 − 2σ)2, (3.113)

σ =
3
2

−
√

1 − 4ξ2

9b2

2
, ξ =

3
2

b
√

1 − (3 − 2σ)2. (3.114)

Utilizando as funções de deformação e suas inversas, podemos reescrever os super-

potenciais Wφ,Wχ,Wξ e Wσ das seguintes maneiras.

Wφ(χ) = a
χ2

b2
,

Wφ(φ) = a(1 − φ2),

Wφ(ξ) =
4aξ2

9b2
,

Wφ(σ) = a(1 − (2σ − 3)2,

Wφ(φ, σ) = a(1 − φ)(2σ − 2), (3.115)

Wσ(χ) =
aχ2

2b2
,

Wσ(φ) =
a

2
(1 − φ2),

Wσ(ξ) =
2aξ2

9b2
,

Wσ(σ) =
a

2
(1 − (3 − 2σ)2),

Wσ(φ, σ) = −a(σ − 2)(1 + φ), (3.116)

Wχ(φ, χ) = −aχφ,

Wχ(χ, σ) = −aχ(2σ − 3), (3.117)

Wξ(φ, ξ) = −aξφ,

Wξ(ξ, σ) = −aξ(2σ − 3). (3.118)

Na expressão acima, estão apenas os superpotenciais que contribuem neste problema,

as outras formas equivalentes possuem termos com potência fracionária e queremos evitá-las

em nossa solução, assim aplicamos os seguintes vínculos para evitar tais termos
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a12 = a15 = a16 = a19 = a20 = a21 = a22 = a23 = a24 = a25 = 0

b11 = b13 = b14 = b15 = b16 = b17 = b18 = b20 = b21 = b22 = b23 = b24 = b25 = 0

a31 = a32 = a33 = a34 = a36 = a37 = a38 = a39 = a41 = a42 = a43 = a44 = a45 = 0

b32 = b35 = b36 = b39 = b40 = b41 = b42 = b43 = b44 = b45 = 0. (3.119)

Integrando a expressão (3.54) em relação a χ e usando os superpotenciais corres-

pondentes

1
2

aχ2(
2a11

b2
+ b12) + g(χ)c11 + g(φ), χc12 = 0, (3.120)

fazendo c12 = 0, implica que c11 = −c13,então podemos determinar g(χ)

g(χ) = −aχ2(2a11 + b2b12)
2b2c11

, (3.121)

usando a função de deformção (3.109), podemos determinar g(φ)

g(φ) =
a(−1 + φ2)(2a11 + b2b12)

2c11

. (3.122)

Integrando a expressão (3.59) em relação a ξ e usando os superpotenciais corres-

pondentes

aξ2a40 +
2aξ2b34

c54(9b2)
+ c54ĥ(ξ) + c60ĥ(ξ, σ) = 0, (3.123)

com c60 = 0, implica que c54 = −c57, então podemos determinar ĥ(ξ)

ĥ(ξ) =
−9ab2ξ2a40 − 2aξ2b34

9b2c54

, (3.124)

empregando a função de deformação (3.114), podemos determinar ĥ(σ)

ĥ(σ) =
a(−2 + σ)(−1 + σ)(9b2a40 + 2b34)

c54

. (3.125)

Integrando a expressão (3.56) em relação a ξ e usando os superpotenciais corres-

pondentes

1
2

aφ(8(3 − 2σ)a17 − 2(−2 + φ)a18 + φb33 + 2(−2 + σ)b38) = c̃33h̃(φ) + c̃38h̃(φ, σ), (3.126)
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definindo c̃33 = 0, implica que c̃38 = −c̃37, então podemos determinar h̃(φ, σ)

h̃(φ, σ) = −aφ(−24a17 + 16σa17 − 4a18 + 2φa18 − φb33 + 4b38 − 2σb38)
2c̃38

, (3.127)

recorrendo a função de deformação (3.111), podemos determinar h̃(σ)

h̃(σ) = −a(−3 + 2σ)(8(−3 + 2σ)a17 + 2(−5 + 2σ)a18 + (3 − 2σ)b33 − 2(−2 + σ)b38)
2c̃38

.

(3.128)

Integrando a expressão (3.57) em relação a ξ e usando os superpotenciais corres-

pondentes

c̃14g̃(ξ) + c̃16g̃(χ, ξ) = 0, (3.129)

fazendo c̃14 = 0, implica que c̃16 = −c̃11, então podemos determinar g̃(χ, ξ)

g̃(χ, ξ) = 0, (3.130)

e

g̃(χ) = 0. (3.131)

Integrando a expressão (3.58) em relação a χ e usando os superpotenciais corres-

pondentes

aσχb19 =
2aσχb31

b2
+ ĉ57ĝ(σ) + ĉ59ĝ(χ, σ), (3.132)

com ĉ14 = 0, implica que ĉ59 = −ĉ51, então podemos determinar ĝ(χ, σ)

ĝ(χ, σ) =
aσχ(2b2b19 + b31)

b2ĉ59

, (3.133)

usando a função de deformação (3.113), podemos determinar g(χ)

ĝ(χ) =
aχ(−3 +

√

1 − χ2

b2 )(2b2b19 − b31)

2b2ĉ59

. (3.134)

Integrando a expressão (3.55) em relação a χ e usando os superpotenciais corres-

pondentes

8aξφa14

9b2
+ aξφa35 = c33h(φ) + c35h(φ, ξ), (3.135)
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definindo c33 = 0, implica que c35 = −c34, então podemos determinar h(φ, ξ)

h(φ, ξ) =
8aξφa14 + 9ab2ξφa35

9b2c35

, (3.136)

empregando a função de deformção (3.110), podemos determinar h(ξ)

h(ξ) =
aξ

√

9 − 4ξ2

b2 (8a14 + 9b2a35)

27b2c35

. (3.137)

Usando todos os resultados obtidos anteriormente e substituindo nas expressões

(3.14), (3.15), (3.16) e (3.17) obtemos

Wφ =
(

a(8ξ2a14 + 9b2(−2(−1 + φ2)a11 − 2(−1 + φ2)a13 + 4(−1 + σ)(−2(−2+

σ)a17 − (−1 + φ)a18) − (b2(−1 + φ2) + χ2)b12))
)

× (18b2)−1, (3.138)

Wχ =
aχ(−2b2φb12 − 2b2(−6 +

√

1 − χ2

b2 )b19 + (−3 + 2σ +
√

1 − χ2

b2 )b31)

2b2
, (3.139)

Wξ = −
(aξ(8(

√

9 − 4ξ2

b2 − 3φ)a14 + 9b2(
√

9 − 4ξ2

b2 a35 + 3(−3 + 2σ)a40))

27b2
, (3.140)

Wσ =−
(

(a(−8b2(−3 + 2σ)(−3 + 2σ − φ)a17 − 2b2(−3 + 2σ − φ)(−5 + 2σ+

φ)a18 − chi2b31 + 2b2((ξ2 + 9b2(−2 + σ)(−1+

σ))a40 + 2(−2 + σ)(−1 + σ)(b33 + b34 + b37 + b38)))
)

×
(

2b2
)−1

), (3.141)

para simplificar estes resultados e eliminar essas raízes, iremos fazer os seguintes vínculos,

b31 = 0,b19 = 0, b19 = 0, a40 = 0,a14 = −9b2

4
,a35 = 1 e b12 = 1 assim

Wφ =
1
8

a(−13b2(−1 + φ2) − 4(−2 + ξ2 + 2φ2 + χ2) + 8(−9 − 4(−3 + σ)σ + φ2)a17

− 8(−3 + 2σ − φ)(−1 + φ)a18), (3.142)

Wχ = −aφχ, (3.143)
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Wξ = −aφξ, (3.144)

Wσ = a(−2(−2+σ)(−1+σ)+4(−3+2σ)(−3+2σ−φ)a17+(−3+2σ−φ)(−5+2σ+φ)a18),

(3.145)

Integrando as expressões (3.142), (3.143), (3.144) e (3.145) encontramos

W (φ, χ, ξ, σ) =aφ +
13
8

ab2φ − aφ3

3
− 13

24
ab2φ3 − 9aφa17 +

1
3

aφ3a17 − 3aφa18+

aφ2a18 +
1
3

aφ3a18 − 4aσ + 3aσ2 − 2aσ3

3
+ 36aσa17 − 24aσ2a17+

16
3

aσ3a17 + 15aσa18 − 8aσ2a18 +
4
3

aσ3a18 − 1
2

aξ2φ − 1
2

aφχ2+

12aσφa17 − 4aσ2φa17 + 2aσφa18 − aσφ2a18. (3.146)

O potencial V é

V (φ, χ, ξ, σ) =
1

128
a2(64ξ2φ2 + 64φ2χ2 + (13b2(−1 + φ2) + 4(−2 + ξ2 + 2φ2 + χ2)−

8(−9 − 4(−3 + σ)σ + φ2)a17 + 8(−3 + 2σ − φ)(−1 + φ)a18)2+

64(−2(−2 + σ)(−1 + σ) + 4(−3 + 2σ)(−3 + 2σ − φ)a17 + (−3+

2σ − φ)(−5 + 2σ + φ)a18)2) (3.147)

De forma similar ao exemplo passado, mapeamos as soluções desse exemplo da

seguinte maneira.

Figura 9 – Órbita com ξ = 0

As figuras acima estão conectadas da seguinte forma:
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Figura 10 – Órbita da esquerda com φ = 0 e a órbita da esquerda com χ = 0

• Nesses gráficos, consideramos a = 1 e b = 2.

• A figura 9 possui dois pontos, a partir de cada um desses pontos podemos gerar

outras duas órbitas.

• O ponto vermelho de coordenada (0, 2, 3/2) onde φ = 0, assim a partir desse

ponto podemos formar outra órbita composta pelas soluções χ, ξ e σ que é o gráfico

esquerdo da figura 10.

• O ponto verde de coordenada (1,0,1) onde χ é igual a zero, nesse ponto podemos

formar outra órbita composta por φ, ξ e σ que é o gráfico da direita, neste mesmo

gráfico tem um ponto preto de coordenada (-1, 0, 1) onde ξ = 0, a partir desse ponto

podemos formar uma órbita composta por φ ,χ e σ, está é a órbita preta da figura 9.

3.3.1.1 Estrutura interna

A. Análise para a solução χ

Podemos agora discutir a ideia da estrutura interna do nosso modelo, na parte

central da nossa estrutura temos φ e σ igual a zero, a amplitude de ξ é igual a zero. O

valor que maximiza a função V na região central é χ =
√

2 + b2.

m2
in = Vχχ(0,

√
2 + b2,

b

2
,
3
2

) = 2a2,

m2
out = Vχχ(2, 0, 0, 1) = a2, or m2

out = Vχχ(1, 0, 0, −1) = a2, (3.148)

calculando a seguinte razão

m2
in

m2
out

= 2. (3.149)

podemos concluir que a partícula prefere ficar fora da estrutura interna.
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B. Análise para a solução ξ

O valor que maximiza a função V na região central é ξ =
√

8+9b2

2
.

m2
in = Vξξ(0, b,

√
8 + 9b2

2
, 0) =

1
32

a2(−24 + 5b2),

m2
out = Vξξ(2, 0, 0, 1) = a2, ou m2

out = Vξξ(1, 0, 0, −1) = a2, (3.150)

calculando a seguinte razão

m2
in

m2
out

= −3
4

+
5b2

32
. (3.151)

com −3
4

+ 5b2

32
< 1 a partícula prefere ficar dentro da estrutura interna, se −3

4
+ 5b2

32
> 1 a

partícula prefere ficar fora da estrutura interna.
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4 Conclusão

Neste trabalho apresentamos uma extensão do método de extensão para 4 campos,

este método já foi proposto para a construção de modelos de dois e três campos escalares,

para a construção desse novo modelo fizemos uma breve revisão dos conceitos necessários.

No capítulo 2 abordamos uma breve revisão sobre campos escalares e soluções BPS, essas

soluções carregam um conceito físico fundamental, a finitude da energia. Neste mesmo

capítulo apresentados o conceito de soluções topológicas e não topológicas relacionadas

aos limites assintóticos das soluções.

No capítulo 3 abordamos o método de deformação como alternativa para gerar

outros modelos por meio de uma função de deformação, nos exemplos abordados as soluções

geradas eram do tipo kink que é uma solução topológica e os lump que é uma solução não

topológica.

No capítulo 4 abordamos o método de deformação para a construção de um modelo

de 4 campos escalares, vale ressaltar que modelos de mais de uma campo são de difícil

resolução pois apresentam equações de segunda ordem onde os campos são acoplados,

assim este método é eficiente pelo fato do novo modelo gerado carregar as soluções de cada

modelo utilizado. Vale salientar que esta é a primeira vez que um modelo de 4 campos é

determinado através do mecanismo de extensão.

Vale salientar que modelos de multi-campos são muito interessantes no contexto de

cosmologia e branas, pois os parâmetros físicos obtidos a partir destes modelos apresentam

comportamentos não-triviais. Deste modo, modelos de multi-campos podem descrever

energia escura dinâmica no contexto de cosmologia ou então branas assimétricas, as quais

são relevantes para descrever a hierarquia da força gravitacional em relação as outras

interações fundamentais.

Como futuros cenários de aplicação do mecanismo aqui desenvolvido, destacamos

cenários com quebra de simetria de Lorentz [23], modelos de gravitação generalizada do

tipo F (R) e F (R, T ) [24] e também modelos com decaimento do vácuo [25] . Deste modo,

acreditamos que a uma vasta aplicabilidade de nossos procedimentos, as quais esperamos

abordar e relatar em um futuro próximo.
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