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Resumo

Neste trabalho fizemos uma revisdo sobre campos escalares e abordamos o método de
deformagao, analisamos solugoes do tipo kink e lump e destacamos algumas de suas carac-
teristicas. Apresentamos a construcao de um modelo de campos através do acoplamento
de modelos de um campo. O ponto forte deste método se da pelo fato de modelos de
quatro campos apresentarem equacoes de segunda ordem acopladas e de dificil integragao.

O modelo gerado por este método carrega as solugoes dos modelos de um campo usados.

Palavras-chave: Defeitos Topologicos. Método de Deformagao. Método de Extensao.






Abstract

In this work we did a review about scalar fields and we approached the deformation method,
we analyzed kink and lump type solutions and we highlight some of its characteristics. We
present the construction of a four field model through the coupling of models of a field.
The strong point of this method is the fact that models of four fields have coupled second
order equations of difficult integration. The model generated by this method loads the

solutions of the models of a field used.

Keywords: Topological defects. Deformation Method. Extension Method.






Figura 1

Figura 2
Figura 3
Figura 4
Figura 5
Figura 6
Figura 7
Figura 8
Figura 9

Lista de ilustracoes

Potencial do modelo ¢* invertido a esquerda e a Solucdo do tipo Lump

adireita. . . . ... 31
Densidade de Energia . . . . . . . . ... oL 32
Gréfico da estabilidade linear do defeito tipo lump . . . . . . ... .. 32
Potencial do Modelo ¢* a esquerda e a Solucao kink e anti-kink a direita 33
Densidade de energia do kink . . . . ... ... .00 33
Gréfico da estabilidade linear do defeito tipo kink . . . . . . . ... .. 34
Orbitacom o =0 . . . . . ..o 52
A érbita da esquerda com ¢ = 0 e a 6rbita da direita com y =0 . . . . 52
Orbita com E=0 . . 59

Figura 10 — Orbita da esquerda com ¢ = 0 e a 6rbita da esquerda com x =0. . . . 60






Introducao

1

1.1
111
1.1.2
1.2
121

2.1
2.2
221
2.2.2

3.1
3.2
3.3
3.3.0.1
3.3.1
3.3.1.1

Sumario

TEORIA CLASSICA DE CAMPOS ESCALARES REAIS . ... ..
Modelo de um campo . . . . . . . ..o
Soluges BPS . . . . . . .
Estabilidade Linear . . . . . . . . . . ...
Modelo de dois Campos . . . . . . . . . . ... ... ... ... ...
Solucdo BPS . . . . .
METODO DE DEFORMACAO . . . . . . . .t i it e e e e .
Método de Deformacao . . . . . . . . .. ... ... ...
Exemplos . . . . . . ...
Primeiro caso: f(x) =v1—X? . . . .
Segundo caso: f(x)=1—x% . . . . . ... ...
METODO DE EXTENSAO . . . . . . ottt it e e e e
Método de extensao de modelos para dois campos escalares

Método de extensdao para 4 campos escalares . . . . . . .. ... ..
Exemplos . . . . . . ...
Estruturainterna . . . . . . . . . L L e
Segundoexemplo . . . . . . ..
Estruturainterna . . . . . . . . L ...
CONCLUSAO . . . .. ittt et e e e e e e e e

REFERENCIAS . . . . . . e e e e e e e e s e s






17

Capitulo 1

Introducao

Campos escalares reais sao os mais simples encontrados na natureza, sua dinamica
é governada por uma teoria de campos relativistica [1]. Usaremos esses campos para
investigar defeitos topoldgicos. Esses defeitos podem ser encontrados, por exemplo, na
cosmologia onde ocorre uma transi¢do de fase do universo primordial [2] e na fisica da

matéria condensada para descrever a interface de materiais [3].

Atualmente, os campos escalares ganharam grande relevancia na descricao de
particulas elementares apds a comprovagao experimental do bosén de Higgs [4]. O
mecanismo de Higgs [5, 6], descreve a geragao de massa para particulas elementares a

partir de sua interacao com um potencial escalar que possui quebra espontanea de simetria.

Os defeitos topoldgicos estao associados a alguma quebra espontanea de simetria
que da origem a um conjunto nao trivial de estados degenerados. Neste trabalho abordamos
dois tipos de solugoes em (141) dimensoes que sdo os kinks e os lumps, a diferenca desses
dois tipos de solugoes estd no comportamento assintotico de cada campo. Essas duas
solugoes podem ser determinadas a partir de uma corrente topoldgica conservada que

depende da dimensao espaco-temporal.

Um método utilizado para estudar analiticamente modelos com solugao tipo defeitos
analiticos, ¢ denominado método da deformagao e foi proposto por Bazeia, Losano e
Malboisson em 2002 [7], este método consiste em gerar novos modelos a partir de um

potencial e da solugdo de um modelo conhecido com o auxilio de uma fungao de deformacao.

Modelos com mais de um campo sao mais dificeis de serem resolvidos analiticamente
pois surgem equagoes de segunda ordem acopladas de dificil integracao. Alguns métodos
ja foram propostos como por exemplo o método das 6rbitas tentativas [8], este método
permite quando possivel, desacoplar as equagoes de primeira ordem, assim tornando a

soluc@o do sistema mais facil.[9].

Neste trabalho usamos o método de extensao para a construc¢ao de um modelo de
quatro campos, a idéia principal deste método é acoplar quatro modelos de um campo
para formar outro modelo efetivo de quatro campos. Na literatura ja existem aplicagoes
aplicacoes do método de extensao na construgao de modelos de dois e trés campos escalares
reais. Como aplicagdo, esta metodologia pode ser utilizada no contexto cosmoldgico
abordando a inflacdo em multiplos campos, onde é possivel produzir uma relacdo entre
a razao do tensor escalar e o indice espectral [10]. Multiplos campos também permitem

estudar parametros cosmologicos que nao podem ser derivados de modelos de um tnico
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campo [11, 12].

No capitulo 1 deste trabalho sera introduzido uma breve revisao sobre como obter
as equacoes de movimentos de modelos compostos por um e dois campos escalares via
principio da minima acao. O método BPS foi introduzido para se obter equagoes de
primeira ordem e de energia minima, por fim foi apresentado como analisar a estabilidade

dessas solucoes.

No capitulo 2 exploraremos o método de deformacao a partir de um modelo de
campo ¢* gerando outros dois modelos. Em nossas discussoes investigamos quais sdo os
setores topologicos dos modelos resultantes que sao mapeados a partir do modelo inicial.
A vantagem do método esta no fato de que a descricdo do novo modelo pode ser feita
de forma analitica. Nos exemplos foram abordados defeitos tipo kinks e lumps que sdo
solucoes topologicas e nao topologicas, respectivamente. As solugoes tipo defeitos também
pode ser caracterizado a partir da existéncia de uma quantidade conservada denominada
carga topoldgica. Defeitos que apresentem carga topoldgica diferente de zero sao ditos
topologicos, enquanto aqueles que nao possuem cargas topologicas sao conhecidos como

defeitos nao-topoldgicos.

No capitulo 3 apresentaremos a construgao de modelos de quatro campos escalares
reais a partir do acoplamento de modelos de um campo, introduzimos dois exemplos para
mostrar a aplicabilidade do método. Por fim, no ultimo capitulo é apresentado a conclusao

do trabalho e alguns comentéarios.
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1 Teoria Classica de Campos Escalares Reais

Os campos escalares sdo usados para descrever defeitos topologicos em (1+1)
dimensoes. As solugbes obtidas podem ser classificadas com kinks ou lumps. A diferenca

entres esses defeitos estd no comportamento assintético dos campos.

1.1 Modelo de um campo

A lagrangeana de um campo escalar ¢ em (141) dimensoes é dada por

L= 10,000 - V(o). (11)

onde V(¢) é o potencial e p =0 e 1. A agado classica relativa a esta lagrangena é dada por

S = / L(6,8,0)dtd’x, (1.2)

a partir da expressao acima podemos derivar as equagoes de movimento, essas equagoes
sao obtidas pelo principio de variacional de Hamilton. Vale ressaltar que a métrica
utilizada neste trabalho ¢ a de Minkowsky em um espaco de (1+1) dimensoes, ou seja,(1,-1)

conseguentemente a equacoes de movimento para o campo escalar é

av
Pp—0%p+—=0, 1.3
o resultado acima é uma equacao diferencial de segunda ordem que depende das variaveis
x e t. O formato do potencial ird definir se a equacao é linear ou nao linear. Considerando

um campo estético, ou seja ¢(z). Escrevendo a expressao em um formato mais compacto.

1" dv

multiplicando ambos os lados do resultado acima por ¢’

v dV o
69 = 559" (1.5)

a expressao acima pode ser reescrita da seguinte forma

d ¢
')

W
dx’
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integrando ambos os lados obtemos

¢ =+V2V +C. (1.7)

Na préxima secao iremos apresentar alguns argumentos de forma que a constante
C seja igual a zero, essa condicao sera imposta para que a energia do sistema possa ser
finita.

1.1.1 Solucdes BPS

O método BPS foi apresentado por Bogomol'nyi, Prasad e Somerfield [13, 14].
Neste método as solugoes BPS sao definidas por estados de energia minima e tais estados
podem identificar setores topoldgicos e nao-topoldgicos dos modelos. Para apresentar este
método, primeiro descreveremos a densidade lagrangena para o campo ¢(x), da seguinte

maneira.

ple) = —L=—-+V(9), (1.8)

a energia total do sistema ¢é dada por

+o0 +0o0
E= / x)dx = /

completando quadrados perfeitos obtemos a seguinte expressao

E= /m [¢q: 2V (¢ ]dmi/ (¢'/2V (¢) (1.10)

As solugoes de interesse sao aquelas em que suas derivadas sejam suaves, bem

¢2
£ V(gzﬁ)]dx, (1.9)

definidas e cuja a integracao seja finita, assim, para que a energia seja minima o primeiro

termo da expressao acima precisa ser nulo. Isto nos fornece a seguinte relacao

/

¢ =1/2V(¢), (1.11)

e consequentemente a energia minima ¢ dada por

E=+ /_zo(qs’,/sz))dx. (1.12)

Usando o resultado (1.7), para reescrever o potencial V(¢) na expressao (1.9),

obtemos

E= /m [¢’2 — g]da: = —(c0)C + /;OO ¢ d, (1.13)

— 00
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como estamos interessados em solucoes cuja derivada seja suave, bem definida e sua
integracao seja finita sobre toda variacao espacial, precimos impor que C = 0 para que a
energia seja finita,assim, o resultado (1.7) é igual ao resultado (1.11). A equacao (1.12),
pode ser resolvida introduzindo o conceito de superpotencial. Considerando a seguinte

relacao

V(o) = == (1.14)

onde W, é uma funcao continua e diferenciavel chamada de superpotencial. Aplicando a

expressao(1.14) em (1.12), teremos

Eops =% [ (6 Wa)dw =| W[g(+00)] - W[(6(~o0)] | (1.15)

O resultado acima pode ser determinado mesmo sem conhecimento da solugao ¢(z),
conhecendo apenas os limites assintéticos dessa fungao que sdo valores bem definidos do
superpotencial, é possivel determinar o valor da expressao acima. Esse método além de
permite reduzir a ordem da equacao de movimento, possibilita escrever a energia que estéd

associada a configuragao estatica desse sistema.

De forma geral, existem duas possibilidades para o valor do campo ¢ nos extremos,
ou seja, ¢p(z — 00) = ¢; e p(x — —o0) = ¢;. Com ¢; = ¢, teremos um tipo de defeito e
se ¢; # ¢; teremos outra classe de defeito. De acordo com essas caracteristicas, podemos

definir a seguinte corrente topoldgica [15].

Th = e 9, W,, (1.16)

onde e ¢é o pseudotensor de Levi-Civita anti-simétrico, os indices variam de acordo com
as dimensoes estudadas no problemas. Neste caso (141) temos os seguintes simbolos
€0 = ¢l =0e e = —€% = 1. Esta corrente deve ser conservada, ou seja, ela deve

obedecer a equacgao da continuidade

B, Tk =0, (1.17)

a partir da ultima lei de conservagao, podemos definir uma carga associada a esta corrente,

dada por

Qr = /OO JY = AW = Egpg (1.18)
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Da expressao acima, podemos ter dois tipos de solugao, os Kinks (solugao topologica)
quando Q@ for diferente de zero e os Lumps (solugao nao topolégica) para quando Q7 for

igual a zero.

1.1.2 Estabilidade Linear

Outra maneira de caracterizar as solucoes tipo defeito consiste em investigar os
seus comportamentos quando sujeitos a pertubacoes. Tal metodologia denominada analise
de estabilidade linear [16, 17]. Aplicando um pequena perturbacao n(x,t) na solugao da

equacao de movimento

¢(:U7t) :¢s+n<x7t)7 (1'19)

onde ¢, é a solugao estatica e n(x,t) tem dependéncia espacial e temporal, substituindo o

resultado acima na expressao (1.3) obtemos

oy  0*n  9%¢, dV
o 922 Ox? * do 0 (1.20)

expandindo 4¥ G5 em série de Taylor e considerando apenas poténcias de primeira ordem 7

obtemos

av.dv d*v
— . 1.21
i~ o o= ¢“+nd¢2 | p=0s (1.21)
Substituindo o resultado acima na expressao (1.20) obtemos
8277 9*n >V 82(;53
1.22
o2 a 2 +nd¢2 |¢ ¢s axQ d¢ |¢ s ( )
considerando a solugdo estatica (1.4) podemos reescrever a equagdo acima como
o?n  0*n APV
— 1.23
52 A2 +77d¢2 | o=, = (1.23)
Usando o seguinte ansatz
Znn x)cos(wyt), (1.24)
podemos reescrever a equacao (1.23) como sendo
8277 d?V 9
— n s 1.25
o ' o= (1.25)
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fazendo U(z) = % | 4=, Obtemos

%1,

92 +n,U(x) = wn,. (1.26)

A expressao (1.26) é uma equacao do tipo Schrodinger independente do tempo
para a autofuncgdo 7, com autovalor w?. O autovalor precisa ser w? > 0, caso contrario ele

tera argumento imaginario e esse fato violaria a suposi¢ao de uma pequena perturbacao.

W2
Como U(z) = ‘57‘2/ l¢=¢, € V(¢s) = —=, podemos reescrever o potencial U da

seguinte forma

U =Wy +WoWoo.0. (1.27)

aplicando o resultado acima na expressao (1.26), o lado esquerdo da expressiao pode ser

colocado em termo de dois operadores (a' e a)

d d

assim,

atan, = wn,. (1.29)

O modo zero wy = 0, pode ser calculado aplicando o operador da seguinte maneira

d
—— 4+ W =0 1.30
< e ¢5¢S>770 : (1.30)

resolvendo a expressao acima

dos
dx

no(z) = AW,, = A—. (1.31)

onde A é uma constante de normalizacao.

Se grafico da autofungao nao possuir nenhum no, ele é uma solugao estavel e
significa que as autofuncoes que representam o estado fundamental sao aquelas de modo
zero, esses defeitos sao os Kinks. Por outro lado, se o grafico da autofuncao possuir algum

no a solugao é um defeito do tipo Lump.
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1.2 Modelo de dois Campos

1.2.1 Solucao BPS

Solugoes para modelos compostos por dois campos escalares podem ser encontradas
com procedimentos analogos aos utilizados em modelos de um campo. Comegamos pela

seguinte densidade de lagrangeana.

1 1
£= 50,600 + S0,x0"x ~ V(6,X), (1.32)

considerando campos estatico ou seja, ¢(x) e x(x) as equagoes de movimento dessa

lagrangeana sao

wodV wo dV
2 - 1.33
a densidade de energia desse sistema ¢é
¢* X7
o) = %+ X+ V(o). (1.34)
Definindo o potencial V (¢, x) em termo dos superpotenciais W, e W,
w2 w2
V(e.x) = 5"+ 5 (1.35)

aplicando a expressao (1.35) na expressao (1.34) e integrando, podemos obter a energia

total desse sistema

52 1 w2 I/V2

E= / Xt d 1.36
T e (1.36)
completando quadrados na expressao acima, obtemos.
1 ptoo ) , , / /
= 5/700 (6 F W)+ (X F Wy)? &+ 2Wy¢ & 2W, x |da, (1.37)

as equagoes diferenciais que minimizam a energia desse sistema sao

¢ =£Wy(9,X), (1.38)

/

X =Wy (9,x), (1.39)
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isso resulta em uma energia total descrita por

+OO / /
Bops = [ (6 Wy + X Wy)dz = W(p(+00), x(+00)) — W(p(~00), x(~o0)) | - (1.40)
Além disso, divindo a expressao (1.38) pela (1.39) obtemos o seguinte resultado

d¢ _ Wo(9, X) (1.41)

dx — Wy(o,x)

Esta expressao ¢ chamada de equacao da orbita e é muito importante, por meio
desta expressao é possivel em alguns casos, desacoplar as equagoes (1.38) e (1.39), isso

facilita em conseguir sua solu¢ao analitica

Podemos também definir uma corrente topolégica para o caso de dois campos [18]

Jp =evo,W (¢, x), (1.42)

como se trata de uma corrente conservada, podemos associar a ela uma carga topolédgica

Qr= [ I = W(6(o0), x(0)) = W(6(=o0), x(~o)). (1.43)

O moédulo da carga topoldgica é igual a energia BPS.
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2 Método de deformacao

O método de deformacao permite gerar novos modelos mediante um modelo ja
conhecido, isso é possivel através de uma funcao deformadora. Este método fornece uma
abordagem didatica, pois permite descrever propriedades de modelos desconhecidos de

forma analitica e simples.

2.1 Meétodo de Deformacao

Vamos estabelecer uma relacao entre o potencial de um dado modelo conhecido

com o potencial do modelo deformado. A lagrangeana para o campo escalar ¢ é

L= 0,00~ V(o) 2.1)

para solugoes estéticas ¢(x), fornece a seguinte equagao de movimento

wodV

= 2.2
resolvendo a equacao acima por meio das equacoes de primeira ordem obtemos
C= V2V =W, (2.3)

Definindo outro modelo descrito por um campo Y, a densidade lagrangeana é

1
L= 50x9"x — U(x), (2.4)

a equacao de primeira ordem do campo y é

X =+V2U = W,. (2.5)

Nesse ponto, vamos introduzir a funcao de deformacao que conecta os dois modelos

¢ = f(x) (2.6)
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onde f(x) é chamada de fun¢ao de deformagao [19]. Derivando a expressao (2.6), em

relacdo z e isolando x’

!

¢
X = ——, (2.8)
Jx(x)
elevando ao quadrado os termos da expressao acima
2
o o)
= 2.9
7200 2
sendo f, = %. Substituindo as expressoes (2.3), (2.5) na expressao (2.9), obtemos
1%
U=—. 2.10
72 (2.10)

A expressao acima nos mostra a relagdo entre os potenciais no modelo deformado

e nao deformado. Também podemos definir a seguinte expressao.

(2.11)

Sendo W, o superpotencial da lagrangeana deformada.

2.2 Exemplos

Nesta secao, aplicaremos o método de deformacao usando duas fungoes de de-
formacao diferentes. O potencial do modelo de partida usado nos dois exemplos é o

seguinte.

V(g) = (1_;2)2 (2.12)

a solucao desse potencial é
¢(x) = £ tanh(x). (2.13)

2.2.1 Primeiro caso: f(x) =1 — x?

Derivando a fungao de deformagao f(x), obtemos

KX) = ——F——= (2.14)
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com o resultado acima, podemos encontrar o valor do potencial deformado apartir da

expressao (2.10)

2 2
X (1 —x7)
U(x) ( 5 (2.15)
a solugao desse potencial é
(2.16)
—1‘.5 —‘1 —6.5 6 015 1‘ 1.5 -4 —‘2 0 2 4
X X

Figura 1 — Potencial do modelo ¢* invertido a esquerda e a Solucdo do tipo Lump a direita.

Essas solugoes se iniciam no minimo do potencial x = 0 e crescem/decrescem ate
X = £1 e depois retornam para o minimo. Esse comportamento caracteriza uma solucao

nao-topoldgica e, de fato, a energia BPS (carga topoldgica) dessa configuracao é nula, pois

3
2

Eaps = [W(0)|* = —;(1 — sech(z)?)} = 0. (2.17)

Assim, podemos ver que os defeitos topolégicos do tipo lump conectam os mesmos
pontos de minimo e que o fato da energia BPS ser zero é um indicativo de instabilidade.O
método BPS, nao é eficaz para casos onde o potencial nao é positivo definido , para calcular

a densidade de energia ¢ preciso recorrer a expressao (1.8).

dsech(z)) 2 2 — sech?(z
plx) = ( d; ) + sech <x)(12 b'(z)) = sech?(z) tanh?(z), (2.18)

podemos agora, calcular a energia total do lump a partir da densidade de energia acima

+00 2
E = / sech?(x) tanh®(z) = 3 (2.19)
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Figura 2 — Densidade de Energia

O grafico acima, mostra a distribuicao de energia de um defeito tipo Lump. Podemos

estudar a estabilidade linear usando a expressao (1.31)

no(x) = —sech(z) tanh(x) (2.20)

0.5F

03r

o

-0.3r

-0.5+

Figura 3 — Gréfico da estabilidade linear do defeito tipo lump

No gréfico acima, podemos observar que 1y(z) possui um né, isto significa que esta
auto-funcao nao representa o estado fundamental e que o modo zero esta associado a um

auto-valor w? < 0

2.2.2 Segundo caso: f(x)=1— >

A derivada da fung¢ao de deformagao f(x) em relagao a y é

f(x) = —2x, (2.21)

com o resultado acima, podemos encontrar o valor do potencial deformado apartir da

expressao (2.10)

U() = (-2 1) 2.22)
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a solugao desse potencial é

x(x) = /1 F tanh(z). (2.23)

1.5F
0.4}
1+
0.3} 05l
D 02t % 0
01}t
or, . : . . ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
-2 —1 0 1 2 -4 -2 0 2 4
X X

Figura 4 — Potencial do Modelo ¢* a esquerda e a Solucao kink e anti-kink a direita

Analisando o grafico da solucdo tipo kink, quando y(z — 00) = V2 e x(z —
—o0) = 0, seus limites assintéticos sao diferentes, acarretando em uma carga topolégica
diferente de zero, logo essa solucao é considerada topoldgica. A mesma analise também

pode ser feita para a solugio anti-kink x(z — c0) =0 e x(z — —o0) = V2.

A densidade de energia do kink pode ser calculada pela expressao (1.8)

sech?(z)
= — 2.24
Po) 4 + 4 tanh(z) (224)
0.3
0.2
Q
0.1
U

Figura 5 — Densidade de energia do kink

Esse grafico mostra que a energia ¢ finita e esta concentrada no centro do grafico.

Analisando agora a estabilidade dessa solucao.
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041
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Figura 6 — Grafico da estabilidade linear do defeito tipo kink

Esse grafico nao apresenta no, isto significa que as auto-fungoes que representam o

esta fundamental sdo aquelas de modo zero.
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3 Meétodo de Extensao

Neste capitulo sera apresentado a possibilidade da construg¢ao de modelos de dois e
quatro campos escalares a partir de modelos de um campo escalar. Utilizaremos modelos
de um campo conectados via funcao de deformagao e acoplaremos esses modelos de forma
nao trivial a fim de obtermos o modelo de dois e quatro campos. Por fim, utilizaremos
o método de extensao para a construgao de modelos compostos por dois [20], e quatro

campos .

3.1 Método de extensao de modelos para dois campos escalares

Iremos reescrever a equagao de 6rbita (1.41), utilizando um funcdo deformadora e

sua inversa como

db _ Wy(d,x)

As equagdes de primeira ordem para os campos ¢ e x podem ser reescritas de 3

(3.1)

formas diferentes, porem equivalentes, ou seja

¢ =Wy(d), ¢ =Ws(x), ¢ =Wy x), (3.2)

X =We(8), X =Welx), x =Wslo,x). (3.3)

logo, podemos redefinir Wy(¢) e W, (x) da seguinte maneira

Wy = a1Ws(9) + a2aWy(9, x) + asWy (X)), (3.4)

Wy = biWy(o) + b2Ws(9, x) + bs Wy (x), (3.5)
substituindo as duas expressoes acima na expressao (3.1), ela pode ser reescrita como

A _ aaWy(9) + axWy(9, x) + asWi(X) + c19(9) + e29(9, X) + csg(x)

dX 61W¢(¢) —+ b2W¢(¢, X) + bgWX (X) (36)
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onde assumimos os parametros a;, b; e ¢;, onde ¢ = 1,2 e 3 de tal modo que esses parametros

seguem os seguintes vinculos: a1 +as +a3 =1, b1 +by+b3=1ec; +co+c3=0.

As formas equivalentes da fungdo contra-peso g sao construidas da forma similar as

expressoes Wy e W,. A funcdo g pode ser determinada a partir da seguinte propriedade

Woy = Wygs (3.7)

essa propriedade nos resulta na seguinte expressao

baWis (0, X) + bsWio(0) = a1 Wy (X) + asWoer (0, X) + c19(X)(X) + 29y (0, x)  (3.8)

O resultado acima nos permite calcular a fungao contra-peso g. Com esse resultado
é possivel determinar a W (¢, x). Como este superpotencial foi construido a partir de
outros dois modelos de um campo, o novo modelo engloba as duas solugdes analiticas. O
método de extensao para a construcao de modelos de dois e trés campos escalares reais e

aplicagoes podem ser vistas nas seguintes referéncias respectivamente [18, 21].

3.2 Meétodo de extensao para 4 campos escalares

Expandiremos o método de extensao para modelos representados por quatro campos
escalares. Poucos modelos de quatro campos reais sdo analiticamente soltiveis. O método

de extensdo para quatro campos foi inspirado no modelo da Ref [22].

d¢ W9, x,€,0) do  Wy(¢,x,€,0) do _ Wy(¢, x,§,0)

dx Wy, x,§0) d§  We(g,x, €, 0) do Wy(p,x,&0)

g _ We(9,x.€,9) do_ Wo(9,x.¢,0) do _ Wo(¢,x,€,0) (3.9)
dx  Wy(é,x,§,0) dx  Wy(é,x,§,0) s Weld,x,60)

As equagbes de primeira ordem para os campos ¢, x, £ e 0 podem ser reescritas de

15 formas diferentes, porem equivalentes, ou seja
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o =W,(x), o = Ws[¢,x),

o =W,(9), o = Ws(§),

o =W,(9,6), o =Ws(x.§),

o = Wy(o), o =Wy(p,0),

o =W,(x,0), o :WU(f,a),

o =W,(o,x,6), =W, (9, x,0),

o =W,(4,¢,0), 0 =W,(x,§0).

o = Wo(o,x,&,0), (3.13)

As equacbes (3.10), (3.11), (3.12), (3.13) permitem reescrever Wy, Wy, We e W,,.

Wy =ainWy(x) + a1aWe(9, x) + a1sWy (@) + araWe(§) + ars Wy (9, §) + arsWs(x, §)+
a17Wy(0) + a1sWy(9, o) + argWe(x, o) + anoWy(€, o) + aaWe(d, x, §)+
anWs(9, X, 0) + auWs(9,§, ) + azaWy(x, &, ) + azsWy (0, X, &, 0) + crig(x)+
c129(0, X) + c139(@) + c149(§) + c159(0, &) + c169(X, §) + c179(0) + c189(d, 0)+
c109(X, 0) + c209(&,0) + c19(d, X, §) + c229(, X, 0) + 239(9, €, 0) + caag(x, €, 0)+
c259(9; X, €, 0), (3.14)

Wy =b1i Wy (x) + 012Wy (9, X) + bisWy (¢) + b1aWy (€) + bis Wy (9, §) + bW (X, §)+
bi7 Wy (o) + bisWy (6, 0) + bigWy(x, 0) + bao Wy (€, o) + bar Wy (6, x, §)+
boa Wi (0, X, 0) + basWi (@, &, 0) + baaW, (X, &, 0) + bas Wi (@, X, &, 0) + Enng(x)+
¢12G(d, x) + €139(0) + €149(§) + €159(9, §) + C169(X, &) + E17G(0) + C189(¢, o)+
¢109(X, 0) + E209(§,0) + E1G(D, X, §) + C229(0, X, 0) + C239(0, &, 0) + E24G(X, €, )+
Cos (0, X, &, 0) + C51G(X) + E52G(9, X) + C539(9) + 549(§) + C55G(9,€) + Cs6G (X, §)+
579 (0) + C589(9, ) + Cs0d(X, 0) + C60d(§,0) + E619(0, X, §) + Ce20(, X, )+
C639(9, €, 0) + Cead(X, & o) + 269 (0, X, €, 0), (3.15)

We =azWe(x) + azoWe(@, x) + assWe(d) + azaWe(§) + azsWe(9,€) + aze We(x, )+
azrWe (o) + azsWe(d, 0) + azeWe(x, 0) + asoWe (€, 0) + anWe(d, x, )+
a2We(9, X, 0) + asWe(9, €, 0) + auaWe(x, €, 0) + assWy (6, x, &, 0) + eah(x)+
caah (9, x) + ca3h(9) + c3ah(§) + c3sh(9,§) + cash(X; §) + carh(o) + cash(d, o)+
csoh(x, o) + caoh(§, o) + cath(@, X, &) + cazh(9, X, 0) + cash(@, €, ) + cash(x, &, 0)+
cash(d, X, €, 0), (3.16)
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Wo =bsiWo(x) + bsaWo (0, X) + b3sWo (@) + bsaWo (€) + bssWo (6, ) + bssWo (X, §)+
b3rWo(0) + b3sWo (9, 0) + bsgWo (X, 0) + baoWo (&, 0) + b Wo (o, x, §)+
bioWo (6, X, ) + bisWo (6,6, 0) + baaWo(x, &, 0) + basWo(, x, &, 0) + +E1h(x)+
Csah(@, X) + Cssh(0) + E3ah(€) + E35h(, &) + Essh(x, &) + E3rh(0) + Essh(e, o)+
Caoh(X, 0) + Es0h(&, o) + Enh(e, X, €) + Enh(¢, x,0) + Es3h(9, €, 0) + Euh(x, €, 0)+
Cish(e, X, &, 0) + csih(X) + csah(d, X) + cs3h(9) + esah(€) + c55h(, €) + cseh(x, &)+
cs7h(0) 4 essh(d, o) + esoh(x, o) + coh(€, ) + carh(9, X, €) + ceah(d, X, 0)+
Cﬁ3h(¢ §,0)+ CﬁAjl(Xaf, o)+ Cﬁsjl((ba X, §,0). (3.17)

Com os superpotenciais definidos acima, podemos reescrever as relagdes de orbitas
(3.9), vale ressaltar que as expressoes que serao escritas abaixo estdo de forma simplificada

devido ao extenso tamanho das expressoes em suas formas completas.

Zfz :{aHW(f?(X) + ...+ CL25W¢(¢, X5 57 O) + Cllg<X> + ...+ C25g(¢) X 57 O')] X [bllwx(X) + ..+
-1
b25WX(¢7 X 57 U) + 611§(X) + ..+ 625g(¢a X ga 0) + é51.@()() + ...+ 665g<¢7 X 57 0-):| ’
(3.18)
le? [@11W¢>( )+ asWe(d, x, €, 0) + ciig(x) + ... + ca59(0, X, &, 0) | X |asi We(x) + ..+
1
@45Wx(¢7X7670—) +C3lh<X) + .. +C45h(¢7X>€70—) ’ (319)
d¢

% :{aHW(Zﬁ(X) +o+ 0,25W¢(¢, X7£7 O-> + Cllg(X) +...+ 625g(¢7 X7€7 0)] X [b?)lW(T(X) +.t

-1

b45Wo‘(¢7 X 57 U) + é3lh(X> + ...+ E45E<d>7 X 57 U) + C51B(X) + ...+ CG5B(¢7 X §7 0-)

Y

(3.20)

;li =|asiWy(x) + ... + assWy (@, x, &, 0) + earth(x) + ... + cash(9, X, €, 0)

X bHWx(X) + ...+

-1

b25Wx(¢7 X 57 U) + éll.&(X) + ...+ 625§<¢7 X 57 U) + é5lg(X) + ...+ 665.@(9257 X 57 U)

Y

(3.21)
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do - - N
@ =|bs1Wo(X) + .. + basWo (&, X, &, 0) + E1h(X) + ... + Cash(@, X, €, 0) +es1h(x) + ...+
CGS?L(gba X ga U)} X {bllWX(X) +o Tt b25WX(¢, X 67 g) + éllg(X) + ot 625§(¢7 X ga 0-)+
-1
651.@(X) + .+ éGSQ((ba X5 fa O-):| ) (322)
do - o N
dié =bs1Wo(X) + .. + basWo (&, X, &, 0) + E1h(X) + ... + Cash(@, X, €, 0) + esth(x) + ...+

665;L<¢a X 5) U) X

a3lW§(X) + ...+ UJ45WX(¢7 X, 57 J) + CSlh’(X) + ...+ C45h(¢7 X ga U)
(3.23)

Onde foi introduzido as fun¢des contra-peso g, g, h, h, § , iz, e as constantes

@ij, bij, Cij, Cij, Caj € Caj com i = 1,...4, 7 = 0,1,...,9 e « = 5,6, essas constantes sao

necessarias para se criar um vinculo entres os respectivos modelos. As constantes seguem

os seguintes vinculos

a1 + a1z + a1z + a4 + a15 + a1 + a17 + @18 + A19 + Qoo + Q21 + A2 + Q23 + A2y

+ ao5 = 1, (324)

a3y + agz + asz + ag4 + aszs + aze + az7 + a3z + A39 + G40 + Qa1 + G40 + Qa3 + Ay

+ Q45 = 1, (325)

bi1 + big 4 big 4 big + bis + big + b1z + bis + big + bag + bay + bag + bag + boy
-+ bQ5 = 1, (326)

b3i + b3g + bsg + bza + bss + b3 + b3y + bsg + bzg + bag + bay + bag + baz + bas
+ bys = 1, (3.27)

C11 + C12 + €13 + C14 + C15 + C16 + C17 + €18 + C19 + Co0 + Co1 + Cog + Cog + Coy4

+ Cco5 = O, (328)

C31 1 C32 + C33 + C34 + C35 + C36 + C37 + C38 + C39 + Cap + Ca1 + Ca2 + C43 + Cy4

+ Cq5 = O, (329)

-1
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C11 + Ci2 + Ci13 + C1a + Ci5 + Ci6 + C17 + C18 + Ci1g9 + Cop + Ca1 + Coo + Ca3 + Co4

4G5 =0, (3.30)

C31 + C32 + C33 + C34 + C35 + C36 + C37 + C38 + C39 + Cag + Ca1 + Cag + Ca3 + Caa

+ 45 =0, (3.31)

C51 + Cs52 + C53 + Cs4 + C55 + Cs56 + C57 + Cs58 + C59 + Co0 + Co1 + Co2 + Co3 + Co4

+ ce5 = O, (332)

Cs51 + Cs52 + C53 + Cs4 + Cs5 + Cs6 + Cs7 + Cs58 + Cs9 + Coo + Co1 + Co2 + Co3 1 Coa

+ 25 = 0. (3.33)

Com os vinculos acima, podemos demonstrar que usando as fungoes de deformagoes
podemos reescrever as formas equivalentes do superpotencial e das fungoes contra-peso
em suas formas primitivas, assim colocando em evidéncia o superpotencial e a funcao

contra-peso voltamos a expressao de onde partimos.

dib B (@i 4 -+ ags)We(@) + (ci1 + -+ - + c25)9(0)

dx (b4 -+ bos) Wy (X) + (11 + -+ E5)d(x) + (€11 + - + ¢25)5(X) (3.34)

usando os vinculos (3.24), (3.26), (3.28), (3.30), (3.33) podemos voltar a expressao original

o Wi(9)
dx WX(X)

(3.35)

Dando continuidade ao método, precisamos descobrir o vinculo que as fungoes
contra-preso criam. Para descobrir a funcao contra-peso g, § ou g, precisamos considerar

um segundo vinculo que surge devido a seguinte propriedade

Woy = Wi, (3.36)

que resulta em
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a1 Wy (x) + a12Wy (¢, X) + a1sWox (X §) + a19Wor (X, ) + az1 W (¢, x, §)+
a2Wey (0, X, 0) + aaaWey (X, &, 0) + aos Wy (6, X, €, ) + c119x(X) + c129x (9, X)+

c169x (X, §) + 199y (X, 0) + 2195 (@ X, §) + 2095 (95 X, ) + caagy (X, &, 0)+

259y (@, X: &, 0) = b1aWys (9, X) + bisWy (@) + bisWis(9, &) + bisWye (¢, )+

bt Wi (0, X5 §) + boa Wi (0, X, ) + bas Wi (0, €, 0) + basWys(9, X, €, 0) + Cr2Gs (0, X)+
1396 (®) + C1594(9, €) + C18G6 (0, ) + E1Gs (D, X §) + 2200 (D, X, ) + E23G(0, &, )+
Co500 (D, X5 65 0) + 85206 (D, X) + C5305(D) + C5596(9: €) + 5806 (0, ) + Co1G0 (D, X, §)+
C6205(9: X, 0) + G630 (. €, 0) + Ce50s(9: X, €, ). (3.37)

Para achar a funcao contra-peso g ou h precisamos considerar um segundo vinculo

que surge devido a seguinte propriedade

Woe = Weg, (3.38)

que resulta em

a1sWee (§) + arsWoe (9, §) + arsWae (X, §) + azoWee (€, 0) + aai Woe (0, X, §)+
aWee(0,8,0) + aaWee (X, §, 0) + asWe (9, X, &, 0) + c1a9¢(§) + c159¢(@, )+

c169¢ (X §) + 209¢(§, 0) + 219¢(¢, X, €) + €239¢(0,€,0) + Caage (X, €, 0)+

c259¢(0, X: €, 0) = azaWep (0, X) + assWep (@) + assWes (¢, §) + azsWeo (0, 0)+

anWep (0, X, §) + aaWes (9, X, 0) + aisWep (9, €, 0) + aasWeg (9, X, €, 0) + ca2hg (¢, X)+
c33hg(9) + c3sh(9, ) + cashg (@, 0) + carhg(9, X, §) + cazhy(9, X, ) + cazhy (¢, €, 0)+
cashy (0, x, €, 0). (3.39)

Para encontrar a funcao contra-peso g, h ou h precisamos considerar um segundo

vinculo que surge devido a seguinte propriedade

sz)c = Wzﬂba (340)

que resulta em
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a17Weo (0) + a18Weo (¢, 0) + a19Wee (X, 0) + a20Wyo (€, 0) + a22Woo (0, X, o)+
aWeo (0,8, 0) + a2aWyo (X, §, 0) + a5 Wo (9, X, 5 0) + 1795 (0) + 1895 (¢, 0)+

1995 (X, 0) + 2090 (&, 0) + 2290 (D, X, 0) + 2395 (9, &, ) + €2195(X, &, 0)+

2590 (0, X> &, ) = b3aWogp (@, X) + b33 Wog(h) + bssWog(9,§) + bssWou(h, o)+

bt Wos (0, X, €) + biaWos (0, X, 0) + basWou(, €, 0) + bisWou(, X, &, 0) + Eahg (6, )+
Cysh(0) + Casho (0, €) + Cashy(9,0) + Enhg(d, X, €) + Eazhg(, X, 0) + Eashy(,€, o)+
Casho(0, X, &, 0) + cs2hg (0, X) + Cs3hs(0) + cssha(, €) + cssha(d, o) + corhs(d, x, &)+
062;%((% X;0) + 063B¢(¢, §,0)+ C65ib¢(¢: X;§,0). (3.41)

Para descobrir a fungao contra-peso h, g ou § precisamos considerar um segundo

vinculo que surge devido a seguinte propriedade

We, = Wie, (3.42)

que resulta em

azt Wiy (X) + az2Wer (0, X) + assWex (X, §) + asoWey (X, 0) + anWey (0, x, §)+
as2Wer (0, X5 0) + aaaWey (X, €, 0) + assWey (&, X, €, 0) + eaihy (X) + es2hy (0, )+
ca6hy (X: €) + caoly (X, 0) + carhy (9, X, §) + cazhy (¢, X, ) + caahy (X, &, 0)+
cashy (9, X, & 0) = braWye(§) + bisWie (0, &) + bisWie (X, §) + baoWie (&, o)+

b1 Wie (9, X, &) + basWie (0, €, 0) + baaWie (X, €, 0) + basWie (&, X, €, 0) + C1age () +
C159¢(9, §) + C16Ge (X, ) + 200 (€, 0) + C219e(9, X, §) + C23Ge (0, €, 0) + Caafe(X, &, o)+
CosJe (05 X, &, 0) + C540e(§) + E550¢(9, €) + Cs69e (X, §) + Co0de (€5 0) + E610e(9, X, )+
C630e(9: €, 0) + Coade(X, €, 0) + C659¢ (0, X, €, 0). (3.43)

Para achar a funcao contra-peso g, g, h ou h precisamos considerar um segundo

vinculo que surge devido a seguinte propriedade

Woy = Wi, (3.44)

que resulta em
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b31 Woy (X) + 032Wor (0, X) + basWoy (X, §) + bsgWoy (X, 0) + b Woy (¢, X, §)+

basWon (8, X, 0) + baaWor (X, &, 0) + basWor (0, X, €, 0) + Es1hy (x) + Caah (6, X)+
Essh (X: €) + Caohy (X, 0) + Cathy (0, X, €) + Eaahn (6, X, 0) + Caahy (X, €, 0)+

Casha (6, X, €,0) + csihy (X) + esaln (6, X) + es6hy (X, €) + csohy (X, 0) + co1hy (¢, X, €)+
0627%((@ X,0) + CGJLX(Xa& o)+ 065}Alx(¢: X;&,0) = birWyo (o) + b1sWye (@, o)+
bigWio (X; ) + baoWio (€, 0) + b2 Wi (0, X, ) + b2z Wi (0, €, 0) + b2aW,o (X, €, o)+
basWyo (95 X, €5 0) + €17G5(0) + C18G0 (0, 0) + €1995 (X, 0) + 2090 (§, 0) + C22G0 (0, X, 0)+
2300 (¢, €, 0) + C24o(X: €, 0) + Co5G0 (0, X, €, ) + 85705 (0) + C5800 (0, 0) + C5990 (X, 0)+
6000 (&, ) + C6200 (0, X, ) + C6300 (6, €, 0) + Coado(X; €, 0) + o500 (0, X, €, 0). (3.45)

Por fim, para encontrar a fungdo contra-peso h, h ou h precisamos considerar um

segundo vinculo que surge devido a seguinte propriedade

Woe = We, (3.46)

que resulta em

b3aWoe(§) + basWoe (0, ) + basWoe (X, §) + baoWoe (8, 0) + bas Wore (6, X, §)+

bisWoe (6, €, 0) + baaWoe (X, & 0) + bisWoe (0, X, &, 0) + Eaahe (&) + Cashe (0, &)+

Cashe (X €) + Caohe(€, 0) + Enhe(d, X, €) + Eashe(9, &, ) + Eashe(x. &, ) + Eashe(d, X, €, 0)+

054%(5) + essh(e, €) + C56E§(X7 §) + C6O]Al§(§7 o)+ 061?16(@51 X:§) + 063?15@» §,0)+

cothe (X, €, 0) + coshe(9, X, €, 0) = aziWeo (0) + a3sWeo (6, 0) + azgWea (x, 0)+

asoWeo (8, 0) + aaWeo (0, X, 0) + a13Weo (6,6, 0) + auaWeo (X, &, 0) + aasWio (0, X, €, 0)+

csrh(0) + csshe (¢, 0) + c30ho (X, 0) + caoho (&, 0) + cazho (P, X, 0) + cazh(d, &, 0)+

Caaho (X, €, 0) + cashe (6, X, €, 7). (3.47)
Das expressoes (3.37), (3.39), (3.41), (3.43), (3.45) e (3.47) podemos tomar dife-

rentes caminhos para determinar as fungoes de contra-peso. Apresentaremos a seguir, um

dos possiveis caminhos e vale ressalta que este caminho foi usado nos dois exemplos que

serao apresentados no fim deste capitulo.

Cenario utilizado

Das expressoes (3.37), (3.39), (3.41), (3.43), (3.45) e (3.47) é necessario atribuir
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alguns vinculos, de tal modo que cada expressao nos forneca uma funcao contra-peso

diferente. Assim, os vinculos considerados sao os seguintes

Clg = C15 = C1g = C17 = C1g = C1g = Cg0 = Cp1 = Cgp = C3 = Cpq = Co5 = 0, (3-48)
€31 = (33 = C36 = C37 = (38 = C39 = C40 = C41 = Cgp = €43 = Caq = C45 = 0, (3.49)
C51 = C52 = C53 = C55 = C56 = C58 = C59 = Cg1 = Ce2 = C63 = Coa = Co5 = U, (3-50)

Cs2 = C53 = C54 = Cp5 = Cpp = Csg = Cgp = C1 = C2 = Ce3 = Cou = Co5 = 0, (3.51)
Clg = C13 = C15 = C17 = C1g = C19 = Cgp = Cg1 = Cgg = Cg3 = Coq = Co5 = 0, (3.52)
C31 = C3g = C34 = C35 = C36 = (39 = C40 = C41 = C42 = C43 = Cqq4 = C45 = 0 (3.53)

Aplicando os vinculos (3.48), (3.52), (3.51) podemos obter a func¢do contra-peso g
da expressao (3.37)

X) + a12We (0, X) + a16Wy (X, §) + a1oWe (X, 0) + aa Wi, (0, x; §)+

¢, X, 0) + a2aWor (X, &, 0) + azs W (9, X, €, 0) + 119y (X) + c129x (¢, X) =

¢, x) + bisWys(9) + b1sWys(9,€) + bisWig(d, ) + bar Wy (9, X, §) +

¢, X, 0) + basWy5(0, 8, 0) + basWys(9, X, €, 0). (3.54)

a1 Wy (
a2 Wy (
b1aWoo (
baa Wi (

Aplicando os vinculos (3.48), (3.49) podemos obter a fungdo contra-peso h da

expressao (3.39)

a1aWoe(§) + a1sWoe (0, €) + arsWoe (X, ) + azoWee (€, 0) + an Woe (o, x, §)+

a23We (9, €, 0) + aaaWee (X, €, 0) + azsWe (9, X, €, 0) = azaWey (9, x) + aasWes(9)+
azsWes(9,€) + azsWep (9, 0) + anWep (0, X, §) + aaWep (9, X, 0) + assWeg(9, €, o)+
assWep (0, X, €, 0) + c33hg(9) + csshg(,§). (3.55)

Aplicando os vinculos (3.48), (3.53), (3.50)podemos obter a funcio contra-peso h
da expressao (3.41)
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(0) + a1sWoe (0, 0) + a19Weo (X, 0) + a20Wso (€, 0) + a2aWoo (9, X, 0)+

a23Woo (9,8, 0) + aaaWoo (X, €, ) + aosWyo (0, X, &, 0) = bsoWog (9, X) + b3sWog(9)+
b3sWos (9, €) + basWog (0, 0) + basWou (9, X, §) + ba2Wos (9, X, 0) + bazWos (9, €, 0)+
baisWoo (0, X, €, 0) + Cashg(®) + Csshy(d, 0). (3.56)

Aplicando os vinculos (3.49), (3.52), (3.51)podemos obter a fungido contra-peso g
da expressao (3.43)

az1Wey (X) + asaWey (0, X) 4 assWey (X, &) + aseWer (X, ) + anWey (@, x, €)+
a12Wer (9, X5 0) + aaaWe, (X, &, ) + assWer (0, X, €, 0) = b1aWye(§) + bisWie (9, §)+
bisWie (X, f) + bagWye (&, 0) 4+ b Wie (0, X, &) + basWie (0, €, 0) + baaWie (X, &, 0)+

(
basWie (0, X, &, 0) + €14G¢(§) + C16G¢ (X, §)- (3.57)

(
(

Aplicando os vinculos (3.53), (3.50), (3.52), (3.51) podemos obter a fungao contra-
peso § da expressao (3.45)

31 Woy (X) + b32Wor (0, X) + basWoy (X, §) + bsgWoy (X, 0) + b Woy (¢, X, §)+

bixWor (0, X, 0) + baaWor (X, & 0) + basWor (0, X, &, 0) = birWyo(0) + bisWyo (¢, 0)+
bioWyo (X, ) + baoWio (€, 0) + boaWyo (0, X, 0) + basWyo (0, €, 0) + baaW,o (X, €, 0)+
b2sWyo (0, X, €, 0) + E5790(0) + 5990 (X, 0). (3.58)

Por fim, aplicando os vinculos (3.53), (3.50), (3.49)podemos obter a fungao contra-
peso h da expressio (3.47)

b3sWoe (&) + b3sWoe (0, &) + bssWoe (X, &) + baoWoe (€, 0) + busWoe (9, X, §)+
basWoe (6, €,0) + baaWoe (X, &, 0) + basWoe (0, X, &, 0) + csahe (&) + coohe(€,0) =
a3t Weo (0) + azsWeo (0, 0) + asoWeo (X, 0) + aaoWeo (€, 0) + asaWeo (6, X, 0)+

(

G43W§a ?, €, U) +G44W§U(X &, 0) +a45W§U<¢7X & U) (3-59)

Com essas fungoes contra-peso, podemos determinar a forma final W (¢, x,&,0). A
solucao do novo modelo de quatro campos engloba as quatro solu¢des dos modelos de um

campo. Podemos também obter o potencial do novo modelo a partir da seguinte expressao.

w2 OW? WwE w2
V(g.x€0) = =2+ 2+ =5+ =7 (3.60)
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3.3 Exemplos

Nesta secao, iremos abordar o uso desse método com dois exemplos. Para os
desenvolvimentos das expressoes e graficos que serao apresentadas nesta secao, foi utilizado

o Wolfram Mathematica 11 devido a extensdao dos céalculos.

Primeiro exemplo

4

Neste exemplo, iremos acoplar dois campos do tipo ¢* e o* com dois modelos

invertidos do tipo x* e £*. As equacoes de primeira ordem associadas a estes modelos sao.

i X &
Wy =a(l—¢*); W, =—axy/1- Ex We = —a&y/1 — o W, = a(1—0c%), (3.61)

e suas respectivas solucoes, sao escritas como

¢ = tanh(ax), x = bsech(azx), & = bsech(azr), o = —tanh(az). (3.62)
As fungoes deformadoras que conectam tais modelos sao

2

b = 1—%; Y = b1 — ¢2, (3.63)
N P P s

p=\1-15 §=b/1-¢2 (3.64)

b= —0, (3.65)

x =&, (3.66)

o=- 1—;:22; X =bvl—o2, (3.67)

o=— 1—gz; £E=bV1—o02 (3.68)

Utilizando as fungoes de deformagao e suas inversas, podemos reescrever os super-

potenciais Wy, W, , We e W, das seguintes maneiras.
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Ws(x) = az%,

W(9) = a(l - ¢?),

Wy (&) = agz,

Wy(o) = a(l —a?),

Wy(o,0) = a(l + o)1+ ¢), (3.69)
W, = o,

Wo(¢) = —a(l - %),

Wo€) =~

Wo(o) = —a(l - o?),

W, (,0) = —a(1+o)(1+ ), (3.70)

Wy(x,0) = —axo, (3.71)
W5(¢7§) = _a§¢7
We(€, 0) = —aéo. (3.72)

Na expressao acima, estao apenas os superpotenciais que contribuem neste problema,
as outras formas equivalentes possuem termos com poténcia fracionaria e queremos evita-las

em nossa solucao, assim aplicamos os seguintes vinculos para evitar tais termos

(12 = Q15 = Q16 = Q19 = G0 = A1 = Qg = Gg3 = Qg4 = Qg5 = 0
011 = b1z = b1y = b5 = big = b1z = b1g = bag = ba1 = bag = bag = bay = bas =0
,a31 = (32 = (33 = (34 = (36 = U37 = (33 = U39 = Q41 = Ay = Ay3 = Agq = Ay5 = 0

7b32 = b35 = b36 = 639 = b40 =by1 = by = b43 = by = b45 = 0. (373)

Integrando a expressao (3.54) em relacao a x e usando os superpotenciais corres-

pondentes

1 2a
§6LX2 <b211 + b12> + c119(x) + c129(, x) = 0, (3.74)
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fazendo c19 = 0, implica em ¢;; = —c13, entao podemos determinar g(x)

ax?(2a1; + b?bya)

= — 3.75
o) L) (3.75)
usando a funcao de deformagao (3.63), podemos determinar g(¢)
—14+¢?)(2 b%b
g(¢) = AT ) an i) (3.76)

2011

Integrando a expressao (3.59) em relagdo a £ e usando os superpotenciais corres-

pondentes
1 « “ a&?b
5(152%0 + csah(§) + coh(§,0) = 562 347 (3.77)
com cgo = 0, implica em c¢54 = —c57, entao podemos determinar B(é‘ )
~ —ab*%ay0 + 2a€2b3y
h(€) = 3.78
empregando a funcio de deformagao (3.68), podemos determinar h(o)
“ -1 ) (b2aq — 2b
(o) = UL+ )W = 25 (3.79)

2054

Integrando a expressao (3.56) em relagao a ¢ e usando os superpotenciais corres-

pondentes

CLQb( — 40’@17 + (2 + ¢)a18 — 2¢b33 + 2(1 + O')bgg) = 2633E(¢) —+ éggiL(QS, U), (380)
definindo ¢33 = 0, implica em ¢33 = —¢37, entdao podemos determinar iL(gb, o)

a¢(—4aa17 + 2@18 + ¢CL18 — 2¢633 + 2b38 + 20’b38)

h(¢,0) = , (3.81)
€38
recorrendo a fungao de deformacao (3.65), podemos determinar h(o)
o) = ac(4oay; + (—2 + U)a1~8 — 20b33 —2(1 + U)bgg). (3.82)

C38

Integrando a expressao (3.57) em relagdo a £ e usando os superpotenciais corres-

pondentes

¢149(&) + ¢169(x, &) = 0, (3.83)
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fazendo ¢4 = 0, implica em ¢4 = —¢1, entao podemos determinar g(x, &)

9(x,€) =0, (3.84)
e

3(x) = 0. (3.85)

Integrando a expressao (3.58) em relacao a o e usando os superpotenciais corres-

pondentes
2a0xbs1 . . A
aoxbig = — + ¢57G(0) + E50G(x, 0), (3.86)
com ¢4 = 0, implica em és9 = —¢é51, entao podemos determinar §(x, o)
~ ab®oxbig — 2a0xbs;
i(x,0) = , (3.87)

b2¢5y

usando a fung¢ao de deformagao (3.67), podemos determinar g(x)

. ax 1-— ﬁ(—belg + 2b31)
i(x) = ——*~ (3.88)

Integrando a expressao (3.55) em relagdao a £ e usando os superpotenciais corres-

pondentes

a§¢(22214 + a35) = c33h(@) + c3sh (e, §), (3.89)

definindo ¢33 = 0, implica que ¢35 = —c34, entdo podemos determinar h(¢, &)

a§¢(2a14 + 52a35)

h = :
(6.6 patbo), (3.90)
empregando a fungao de deformagao (3.64), podemos determinar h(§)
a£ 1— 52/[)2(20114 -+ b2a35)
h(€) = . (3.91)

b2 C35

Usando todos os resultados obtidos anteriormente e substituindo nas expressoes
(3.14), (3.15), (3.16) (3.17) obtemos.
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W, :a(2§2a14 + (=2 4+ ) (=1 + ¢*) + 2(—0* + ¢*)arr + 2(1 + @) (0 + ¢)ass

— (=14 6) X)) x ()7, (392

—ab2¢Xb12 + CLbQX\/ 1-— X2/b2619 — QCLX(O' + A/ 1— X2/b2)b31 (3 93)

X b2

1—€2/b2 — ¢)ay 2—21)2 /1 — €2/b2as5 + 620a40)’ (3.94)

W, =((ab*(2 — 20 + 40 (0 + ¢)arr + (=240 — @) (0 + d)aws + (€2 + b*(—1+
0?))ag) + 2ax>bs1) x (26%) 71, (3.95)

para simplificar estes resultados e eliminar essas raizes, iremos fazer os seguintes vinculos,

2 .
b12 = 07 a1g = —%, blg = 0, b31 =0e Qs = 0 assim

W, = ;(_a(_2+§2+2¢2+2b2(—1+¢2)+x2)+2a(0+¢)((—0+¢)@17+<1+¢)“18)>’ (3.96)

We = —ao, (3.97)
—— (3.98)
Wy = ;(Qa(—l +0%) —a(o + ¢)(doarr + (=2 + 0 — d)ai)), (3.99)

Integrando os resultados acima, obtemos o seguinte resultado

P 1 1 1 3
W (¢, x,& 0) =a¢ + ab’¢ — a;z; - gab2¢3 + §a¢3a17 + §a¢2a18 + §a¢3a18 —ao + %—
2 1 1 1 1
Zacdair + —ac’as — —ac’arg — —a’p — —apx? — acparr + acdais+
3 2 6 2 2
1

5aa¢2alg. (3.100)
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O potencial V é

Vo, x, & 0) :;(4a2§2¢2 +4a2¢*x* + (—2a(—1+ 0?) + a(o + ¢)(40ar; + (=2 + o—
P)as))? + a* (=2 4 € 4 2¢% + 20° (=1 + ¢°) + x* — 2(0 + ¢)((—0 + ¢)arr+
(1+ ¢)aig))?) (3.101)

Podemos agora, ilustrar as érbitas formadas pelas quatro solugdes desse exemplo,
trés graficos foram produzidos para mapear essas quatro solucoes e a seguir daremos mais

detalhes do mapeamento.

Figura 8 — A 6rbita da esquerda com ¢ = 0 e a érbita da direita com y =0
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As figuras acima estao conectadas da seguinte forma:

e Nesses graficos, consideramos a =1e b= 1.

e A figura 7 possui dois pontos, a partir de cada um desses pontos podemos obter

outras duas orbitas.

e O ponto vermelho de coordenada (0,1,1) onde ¢ = 0, assim a partir desse ponto,
podemos formar outra orbita composta pelas solugoes x, & e 0 que é o grafico

esquerdo da figura 8.

e O ponto verde de coordenada (1,0,1) onde x ou £ sdo iguais a zero, isso por que ambas
sdo fungdo do tipo Sech(x), nesse ponto podemos formar outra érbita composta por

o, xeagse&=0oudao, € eosex=0queéo grifico da direita.

e Na figura 8 temos um ponto preto de coordenada (0,1,0) onde o = 0, a partir desse

ponto podemos formar a 6rbita composta pelas solugoes ¢, y e &.

3.3.0.1 Estrutura interna

A. Andlise para a solugdo

Podemos agora discutir a ideia da estrutura interna do nosso modelo, na parte
central da nossa estrutura temos ¢ e o igual a zero, a amplitude de £ é igual a b. Agora é
necessario achar o valor de y que maximiza o potencial na regiaoo central. Podemos entéo,

determinar o valor da massa da particula escalar relativa a essa configuragao de orbita é

av(0,x,b,0) 1 , 9 9
— == —2-0"+x"). 102
I 2a X( X°) (3.102)

O valor que maximiza a funcao V na regiao central é y = v/2 + b2,

mz, = Vi (0, V2 +02,b,0) = a*(2 + b*),
m2, = Vi (F1,0,0,£1) = a?, (3.103)

out

calculando a seguinte razao

m?

—n =24+ (3.104)

mout

podemos concluir que a particula prefere ficar fora da estrutura interna.

B. Andlise para a solugdo &
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Seguindo o mesmo procedimento do exemplo passado, o valor que maximiza a
funcao V na regiao central é £ = /2 + b2.

mi, = Vee(0,b,V2 +12,0) = a’b?,
me,, = Vee(F1,0,0, +1) = a®, (3.105)

calculando a seguinte razao

2

Tin 2, (3.106)
out

m

com b? < 1 a particula prefere ficar dentro da estrutura interna, se b*> > 1 a particula

prefere ficar fora da estrutura interna.

3.3.1 Segundo exemplo

4

Neste exemplo, iremos acoplar dois campos do tipo ¢* e o* com dois modelos

invertidos do tipo x* e €*. As equacoes de primeira ordem associadas a estes modelos sdo.

2. X2 46 a 2
Wy =a(l—¢"); W, =—ax 1_ﬁ’ We = —a& 1—@, Wg:§(1—(3—20) ).
(3.107)

e suas respectivas solucoes sao escritas como

h h
¢ = tanh(az); x = bsech(ax); &= 3bsec2(ax); o= 2 + mn2(aa:)' (3.108)

As funcgoes deformadoras que conectam tais modelos sao

d):”l_)bf’ X =by/1—¢?, (3.109)

b = 1_351; 5225M> (3.110)

: (3.111)

X = 767 5 =35X (3112)



3.3. Ezemplos 53

3 1-%
=55 x=h/1-(3-20) (3.113)
s ey
— SNV e /1 (3-20)2 114
0= 5 o §=30 (3—20) (3.114)

Utilizando as fungoes de deformagao e suas inversas, podemos reescrever os super-

potenciais Wy, W, ,W¢ e W, das seguintes maneiras.

2

Wo(x) = a%,

Wo() = a(l - ¢°),

Wy(&) = ng;,

W) = a(1 — (20 - 3,

Wy(p,0) = a(l — ¢)(20 — 2), (3.115)
Wo(x) = bez

Wa(0) = 51—,

W,(e) = 2

Wo(o) = 5(1 - (3-20)?),

W,(6,0) = —alo — 2)(1+ ¢), (3.116)

) = —ax(20 — 3), (3.117)

We(¢, &) = —alo,
We(€,0) = —a&(20 — 3). (3.118)

Na expressao acima, estao apenas os superpotenciais que contribuem neste problema,
as outras formas equivalentes possuem termos com poténcia fracionaria e queremos evita-las

em nossa solucao, assim aplicamos os seguintes vinculos para evitar tais termos
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(12 = Q15 = Q16 = (19 = G0 = A1 = Ggp = G23 = Ugq4 = A5 = 0
bi1 = b3 = b1a = bi5 = big = b1y = big = bag = ba1 = bag = baz = boy = by5 = 0
a31 = U3 = (33 = 34 = (36 = A37 = (38 = U39 = (41 = (g2 = (43 = Qg4 = Qg5 = 0

bsa = bss = bsg = b3g = byg = b1 = byo = byg = byy = by5 = 0. (3.119)

Integrando a expressao (3.54) em relacao a x e usando os superpotenciais corres-

pondentes
1 2 2&11
iax (bT + blg) + g(x)cn + g(¢), XCi2 = O, (3120)
fazendo cj5 = 0, implica que ¢;; = —c;3,entdo podemos determinar g(x)
() = _ax2(2a11 + b?bya) (3.121)
X = 2b2611 ’ ’
usando a fung¢ao de deformg¢ao (3.109), podemos determinar g(¢)
-1 3 (2 b%b
g(g) = AL @) + Fbo) (3.122)

2011

Integrando a expressao (3.59) em relagao a £ e usando os superpotenciais corres-

pondentes
2@52634 A ~
2 — h h =0 3.123
ala + 1 (902) + c54h(§) + cooh(§, ) ; ( )
com cgp = 0, implica que c54 = —c57, entdo podemos determinar B(f)
~ —9ab2§2a40 - 2a§2b34
h(&) = 3.124
(© 2ok, (3124)
empregando a funciio de deformacio (3.114), podemos determinar h(o)
_ _ 2
(o) = a(=2+0)(=1+0) (a0 + 2b34). (3.125)

Cs4

Integrando a expressao (3.56) em relagao a & e usando os superpotenciais corres-

pondentes

;a¢(8(3 — 20)&17 — 2(—2 + ¢)a18 + qbbgg + 2(—2 + O')bgg) = 533E(¢) + EggiL(QS, U), (3126)
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definindo ¢33 = 0, implica que ¢3g3 = —¢37, entao podemos determinar fL(qb, o)

¢(—246L17 + 160’&17 — 4&18 + 2¢CL18 — ¢b33 + 4b38 — 20’bgg)
2638

B, o) =2 . (3.127)

recorrendo a fungio de deformacao (3.111), podemos determinar h(o)

a(—3+20)(8(—3 4 20)a17 + 2(=5+ 20) a1z + (3 — 20)bss — 2(—2 + 0)bss)

h(o) = — |
(0) 2o
(3.128)
Integrando a expressao (3.57) em relagao a £ e usando os superpotenciais corres-
pondentes
¢149(&) + é169(x, €) = 0, (3.129)
fazendo ¢4 = 0, implica que ¢;6 = —¢11, entdo podemos determinar g(y, &)
9(x. &) =0, (3.130)
e
g(x) =0. (3.131)

Integrando a expressao (3.58) em relacao a x e usando os superpotenciais corres-

pondentes
2a0xb A A
(ZO'Xblg = TSI + C57g(0') -+ c59g(x, O'), (3132)
com ¢4 = 0, implica que és9 = —&;, entdo podemos determinar g(x, o)
N aox(20%b1g + bsy
g(x,0) = ( ), (3.133)

b2¢59

usando a fungao de deformagao (3.113), podemos determinar g(x)

R CLX(—?) + \/ 1— %%2)(2621719 — b31) (3 134)

g(X) = 2b2é59 °

Integrando a expressao (3.55) em relacao a x e usando os superpotenciais corres-

pondentes

Balpaiy

0h2 + alpazs = c33h(9) + ca3h(9, §), (3.135)
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definindo ¢33 = 0, implica que ¢35 = —c34, entdo podemos determinar h(¢, &)
8alpayy + 9ab*Epazs
L _ 3.136
(6.6) S, (3.136)
empregando a fun¢ao de deformg¢ao (3.110), podemos determinar h()
aé\/9 — 22 (8ay, + 9b2a
n(e) = V2w B ), (3.137)

2762035

Usando todos os resultados obtidos anteriormente e substituindo nas expressoes
(3.14), (3.15), (3.16) e (3.17) obtemos

W¢ :(a(8£2a14 + 9b2<—2<—1 + ¢2)CL11 — 2(—1 + ¢2)CL13 -+ 4(—1 + 0)(—2<—2+

o)arr — (=14 ¢)ais) — (b*(—1+ ¢*) + XQ)bm))) x (18v%)71, (3.138)

_— ax(—20%¢bis — 20%(—6 + /1 — 5)big + (=3 + 20 + /1 — X )b31) (3130)
X = 2h2 ’ ’

(a€(8(1/9 — % — 3¢)ars + 9?(\/9 — 2 azs + 3(—3 + 20)aq))
We = T , (3.140)

W, —— <(a(—8b2(—3 +20)(=3 + 20 — d)ar — 23(=3 + 20 — G) (=5 + 20+
(b)alg — Chi2b31 + 262((52 -+ 9b2(—2 -+ U)(—1+

) )aso + 2(=2 + o) (=1 + o) bz + bya + by + bgs)))> x <2b2>1), (3.141)

para simplificar estes resultados e eliminar essas raizes, iremos fazer os seguintes vinculos,

952 :
b31 = 0,b19 = 0, big = 0, ago = 0,a14 = —=-,a35 = 1 € bj2 = 1 assim

W, :éa(—13b2(—1 +07) = 4(=2+ €+ 20" + x°) +8(=9 = 4(=3+ 0)o + ¢*)aiz

~8(=3 420 — ¢)(—1 + )ars), (3.142)

W, = —a¢yx, (3.143)
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Wg = —agbf’, (3144)

W, = a(—=2(—240)(—140)+4(—34+20)(—34+20 —p)aiz+(—3+20—¢)(—5+20+d)ais),
(3.145)

Integrando as expressoes (3.142), (3.143), (3.144) e (3.145) encontramos

13 ,  ad® 13 , . 1,
W(é, x,&,0) =ap + gab ¢ — 3 ﬁab ¢” — 9agar + §a¢ a7 — 3apag+

o3
+ 36acay; — 24ac?ay+

1
ad’ars + §a¢3a18 — dao + 3ac* —
16 4 1
§a03a17 + 15a0a1s — 8ac?as + gaagalg — §a§2¢ — §a¢xz+

12a0par7 — 4ac?parr + 2a0dars — acdass. (3.146)

O potencial V é

V(¢,x,€,0) :1;8a2(64§2¢2 + 649" + (130* (=1 + ¢%) + 4(=2+ & + 26" + x°) -
8(—9 —4(=3 +0)o + ¢*)arr + 8(—3 + 20 — ¢)(—1 + P)as)*+
64(—2(—2+0)(=140)+4(=3+420)(=3+ 20 — ¢)ar7 + (—3+

20 — ¢)(=5 + 20 + ¢p)ais)?) (3.147)

De forma similar ao exemplo passado, mapeamos as soluc¢oes desse exemplo da

seguinte maneira.

Figura 9 — Orbita com & = 0

As figuras acima estao conectadas da seguinte forma:
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Figura 10 — Orbita da esquerda com ¢ = 0 e a érbita da esquerda com y = 0

e Nesses graficos, consideramos a =1 e b= 2.

e A figura 9 possui dois pontos, a partir de cada um desses pontos podemos gerar

outras duas érbitas.

e O ponto vermelho de coordenada (0, 2, 3/2) onde ¢ = 0, assim a partir desse
ponto podemos formar outra orbita composta pelas solugoes y, £ e o que é o grafico

esquerdo da figura 10.

e O ponto verde de coordenada (1,0,1) onde x é igual a zero, nesse ponto podemos
formar outra érbita composta por ¢, £ e o que é o grafico da direita, neste mesmo
grafico tem um ponto preto de coordenada (-1, 0, 1) onde £ = 0, a partir desse ponto

podemos formar uma orbita composta por ¢ ,x e o, esta é a 6rbita preta da figura 9.

3.3.1.1 Estrutura interna

A. Andlise para a solugdo y

Podemos agora discutir a ideia da estrutura interna do nosso modelo, na parte
central da nossa estrutura temos ¢ e o igual a zero, a amplitude de £ é igual a zero. O

valor que maximiza a fungao V na regido central é y = /2 + b2.

b 3
mz, = Vi (0, V2 + b2, 2 5) = 2a°,
M2y = Vi (2,0,0,1) =a? or m2,=V,(1,0,0,-1) = d? (3.148)

out out ~

calculando a seguinte razao

m2

—n 9, 3.149
mgut ( )

podemos concluir que a particula prefere ficar fora da estrutura interna.
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B. Andlise para a solucgdo &

O valor que maximiza a fung¢ado V na regiao central é £ = 7V8J59b2.
V8 + 9b? 1
my, = Vee(0, b, ; 0) = §a2(—24 + 5b%),
mly = Vee(2,0,0,1) = a®,  ou  m2, = Ve(1,0,0,—1) = a”, (3.150)
calculando a seguinte razao
2 3 507
Tin _ 242 (3.151)

m2,; 4 32

2 , . 2
com —% + 53% < 1 a particula prefere ficar dentro da estrutura interna, se —% + 53% >1a

particula prefere ficar fora da estrutura interna.
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4 Conclusao

Neste trabalho apresentamos uma extensao do método de extensao para 4 campos,
este método ja foi proposto para a construcao de modelos de dois e trés campos escalares,
para a construcao desse novo modelo fizemos uma breve revisao dos conceitos necessérios.
No capitulo 2 abordamos uma breve revisao sobre campos escalares e solu¢oes BPS, essas
solugdes carregam um conceito fisico fundamental, a finitude da energia. Neste mesmo
capitulo apresentados o conceito de solugoes topoldgicas e nao topologicas relacionadas

aos limites assintoticos das solugoes.

No capitulo 3 abordamos o método de deformacao como alternativa para gerar
outros modelos por meio de uma funcao de deformacao, nos exemplos abordados as solugoes
geradas eram do tipo kink que é uma solucao topologica e os lump que é uma solugao nao

topologica.

No capitulo 4 abordamos o método de deformacao para a construcao de um modelo
de 4 campos escalares, vale ressaltar que modelos de mais de uma campo sao de dificil
resolugao pois apresentam equagoes de segunda ordem onde os campos sao acoplados,
assim este método ¢é eficiente pelo fato do novo modelo gerado carregar as solugdes de cada
modelo utilizado. Vale salientar que esta é a primeira vez que um modelo de 4 campos é

determinado através do mecanismo de extensao.

Vale salientar que modelos de multi-campos sao muito interessantes no contexto de
cosmologia e branas, pois os parametros fisicos obtidos a partir destes modelos apresentam
comportamentos nao-triviais. Deste modo, modelos de multi-campos podem descrever
energia escura dinamica no contexto de cosmologia ou entao branas assimétricas, as quais
sao relevantes para descrever a hierarquia da forca gravitacional em relacdo as outras

interacoes fundamentais.

Como futuros cenarios de aplicacdo do mecanismo aqui desenvolvido, destacamos
cendrios com quebra de simetria de Lorentz [23], modelos de gravitacao generalizada do
tipo F(R) e F(R,T) [24] e também modelos com decaimento do vacuo [25] . Deste modo,
acreditamos que a uma vasta aplicabilidade de nossos procedimentos, as quais esperamos

abordar e relatar em um futuro proximo.
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