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Resumo

Nesta dissertação, consideramos um cenário cosmológico com o campo escalar descrevendo um Ínfla-

ton na presença de um redshift dependente de um campo de fundo tipo-tempo que viola a invariância de

Lorentz para abordar o regime inflacionário e outras fases do Universo. Também mostramos que o regime

de energia escura a grandes distâncias (baixos desvios para o vermelho) é essencialmente dominado pela

presença do campo de fundo que controla a Violação da Invariância de Lorentz.

Palavras-chave: Cosmologia Inflacionária, Violação da Invariância de Lorentz, Limites Fenomenológi-

cos.
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Abstract

In this dissertation, we consider a cosmological setup with inflaton field in the presence of background

field dependent redshift time-like to address the inflationary regime and other phases of the Universe. We

also show that the regime of dark energy at large distances (low redshifts) is essentially dominated by the

presence of the Lorentz-violating background.

Keywords: Inflacionary Cosmology, Lorentz Invariance Violation, Fenomelogical Limits.
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Introdução

Um dos principais feitos na cosmologia inflacionária foi o de explicar o problema do horizonte, pla-

nitude e monopólo magnético. Um dos objetivos iniciais da cosmologia foi o de explicar os problemas

do horizonte, planitude e monopolos magnéticos, que foi explicado com sucesso com o advento da fase

inflacionaria no universo primordial [1, 2, 3]. Esta fase acelerada deve terminar com o reaquecimento do

universo coincidindo com o início de uma era dominada pela radiação e então depois uma era denomi-

nada pela matéria (escura) para formar as primeiras estruturas, como as galáxias e os aglomerados. Estas

são as conhecidas, fases desaceleradas. No entanto, no ano de 1998, Riess at al. [4] e Perlmutter et al. [5]

relataram independentemente uma aceleração presente do Universo. E, a fonte dessa aceleração é denomi-

nada de energia escura. Desde então, vários modelos foram considerados na literatura para explicar essa

nova observação na cosmologia padrão. Embora sua origem ainda não seja conhecida, alguns aspectos são

similares à fase inflacionária, como por exemplo, sua pressão deve ser negativa para equilibrar a força gra-

vitacional e, então, proporcionar uma expansão acelerada. O candidato mais simples para a energia escura

é a constante cosmológica com a equação de estado: ω = −1. Entretanto, é possível que a origem da energia

escura não seja devido a uma constante cosmológica. Nesse caso, é necessário explorar modelos alterna-

tivos para explicar a atual aceleração da expansão do universo. No entanto, como na fase inflacionária,

pode-se modelar a fonte da energia escura através de campos escalares (tipo um inflaton, φ(x, t) ∼ φ(t)).

A principal diferença entre as descrições de constante cosmológica e os modelos de inflaton é a dife-

rença nas escalas. A escala da constante cosmológicas é muito baixa em comparação com a escala que

rege o campo de Ínflaton e que os potenciais escalares devem ser planos o suficiente para impulsionar a

atual expansão acelerada do universo. Os modelos com campos escalares descrevendo a energia escura

são basicamente aqueles chamados de quintessência [6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13] e k-essência [14, 15, 16]. No

primeiro caso, foca-se no uso do campo escalar com potenciais que variam bem lentamente, enquanto no

último caso é a parte cinética que impulsiona a presente fase de aceleração do universo. Deve-se mencio-

nar também que estes não são os únicos a modelar a energia escura. Para citar as principais alternativas

recentes, destacam-se os modelos de gravidade modificada tais como a gravidade f(R) [17, 18, 19], a gra-

vidade f(R, T ) [20, 21], teorias escalares-tensoriais [22, 23, 25, 26] e modelos de mundos de branas [27, 28].
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Pode-se considerar nesta classe de teorias o modelo ΛCDM (uma descrição da radiação cósmica de fundo)

que é baseado na gravidade de Einstein ou na própria f(R) com a inserção da constante cosmológica.

Atualmente, todos esses modelos podem ser distinguidos uns dos outros através do uso de dados obser-

vacionais, como a análise combinada de SN Ia, CMB e BAO [4, 5, 29, 30]. Essas observações têm impostas

certas restrições na equação do estado da energia escura ao limite inferior de −1, 097 < ω < −0, 858 com

95% de confiança [29,30]. Isto favorece que a constante cosmológica seja um bom candidato à energia es-

cura, e ao mesmo tempo, desfavorece vários outros tipos de modelos encontrados na literatura. Contudo,

futuras observações experimentais devem confirmar o modelo ΛCDM como essencial para lançar uma

nova luz na origem da energia escura.

O estudo de vários cenários cosmológicos no contexto da violação da invariância de Lorentz (LIV) na

fase inflacionária também têm sido abordados na literatura [31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38] . Entre tais trabalhos

podemos destacar, por exemplo, as motivações principais para o desenvolvimento de linha de pesquisa:

as abordagens de Gasperini [31] e de Donnelly e Jacobson [38]. Em seu trabalho, Gasperini propõe que

a fase primordial da expansão acelerada do Universo poderia ser alcançada se, em alguma época muito

nova, as interações gravitacionais sejam descritas por uma teoria invariante de Lorentz não-local. Também

é sugerido que esse mecanismo adicional de produção de inflação poderia ser usado para resolver alguns

problemas do cenário inflacionário padrão. Além disso, no trabalho de Jacobson, considera-se uma teoria

de LIV, formada por uma teoria de Einstein-éter acoplada a uma Lagrangeana de campos escalares. Neste

caso, o autor determina parâmetros cosmológicos que são afetados pela LIV, mas ainda permitem um fim

natural para inflação. Por outro lado, a aplicação de tal cenário também pode ser encontrada em energia

escura, onde é mostrado que os efeitos da LIV induz termos que são capazes de conduzir a aceleração atual

do universo [39, 40] . A primeira e a última abordagem, tratam da LIV em pequenas e grandes distâncias

[41].

O objetivo geral desse trabalho de dissertação é o de compreender como um exemplar mais simples

dessas teorias LIV-cosmologia funciona, e usa-la como um guia no estudo de um cenário cosmológico em

que se pode examinar o fluxo inflacionário de pequenas a grandes distâncias (baixos e pequenos redshifts)

na presença dos efeitos da LIV (a referência principal é de Almeida, et. al.[42]. Como discutiremos a seguir,

este cenário apresenta como ferramental, as equações de estado do regime inflacionário e da energia escura

em limites assintóticos, o que confirma os esforços acima mencionados de produzir Universo acelerado de-

vido aos efeitos da LIV. Especificamente, nosso foco será direcionado à abordagem teórica que lida com o

campo escalar dependente do tempo, campo de inflaton, capaz de descrever um universo inicial inflacio-

nário e depois acelerado. A motivação associada a este estudo, tem a ver com a idealização de campo de

fundo efetivo que caracteriza a LIV permeando todo espaço-tempo, e que é responsável pela dinâmica da

energia escura a grandes distâncias ou baixos redshifts (desvio da luz para o vermelho).

2



A estrutura desta dissertação está descrita a seguir: no Cap.1, apresentamos uma breve revisão da di-

nâmica inflacionária no universo da métrica de FRW. Apresentamos o modelo e através do qual estudamos

o método de obtenção das equações de movimento relacionadas: setor do campo escalar, setor do campo

gravitacional (equação de Einstein- Hilbert) e as equações de Friedmann. Aproveitamos o momento para

abordar a ideia do regime de rolagem lenta para dinâmica do campo de inflaton. No Cap.2, consideramos

o modelo cosmológico estendido por um simples campo de fundo que controla a LIV na parte cinética do

campo escalar. Incialmente, estudamos quais os impactos da LIV sobre o índice de refração. Analisamos

também, os impactos da LIV no regime inflacionário até o regime da energia escura. Aproveitamos este

estudo, para impor limites para ocorrência dos efeitos da LIV através de recentes medidas da CMB. No

Cap.3, apresentamos nossos comentários e conclusões.
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Capítulo 1

Dinâmica Inflacionária: uma breve revisão

Utilizaremos este capítulo para fazer uma breve revisão do ferramental envolvendo uma teoria de

campo escalar que descreve a dinâmica de um campo de Ínflaton homogêneo (isto equivale a afirmar

que o campo escalar tenha apenas dependência temporal, ou seja, φ = φ(t)) no espaço-tempo curvo em

(3 + 1) dimensões, descrito pelo universo de FRW o qual o elemento de área, numa descrição de espaço

plano, é dada por :

ds2 = gµνdx
µdxν = −dt2 + a(t)2(dx2 + dy2 + dz2), (1.1)

Onde a(t) é o fator (ou parâmetro) de escala, ela é uma função cósmica no tempo t relacionada com a

distância no cosmos. Considerando um campo escalar φ, minimamente acoplado a gravidade,o que pode

ser representado pela ação [43]:

S =

∫

d4x
√−g

[

κR− 1

2
gµν∂µφ∂νφ− V (φ)

]

(1.2)

Onde R = Rµνg
µν (com Rµν , sendo o tensor de Riemann), κ = 1/16πG e g = −a6(t), é determinante da

métrica:

gµν =

















−1 0 0 0

0 a2(t) 0 0

0 0 a2(t) 0

0 0 0 a2(t)

















, (1.3)

Associado a Eq.(1.1) e V (φ) é o potencial do campo de ínflaton. Neste sentido, estudamos as equações de

movimento para cada setor da Eq.(1.2) e consequentemente as equações de Friedmann usando os seguintes

ingredientes: i) considerar o setor do campo gravitacional da Eq.(1.2) e associar ao princípio variacional;

ii) usar o elemento de linha de FRW dado pela Eq.(1.1); iii) usar a definição do tensor energia-momneto.
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1.1 Equação de Movimento: setor do campo de Ínflaton

O campo escalar que estamos considerando admite uma dinâmica que é descrita pela equação de Euler-

Lagrange, ou seja,

∂µ
∂L

∂(∂µφ)
− ∂L

∂φ
= 0. (1.4)

Desta forma, combinando Eq.(1.2) e Eq.(1.4) determinamos:

∂µ∂
µφ+ Vφ = 0. (1.5)

Onde Vφ = dV
dφ . Entretanto, as derivadas aqui utilizadas não são derivadas comuns, mas sim derivadas

covariantes. Então:

∂µ∂
µφ =

1√−g
∂µ(

√−ggµν∂νφ), (1.6)

e a equação de movimento Eq.(1.5) é reescrita como

1√−g
∂µ(

√−ggµν∂νφ) + Vφ = 0. (1.7)

Sendo assim, vamos reescrever Eq.(1.7) como:

∂µ∂
µφ+

1√−g
∂µ(

√−g)∂µφ+ Vφ = 0 (1.8)

Como φ = φ(t), temos:

∂0∂
0φ+

1√−g
∂0(

√−g)∂0φ+ Vφ = 0 (1.9)

Lembrando ainda que g = −a6 ⇐⇒ −g = a6 ⇐⇒ √−g = a3 e que ∂0 é a derivada temporal, temos que:

φ̈+
1

a3
3a2ȧφ̇+ Vφ = 0 ⇐⇒ φ̈+ 3

ȧ

a
φ̇+ Vφ = 0 (1.10)

E podemos fazer a identificação H ≡ ȧ/a como o parâmetro de Hubble. A descoberta de Hubble teve um

profundo impacto na Cosmologia da época, principalmente por sua análise sobre a origem do Universo.

Desta forma, ao considerarmos a métrica FRW, chegamos à equação de movimento do campo escalar, na

forma:

φ̈+ 3Hφ̇+ Vφ = 0 (1.11)

de segunda ordem na derivada temporal.

1.2 Equações de Einstein-Hilbert

Nesta seção, pretendemos obter as equações de Friedmann da Cosmologia. Para esta finalidade, de-

vemos inicialmente considerar o setor gravitacional da ação, Eq. (1.2), conhecida como ação de Einstein-

Hilbert:

SEH =

∫

d4x
√−ggµνRµν . (1.12)
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Como conhecido, o princípio da mínima ação, requer que a variação da ação seja nula (δS = 0) . Assim:
∫

[

δ(gµν)Rµν
√−g + (δRµν)g

µν√−g + δ(
√−g)gµνRµν

]

d4x = 0. (1.13)

Por outro lado, a variação do determinante da métrica pode ser dado pela identidade:

δ
√−g = −1

2

√−ggµνδg
µν . (1.14)

Logo a Eq.(1.13) pode ser reescrita na forma:
∫

[

Rµν −
1

2
gµνR

]

δgµν
√−gd4x+

∫

[

(δgµν)Rµν
√−g

]

d4x = 0. (1.15)

Como gµν e seu determinante são quantidades arbitrárias, obtermos a equação de Einstein-Hilbert no vácuo

(na ausência de fontes externas), escrita na forma:

Rµν −
1

2
gµνR = 0. (1.16)

E, o segundo termo da Eq.(1.15) é identicamente nulo pelo teorema da divergência (
∫

V ∇αA
αd4x = 0).

Neste ponto, obtemos a equação de Einstein na sua forma completa. Consideramos a variação da ação,

Eq.(1.2) como,

δS = δSEH + δSφ (1.17)

Onde Sφ é a ação correspondente ao setor da matéria. A parte de Einstein-Hilbert pode ser reescrita como
∫

δSEH

δgµνR
δgµνd4x =

∫

[

Rµν −
1

2
gµν

]

δgµν
√−gd4x (1.18)

tal que obtemos a identidade.

1√−g

δSEH

δgµν
= Rµν −

1

2
gµνR. (1.19)

Então, a variação da ação total é da forma:

κ√−g

δSEH

δgµν
+

1√−g

δSφ

δgµν
= 0. (1.20)

Pela definição do tensor energia-momento:

Tµν =
2√−g

δSφ

δgµν
(1.21)

E, a relação dada pela Eq.(1.22), a familiar equação de Einstein que relaciona a curvatura do espaço-tempo

e o termo de matéria é dada finalmente como:

Rµν −
1

2
gµνR = −8πGTµν . (1.22)

Note que pela métrica adotada, Tµν = diag(−ρφ, pφ, pφ, pφ), com ρφ e pφ sendo a densidade de energia e

momento respectivamente.
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1.3 Equações de Friedmann

Para obtermos as equações de Friedmann através da Eq.(1.22), primeiramente usamos a definição do

tensor de Ricci:

Rµν = Rα
µαν = ∂αΓ

α
µν − ∂νΓ

α
µα + Γα

αγΓ
γ
µν − Γα

νγΓ
γ
µα (1.23)

Onde Γα
µν é o símbolo de Christoffel que representa uma conexão sem torção e compatível com a métrica.

Segue a sua definição:

Γα
µν =

1

2
gαλ

(

∂µgνλ + ∂νgµλ − ∂λgµν
)

. (1.24)

Aqui, gµν = (g00 = −1, gii = a2) é o tensor métrico definido na Eq.(1.3), e seu inverso, gµν = (g00 =

−1, gii = a−2), para o universo de FRW.

Então, temos que:

Γ0
11 = g00

(

− ∂0g11
)

=
∂0(a

2)

2
= aȧ;

Γ1
01 = g11

(

∂0g11
)

=
1

a2
∂0(a

2)

2
=

ȧ

a
. (1.25)

De forma similar, devemos obter: Γ0
22 = Γ0

33 = aȧ; Γ2
02 = Γ3

03 = ȧ/a. Note também que o ponto em ȧ,

significa a derivada da função em relação ao tempo. Portanto, o tensor de curvatura dado pela Eq.(1.23)

deve oferecer o resultado para as suas componentes na forma:

R00 = 3R1
010

= −∂0Γ
1
10 − Γ1

01Γ
1
10

= −3
ä

a
(1.26)

e

R11 = R1
101 +R2

121 +R3
131

= −∂0Γ
0
11 − Γ0

λ1Γ
λ
01 + Γ2

2λΓ
λ
11 + Γ3

3λΓ
λ
11

= aä+ 2ȧ2. (1.27)

Com os resultados obtidos acima, podemos resolver a equação de Einstein-Hilbert, Eq.(1.22). A princípio

obteríamos dez equações diferenciais acopladas devido aos dez termos independentes do tensor simétrico

energia-momento, porém devido as simetrias já mencionadas, obteremos apenas duas equações linear-

mente independentes. A primeira delas é a componente: µ = ν = 0 tal que R00 − 1
2g00R00 = −8πGT00, que

deve nos oferecer:

3
ä2

a2
− ȧ2

a2
= 8πGρφ, (1.28)

7



A componente µ = ν = 1 da equação, R11 − 1
2g11R

11 = −8πGT11, tal que:

−2
ä2

a2
− ȧ2

a2
= 8πGpφ. (1.29)

Note que podemos utilizar a primeira das equações para reescrever a segunda como:

ä2

a2
= −8πG

3
(pφ + 3pφ). (1.30)

Assim, obtemos as equações de Friedmann para um universo plano. Por outro lado, o parâmetro que

caracteriza a taxa de expansão do universo é o parâmetro de Hubble:

H =
ȧ

a
. (1.31)

Manipulando as duas equações de Friedmann, Eqs. (1.28) - (1.30) e usando a Eq.(1.31) devemos obter a

equação da continuidade:

ρ̇φ = −3H(pφ + pφ). (1.32)

Notando ainda que ao combinar a equação Friedmann, Eq.(1.28) com o parâmetro de Hubble, obtemos a

expressão para a densidade crítica do universo plano:

ρc = −3H2

8πG
. (1.33)

Essa equação é importante para analisar o problema do caráter planar (ou planitude) do universo.

1.4 Aproximação de Rolagem Lenta

O regime de Rolagem Lenta trata apenas dos efeitos da velocidade e, assim, desconsiderando todos os

efeitos de aceleração. Essa ideia diz que durante o regime inflacionário podemos assumir que o Ínflaton

varia lentamente em um potencial V (φ), tal que:

1

2
φ̇2 ≪ V (φ) (1.34)

Sendo assim, a densidade de energia ρ seria diretamente proporcional ao potencial, ou seja, ρ ≈ V , o que

nos leva a relação ρ ≈ p, implicando em ω ≈ −1. Nesse caso, o Ínflaton passa a desempenhar o papel de

uma constante cosmológica, gerando uma rápida expansão do Universo primitivo, o que permite resolver

o problema das condições iniciais do Universo, que passam agora a ser determinadas pelo ínflaton. Esta

hipótese permite escrever a equação de Friedmann Eq.(1.24), com a ajuda da equação Eq.(1.21), como:

H2 ≃ 2

3
V (1.35)
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Por outro lado, o requisito de rolagem lenta sobre a equação de movimento do Ínflaton nos leva a descartar

o termo de aceleração φ̈ frente a derivada do potencial Vφ, sendo o termo de resistência 3Hφ̇, que lentinfica

a rolagem do campo em direção ao mínimo do potencial, dado por:

3Hφ̇ ≃ −Vφ (1.36)

Em um regime inflacionário, a rápida expansão do Universo primordial nos leva a uma condição de su-

perresfriamento e, portanto, a inflação deve incluir um processo de reaquecimento que precede a nucle-

ossíntese e a formação de estruturas. Diferentes formas de gerar um processo de reaquecimento foram

apresentadas na literatura. No modelo original de [1], conhecido como velha inflação, esse processo é de-

corrente de uma transição de fase em Teorias de Grande Unificação, em que atingida a temperatura crítica

TTGU , uma quebra espontânea de simetria geraria bolhas inflacionárias que eventualmente colidem e rea-

quecem o Universo a partir da conversão da energia cinética das paredes das bolhas em energia térmica.

Guth não leva em consideração que a região entre as bolhas também inflacionárias e impede a percolação.

O modelo de nova inflação, preconizado por [2], propõe que a inflação apenas ocorre após a transição de

fase e, portanto, temos um única bolha em que o processo de reaquecimento é agora associado a criação

de pares de partículas, a partir da oscilação do Ínflaton em torno do mínimo de potencial. No entanto, a

condição da transição de fase inicial do Universo primitivo pode ser relaxada e abre espaço para a elabora-

ção do modelo de inflação caótica, onde o Ínflaton é escolhido para assumir qualquer condição inicial, em

especial o modelo de inflação caótica para potencial quadrático é compatível com os dados observacionais

[52]. Outros modelos inflacionários de interesse como a inflação eterna, a inflação natural, a inflação hilltop

são bastante exploradas na literatura e apresentam diferentes alternativas no estudo da inflação cósmica

[52].

1.4.1 Parâmetro de Rolagem Lenta

As condições de rolagem lenta são convencionalmente expressadas em termos dos parâmetros de rola-

gem, definidos por:

εφ ≡
M2

pl

2

(Vφ

V

)2
(1.37)

e

ηφ ≡ M2
pl

Vφφ

V
(1.38)

Onde Vφ e Vφφ representam a primeira e a segunda derivada do potencial em relação a φ. Embora as

condições εφ ≪ 1 e ηφ ≪ 1 sejam necessárias, elas não são suficientes para a validade do procedimento,

sendo também exigido que φ se aproxime de uma solução atrator, descrita por Eq.(1.36). A inflação termina
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quando as condições de rolagem lenta são violadas:

ε(φend) ≡ 1, (1.39)

O número de "dobras"antes do final da inflação é definida por:

N(φ) ≡ ln
aend
a

=

∫ tend

t
Hdt =

∫ φend

φ

H

φ̇
dφ ≈

∫ φ

φend

V

Vφ
dφ (1.40)

Usando as Eqs. (1.37)–(1.40), obtemos o seguinte resultado:

N(φ) =

∫ φ

φend

dφ√
2ε

(1.41)

Para resolver o problema de horizonte e de planicidade, é necessário que o número total de "dobras"exceda

60.

Ntot ≡ ln
afinal
ainicial

(1.42)

O valor preciso depende da escala energética da inflação e dos detalhes do reaquecimento pós inflação. As

flutuações observadas no CMB variam com NCMB ≈ 40−60 dobras antes e no final da inflação. A seguinte

restrição integral fornece o valor do campo correspondente φcmb.

∫ φcmb

φend

dφ√
2ε

= Ncmb ≈ 40− 60. (1.43)
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Capítulo 2

Cosmologia Inflacionária Violando a

Invariância de Lorentz

Neste capítulo, estudamos os efeitos causados por um único campo de fundo tipo-tempo Violando

a Invariância de Lorentz na dinâmica inflacionária. O principal ponto levantado é o de que um campo

de fundo tipo-tempo Violando a Invariância de Lorentz possa permear o espaço-tempo responsável pela

energia escura em grandes distâncias (baixo redshifts).

Nosso ponto de partida, considera uma teoria de campos no espaço-tempo de (3+1)-dimensões, a qual

um campo de Ínflaton têm sua dinâmica modificada por um campo de fundo que desempenha um papel

de controlar a simetria de Lorentz. A Lagrangeana mais simples para descrever esse cenário é descrita pela

expressão:

e−1L =
R

2κ2
− 1

2
(gµν + ξik

i
µν)∂

µφ∂νφ− V (φ), (2.1)

Onde e =
√−g, ξ1 sendo um acoplamento, V (φ) é o potencial do Ínflaton e o tensor tipo-tempo kiµν i =

1, 2, 3 · · · , a princípio, seria acoplado a outros campos em uma Lagrageana mais geral de modo que ki00 6= 0,

isto é,

kiµν =





−β1 0

0 0



 . (2.2)

Vamos convencionar que o tensor kiµν esteja relacionado com o campo de ínflaton. Observamos também,

através de Eq. (2.1), que o Campo de ínflaton está acoplado como o parâmetro de violação de Lorentz

ξi > 0. É esperado que para pequenas distâncias β1 −→ 0 a dinâmica inflacionária se mantenha, depen-

dendo apenas do campo de ínflaton, por outro lado para β1 −→ −1 a Violação de Lorentz torna-se mais

efetiva à grandes distâncias desenvolvendo energia escura, como veremos brevemente. As questões cos-

mológicas deste modelo serão estudadas considerando a métrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW),

dada em um Universo plano (ver a Eq.(1.3)). Note que o elemento de linha efetivo, resultante da presença
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do acoplamento ξ1kµν é dada por:

ds̃2 = g̃µνdx
µdxν

= (gµν + ξ1kµν)dx
µdxν

= −(1 + ξ1β1)C
2dt2 + a(t)2(dx2 + dy2 + dz2), (2.3)

Onde C é a velocidade da luz (diferentemente do capítulo anterior que adotamos o C = 1 no sistema de

unidades naturais).

2.1 A Relação de Dispersão e o Índice de Refração da Luz

A relação de dispersão (ou equação de onda) Co-variante relacionada ao setor do campo de Ínflaton

modificado dado pela Eq.(2.1), pode ser obtida como resultado da seguinte expressão no espaço dos mo-

mentos e na ausência de potencial:

kµkν ḡ
µν = 0 (2.4)

Onde kµ = (E,~k) é o quadri-momento e ḡµν é a inversa da métrica de FRW efetiva, com ḡ00 = −1/(1 +

ξ1β1)c
2 e ḡii = 1 na ausência do parâmetro de aceleração. Assim, a eq.(2.4) se reduz à:

E = |~k|
√

1 + ξ1β1C. (2.5)

A velocidade de grupo: v1 = vg = ∂E/∂|~k| e a velocidade de fase: vf = E/|~k| efetivas para o Ínflaton na

presença do acoplamento ξ1β1 são equivalentes e dadas por:

ν1 =
√

1 + ξ1β1C. (2.6)

A escolha do parâmetro de violação de Lorentz ξ1 muda o boost de Lorentz porque afeta a velocidade.

Desta forma, neste sentido podemos definir um índice de refração análogo sentido pelo Ínflaton como:

n ≡ C

ν1
=

1√
1 + ξ1β1

. (2.7)

Isso ocorre porque o índice de refração é em geral um comprimento de onda dependente dado quantitati-

vamente por:

n2 = 1 +
N
∑

i=1

Bi
λ2
0iλ

2

λ2 − λ2
0i

= 1 +NB0
λ2
0λ

2

λ2 − λ2
0

. (2.8)

Onde assumimos na última igualdade que todas as "moléculas"ressoam com a mesma frequência, o que

significa a igualdade Bi = B0. Isto é um análogo a equação de dispersão de Sellmeier [44] bem definida em
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ótica [46]. Na fórmula original, Bi são os coeficientes de Sellmeier, os quais são determinados experimen-

talmente. Por uma perspectiva cosmológica podemos fazer a identificação λ0/λ ≡ a0/a(t), para variações

temporais pequenas, onde λ0 e λ são comprimentos de onda observados no agora e depois, respetivamente.

Lembrando que a definição de redshift é: z + 1 = λ0/λ, com λ ≤ λ0, encontramos:

n2 = 1− C1

1− (z + 1)2
(2.9)

Onde C1 = NB0λ
2
0. O sinal de menos antes de C1 que apenas para manter a analogia com a equação

de Sellmeier normalmente aplicada, por exemplo, considere λ ≥ λ0. Agora comparando Eq.(2.9) com a

Eq.(2.7) estabelecemos uma relação entre o parâmetro de violação de Lorentz e o redshift cosmológico, a

saber:

ξ1β1(z) = − C1

z(z + 2) + C1
. (2.10)

Observe que combinado Eq.(2.10) com a Eq.(2.6) o campo de Ínflaton possui velocidade v(z) ≈ 0 para

z −→ 0 (para redshift pequeno) e por outro lado, v(z) ≈ c para z −→ ∞ (para redshift grande). Portanto, é

esperado que na fase de reaquecimento (em UV) o ínflaton desenvolve uma fase dominada pela radiação,

entretanto no regime atual (em IR) espera-se que Ínflaton seja responsável pela energia escura.

2.2 Impactos sobre o Regime Inflacionário

Analisemos agora o regime onde o Ínflaton é uma espécie dominante. As equações de campo de Eins-

tein leva-nos a equação de Friedmann H2 = (8πG/3)ρφ, cuja densidade do Ínflaton ρφ é governada pelo

campo de Ínflaton com tensor energia-momento modificado dado pela combinação da seguinte expressão:

Tµν = ∂µφ∂νφ+ gµνLφ (2.11)

e o setor do campo de Ínflaton da Eq.(2.1) com Lφ sendo escrito como

Lφ = −1

2
(gµν + ξ1κ

1
µν)∂

µφ∂νφ− V (φ), (2.12)

Além disso, assinatura da métrica implica que Tµ
ν = diag(−ρφ, pφ, pφ, pφ) e pφ é a componente pressão do

tensor Energia-Momento relativo ao campo escalar φ. A partir de agora, neste capítulo, vamos considerar

que c = 1 e uma vez que o objetivo é trabalhar com o campo de Ínflaton homogêneo temos que φ ≡ φ(t),

assim podemos escrever a densidade de energia ρφ e a pressão pφ (i = 1, 2, 3) como segue:

ρφ =
1

2
(1− ξ1β1)φ̇

2 + V (φ) (2.13)

pφ =
1

2
(1 + ξ1β1)φ̇

2 − V (φ) (2.14)
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Onde o ponto representa o derivada com respeito a derivada temporal. A equação de estado para o campo

de Ínflaton pode ser facilmente encontrado e é dado por:

ω ≡ p

ρ
=

(1/2)(1 + ξ1β1)φ̇
2 − V (φ)

(1/2)(1− ξ1β1)φ̇2 + V (φ)
(2.15)

Observamos que quando a parte potencial é dominante na expressão acima encontramos ω ≃ −1 e um

regime inflacionário toma seu lugar, e isto também ocorre no limite ξ1β1 −→ 0. Por outro lado, quando a

energia cinética é dominante nas expressões acima, encontramos a seguinte equação de estado:

ω ≃ 1 + ξ1β1
1− ξ1β1

(2.16)

Ao tomarmos o limite ξ1β1 −→ −1/2 temos que ω −→ 1/3, o qual representa o regime inflacionário

dominado pela radiação, já o regime dominado pela matéria, ω −→ 0, se dá quando tomamos na Eq.(2.15)

o limite ξ1β1 −→ −1. Estes valores obtidos concordam com a equação Eq.(2.10) uma vez que ξ1β1 ∈ (−1, 0).

Além disso, outra análise interessante a ser considerada na equação de estado, Eq.(2.15), é observar o

comportamento, via expansão de Taylor, em torno de z = 0 (IR) e z = ∞ (UV). Das equações (2.10) e (2.15)

segue que:

ω(z) =

1
2

z(z+2)
z(z+2)+C1

φ̇2 − V (φ)

1
2
z(z+2)+2C1

z(z+2)+C1

φ̇2 + V (φ)
, (2.17)

Em torno de z = 0, a expansão em Taylor é dada por: ω0(z) = ω(0) + (z − 0)ω′(z) + 1
2(z − 0)2ω′′(z) + · · · ,

como ω(0) = − V (φ)

φ̇2+V (φ)
, teremos que:

ω0(z) = − V (φ)

φ̇2 + V (φ)
+O(z) (2.18)

Observe que quando z −→ ∞ temos que 1
z −→ 0. Daí, vamos expandir em Taylor a função ω(1/z) nas

vizinhanças de z = 0, onde z = 1/z. Portanto:

ω(z) =

1
2

1+2z)
(1+2z)+C1z2

φ̇2 − V (φ)

1
2
(1+2z)+2C1z
(1+2z)+C1z

φ̇2 + V (φ)
, (2.19)

Daí,

ω0(z) = ω(0) + (z − 0)ω′(z) +
1

2
(z − 0)2ω′′(z) + · · · , (2.20)

Como, neste caso, ω(0) = − (1/2)φ̇2
−V (φ)

(1/2)φ̇2+V (φ)
, temos que:

ω0(z) =
(1/2)φ̇2 − V (φ)

(1/2)φ̇2 + V (φ)
+O(z). (2.21)

Entretanto, ω0(z) ≡ ω∞(z). Logo,

ω∞(z) =
(1/2)φ̇2 − V (φ)

(1/2)φ̇2 + V (φ)
+O(1/z). (2.22)

Note que das Eqs. (2.18)–(2.22), observamos que ω0(z) ∈ (−1, 0) e ω∞(z) ∈ (−1, 1), o que significa que no

regime de rolagem lenta, onde φ̇2 ≪ V (φ), a equação de estado está em um regime inflacionário ω∞(z) ≃
−1, e de alguma forma é conduzido ao regime de energia escura ω0(z) ≃ −1.
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2.3 Energia Escura

Vamos calcular a equação de movimento para o Ínflaton considerando a Lagrangeana, Eq.(2.12), sub-

metida à métrica FRW modificada definida pela Eq.(2.3). Ao considerarmos a equação Eüler-Lagrange

para a teoria em questão, obtém a seguinte expressão:

(gµν + ξ1κ
1
µν)∂

µ∂νφ− Vφ = 0 (2.23)

Entretanto, podemos encontrar uma melhor expressão para a equação acima:

(gµν + ξ1κ
1
µν)∂

µ∂νφ− Vφ = 0 ⇐⇒

(gµν + ξ1κ
1
µν)

[ 1√−g
∂µ(

√−g∂νφ)
]

− Vφ = 0 ⇐⇒

(gµν + ξ1κ
1
µν)

[

∂µ∂νφ+
1√−g

∂µ(
√−g)∂νφ

]

− Vφ = 0

Como estamos considerando que o Ínflaton é homogêneo, φ = φ(t), além disso, notemos que g00 = −1 e

que g ≡ detgµν = −a6. Logo:

(g00 + ξ1κ
1
00)

[

∂0∂0φ+
1

a3
∂0(a3)∂0φ

]

− Vφ = 0 ⇐⇒

−(1 + ξ1β1)
[

φ̈+
1

a3
3(a2)ȧφ̇

]

− Vφ = 0

Finalmente, a equação de movimento é dada por:

φ̈+ 3Hφ̇+
( 1

1 + ξ1β1

)

Vφ = 0 (2.24)

A equação de Friedmann é dada por: H2 = (2/3)ρ é modificada para o nosso modelo para:

H2 =
8πG

3

[1

2
(1− ξ1β1)φ̇

2 + V (φ)
]

(2.25)

Portanto, a presença do parâmetro de invariância de Lorentz nas Eqs. (2.23)– (2.24) indicará novos efeitos.

Na equação de movimento, Eq.(2.24), o regime de rolagem lenta acontece quando o termo 3Hφ̇ domina o

termo de aceleração, isto é,

3Hφ̇+
( 1

1 + ξ1β1

)

Vφ ≃ 0. (2.26)

Para a equação de Friedmann modificada, a condição de rolagem lenta, resulta em

H2 ≃ 8πG

3
V (φ) ⇐⇒ H ≡ d ln a

dt
≃

√

8πG

3
V (φ) (2.27)

tal que

H ≡ d ln a

dt
≃

√

8πG

3
V (φ) (2.28)
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2.3.1 Exemplo: Potencial Quadrático; V (φ) =
1

2
m2φ2

Vamos agora considerar um exemplo simples de um potencial de ínflaton. Seja o potencial quadrático

nosso objeto de estudo:

V (φ) =
1

2
m2φ2 (2.29)

Para o regime de rolagem lenta, φ̇2 ≪ V (φ), a equação de Friedmann, é dada por:

H =

√

4πG

3
mφ (2.30)

e as Eqs.(2.26)–(2.27) conduzem a:

φ̇ = − m√
12πG(1 + ξ1β1)

(2.31)

Integrando a equação acima em relação ao tempo, obtemos que:

∫ t

0

dφ

dt
ds = −

∫ t

0

m√
12πG(1 + ξ1β1)

ds

O que é equivalente a:

φ(t) = φ0 −
m√

12πG(1 + ξ1β1)
t (2.32)

O fator de escala a(t) é obtido a partir da equação:

∫

Hds =

∫ t

0

d

dt
ln a(s)ds =

√

4πG

3
mφ0

∫ t

0
ds− m2

3(1 + ξ1β1)

∫ t

0
sds ⇐⇒

ln a(t)− ln a0 =

√

4πG

3
mφ0t−

m2

3(1 + ξ1β1)

t2

2
⇐⇒

ln
a(t)

a0
=

√

4πG

3
mφ0t−

m2

6(1 + ξ1β1)
t2

Portanto, a expressão para o fator de escala segue:

a(t) = a0 exp
[

√

4πG

3
mφ0t−

m2

6(1 + ξ1β1)
t2
]

(2.33)

2.3.2 Impactos no Regime Inflacionário

Para entendermos o efeito da Violação de Lorentz sob um regime inflacionário de um universo, preci-

samos usar o número de e-dobras definido por:

Ne ≡
∫ tf

ti

Hdt =

∫ φ(tf )

φ(ti)

H

φ̇
dφ (2.34)

Assim, como:

φ̇ = − 1

3H

( 1

1 + ξ1β1

)

Vφ ⇐⇒ 1

φ̇
= −3H(1 + ξ1β1)

Vφ
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Desta forma:

Ne = −3(1 + ξ1β1)

∫ φ(tf )

φ(ti)

H2

Vφ
dφ = −8πG(1 + ξ1β1)

∫ φ(tf )

φ(ti)

V

Vφ
dφ

Para o potencial quadrático, temos que:

Ne − 4πG(1 + ξ1β1)

∫ φ(tf )

φ(ti)
φdφ = 2πG(1 + ξ1β1)[φ(ti)

2 − φ(tf )
2] (2.35)

Agora, assumindo que φ(tf ) ∼= 0, obtemos que:

Ne = 2πG(1 + ξ1β1)φ(ti)
2 (2.36)

Implicando que Ne = 2πGξ1β1φ(ti)
2 + 2πGφ(ti)

2, sendo assim:

ξ1β1 =
Ne − 2πGφ(ti)

2

2πGφ(ti)2
=

Ne

2πGφ(ti)2
− 1 (2.37)

Para Ne
∼= 60, φ(ti)2 ≈ 20M2

P l e G ≃ 1/M2
P l. Portanto:

β1 ≈
( 60

2π
1

M2
P l

20M2
P l

− 1
)

ξ−1
1 =

( 60

40π

)

ξ−1
1 ≈ −0, 5225ξ−1

1 (2.38)

Note que este resultado concorda com o final do regime Inflacionário (Início da fase cosmológica de radia-

ção), onde o campo de fundo na Invariância de Lorentz assume o valor ξ1β1 ≈ −1/2. Além da abordagem

acima, existem várias outras propriedades cosmológicas que podem ser obtidas a partir dos parâmetros

de rolagem lenta, bem como da potência do espectro de pertubação. Inicialmente, vamos observar as con-

sequências deste modelo Inflacionário para os dois primeiros parâmetros de rolagem lenta são dados nessa

condição por:

ε =
1

16πG

(Vφ

V

)2
(2.39)

e

η =
1

8πG

Vφφ

V
. (2.40)

Como, V = 1
2m

2φ2, segue que: Vφ = m2φ e que Vφφ = m2. Daí:

ε =
1

16πG

(Vφ

V

)2
=

1

4πGφ2
(2.41)

e

η =
1

8πG

Vφφ

V
=

1

4πGφ2
. (2.42)

Portanto:

ε = η =
1

4πGφ2
. (2.43)

Este resultado é consistente com um regime inflacionário caótico a partir de um potencial quadrático.
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2.3.3 Espectro de Potência

Em um cenário Inflacionário padrão, a força das perturbações do tensor é diretamente relacionado com

a amplitude da densidade de energia. Sabemos que o espectro da potência para perturbação escalar é dado

por [45].

Pζ =
H4

4φ2φ̇2
, (2.44)

Onde φ é o campo escalar. Observamos que todas as quantidades são determinadas em um horizonte

cruzado [45], [46]. Tal parâmetro nos permite calcular o chamado índice espectral escalar, o qual é dado em

[45].

ns − 1 ≡ 1

HPζ

dPζ

dt
, (2.45)

e este parâmetro é muito importante como um teste para modelos cosmológicos, uma vez que é medido

diretamente na CMB. Uma maneira equivalente de representar ns é considerando a expressão:

ns = −6ε+ 2η = −4ε (2.46)

Onde usamos o fato de que ε = η devido a aproximação de rolagem lenta. Considerando a Eq.(2.2), temos

que:

ns = −4ε = − 4

4πGφ(t)2
= −2πG(1 + ξ1β1)

πGNe
= − 2

Ne
− 2

Ne
ξ1β1

Assim, somando −1 em ambos os membros, teremos que:

ns − 1 = − 2

Ne
− 1− 2

Ne
ξ1β1

colocando a condição: −2/Ne > −1, teremos que:

ns − 1 ≈ − 2

Ne
− δns , (2.47)

Onde δns = (2/Ne)ξ1β1 com, Ne > 2 e consideramos φ(t) = φ(ti). Recentemente em "Planck 2015 results

XIII. Cosmological Parameters"[32] foi obtido um valor para o índice espectral escalar ns = 0.9655±0.0062;

portanto podemos estabelecer um limite para o termo ξ1β1 relativo ao dado CMB. Esse limite é mais forte

do que o obtido em:

ξ1β1 =
Ne

2πGφ(t)2
− 1, (2.48)

Uma vez que não precisamos impor qualquer valor inicial para φ(ti). Seguindo o procedimento adotado

em [47], podemos assumir as igualdades:

ns = 1− 2

Ne
= 0.9655 (2.49)

e

δns =
2

Ne
ξ1β1 ≃ −10−3, (2.50)
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Onde associamos o parâmetro de quebra de Lorentz com a ordem do erro experimental para ns. Portanto,

encontramos Ne ≃ 57.97 e ξ1β1 ≃ −10−2. A partir das Eqs.(2.30)–(2.32)–(2.45), obtemos ns como função do

tempo:

ns − 1 =
1

HPζ
· dPζ

dt
=

4π2φ̇2

H5
· 1

4π2
· 4H

3Ḣφ̇2 − 2φ̇φ̈H4

φ̇4
=

=
φ̇3H3(4Ḣφ̇− 2φ̈H)

H5φ̇4
=

1

H2
· 4Ḣφ̇− 2φ̈H

φ̇
=

=
3

4πGm2φ2
·
(

4Ḣ − 2
φ̈

φ̇H

)

=
3Ḣ

πGm2φ2

ns − 1 =
3Ḣ

πGm2φ2
(2.51)

Temos ainda que:

Ḣ = − m2

3(1 + ξ1β1)
(2.52)

sendo assim:

ns − 1 = − 3m2

3(1 + ξ1β1)
· 12πG(1 + ξ1β1)

2

πGm2(mt−
√
12πG(1 + ξ1β1)φ0)2

= − 36(1 + ξ1β1)

(
√
3mt− 6

√
πGφ0(1 + ξ1β1))2

, (2.53)

Segue que:

ns = 1− 36(1 + ξ1β1)

(
√
3mt− 6

√
πGφ0(1 + ξ1β1))2

. (2.54)

Este último resultado é útil para determinar a relação existente entre o índice escalar espectral com o deno-

minado raio tensor-escalar, cuja definição é dada por:

r =
PT

Pζ
; PT = 64πG

(H

2π

)2
. (2.55)

Desta forma, tomando Eq.(2.30) e Eq.(2.32), a dependência explícita de r é:

r = 64πG
H2

4π2
· 4π

2φ̇2

H4
= 64πG

φ̇2

H2
= 64πG

3φ̇2

4πGm2φ2
=

= 48
m2

m212πG(1 + ξ1β1)2
· 36πG(1 + ξ1β1)

2

(
√
3mt− 6

√
πGφ0(1 + ξ1β1))2

,

segue então que:

r =
144

(
√
3mt− 6

√
πGφ0(1 + ξ1β1))2

. (2.56)

Portanto, combinando ns com r encontramos a relação:

r = 144 · 1− ns

36(1 + ξ1β1)
=

4(1− ns)

1 + ξ1β1
, (2.57)
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fazendo uma expansão em ξ1β1 na última expressão, obtemos que:

r = 4(1− ns)(1− ξ1β1). (2.58)

Além disso, a partir da relação ns − 1 ≈ −(2/Ne)− (2/Ne)ξ1β1, obtemos que:

r =
8

Ne
(1 + ξ1β1)(1− ξ1β1) =

8

Ne
(1− (ξ1β1)

2) (2.59)

então, usando os valores anteriormente encontrados para Ne e para ξ1β1 (Ne ≈ 60 e ξ1β1 ≈ −10−2)

r =
8

60
(1− 10−4) ≈ 4

3
(10−1 − 10−5) ≈ 10−1. (2.60)

O valor obtido na equação acima é compatível com o experimento da colaboração do Planck para os parâ-

metros cosmológicos [30].
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Capítulo 3

Conclusões e Perspectivas

Neste trabalho, dissertamos sobre os tópicos da dinâmica inflacionária no contexto da Violação da In-

variância de Lorentz. Nosso estudo gira em torno do trabalho desenvolvido por Almeida, et. al, [42] o

qual adota um simples modelo com LIV para abordar o problema da energia escura. Esse modelo modifica

a parte cinética do setor do campo de Ínflaton através de um campo de fundo que controla a LIV, caracte-

rizando um meio que modifica a velocidade do Ínflaton (ver Eq.(2.6)). Verificamos que tal comportamento

pode ser responsável por mudanças no tempo de um longo processo inflacionário. Ao identificar um ín-

dice de refração análogo, foi possível relacionar esse meio anisotrópico com o redshift cosmológico. Tal

relação nos leva a concluir que um meio violando a invariância de Lorentz tipo-tempo possa ser respon-

sável pela energia escura em baixas energias (baixo redshift). Além disso, isso concorda com o fato acima

mencionado em que foi demonstrado que a violação da invariância de Lorentz induz Lagrangianas que

podem conduzir a atual aceleração do universo.

Resultados interessantes também são obtidos para o dinâmica cosmológica. Note que ao combinar o

regime de rolagem lenta com o campo de fundo violado a Invariância de Lorentz, isto desenvolve-se uma

equação de estado para a energia escura que se aproxima da equação de estado da constante cosmológica.

Esse recurso é notavelmente consistente com a fase de expansão pela qual nosso Universo está passando.

Outro resultado interessante levantado por esse trabalho, é que essa investigação foi capaz de determinar

o índice espectral escalar ns e da razão tensor-escalar (r), para este cenário cosmológico. Observe que o

parâmetro de LIV mudou a relação entre os dois parâmetros cosmológicos. Além disso, o limite para o

produto ξ1β1 derivado de ns resultou em um valor para a razão tensor-escalar que concorda com os dados

de Planck para parâmetros cosmológicos. Esse teste reforça o potencial do nosso trabalho, e mais estudos

devem ser abordados em outros lugares.

Um perspectiva imediata, é o de revisitar todos os pontos abordados neste trabalho de dissertação

em um cenário de LIV mais complexo, tal como a abordagem de se introduzir os efeitos da LIV via uma
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métrica de arco-íris (ou Rainbow metric) proposta por Magueijo e Smolin (ver refs. [50, 51]). Na tentativa

de abordar problemas de uma possível relatividade não inercial, essa métrica modifica fortemente a relação

de dispersão que por sua vez, é capaz de gerar velocidade para as partículas com dependência da energia.

Aqui estamos usando a potencial quadrático para ser compatível com o regime de rolagem lenta.
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