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MODELO ANALITICO X MODELO POR SIMULACAO: COMPARATIVO ENTRE
FILAS M/M/1 E M/M/2

Ernane Rosa Martins!
nstituto Federal de Educacdo, Ciéncia e Tecnologia de Goids,

Resumo: O artigo tem como objetivo fazer a modelagem e a simulacdo de sistemas de filas
com unico servidor M/M/1 e com dois servidores M/M/2. A partir dos dados coletados,
realizar a compara¢do com os dados encontrados no modelo analitico destas mesmas filas. Ao
final, serdo realizadas discussoes a respeito dos resultados.
Palavras-chave: Modelagem, simulacdo, teoria das filas.
1. Introducao
Em muitos servicos que sdao buscados pela populacdo, ocorre a formacgao de filas. Entdo nos
perguntamos: por que das filas? Quando a procura por um servico e maior do que a

capacidade do sistema de atender ao servigo, hd a formacao de filas.

Assim, quando se fornece um atendimento deficitirio vem a insatisfacdo, perde-se clientes,
queda na producdo; tudo isto leva a uma relacdo muito forte entre as condi¢des de um sistema

de filas e a minimizac¢do dos custos no atendimento do mesmo.

Diante deste cendrio, surge a simulacdo como uma alternativa. Desta forma, os proximos
topicos apresentardo os conceitos necessdrios para que seja possivel confirmarmos que essa

informacao.
2. Revisao de literatura

Nesta secdo € apresentada a revisdo bibliogréfica dos principais temas abordados no trabalho:
teoria das filas, as filas M/M/1 e as filas M/M/2, o modelo analitico e por simulacio e o

processo de simulacio.
2.1. Teoria das Filas

A abordagem matematica de filas se iniciou no principio do Século XX (1908) em
Copenhague, Dinamarca, com A. K. Erlang, considerado o pai da Teoria das Filas, quando
trabalhava em uma companhia telefonica. Foi somente a partir da segunda guerra mundial que

a teoria foi aplicada a outros problemas de filas (PRADO 2004).

Assim, a Teoria das Filas tenta através de analises matematicas detalhadas encontrar um
ponto de equilibrio que satisfaca o cliente e seja vidvel economicamente para o provedor do

Servico.

Apesar do enorme progresso alcancado pela teoria, indimeros problemas ndo sdo

adequadamente resolvidos por causa de complexidades mateméticas. E esta complexidade se
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deve ao fato da utilizacdo de ferramentas que envolvem um tratamento estatistico ou

estocastico.

A Figura 1 informa os elementos existentes em uma fila. Nela é possivel verificar que a partir
de uma populagdo, aparecem clientes que formam fila e que aguardam por um tipo de servigo.
O termo cliente € apresentado de uma maneira genérica e pode representar tanto uma pessoa
como um navio. O atendimento € realizado por um ou mais servidores (que podem ser
denominados de atendentes ou canais de servico) e tanto pode ser um barbeiro ou um

vendedor.

Figura 1 - Os elementos que compdem uma fila

AR E AR AR A RN E AR R AR AR A E IR AR RSB R R NS

3 3
MECANISMO |
Populagdio| clientes i : CLIENTES
de o FILA DE .
clientes | chegando: : ATENDIDOS
ATENDIMENTO |}
i i

Fonte: Fonte do autor
Algumas observacdes podem ser observadas quando se comenta sobre filas, tais como,

a populagdo de clientes pode ser finito ou infinito, os clientes podem chegar um de cada vez
ou em blocos, a fila pode ter capacidade finita ou infinita, 0 mecanismo de atendimento pode
ter um posto ou vdrios, paralelos e o sistema engloba os clientes da fila e os clientes em

atendimento.
2.1.1. Caracteristica das filas

De acordo com Andrade (1998), um sistema de filas ¢ composto por seis elementos. Os trés
primeiros sdo obrigatérios e os trés ultimos, se nao forem informados, sdo considerados

conhecidos:

a) Modelo de chegada dos usudrios ao servigo
O modelo de chegada € verificado pelo tempo entre as chegadas dos usudarios/servicos.
Pode ser deterministico, ou seja, as chegadas ocorrem em intervalos de tempo iguais

(tempo entre as chegadas € constante), ou ser uma varidvel aleatdria, nesse caso o
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tempo entre as chegadas é varidvel e esta relacionada com uma distribuicdo de
probabilidades conhecida.

Além de observarmos se o modelo de chegada é deterministico ou é uma varidvel aleatoria,
¢ necessario também verificar a taxa de chegada A (Iambida). A constante A ¢ a taxa
média de chegadas dos usudrios por unidade de tempo.

b) Modelo de servico (atendimento aos usudrios)

O modelo de servico é normalmente verificado pelo tempo de servico, isto é, o tempo
solicitado pelo atendente para concluir o atendimento. Da mesma maneira que o
modelo de chegada, pode ser deterministico (constante) ou uma varidvel aleatdria
(quando o tempo de atendimento € varidvel e segue uma distribuicdo de probabilidades
previamente conhecida). Neste tltimo caso, € vdlido as mesmas consideragdes feitas a
distribuicdo de probabilidades verificadas pelo modelo de chegada dos usudrios ao
Servico.

A constante p (mi) € a taxa média de atendimentos por unidade de tempo, por atendente.

¢) Numero de servidores

E o nimero de atendentes disponiveis no sistema.

d) Capacidade do sistema

E a capacidade de atendimento de usudrios do sistema. Inclui o nimero de usudrios que
estdo sendo atendidos mais os que esperam na fila. Se esta informagdo nao aparecer, o
sistema ¢ considerado com capacidade ilimitada (o).

e) Tamanho da populagdo

Numero de clientes que podem aparecer em um sistema. Pode ser finito ou infinito.

f) Disciplina da fila

E 0 modo como os usudrios sdo atendidos. A disciplina da fila pode ser:

- FIFO (first in, first out): primeiro a chegar € o primeiro a ser atendido;

- LIFO (last in, first out): ultimo a chegar ¢ o primeiro a ser atendido;

- ALEATORIO, isto é, os atendimentos sio feitos sem qualquer preocupacio com a
ordem de chegada;

- COM PRIORIDADE, quer dizer, os atendimentos sao feitos de acordo com prioridades

estabelecidas;
Se a disciplina da fila nao for informada, ¢ considerada de acordo com o modelo FIFO.

2.2. Filas
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A notacdo de Kendall (David Kendall) foi desenvolvida em 1951 para descrever o

comportamento de um sistema de fila em uma tnica frase. A figura 2 demonstra com clareza:

Figura 2: Os elementos que compdem uma fila.
Figura 2 - Os elementos que compdem uma fila.

A/B/m/K/S/X

‘ Processo de chegada ‘J Lﬂ Disciplina de servigo ]

‘ Processo de atendimento ~
Tamanho da populagao ‘

‘ Numero de servidores ‘ ’ N° total de elementos no sistema ‘

Fonte: Fonte do autor
Os valores de A e B dependem do tipo de distribuic@o a que elas se referem. Observe a tabela

1 a seguir:
Tabela 1 - Tipos de distribui¢do

Caracteristicas da Fila Simbolo Significado
Teoria social D Deterministico
Meétodo M Exponencial (Poisson)
Questio A Aleatorio
Raciocinio G Outros

FIFO Primeiro a chegar € o primeiro a sair

LIFO Ultimo a chegar é o primeiro a sair
Disciplina da Fila SIRO Atendimento aleatorio

PRI Atendimento por pricridade

GD Outra ordem

Fonte: Fonte do autor
Outro tipo de notacdo também € bastante utilizado e € denominada de condensada A/B/c.

Nessa formatacdo, nao hé limite para o tamanho da fila, a populacao € infinita e a disciplina é

FIFO.

E importante observar que, quando a distribuicéio for exponencial, usa-se M (Marcoviana) em
A e B. Estes tipos de filas sdo caracterizados tanto para as chegadas quanto o atendimento
serem marcovianos. Elas seguem a distribuicdo de Poisson (p/ ritmos) ou Exponencial

negativa (p/ intervalos), além disso, existe apenas um servidor.

2.2.1. Filas M/M/1
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Uma fila M/M/1 € um modelo de fila em que os tempos entre chegadas sucessivas de clientes
sdo exponencialmente distribuidos, os tempos de atendimento no servidor sdo

exponencialmente distribuidos, e existe apenas um servidor de atendimento.

Estando o servidor ocupado, os clientes permanecem em uma fila inica e sdo atendidos numa
disciplina que respeita a ordem de chegada dos clientes, ou “o primeiro a chegar € o primeiro

a ser atendido” CHWIF & MEDINA (2007).

No caso de se trabalhar com uma populacdo infinita de clientes, as principais medidas de

desempenho na fila serdo calculadas da seguinte forma (figura 3):

Figura 3 - Medidas de desempenho da fila M/M/1.

Numero médio de usuarios nafila x  Nimero médio de usuarios no sistema
/1?.
p(p—2) =y
Tempo médio de espera na fila X Tempo médio no sistema
r A 1
n g = 7/1 (eq. llI) W = (eq. IV}
p(p—2) Hu—A

Fonte: Fonte do autor

Observando as medidas da figura 3, temos o que é chamado de TAXA de UTILIZACAO (p)
ou a probabilidade de encontrar o sistema ocupado, como sendo a relacdo entre o ritmo médio

de chegada (A) e o ritmo médio de atendimento (i), conforme mostra a férmula abaixo:

A
= = (eq. V)
p , ©d

2.2.2. Filas M/M/2

No modelo de Fila M/M/2 (M = tempos entre chegadas com distribui¢do exponencial, M =
tempo de servico com distribuicdo exponencial e 2 servidores) tanto as chegadas quanto o

atendimento sdo marcovianos, seguem a distribuicdo de Poisson ou exponencial.

Seguindo o mesmo procedimento, a figura 4 apresenta as principais medidas de desempenho

das filas M/M/S:

Figura 4: Medidas de desempenho da fila M/M/S
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Fonte: Fonte do autor
2.4. Modelo analitico x modelo por simulacao

Segundo PAULO (2008), as diferencas entre modelos analiticos ¢ modelos de simulagdo
recaem na natureza de suas solugdes. No modelo analitico € possivel encontrar a solucdo para
um problema matemdtico na forma de procedimentos via um algoritmo. As solu¢des obtidas

sao usadas como medidas de desempenho do sistema.

Ja no modelo por simulacdo, a solucdo € provida via execu¢do de um programa (modelo) que
produz amostras do comportamento do sistema. Estatisticas tomadas destas amostras sdo

usadas como medidas do desempenho do sistema.
2.5. O processo de simulacao

E possivel definir simulacdo como sendo uma técnica de estudar o comportamento e reacdes
de determinados sistemas através de modelos, ou seja, a realizacdo de experimentos amostrais
em um modelo de um sistema. Assim, os testes sdo realizados no modelo, ao invés de ser no

sistema real, por ser mais facil e com um menor custo (HILLIER; LIEBERMAN, 1988).
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Segundo Carson (2004), a representacdo de um sistema ou processo pode ser considerado um
modelo. A modelagem de um sistema ou processo com a inser¢do do tempo e as mudancgas

apresentadas é considerada um modelo de simulagao.

As etapas para se chegar ao consenso a respeito de simulagdo € observada por Chase e
Aquilano (1989) da seguinte forma: em um primeiro momento, definir um modelo do que se
deseja simular e em um segundo momento, movimentd-lo ao longo de um determinado

tempo.

Por fim, os modelos de simulagdo conseguem baratear e agilizar as estimativas do
desempenho de configuracdes de um sistema e/ou alternativas de procedimentos operacionais

(BARTON, 2004).
2.5.1. Vantagens da simulaciao

Uma das vantagens claras na utilizagdo da simulacdo é a conseguir alterar determinados
parametros do sistema e observar o resultado, servindo, ao final, como auxilio na tomada de

decisdo sobre futuras alteragdes no sistema real.
Do ponto de vista de Law e Kelton (2000), as vantagens da simulacio sdo as seguintes:

- Sistemas complexos que contenham elementos estocasticos que nido conseguem ser
tratados adequadamente por técnicas analiticas podem ser, na maioria das vezes,
estudados por simulagdo;

- Fornece um controle melhor sobre as condi¢des experimentais do que seria possivel na
experimentacao no sistema real;

Autores como Chung (2004) destacam outras vantagens na utilizacdo do modelo por
simulacao:

- A experimentacdo pode ocorrer em um curto periodo de tempo, em virtude do apoio
computacional;

- Menor necessidade de andlise, uma vez que os pacotes de softwares disponiveis no
mercado facilitam a anélise dos dados;

- Facilidade da demonstragao dos modelos, em virtude da alta capacidade grafica dos

pacotes de softwares disponiveis no mercado para a simulagdo.
3. Metodologia

De acordo com Chwif & Medina (2007), o desenvolvimento de um modelo de simulacdo

compdem-se de trés grandes etapas:
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a) Concepcao ou formulacdo do modelo. Nesta etapa tem-se o entendimento do sistema a
ser simulado. E necessdrio discussdes do problema com os especialistas do setor e
entdo ocorre a definicao do escopo. Neste momento sdo também coletados os dados de
entrada, certificando-se da importancia que a qualidade destes tem em todo o modelo.
Faz-se entdo a representacdo do Modelo Abstrato (que estd na mente do analista)
utilizando técnicas adequadas. Esta representacdo trard um Modelo Conceitual;

b) Implementacio do modelo. Neste momento, através do Modelo Conceitual ¢
desenvolvido o Modelo Computacional utilizando um software de simulacdo
comercial. O modelo computacional deve entdo ser comparado frente ao modelo
conceitual para sua avaliacdo, ou seja, se o modelo estd condizente com o sistema real.
Durante este procedimento sdo feitas as validagdes (relativo ao modelo) e as
verificacdes (relativo ao comportamento do modelo no computador);

¢) Andlise dos resultados do modelo. Nesta etapa o modelo computacional estd pronto para
realizacdo dos experimentos. Temos entdo o Modelo Experimental. A partir desse
momento, sdo realizadas varias “rodadas” no simulador e analisados os resultados.
Caso seja necessario, fazem-se alguns ajustes no modelo computacional e reinicia as
“rodadas”. Apds as analises dos resultados, conclusdes e recomendagdes sobre o

sistema poderao ser registradas.
3.1. O modelo a ser analisado: a Fila M/M/1

A fila M/M/1 configura-se como sendo um modelo onde tanto a chegada quanto o
atendimento s@o marcovianas (significa dizer que segue uma distribuicao de Poisson ou a
Exponencial Negativa) com a existéncia de um tnico atendente servidor. A figura 5 descreve

um modelo de fila M/M/1.

Figura 5 - O modelo de fila M/M/1.

Usuéario sendo

Chegada Fila atendido Saida
_______ g ——— »# | Atendente

- -

Fonte: Fonte do autor

3.1.1. O modelo computacional da fila M/M/1

3.1.1.1. A implementacao
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Existem diversas formas de se implementar um modelo conceitual no mercado. A escolha foi

o Microsoft Excel 2007 por diversos motivos, sendo estes um dos principais:

- A facilidade no manuseio;
- A bibliografia base com férmulas direcionadas para o software;

- A proposta de o artigo ser introdutdrio no ambiente de teoria de filas.
3.1.1.2. Variaveis e formulas

a) Modelo Analitico

Para os célculos das medidas de desempenho da fila em questdo, utilizou-se uma planilha
desenvolvida no Microsoft Excel. Nela fez-se o uso da funcdo de manipulacio
denominada Solver.

Por meio desta ferramenta, foi possivel calcular os valores para, posteriormente, compara-
los com os valores encontrados durante a simulagdo. Assim, os valores das seguintes
equacdes j4 sdo entregues por meio da planilha:

P="=

K (probabilidade de se encontrar o sistema ocupado — eq. A)

A

q w(p—A) (tempo médio de espera na fila — eq. B)

b) Modelo por Simulagao

De acordo com Perin Filho (1995), para realizagdo da simulag¢do, alguns parametros
iniciais foram definidos, e o primeiro critério adotado foi o da aleatoriedade para as “n”
simulacoes realizadas. As varidveis e as formulas utilizadas no modelo computacional

estdo descritas na tabela 2.

Tabela 2 - Varidveis utilizadas no modelo computacional.

Simbologia da variavel Significado Equacio
ol Tempo entre as chegadas =(-LN{1-{ALEATORIO) 1Y $P53)
si Tempo de atendimento =(-LN{1{ALEATORIO)))$P54)
ai Instante de chegada =D3+B4
bi Inicio do atendimento =MAXIMO(D4;F3)
cl Instante do fim do atendimento =E4+C4
wi Tempo de espera na fila =E4-D4
m Tempo do sistema =F4.D4
ol Tempo ocioso =E4-F3

Fonte: Fonte do autor
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Portanto, a equacdo A do modelo analitico serd calculada, no modelo por simulagdo, da

seguinte forma:

n .
”~ Sl
— 1 — &i=1
p C

Ch  em que Oi € o tempo ocioso e “né 0 tempo de simulagdo.

Da mesma forma com a equacdo B do modelo analitico, sendo calculado da seguinte

forma:
n
W. = =1 Wi
q ., em que Wq é o tempo de espera na fila e n € o nimero de usudrios.

Lembrando que a equacdo de ri e si do modelo computacional sdo as representacdes das
varidveis do modelo computacional obtidas através do método da transformada inversa

e sao descritas pelas formulas, respectivamente:

. _ -In(1-vi) .  -InQ1-Ui
n:—(q ) si =200
A u

Na figura abaixo, temos a representacdo das varidveis e das formulas no software

Microsoft Excel 2007.

Figura 6 - Varidveis e férmulas no Excel.

B C D E F G H 1
1
Instante do
- e chesada Temon de atendiment Instante da | Instante do iniciodo | fimdo | L°°P° e Te@f" de| Tempo
empo enl egadas (n) empo de atendimento (s1) chegada (ai) AT eE stendimento | SSPEANAa | sistema | ocioso
flaw) | (@) | (o)
(cd)
2
3 0 =E3+C3
4 [<(LN(1{ALEATORIO()))'SPS3) [<(LN(1(ALEATORIO()))/SPS4) [=D3+B4  |-MAXIMO(D4;F3) |=E4+C4  |<E4D4  |<F4D4 |<EAF3

Fonte: Fonte do autor
Na etapa de simulacgdo, os valores aleatorios ri e si foram gerados utilizando-se 0 método

da transformada inversa por meio do gerador de nimeros aleatérios do Excel. Assim, €
possivel caracterizd-los como sendo uma distribuicao exponencial. As férmulas de A e

u através da transformada inversa ficam da seguinte forma:

E(x1)
1
#_E[xzj

Neste caso, E(x1) é o tempo médio entre as chegadas e E(x2) € o tempo médio de
atendimento e serdo lancados na planilha de simulacdo, conforme pode ser observado

na figura 7.
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Figura 7: Exemplo de simulacdo.

n=1000

n2 replicagdes 10

Fonte: Fonte do autor
3.1.2. Simulacoes

A partir do modelo conceitual, foi desenvolvido um modelo computacional de acordo com o

informado na tabela 2 (secdo 3.1.1.2). Uma parte dela estd representada na figura 8.

Figura 8 - Modelo computacional no formato de planilha eletronica- Fila M/M/1.

Instente do | [nstante do L O T e
Usuanos (n) L il g e T inicio do fiox do esperana | sistema | ocioso
chegades (n) | atendimento (@) | chegada (a1) | atendimento | atendimento
2 b =] i =) i
3 0,000 0,000
4 1 1,155 0,598 1153 1,15% 1,853 0,000 0558 1,155
5 2 1440 onl 1,395 2,395 1817 0000 [ (k] 0,742
& 3 0071 0013 1656 2817 3832 0151 0,155 0,000
7 1 0,186 0438 1853 2852 3310 0,000 0,458 0ols
] 5 5,167 0111 5018 E0IE 5129 0000 Q.11 4,708
g § 0,563 0978 8582 B 582 9,560 0,000 0978 0453
10 7 D032 0,101 E614 2,560 9,661 0946 1,047 0,000

Fonte: Fonte do autor
A primeira simulacio com a distribuicdo M/M/1 foi realizada utilizando os seguintes

parametros de tempo médio:

Tabela 3 - Parametros de tempo médio

Parimetros (n=1000) Valores
Tempo médio entre as chegadas — E(x1) 1
Tempo medio de atendimento — E(x2) 0.5

Fonte: Fonte do autor
A partir da configuracdo destes parametros na planilha, foram feitas 10 replicagdes. Os

resultados encontrados para a taxa de ocupacgao do servidor, o tempo médio de espera em fila

e tempo médio de servico podem ser observados na figura 9.

Figura 9 - Pardmetros de tempo médio e taxa de ocupagdo para E(x1)=1 e E(x2)=0,5
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Tempo médio de Taxa de
Rodada espera na fila {min) | ocupagio (%)
1 19.59 9828
2 18.73 o.64
3 8.13 08.36
4 3.56 97.08
3 8.58 06,22
[i] 3.82 93,03
7 422 o168
8 19.59 9713
9 408 9162
10 10,43 91.38
Madia (10} 10,32 03,43
Desvio Padrdo (10} 666 3,18

Fonte: Fonte do autor
A partir das 10 replicacdes, tanto o tempo de espera na fila quanto a taxa de ocupacgdo se

estabilizam, a partir de um ponto préximo a 1000, em torno do valor 0,5 (ver figura 10).

Figura 10 - Estabilizacdo dos valores para E(x1)=1 e E(x2)=0,5

Tempo de espera na fila (min) - E(x1)=1 e E(x2)=0,5 Taxa de ocupacio (%) - E(x1)=1 ¢ E(x2)=0,5
1.200 70,000 p
1,000 60,000
0800 wq 50,000 %ﬁa%&:
= |
£ M f\l_‘ E 40,000
E 0.600 VN B e g
= W 530__000
0,400 &
20,000
0.200 10,000
0,000 0,000
T RroNA® FLOmMBLNNE _ FLOMOANOE_ZCOmTI PR R E T EE R P FEREEE
N AN R NRR Y YR AR RN N EAERRT 8] M R Em AR AARE I ECEERRER RER
Replicacdo Replicacies

Fonte: Fonte do autor
Isso pode ser verificado de outra forma. Observem que, para E(x1) = 1 e E(x2) = 0,50, o valor

de A e p serd, respectivamente, igual a 1 e 2. A partir destas informacdes, € possivel calcular
os valores analiticos do tempo médio de espera na fila (eq. IIl — secdo 3.1.2.1) e a taxa de

ocupacdo (eq. I — sec@o 3.1.2.1), obtendo, ao final os seguintes valores:

1

YT

0,5

p = E = 0}5
O resultado final do modelo por simulagdo estd bem proximo do encontrado no analitico,

como pode ser observado na tabela 4.

Tabela 4 - Comparativo modelo analitico e simulag@o para fila M/M/1
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Pariametros Modelo Analitico  Simulacio
Tempo médio de espera na fila (min.) 0.50 048
Taxa de ocupacio (%0) 30.00 30,51

Fonte: Fonte do autor
Dando continuidade no processo de comparacdo entre os dados obtidos tanto para o modelo

analitico da fila M/M/1 quanto para os de simulagdo, foi realizado o procedimento de
aceleracdo do tempo médio de chegada ao sistema (representado por E(x1)) mantendo o

tempo de atendimento constante (E(x2)).

Tabela 5 - Acelerando o tempo médio entre chegadas

Parametros Novos valores

Tempo médio entre as chegadas — E(x1) 0.90 0,80 0,70 0,60 0,505
Tempo medio de atendimento — E(x2) 0.50 0,50 0.50 0,50 0.50

Fonte: Fonte do autor
Na figura 11, € possivel o resultado obtido ao acelerarmos o tempo médio entre as chegadas

(tabela 5). E obsevar (graficamente) o comparativo entre os valores do tempo médio de espera

a fila e a taxa de ocupacdo tanto do modelo por simulacdo quanto do modelo analitico.

Figura 11 - Estabilizacdo dos valores para E(x1)=1 e E(x2)=0,5

Tempo de espera na fila (min) Taxa de ocupacio (%)
E(x1)=0,9 ¢ E(x2)=0,5 E(x1)=0,9 e E(x2)=0,5
1,200 80,000 P
- o\
1.000 W q 70,000 !‘
60,000 1 ——wtrmrc ——
. 0.800 E 50,000 4
- o g0
= 0,600 \\} — ———— | 540,000
= 0,400 2 30000
20,000
N
0200 10,000
0,000 0,000
S : e I e e R
T N ARRMARY ISR ARE B RExFRER S M N AR AR T IR AR ERERERER RS
Replicacio Replicacdes
Tempo de espera na fila (min) Taxa de ocupacio (%)
E(x1)=0,8 ¢ E(x2)=0,5 E(x1)=0,8e E(x2)=0,5
1,200 120,000 P
1,000 Wq 100,000
0.500 L m .
W 0 ¥ - T — ——— | 3 B0
£l Y £ . —
£ 0,600 ‘ 2 60,000
= 0,400 £ 40,000
0,200 20,000
0,000 0,000
g e g : —mnEe o N g = A G = N 0 — W $ = (0 W -0y —
T LR RN YR ERE RN N EE 3 RER T ME T L AN RS ISR R REEEEN AR R BB
Replicacdo Replicacdes
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Tempo de espera na fila (min)
E(x1)=0,7 e E(x2)=0,5

) A
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Fonte: Fonte do autor

Se compararmos os valores encontrados durante a simulacdo dos novos valores de E(x1),
observamos que, a medida que o tempo médio entre chegadas diminui, a taxa de ocupagdo do

servidor aumenta, e enquanto os valores de entrada e atendimento sdo distantes, 1 e 0,5 os

resultados obtidos nas simulagdes sdo préximos dos resultados do método analitico.

O tempo de atendimento e de espera vao se distanciando a medida que os valores de chegada
vao sendo modificados. Quando os valores de entrada ficam muito proximos aos de
atendimento, E(x1) = 0,505 e E(x2)=0,5, observamos que a taxa de ocupac¢do do servidor é

quase 100%, e que a simulacdo apresenta valores distantes dos obtidos pelo método analitico.

Neste caso em especifico, isso ocorre porque os valores ja estdo proximos ao limite tedrico da

distribui¢do de Poisson, onde p < 1, e o valor de p estd muito proximo e esse limite. Outro

fator a ser considerado é que a estabilidade ndo é obtida com 1000 usudrios.

Figura 12 - Acelerar E(x1) mantendo E(x2) constante
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Fila M/AIL/] - Parimetros de tempo médio de espera e de taxa de ocupacdo ao variamosE (x1)
Rodada 0,9 0.8 0,7 0,6 0,505
T!!.[E TO (%) T!!.[E TO (%) Tl!.[E TO (%) T!!.[E TO (%) Tl_”; TO (%)
(min} (min) (min) (min) (min)
1 0,49 33,2 0,75 64,47 1,40 71,67 1,52 78,83 19,99 9828
2 0.56 34,38 0.93 64,24 1.48 70,72 229 82,32 18,73 29.64
3 0.6 5721 0.75 62,71 1,13 70,68 1.14 76.43 8,15 98.56
4 0,76 57.7% 0,75 60,48 1,55 72,53 3.12 86,03 5,56 97.08
5 0.8 59.53 0.93 63,00 1,15 74.77 1.96 82.36 8,58 96,22
6 0,59 5449 1,30 65,55 1.26 75.97 239 84 21 3.82 93.03
7 0,91 56.6 0.83 62.89 1,00 67.79 1.07 75,32 4,22 91.69
3 0.67 33.19 0.81 60.14 1.40 72.45 226 87.28 19,59 97.13
2 1.14 59.57 0.64 58.11 1,13 70.54 3.04 87.44 4.09 91.62
10 0,58 5439 0.83 61.50 1.03 70.64 3.81 86.71 10.43 91.58
Média 0,71 56,46 0,85 6232 1,25 71,78 226 82,69 1032 95,48
Varidncia 0,04 4,04 0,03 512 0,04 5,40 0,79 20,21 4435 10,10
desvio | 59 201 018 226 0,19 232 0.89 4.50 6,66 3,18
pad rio
t::::ﬂ 0,63 5556 | 0.83 62,50 125 7143 | 250 8333 | 5000 | 9901

Fonte: Fonte do autor

3.2. O modelo a ser analisado: a Fila M/M/2

A fila M/M/2 configura-se como sendo um modelo de uma fila de espera unica baseado num
processo de vida e morte, em que existem 2 servidores em paralelo (figura 14). A taxa de
chegada A € independente do estado do sistema. A taxa de servico p € igual para todos os

servidores, sendo a taxa de atendimento (conjunto dos 2 servidores) dada por 2.

A taxa de ocupacdo p € igual a A/2p que terd que ser < 1 para que o sistema esteja em

equilibrio. A taxa de entrada em cada estado € sempre igual a A.

Figura 13 - O modelo de fila M/M/2.

Said
» | Atendentel |- - f'—ra

Chegada Fila )
ﬁ.'i_.'.._.'_"H_H‘ + @ | Atendente2 ---E-EIEE

Fonte: Fonte do autor

3.2.1. O modelo computacional da fila M/M/2
3.2.1.1. A implementacao

Existem diversas formas de se implementar um modelo conceitual no mercado. A escolha foi

o Microsoft Excel 2007 por diversos motivos, sendo estes um dos principais:

- A facilidade no manuseio;
- A bibliografia base com férmulas direcionadas para o software;

- Proposta do artigo ser introdutdria no ambiente de teoria de filas.

3.2.1.2. Variaveis e formulas
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a) Modelo Analitico

Para os cédlculos das medidas de desempenho da fila em questdo, utilizou-se uma planilha
desenvolvida no Microsoft Excel. Nela fez-se o uso da funcdo de manipulacio
denominada Solver.

Por meio desta ferramenta, foi possivel calcular os valores para, posteriormente, compara-
los com os valores encontrados durante a simulacdo. Assim, os valores das seguintes
equacdes jd sdo entregues por meio da planilha:

A
p=—

2.p (probabilidade de se encontrar o sistema ocupado — eq. C)

A

aNE
H { J £ - :
o= M para S=2; (tempo médio de espera na fila — eq. D)

¢ (5= D)(sp— )
b) Modelo por Simulagdao

De acordo com Perin Filho (1995), para realizacdo da simulacdo, alguns parametros
iniciais foram definidos, e o primeiro critério adotado foi o da aleatoriedade para as “n”
simulacoes realizadas. As varidveis e as formulas utilizadas no modelo computacional

estdo descritas na tabela 2.

Tabela 6 - Varidveis utilizadas no modelo computacional

Simbologia da varidvel Significado Equacio
ri Tempo entre as chegadas =(-LN{1{ALEATORIO()))}'$83%3)
si Tempo de atendimento =(-LN{1{ALEATORIO()I'$5%4)
ai Instante de chegada =D3+E4
bi Inicio do atendimento =MAXIMO(D4;MINIMO(G3;H3))
Instante do fim do atendimento =E4+C4
cil Instante do fim do atendimento ¢l  =(SE[G3<=H3;F4;G3))
ci? Instante do fim do atendimento 2  =(SE(G3<=H3;H3;F4))
wi Tempo de espera na fila =E4-D4
ul Tempo do sistema =F4.D4
oi Tempo ocioso =SE((D4-F3=0:(D4-F3);0)

Fonte: Fonte do autor
Portanto, a equagdao C do modelo analitico serd calculada, no modelo por simulacdo, da

seguinte forma:
i ¥ .
E) -1 — i=1 Ot

Ch  em que O1 é o tempo 0cioso e c
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Da mesma forma com a equacdo D do modelo analitico, sendo calculado da seguinte

forma:
n
W. = =1 Wi
q | em que Wi é o tempo de espera na fila e n € o nimero de usudrios.

Lembrando que a equagdo de ri e si do modelo computacional sdo as representagdes
das varidveis do modelo computacional e sdo descritas pelas formulas,

respectivamente:

“In(1-UD) o — —In(1-Ui)

2 , u

ri =

3.2.2. Simulacoes

A partir do modelo conceitual, foi desenvolvido um modelo computacional de acordo com o

informado na tabela 6 (se¢do 3.2.1.2). Uma parte dela esta representada na figura 14.

Figura 14 - Modelo computacional no formato de planilha eletronica - Fila M/M/2

W S I i Instante do fin | lnstaste do fin | lnstante do e o e Tog
Usnarios | Tempeo entre i g ks e da do da e Texnpa die R
(o) |chepadu (1) ) G e () aterdEnento | atendimento | atencimento s sisbema (1) P
] {xi) L th] feidy
3 0,000 0,000 0,0 D000
4 1 0224 0,469 0,214 0,234 0,683 &2 000 0,000 0 468 0,224
-1 1 0,693 0,419 0,915 0216 1,336 0,693 1.336 0,000 0419 0.2
s 3 [ oam | s [ s | i 1761 1761 1356 | 0000 | 057 [ 0000

Fonte: Fonte do autor
A unica simulagdo com a distribuicio M/M/2 foi realizada utilizando os seguintes parametros

de tempo médio:

Tabela 7 - Parametros de tempo médio

Parimetros (n=1000) Valores
Tempo meédio entre as chegadas — E(x1) 0,503
Tempo medio de atendimento — E(x2) 0.5

Fonte: Fonte do autor
A partir da configuracdo destes parametros na planilha, foram feitas 10 replicagdes. Os

resultados encontrados para a taxa de ocupacgdo do servidor, o tempo médio de espera em fila

e tempo médio de servi¢co podem ser observados na figura 15.

Figura 15 - Parametros de tempo médio e taxa de ocupacdo para E(x1)=0,505 e E(x2)=0,5 —
Fila M/M/2
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MM2
FRodada 0,505
TME (min)| TO (%)
1 01357 58,3518
2 0.1381 57.3686
3 0,1614 60,0598
4 0.1398 55,1806
3 0.2061 59.7732
& 02182 590391
7 0.1977 63,5476
b 0.1668 56,097
o 0.2098 58.1902
10 02115 61.662
Média 0,1825 58.9270
Variincia 0,0008 06,2432
desvio 0,0288 | 2.,4986
padrio
Valor teorico| 0,1623 | 49,5000

Fonte: Fonte do autor
Para tempo médio de chegada igual a 0,505, ou seja, com valores proximos ao limite tedrico,

€ possivel perceber que ndo ha o mesmo impacto na fila M/M/2 do que ocorreria na M/M/1.

No modelo M/M/2, observa-se que os valores de simulacdo e analitico estdo proximos. Outro
fato constatado € que, por se tratar de dois servidores, a taxa de ocupacdo destes e o tempo
médio de espera em fila sio bem mais reduzidos, mesmo se for trabalhado com uma taxa

média de chegada de 0,505, conforme observado também na figura 16.

Figura 16 - Parametros de tempo médio e taxa de ocupacdo convergindo

0,400

Tempo de espera na fila (min)
E(x1)=10,505e E(x2)=0,5)

Taxa de ocupacao (%)

E(x1) = 0,505 e E(x2) = 0,5)

; 70,000
033 ,'\\ o000
0300 A S . e —
z 02230 [N wq E 20000 et
ERE 40.000
2 0150 g 30000 D
0100 M‘-J' 2 20000 }
0,050 10,000
0,000 0,000

—Toomoo
oS Do g
e =]

166

Fonte: Fonte do autor
4. Consideracoes finais

Este estudo demonstrou a aplica¢do da simulacdo como uma técnica que proporciona aos seus
usudrios maior embasamento na tomada de decisdes. Por meio da simulacio € possivel prever

as consequéncias de certas alteragdes nos processos e, dessa forma, analisar a viabilidade
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destas sem ter de testd-las no sistema real, 0 que aumenta a probabilidade de se fazer a melhor

escolha.

Observou-se que as simulagdes da fila M/M/1 do tempo médio de espera na fila e da taxa de
ocupagdo foram fidedignas até certo ponto, pois ao montar o cendrio para E(x1)=0,505 e
E(x2)=0,5, ndo foi possivel observar a proximidade dos valores de simulacdo e analitico. A
questao ocorreu por alguns motivos, tais como o nimero de usudrios inferior ao necessario e a
quantidade de replicacdes. Isso demonstra que o valor de N é muito importante ao simularmos

um sistema qualquer.

Na simula¢do da fila M/M/2, os valores encontrados convergem para o calculado no modelo
analitico por causa do ndmero de servidores disponiveis no sistema. Os valores, mesmo diante

de uma taxa de chegada proxima da taxa de atendimento.
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