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Prefacio

por Eberth Eleutério dos Santos!?
Campina Grande, julho de 2014

Por mais de 20 séculos, a explicitacdo de uma es-
trutura argumentativa para o discurso cientifico se conso-
lidou como uma das tarefas mais primordiais do que co-
nhecemos pelo nome de Razdo Ocidental. Esta assumiu,
desde o inicio, um papel autorregulativo, cujo resultado
mais fundamental encarnou a forma légico-filoséfica no
interior da qual localizamos as primeiras estruturas infe-
renciais e que passamos a perceber como as formas cano-
nicas do pensamento cientifico de raiz ocidental. Exem-
plos de tais formas canonicas vao desde o poema de Par-
meénides “Sobre a Natureza”, passando pelos dialogos pla-
tonicos como “O sofista”, “Parménides” e “Filebo”, até os
escritos aristotélicos como “As categorias” ou “Os analiti-
cos”. Na matematica, Euclides se tornou um dos paradig-

mas de estrutura argumentativa com “Os elementos”.

1 Doutor em Filosofia pela Universidade Estadual de Campinas
(UNICAMP). Professor e pesquisador da Universidade Federal de
Campina Grande (UFCG).
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Ainda que, de um ponto de vista amplo, um pensa-
mento sistematico e matematicamente estruturado ja se
mostrasse bastante presente e tivesse sua importancia
amplamente reconhecida desde os antigos impérios do
oriente, como Kgito, Pérsia, China, entre outros, este se
atrelava a atividades praticas muito especializadas, tais
como a astronomia, a agronomia, a engenharia, a arqui-
tetura, etc., esgotando-se quase que completamente na
obtencao dos produtos dessas artes. Assim, somente a
partir do século VI a.C., na regido da Jonia, correspon-
dendo a fatia grega da Asia Menor, estabeleceu-se a coa-
lizao de condigbes iniciais — geograficas, economicas, po-
liticas e culturais — para o florescimento de um processo
civilizatorio técnico e, a0 mesmo tempo, aberto para uma
compreensao puramente conceitual e logicamente orga-
nizada da natureza.

O amadurecimento dessa Weltanschauung, dita ti-
picamente grega, pode ser melhor e mais diretamente ob-
servado nos registros atribuidos aqueles que se lancaram
na construcao de uma nova compreensao do mundo por

meio de um pensamento simultaneamente légico e onto-
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logico. Esses primeiros desbravadores do conceito recon-
figuraram de maneira iconica, por assim dizer, as fron-
teiras inteligiveis do mundo, deslocando seu eixo inter-
pretativo para a problematizacdo da origem (os princi-
pios), da estrutura (os elementos) e da regulagao (as re-
lacoes), simultaneamente abandonando sua configura-
cao marcadamente mitica.

Assim, esses desbravadores do pensamento, a um
s6 tempo 16gico-filosoéfico-cientifico, basearam-se na no-
cao de uma ordem fundante, por vezes imanente por ve-
zes transcendente, da propria natureza, mas que, nem
por 1sso, remetia imediatamente a qualquer ordenacao
mitica. De fato, uma das marcas distintivas dessa revo-
lucédo que se instaurava no interior do pensamento filo-
sofico, 16gico e matematico se denunciava através do pau-
latino abandono de toda intencionalidade divina que an-
tes se entrelacava imediatamente com a propria esséncia
da natureza, projetando-a instantaneamente para além
de toda racionalidade humana. Esta intencionalidade
puramente divina cedeu lugar a uma estrutura impes-

soal denominada Kosmos que, por sua vez, se caracteri-
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zaria especialmente pela autonomia de seus ordenamen-
tos internos quase mecanicos. Para utilizar uma acepcao
contemporanea que nao deixa de fazer referéncia ao sen-
tido mais radical da palavra: “Késmos é o ser-homem no
como de uma mentalidade afastada de Deus”2. E assim
vemos o surgimento das muitas teorias cosmoldgicas.
Basicamente, essas teorias cosmoldgicas (cosmo-
gonicas) buscavam apresentar o principio fundamental
(Arkhé)3, chave da inteligibilidade do mundo, através da
escolha dos elementos que constituiam toda a realidade
(a existéncia efetiva da natureza) e que eram expressos
por meio de uma unidade ou de uma multiplicidade con-
ceitual. Toda efetiva e maleavel concretude do vir a ser,
a totalidade do real, seria tributaria dessa unidade ou
multiplicidade conceitual, absolutamente impessoal,
portadora e doadora de ordem e significado a totalidade
da natureza. Por sua vez, a natureza se manifestaria e se
identificaria originariamente com este principio basico,

sendo ela propria sua traducao fenoménica. A aparente

2 HEIDEGGER. Sobre a esséncia do fundamento. 1973, p.306.
3 Cf. ARISTOTELES, 2005, Livros A (Capitulos II-X) e D (Capitulo I).
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desordem (Kaos) e imprevisibilidade dos fenomenos na-
turais seriam apenas o reflexo da incompreensao desse
principio ordenador impessoal.

A estratégia adotada por esses primeiros investi-
gadores era a da observacao atenta e a da formulacao de
proposicoes purificadas, tanto quanto fosse possivel, dos
elementos miticos e misticos que, em geral, atribuiam
uma intencionalidade imanente ao mundo e que termi-
navam por obscurecer o fenoménico. Desta feita, essa re-
organizacao do pensamento grego que se via, agora, as
voltas com os elementos de uma interpretacao natural
dos fenomenos implicou as condigoes logicas e epistemo-
logicas para o abandono do sobrenatural. Inversamente,
o abandono do sobrenatural contribuiu para a constitui-
¢ao dessa nova visao naturalizante. Vemos, a partir de
entao, o nascimento de uma Filosofia fisica, uma Filoso-
fia da natureza, que cumpriria o papel de assentar os
conceitos de Ser e de Movimento.

A filosofia realiza, entdo, seus movimentos no sen-
tido do escrutinio abstrato da natureza. Como resultado,
a filosofia passa, desde entao, a ser entendida como uma

descricao de uma estrutura eminentemente fisica, ainda

17
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que nao absolutamente material, cujo cerne deve conter
algum tipo de relacdo causal, de ordem fundamental-
mente conceitual e, por isso mesmo, inconciliavel com o
antigo animismo imanente, promotor das formas antro-
pomorfizadas de descricdo da realidade representadas
pelas diversas classes de divindades.

A natureza passou, a partir dai, por um processo
de desantropoformizacdo promovido pela cristalizacao de
um discurso cada vez mais sedimentado na determinacao
de seus principios puramente conceituais, ou légico-filo-
soficos. Trata-se aqui de um movimento de condiciona-
mento bilateral, por meio do qual a Razao descortina o
mundo através da aplicacao extensiva de conceitos e re-
gras logicas; ato continuo, a Razdo descortina a si
mesma, na medida em que se estabelece como Gnica fonte
Interpretativa confiavel da estrutura légico-conceitual do
mundo. Razao e natureza se projetam uma sobre a outra,
como espelhos colocados frente a frente. A natureza se
torna a imagem especular da Razao e esta, por sua vez,
torna-se capaz de olhar para si mesma, assim refletida

como natureza.
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As cosmologias (cosmogonias) dos primeiros filéso-
fos representam os primeiros reflexos dessa ordem uni-
versal natural que, em ultima instancia, é a propria or-
dem da Razao. A natureza é a imagem projetada da Ra-
zao ordenadora traduzida aqui como uma estrutura im-
pessoal e, por 1sso, completamente interpretavel em pro-
posicoes originais, precisas, potentes e invulgares; invul-
gares na medida de sua originalidade, precisao e alcance:
originais em relacdo ao seu conteudo, precisas em relacao
a0 seu objeto e potentes em relacao ao seu alcance.

O caminho para a compreensido da natureza era
aquele mesmo que conduzia para a obtencao das formas
necessarias de regulacao do proprio pensamento, por
meio do estabelecimento desses principios por vezes 16gi-
cos, por vezes ontologicos. Todo o esfor¢o da razao se con-
centrou na tentativa de exaurir as possibilidades do pro-
prio discurso légico, até entdo desconhecido e inexplo-
rado. Assim, a metafisica, a fisica, a ética e a logica se
tornaram as legitimas herdeiras dessa metamorfose por
que passou a concepc¢ao originariamente mitica da natu-

reza em imagem da Razao reguladora.
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Por este mesmo motivo, de inicio, os pensamentos
metafisico, ético, 16gico e fisico se intercomunicavam livre-
mente e com muita facilidade. Somente com o desenvolvi-
mento dos conceitos proprios a cada um é que seus respec-
tivos territorios puderam ser demarcados, de modo a que
um dia pudessem pretender suas devidas emancipacoes
por meio do assentamento de constituicées proprias. Mas,
desde o principio, ja havia a percepcao de que algo era in-
separavel de quaisquer formulagoes racionais, a saber, as
regras sobre as quais estas deveriam ser soerguidas. As-
sim, a légica, como fiel depositaria dessas regras, assumiu
um lugar de destaque, tornando-se a pedra fundamental
do edificio da racionalidade e passando a figurar como
ramo especifico do conhecimento, ganhando assim identi-
dade e autonomia como objeto de investigacao.

E fo1 no final do século XIX que um pensamento sis-
tematicamente formalizador comecou a ser efetivamente
constituido a partir dos trabalhos de Frege, dando assim
um novo impulso investigativo a légica. Em meio a esse
novo impulso formalizador da légica, surge, a partir do ini-
cio do século XX, a inovacao introduzida pelo pensamento

da oposicao e da negatividade do polonés Jan Liukasiewicz
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e do russo Nicolai Vasiliev com trabalhos que se pautavam
pela relativizacao dos principios da légica classica (aristo-
télica), dando assim o primeiro passo para a construcao
das chamadas légicas ndo classicas.

De inicio, essa nova logica foi chamada por alguns
de Logica Imagindria, em referéncia a Geometria Imagi-
naria de Bolyai e Lobachevsky. Mas é importante que se
registre que nem fLukasiewicz nem Vasiliev realizaram
um trabalho sistematico de formalizacao de suas novas
propostas para a logica. Este trabalho s teve inicio com
Stanislaw Jaskowski que, em 1948, obteve um sistema
no qual a contradicao poderia ser aceita em seu interior
sem que isso implicasse sua trivializacao, isto é, a con-
tradicao no sistema de Jaskowski nao permitia deduzir
todas as proposicoes da linguagem no proprio sistema.
Em suma, essas logicas ditas ndo cldssicas permitiam
vislumbrar uma forma de raciocinio na qual a contradi-
cao poderia ser incorporada pelos sistemas formais. Elas
permitiam considerar de maneira racional e formal teo-
rias que comportavam a contradicdo sem que, por isso, 0
sistema viesse a desmoronar como necessariamente

ocorre quando tratados pelas logicas ditas classicas.
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A consequéncia disso foi uma verdadeira revolucao
no interior da légica, uma vez que esta passava entao a
adotar como valida uma abordagem até entao tida como
1mpossivel. E foi a partir de 1954 que o brasileiro Newton
Carneiro da Costa forneceu uma formalizagdo da logica
paraconsistente (C1, Cg, ..., Cn), permitindo a sua aplicagao
em areas correlatas como a matematica e a computacao.

Para sermos mais claros a esse respeito, considere-
mos os principios de identidade, de terceiro excluido e de
nao contradi¢ido. O principio de identidade enuncia que
A=4 — que se lé “4 se, e somente se, 4”. Isto significa
afirmar que toda e qualquer sentenca é equivalente a si
mesma. O principio de terceiro excluido enuncia que
Av—A4 —queselé “4 ou nio-A4". Isto é, dada uma sentenca
4 qualquer, essa sentenca é afirmada ou é negada — e se
excluli qualquer outra possibilidade. O principio de nao

contradicao afirma que —(4A—4) —que se 1é “ndo ocorre 4

e nio—A4”. Isto significa que, dada uma sentenca 4 qual-
quer, nao ocorre de se afirmar e negar 4 — ao mesmo
tempo e sob 0 mesmo aspecto, como diz Aristoteles.

Em resumo, a Logica Classica — tanto a aristoté-

lica quanto a moderna, de origem fregeana — admite a
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validade irrestrita e simultanea dos trés principios de
1dentidade, de terceiro excluido e de nao contradicdo. As
Logicas Nao Classicas em geral, quando rivais da Légica
Classica, partem exatamente do enfraquecimento e da
restricao a algum ou alguns desses principios.

Assim, teorias paraconsistentes nao triviais
sao aquelas cujo calculo légico subjacente comporta a ne-
gacao da validade irrestrita do Principio de Nao Contra-
dicao. Teorias paracompletas nao triviais sdo aquelas
cujo calculo l6gico subjacente comporta a negacao da va-
lidade irrestrita do Principio do Terceiro Excluido. Teo-
rias nao aléticas nao triviais, por fim, sdo aquelas cujo
calculo l6gico subjacente comporta, simultaneamente, a
negacao da validade irrestrita do Principio de Nao Con-
tradicdo e a negacdo da validade irrestrita do Principio
do Terceiro Excluido.

Como acabamos de observar, a exemplo das geo-
metrias nao euclidianas que passaram a nao assumir
sem restricao alguns dos postulados da geometria clas-
sica, as légicas nao classicas ndo assumem de maneira
irrestrita os principios fundamentais da logica classica.

Em termos filoso6ficos, isso talvez venha a significar que
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estariamos diante de uma nova racionalidade que per-
mita a contradicdo como uma descricdo possivel para o
mundo dos fenomenos e, assim, obter uma imagem da
natureza cientificamente mais complexa que a que
vinhamos obtendo, quando a légica classica reinava soli-
taria como Unico e ultimo parametro de comensurabili-

dade entre natureza e racionalidade.
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UMA INTRODUCAO HISTORICA AOS SISTEMAS LOGICOS
NAO ALETICOS

Teorias paraconsistentes nao triviais sdo aque-
las cujo calculo légico subjacente comporta a negacao da
validade irrestrita do Principio de Nao Contradicao.

Teorias paracompletas sao aquelas cujo calculo
légico subjacente comporta a negacao da validade irres-
trita do Principio do Terceiro Excluido.

Teorias nao aléticas sdo aquelas cujo calculo légico
subjacente comporta, simultaneamente, a negacao da vali-
dade irrestrita do Principio de Nao Contradicao e a negacao
da validade irrestrita do Principio do Terceiro Excluido.

Os sistemas légicos nao aléticos encontram contato
histérico com as abordagens de teorias inconsistentes nao
triviais. Forma possivel de situa-los historicamente, por-
tanto, é relaciona-los a histéria de tais abordagens.

Poderiamos fazer referéncia a este respeito, sem
duavida, a longa tradicao das tematizacoes da nocao de

contradi¢ao, desde Heraclito até Hegel, Marx e os mate-
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rialistas dialéticos. E suficiente, no entanto, para os limi-
tes deste estudo, remontar a Jan Lukasiewicz (1876-
1956) e a linha de pesquisa que dele se originou.

Em artigo intitulado “Sobre o Principio de Contra-
dicdo em Aristoteles”, publicado em 1910, Lukasiewicz
argumenta em dupla direcao. Primeiro, ele mostra que
sao débeis os argumentos aristotélicos em apoio ao Prin-
cipio de Nao Contradi¢do. De acordo com o que afirma,
Aristoteles apresentou para este principio uma formula-
¢ao ontologica (“E impossivel que a mesma coisa pertenca
e ndo perteng¢a a mesma coisa ao mesmo tempo e sob o
mesmo aspecto”), uma formulacgao légica (“O mais certo
de todos os principios bdsicos é que propriedades contra-
ditérias ndo sdo verdadeiras ao mesmo tempo”) e uma
formulacao psicolégica (“Ndo podemos acreditar que a
mesma coisa possa ser e ndo ser”). “Nenhuma das trés
formulacoes do principio de contradicao", diz f.ukasie-
wicz, "é 1déntica a uma das outras em significado" e, em-
bora Aristoteles tenha conseguido tornar equivalentes as
formulacoes légica e ontoldgica, a estas nao conseguiu re-
lacionar adequadamente a formulacao psicolégica. Numa

tentativa involuntaria de dar demonstracido para este

32
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principio, uma vez que proclamara a sua nao demonstra-
bilidade, Aristoteles empenhou-se em estabelecer, tao so-
mente, "a impossibilidade da suposicao segundo a qual
todo objeto é contraditério".

Em suma, afirma L.ukasiewicz, ndo existe base 16-
gica para a adoc¢ao do Principio de Nao Contradigao.

Argumenta:

1) O Principio de Contradi¢ao nao
pode ser provado proclamando-o
diretamente evidente. Porque:

a) Evidéncia nio parece ser um
critério permissivel de ver-
dade: isto resulta que proposi-
coes falsas i1gualmente sao ti-
das como evidentes.

b) O principio de contradi¢ao se-
quer parece evidente para to-
dos.

2) O Principio de Contradi¢do nao

pode ser provado por colocacao
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acima de cada lei natural deter-

minada pela 'organizacao fisica'

do homem. Porque:

a)

b)

E possivel determinar propo-
sicoes falsas por sua organiza-
cao fisica.

E questionavel se o principio
de contradicao pode ser vali-
dado como uma lei determi-
nada pela organizacao fisica

do homem.

3) O Principio de Contradi¢do nao

pode ser provado sobre a base da

definicdo de sentencas ou nega-

coes. Porque:

a)

b)

Se aceitarmos que a negacao
A nao é B” significa a falsi-
dade da afirmacdo "4 é B",
entao o principio de contradi-
¢ao nao é dai deduzido.

Naturalmente, prefere-se ao

contrario evitar designar uma

34



SISTEMAS LOGICOS NAO ALETICOS: Uma introducdo as légicas paraconsistentes e paracompletas 35

e a mesma proposi¢ao por ver-
dadeiro e falso, outra defini-
cao de falsidade pode ser esta-
belecida. A nocao basica de
falsidade é [...] que proposi-
coes falsas correspondem a
nada objetivo [...] O principio
de contradicao de nenhuma
maneira pode ser derivado

desta definicao de falsidadel.

Por outro lado, conjectura f.ukasiewicz, "uma revi-
sao fundamental das leis basicas da logica de Aristoteles
forcaria talvez a direcao para novos sistemas logicos nao
aristotélicos". Admite, inclusive, a possibilidade de que
teorias contraditorias nao triviais sejam verdadeiras.

Desse modo, abre Lukasiewicz caminho para as 16-
gicas nao classicas em geral, tendo, em 1930, introduzido

o primeiro sistema légico polivalente.

'L UKASIEWICZ, Jan. On the principle of contradiction in
Aristotle. p. 505-506.
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Como se poe evidenciado pela exposi¢cdo prece-
dente, as pesquisas de Lukasiewicz deram origem a al-
gumas vertentes de légicas nao classicas pelo duplo mo-
vimento de revisdo fundamental e de critica a l6gica aris-
totélica. Seu universo e paradigma de conjecturas per-
manecem, no entanto, claramente aristotélicos.

A partir da década de 1930 e, notadamente, da dé-
cada de 1940, porém, outra forte motivacao poe-se a esti-
mular o desenvolvimento das légicas nao classicas: o tra-
tamento logico das contradicoes, isto é, de teorias incon-
sistentes, porém nao triviais.

O primeiro a tomar a si esse novo objetivo € o russo
Bochvar, que, em 1939, introduz um calculo trivalente
para a analise de contradigées.

A partir da década de 1940, surgem os calculos in-
consistentes, mas nao triviais, no sentido légico-matema-
tico do termo.

Em 1948-1949, o polonés Stanislaw Jaskowiski
constrol o primeiro sistema logico paraconsistente. Suas

principais motivacgoes, segundo a Prof.* Ayda Arruda, sao:

a) O problema da sistematizacgao de

teorias que contém contradicoes;
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b) O estudo de teorias onde existem
contradicoes causadas pela va-
guedade;

c¢) O estudo direto de algumas teo-
rias empiricas cujos postulados
ou pressupostos basicos sao con-

traditorios?.

Para satisfazer tais motivos, dispoe-se Jaskowiski
a elaborar um calculo proposicional com as seguintes pro-
priedades:

a) Quando aplicado a sistemas con-
traditérios, nao acarreta a sua
trivializacao;

b) E suficientemente rico para per-
mitir inferéncias praticas;

¢) Tem uma justificacao intuitiva3.

Propoe, entao, como satisfacdo a tais exigéncias, o

calculo proposicional D,, conhecido como logica discursiva.

2 ARRUDA, A. 1. Aspects of the historical development of par-
aconsistent logic, passim.

3 D'OTTAVIANO, I. M. L. On the development of paracon-
sistent logic and da Costa's work. p. 101.
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Loégica discursiva, diz a Prof.* D'Ot-
taviano, é entendida como uma for-
malizacao da logica do discurso. Os
termos vém deliberar que as teses
avancadas por diferentes partici-
pantes em uma discussao, contendo
inclusive termos cujo significado é
vago, sao combinadas a maneira de
assercoes em um sistema dedutivo;
suas consequéncias nao refletem
uma opiniao uniforme e torna-se ne-
cessario 1interpreta-las intuitiva-
mente como se elas fossem precedi-
das pelo simbolo Pos, que significa
"é possivel que". Uma féormula é con-
siderada verdadeira se, e somente
se, é verdadeira de acordo com um
certo principio — o participante na

discussio?.

4 Idem, p. 102.
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A partir dos anos 50, vém a luz as reflexdes de
Newton C. A. da Costa sobre a importancia de teorias
contraditorias. Teorias contraditérias, afirma da Costa,
nao podem ser aprioristicamente excluidas, mas, ao con-
trario, diretamente abordadas e logicamente tratadas,
sob a condi¢ao de que o faca com base em logicas diferen-
tes da Logica Classica.

E assim que, em 1958, publica o seu artigo “Uma
nota sobre o conceito de contradi¢cao”, em que propoe um
Principio de Tolerancia em Matematica: "Dos pontos de
vista sintatico e semantico, toda teoria é admissivel, visto
que nao é trivial".

Os anos 60 conhecem o inicio do completo desen-
volvimento de suas ideias, com a elaboracao e publicacao
de suas hierarquias-suporte de sistemas inconsistentes
nao triviais de 1* Ordem, destinados a abordagem e ao
tratamento de teorias contraditorias.

Uma hierarquia de calculos proposicionais

C,1<n<w, inicialmente elaborada, teve como critério a

satisfacdo das seguintes condi¢des:
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a) O principio de contradi¢ao, na forma
—(A A —A), nao é valido em geral;

b) De duas premissas contradito-
rias A e ndo —A, deduzimos uma
formula qualquer B;

c) Os calculos proposicionais
C,<n<® contém os mais im-
portantes esquemas e regras da
logica classica compativeis com

as condicoes (a) e (b)>.

A partir dai, foram obtidas como extensoes as hie-
rarquias C,, C, e D,, 1<n<®, de calculos de predicados
de 1% ordem, calculos de predicados de 1* ordem com
1gualdade e calculos de descri¢coes, respectivamente.

Tais hierarquias tém encontrado diversas aplica-
¢oes. Primeiramente, a uma hierarquia de teorias de con-

juntos NF,, 1<n<w, inconsistentes mas, ao que diz

D'Ottaviano®, "aparentemente nao triviais". Além disso,

5 Idem, p. 104.
6 Idem, passim.
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tém sido aplicadas essas hierarquias de da Costa a ob-
tencao de resultados algébricos, a teoria de modelos e a
Ciéncia da Computacao.

A partir dos anos 70-80, as abordagens de teorias
inconsistentes nao triviais ganham a denominacgao gené-
rica de logicas paraconsistentes. Além disso, novos
sistemas sado gerados’ pela admissao da negacao simul-
tanea da validade irrestrita do Principio de Nao Contra-
dicao como da validade irrestrita do Principio do Terceiro
Excluido. Para as logicas paraconsistentes, de um modo
geral, dada uma féormula 4, pode ocorrer que 4 e sua
negacao sejam ambas verdadeiras; para as logicas para-
completas, dada uma féormula A4, pode ocorrer que 4 e
sua negacao sejam ambas falsas; enquanto que, para os
novos sistemas, ditos nao aléticos, dada uma féormula 4,
pode ocorrer que A4 e sua negacao sejam ambas verda-

deiras ou ambas falsas8.

7 Conf. ARRUDA, A. 1. & ALVES, E. H. Some remarks on the
logic of vagueness e ARRUDA, A. I. & ALVES, E. H. A semanti-
cal study of some systems of vagueness logic.

8 Conf. LOPARIC, A. & COSTA, N. C. A. Paraconsistency, para-
completeness and valuations.
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Trabalhos foram desenvolvidos apresentando sis-
temas ao mesmo tempo paraconsistentes e paracomple-
tos. Dispensaremos especial atencao, nos limites deste li-
vro, aos artigos “Some remarks on the logic of vagueness”
e “A semantical study of some systems of vagueness lo-
gic”’, de Arruda e Alves?, os quais desenvolvem, em niveis
sintatico e semantico, sistemas que caracterizam quatro
relacoes possiveis entre a nao validade da Nao Contradi-

¢ao e a nao validade do Terceiro Excluido.

9 Conf. ARRUDA, A. I. & ALVES, E. H. Some remarks on the
logic of vagueness e ARRUDA, A. 1. & ALVES, E. H. A semanti-
cal study of some systems of vagueness logic.



Parte I1

O Calculo Proposicional

Nao Alético



SISTEMAS LOGICOS NAO ALETICOS: Uma introdugdo as légicas paraconsistentes e paracompletas 44




1. Introducao

Introduziremos ao calculo proposicional nao alé-
tico pela definicdo de uma linguagem formal Ve por ou-
tras definicoes gerais.

A definicdo de uma linguagem formal V se fara

pela introdugao de simbolos, férmulas bem formadas,

axiomas e uma regra de inferéncia.

i. Os Simbolos de V
(a) Conectivos primitivos: -, =, A e Vv
(b) Letras sentenciais: A1, Az, A, ...
As letras sentenciais A4;, Az, A3, ... serao metalin-

guisticamente representadas, no entanto, pelas letras A,
B, C, ..., Z1, Zo, ..., Zn.
(c) Simbolos auxiliares: (, )

Os parénteses serao eliminados sempre que isto

nao causar confusio.

Def. 1.1: Qualquer sequéncia finita de simbolos de "V é

uma expressao de V.
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ii. A Gramaticade V

Def. 1.2: O conjunto das féormulas bem formadas (f.b.f.)

de "V é o subconjunto das expressdes de "V, definido pelas

seguintes condigoes:

(a) Todas as letras sentenciais sdo f.b.f.;

(b) Se A e Bsaofb.f., entao -A,A=B,AABeAvBsao
f.b.f;

(¢) Uma expressao é uma f.b.f. somente se obedece as

clausulas (a) ou (b).

iii. Os Axiomas de V

Def. 1.3: Para cada sistema axioméatico formal V,, V, V.
e V) sera selecionado um subconjunto das f.b.f. de "V, que
é precisamente o conjunto dos axiomas de V.

iv. A Regra de Inferéncia de

Def. 1.4: Dado um conjunto finito Rj, ..., Rs, cada R; é
dito ser uma regra de inferéncia se, e somente se, para

cada sequéncia < A, ..., Aj> de féormulas, ocorre que Ri(
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A1, ..., Aj) é uma (nova) formula. Caso isto ocorra, diz-se
que essa (nova) formula é consequéncia direta do con-

junto { A, ..., Aj } de formulas por for¢ca de R;.

A Unica regra de inferéncia de V é modus ponens (MP):
B é consequéncia direta de Ae A=B. Isto é, A, A=>B/
B por MP. Observe-se, no entanto, que a regra de infe-
réncia nos sistemas axiomaticos formais V,, V, V., e V’

sera representada pelo Postulado 3.

Def. 1.5: Uma prova de uma f.b.f. A é uma sequéncia
<Ai, ..., An >, em que:
(a) An = A.
(b) Para cada Ai, onde 1 <i<n:
1) Ai é um axioma; ou

2) Airesulta de duas f.b.f. anteriores por forca de MP.

Def. 1.6: Um teorema é uma f.b.f. que tem uma prova.
Se uma f.b.f. A é um teorema, entdo escrevemos |—A.
Def. 1.7: SejaI’ ={ By, ..., Bn }, em que By, ..., Bn sdo f.b.f.

e A é uma f.b.f. qualquer. Dizemos que A é uma conse-
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quéncia deI (isto é, queI deduz A) se, e somente se,
existe uma sequéncia < Aj, ..., An > de f.b.f., tal que:
(@An=A
(b) Para cada Ai:
1) Ai é um axioma; ou
2) AiestaemTI; ou
3) Ai resulta de duas f.b.f. anteriores pela aplicacao
da regra MP.
Se A é uma consequéncia de I" (isto é, I' deduz A),
entdo escrevemos I’ |— A; cada f.b.f. de T é dita ser uma
hipétese ou premissa da prova; e a sequéncia < Ay, ..., An

> ¢ dita ser uma deducgao de A a partir de T.

Proposicao 1.8: As seguintes sao propriedades de |— :
Sejam A e Bfb.f., eI e A conjuntos de f.b.f. Entao:

(a) Ay, ..., An |'Ai, emquei=1,...,n.

(b) Se A é um axioma, entao |—A.

() A |—A se, e somente se, Al tal queI' ={ A1, ..., An}, T <
AeT FA.

(d) SeT’ |—AeF |—A:>B, entao I’ |—B

(Em particular, se |—A e |—A = B, entao |— B).

T FA1 ..,AneAs, .., Ax | B,entdol | B.

48



2. Sistema Axiomdtico Formal 'V,

Este é o sistema correspondente ao caso em que a lei do
terceiro excluido e a lei de contradi¢do néo sdo validas,
mas também nao sdo equivalentes. Neste capitulo como
nos seguintes, a terminologia e a notagio adotadas, e a

axiomatica de C, referida, sdo as de Kleene!.

2.1. Sintaxe de V,
Def. 2.1:  (a) A° = —(A A —A)
() °A=Av—A
@A =AAA
() —*A = A = (-A A A®)

Os postulados de "V, sdo os seguintes:
1.A=>B=A)

2A=>B =>(A=>B=0C)=>A=0(0)
3.A,A=B/B

4. ANB=A

5 AAB=B

' KLEENE, S. C. Mathematical logic.
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6.A=> (B=AAB)

7“A=AvB

8. B=AvB
9.9A=20C0)=>((B=0C0=AvB=0)
10.°AAB°AA=B)A(A=>-B)=-A
11.A°AB°=> (A= B)°AAAB)°AAv B)°
12.°AA°B=°A=B)A°(AAB)A°Av B)
13. A° = (-A)°

14. °A = °(=A)

15. =*—*A = A

Lema 2.2: | A = A para toda f.b.f. A.

Prova:

Conforme demonstracao classica usual2.

Proposicao 2.3 (Teorema da Deducao): Sel' é um
conjunto de f.b.f. e Ae Bsaofb.f,el, A |— B, entao T |—
A = B. Em particular, se A |- B, entao |—A = B.

Prova:

Conforme demonstracgao classica usuals.

2 MENDELSON, Introduction to mathematical logic. p. 30.
3 Idem, p. 30-31.
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Proposicao 2.4: A negacao forte de V, (—=*) tem todas as

propriedades da negacao classica.

Prova:

Todas as propriedades da negacio classica podem ser
asseguradas, em Y,, por —*—*A => A e (A= B) A (A
= —*B) = —*A.

Ora, =*—*A = A é um axioma de V,.

Portanto, para garantir que a negacao forte de "V, pos-

sul todas as propriedades da negacao classica, basta

provar que (A = B) A (A = —*B) = —*A é um teorema

de 'V,

e Assim:
1. (A= B)A (A= —*B) Hip.
2. A Hip.
3. (A=>>BAA=-"*B)=>(A=B) P4
4. A=B 1,3/P3
5. (A=>B AA= —-*B) = (A= —-*B) P5
6. A= -*B 1,5/P3
7. B 2,4/P3
8. A= (B=(-BAB?) 6/Def. 2.1(d)
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_ 9. B=(-BAaB° 2,8/P3
10. =B A B° 7,9/P3
11. (-BAB°) = —B P4
12. —B 10,11/P3
13. (B A B°) = B° P5
14. B° 10,13/P3
15. A= (Av-4A) p7
16. Av—-A 2,15/P3
17. °A 16/Def. 2.1(b)
18. °AAB°A(A=B)A(A=>-B)=>-A P10
19. -B= (A = —-B) P1
20. A= —B 12,19/P3
21. °A= (B°= (°PA A B?)) P6
22. B° = (°A A B°) 17,21/P3
23. °A A B° 14,22/P3
24. CAAB°) = (A= B)= (CA A B°) A (A= B)) P6
25. (A= B)= (CAAB°) A (A= B)) 23,24/P3
26. CAAB°) A (A= B) 4,25/P3
97 (CAABY)AA=B) = (A= -B) = (CAAB°) A Pe

A=B ArA=-B)
28. (A= -B)=> (CAAB)A (A= B) A(A= —-B)) 26,27/P3
29. CAAB)A (A= B)) A(A= —B) 20,28/P3
30. —A 18,29/P3
3l. A= (A= (A A-A)) P6
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_32. A= (AA-A) 2,31/P3
33. An—=A 30,32/P3
34. (AA-A) = (AA=A) v (A A=A)) p7
35. (AA—-A)v—=(AA-A) 33,34/P3
36. °(A A —A) 35/Def. 2.1(b)
37 i(‘g)/\::sz/\ F:X)((A A=A) = B)A(AA-A) = P10
38. °(AA—-A) = (B°= (°(A A =A) A B9)) pP6
39. B°= (C(AA—=A) AB°) 36,38/P3
40. °(A A —-A) A B° 14,39/P3
4L CAAA-A)AB) = ((AA—-A)= B)= (C(AA-A) A P6

B°A ((A A =A) = B)))
42. (AA-A)=B)= (CAAr—-A) AB°A(Ar—A) = B)) 40,41/P3
43. B= (AA—-A) = B) P1
44. AA-A)=> B 7,43/P3
45. °(A A —=A) A B°A (A A —-A) = B) 42,44/P3
46. CAA-A)ABA(A~A—A) = B) = (Ar-A)= -B) Pe

= (CAA-A) AB°A(AA—A) = B) A(AA-A) =—-B))
47, g?/\/\((_f/)\::gifé))(A A=A) AB° A (AA-A) = 45.46/P3
48. =B = (A A —-A) = —B) P1
49. AA-A)= -B 12,48/P3
50. “AA-A)AB°A(AA-A) = B A(AA-A)=—-B) 47,49/P3
51. =(A A —A) 37,50/P3
52. A° 51/Def. 2.1(a)
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53. =A = (A° = (=A A A°) P6
54. A° = (=A A A°) 30,53/P3
55. =A A A° 52,54/P3
56. A= B)A (A= —*B),A A AA° 1-55
57. A=>B) A (A= —*B) FA= (A AA°) 56/Prop. 2.3
58. (A= B) A (A= —*B) | -*A 57/Def. 2.1(d)
59. F (A= B) A (A= —*B) = —*A 58/Prop. 2.3

. A negacao forte de V, (=*) tem todas as propriedades

da negacgao classica.

Proposicao 2.5: Suponha-se que as formulas deT" U { F

} sdo formulas de C, (o Calculo Proposicional Classico),

cujas componentes atomicas sao Pi, ...,Pn. Se T’ |—CO F, en-

tdo P+, ..., P, T |, F.

Prova:

Admita-se que as féormulas deT" U { F } sdo formulas
de C, (o calculo proposicional classico), cujas compo-
nentes atomicas sao P, ...,Pn.

Seja T’ |—C0 F.

Entao existe uma sequéncia yi, ..., yn, tal que:
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a) Yi, ..., Yn € I[;
b) yn=F;
c) Vyi,1 <i<n,yieT,ou
vi é axioma de C,, ou
vi resulta de linhas anteriores por uma ou mais
aplicacoes de modus ponens.
e Provar, entao, que P, ..., P, I |_'Vo F.

o Assim;

(1) Se ocorre que P+1, ..., P, T |— vo F, entao existe uma
sequéncia < P*y, ..., P*y, v1, ..., yn >, tal que:
a) P, .., P, y1, ooy yn € { Py, o, Py, T}
b) yn=TF;
c) Vyi,1<i<n,yieTl,ou
vi é axioma de V,, ou
vi resulta de linhas anteriores por uma ou mais
aplicacoes do Postulado 3.
(2) Se yi € ', entdo yi € I'y,, uma vez que o conjunto I' de

hipéteses permanece o mesmo.
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(3) Se yi ¢ um dos axiomas 1-10 de C,, entdo yi ¢ um dos
axiomas 1-9 ou 15 de V,, uma vez que é um mesmo o
subcélculo para C, e V,.

(4) Se yi é 0 axioma 11 de C,, entdo yi é da forma A v —A.

Ora, supondo-se os P*i (sequéncia de hipdteses classi-

cas), temos que |— vo AV —A.

Demonstremos, entdo, por inducio sobre féormulas:

(4.1) A é uma letra sentencial.

Entao A é P+ e, por enunciacio dado P+, tem-se °Pi A Pi°.

Portanto:

(4.1.1) P Hip.
(4.1.2) °Pi A P1° 4.1.1/Def. 2.1(c)
(4.1.3) (°Pi A Pi°) = °P; P.4
(4.1.4) °P; 4.1.2, 4.1.3/P3
(4.1.5) Piv—P; 4.1.4/Def. 2.1(b)

Ora, Piv —Pi é A v —A.
Portanto, P*1, ..., P |‘y0 A v —A.

(4.2) A é da forma B * C, em que * é =, A ou v.
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Ora, dispondo-se de P*1, ..., P*n, obtém-se, facilmente,
°Pi A Pi° para qualquer 1 <1< n. Portanto, pelos postula-
dos 11-12, obtém-se °(B * C) e (B * C)° de maneira usual.
Ora, por Def. 2.1(b), ° B * C) é (B * C) v —-(B * C).

Isto é, A v —A.

Portanto, P*1, ..., P |‘w A v —A.

(4.3) A é da forma —B.

De maneira analoga a anterior, os postulados 13-14 ga-
rantem o resultado °(—A).

Logo, por Def. 2.1(b), (—A) v —(=A).

Isto é, A v —A.

Portanto, P*1, ..., P*a |"y0 A v —A.

-. Em qualquer caso, P*1, ..., P*a |—% Av —A.

(5) Se yiresulta de linhas anteriores por uma ou mais
aplicagoes de modus ponens em C,, entdo yi pode igual-
mente resultar de linhas anteriores por forca de uma ou

mais aplicacdes de modus ponens em V,, uma vez que,
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em ambos os casos, esta é uma Unica e mesma regra, de-

finida em "V, por P3.

.. Em qualquer caso, se I" |-Co F, entao P, ..., P, T |—% F.

Proposicao 2.6: Admita-se ser A uma férmula de C, e

A*, a férmula obtida de A pela substituicdo de — por —*.

Se |—C,, A, entao |_'Vo A*.

Prova:

(1) Seja A uma férmula de C,, tal que |, A.
(isto é, A tem uma prova em C,.)
(2) Seja A* uma férmula de V,, obtida de A pela substi-

tuicao de todas as ocorréncias de — por ocorréncias de
_|*.

(3) Ora, pela Proposicdo 2.4, a negacdo forte de V, tem
todas as propriedades da negacao classica.

(4) Portanto, de acordo com (1), (2) e (3), A* tem uma

prova em V,.

(isto &, Fy, A%.)
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Proposicao 2.7: Se |-A na logica positiva classica, entao

|—Aem V..

Proposicao 2.8: Em V,, provamos os seguintes esque-

mas e regras:
@QAAB°AA=>B)AA=-B)=>-A
(b) Se |—A, entao |—°A

() A°A°B,-B=-A A= B

(d)A° = (A= —-A)
e)ArA-AAA°=B

A FA A=A

(2)°A (A A —-A)

(h)Av (A= B)

1) A=> (A=A

g) A*= AU —--A)

k) A° = (A A =A)°

ODAAA=B AA=-BAB)=-A
(m) A= (-Av-—--A)

(mA°, A=B }-AvB

() A° F (A= -A) = -A

() (Av-A) v (Av——A)
(QAA-*A=B
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Prova:
(a)
1. AABAA=B)AA=-B) Hip.
2. AABA(A=>B AA=>-B)=>AAB P.4
3. ArB 1,2/P. 3
4. AAB)= A P.4
5. A 3,4/P. 3
6. AAB)=B P.5
7. B 3,6/P. 3
8. AABAA=>BAA=>-B)=(A=>BArA=>-B) P.5
9. A=>B)A(A=>-B) 1,8/P. 3
10.A = (Av —A) pP.7
11.Av —A 5,10/P. 3
12.A 11/Def. 2.1(b)
13A=> B=(AAB)) P.6
14B= (AAB) 12,13/P. 3
15,AAB 7,14/P. 3
16. AAB=>(A=BAA=-B=(AABAA=BArA=-DB) P.6
17.A=BrA=-B=(AABAA=BAA=-B) 15,16/P. 3
1S8AABAA=B) AA=-B) 9,17/P. 3
19AABAA=B AA=>-B)=>-A P. 10
20.-A 18,19/P. 3
21LAABAA=>B AA=-B) | -A 1-20

22.FAABAA=B A(A=-B) = -A 21/Prop. 2.3
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,,,,, (b)

1. }A Hip.
2. A= (Av-A) P. 7
3. FA=(AvV-A) 2/Prop. 1.8(b)
4. FAvV-A 1,3/P. 3
5. FeA 4/Def. 2.1(b)
(d)

1. A° Hip.
2. A Hip.
3. CAAAAFASAANAD A = A P. 10
4. A= (Av-A) P. 7
5. Av-A 2,4/P. 3
6. °A 5/Def. 2.1(b)
7. °A=°(=A) P. 14
8. °(=A) 6,7/P. 3
9. °(=A) = (A°= (°(-A) AA°)) P.6
10. A° = (°(=A) A A°) 8,9/P. 3
11. °(=A) A A° 1,10/P. 3
12. Ao (A=A P.1
13. SA=A 2,12/P. 3
14. °(=A) AA°= (A= A) = ((A) AA° A (A= A))) P.6
15. (A= A) = (°(=A) A A° A (A = A)) 11,14/P. 3
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16. °(=A) A A° A (A = A) 13,15/P. 3

17. A= -A Lema 2.2

O(—|A) AN AO AN (—|A = A) = ((—|A = —|A) = (o(—|A)

18 Ao A (A = A) A (A = —A)) P.6
19. (A= —A) = CA) AA° A (A= A) A (A= —A) 16,18/P. 3
20. (A) AA° A (A= A) A (A = —A) 17,19/P. 3
21. ——A 3,20/P. 3
22. A°, A A 1-21
23. A° A= ——A 22/Prop. 2.3
24. FA°= (A= ——A) 23/Prop. 2.3
(e)

1. AA-AAA° Hip.
2. AA-AAA°)= A P.4
3. A 1,2/P. 3
4. AA-AAA°)= (mAAA°) P.5
5. —AAA° 1,4/P. 3
6. -ArAA°= (A= (SAAA%)) P.1
7. A= (mAAA°) 5,6/P. 3
8. —*A 7/Def. 2.1(d)
9. A= (—*B=A) P.1
10. =*B=A 3,9/P. 3
11. —*A = (=*B = —*A) P.1
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13. *B=2A=(B=—A)= (B> AAGB=—4)) P.6
14. (=*B = —*A) = (=*B = A) A (-*B = —*A)) 10,13/P. 3
15. (=*B = A) A (=*B = —*A) 12,14/P. 3
16. (=*B = A) A (=*B = —*A) = —*-*B Prop. 2.4
17. —*—*B 15,16/P. 3
18. —*~*B=B P.15
19. B 17,18/P. 3
20. AA—AAA°|B 1-19
21. FAA-AAA°=B 20/Prop. 2.3
(2

1. °A Hip.
2. °A=°(=A) P. 14
3. °(=A) 1,2/P. 3
4. °AAN°(=A)=°(A= -A) A°(AA3A)A°(Av—A) P. 12
5. °A = (°(=A) = (CA A °(=A))) P.6
6. °(=A) = (CA A °(=A)) 1,5/P. 3
7. °AA°(=A) 3,6/P. 3
8. °(A=—A)A°(AA—A) A°AV—A) 4,7/P. 3
g, CA==A)A°AA-A) AAV-A) = CA=—A) A P 4

°(A A —A))

10. °(A = —A) A °(A A —A) 8,9/P. 3
11. (CA = —A) A %A A —-A)) = °(A A —A) P.5
12. °(A A —A) 10,11/P. 3
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,,,,, 13. °A }°(A A —A) 1-12
@
1A= (A= A) P.1
2. FA= (—A=A) 1/Prop. 1.8(b)
o)
1. A° Hip.
2. A° = (-A)° P. 13
3. (mA)° 1,13/P. 3
4. A° A (A = (A= —A)° A (A A=A A (A v —A)° P. 11
5. A° = (mA)° = (A° A (=A)°) P. 6
6. (=A) = (A° A (=A)) 1,5/P. 3
7. A° A (SA)° 3,6/P. 3
8. A= -APAAA-AP°AAV-A)P 4,7/P. 3
9. (A=>-A°AAA-A°AAV-A)= (A=>-A°AAA-A)D) P.4
10.(A = —A)° A (A A —A)° 8,9/P. 3
11.A = =A)° A (A A —A)° = (A A —A)° P.5
12.(A A —A)° 10,11/P. 3
13.A° } (A A —A)° 1-12
14. FA° = (A A =A)° 13/Prop. 2.3
(m)
1.LAANA=B)A(A=-BAB° Hip.
2AANA=B AAA-BAB)=AAA=B) P.4

3. An (A= B) 1,2/P. 3
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4. ANA=B =A p.
5. A 3,4/P.
6. AN(A=>B)= (A= B) P.
7. A=B 3,6/P.
8. B 5,7/P.

9.ANA=>B AA=>-BAB)= (A= -BAB°

4
3
5
3
3
P.5
3
3
6
3
3

10A = —-B A B° 1,9/P.
11-B A B° 5,10/P.
12B= (-BAB°= B A—-B A B° P.
13-BAB°=BA-BAB° 8,12/P.
14B A —-B A B° 11,13/P.
15 BA-BAB°= -A Prop. 2.8(e)
16-A 14,15/P. 3
1TAANA=>B AA=-BAB° |-A 1-16
18 |-A AA=B AA=>-BAB)=-A 17/Prop. 2.3
(r)

1. AA—*A Hip.
2. (A A—*A) = A P.4
3. A 1,2/P. 3
4. (A A —*A) = —*A P.5
5. —*A 1,4/P. 3

6. A= (A= A°)

5/Def. 3.1(d)
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7. -AAA° 3,6/P. 3
8. A= (RFAAA°) = (AA—-AAA®)) P.6
9. AAA )= (AA—-AANA® 3,8/P. 3
10A A=A AA° 7,9/P. 3
11IAA-AAA°=B Prop. 3.9(c)
12B 10,11/P. 3
13AA—*A | B 1-12

Proposicao 2.9: V, é finitamente trivializavel.

Prova:

(1) Admita-se, por hipétese, uma f.b.f. de V, que assuma
a forma A A —A A A°.

(2) Por Prop. 2.8(e), A A —-A AA°= B.

(3)Por1,2eP. 3, B.

(4) Logo, de 1-3, AA —=A A A° | B.

(5) Portanto, por 1-4, existe um procedimento finito ao
término do qual, em V,, é possivel obter qualquer
formula (tomando-se a formula A A —A A A°, por
exemplo).

(6) Logo, por 5, V, é finitamente trivializavel.
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2.2. A Semantica de V,

Def. 2.10: Seja 1'V,| o conjunto das fb.f. de V..
Seja I' qualquer subconjunto de |V,|. O conjunto {A €

|'V,|: T | A} é denotado por |T|.

Def. 2.11: O conjunto I' de f.b.f. é dito ser trivial em V,

se | V.| = |T'|; caso contrario, I" é dito ser ndo trivial.

Def. 2.12: T é um conjunto maximal nao trivial, se é

nao trivial e, para todo A, se A ¢ I, entao I' U {A} é trivial.

Proposicao 2.13: SeI' é maximal nao trivial, entao:
@T FAsAeT

b)Ael'=—-*Ael

(c)—*AeTlr=A¢l

(A eTou—-*A el

(e) |-A:>Ae r

O AAA° el = -Aegll

(g-AANA°cT = A¢l

hAA—-Ael=>A°¢l
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1) A°ceT=>AA-Agl
G AAA=>Bel'=>BeTl
kKA=>Bel'=>A¢louBel

Prova:

()

1°lado:T FA=>AeT.

(1) Por enunciagao, I' ¢ maximal néao trivial.

(2) SejaT’ |— A.

(3) Admita-se, por absurdo, que A ¢ T.

(4) Entdo, por 1, 3 e Def. 2.12, TU{A} | B.

(5) Por 4, em particular, T U{A} |——|*A.

(6) Por 5 e Prop. 2.3, T |—A = %A,

(T)Por 2,6 e P. 3, T | —*A.

(8) Por 7 e Def. 2.1(d), T | A = (=A A A°).

(9Por2,8eP.3,T |F-AnA°

(10) PorP.6,A= (RAAA°=AA-AANA°.

(11) Por 10 e Prop. 1.8(b), |—A > CAANA = AAN-AA
A°)
(E, consequentemente, I’ |— A= (CAANA =S AA-AN
A°)).

(12) Por2,11eP.3,T F-AAA°= AA-A A A"
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(13) Por 9, 12eeP.3,F|—A/\—|A/\A°.

(14) Ora, por Prop. 2.8(e), FAA -A A A°= B
(E, consequentemente, I’ |—A A=A A A° = B).

(15) Logo, por 13, 14 e P. 3,T |— B; o que, por 1 e Def.
2.12, é impossivel.

(16) Portanto, A eT.

2°lado: AeT'=T |—A.

(1)Seja A €T, em que A é uma fb.f. de V,.

(2) Seja ' = {1, ..., yn}, tal que algum yi = A.

(3) Assim, por 2 e Def. 1.8(a), v1, ..., Yn I"Yi
(Isto é, T |—A).

(b)

(1) Por enunciacao, I é maximal nao trivial.

(2) Seja A eT.

(3) Seja, por absurdo, —=*A e T.

(4) Entao, por 2 e Prop. 2.13(a), T’ |—A.

(5) E, por 3 e Prop. 2.13(a), T’ |——|*A.

(6) Assim, por 5 e Def. 2.1(d), T’ |—A = (A A A°).
(T)Por4,6eP. 3, T | —A A A°.

(8 Por P.6, A= (wAAA°=AA-AAA°.
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(9) Por 8 e Prop. 1.8(b), |—A = (AANA°= AA-AAA®
(E, consequentemente, T FA = (mAAA° = A A —-A A
A°)).

(10) Por4,9eP.3,T |——|A/\A°:>A/\ﬁA/\A°.

(11) Por7,10eP.3,T FAA—-A A A°.

(12) Ora, por 2.8(e), |—A A=A A A° = B.

(E, consequentemente, I" |—A A=A A A° = B).

(13) Logo, por 11, 12 e P. 3, T |— B; o que, por 1 e Def.

2.12, é impossivel.

(14) Portanto, =*A ¢ T.

(d)

(1) Por enunciacao, I é maximal nao trivial.

(2) Suponha-se, por absurdo, que A ¢ I'e —=*A ¢ I

(3) Assim, por 2, A ¢T.

4) E, por 2, =*A ¢T.

(5)Por 1, 3 e Def. 2.12, T, A | B.

(6) Por 1, 4 e Def. 2.12, T, =*A } B.

(7) Por 5 e Prop. 2.3, T |—A = B.

(8) Por 6 e Prop. 2.3, T |——|*A = B.

9 PorP.9,(A=B) = (—w*A=B) = (Av -*A = B)).
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(10) Por 9 e Def. 1.8(b), | (A = B) = (-*A = B) =
(Av —=*A = B)).
(E, consequentemente, I' |— A=B) = ((-*A=B) =
Av-=*A=B)).)
(11) Por7,10eP.3,T } (—*A = B) = (Av —*A = B).
(12) Por8,11eP.3,T |—Av—.*A:>B.
(13) Por 12 e Def. 2.1(d), T FAv (A= (-A A A°)) = B.
(14) Por Prop. 2.8(h), |—A v (A= (-A AAY).
(E, consequentemente, " |— Av (A= (—AAA°))
(15) Por13,14eP. 3,T |—B; o que, por 1 e Def. 2.12, é
impossivel.
(16) Portanto, ndo ocorre que A ¢ I'e —=*A ¢ I’
(Istoé, A eT ou—-*Ael).

®

(1) Por enunciacao, I' ¢ maximal nao trivial.
(2) Seja AAA°eT.

(3) Admita-se, por absurdo, que —A eT.

(4) Assim, por 2 e Prop. 2.13(a), T’ |—A A A°.
(5) Por 3 e Prop. 2.13(a), " |——.A.

(6) Por P. 4, A A A° = A.

(7) Por 6 e Prop. 1.8(b), |—A ANA° = A
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(E, por conseguinte, I |—A ANA° = A)
(8)Por4,7eP.3,T FA.
(9) Por P. 5, A A A° = A°.
(10) Por 9 e Prop. 1.8(b), |—A AA° = A°
(E, claramente, I |—A AA° = A°)
(11) Por4,10eP.3,T |A°.
(12) Por P. 6, —-A = (A° = —A A A°).
(13) Por 12 e Prop. 1.8(b), | =A = (A° = —A A A°)
(E, consequentemente, T’ |— —A = (A° = -A AA°))
(14) Por5,13eP.3,T FA°= —A A A°.
(15) Por11,14eP.3,T | -A A A°.
(16) PorP.6, A= (wAAA°=AA-AAA".
(17)  Por 16 e Prop. 1.8(b), |—A S EAAA = AA-ANAY)
(Consequentemente, I' |—A > (AAA = AA-AANA0)
(18) Por8,17eP.3, T F =AAA°= AA—A A A"
(19) Por15,18eP.3, T FAA—-A A A°.
(20)  Ora, por Prop. 2.8(e), |—A A—AAA°= B.
(E, consequentemente, I" |—A A—=AAA°= B)
(21) Portanto, por 19, 20 e P. 3,T |— B; o que, por 1 e
Def. 2.12, é impossivel.

(22) Assim, —-A ¢ T.
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(h)
(1) Por enunciacao, I' ¢ maximal nao trivial.
(2) Seja AA—A eT.
(3) Seja, por absurdo, A° € T.
(4) Por 2 e Prop. 2.13(a), I" |—A A —A.
(5) Por 3 e Prop. 2.13(a), I" |—A°.
(6) Por P.6, AA-A) > A= AA-AArA).
(7) Por 6 e Prop. 1.8(b), | (A A —A) = (A° = (A A —A A
A%)
(Logo, T | (A A —=A) = (A° = (A A —A A A))).
(8) Por4,7eP.3, T FA° = (A A —A A A°).
(9) Por5,8e P. 3, T |—A/\ﬁA/\A°.
(10) Ora, Por Prop. 2.8(e), F A A —=A A A° = B.
(Logo, T’ |-A A=A AA).
(11) Por 9, 10 e P. 3,T |— B; o que, por 1 e Def. 2.12, é
impossivel.

(12) Portanto, por 1-11, A ¢ T.

@)

(1) Por enunciacao, I' ¢ maximal nao trivial.
(2) Seja A° eT.

(3) Seja, por absurdo, A A —A eT.
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(4) Por 2 e Prop. 2.13(a), I" |—A°.

(5) Por 3 e Prop. 2.13(a), T |} A A —A.

(6) Por P. 6, (A A —-A) = (A° = (AA-A A AY)).

(7) Por 6 e Def. 1.8(b), } (A A —A) = (A° = (A A —A A A%)
(E, consequentemente, I' |— A~A-A) =A== AA-A
A A%)))

(8)Por 5, 7e P. 3, T F A° = (A A —=A A A°).

(9 Porde8 T FAA—-AAA°

(10) Ora, por Prop. 2.8(e), |—A A—-A A A°= B.
(E, consequentemente, I" |—A A=A A A° = B).

(11) Logo, por 9, 10 e P. 3,T } B; o que, por 1 e Def.
2.12, é impossivel.

(12) Portanto, por 1-11, AA—-A ¢T.

0)

(1)SejaA,A=BeT.

(2) Assim, por 1, A e T.

B)E,por, A=>BeTr.

(4) Por 2 e Prop. 2.13(a), I" |—A.

(5) Por 3 e Prop. 2.13(a), T’ |—A = B.
(6)Por 4,5eP.3,T | B.

(7) Logo, por 6 e Prop. 2.13(a), B € T.
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@

(1) Por enunciacao, I' ¢ maximal nao trivial.

(2) SejaA=BeT.

(3) Seja, por absurdo, A eT'e B ¢ T'; isto é:
B.1)AeT,e
3.2)BgT.

(4) Por 2 e Prop. 2.13(a), " |—A = B.

(5) Por 3.1 e Prop. 2.13(a), I' |—A.

(6) Por 4,5eP. 3,T | B.

(7) Por 3.2 e Def. 2.12, T, B } —*B.

(8) Por 7 e Prop. 2.3, T |— B = —*B.

(9) Por 6,8eP. 3, T | —*B.

(10) Por 6, B = (—=*B = (B A —=*B).

(11) Por 10 e Prop. 1.8(b), |—B = (—*B = (B A =*B))
(E, consequentemente, T’ |— B = (=*B = (B A =*B)).

(12) Por 6, 11 e P. 3, T } —*B = (B A —*B).

(13) Por 9,12 e P. 3, T } B A —*B.

(14) Ora, por Prop. 2.8(r), |— BA—-*B=C
(E, consequentemente, I" |— B=-*B= ().

(15) Logo, por 13,14e P. 3, T" |— C; 0 que, por 1 e Def. 2.12

é impossivel.

(16) Logo, A¢T ouB eT.
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Def. 2.14: Uma valoracdo de 'V, uma funcao v: | V,| -
{0, 11, tal que:

1. vVA=>B) =1<vA)=0ouvB)=1

2. VIAAB) =1 v(A) =v(B) =1

3.VAvB) =156 vA)=1ouvB)=1

4. V(A°) = v(B°) = 1 = V(A = B)°) = V(A A B)°) =
V((Av B)°) =1

5. V(°A) = V(°B) = 1 = V(A = B)) = v(°(A A B)) =
VA v B) =1

6. V(A®) = 1 = V((-=A)°) = 1

7. VCA) =1=v(C-A))=1

8. V(A) =v(-A) =1 = v(A°) =0.

Lema 2.15: Se v é uma valoracido para V,, entdo V(A) =

1< W(=*A) = 0.

Prova:
1° lado:
(1) Seja v uma valoracdo para V..

(2) Seja v(A) = 1.
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(3) Seja, por absurdo, V(—=*A) = 1.

(4) Por 3 e Def. 2.1(d), V(A => -A A A°) = 1.

(5) Por 4 e Def. 2.14(1), v(A) = 0 ou V(—A A A°) =1.

(6) Por 5 e Def. 2.14(2), V(A) = 0 ou V(=A) = V(A°) = 1.
(7) Por 6 e Distribuicao, V(A) =0e vV(-A)=1ou v(A) =0
e V(A°) = 1.

(8) Ora, em ambos os casos V(A) =0, e isto contraria 2; o

que, por 1, é impossivel.

(9) Portanto, v(—=*A) = 0.

2° lado:

(1) Seja v uma valoracio para V,.

(2) Seja v(—=*A) = 0.

(3) Seja, por absurdo, V(A) = 0.

(4) Por 2 e Def. 2.1(d), V(A = -A A A°) = 0.

(5) Por 4 e Def. 2.14(1), v(A) =1 e V(—A A A°) = 0.
(6) Por 5 e Eliminacao de Conjuncéao, v(A) = 1.

(7) Ora, 6 contraria 3; o que, por 1, é impossivel.

(8) Logo, V(A) = 1.
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Def. 2.16: Uma f.b.f. A é dita ser valida em V, se, para
cada valoracao v, v(A) = 1. Uma valoracao v é um mo-
delo do conjunto I" se V(A) = 1 para toda f.b.f. A € T'. Se

cada modelo de I' é um modelo de {A}, entdo escrevemos

r |=A. Em particular, |=A significa que A é valida.

Lema 2.17: Se v é uma valoracdo para V, entdo, se V(A)

= V(A = B) =1, entao v(B) = 1.

Prova:

(1) Seja v uma valoracéo para V..

(2) Seja v(A) = v(A=B)=1.

(3) Por 2 e Def. 2.14(1), v(A) =0 ou v(B) = 1.
(4) Ora, por 2, V(A) # 0.

(5) Logo, por 1, 3 e 4, v(B) = 1.

Lema 2.18: Se v é uma valoracio para V, entdo, se A é

um axioma de "V, entdo V(A) = 1.

Prova:

(1) Seja v uma valoracio para V,.
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(2) Seja A um axioma de V,.

(3) Consideremos, entdo, os seguintes casos:

Caso 1: A é um dos axiomas 1-9 de V,.

1.

Os axiomas de V, sfo os mesmos axiomas que 0s

do Calculo proposicional classico.

2. Além disso, a valoracdo atribuida as f.b.f. de V,,

quando referida aos conectivos =, A e v, é classica.

Entao, claramente, V(A) = 1 se A assume a forma

de algum dos axiomas 1-9 de V,.

Caso 2: A é da forma °A A B°A (A= B) A (A= —B)

1.
2.

Seja VCAAB°A (A= B)A (A= -B)=>-A)=0.
Por Def. 2.14(1), V(A A B° A (A = B) A (A = —B))
=1lev(=A)=0.

Por 2 e Def. 2.14(2), v(°A) = v(B°) = v(A = B) = v(A
= -B)=1ev(=A)=0.

Se V(°A) =1, entdo V(Av —A) =1;1sto é, V(A) =1

ou v(—-A) = 1.

79



SISTEMAS LOGICOS NAO ALETICOS: Uma introducdo as légicas paraconsistentes e paracompletas 80

5. Ora, como se tem fixado que V(-A) = 0, entdao V(A)
=1.

6. Se v(A)=1e v(A = B) =1, entéo, por Lema 2.17,
v(B) = 1.

7. Se V(A) =1e v(A = —B) =1, entao, por Lema 2.17,
v(—B) = 1.

8. Ora, por 6, 7 e 3, V(B) = v(-=B) = v(B°) = 1; o que
contraria a clausula 8 da Def. 2.14.

9. Por 8 e Def. 2.16, v néo é uma valoracio para V,;

0 que é 1mpossivel, uma vez que contraria a hipé-
tese geral 1.

10.Logo, por 1-9, VCAAB° A (A= B) A (A= —-B) =
-A) =1.

Caso 3: A é daforma A°AB°= (AAB°AAAB)A

(AvB)

1. Seja V((A° A B°) = (A = B)° A (A AB)° A (A v B))
=0.

2. Por 1 e Def. 2.14(1), V(A° A B°) =1 e V(A = B)° A
(AAB)° (AvB)°)=0.
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3. Por 2 e Def. 2.14(3) e (4), V(A°) = v(B°) =1 e V(A
= B)°=0o0u V(A A B)° =0 ou v(A v B)° =0; o que,
por Def. 2.14(4) é impossivel.

4. Logo, V((A° A B°) = (A = B)° A (A A B A
(A v B)°) = 0.

(Isto é, V(A° A B°) = (A = B)° A (A A B° A
(AvB)?))=1).

Caso 4: A é da forma °A = °(-A).

1. Seja V(°A = °(=A)) = 0.

2. Por 1 e Def. 2.14(1), v(°A) =1 e v(°(-A)) = 0; o que,
por Def. 2.14(7), é impossivel.

3. Portanto, por 2 e Def. 2.14, V(°A = °(-A)) # 0.
(Isto é, V(°A = °(=A)) = 1).

Caso 5: A é da forma —*—*A = A.

1. Seja v(—=*—=*A = A) =0.

2. Por 5.1 e Def. 2.14(1), v(—=*=*A) =1e v(A) = 0.

3. Por 5.2 e Def. 2.1(d), V(=*(A = -A A A°))=1e V(A)
=0.
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4. Por 5.3 e Def. 2.1(d), V(A = -A A A°) = (—~(A =
—AANAYA A= -AAA)=1eVvA)=0.

5. Por 5.4 e Def. 2.14(1), V(A = —-A A A°) =0 ou
VA= -AAA)IAA=-AANA))=1,eV(A) =
0.

6. Por 5.5 e Def. 2.14(2), V(A = -A A A°) =0 ou V(—(A
= -AAA))=V((A=>-AAA))=1,e V() =0.

7. Ora, sendo V(A) =0, entao, por Def. 2.14(1), V(A =

—A A A°) #0.
8. Por 5.6 ¢ 5.7, entdo, V(—(A = -AAA°)=1¢e V(A

= —A A A°)°) = 1; o que contraria a clausula 8 da
Def. 2.14.

9. Logo, por 8 e Def. 2.16 v ndo é uma valoracao para
V.: 0 que, pela hipétese geral 1, é impossivel.

10.Assim, por 1-9, v(—*~*A = A) = 1.

(4) Portanto, v(A) = 1.

Proposicao 2.19 (Teorema da Correcao): Se A é uma
consequeéncia de I', entdo cada modelo de I" é um modelo

de {A}.
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Prova:
(1) Seja A uma consequeéncia (sintatica) de I'.
(2) Seja uma valoracao v um modelo do conjunto I'.
(3) Por 1 e Def. 1.17, existe uma sequéncia < A1, ..., An >
de f.b.f., tal que:
(3.1) An=A.
(3.2) Para cada Aj, 1 <i<n:
(3.2.1) Ai é um axioma; ou
(3.2.2) Ai pertence aT’; ou
(3.2.3) Ai resulta de duas f.b.f. anteriores pela apli-
cacao de P. 3.
(4) Consideremos, entao, os seguintes casos:
(4.1) Ai é um axioma de V,.
Entao, por 4.1 e Lema 2.17, v(Ai) = 1.
(4.2) Ai eT.
Entao, por 2, 4.2 e Def. 2.16, V(Ai) = 1.

(4.3) Ai resulta de duas f.b.f. anteriores, Aj e Aj = Aj,
pela aplicacao de P. 3.
Entao, por 4.3 e Lema 2.18, v(Ai) = 1.

(5) Logo, em qualquer caso, V(Ai) = 1.
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(6) Portanto, por 2 e 5, cada modelo de I ¢ um modelo de

{A}.

Def. 2.20: Um conjunto I' é dito ser enumeravel se, e so-
mente se, existe uma correspondéncia biunivoca en-

treCe |= {1, 2, 3, ...}.

Lema 2.21: O conjunto das férmulas de V, é enumera-

vel.

Prova:

(1) Seja atribuido um nuimero inteiro positivo f(u) para
cada simbolo u de V,, como segue: f(() =3, f () =5, f
(=) =7, f(=)=9, f(n) =11, f(v) = 13, f(Ax) =7 + 8k, k
> 1.

(2) Entéo, a cada férmula uiu2uUs...Un de 'V, associa-se o
ndamero f(UiUzUs...Un) = 20 . 3/ 5/ | P/, em
que Pj é 0 j-ésimo nimero primo, a partir de Po = 2.

(3) Logo, enumeram-se todas as formulas na ordem de

seus numeros associados.
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(4) Existe, assim, uma correspondéncia biunivoca entre o
conjunto das férmulas de V, e o conjunto dos niimeros
fuiugus... un).

(5) Ora, existe uma correspondéncia biunivoca entre o
conjunto dos nﬁmerosf(muzu&..un) e o conjunto .
(6) Logo, existe uma correspondéncia biunivoca entre o

conjunto das férmulas de V, e o conjunto _.

(7) Portanto, por 6 e Def. 2.20, o conjunto das formulas de
V., é enumeravel.

Lema 2.22 (Lema de Lindenbaum): Se I" é nao trivial,

entdo I' esta contido em um conjunto maximal nio tri-

vial.

Prova:
(1) Por Lema 2.21, seja A1, Az, ... uma enumeracio de to-
das as férmulas de V,.

(2) Seja A um conjunto de férmulas de V,.

(3) Seja I'p, T, ... uma sequéncia de conjuntos nao triviais
do seguinte modo, por inducgao, definidos:

(a)To=A.
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(b) Admita-se como dado I'n, n > 0. Se nao ocorre que
I'n | —An+1, entdo Tt =T U {Anr). Se T U {A ne} é
trivial, entdo I'n+1 = I'n.
(4) Seja, por fim, T =uUTj, em que 0 <i<n.
(5) Provar, entao:
B.1)ACcT;
(5.2) T é nao trivial;

(56.3) T € maximal.

(5.1)

(5.1.1) Por 4, cadaTi eT.
(5.1.2) Por 3(a), T'o = A.
(5.1.3) Logo, por 1e 2, A eT.

(5.2)
(5.2.1) Suponha-se que I é trivial.
(Isto é,T |— B)
(5.2.2) Entao, por 5.2.1 e Prop. 1.8(d), 3I'; tal que I'i =
Ay, ..,An},TicTeli | B.
(5.2.3) Ora, isto contradiz 3.
(5.2.4) Logo, I é nao trivial.
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(5.3)

(5.3.1) Suponha-se que I' ndao é maximal.

(5.3.2) Por 5.3.1 e Def. 2.12, existe uma férmula B per-
tencente a enumeracio de todas as férmulas de V,,
conforme definida em 1, tal que, se B ¢I', entao
' {B} énao trivial.

(5.3.3) Por 5.3.2, existe I'; tal que I'; U { B } é nao trivial.

(5.3.4) Por 5.3.3e3(b), '+1=Tiu{B}eB eTI. O que con-
tradiz 5.3.2 (isto é, ndo existe B¢ I'tal que TU{ B}
é nao trivial.

(5.3.5) Logo, I" é maximal.

Lema 2.23: Todo conjunto maximal nao trivial de férmu-

las tem um modelo.

Prova:

(1) Seja ' um conjunto de f.b.f. de 'V,, tal que I' é maximal
nao trivial.

(2) Entao, por 1 e Def. 2.12:
(2.1) T é nao trivial; e

(2.2) VA, se A ¢ T, entdo T U { A} é trivial.
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(3) Logo, por 2.1 e 2.2, uma valoracao para o conjunto I" é
construida por uma funcéo f: | V,| - {0, 1}, tal que,
para cada f.b.f. A de V.

(3.a) A €T se, e somente se, f(A) = 1;
(3.b) A ¢ T se, e somente se, f(A) = 0.

(Provar, entao, que a funcao fé uma valoracao para um

conjunto qualquer I' de V,.)

(3.1) A funcao f ¢ uma valoragao para um conjunto qual-
quer de férmulas de V, e satisfaz as mesmas condicdes
que a funcao Vv, conforme esta é especificada na Def. 2.14.

Considerem-se, assim, os seguintes casos:

Caso 1:

(3.1.1) Seja f(A= B) = 1.

(3.1.2) Entao, por 3.1.1e 3.a,A=B eT.
(3.1.3) Por 3.1.2 e Prop. 2.13(0), A¢gTouB eT.
(3.1.4) Por 3.1.3 e 3.b, f(A)=0ou B eT.

(3.1.5) Por 3.1.4 e 3.a, f(A) =0 ou f(B) = 1.

(O que satisfaz v.)
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Caso 2:

(3.2.1) Seja f(A°) = (B°) = 1.

(3.2.2) Entao, por 3.2.1e 3.a,A°cT"'e B° eT.

(3.2.3) Por 3.2.2 e Prop. 2.13(a), T FA°eT | B°.

(3.2.4) Ora, por P. 6, A° = (B° = (A° A B?)).

(3.2.5) Por 3.2.4 e Prop. 1.8(b), | A° = (B° = (A° A B?))
(E, claramente, I |—A° = (B° = (A° A B?)).

(3.2.6) Por 3.2.3,3.2.5e P. 3, T | B> = (A° A B).

(3.2.7) Por 3.2.3,3.2.= e P. 3, }F A° A B°.

(3.2.8) Ora, por P. 11, (A° A B°) = (A = B)° A (A A B)°

A (A v B)°).

(3.2.9) Por 3.2.8 e Prop. 1.8(b), | (A° A B°) = (A= B)° A

(A AB)° A (Av B)O).
(E, claramente, I |— (A°AB°) = (A= B)° A (AAB)y
A (Av B)).

(3.2.10) Por 3.2.7, 3.2.9 e P. 3,T } (A = B)° A (A A B)°

A (Av B)e.

(3.2.11) Por 3.2.10 e repetidas aplicacées de P. 4, P. 5 e
P.3,T (A= B)°, T} (AAB)e 'l (AvB)y.

(3.2.12) Por 3.2.11 e Prop. 3.13(a), (A = B)° € I', (A A B)°

eTe(AvB)yeTl.
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(3.2.13) Por 3.2.12 e 3.a, f((A = B)°) = f((A A B)®) =
f((A v B)°) = 1.

(O que satisfaz v.)

Caso 3:

(3.3.1) Seja f(°(A)) = 1.

(3.3.2) Por 3.3.1 e 3.a, °A eT.

(3.3.3) Por 3.3.2 e Prop. 2.13(a), [" | °A.

(3.3.4) Por P. 14, A = (°(=A)).

(3.3.5) Por 3.3.4 e Prop. 1.8(b), F A = (°(=A))
(E, claramente, I |—A = (°(=A))).

(3.3.6) Por 3.3.3,3.3.5e P. 3, T }°(-A).

(3.3.7) Por 3.3.6 e Prop. 3.13(a), °(—A) T.

(3.3.8) Logo, por 3.3.7 e 3.a, f(°(-A)) = 1.

(O que satisfaz v.)

Caso 4:

(3.4.1) Seja f(A) = f(—=A) = 1.

(3.4.2) Por 3.4.1e3.a,Aecl'e—-A eT.

(3.4.3) Por 3.4.2 e Prop. 2.13(a), T FAel | —A.
(3.4.4) Ora, por P. 6, A = (-A = (A A =A)).
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(3.4.5) Por 3.4.4 e Prop. 1.8(b), |—A = (A= (A A-A)).
(E, claramente, I’ |—A = (-A = (A A -A)).

(3.4.6) Por 3.4.3,3.4.5e P. 3, T | -A = (A A —A).

(3.4.7) Por 3.4.3,3.4.6e P.3,T F A A A

(3.4.8) Por 3.4.7 e Prop. 2.13(a), AA —-A eT.

(3.4.9) Por 3.4.8 e Prop. 2.13(h), A° ¢T.

(3.4.10) Por 3.4.9 e 3.b, f(A°) = 0.

(O que satisfaz v.)

A fung:éofsatisfaz a todas as condi¢ées estipuladas
para a func¢do v da Def. 2.14. Logo, f é uma valora-
cao para qualquer I'. Portanto, f ¢ uma valoracao

para | V,|.

(4) Por 3, tem-se assegurado que, para toda f.b.f. A de T,
fa)=1.

(5) Assim, por 4 e Def. 2.16, f define uma valoragdo que é
um modelo paraT.
(Isto é, o conjunto I' tem um modelo.)

(6) Portanto, por 1-5, todo conjunto maximal nao trivial

de f.b.f. de 'V, tem um modelo.
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Proposicao 2.24 (Teorema da Completude): Se cada
modelo de I' é um modelo de { A }, entdo A é uma conse-

quéncia deT.

Prova:
(1) Admita-se que cada modelo de I" é um modelo de { A }.

(2) Seja v uma valoracgao que é um modelo de I', constru-
ida ao modo da funcdo f do Lema 2.23.

(3) Entao, por 1 e 2, vé um modelo de { A }.

(4) Por 3 e Def. 2.16, v(A) = 1.

(5) Por 4 e Def. 2.16, A eT.
(6) Por 5 e Prop. 2.13(a), I" |—A.

Proposicao 2.25: Em V,, os seguintes esquemas (entre
outros) nao sao validos.

(@) (Av—=A) v —-(Ar-A)

(b) A v (A A =A)

(c)Av-A

(d) Av A°

(e) =(A A —A)

(f) =A v A°
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(8 A= (A= A)
(h) °A A A°

Prova:

(a)
(1) Seja V((A v —A) v —(A A —A)) = 0.

(2) Por 1 e Def. 2.14(3), V(A v =A) =0 e V(=(A A =A)) =0.

(3) Por 2 e Def. 2.1(a), V(A v —-A) =0e v(A°) =0.

(4) Por 3 e Def. 2.14(3), v(A) = v(-=A) = V(A°) = 0; o que
nao contraria nenhuma clausula da Def. 2.14.

(5) Assim, por 1-4 e Def. 2.16, (A v =A) v —=(A = —A) nao
é valido em V,.

(b)

(1) Seja v(°A v (A A —=A)) =0.

(2) Por 1 e Def. 2.1(b), V(A v =A) v (A A =A)) =0.

(3) Por 2 e Def. 2.14(3), V(A v —A) = V(A A -A) = 0.

(4) Por 3 e Def. 2.14(3), V(A) = V(=A) = V(A A =A) = 0.

(5) Por 4 e Def. 2.14(2), V(A) = v(-A)=0 ¢, ou V(A) =0 ou
V(=A) = 0; o que nao contraria nenhuma clausula da

Def. 2.14.
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(6) Logo, por 1-5 e Def. 2.16, °A v (A A —A) nao é valido
em V..

(c)
(1) Seja V(A v —A) = 0.

(2) Por 1 e Def. 2.14(3), V(A) = v(—A) = 0; o que nao con-
traria nenhuma clausula da Def. 2.14.

(3) Portanto, por 1-2 e Def. 2.16, A v —A né&o é valido em
V.

(d)

(1) Seja v(A v A°) = 0.

(2) Por 1 e Def. 2.14(3), v(A) = v(A®°) = 0; o que nao con-
traria nenhuma cldusula da Def. 2.14.

(3) Portanto, por 1-2 e Def. 2.16, A v A° ndo é valido em
V..

(e)
(1) Seja V(=(A A =A)) = 0.

(2) Seja v, entao, de modo que V(A) = V(-A) = 1.
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(3) Ora, 2 nao contraria nenhuma das clausulas da Def.
2.14.

(4) Logo, por 1-3 e Def. 2.16, —(A = —A) nao é valido em
V..

(®

(1) Seja v(—A v A°) = 0.

(2) Por 1 e Def. 2.14(3), v(-A) = v(A°) = 0; o que nao con-
traria nenhuma cldusula da Def. 2.14.

(3) Logo, por 1-2 e Def. 2.16, —=A v A° néo é valido em V,.

()
(1) Seja V(°A = (——A = A)) = 0.

(2) Por 1 e Def. 2.14(1), v(°A) =1 e v(—A = A) = 0.

(3) Por 2 e Def. 2.14(1), V(°A) = v(w—A) =1 e v(A) = 0.

(4) Por 3 e Def. 2.1(b), V(A v -A) =v(3-A)=1e v(A)=0.

(5) Por 4 e Def. 2.14(3), V(A) =1 ou v(=A) =1, e V(——A)
=1levA)=0.

(6) Ora, esta desde (3) fixado que V(A) = 1.

(7) Logo, por 5 e 6, V(—=A) = v(——A) =1 e v(A) =0; o que

nao contraria nenhuma cldusula da Def. 2.14.
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(8) Portanto, por 1-7 e Def. 2.16, °A = (——A = A) nao é

vélido em V,.

(h)
(1) Seja V(°A A A°) = 0.

(2) Por 1 e Def. 2.14(2), v(°A) = 0 ou V(A°) = 0.

(3) Por 2 e Def. 2.14(b), V(A v —A) =0 ou v(A°) =0.

(4) Por 3 e Def. 2.14(3), v(A) = v(-=A) = 0 ou V(A°) = 0.

(5) De 4, por Distribuicao, V(A) = V(A°) = 0 ou V(-A) =
V(A°) = 0.

(6) Logo, por 1-6 e Def. 2.16, °A A A° nio é valido em V,



3. O Sistema Axiomdtico Formal V,

Este é o sistema correspondente ao caso em que, para
cada féormula, a lei do terceiro excluido ou a lei de contra-
di¢cdo nao é valida, mas ndo ambas. Neste capitulo, como

no anterior, a terminologia, notacao e referéncia a C, ado-

tadas sao as de Kleene!.

3.1. A Sintaxe de V,

Def. 3.1: (a) A° =pet =(A A —A)
(b) °A =pes A v —A
(c) A* =pes PA A A°
(d) =*A =pes A° A (A = —A)

Os postulados de "V, sdo os seguintes:

1.LA=>B=A)
2.A=B)=(A=>B=0)=AL=0))
3.A,A=B/B

4. ANB=A

5 AAB=B

' KLEENE, S. C. Mathematical logic.



SISTEMAS LOGICOS NAO ALETICOS: Uma introducdo as légicas paraconsistentes e paracompletas

98

6.A= (B=AAB)

7“7A=AVB

8. B=AvVvB

9.9 A=20C)=>((B=>0C)=>AvB=()

10.° AAB°A A= B AA= -B)=-A
11.A°AB° = (A=B°AAAB°’AAVB)°
12.°AA°B=°A=B)A°(AAB)A°(Av B)
13. A° = (—A)°

14. °A = °(=4A)

15. =*~*A = A

16. A v —=*A

Lema 3.2: } A= Apara toda f.b.f. A.

Prova:

Conforme demonstracio classica usual2.

Proposicao 3.3 (Teorema da Deducao): Se I' é um

conjunto de f.b.f. e Ae Bsdofb.f,el, A} B entdol }
A = B. Em particular, se A | B, entdo } A= B.

2 MENDELSON, Introduction to mathematical logic. p. 30.
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Prova:

Conforme demonstracgao classica usuals.

Proposicio 3.4: V, um subsistema préprio de V..

Proposicao 3.5: A negacio forte de V, (—*) tem todas as

propriedades da negacao classica.

Proposicao 3.6: Suponha-se que as formulasde I" U { F

} sdo formulas de C, (o Calculo Proposicional Classico),
cujas componentes atémicas sdo P, ..., Pn. Se T |, F, en-

tdo Pr*, ..., Put, T |, F.

Prova:

Analoga a prova da Prop. 2.5.

Proposicao 3.7: Admita-se ser A uma férmula de C, e

A* a formula obtida de A pela substituicdo de — por —*.

Se |—CO A, entdo |‘v1 A*.

3 Idem, pp. 30-31.
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Prova:

Analoga a prova da Prop. 2.6.

Proposicao 3.8: Se | A na ldgica positiva cldssica, entdo
FAem 'V,

Proposicao 3.9: Além dos esquemas e das regras da
Proposicio 2.8, provamos em V, entre outros, os seguin-

tes esquemas.

(a) A v (A A=A

(b)) A= (B3-A=A)
c)AA—-AAA°=B
(d)AvA°

(e) °A v A°

Proposicao 3.10: V, finitamente trivializavel.

Prova:

Analoga a prova da Prop. 2.9.

3.2. A Semantica de YV,
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Def. 3.11: Seja |V,| o conjunto das fb.f de V. Seja T
qualquer subconjunto de | V,|. O conjunto {A € | V,|: T
I A} é denotado por |T'|.

Def. 3.12: O conjunto I'" de formulas é dito ser trivial em

V. se F = |T'|; caso contrario, I' é chamado néo trivial.

Def. 3.13: " é um conjunto maximal néo trivial; se é ndo

trivial e, para todo A, se A ¢ I', entdo I U { A } é trivial.

Proposicao 3.14: Se I' é maximal ndo trivial, entao:

@l fFAcAeT
b)Ael'=>—-*A el
c)—-*Ael'=>Ael
(dAeTou-*Ael

e fFA=>AeT
ODAAAel'=>-Ael
(g -AAA°ceT = Ael
(hAA—-Ael=A°¢T
WDA°eTl'=>AA-Agll
DA A=>Bel'=>Bel
ODA=Bel'=>A¢lTouBel
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Prova:

(b)

(1) Por enunciagao, I' ¢ maximal nao trivial.

(2) Seja A eT.

(3) Seja, por absurdo, —=*A e T.

(4) Entéo, por 2 e Prop. 3.14(a), T' }F A.

(5) Por 3 e Prop. 3.14(a), ' | —*A.

(6) Por 5 e Def. 3.1(d), T |} A° A (A = —A).

(7) Oras, por P. 4, A° A (A = —A) = A°.

(8) Logo, por 7 e Prop. 1.8(b), } A° A (A = —A) = A°.
(Consequentemente, I' | A° A (A = —A) = A°).

(9) Por 6,8e P. 3, T | A°.

(10) Por P. 5, A° A (A = —-A) = (A = —A).

(11) Por 10 e Prop. 1.8(b), F A° A (A = —A) = (A = —A)
(Consequentemente, I' | A° A (A = —A) = (A = —A)).

(12) Por 6, 11e P. 3,T |} A = —A.

(13) Por 4, 12e P. 3, T | —A.

(14) Por P. 6, —A = (A° = A A A°).

(15) Por 14 e Prop. 1.8(b), T’ | —A = (A° = —-A A A°)
(Consequentemente, I' | A = (A° = —A A A?)).
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(16) Por 13, 15 e P.3, T } A° = —A A A°.

(17) Por 9,16 e P. 3, T | —A A A°.

(18) Por P.6, A = (WA A A° = A A=A A A°).

(19) Por 18 e Prop. 1.8(b), f A= (A AA° = A A —A A

A°)
(Consequentemente, I' f A = (A A A° = A A=A A
A°)).

(20) Por 4,19 P. 3, T F ~AAA° = A A —A A A°

(21) Por 17,20 e P. 3, T } A A —A A A°.

(22) Ora, por Prop. 3.9(c), FAA—-AAA°= B
(Consequentemente, I' | A A =A A A° = B).

(23) Entao, por 21, 22 e P. 3, T | B; 0 que, por 1 e Def.

3.13, é impossivel.

(24) Portanto, —*A ¢ T.

(d)

(1) Por enunciagao, I' € maximal nao trivial.

(2) Suponha-se, por absurdo, que A ¢ ' e —*A ¢ T.
(3) Assim, por 2, A ¢ T.

(4) E, também por 2, —*A ¢ T.

(5) Por 1, 3 e Def. 3.13, T, A } B.
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(6) Por 1, 4 e Def. 3.13, ', —*A | B.

(7) Por 5 e Prop. 3.3, T } A= B.

(8) Por 6 e Prop. 3.3, T } —*A = B.

(9) Por P. 9, (A = B) = ((-*A = B) = ((A v =*A) = B)).

(10) Por 9 e Prop. 1.8(b), | (A = B) = ((-*A = B) = (A

v —#A) = B))
(Consequentemente, I' | (A = B) = (-*A = B) = (A
v —#A) = B)).

(11) Logo, por 7, 10 e P. 3, T | (=*A = B) = ((A v —*A)

= B).

(12) Por 8, 11e P. 3, T } (A v —*A) = B.

(13) Ora, por P. 16, A v —*A.

(14) Por 13 e Prop. 1.8(b), | A v —*A
(Consequentemente, I' | A v —*A).

(15) Por 12, 14 e P. 3, T } B; o que, por 1 e Def. 3.13, é

impossivel.

(16) Portanto, A € ' ou —*A e T.

Def. 3.15: Uma valoracao de | V,| uma funcao v: | V,|

— {0, 1}, tal que:
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1. vVA=>B) =1<vA)=0ouvB)=1

2.vV(AAAB) =1 vA) =vB)=1

3.VAvB) =1l Vv(A)=1louvB)=1

4. v(A°) =v(B°) =1 = v(A=B)°) =v(AAB)°)==v(A
v B)?) =1

5. v(°A) =v(°B) =1 = v(°(A = B)) = v(°(A A B)) == v(°(A
vB)=1

6. V(A°) =1 = v((-A)°) =1

7.v(CA) =1= v(°(=A) =1

8. v(A) = v(—=A) =1 < V(A°) = 0.

Lema 3.16: Se v é uma valoracio para V, entdo V(A) =

1l V(—|*A) =0.

Prova:

1° lado:

(1) Seja v uma valoragio para V,.

(2) Seja v(A) = 1.

(3) Seja, por absurdo, V(—*A) = 1.

(4) Por 3 e Def. 3.1(d), V(A° A A = —-A) = 1.
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(5) Por 4 e Def. 3.15(2), V(A°) =1e V(A= -A) = 1.

(6) Por 4 e Def. 3.15(1), V(A°) =1e V(A) =0 ou v(-A) = 1.

(7) Ora, como esta fixado em 2 que V(A) = 1, entao, por 2
e 6, tem-se que V(A) = v(—-A) = V(A°) = 1; o que con-
traria a clausula 8 da Def. 3.15.

(8) Por 7, v néo é uma valoracdo para V,; o que, por 1, é

1mpossivel.

(9) Logo, por 1-8, v(—*A) = 0.

2° lado:

(1) Seja v uma valoracio para V..

(2) Seja v(—*A) = 0.

(3) Seja, por absurdo, V(A) = 0.

(4) Por 2 e Def. 3.1(d), V(A° A (A = —A)) = 0.

(5) Por 4 e Def. 3.15(2), v(A°) =0 ou V(A = —A) = 0.

(6) Por 5 Def. 3.15(1), V(A°) =0, ou V(A) =1 e V(-A) = 0.

(7) Ora, como esta fixado em 3 que V(A) =0, entao, por 3
e 6, tem-se que V(A) = V(A°) = 0; o que contraria a

clausula 8 da Def. 3.15.
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(8) Por 7, v néo é uma valoracéo para V, o que, por 1, é
impossivel.

(9) Logo, por 1-8, v(A) = 1.

Def. 3.17: Uma fb.f. A é dita ser valida em V, se, para

cada valoracao v, v(A) = 1. Uma valoracao v é um mo-

delo do conjunto I" se V(A) = 1 para toda f.b.f. A e I'. Se

cada modelo de T" é um modelo de {A}, entdo escrevemos

r |=A. Em particular, |=A significa que A é valida.

Lema 3.18: Se v é uma valoracio para 'V, entdo, se V(A)

= V(A = B) =1, entao v(B) = 1.

Prova:

Analoga a prova do Lema 2.17.

Lema 3.19: Se v é uma valoracio para V, entdo, se A é

um axioma de "V, entdo V(A) = 1.

Prova:

(1) Seja v uma valoracio para V..
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(2) Seja A um axioma de V.

(3) Consideremos, entdo, os seguintes casos:

Caso I1: A é um dos axiomas 1-9 de V..

(Demonstragao analoga ao Caso 1 do Lema 2.18.)

Caso 2: Aédaforma®’ AAB°AA=B)AA=-B) =
—A.

(Demonstragio analoga ao Caso 2 do Lema 2.18.)

Caso 3: A é da forma (A° A B°) = (A= B)° A (A A B)°
A (A v B)°).

(Demonstracio analoga ao Caso 3 do Lema 2.18.)

Caso 4: A é da forma °A = °(-A).

(Demonstragao analoga ao Caso 4 do Lema 2.18.)

Caso 5: A é da forma —*—*A = A.

(5.1) Seja V(—*—*A = A) = 0.

(5.2) Por 5.1 e Def. 3.15(1), V(—=*—*A) =1 e V(A)
=0.
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(5.2.1) Por 5.2, v(—*—*A) =1, e
(5.2.2) Por 5.2, v(A) = 0.
(5.3) Por 5.2.1 e Def. 3.1(d), v(—*(A° A (A A —A))
=1.
(5.4)Por 5.3 e Def. 3.1(d), V((A° A (A = =A))° A ((A° A
A=-A)=-A"A(A=>-4A))) =1.

(5.5)Por 5.4 e Def. 3.15(2), V(A° A (A = —-A))°)=1e
VA° A (A= —-A) = -(A°A (A= —-A) = 1.
(5.6)Por 5.5 e Def. 3.15(1), V(A° A (A = —-A))°) =1, e

VA°A(A=—-A)=00uV(—(A°A (A= —-A))) =1.
(5.7) Ora, sendo, por 5.2.2, V(A) = 0, entao:
(5.7.1) Por Def. 3.15(8), V(A®°) # 0; isto é, V(A°) =
1
(5.7.2) Por Def. 3.15(1), V(A = —A) = 0; isto é, V(A
= -A)=1.
(5.8) Logo, por 5.7, V(A° A (A = —A)) # 0.
(5.9)Assim, por 5.6 e 5.8, V((A° A (A = —A))°) = V(—(A°
A (A = —A))) = 1; o que contraria a Def. 3.15(8).
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(5.10) Por 5.9 e Def. 3.17, v nao é uma valoracao para
V. 0 que, por 1, é impossivel.

(5.11) Portanto, por 5.1-5.10, V(—*—*A = A) = 1.

(4) Portanto, v(A) = 1.

Proposicao 3.20 (Teorema da Correcao): Se A é uma
consequeéncia de I', entao cada modelo de I' é um modelo
de {A}.

Prova:

Analoga a prova da Prop. 2.19.

Def. 3.21: Um conjunto I" é dito ser enumeravel se, e so-
mente se, existir uma correspondéncia biunivoca entre I
el=1{1,23,...

Lema 3.22: O conjunto das férmulas de V, é enumeravel.

Prova:

Analoga a prova do Lema 2.21.
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Lema 3.23 (Lema de Lindenbaum): Se I" é ndo trivial,
entao I' esta contido em um conjunto maximal nao tri-

vial.

Prova:

Analoga a prova do Lema 2.22.

Lema 3.24: Todo conjunto maximal nao trivial de formu-

las tem um modelo.

Prova:

Analoga a prova do Lema 2.23. Observe-se, no entanto, a
necessidade de adaptacao da fun(;éof(de modo a satisfa-
zer a modificacdo na clausula 8 da Def. 3.15) para uma

valoracédo de V..

Proposicao 3.25 (Teorema da Completude): Se cada
modelo de I' é um modelo de {A}, entdao A é uma conse-

quéncia deT'.

Prova:
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Analoga a prova da Prop. 2.24.

Proposicao 3.26: Em "V, os seguintes esquemas (entre
outros) nao sao validos.

(a) A=>——A

(b) ——A= A

(c) Av —-A

(d) ~(A A =A)

Prova:
(a)

(2) Por 1 e Def. 3.15(1), v(A) =1 e v(—A) = 0; 0 que nao
contraria nenhuma clausula da Def. 3.15.

(3) Logo, por 1-2, A = ——A nio é valido em V..

(b)
(1) Seja v(——A = A) =0.

(2) Por 1 e Def. 3.15(1), v(—w—A) =1 e v(A) = 0; 0 que nao
contraria nenhuma clausula da Def. 3.15.

(3) Logo, por 1-2, ——A = A nio é valido em V..
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(©)
(1) Seja v(A v —=A) = 0.

(2) Por 1 e Def. 3.15(3), v(A) =0 e V(=A) = 0; 0 que nao
contraria nenhuma cldusula da Def. 3.15.

(3) Logo, por 1-2, A v —A néo é valido em V..

(d)

(1) Seja v(—=(A A =A)) = 0.

(2) Por 1 e Def. 3.1(a), V(A°) = 0; o que nio contraria ne-
nhuma clausula da Def. 3.15.

(3) Logo, por 1-2, =(A A —A) nao é valido em V..

Proposicao 3.27: 'V, um subsistema préprio de V..

Prova:

e Mostrar que todos os resultados que sdo validos em V,
sdo validos em V,; mas que, ao contrario, nem todos os

resultados validos em V, 0 sdo em V..
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e Isto significa mostrar que todos os resultados de "V, ou
sdo postulados de V, ou podem ser mostrados validos
a partir da valoracdo Vv atribuida a V..

e Ora, por construcdo de V, os postulados 1-14 de V, sdo
postulados de V,. Assim, por Lema 3.19 e Def. 3.17, os
postulados 1-14 de V, sdo validos em V.

e O postulado 15 de V,, no entanto, ndo é postulado de
V.

e Provar, entdo: (a) que o postulado 15 de V, é valido em
V; e, (b) além disso, que ao menos uma f.b.f. valida em

"V,ndo é valida em V..

(a) —*—*A = A, em que —*A =ps A = A A A° é valida
em V.
(1) Seja v uma valoracio para V..
(2) Seja V(—*—*A = A) = 0, em que —*A =ps A = —A
A A°.
(3) Por 2, V(—*(A = —A A A®) = A) = 0.
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(4 Por 3, V(A= -ArAA)=>-(A=>-ArAA)IA A=
-AAA°%°) = A)=0.

(5) Por 4 e Def. 3.15(1), V((IA=>-AAA°) > (A= -A
AAYAA=-AAA))=1eVv(A)=0.

(6) Por 5 e Def. 3.15(1), V(A = —-A A A°) =0 ou V(—(A
> -AANA)YAA=-AANAY))=1,eV(A)=0.

(7) Ora, se V(A) = 0, entao, por Def. 3.15(1), V(A = —-A
A A°) = 0.

(8) Por 6 e 7, entao, V(—(A = -A A A°) = V(A = —A

A A°)°) = 1; o que contraria a clausula 8 da Def.
3.15.

(9) Logo, por 8 e Def. 3.17, ¥ ndo é uma valoracao para

V; o que, por 1, é impossivel.

(10) Logo, por 1-9, V(—*—*A = A) = 1.
(b)
Caso 1:

(1.1) Seja v uma valoracio para V,.

(1.2) Seja V(CA v (A A =A)) = 0.
(1.3) Por 1.2 e Def. 2.14(3), V(°A) =0 e V(A A —=A)
=0.
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(1.4) Por 1.3 e Def. 2.1(b), V(A v -A) =0e V(A A
-A) = 0.
(1.5) Por 1.4 e Def. 2.14(3), v(A) = v(-A) =0 e
V(A A =A) =0.
(1.6)Por 1.4 e Def. 2.14(2), V(A) = v(-A) =0e V(A) =
0 ou v(—=A) = 0; o que nao contraria nenhuma

clausula da Def. 2.14 de valoracdo em V,.

Caso 2:

(2.1) Seja V' uma valoracdo para V..

(2.2) Seja V'(CAv (AA-A) =1.

(2.3) Por 2.2 e Def. 3.15(3), V'(°A) =1 ou V'(A A
-A) = 1.

(2.4) Por 2.3 e Def. 3.1(b), V'(A v —=A) =1 ou V'(A
A —=A) =1.

(2.5)Por 2.4 e 3.15(3), V'(A) =1 ou V'(-A) = 1, ou V'(A)

= V'(-A) = 1; o que nao contraria nenhuma clau-

sula da Def. 3.15 de valoracéo em V.
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o A fb.f. °A v (A A —A) é vilida em V, mas ndo é

valida em V..

Como todos os axiomas de V, sdo validos em V,, en-
tdo, por Prop. 3.25, todos os axiomas de V, sdo de-
monstraveis em V. Além disso, nem todos os resulta-
dos validos em V, sdo validos em V. Logo, V, um

subsistema préprio de V..



4. O Sistema Axiomdtico Formal V,’

Este é o sistema correspondente ao caso em que a lei do
terceiro excluido e a lei de contradi¢do ndo sao validas,
mas também nao sio equivalentes. E, na verdade, uma
versdo mais “elegante” do Sistema Axiomatico Formal

V.. Neste capitulo, como nos anteriores, a terminologia,
a notacdo e as referéncias a C, adotadas sdo as de Kle-

enel.

4.1. A sintaxe de V,’

Def. 4.1: (a) A° =pes =(A A —A)
(b) A* =pes A v —A
(c) =*A =pet A = (wA A A°)

Os postulados de V,’ sdo os seguintes:
1.L.A=>B=A)
2A=B)=(A=B=0)=A=0)
3.A,A=>B/B

' KLEENE, S. C. Mathematical logic.
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4. AAB=A

5, AnB=B

6.A=> (B=AAB)

7A=AvVvB

8. B=>AVvB

9. A=20)=(B=20=ALvB=0()

10. (A=>B) =>A) = A

11.AA-AAA°=B

12.A°AB°= (-A)°A A= B)°AAAB°A(Av B)°
13. A* AB* = (wA* A (A= B)*A (AAB)* A (Av B)*

Lema 4.2: } A= A para toda f.b.f. A

Prova:

Conforme demonstracao classica usual2.

Proposicao 4.3 (Teorema da Deducao): Se I' é um

conjunto de fb.f. e Ae Bsdofbf, eI, A| B entdol |
A = B. Em particular, se A } B, entdo | A= B.

2 MENDELSON, Introduction to mathematical logic. p. 30.
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Prova:

Conforme demonstracgao classica usuals.

Proposicao 4.4: V,’é equivalente a V.

Proposicao 4.5: A negacio forte de V,” (—=*) tem todas

as propriedades da negacao classica.

Prova:

Analoga a prova da Prop. 2.4.

Proposicao 4.6: Suponha-se que as formulasde I' U { F

} sdo formulas de C, (o Calculo Proposicional Classico),
cujas componentes atomicas sdo P1, ..., Pn. Se T }, F,

entdo P*1, ..., P+, T } F.

Prova:

Analoga a prova da Prop. 2.5.

3 Idem, pp. 30-31.
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Proposicao 4.7: Admita-se ser A uma férmula de C, e

A* a formula obtida de A pela substituicdo de — por —*.

Se e A, entdo Fy, A*.

Prova:

Analoga a prova da Prop. 2.6.

Proposicao 4.8: Se | A na légica positiva cldssica, entdo
FAem V,.

Proposicao 4.9: Em V,’, provamos os seguintes esque-
mas e regras:

@AAB° AA=>B)AA=-B)=>-A

(b) Se | A, entdo | °A

(c)A°A°B,-B=-A}A=B

(d) A° = (A= ——A4A)

e)AA-AAA°=B

HA° A A=A

(8) °A F°(AA=A)

(h)Av(A=B)

DA (A=A

() A*= (A=--A)
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1) A° = (A A -A)°

MAAA=>B AA=>-BAB)=-A
(n) A= (-Av —A)

(A, A=B|-AvB

@A FA=-A)=-A

(@ (Av —=A) v (Av-—--A)

) AA—*A } B

Proposicio 4.10: V,’ é finitamente trivializavel.

Prova:
Analoga a prova da Prop. 2.9. (Tome-se, como exemplo, a

formula A A —*A = B.)

4.2. A Semantica de V,’

Def. 4.11: Seja | V,’| o conjunto das f.b.f. de V,’ Seja T
qualquer subconjunto de | V,’|. O conjunto {A € |V,’|:
I | A} é denotado por |T'].

Def. 4.12: O conjunto I de f.b.f. é dito ser trivial em V,’

se | V.,’| = |T|; caso contrario, I' é dito ser néo trivial.
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Def. 4.13: T" é um conjunto maximal nao trivial; se é nao

trivial e, para todo A, se A ¢ T', entdao I' U {A} é trivial.

Proposicao 4.14: Se I' é maximal nao trivial, entao:
@l A< Ael
b)Ael = —-*Ael
(c)=*Ael=>Ae¢l
dAeTou-*Ael

() FA=AeT
OAAAeT = —-AegTl

(g -ArAA° el =>Ael
hAA—-AeTl=A%eTl

DA eTlT'=>AA-Agl

DA A=>Bel'=>BeTl
ODA=>Bel'=>A¢louBel

Def. 4.15: Uma valoracéo de V,”é uma funcao v: | V,’|
— {0, 1}, tal que:

1. V(A= B) =1 vA) =0 ou v(B) = 1

2. V(A AB) =1 VA) = v(B) = 1
3.VAvB)=1ovA)=1ouvB)=1
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4. vA)=vB)=1= W(=A)) = WA = B)) = V(A A B)
)=V(AvB))=1

5. V(A) = V(B) = 1 = v(°(-A)) = V(A = B)) = V(A &
B)=v((AvB) =1

6. V(A) = V(-=A) =1 = V(A) = 0.

Lema 4.16: Se v é uma valoracio para V,’, entdo V(A) =

J = /V(ﬁ*A) =0.

Prova:

Analoga a prova do Lema 2.15.

Def. 4.17: Uma f.b.f. A é dita ser valida em V,’ se, para
cada valoracao v, v(A) = 1. Uma valoracdo v é um mo-
delo do conjunto I" se V(A) = 1 para toda f.b.f. A e I'. Se

cada modelo de I' é um modelo de {A}, entao escrevemos

r |= A. Em particular, |=A significa que A é valida.

Lema 4.18: Se v é uma valoracdo para 'V, entdo, se V(A)

=v(A = B) =1, entao v(B) = 1.
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Prova:

Analoga a prova do Lema 2.17.

Lema 4.19: Se v é uma valoracdo para V, entdo; se A é

um axioma de V,’, entdo v(A) = 1.

Prova:
(1) Seja v uma valoracéo para V,’.
(2) Seja A um axioma de V,’.

(3) Consideremos, entdo, os seguintes casos:

Caso 1: A é um dos axiomas 1-9 de V,".
(1.1)Os axiomas 1-9 de V,’ sfio os mesmos axiomas

que os do Calculo Proposicional Classico.

(1.2)Além disso, a valoracdo atribuida as f.b.f. de V,’,
quando referida aos conectivos =, A e v, é clas-

sica. Entao, claramente, V(A) = 1 se A assume a

forma de algum dos axiomas 1-9 de V,’.

Caso 2: A é da forma (A= B) = A) = A.
2.1)Sejav((A=B)=A) = A)=0.
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(2.2) Por 2.1 e Def. 4.15(1), V(A= B) = A)=1eVv(A) =0.

(2.3)Por 2.2 e Def. 4.15(1), V(A = B) =0 ou v(A) =1,
e v(A) =0.

(2.4)Ora, tem-se fixado que vV(A) = 1.

(2.5)Logo, por 2.3e 2.4, vVIA=B)=0e v(A) =0.

(2.6) Por 2.5 e Def. 4.15(1), v(A) =1, v(B) =0 e v(A) =0.

(2.7 0ra, em 2.6 tem-se que V(A) =1 e v(A) # 1, ou,
alternativamente, que v(A) =0 e V(A) = 0; o que

é claramente impossivel.

(2.8) Logo, por 2.1-2.7, V((A=B) = A) => A) = 1.

Caso 3: A é da forma A A —A A A° = B.

(3.1)Seja V(A A=A AA°= B)=0.

(3.2) Por 3.1 e Def. 4.15(1), VAAA-AAA°)=1eVv(B)=0.

(3.3)Por 3.2 e Def. 4.15(2), V(A) = v(=A) = V(A°) = 1;
o que, por Def. 4.15(6), é impossivel.

(3.4)Logo, por 3.3, v ndo é uma valoracdo para V.’ o

que, por 1, é impossivel.

(3.5) Portanto, V(A A -A A A° = B) = 1.
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Caso 4: A é daforma A°AB°= (wA)°A (A= B)°A (A
A B)° A (A v B)°.
(4.1)Seja V(A° A B° = (A)° A (A= B)°A (AAB)° A
(Av B))=0.
(4.2)Por 4.1 e Def. 4.15(1), V(A° A B°) =1 e V((-A)° A
A=B°AAAB°AAvVB)°=0.
(4.3)Por 4.2 e Def.4.15(2), v(A°) = v(B°) =1 e V((—A)
IANA=B)PAAAB)PAAVB))=0.
(4.4)Por 4.3 e Def. 4.15(2), V(A°) = v(B°) =1 e V((—A)°)
=0ouvA=B)°=00uv(AAB)°=00ouvAv
B)° = 0; o que, por Def. 4.15(4), é impossivel.
(4.5) Entao, por 4.4, v nao é uma valoracao para
V.’ o que, por 1, é impossivel.
(4.6) Logo, por 4.1-4.5, V(A° A B° = (-A)° A (A=
B°A(AAB°AAVB))=1.

(4) Portanto, v(A) = 1.

Proposicao 4.20 (Teorema da Correcao): Se A é uma
consequéncia de I', entdo cada modelo de I' é um modelo

de {AL.

127
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Prova:

Analoga a prova da Prop. 2.19.

Def. 4.21: Um conjunto I' é dito ser enumeravel se, e so-
mente se, existir uma correspondéncia biunivoca entre I

e l=1{1,23,..1.

Lema 2.22: O conjunto das férmulas de V,’ é enumera-

vel.

Prova:

Analoga a prova do Lema 2.21.

Lema 4.23 (Lema de Lindenbaum): Se I" é néao trivial,
entao I' esta contido em um conjunto maximal nao tri-

vial.

Prova:

Analoga a prova do Lema 2.22.

Lema 4.24: Todo conjunto maximal néo trivial de férmu-

las tem um modelo.
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Prova:
Analoga a prova do Lema 2.23. Observe-se que inclusive

a funcdo f definida para o Lema 2.23 aplica-se ao pre-

sente caso.

Proposicao 4.25 (Teorema da Completude): Se cada

modelo de I' é um modelo de {4}, entdo ‘A é uma conse-

quéncia de T

Prova:

Analoga a prova da Prop. 2.24.

Proposicao 4.26: Em V,’, os seguintes esquemas (entre
outros) nao sao validos.

(@ (Av —-A)v-(Ar-A)

(b) °A v (A A =A)

(c)Av—-A

(d) AvA°

(e) =(A A —A)

H -A v A°

(g °A= (A=A

(h) °PA A A°
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Prova:

Analogas as provas da Prop. 2.25.



5. O Sistema Axiomdtico Formal V,’

Este é o sistema correspondente ao caso em que, para
cada féormula, a lei do terceiro excluido ou a lei de contra-
di¢do nao é valida, mas nao ambas. E, na verdade, uma

versdo mais "elegante" de V. Neste capitulo, como nos
anteriores, a terminologia, a notacao e a referéncia a C,

adotadas sdo as de Kleene!.

5.1. A Sintaxe de V,’

Def. 5.1: (a) A° =pes =(A A —A)
(b) A* —Def Av -A
(C) — A =psr A= (—|A 7AN Ao)

Os postulados de V,”sdo os seguintes:

1.L.A=>B=A)

2A=>B =>(A=>B=0)=>A=0(0)
3.A,A=B/B

4. AAB=A

' KLEENE, S. C. Mathematical logic.
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5, AAB=B

6. A= (B=AAB)

7A=AVB

8. B=>AvVB

9.9 A=20C)=>((B=>0C)=>AvB=()

10. (A=B) =A)=A

11.AA-AAA°=B

12.A°AB°= (-A)°A A= B)°AAAB°A(Av B)°
13. A* AB* = (RA)* AA=B)* A(AAB)* A(Av B)*
14. Av A°

Lema 5.2: } A= A para toda f.b.f. A

Prova:

Conforme demonstracao classica usual2.

Proposicao 5.3 (Teorema da Deducao): Se I' é um

conjunto de fb.f. e Ae Bsdofbf,el, A | B entdol |
A = B. Em particular, se A } B, entdo | A= B.

2 MENDELSON, Introduction to mathematical logic. p. 30.
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Prova:

Conforme demonstracgao classica usuals.

Proposicao 5.4: V,”é equivalente a V..

Proposicao 5.5: A negacio forte de V, (—*) tem todas as

propriedades da negacao classica.

Prova:

Analoga a prova da Prop. 2.4.

Proposicao 5.6: Suponha-se que as formulasde I' U { F

} sdo formulas de C, (o Calculo Proposicional Classico),

cujas componentes atémicas sdo P1, ..., Pn. Se T |, F, en-

tdo P+, ..., Pra, T } F.

Prova:

Analoga a prova da Prop. 2.5.

3 Idem, pp. 30-31.
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Proposicao 5.7: Admita-se ser A uma férmula de C, e

A*, a féormula obtida de A pela substitui¢do de — por —*.

Se e A, entdo |y, A*.

Prova:
Analoga a prova da Prop. 2.6.
Proposic¢ao 5.8: Se | A na légica positiva cldssica, entdo

FAem V.

Proposicao 5.9: Em V,’, provamos os seguintes esque-
mas e regras:

(@) °A v (A A —A)

B) A = (2mA = A)

(©Ar—AnA =B

(d) °A v A

Prova:

Analogas as provas exibidas em Prop. 3.9.

Proposicao 5.10: V,”é finitamente trivializavel.
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Prova:

Analoga a prova da Prop. 2.9.

5.2. A Semantica de V,’

Def. 5.11: Seja | V.’| o conjunto das f.b.f. de V.’ Seja T’
qualquer subconjunto de | V,’|. O conjunto {A € |V,’|:

I | A} é denotado por |T'|.

Def. 5.12: O conjunto I' de f.b.f. é dito ser trivial em V,’

se | V| = |I'|; caso contrario, I' é dito ser néo trivial.

Def. 5.13: T é um conjunto maximal nao trivial; se é ndo

trivial e, para todo A, se A ¢ I', entao I' U {A} é trivial.

Proposicao 5.14: Se I' é maximal nao trivial, entéao:
@l A AeT

b)Ael'=—-*Ael

(c)-*AeT=A¢l

(dAeTou—-*Aell

() FA=>AeT
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ODAAA el =>—-Ael
(g -AAA° el =>Agl
h)AA-Ael=>A°¢l
WD)A°eTl'=>AA—-Ael
DA A=>Bel'=>BeTl
DA=>Bell'=A¢TouBel

Prova:

Analogas as provas exibidas em Prop. 2.13.

Def. 5.15: Uma valoracdo de V,” é uma funcdo v: | V,’|
— {0, 1}, tal que:

1.vVA=B)=1<VvA)=0ouv®B)=1

22 VAAB) =1 vA) =vB)=1

3.VAvB) =1 v@A)=1ouvB)=1

4. V(A°) = v(B®) = 1 = V(=A)°) = V(A = B)®) = V(A A
B)’) =v((Av B)°) =1

5. v(°A) = v(°B) = 1 = v(°(=A)) = V(°(A = B)) = v(°(A A
B)) =v(*(Av B)) = 1.

6. V(A) = v(—=A) =1 < V(A°) = 0.



SISTEMAS LOGICOS NAO ALETICOS: Uma introducdo as légicas paraconsistentes e paracompletas 1 37

Lema 5.16: Se v é uma valoracdo para V,’, entdo V(A) =

1 V(—*A) = 0.

Prova:

Analoga a prova do Lema 3.16.

Def. 5.17: Uma f.b.f. A é dita ser valida em V, se, para
cada valoracao v, v(A) = 1. Uma valoracdo v é um mo-
delo do conjunto I" se V(A) = 1 para toda f.b.f. A eT'. Se

cada modelo de I' é um modelo de {A}, entdo escrevemos
r |= A. Em particular, |=A significa que A é valida.
Lema 5.18: Se v é uma valoracio para V, entdo, se V(A)

=v(A = B) =1, entao v(B) = 1.

Prova:

Analoga a prova do Lema 2.17.

Lema 5.19: Se v é uma valoracdo para V, entdo; se A é

um axioma de V, entdo V(A) = 1.
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Prova:

Analoga a prova do Lema 4.19, exceto pelo axioma 14.
Demonstremos, entao, que V(A v A°) = 1.

(1) Seja v(A v A°) =0.

(2) Por 1 e Def. 5.15(3), v(A) = v(A°) = 0; o que, por Def.
5.15(6), € impossivel.

(3) Logo, por 2, v ndo é uma valoracio para V.’ o que,
por 1, é impossivel.

(4) Portanto, por 1-3, V(A v A°) = 1.

e ~ b ’ .
. Se v é uma valoracdo para V, e A é um axioma de

V., entdao V(A) = 1.

Proposicao 5.20 (Teorema da Correcao): Se A é uma con-

sequéncia de I', entdo cada modelo de I" é um modelo de {A}.

Prova:

Analoga a prova da Prop. 2.19.

Def. 5.21: Um conjunto I' é dito ser enumeravel se, e so-

mente se, existir uma correspondéncia biunivoca entre I

el=1{1,23, ...
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Lema 5.22: O conjunto das férmulas de V,” é enumera-

vel.

Prova:

Analoga a prova do Lema 2.21.

Lema 5.23 (Lema de Lindenbaum): Se I" é nio trivial,
entao I' estda contido em um conjunto maximal nao tri-

vial.

Prova:

Analoga a prova do Lema 2.22.

Lema 5.24: Todo conjunto maximal nao trivial de formu-

las tem um modelo.

Prova:
Analoga a prova do Lema 3.24. Observe-se que inclusive

a func;éofdefinida para aquele Lema, com uma pequena

adaptacao, aplica-se ao presente caso.
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Proposicao 5.25 (Teorema da Completude): Se cada

modelo de I' é um modelo de {4}, entdo A é uma conse-

quéncia de T'.

Prova:

Anaéloga a prova da Prop. 2.24.

Proposicao 5.26: Em V., os seguintes esquemas (entre
outros) nao sao validos.

(@) A = ——A

(b) ——A = A

(© Av —A

(d) =(A A =A)

Prova:

Analoga a prova para a Prop. 3.26.



Posfacio

por Paulo Filipe Alves de Vasconcelos
Universidad de Salamanca

Salamanca, Espana

O livro que aqui termina nao encerra o tema. E, antes,
um primeiro convite, uma primeira aproximacao. E im-
portante, por esse motivo, termina-lo com uma provoca-
¢do, com perguntas por responder em outros lugares, ca-
bendo a nés ser voluntariamente incompletos: a introdu-
¢ao esta feita e sabemos que uma introduc¢éo nao pode
nem deve resumir, se ndo que se posicionar como refe-
réncia, um facilitador do porvir. Sdo 50 anos de producao
paraconsistente, nao lhes faltara tema.

Contudo, antes de provoca-los, é preciso dizer que
nods, 0s curiosos que aqui estamos, trazemos conosco uma
larga histéria intelectual marcada pela busca da ver-
dade. O século XX, por outro lado, parece ter deixado va-
rios legados que, ao mesmo tempo em que se multiplica-

ram em diversos frontes essa busca, esvaziaram de sen-
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tido a procura por uma raiz Gnica ou geral, seja esta epis-
temologica, ontoldgica ou logica, que justifique as de-
mais. Se na Antiguidade, pelo menos desde Soécrates, o
desejo pela certeza marca uma dicotomia entre o bom,
verdadeiro e belo versus a pluralidade erronea que se
opoe, hoje buscamos e desenvolvemos instrumentos que,
sem dever nada em rigor, sao capazes de nos guiar dentro
das multiplas formas de atuacao possiveis, abertas por
esta e desde esta mesma preocupacao e producgao intelec-
tual e material. Apaga-se o conceito de correto e ganha
evidéncia o de adequado; o de éxito e confiabilidade subs-
titui o de certeza, sem que com isso caiamos nos fossos da
arbitrariedade ou do acaso. O avanco tedrico e tecnolo-
gico que é simbolo de nosso tempo leva consigo essa fle-
xibilizacao, essa busca pelos matizes que se incorporam
e se incluem aos meios nao necessariamente dicotomicos
e binarios, mas sem que nesse transito se coloque uma
justificativa desde um sentimento ou ideal estético de re-
lativizacgao, tdo comum nas ultimas décadas.

A necessidade por esse novo tipo de formalizacao

se impoe desde os proprios objetos, problemas e sistemas
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com 0s quais nos deparamos. Se os gregos se viram im-
pelidos a buscar o fundamento e a origem do que “é” di-
ante do aparente caos, suas regras para o pensar refle-
tem essa necessidade e projeto de centralizacio tedrica;
no nosso universo cientifico e epistemologico, ja existe
sensac¢do de confiancga e controle o suficiente para que fa-
camos a passagem desde esse recorte do controlavel, imu-
tavel, seguro e uno, para aquelas outras partes do mundo
cuja complexidade nao permite tal redutibilidade e onde
esse tipo de pensamento é simplesmente insuficiente.
Nao por acaso, essas novas regras para o pensar,
especificamente as légicas paraconsistentes e paracom-
pletas, sdo tao uteis e aplicaveis nos mais novos sistemas
e tecnologias, notadamente na informatica, justamente
atendendo a crescente necessidade de algoritmos e grafos
capazes de tomar decisoes diante de informagdes contra-
ditérias, incompletas e/ou imprecisas, sejam essas deci-
soes em sistemas de inteligéncia artificial, sejam em sis-
temas robéticos, de computacido neural, prospeccao de in-
formacgao de banco de dados ou até mesmo em sistemas

de controle de trafego em grandes cidades.
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Em economia, também podemos encontrar aplica-
¢coes em modelos de teoria dos jogos e em analise de fi-
nancas. Na area de engenharia, para além da informa-
tica e robotica, temos processadores de imagem e som,
controladores de processos de automacao e de distribui-
cao/producao de energia elétrica, além do que nio pode-
mos esquecer a possibilidade de aplicagdo em campos da
fisica tedrica (principalmente quantica).

Nenhum desses campos de atividade e conheci-
mento é fundamentalmente dependente dessas légicas
para que realizem suas respectivas fungées ou para lo-
grar suas explicagoes, se ndo que estas desempenham pa-
pel de otimizacao e aprimoramento: se traduzem em van-
tagens tedricas e em ganhos de eficiéncia, eficacia ou pre-
cisdo. O que todos mantém em comum ¢é a tendéncia pela
parametrizacio do vago, difuso ou incerto, pela automa-
tizacdo (normatizacao) da decisdo em situagdes que an-
tes, desde a forma classica de pensar, considerariamos
aporias.

Se antes houve a promessa de provocagao, é por-
que o “estado da arte” requer ser provocado, ndo apenas

desde a compreensio, o uso e o dominio do tema neste
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livro introduzido, mas também desde suas implicacoes
dentro desses usos, tanto tedricos quanto praticos, dentro
e fora do ambito académico. Entendo que Sistemas logi-
cos ndo aléticos caminha nessa direcdo, contribuindo a
formalizacao dessa nova explicita, cientifica e técnica
forma de pensar os novos desafios e objetivos de nossa
civilizacao e ciéncia (como parte integrante dessa civili-
zacao). A provocacdo que deixamos nao poderia, desse
modo, ser uma que colocasse a possibilidade aqui intro-
duzida como uma continuac¢io inequivoca da tradi¢ido
que a precede, mas como uma fértil possibilidade, dentre
outras, de produzir novidade através do esforco analitico
e normalizador, seja dentro da prépria logica seja no de-
senho de um chip ou um rob6. Aprimorando nossos siste-
mas e maquinas de pensar, quica possamos aprender nos

mesmos a pensar melhor.
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