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RESUMO

O estudo de geodésicas é a analise intrinseca do estudo da geometria de espago-tempo. Neste Projeto,
geodésicas tipo-espaco e tipo-tempo sédo estudadas no caso dos espago-tempos de Schwarzschild, buracos
negros de Reissner-Nordstrom e Kerr, e seus analogos em matéria condensada. Estes espago-tempos ja
foram investigados com alto grau de eficacia em muitos artigos e alguns livros. Porém, ha alguns aspectos
importantes nessas abordagens que merecem uma melhor andlise detalhada, e é nessa perspectiva que
iremos trabalhar nesse Projeto de Pesquisa.
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STUDY OF GEODESIC IN BLACK HOLES AND THEIR ANALOGUES IN CONDENSED MATTER
ABSTRACT

The study of geodesic is the intrinsic analysis of the study of the geometry of space-time. In this Work,
geodesic space-like and time-like are studied in the case of Schwarzschild space-time, Reissner-
Nordstrom and Kerr, and their analogues in condensad matter. These space-times were already
investigated with high degree of effectiveness in many papers and some books. However, there are
some important aspects in those approaches that deserve a better detailed analysis, and it is in that
perspective that we will work in that Project of Research.
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INTRODUGAO

O estudo sobre os aspectos da fisica do espago tempo curvo,focalizando nosso interesse em
estudar o comportamento de trajetérias de particulas na presenca de buracos negros e em seus analogos
em matéria condensada.

O fluxo de fluido supersénico pode gerar entdo um “Buraco mudo”, o analogo acustico de um
“buraco negro”, e a analogia pode ser estendida para o estudo da presenca da radiagcdo fondnica de
Hawking para horizontes acusticos

Como um exemplo das previsdes da relatividade geral, podemos mencionar os buracos negros, cuja
existéncia foi prevista pela primeira vez por Oppenheimer e Snyder, em 1939. Segundo a teoria da
relatividade geral, quando a densidade de um objeto (uma estrela, por exemplo) € muito grande, a atragao
gravitacional se torna tdo intensa que nada, nem mesmo a luz ou outro tipo de radiacdo eletromagnética,
consegue escapar de uma regido em torno do objeto, definida por um raio critico. Uma propriedade notavel
de um objeto desse tipo é que nada que acontece nas suas proximidades pode ser transmitida a um
observador externo.Efeito semelhante no contexto de ondas sonoras ocorre quando consideramos um fluido
com velocidade maior que a do som, o que da origem aos analogos sénicos dos buracos negros.
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Os buracos mudos, “sdo analogos sbnicos dos buracos negros”. Imaginemos um fluido, como a
agua caindo numa cachoeira, acelerando até ultrapassar a velocidade do som.Agora, imagine que He um
ponto, na queda d’agua, em que a velocidade ultrapassa a do som.Qualquer sinal sonoro nesta regido nao
escapara. Isto €, o som vai até um certo ponto e depois é vencido pela agua.Embora esses buracos mudos
tenham suas leis governadas pela hidrodindmica, e os buracos negros — objetos gerados a partir dos restos
de estrelas que sédo tdo compactos que sua gravidade ndo deixa nem a luz escapar deles, os quais séo
geridos pela relatividade geral de Einstein. Esta paralelo pode ser util para realizar estudos sobre buracos
negros que em principio, ndo poderiam ser feitos com um buraco negro gravitacional.

Como o som se propagaria num meio que apresente um estrutura tipo Schwarzschild como
propriedades tais que o raio de Schwarzschild s6nico seja maior que o raio da distribuicdo de matéria que
contém um atomo de hidrogénio, por exemplo? Sera que teremos um a espécie de buraco negro sonoro
(n&o apresentando colapso de luz no raio de Schwarzschild, e sim colapso do som)?

METODOS

Dando inicio ao trabalho fez-se um estudo preliminar de Fisica Moderna, analisando as limitagbes da
fisica classica e dando maior enfoque na teoria de Schrodinger; Mecanica Quantica, para entender as leis
que rege o mundo microscépico; e Algebra Tensorial, tomando como base os estudos feitos na bibliografia
indicada. Em seguida houve um estudo basico sobre Relatividade Geral, que tal conteido forneceu
subsidios para avangar bastante na pesquisa.

Os conhecimentos atuais da fisica nos sugerem que o Universo primitivo sofreu uma série de
mudancgas, conhecidas como transicdes de fase, nas quais devem ter surgido os defeitos topoldgicos,
dentre os quais 0 mais conhecido e estudado, é a corda cosmica (defeito linear), os monopolos (defeito
pontual), e os buracos negros. A importancia de tais defeitos topoldgicos & na formagao de estruturas, tais
como, formagao de galaxias, aglomerados, entre outros.

Uma das previsbes da relatividade geral, pode-se mencionar os buracos negros, cuja existéncia foi
prevista pela primeira vez por Oppenheimer e Snyder, em 1939. Segundo a teoria da relatividade geral,
quando a densidade de um objeto (uma estrela, por exemplo) € muito grande, a atragdo gravitacional se
torna tao intensa que nada, nem mesmo a luz ou outro tipo de radiagédo eletromagnética, consegue escapar
de uma regido em torno do objeto, definida por um raio critico. Imagine um fluido, como a agua caindo numa
cachoeira, acelerando até ultrapassar a velocidade do som. Agora, imagine que ha um ponto, na queda
d'agua, em que a velocidade da agua ultrapassa a do som; qualquer sinal sonoro nesta regido nao
escapara, o som vai até um certo ponto e depois € vencido pela agua, estes sdo os chamados de buracos
sbnicos, sdo os analogos sOnicos dos buracos negros. Embora esses buracos sbnicos tenham suas leis
governadas pela hidrodinadmica, e os buracos negros objetos gerados a partir dos restos de estrelas que
sdo tdo compactos que sua gravidade nao deixa nem a luz escapar. Este paralelo pode ser util para realizar
estudos sobre buracos negros que jamais poderiam ser feitos com um buraco negro gravitacional.
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RESULTADOS E DISCUSSAO

Nos estudo dos buracos sénicos (analogos sénicos dos buracos negros), teve que considerar para um
fluido irrotacional , onde se obteve o seguinte elemento de linha (VISSER, 2004)

ds* =—(vi v, )dt* =2, ¥t + ¥ .ax

P(r,0) = Aln( %} —B(0) V=-Vg= [_
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Nos estudos dos buracos negros sbénicos ( Analogos sdnicos dos buracos negros ),consideramos
um fluido irrotacional, onde se obtém o seguinte elemento de linha.
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Entdo para a métrica acima, a Lagrangiana fica:

L =%va A tB j(i)2 2 i B0 (2 — 0 —(2)2} (5)
r r

Onde o ponto (s) denota a diferencial com respeito a 7, aplicando as eqs de Euler-Lagrange,
teremos :

Desta forma obteremos:



Bt—(2r0+rO)r |=0

Onde a eq (10) representa a eq de uma reta,

z=At+B

A e B sdo constantes de integragao.

No espaco — tempo de Schwarzschild, temos:

(s)’ = (1--)(;) —(1——] (r)? r2(92+sen29¢2)

A lagrangiana fica:

L:%{VY [ j(z) —(1——) (r) r2(6’2+sen29¢2)}

Os correspondentes momentos canénicos sao:
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Fixando um valor para @, tal que 8 = E , simplificaremos as eqgs (14) e (15) em:

p,=0 e p(p:MrZ()):l (18)

Onde / representa 0 momento angular sobre o eixo normal.
Da eq (12), teremos:
OL 2m -
pt:—.=M|:(1——j(Ct):|:E (19)
ot r
onde E é a energia cinética.

Usando as relagdes (16) e (17), podemos reescrever a lagrangiana da seguinte forma:
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e obter

2 2 2
A
(Mv, ) dr r )Mr

. ~ . . -1 . .
Considerando r como uma funcdo de ¢ e substituindo r por # =7 ", como uma variavel independente,

teremos:
2 d 2
L _fdu +u’ = 2mu’ (22)
vl do



Considere D = VLI , assim:
E
’ 1
(—j =2mu’ —u’ +E = f(u) (23)

Da eq (21), observamos que a eq radial para ¢ = const , entéo:
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Assim,
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Integrando (26), obteremos as eqs para (r) e (t) :
r0=r+2Mln[L—1j e t=ry+c (27)
2m

Onde c é uma constante de integracao.

Podemos obter as equagdes das geodésicas também através da métrica para uma despiragao
obtida por Katanaev e Volovich, dada por:

(28)
ds* =dz* +dr* +a*r’dé*

Escrevendo a métrica em coordenadas espaciais e levando em conta alem da declinagao a “tor¢ao”,
teremos:

ds® = —c* (di +adO) +dr* +a*r?d6* +(dz+ d o)’ (29)

Montando a lagrangiana e usando a relagcdo de Euler-Lagrange, como nas casos
anteriores,obteremos as seguintes eqs:
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d’0 2drdo _ (32)
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Assim substituindo (32) em (30), teremos:

d’z d*6
dr’ p dr’
Integrando a eq (33), obteremos:
z+ B0 =At+B (34)

Onde A e B séo constantes de integragéo.

Fazendo uma manipulagdo nas eqgs (31) e (32), ficaremos:

2 2
e _c . l(@j +%:E (35)
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Onde C e E sdo constantes de integracao.

Assim com simples manipula¢des dessas equacdes, podemos obter as equacdes das geodésicas:

C? 2
r(r)= +2E(t+D) (36)

(1) :larctan(m]+i (37)
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z(t)=At—ﬁarctan(zEa(é'+D)j—ﬂF+B (58)
a a

Onde F é uma constante de integracgao.
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Fig.1. Grafico da Geodésica com os parametros de desclinagdo o = E e de tor¢ao f=0.

CONCLUSOES

O estudo de geodésicas foi feito com base a uma analise intrinseca do estudo da geometria de espacgo-
tempo.Neste Projeto,geodésicas tipo-espago e tipo-tempo foram estudadas no caso dos espagos-tempos de
Schwarzschild e Katanaev e Volovich , e seus analogos em matérias condensada. Estes espagos-tempo ja
foram investigados com alto grau de eficacia em muitos artigos e alguns livros. Porém, havia alguns
aspectos significativos nestes tratamentos que mereciam uma melhor analise detalhada
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