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RESUMO

A Geometria Diferencial estuda objetos de natureza geométrica, por exemplo, curvas e superficies,
utilizando as técnicas da andlise, da algebra linear, entre outras. A Geometria Diferencial classica engloba o
estudo de propriedades geométricas de curvas e superficies. Essas propriedades podem ser locais, quando
se estuda as proximidades (vizinhangas) de um ponto, ou globais, que sédo propriedades validas em todos
0s pontos da superficie.

E possivel encontrar aplicagdes da Geometria diferencial em varias outras areas, como por exemplo, as
engenharias (no estudo da mecéanica do continuo, na teoria da elasticidade, etc.), fisica (na teoria da
relatividade) e computagéo (na computacao grafica e no processamento de imagens), entre outras.

Em nosso trabalho estudamos algumas propriedades intrinsecas as superficies, utilizando-se de
ferramentas da analise e da algebra linear.

Palavras-chave: geometria diferencial, formulas de Minkowski, teorema de Hadamard, superficies
convexas.

GEOMETRIC ANALYSIS AND DIFFERENTIAL GEOMETRY GLOBAL OF
SURFACES

ABSTRACT

Classical differential geometry studies the geometrical properties of plane and spatial curves and
surfaces using the techniques from linear algebra, calculus, analyses and topology, among others. These
geometrical properties may be local, i. e, in the neighborhood of a point, or global, when the object of study
is considered as a whole.

Differential geometry has important applications in various areas of science and engineering like the
theory of elasticity, relativity theory, graphic computation and imaging processing, for example.

In our work we study some intrinsic properties of surfaces through the techniques of analysis and linear
algebra.

Keywords: differential geometry, Minkowski formulae, theorem of Hadamard, convex surfaces.
INTRODUGAO

Neste projeto fizemos um estudo de propriedades globais intrinsecas as superficies. As propriedades
globais sao propriedades validas na superficie como um todo e ndo apenas numa vizinhanga de um ponto
da mesma. Em um primeiro momento, foi feito o estudo fazendo uso do livro Geometria Diferencial de
Curvas e Superficies, M. P. DO CARMO, onde estudamos o conceito de superficie abstrata e alguns
resultados globais como a rigidez da esfera, superficies completas e o teorema de Hopf-Rinow, primeira e
segunda variagbes do comprimento de arco, e o teorema de Bonnet. Num segundo momento, o estudo foi
realizado fazendo uso do livro do autor LUIS ALIAS, intitulado Analises Geométrico y Geometria Global
das Superficies: Una Introduccion Elemental, onde é utilizada uma abordagem analitica e mais enxuta
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para obtenc¢ao dos resultados globais intrinsecos a superficie, tais como, a existéncia de pontos elipticos, o
teorema de Hadamard e as formulas de Minkowski.

Este artigo apresenta o conteudo estudado na segunda fase do projeto de iniciagéo cientifica “analise
geométrica e geometria diferencial global de superficies”, correspondente ao periodo de Fevereiro de
2009 a Julho de 2009. Serdo apresentados os pré-requisitos de analise na superficie como gradiente,
laplaciano, divergente, hessiano e etc. Em seguida, mostraremos o teorema de Hadamard e as férmulas de
Minkowski. Mostraremos duas formas distintas de demonstragdo da segunda férmula de Minkowski.

1. Notagodes e primeiras definigoes.

O simbolo ¥ c IR’ denotara uma superficie regular conexa do espaco euclidiano R*. Como
sabemos a restricdo da métrica euclidiana ao plano tangente da superficie induz um produto escalar (ou
produto interno) sobre cada plano tangente, no sentido de que, para cada ponto p € X, a aplicagéo

() :TExT,2— R
p p P
sobre TpE, que denota o plano tangente a ¥ em p, é definida por
(v, Vv>p =(v,w), eT,z,
€ uma aplicagéo bilinear simétrica e definida positiva (isto &, <\7,\7>p >0, Vve Tx- {6} ) sobre T'%.

Esta aplicagao € chamada de primeira forma fundamental da superficie.
Suponhamos que a superficie é orientavel e seja N sua aplicagdo de Gauss. Isto é, N é um
campo normal unitario definido sobre a superficie, de modo que, para cada ponto p € X, o plano tangente

T2={e R : (% N(p)) =0}
Como |N(p)| =1, VpeX entdo N pode ser vista como uma aplicagéo diferenciavel N : ¥ — S, onde
S? ={xe R’ :|x|2 =1}.
Ou seja, S° é a esfera unitaria de IR’ centrada na origem de IR’. O conjunto N(X), aimagem esférica da

superficie, contém todas as dire¢cdes perpendiculares a superficie em algum ponto dela.
Em cada ponto p € X, a derivada da aplicagdo de Gauss com respeito a um vetor v € TpZ é

definida por
_ d
dN, (V) =, N@(®)

onde o : I — X é qualquer curva parametrizada em X com a(¢,) = p e «'(t,) =v. Como N é unitario
temos

1=|N(p)" =(N(p). N(p)) = 0=2(dN,,(¥),N(p)) = (dN ,(¥), N(p)) = 0.
A aplicagéo Ap :T,2 — T, % definida por
A4,(v)=—dN,(v)

chama-se o endomorfismo (ou o operador) de Weingarten.
O operador de Weingarten é auto-adjunto (com respeito a primeira forma fundamental). Seus

autovalores, que denotaremos por k,(p) e k,(p), definem as curvaturas principais da superficie no ponto
P, e as diregbes determinadas pelos autovetores, e, e e,, associados a k,(p) e k,(p), sdo chamadas
de diregbes principais da superficie no ponto p. Geometricamente, para cada v € TPZ, com |\7| =1, o
valor

k() = (4, (), 7)
representa a curvatura da curva obtida ao cortar a superficie X pelo plano normal que passa por pe é
gerado por v e N(p). Esta curva é chamada de se¢do normal determinada na diregdo de v . O valor

k(v) é chamado de curvatura normal da superficie em p , na diregdo de Vv . As curvaturas principais sdo
exatamente os valores maximo e minimo das curvaturas normais em cada ponto da superficie. Diz-se que



um ponto p € X é um ponto umbilico da superficie se as curvaturas principais séo iguais em cada ponto
dela. Isso equivale a dizer que a curvatura normal k(v) € constante, para todo v € TpZ .

O trago de Ap define a curvatura média da superficie, denotada por H(p),

k k
H(p)=%tr(Ap):w

e o determinante de A, define a curvatura de Gauss, denotada por K(p),

K(p)=det(4,) =k (p)k,(p).
As fungdes H e K s3o diferenciaveis sobre a superficie.

2

Lema 1. Seja ¥ — IR’ uma superficie reqular. Para todo ponto p X vale

2
H"(p)=K(p)
e a igualdade se ocorre se, e somente se, o ponto p € umbilico.

A demonstragao é imediata da expressao
2
k() -k®)

H*(p)-K(p)= 2

onde a igualdade ocorre se, e somente se, k,(p) =k, (p).

2. Derivada covariante (ou intrinseca) em uma superficie

Denotaremos por C*(X) o conjunto de todas as fungbes diferenciaveis de ¥ em IR.

Definigéo 1. Sejam X uma superficie, /' € C*(X) e veT,Z, onde p € ¥ € um ponto. A derivada de
f com respeito a v é dada por

=5 - % - (fla))e IR,

t=t

0

onde o : I — X é qualquer curva parametrizada em X que satisfaz a(¢,) =p e a'(¢,) = V.

Temos as seguintes propriedades:
(@) (V+wW)(f) =v(f)+w(f),
(b) (AW)(S) = W(f),
() v(f+g)=v(f)+V(g),
(d) v(/g) =v(g(p)+ f(p)V(g),
para quaisquer v,we T, X, A€ lR e f,geC"(2).

ey

Um campo tangente de vetores sobre X é uma aplicagdo X que associa a cada ponto p € ¥ um vetor

tangente X(p) € TpZ c IR’. Trabalharemos com os campos tangentes que sdo diferenciaveis sobre a

superficie ¥, no sentido de que a aplicagdo X :T — IR’ é diferenciavel. Denotaremos por y(Z) o
conjunto de todos os campos tangentes de vetores diferenciaveis de ¥ em R’.

A derivada de um campo X € y(Z) com respeito a um vetor v € 7%, p € X ¢ definida por

d

dX ,(v) = o X(a() e R,

|t=t
onde a: 1 — IR’ é qualquer curva parametrizada em ¥ com a(t,)=p e a'(t,) = V.

= 3 o~ .
Observe que, em geral, o vetor pr (v) € IR n&o ¢ necessariamente um vetor de T .

Por isso, para desenvolver um célculo intrinseco sobre a superficie 2~ vamos dar a seguinte definigdo



Definigdo 2. A derivada covariante do campo de vetores X, com respeito a um vetor v e T pZ,

denotada por V. X, é a parte tangente do vetor pr (v), ou seja,

VX =dX,()—(dX,#).N(p))N(p)eT,Z. (1)

Segue da definicdo que o vetor V. X n&o depende da orientagdo N escolhida. Com efeito, se a
orientacgéo escolhida para X~ for — N temos que
dX (%) —(dX ,(M),~N(p))(~N)(p) = dX ,(¥) - (dX , (¥), N(p))N(p).
Além disso, se X é tangente a X, entdo a fungéo <X, N> é identicamente nula sobre 2. Assim

0 =V((X,N)) =(dX ,(¥),N(p)) +(X(p),dN, (%)), Vp € %, V¥ e T,X.
Segue que
(dX, (%), N(p)) =~(X(p).dN,(¥)) = (X(p). 4,()),
e (1) se escreve como
X, (%) =V, X +(4,(5), X(p))N(p). )

Esta expressao € conhecida como a formula de Gauss da superficie.
A soma de dois campos X,Y € y(X) € o campo X +Y € y(X) que associa a cada p € X o vetor

(X+Y)(p)=X(p)+Y(p), o produto fX € y(X) ¢é definido por (fX)(p)=f(p)X(p), para toda
fungdo f € C”(X), e o produto por escalar <X, Y> € C”(X) é definido por
(X,Y)(p)=(X(p).Y(p)).
A derivada covariante de campos de vetores tem as seguintes propriedades.
(@) V.. X=V.X+V_X,
(b) V. X =AV_X,
) V.(X+Y)=V . X+V.Y, (I
(d) V5 (X)) =v(NX(p)+ f(p)V;: X,
(e) V((X,Y)) = (V, X, Y(p)) +(X(p),V,Y),

para quaisquer v,we T %, 4 € IR, e quaisquer que sejam X,Y € y(Z).

Definicdo 3. Dado um campo X € Z(X) e uma fungdo [ € C”(X), definimos a derivada de f

com respeito a X, denotado por X(f)e C*(X), usando a derivada de uma fungdo com respeito a um
vetor, como sendo

X(f)p)=X(p)S)

para cada ponto p € X.

As propriedades abaixo s&o provadas usando (1),
(@ (X +Y)(f)=X(H+Y(S)
(b) (S X)(g) = fX(g),
(©) X(f+2)=X(f)+X(g),
(d) X(f8)=X(Ng+ /X (g),
para quaisquer que sejam X,Y € y(2), f,ge C”(2).
Analogamente se X,Y € y(X), entdo a derivada covariante de Y com respeito a X, denotada por
V Y, é definida da seguinte forma
(ViYXp) =V, Y €T,z
para cada p € 2. As propriedades abaixo seguem imediatamente das propriedades da derivada covariante
de campos tangentes de vetores.



() VyyZ=V,Z+V,Z,

i) VjXYzijyo

iy V,Y+2)=V,Y+V,Z,

V) V. (V)= X(N)Y + V.7,

V) X(Y,Z)=(V,Y,Z)+(Y,V ,Z),
para quaisquer que sejam X,Y,Z € y(X) e f e C”(2).

Uma propriedade essencial da derivada covariante de campos tangentes de vetores € a simetria.
Observe que se X,Y € y(X), entdo em cada ponto p € X tem-se

(dY,(X(p). N(p)) =(4,(X(p).Y(p)) = (X(p). 4,(Y(p))) = (dX , (Y (p)), N(p)).

Isto significa que os vetores dY,(X(p)) e dX ,(Y(p))tém ambos a mesma parte normal, e assim a

(
(
(
(

diferenca dY,(X(p))—dX ,(Y(p)) é um vetor tangente a £ em p eX. O campo de vetores tangente
[X, Y] definido por
[X.YXp) = a7, (X(p)) - dX (¥ (p))
chama-se o colchete de Lie dos campos X e Y. Esse campo satisfaz a seguinte propriedade,
(XY N =X@0(MH-YX(f) G
para toda fungdo f € C”(2).
O campo [X, Y] também ¢é escrito em termos da derivada covariante como
[x,Y]=V, Y-V, X.

3. Operadores diferenciais. Gradiente e Hessiano.

Definigdo 4. Seja f € C” (). Para cada ponto p € X se define o gradiente de f em p como
sendo o vetor Vf(p) € T,X determinado por
(Vf (p).¥) =df ,(¥) =¥(/)

para todo v € T 2.

Definigdo 5. O campo gradiente Vf € y(X) ¢é definido por
(Vf, X)=X(f)
paratodo X € y(). Ouseja, (V/(p), X(p)) = X(/)(p) = X(p)(/).

O gradiente tem as seguintes propriedades:

() V(f+g)=Vf+Vg,

(i) V(fg) = /Vg + gVf,

(i) V(g )= (4 fIVS,

(V) Vf(p)=0,VpeX < f(p) =4,
onde A€ IR é uma constante e f,g e C”(X) sdo fungdes arbitrarias e ¢: IR — IR é uma fungéo
diferenciavel.

Definigdo 6. Uma fungdo f : X — IR atinge um extremo local em um ponto P, €2 se existir uma
vizinhanga 7 de p, em X tal que [f(p)=f(p,),VpeV (minimo local) ou entdo
f(p)< f(py),Vp eV (maximo local). Além disso, se para todo p # p,ocorrer as desigualdades estritas

f(p)>f(p,) ou f(p)<f(p,) dizemos que f atinge um extremo local estrito (minimo local estrito, no
primeiro caso, ou maximo local estrito, no segundo caso).



Definicdo 7. Analogamente f atinge um extremo global em um ponto p, X se
f(p)= f(p,),Vp X (minimo global) ou entdao f(p)=< f(p,),Vp €XZ (méximo global). Do mesmo

modo, quando ocorrer as desigualdades estritas para todo ponto p € X —{p, } dizemos que f atinge um
extremo global estrito (minimo global estrito ou méaximo global estrito).

Definicdo 8. p, € X é um ponto critico de uma fungao f € C*(X) sevale Vf(p)=0.
Né&o é dificil provar que se f :X — IR extremo local em um ponto p, €2, entdo p, é um ponto critico
de f. Esta propriedade conhecida como o teste da primeira derivada é usado para encontrar candidatos a
extremos locais de f. O teste da segunda derivada, que veremos depois, permite afirmar se um ponto
critico dado € ou ndo um extremo local (ou global) da fungéo f.

Definigdo 9. Seja f € C”(X). Para cada ponto p € X define-se o hessiano de f em p como sendo
aplicacao
2 .
Vf, T ExTX— IR
dada por
V21, (5, W) =(V,Vf,W), Vi, weT,5.

Observe que fazendo X = Vf em (3), tem-se que
Vo Vf =d(Vf), )~ {4,V (P)N(p), V¥ e T,%,
de modo que szp também pode ser calculado usando a derivada usual (euclidiana) de Vf', da seguinte
forma:
V£, (.9) = (d(Vf), (), W).
Como se vé, a partir da definigdo, o hessiano szpé uma aplicagdo bilinear. Além disso, o

hessiano possui a propriedade da simetria, porém sua prova ndo € tdo imediata. Para prova-la é
necessario interpretar o hessiano como um operador que atua sobre os campos tangentes de vetores a
superficie X, e ndo sobre os vetores tangentes nos pontos da superficie.

Defini¢do 10. O hessiano de uma fungdo f € C*(X) é a aplicagéo

Vi xE)x 2 (2) > C7 (D)
dada por
VIA(X,Y)=(V Vf.Y), VXY € x(2).

Com esta definigdo e a partir das propriedades de derivada covariante de campos nao € dificil
provar as seguintes propriedades.

(i) V f(X+Y,2)=V’f(X,2)+V* (Y, 2),
(i) V2 f(gX,Y) =gV’ f(X.Y),
(i) V’ (X, Y)=V?f(Y,X),

para quaisquer X,Y,Z € y(2) e f,g € C”(X). A propriedade (iii), que expressa a simetria de V> f, é
consequéncia de (3). Por outro lado da definigdo vemos que

V2 f,,W) =V f(X,Y)(p)
para quaisquer V,w € T,2 e VX,Y € x(2) tais que X(p)= v e Y(p) =Ww. Portanto também o V£, &
uma aplicagao simétrica.

Teorema 1 (Teste da segunda derivada). Seja f :X — IR uma fungdo diferenciavel sobre uma

superficie . — IR® e seja P, €Z um ponto critico de f.



() Se f atinge um minimo local, entdo o hessiano v? f 0 é semidefinido positivo (isto é,
2 —
Vi, )20, WeTl, X)
(i) Se [ atinge um maximo local, entdo o hessiano V? f », € semidefinido negativo (isto e,
2 —
\Y fpo (v,v)<0, Vv e TPOZ).
(iii) Se o hessiano é definido positivo (isto &, V> f 5, ) >0, Vv eT X,y #0), entdo a fungdo (isto €,
f atinge um minimo local estrito.
(iv) Se o hessiano é definido negativo (isto é, V> f 5, (1Y) <0, Vv eT X,V #0), entdo a fungéo (isto
é, [ atinge um maximo local estrito).

No préoximo exemplo sera calculado o gradiente e o hessiano de uma fungéo diferenciavel sobre X
N . " . . s 3
quando esta for a restricdo a X~ de uma fungéo diferenciavel em um aberto de IR".

Exemplo 1. Seja F uma fungéo diferenciavel definida em um aberto W — IR’ e seja T — IR’
uma superficie regular. Denotemos por f a restrigdo de F' a X. Entdo f € C”(X)e seu gradiente é a

parte tangente do gradiente euclidiano (em ﬂ?3) de F. Isto é para cada ponto p € ¥ tem-se

Vf(p) = Grad F(p)—(Grad F(p), N(p))N(p),  (4)
onde Grad F'(p) denota o gradiente euclidiano de F'. De fato,

SN gr iy 4 _4 _
(Vf(p),v)=df,(v) = 7 |, Sf(a(2)) 7 |, F(a(?))
- <(GradF( p))T,\7>, Vi e T, 5= (Vf(p),¥) - <(GradF( ») ,v> =0, Viel, 5=

= <Vf( p)—(Grad F( p))T,\7> =0, V¥ eT,5 = Vf(p) =(Grad F(p))',

onde,
Grad F(x) =| %€ (0, % (0, % ()|, W =(xx00x,) €.
Oox, ox, 0ox,4

Por outro lado, para se obter o hessiano de f em p, vamos usar
VS, @, W) = (d(V)), (), W) (5)
para cada Vv, W € T,%. Observe que,
4f), ) =d((Grad FY' ), 7) =
= d(Grad F - (Grad F, N>N)p ¥) =
=d(Grad F) ,(v) =v(u)N(p) —u(p)dN ,(vV) =
=d(Grad F) ,(v) —v(u)N(p) +u(p)4,(v),
onde u(p) = <GradF(p), N(p)>. Portanto, usando (5) e (6), teremos
Vf ,(.9) = (d(Vf), (7). %) = (d(Grad F) , (), %)+ (Grad F(p), N(p)){ 4, (¥), %)=
= Hess F, (v, w) + (4, (¥),)(Grad F(p), N(p)),
onde Hess F', denota o hessiano euclidiano (em IR’) de F no ponto pEZ, istoé

3 2
Hess F, (v,w) = (d(Grad F) ,(v), W)= D v, aa l
o 0 OX.X

i,j=1 it

(7)

(x)wia
para todo ponto (x,,X,,X,) € W e todo par de vetores v = (v,,v,,v,),w = (w,,w,,w,) € IR’.

Um caso particular € o exemplo a seguir:



2
, para

1
Exemplo 2. Consideremos F : IR® — IR a funcao diferenciavel dada por F(x) = E|x—c

algum ponto fixo c € R3, a qual satisfaz

Grad F(x) =x—c e HessF_.(v,V) = |\7

2
s

paratodo x € IR’ e V¥ € IR’. Dada X — IR’ uma superficie regular, consideremos a funcéo f:Z—> R

1
dada por f(p)=F(p)= 5|p —c|2 para p € . A fungdo f mede a distancia (ao quadrado) dos pontos

de X até um ponto fixo c¢. Usando as equacgdes (4) e (7) temos
Vi(p)=(p-c) =p—c—{p—c,N(p))N(p) (8)
paratodo p X, e
V£, (5.99) = (¥, %) + (4, @), #)(p—c.N(p)) (9)
para todo par de vetores vV, w e TPZ. Acima, o simbolo " significa a parte tangente do vetor de Tp2 sobre

o qual ele estd sendo aplicado. Como uma consequéncia de (8) se tem que os pontos criticos de [ s&o

. . —> 7 N ;e
precisamente os pontos p € X tais que o vetor cp = p —c é normal a superficie.

Exemplo 3. Seja I1 um plano afim de IR® que passa por um ponto ¢ € IR* e tem como direg&o

normal & determinada pelo vetor unitario @ € IR’. Se T — IR’ é uma superficie, a funcdo /:% — IR
dada por

h(p) :<p—c,c_i>, p EE,

mede a distancia orientada (ou altura) dos pontos de X ao plano I1. Porisso a fungdo % se chama fungéo
altura.

Observe que 7 € C*(X) é arestrigdo a X da fungdo diferenciavel em R> dada por
H(x)= <x—c,5>,x e R°,

cujo gradiente euclidiano é o vetor constante a e HessH(x)zé, Vx e IR®. Portanto, a partir das
expressodes (5) e (7), temos que

Vh(p)=a'(p)=a—{(a,N(p))N(p) (10)

Vh, (3,1) = (4, (), %) (@, N(p)), (11)
paratodo peX e v,weTl X
De (8) segue que os pontos criticos de £ sdo os pontos de X onde o plano tangente € paralelo ao

plano IT (isto é, os pontos p € X onde N(p) = *a).
4. Superficies convexas. O teorema de Hadamard

4.1. Uma primeira aplicagéo. Existéncia de pontos elipticos.

O teorema a seguir € uma primeira aplicagido do teorema 1. Como sabemos um ponto eliptico de % é
um ponto onde sua curvatura de Gauss é estritamente positiva.

Teorema 2. Toda superficie regular, orientada e compacta X~ C R® tem pelo menos um ponto eliptico.

Demonstragido. Geometricamente, a idéia da prova consiste em delimitar a superficie £ em uma
esfera suficientemente grande e, apds isto, ir diminuindo o raio da esfera até que ela toque pela primeira
vez a superficie X em algum ponto. Neste ponto a superficie sera tangente a esfera e as curvaturas
normais de X serdo limitadas pela curvatura normal constante (que é positiva) da esfera. Consideremos a

fungdo altura f : X — IR dada por



2
s

1
/(p)=|p
O gradiente e o hessiano de f s&o dados pelas formulas (8) e (9) por

Vi (p)=p—(p.N(p)N(p) e V' f,5.9) =[] +(4,3).%)(p.N(p)).

Como X é compacta e f é continua, existe um ponto p, €2 onde f atinge seu maximo (global), ou

pE

seja, f(p)=< f(p,), VpeZ, de maneira que Vf(p,)=0 (p, é um ponto critico de f) e

V?f, (¥,V)<0 (teste da segunda derivada) para todo VeT7,X. De Vf(p,)=0 temos
Po ={(Po>» N(py))N(p,), isto &,
Np)=tLr = o cos1, (12)
|p0| |po

com |po|2 =2f(p,) >0, o qual indica que a superficie X é tangente a esfera de raio |p0| >0 no ponto

P, Por outro lado, do fato de que szpo (v,v)<0, paratodo v € T, %, temos em particular que

V2 [, (9,9) =1+ k() Py, N(p,)) = 1 +k(V)| p,| <O

paratodo v €T, X tal que |\7| =1. Assim, se & = +1 concluimos que

- 1
k(v)<——<0
Py
para todo vetor unitario v e7, X. Em particular, k(p,) e k,(p,) s& ambas negativas e dai

K(p,) > 0. Analogamente, se & =—1 se tem que

- 1
k(v)>——>0,
[P
para todo vetor unitario v € 7, . Em particular, k,(p,) e k,(p,) s&o ambas positivas e dai K(p,) > 0.

Logo, em ambos os casos p, é um ponto eliptico de X.
c.q.d.

Observagao 1. O sinal = em (12) depende da orientagdo escolhida. De fato, pelo teorema da
separagao de Jordan-Brouwer para superficies de IR® sabemos que toda superficie compacta X~ < R’ é
a fronteira de um dominio regular compacto 2 — H?3, 02 =X, e, como conseqliéncia, é necessariamente
orientavel e admite uma aplicagédo de Gauss N :X — S? com a seguinte propriedade: a semi-reta que sai
de p € X nadiregdo de N(p) estd inicialmente no dominio Q). De agora em diante, a aplicagdo de Gauss
€ o campo normal unitario de vetores de X. A prova do teorema 2 diz que, se a superficie esta orientada
pelo campo normal unitério interior (isto é, & =-1), entdo as curvaturas normais de X em p, séo

positivas e maiores do que —, que € precisamente a curvatura normal da esfera (centrada na origem) de
Po

raio |p0| com respeito a seu campo normal interior.
4.2. O teorema de Hadamard

Seja T — IR’ uma superficie regular e orientada com aplicagido de Gauss N. Para cada ponto
p € X, consideremos Hp o plano tangente afim que passa por p, isto é,

T, ={xe R’ :<x—p,N(p)>:O}.

Este plano divide o espago IR® em dois semi-espacgos fechados
I, ={xe R’:(x—p,N(p)) =0}



— 3 .
I, ={xe R .<x—p,N(p)>S()}.
Observe que H; € precisamente o semi-espago de R? para o qual o vetor normal N(p) aponta para

dentro. Evidentemente, p € H; NI,

Definigdo 11. Uma superficie regular e orientada 2~ < IR® ¢ localmente convexa em um ponto p, € X

se existe uma vizinhanga /' de p, em X que esta totalmente contida em um de seus semi-espagos
fechados H; ou H; , isto VCH; ou VCH; .

Além disso, se p, € o unico ponto de VﬂH;O , diremos que X é estritamente localmente
convexa (isto é, a vizinhangca V—{po} estd inteiramente contida em um dos semi-espacos abertos

. + . —
lnt(l_[po ) ou mt(HpO )).
Um conceito mais forte de convexidade é o seguinte.

Definigdo 12. Uma superficie regular e orientada ScIR® ¢ globalmente convexa em um ponto

P, €2 se toda a superficie esta inteiramente contida em um de seus semi-espagos fechados HPO ou

IT |, istoé, ZCHPO+ ou ZCHP;.

Do’

Além disso, se p, é o Unico ponto de % F\HPO , diremos que X ¢é estritamente globalmente convexa
em p, (isto &, X—{p,}esta inteiramente contida em um dos semi-espagos abertos int(Hp:) ou

int(I1,)).

Lema2.Se c=p, e e hp0 a fungao altura com respeito ao plano tangente afim Hpo , entao

h, (P)=(p=poN(p,)), pEZ,
hpo anula-se nos pontos de ZmeO. Entdao X é
(i) (estritamente) localmente convexa em p, se, e somente se, a fungéo altura hpo atinge um
extremo local (estrito) em p,.
(i) (estritamente) globalmente convexa em p, se, e somente se, a fungéo altura / atinge um
extremo global (estrito) em p, .
Demonstragao. (i) (=) Suponha que existe uma vizinhanga ¥ de p, em X, talque V' H; ou

Vcll, . No primeiro caso, temos £, (p)=0, e no segundo caso, temos £, (p)<0. Como
h, (py)=0,entdo h, atinge um extremo local em p,.

Suponha, agora, que existe uma vizinhanga ¥ de p, em X, tal que Vmeo = {po}.
Assim, se peint(l_[l:;) temos que h, (p)>0, se pemt(Il,) temos h, (p)<0, e A, (p,)=0.
Logo hpo atinge um extremo local estrito em p,.

(<) Reciprocamente, se /1, atinge um extremo local em p,, entdo /1, (p) 20 ou &, (p) <0, para
todo p eV ,onde V' é uma vizinhangade p, em X. Logo, X é localmente convexaem p,,

Se, se /i, atinge um extremo local estrito em p,, entdo h, (p)>0 ou &, (p) <0, para todo

p eV ,onde V' éuma vizinhangca de p, em X. Logo, 2 é estritamente localmente convexa em p,,

(i) Andlogo ao caso (i).
c.q.d.
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Observe, a partir de (8), que p, sempre & um ponto critico de hpo.

Teorema 3. Seja ¥ — IR’ uma superficie regular e orientada.
(i) Se X2 é localmente convexa em p, € X, entdo a curvatura de Gauss neste ponto deve ser

maior ou igual a zero, K(p,) = 0.
(i) Se p, €Z é um ponto eliptico de X (isto é, K(p,) > 0), entdo X é estritamente localmente

convexaem p,.

Demonstragéao. (i) Se X é localmente convexa em p,,, entdo, pelo lema 2, a fungéo hp0 atinge em p,
um extremo local. Suponhamos, por exemplo, que atinge um minimo local. Entéo, por (11) e pelo teorema
1, tomando a = N(p, ), tem-se que

2 —_ - _ — —
V2 (h,) ,, (5.5)=(4, (7).7) 20
paratodo v € TPZ. Em particular, tomando {él,éz} a base de diregdes principais de X~ em p,, se tem que

para cada curvatura principalem p, é
ki(po) = Vz(hpo) Do (eiae[) Z 09 l = 1’27

e K(p,) =k (py)k,(py)=0.
(if) Sabemos que p, é um ponto critico de hpo , pois por (10) temos

Vh,, (p)=N(p) —(N(p), N(p))N(p,). peZ,
onde tomamos a = N(p,).
Se K(p,) >0 entdo para uma escolha adequada da aplicagcdo de Gauss N, se tem que k,(p,) e

k,(p,) séo ambas positivas e, portanto, por (11)
V2 (h,) ,, 5.9) = (4, ().5)=k(F) >0 (13)
para toda dire¢do unitaria v € TPZ. Isto é o hessiano Vz(hpo) », © definido positivo e entdo, pelo teorema

1, hpo atinge em p, um minimo local estrito. Portanto, pelo lema 2, 2 é estritamente localmente convexa

em p,.
c.q.d.

Defini¢ao 13. Um ovaldide € uma superficie regular conexa e compacta cuja curvatura de Gauss seja
diferente de zero em todos os seus pontos.

Definicdo 14. Seja f : X — Y uma aplicagdo continua e sobrejetiva entre dois espagos topoldgicos
X e Y. Sedizque f ¢ uma aplicagio de recobrimento se f verifica a seguinte propriedade: cada ponto
q €Y admite uma vizinhanga V' de g em Y tal que a imagem inversa de V' através de f é a unido
disjunta
~om=Uu,
iel
onde cada U; — X é um subconjunto aberto de X e, para cada i € /, a restricao f|U U, >V éum

l

homeomorfismo. Em particular, f* é um homeomorfismo local. Se Y é conexo, a cardinalidade do conjunto

I é constante e se chama o nimero de folhas da aplicagdo de recobrimento. Neste contexto, um
homeomorfismo (global) entre X e Y é uma aplicagdo de recobrimento de uma folha, e se diz que o

espago topoldgico Y ¢ simplesmente conexo se nio admite aplicagdo de recobrimento que n&o sejam
homeomorfismos, isto é, ndo admite recobrimentos nao-triviais
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Como consequéncia dos teoremas 2 e 3, segue que todo ovalodide é estritamente localmente convexo
em todos os seus pontos. O seguinte resultado diz que, mais fortemente, todo ovaldide & estritamente
globalmente convexo em todos os seus pontos.

Teorema 4 (Hadamard). Seja > — IR® um ovaléide. Entéo

(i) A aplicagédo de Gauss N :X — S* é um difeomorfismo.
(ii) 2 é estritamente globalmente convexa em todos os seus pontos.

Demonstragéo. (i) K(p)=det(4,)=det(dN,)>0, paratodo p €, pois, X é um ovaldide que

tem pelo menos um ponto eliptico segundo o teorema 2, onde também usamos o fato de K ser continua.
Entao de é regular em todos os seus pontos e, portanto, a aplicagdo de Gauss N é um difeomorfismo

local entre = e S*. Vamos provar que N é um difeomorfismo global. Para isso basta provarmos que N é
bijetiva.
Como X é compacta, sua imagem N(X) é um subconjunto compacto em Sz, pois toda fungéo

continua leva compacto em compacto. Além disso, como N é um difeomorfismo local, entdo N também é
uma aplicagéo aberta, ou seja, a imagem de um conjunto aberto de X, por N, é um conjunto aberto em

S?, de maneira que N(X) também é um subconjunto aberto de S*. Logo N(X) <S> é um conjunto

aberto e fechado em S”, e pela conexidade de S*, concluimos que N(X) =S, pois N(X) # @. Isto
prova a sobrejetividade de N.
Para provar que N é injetiva, vamos mostrar que N ¢ uma aplicagdo de recobrimento, pois, como

aesfera S* é um espagco topoldgico simplesmente conexo se N for aplicagido de recobrimento sera entéo
um homeomorfismo (definicdo 14).

Vejamos entdo que N:ZT—>S8° ¢ uma aplicacdo de recobrimento. Para cada ponto 56S2, o]
subconjunto (ndo vazio, pois N é sobrejetiva) N (a) é necessariamente finito. De fato, se fosse infinito
como N ~'(@) é compacto entdo existiria um ponto de acumulaggo Do € N7'(@), e assim uma sequéncia
de pontos contida em N (a), diferente de p,, convergindo para p,, contradizendo a injetividade de N
numa vizinhanga de p, (N & um difeomorfismo local). Seja entdo N ' (@) = {p,, p,»**» P, }-

Como N ¢é um difeomorfismo local e {p,,p,, ", p, } € uma quantidade finita de pontos, podemos

encontrar para cada i =1,2,--+,k uma vizinhanga U, de p, em X de modo que U,NU; = @ para cada

i # j, etal que, para cada i, a restricdo NU é um homeomorfismo entre U, e V, = N(U,), onde V, é
- ko
uma vizinhanca de @ em S?. Observe que, N(U,) é aberto em S? e, consequentemente, V = ﬂVl =@
i=1
¢ aberto, pois é intersegao finita de abertos. Além disso, V' é uma vizinhanga de d em S?, cuja imagem
inversa por N é a uni&o disjunta

k
N7 =UU,
i=1
onde U, = (N‘[] )" (V) c U, e cada restrigio N‘U é um difeomorfismo entre U, e V. Além disso, cada

U, é aberto pois N‘U é um homeomorfismo e V' é aberto,e U, N"U, = ¢.
Assim, de acordo com a definigdo 14, N é uma aplicagdo de recobrimento, como queriamos provar.
Logo, N é bijetiva e consequentemente é um difeomorfismo global.

(i) Sabendo que N é um difeomorfismo, o segundo caso ¢ imediato. Com efeito, fixado p, um

ponto de X, queremos ver que a fungao altura hpo atinge em p,um extremo global estrito. Sabemos que

12



os pontos criticos de /1, s&o exatamente os pontos p € £ onde N(p)==N(p,) (use a formula (10)
com a = N(p,) ), de maneira que, para N ser uma bijecao, hp0 deve ter exatamente dois pontos criticos,
P, € p,,onde N(p,)=—N(p,). Como X é compacta, entdo estes pontos criticos sdo exatamente os
pontos onde a funcao altura hp0 atinge seus valores minimo e maximo, e tais extremos sao estritos (caso
contrario, existiria mais de dois pontos criticos). Finalmente, concluimos que hpo atinge em p, um extremo
global estrito e assim, pelo lema 2, X ¢é estritamente globalmente convexa em p,.

c.q.d.

5. As formulas de Minkowski.

5.1. Divergéncia e laplaciano.

Nosso objetivo aqui € introduzir as férmulas de Minkowski, que sdo duas féormulas integrais

P . , 3 . . . . .
classicas para superficies compactas em IR’ e como muitas das férmulas integrais importantes na
geometria diferencial, se obtém como uma aplicagao do teorema da divergéncia.

Definicdo 14. Seja X € y(X) onde X ¢ uma superficie. Para cada ponto p € X se define a
divergéncia de X no ponto p como trago da aplicagéo linear
(VX)p :TPZ—>TPZ
definida por
(VX),(v) =V X.
Isto &,
div X (p) = tr(y > V_X).

Em particular, div X(p)e C*(X) define uma fungédo diferencidvel sobre X e, para cada ponto
pEZ, setem

div X(p) =(V, X&) +(V, X&),
sendo {¢,,¢,} & uma base ortonormal de T,%. Todavia, de (2), se tem que div X(p) pode ser calculado
usando a derivada usual de X e é dado por
div X(p) = (dX ,(¢).,) +(dX ,(2,).¢, ).

A divergéncia verifica as seguintes propriedades:
(i) div(X +Y)=divX+divY,e

(ii) div(ﬁ():X(f)+fdiVX:<Vf,X>+fdivX
para quaisquer X,Y € y(X) e f e C*(2).
Em particular, quando X = Vf, onde f € C”(X), a divergéncia do campo V/f define o laplaciano de
f e se representa por Af. Isto &, Af € C*(Z) é a fungao definida por
A (p) = (Vo Vf.é)+(Vo V.8, ) =
=V?f,(é,e)+V’[,(é,,8).

Desta maneira, o laplaciano define um operador A:C”(X)—> C*(X)que tem as seguintes
propriedades:

(i) A(f +g)=Af +Ag,

(i) ACH) = 241,

(iii) A(po )= (g f)Ag + (P VS
(iv) A(f2) = fAg + gAf +2(Af, Ag),

2
, €
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para quaisquer f,geC”(X) e L€ IR.

Teorema 5 (Teorema da divergéncia). Seja X~ C IR’ uma superficie regular, compacta e orientada,
seja X € y(X) um campo tangente de vetores sobre X. Entdo

L div X (p)dp =0,

onde dp denota um elemento de area da superficie X. Particularmente, se considerarmos X = Vf temos

[ Ar(p)dp =0,
para toda fungdo f € C” ().

5.2 Tensores

Definicdo 15. Um campo de tensores sobre uma superficie regular ¥ < IR* ¢ uma aplicacdo S que,
para cada ponto p € X, associa um endomorfismo Sp : TPZ - TPZ. Além disso, um campo de tensores é

dito diferenciavel sobre X se, para cada campo de vetores diferencidvel X € y(Z), o campo de vetores
SX definido por

SX)(p)=S,(X(p)eT,Z, pel,
¢é diferenciavel.

Um exemplo de campo de tensor diferenciavel o endomorfismo de Weingarten A .

Definigdo 16. Sejam X € y(X) um campo de vetores diferenciavel e S: y(Z£) — y(X£) um campo de
tensores diferenciavel sobre uma superficie X. Definimos a derivada covariante de S com respeito a
X como sendo o campo de tensores diferenciavel V S : y(X) = y(X) dado por

(V. SXY) =V, (SY)-S(V,Y)
para todo Y € y(X). Além disso, para cada ponto p € ¥ e cada vetor v € 1,2, a aplicagao

V.~ “X—>T,% ¢é definida por

(Vv N: DSV AONI NP WE L,

quaisquer que sejam X,Y € y(2) com X(p)=v e Y(p)=w.

Teorema 6. Seja S : y(X) — y(X) um campo de tensores diferencidvel sobre uma superficie X.

Entdo paracada peX e v,eT pZ tem-se

tr(V,.8) = ¥(tsS) = (¥, V(tsS X p)),
onde t1S € C*(X) é a fungdo dada por (trS)(p) = tr(Sp )

Teorema 7. Seja X C IR® uma superficie regular. As equagées de Codazzi-Mainard s&o equivalentes a
seguinte propriedade. Para todo X,Y € y(X) vale

(VXA)(Y) = (VYA)(X)'

De forma equivalente, essas equagbes sdo escritas como:
(Vs 4)) = (V; 4)),

para todo p € ¥ e para todo par de vetores v,we T, pZ.
5.3 As féormulas de Minkowski

Teorema 8. Seja ¥ — IR’ uma superficie regular, compacta e orientada, e seja N :% — IR’ sua
aplicacéo de Gauss. Para cada ponto fixo ¢ € IR® tem-se
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L(1+H(p)<p—c,N(p)>)ffp =0 (14

L (H(p)+K(p)p—c.N(p)ip=0 (15

onde H é a curvatura média e K é curvatura Gaussiana de 2.

Demonstragao.
1
Considere a fungdo diferenciavel sobre X definida por f(p) = §|p—c|2. Sabemos, da férmula (9),

que
V2fp v,v)= |\7|2 +k(17)<p—c,N(p)> =1+k(17)<p—c,N(p)>
para todo vetor unitario v € TPZ.
Vamos trabalhar com a base de TPZ formada pelas diregdes principais de ¥ em p, ou seja, com a

base ortonormal {€,,€, }. Temos
V2f,(é,é)=1+k(p)p—c,N(p))
Vif,(6,8)=1+k,(p)p—c,N(p)

Dai,

M(p)y=tr(V' [,)=V"[,(€.€)+V [, (&,&) =

=2+2H(p)p—c,N(p))

= Af(p) =201+ H(p)(p—c,N(p)))

A férmula (14) se obtém aplicando o teorema 5 na ultima expressao acima.
Para demonstrar a formula (15), vamos calcular o laplaciano da fungdo g e C”(X) definida por

g(p)=(p—c,N(p)). Paracada peX e veT,X temos

W(g) =dg,(¥) = (¥, N(p)) +(p—c.dN ()

Como dN ,(v) =—4,(vV) e A, é auto-adjunta entéo

#(9)=~{(p-0".4,) =~{4,((p-)") 7).
Portanto

Vg(p)=-4, ((p = )= ~A4,(Vf(p)), VpeT,x.

Sabemos da definigdo 16 que

(V. SYY)=V ,(SY)-S(V,Y), VX.Y € y(2)
e para cada campo de tensores, diferenciavel sobre ~, S: y(X) = y(X).
Dai,

V,(SY)=(V, SV +S(V,Y).
Em particularpara S =A4: y(2) —> y(X) e Y =Vf € y(X), temos
Vi (A = (V ANV + AV V).

Ainda, das definicbes 15 e 16, temos

[A(vaf):l (p)=4, (VX@)Vf)
Vy (n DV (p)) =(V DNV p).

Assim,
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(Vo (AV))(p) = I:(VXA)(Vf)"'A(VXVf)] (p)=
= (V)N +[ AV, [(p) =
=(VanA) (U (PN + 4, (V 1,V )-

Logo, como
(V (ANVINP) =V x,) (AVS)),

concluimos
Vi ANV =(V ey A) (Y () + A, (V o,y VS )-
Assim, fazendo X (p) =V, temos
V(A = (VAN () + 4, (Y, V)

Consequentemente, para cada v TPZ

Vi Vg ==V (4(VN) = (Vo ANV/ ()= 4,(V, V)
onde VA4 é aderivada covariante de 4 com respeito a V.

Do teorema 7 os vetores v e Vf'(p)podem ser comutados na derivada covariante de A. Assim,

(VvA)(Vf(P)) = (vvf(p)AXV)'

Usando a definicdo do hessiano para a fungéo g, temos
Vig,(7,9) =(V Ve, %) = (= (VA V/ () - 4,(V,Vf) V) =
= (Vo ANV (2).7) = (4, (V). 9).
Novamente, pelo teorema 7, e usando o fato de Ap ser auto-adjunta, temos
Vg, (5.7) = ~((V, AVf (p)).5) - (4, (V,Vf).¥) =
N <(Vv_f(p)AX‘7),‘7> —(V,Vf.4,())

Da definigao de hessiano para a fungdo f ', temos
Vg, 7.9) = (Vi ANPLT) - V21, (5.4, (7).
Usando a formula (9), para o hessiano de f:
V2g,(5.9) = (Vo AJF)7) ~[(4,().5) + (4, (). 4,3))g(p)]
= (Vs AJF)T) ~ {4, 3).7) - (4,3) 4,))g(p),
onde g(p) = <p —c, N(p)> .Como k(v) = <Ap (\7),17> , concluimos que
Vg, (3.9) = (Ve AJF)T) ~ k@) |4, @) g(p). V5 e T, 2.
Em particular, para a base ortonormal, {él ,Ez }, formada palas diregdes principais de X em p, temos
V'2,(8.8) = (Vo) 4NE L& )~k (p)~ K (P)2(P),
pois k(e,) =k, (p). Assim,
Ag(p)=V’g,(a, el)+V g,(e,e)=
= (4 4NE &) =k () =k (D2 |+ [ (Vo AN 1 )= ks (9) — K, ()2 ()] =
- —[<( i ANENE )+ (V0,0 ANE) &) - )+ (0] () + 1 () ()

Como <(Vv_f(p>AXé1 )é > + <(va(p)AXéz ).é, > = ”’(Vv_f(p)A)= ki(p)+k,(p)=2H(p) e

ki’ (p)+ k" (p) = (k(p)+ ky(p))' =2k, (p)ky(p) = 4H (p) — 2K(p), entéio
Ag(p) = -1r(V,,, 4)-2H(p) - 22H?(p) - K(p))
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Vamos agora usar o teorema 6 e obter
Ag(p) = ~(Vf (p),V(rA) p)) - 2H(p) ~22H? (p) ~ K(p))=
= —(V/(p),V2H)p)) - 2H(p) -22H? (p) - K(p))=
= -2(Vf(p),VH(p))-2H(p)-22H* (p) - K(p))
pois k> (p)+k,” (p) =4H?(p)—2K(p). Assim
Ag(p) =-2(V/ (p),.VH(p)) —2H(p) —2(2H* (p) ~ K(p) g (p)-

Por outro lado, temos que

2div(HVf)=2(Vf (p).VH(p))+ H(p)Vf(p) =

=2(Vf(p),VH(p)) +4H(p)1+ H(p)g(p)),
de modo que

div(2HVf X p) + Ag(p) = 2(H(p) + K(p)2(p))-

A férmula (15) se obtém usando o teorema 5, por integragéo da ultima igualdade.
c.q.d.

O teorema a seguir € uma aplicagdo das férmulas de Minkowski. Ele caracteriza as esferas
2 3 - - 3
S (r) < IR como as Unicas superficies regulares compactas com curvatura de Gauss constante em IR".

Teorema 9. Segja X~ C R® uma superficie regular (conexa) compacta cuja curvatura de Gauss K é

constante. Entdo Y~ é uma esfera de raio r = —.

JK

Demonstragdo. Como ja vimos a superficie X ¢ a fronteira de um dominio regular e compacto
Q c IR°, e podemos supor que X esta orientada pelo campo normal unitario que aponta para o interior

de Q). Além disso, pelo teorema 2, sabemos que K € uma constante positiva e as curvaturas normais em
cada ponto (com respeito ao normal interior) sdo positivas. Em particular, a curvatura média é positiva em
todos os seus pontos, e pelo lema 1,

H(p)> JK > 0,Vp e, (16)
onde a igualdade ocorre se, e somente se, p é um ponto umbilico de .
Como K >0, X é um ovaldide, e, assim, o teorema 4 garante que X é estritamente globalmente
convexa em todos os seus pontos. Além disso, como k(v)>0,Vv e T,%, pois k.(p) >0, para todo

p €2, e aprova do teorema 3 nos diz que
V3 (h,),(5.9) =(4,(7),7) >0
para cada ponto p € X, e que a fungdo hp atinge em p um minimo global estrito. Isto significa que, para
cada ponto p € X, tem-se X —{p} int(H;) e, por consequéncia int(Q2) int(H;) . Isto nos diz que
<p—c,N(p)> >0, Vx e int(Q), Vp € %.
Assim, se ¢ € um ponto fixo do interior de €2, entdo <p—c, N(p)> >0, Vp € 2. Se multiplicarmos a

primeira férmula de Minkowski pela constante positiva \/E , temos
\/EIZ(1+H(p)<p —C,N(p)>)ip =0= L(\/EJr\/EH(po—c,N(p)»ip =0.

Subtraindo desta expressdo a segunda formula de Minkowski, tem-se

[.(NK +JKH(p)(p=c. N(p) Jp - [ (H(p)+ K(p){p =, N(p)) Jdp = 0=
jz(JE+JEH(p)<p—c,N(p))—(H(p)+K(p)(p—c,N(p)>))dp =0=
[.(NK +VKH(p)(p—e,N(p))~(H(p)+ K (p){p—c.N(p))) Hp =
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_Iz((H(p)_*/E>+(K_*/EH(P))@—C,N(P)))dp =0=
L((H(p)_\/E)JF(K_*/EH(I’))@—C, N(P)))dp =0=
L(H(P)_\/E)(I-F\/E<p—C,N(p)>)dp 0,

onde
1+\/E<p—c,N(p)> >0,Vp el
Portanto, por (14) temos que (H(p)—\/EXI+\/E<p—c,N(p)>)ZO em todos os pontos. Como a

integral deve ser zero, o integrando também deve ser zero, e assim H(p)=+K,VpeZ, e entédo a

superficie deve ser totalmente umbilica. Como as Unicas superficies totalmente umbilicas compactas sao as
esferas, concluimos que X~ é uma esfera.
c.q.d.

5.4 Superficies paralelas. Outra demonstracido da segunda formula de Minkowski

A segunda formula de Minkowski também pode ser demonstrada de outra forma, usando uma classe de
superficie denominada superficies paralelas.

Definigdo 17. Seja £ — IR’ uma superficie regular e orientada, com aplicacdo de Gauss N. Para
cada ¢ € IR, o conjunto

>, ={p+tN(p): peZ}c IR’,
é chamado de superficie paralela a X a uma distancia ¢.

Uma superficie paralela 2, ndo é necessariamente uma superficie regular. Como exemplo, podemos

citar a superficie paralela a uma esfera Sz(r), a uma distancia ¢ =—r, a qual é formada por apenas um
ponto: o centro da esfera.
Se X é compacta entdo existe ¢ >0 tal que X, é uma superficie regular para todo ¢ € (—¢&,¢) e a

aplicagédo ¢, : X — X, dada por
¢,(p)=p, = p+iN(p) (17)
é um difeomorfismo entre X~ e X, (Existéncia de uma vizinhanga tubular).

Seja X c IR’ uma superficie regular compacta e orientada, com aplicagdo de Gauss N, e
suponhamos que X, € uma superficie regular para cada ¢ e(—&,&) e que a aplicagédo ¢, IR D
definida por (17) é um difeomorfismo entre X e X, . Dessa forma

(dg,), () =V +1dN ,(¥) =¥ —t4, (V) (18)
paratodo peX e v e TpZ. Isto implica que o plano tangente a X em p coincide com o plano tangente a
X, em p, =p+iN(p), pois (d§),(Vv)=v—-ia,v)€1,2, e (d¢), ([,2)=T,%,, de modo que
N,(p,)=N(p), define uma aplicagdo de Gauss para X, . Por isso a nomenclatura superficie paralela.
A aplicagéo de Gauss N, verifica N, o, = N, de modo que para cada p € X tem-se que
A, ==dN, =~dN,)y, °(d9,), =(4), (d},),,
onde (A,)pf denota o endomorfismo de Weingarten de X, com respeito a N, . Assim, usando (18) vemos

que se V € TPZ — {O} € um autovetor do endomorfismo Ap associado ao autovalor A, entdo VvV

também é um autovetor do endomorfismo (A,)p com autovalor
t

A

Col-tA
Com efeito, como 4, (V) = AV entéo
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v =4,0)=(4), ((d4),())=
=(4,), (V-tA) =(4,), (1-td)v)
=(1-1A)(4,), (V).
Assim, supondo, por contradicdo, que 1-t4A=0 temos t1=1 e Av= 0. Dai
V=1v = (¢tA)V = #(A¥) = 0. Absurdo, pois v é autovetor de 4,. Logo 1-tA#0 e entdo faz sentido
escrever A, = ﬁ Logo, (4,), (V) =~, ouseja, v também & autovetor de (4,), .

Portanto, se ¢,,é, eTpZ sdo as dire¢des principais de X no ponto p com curvaturas principais
associadas k,(p) e k,(p), entdo ¢, e €, sdo também as diregdes principais de X,, em p,, com
curvaturas principais dadas por

k,
—1_;&)}9),1':1,2.
Assim, a curvatura média /1, e a curvatura de Gauss K, , da superficie paralela X, sdo dadas por
H,(pt)=1[ k() . _k(p) j: H(p) ~ K (p)
2\1-tk,(p) 1-tk,(p)) 1-2tH(p)+t K(p)

(k) (p,) =

K(pyel ki (p)k, (p) _ K(p)
t(pt) 5 = > .
2\ (1=t (PN1 =ty (p)) 1=20H (p)+ K (p)
Entao, a primeira formula de Minkowski aplicada a superficie regular 2, é dada por
[ G+ i, (o )P, =N, (p)dp, =0, (19)
onde dp, denota um elemento de area da superficie X, .
Vamos utilizar o teorema da mudanga de varidveis para integrais usando o difeomorfismo ¢, : X = X,.

Como N,o¢ =N, o difeomorfismo ¢, preserva as orientagbes das superficies e pelo teorema da
mudanca de variaveis para integrais, temos

J. 7 )dp, = [, (o 6 Xp) jac(¢,)dp = 0. (20)
para toda fungao f € C*(Z,), onde jac(¢,): % — IR representa o determinante jacobiano de ¢,, isto &,
((d8), G) A (d4), (#).N,(p,))
<\7 AW, N( p)>

jac(g,) =

» P €4,

para qualquer base {17, 171/} de T,%.

Em particular considere a base de diregdes principais de ~ no ponto p, {él,éz } Dai, pela férmula (18),
(d¢t)pt (€)=¢ —tk,(p)e, =(1—tk,(p))e,

e
(dg,),, (é,) =1 —tk,(p))e,.
Assim
dg,), ()~ (dg), (€,)=(1—tk (p)( -tk (P)E r&,)=
=(1-2H (p)+ P K(p))&, A &,).
Dai,

jac(e,) = 1-2tH(p)+t>K(p), p e =.

Podemos entao reescrever a férmula (20) da seguinte forma

[, oo, = [ (1 =0 Xp)i—2eH (p)+ 1 K(p) bp
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para toda fungdo f €C”(X,). Usando a féormula acima, na integral (17), e usando a expressdo

encontrada para f1,, temos
Ll (1 +H,(¢,(p)(p -, N(p)) + t)(l —2tH(p) + tzK(p)))dp —0.

para todo ¢ € (—¢,¢), onde

H(p)—tK(p)

P =yt

Isto &,
[+ H(p)p— e, N(p) ~(H (p) + K(p)) p— . N(p)) p =

= [0+ H(p)p—c, N(p)dp—t [ (H(p) + K(p) p— ¢, N(p))dp = 0.
Como L(1+H(p)<p—c,N(p)>)dp:O, pois essa formula é a primeira formula de Minkowski,

concluimos que J; (H(p) + K(p))(p —-c, N(p)>a’p =0, que é a segunda férmula de Minkowski.
c.q.d.

CONCLUSOES

O objetivo da pesquisa foi estudar a geometria global das superficies em duas fases. Na primeira fase,
usamos um livro que usava sistemas de coordenadas para estudar essas propriedades sobre a superficie
(teorema da rigidez da esfera, teorema de Hopf-Rinow, teorema de Bonnet). Na segunda, outras
propriedades foram estudadas, como teorema de Hadamard, teorema da divergéncia e as férmulas de
Minkowski, fazendo uso de analise geométrica. Para isso, foi feito um estudo de alguns conceitos e
propriedades de analise sobre a superficie, tais como derivada covariante e alguns operadores diferenciais,
como gradiente, hessiano, divergente e laplaciano.

Tal estudo foi de grande importancia para aumentar o conhecimento analitico e geométrico de
geometria diferencial de superficies, o que contribui para uma preparagao para uma pds-graduacao na area
em questéo.
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