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RESUMO

O objetivo deste trabalho é o de apresentar os métodos classicos para a resolugdo do problema de Dirichlet
para a equacéao de Laplace:
Au=0 em Q
(1.0)
u=f em 0Q
Também estudamos o problema de Dirichlet ndo homogéneo (Au = g ). A equagéo de Laplace aparece na

formulagdo de modelos fisicos dos mais diversos, como por exemplo: fendmenos eletrostaticos e
magnetostaticos, movimento de fluidos e potenciais de campos gravitacionais.
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PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS AND THE SOLUTION FOR DIRICHLET PROBLEM

ABSTRACT

The main goal in this article is presenting the classic methods to solve the Dirichlet problem for the Laplace
equation (1.0). We also treat the non homogeneous Dirichlet problem. Laplace equation appears in the
formulation of several physical models, as: electrostatic and magnetostatic phenomenon, movement of fluids
and gravitational field potentials.
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INTRODUGAO

Nos problemas das principais Ciéncias, geralmente encontramos modelos com aproximacao e redugéo
de dimensdes para os resolvermos, no entanto, diversas vezes a simplificacdo nao pode ser feita, dado que
todas variaveis sao influentes, como temperatura, posicdo tendo assim que considerarmos modelos mais
complexos e completos, incluindo 2, 3 ou mais componentes dimensionais, isto é, a fungdo de nosso
modelo pode depender de mais de um pardmetro. Contudo a Teoria das Equagdes Diferenciais Ordinarias
(EDO’s), que foi desenvolvida para o estudo de fendmenos unidimensionais, pode nos munir da
instrumentagéo necessaria para resolugdes de Equagdes Diferenciais Parciais (EDP’s).

O presente trabalho tem por objetivo garantir a existéncia da solugao para o problema de Dirichlet que
sera apresentado. Uma vez garantida a existéncia da solugdo podemos encontra-la através de métodos
analiticos, numéricos sendo os ultimos aproximativos.

PROBLEMA DE DIRICHLET

Uma das principais tarefas em EDP é resolvermos um problema da seguinte forma

Au=g em Q
u=f em 0

Onde fe g sao fungdes continuas e 02 ¢ a fronteira do dominio ) que em nosso caso é um aberto

(1.0)

conexo do IR". E uma solugio deve ser uma fungdo de classe C°(Q)NC°(Q). Este problema é

conhecido como Problema de Drichlet.
Para garantirmos a unicidade da solugéo utilizamos a identidade de Green

I(uf +ui +u22)dV+juAudV: J‘u@do- .
Q Q o dn

Assim, se u e v sao solugbes do problema (1.0) temos para a fungdo u© —v solugao do problema:
{Aw =0 em Q

w=0 em 0Q
E dai

2 2 2 _
_[(wx +w, +wz)dV—0
Q
Como o integrando é continuo temos este nulo e dai w deve ser constante e por continuidade deve ser
nula, logo u =v provando assim a unicidade da solug&o do problema de Dirichlet caso esta exista.

EXISTENCIA DE SOLUGOES PARA O PROBLEMA DE DIRICHLET VIA METODO DE
PERRON

No seguinte método utilizaremos, além de fung¢des subarménicas, o principio do Maximo como
ferramentas importantes para a construgéo da Solugéo do problema de Dirichlet.
O resultado seguira de alguns Lemas elementares, que serdo dados a seguir.
Para encontrarmos algumas caracteristicas da solugéo, considere que ja temos a fun¢ao w que satisfaz

o problema de Dirichlet Aw=0 em € tal que w= f em 0Q. Considere u alguma fungdo subarménica
com u < fem 0Q implicando que a fungdo u-w também é subarmonica, e u-w<0 em 0C2 pelo principio

do Méaximo, temos u-w<0 em 2. Mostrando que a solugdo é “maior’ que qualquer fungdo subarmonica
“menor” que f, isto &, uSwem €, Vu subarmonica com u < f'em 0C, esta propriedade é essencial para
solugdes do problema:

{Au =0 em Q

u=f em 0Q



Pois como veremos a seguir tal propriedade caracteriza a solugao.
Iremos agora construir a solugéo de tal problema com fungdes subarménicas cumprindo a propriedade

u< fem 0Q.
No que segue denotaremos por:

1-n

_P
M,(&p) =5, u00de,

Onde w, é a area da esfera unitaria de IR",S""' e u e CO(STZ). Dizemos que M, (&, p) € a Média
Aritmética de uem S(&, p).

De acordo com as definigbes anteriores dizemos que uma fungdo é subarmoénica se para p

suficientemente pequeno tivermos
u(§) <M, (&, p) (esta definigdo é mais abrangente aqui supomos apenas que a fungéo é continua).

Denotemos por ¢(€2) o conjunto de todas as fungdes subarmdnicas em Q.

Lema I: Seja 1 € c(Q) N C° (S_).) entdo temos

maxu =maxu.
Q oQ

Demonstragéo:

Segue direto do Principio do Maximo mgxu = ma}éu [

Note que na demonstragao do Principio do Maximo utilizamos apenas a desigualdade que caracteriza
as fungdes subarmoénicas continuas.

Definigdo1: Seja u € C°(Q)e E(f, L) < Q entdo definimos
ug, :QQ — IR da seguinte forma

u, ,(x)=u(x) para xeQ,x¢ B(&,p) e

A, ,(x)=0 para xe B(S, p).

A existéncia de U , € garantida utilizando-se da funcédo de Green composta com uma translagao de 0

para & . Esta definigdo é bem ilustrada na figura1.

Figura1

u é harménica

u

Q
Lemall: Parau €¢(Q) e E(f,p) c Q temos
ux)<ug (x) VxeQ (a)
u: , €5(€2) (b)

Demonstragéao:
a) E evidente que u< u,, em B°(&, p), aqui na verdade ocorre a igualdade, ja para B(&, p),

observemos que u-—u,,=0 em S(&,p) e temos u—u,, subarménica em B(S,p) e assim

u—u; ,<0em B(S,p) econsequentemente u <u, , em todo (2.



b) Ja temos u, , subarménica em B(S,p) , e em 1_30(5, L) . Mostremos assim que u é subarmonica
em S(&,p). Orase x e S(&, p) temos
u; ,(X)=u(x) <M, (x,r) < M, (x,7)
Para r suficientemente pequeno. m

Lema lll. Para u € g(€2) vale a inequagéo
u(§)<M, (&, p),Vp;B(E, p) = Q.
Antes de provarmos o Lema Ill note que para u e¢(€2) teremos a inequagcéo somente para p

suficientemente pequeno, enquanto o lema acima garante a inequagéo desde que 1_3(5,,0) c Q.
Demonstragéo: Ora temos

u(§) <u, ,(£)=M,_ (£.p)=M, (& p).

Lema IV. Temos u harménica em ) se, e somente se , ue —u € 5(£2).

Demonstragédo: A parte do somente se € provada através da Lei do valor Médio de Gauss. Ja a
reciproca se temos u e -u €¢(€2) ocorre u(x)<u, ,(x) e —u(x)<-u. ,(x) ocasionando u=u, ,

entdo u é harménica em B(&, p), que implica u harménica em €.

Lema IVa. Se u € C°(Q) e para £eQ temos u(E) =M, (&, p) com p suficientemente pequeno.
Entdo u é harmonica.

Note que esta nova versdo do Lema IV, exige apenas que a equag&o ocorra apenas para QO
suficientemente pequeno para garantirmos a harmonia da fungdo u em todo (2, que apenas continua.

Defini¢do2: Seja f continua em 0C), defina
s, (Q)={ulue C'(QNg(Qu<f em 0Q}
E definimos

w,(x)= sup u(x) paraxeQ .
uec, ()

Para mostrarmos a boa definicdo de w, (x), basta vermos que o conjunto Sr (f_l) é ndo vazio e que

estamos tomando o supremo em conjunto limitado, o que de fato ocorre, pois m=inf fe ¢, (§_2) e mais
ainda pelo Lema | temos

u(x) <M=max f, Vu egf(ﬁ) exeQ .
LemaV. Se u,,...,u, € gf(f_l) e v=max( u,,...,u; ) entdo ve gf(f_l).

Demonstracdo: Facilmente ve CO(K_Z) . E para p suficientemente pequeno temos

v(&) = max( u,($),....u, (&) < max( M, (&, p),....M, (5,p)) <M (S, p).
Dai v é subarmonica e por
Uy,....,u, <fem 0C2 devemos ter v<fem 0Q m

Lema VIl. w, é harménica em Q.

Demonstragdo: Sejam E(ﬁ,p) cQ, x',...,x",... uma seqiiéncia em E(f,p’) com p'< p. De acordo

com a defini¢gao de w, existe para cada j uma u,f 1S gf(f_l) , k=1, 2,..., tais que



lim uf (x*)=w, (x*).

Jj—®©
Defina a sequéncia u’ tal que
w (x)=max(u/ ,ul, .., u]’) assim pelo Lema V temos u’ € () e u’ > uj, desde que k<j. E
assim
J(+k J(+k k
up (x7) Su! (x7) <w,(x7)
E dai

lim uj(xk):wf(xk), VkelN.
j—o :

Note que a equacédo acima é verdadeira sempre que substituirmos u,{(xk) por alguma fungao u(xk )
cumprindo
u/ (x") <u(x") < wf(xk) :
Ent&o trocando, se necessario, u’ por max (u-’,m) podemos ver que
m< uj(x) < M para x em ). Se utilizarmos uéﬂp no lugar de u’ e utilizarmos ainda a notacao u’,
teremos estas fungdes harmoénicas na bola , e assim a sequéncia u’ converge, no subconjunto compacto

E(f,p’) < B(&,p) ©Q, a menos de subsegiiéncia. (Pois a sequéncia u’ ¢ limitada e harménica em
B(S,p) Q)
Seja w tal que u’ —>w em B(&,p'). Assim temos wf(xk)=w(xk) em B(&,p'). Escolhendo uma

sequéncia x* — x , com x' =x em B(&, p'), e assim concluimos da continuidade de w que
w(x*) = w(x) pois
lim w, (x*) = Iim w(x*) = w(x'") = w, (x') = w,(x)
k—o0 k— -
E assim w, é continua em B(&,p') e escolhendo uma sequéncia densa em B(&,p') temos w,
coincidindo com w em toda a bola B(S, p') e dai w, € harménica numa vizinhanga de & e por este ser
arbitrario temos w, harménica em todo o Qm

Para mostrar que w, coincide com f na fronteira devemos impor uma condi¢ao sobre esta. Que
sera a existéncia da funcao de Barreira.

Condicdo de Barreira: Se para cada 77€0() existe uma fungdo (fungdo de barreira)

Q, ECO(K_Z)mg(Q) com Q,(77)=0 e Q,(7)<0 para xe O e x#7 dizemos que OC)cumpre a

condicao de Barreira.
Lema VII: Para 0C satisfazendo a condigdo de Barreira e 17 € 0C2temos

liminf w, (x) 2 £ (77).
x—n

Demonstragao:
Sejam ¢ e K positivos e seja

u(x) = f () — &+ KQ, (x)

temos ueg(Q) e u(x)< f(n)—¢&, para xedQe u(n)= f(n)—&, como f é continua existe um
o(e), tal que f(x)> f(n)—¢& para |x—n|<o. E assim u(x)< f(n)—e< f(x) . Para x€0Q) e
|x—n|<d6(e). Como O, (x)<-& quando |x—177|= (&) temos K=K(¢&) suficientemente  grande
que u(x) <f(x) e assim temos para | x —77|=> O

u(x) <w,(x) para xeQ.



E também
[ ()~ & =limu(x) = liminf u(x) < liminf w, (x)
x—n x—n Xe
x—n

Fazendo & — 0 obtemos o que desejamosm

Lema VIII: Se 77 € 0Q
lim w, (x) = £ (17)

xX—n

Demonstracao:
Com o lema VIl basta mostrar que

limsupw, (x) < f(77)

xX—n

Considere a funcdo —w_,definida em Q por —w_ (x)=—supu(x), uegff(ﬁ), escrevendo

U =—u temos
—w_,(x) =inf U(x)

Onde —U eC'(Q)n¢c(Q) e —U<—f em 0Q.
Entdo para qualquer u € gf(ﬁ) entdo u-U<0 ou usU em 0Qe em Q pelo Lema |. Note que por

propriedades de supremo temos w,(x) <—w_,(x), pelo Lema VIl (aplicado a w_,(x) ) obtemos:

limsupw, (x) < limsup(-w._, ()) = ~liminf w_, (x) < /()
o x—7 x—n

Teorema : Se o dominio {2 tem fronteira satisfazendo a condigdo de Barreira, entdo existe a solugdo
Unica para o problema de Dirichlet para qualquer fungéo continua como dado inicial no problema:

Au=0 em Q
u=f em 0Q
A demonstracdo segue obviamente dos lemas anteriores.

Exemplos de dominios cumprindo a condi¢gdo de Barreira, sdo conjuntos convexos como se pode
verificar através de separagao via hiperplanos.

FUNGOES HOLDER CONTINUAS E O PROBLEMA DE DIRICHLET

Fungdes Holder continuas

Se Q) é um dominio aberto, limitado e conexo do /R" dizemos que u:Q —> IR é Hélder continua no
ponto x, com expoente 1> >0 se tivermos o seguinte supremo finito

pl )= (5|
e |x—x,|"



Para Q limitado dizemos que a f Holder continua quando o é em todos os pontos do dominio. A

fungdo é dita Holder continua, quando €2 n3o for limitado, se suas restrigdes o forem em cada parte
limitada de 2, com o mesmo « .

O potencial Newtoniano de f definimos como sendo a fungdo w:Q — IR, tal que

w(x) = [ K(x,8)f(£)dé

Onde K é a solugdo Fundamental.

Lema 1:Seja f limitada e integravel em Q, e seja w o potencial Newtoniano de f. Entao we C'(IR") e
para todo x € (2 temos

D,(x)= [ DK(x,&)f (£)dé

Onde a diferenciacado é com relacéo a primeira variavel.

Dem:

Por causa das propriedades da solugio Fundamental temos a fungdo v(x)= ID[K(x, EVf(&)dé

Bem definida.

Mostremos que v=D,w. Fixemos uma fungdo 77¢€ CI(IR) com 0<p<l e 0Zp'<2
cumprindo n(t)=0, para t<1, e n(t): 1, t>2 assim defina para £ >0 um fungdo 77 pode ser arbitraria,

w,(x) = [Kn, f(£)dé.

Com
K=K(x,¢) en, =n(x-¢&|/e).

Claramente w, € C' (]R") e
v(x) — Dw, ( jD K)f(&)ds

—¢|L2¢

Dai

[v(x)=Dw,(x)I<sup| /1 | ((|DJ<|)+§|K|)J§
|x—&|<2¢
2ne

—_— ara n>?2
<sup|f1y -2 P

45(1+|1n2g) para n=2

Em todo caso temos w, e D,w, convergindo, em subconjuntos compactos de /R", para w e v

respectivamente quando € — 0, e dai we C' (IR") e Dw=vm

A funcéo 7

Apesar de poder ser outra fungdo, uma fungdo pode dada como a seguinte fungdo especifica
f IR — IR talque



0 se x<1

(x)= l(lJrsen(7zx+i72') se l<x<2
2 2

1 se  x=2
Cujo grafico esta abaixo
Y - y=f(x)

1

a ]I. 2 x
E a fungéo derivada

f'""IR—> IR
0 se x <1

1
f(x)= Eﬂ'COS(ﬂX-ﬁ-%ﬂ') se 1<x<2

1 se x2>2
Que cumpre as condi¢cdes que queremos e tem gréfico

‘1 !

2

Lema2: Seja f : Q2 — IR limitada e Holder continua localmente, entdo o potencial Newtoniano w de f
cumpre we C*(Q) e Aw= f em Q e mais paracada x € Q

Dy;(x) = ID,,»K (x5, (&) = f(x)dE ~ £ (%) ID,K (x,&)n;(S)do,

a0,



onde Q) é algum dominio contendo €2 cumprindo as hipéteses do teorema da divergéncia de Gauss e

S(x)=0,xeQ;\Q.E n,(S) ¢aj-¢ésima coordenada do vetor normal unitério exteriora €2 .

Dem:
Seja
u(x) = ID;,-K (x, SN (E) = f(x)dS — f(x) ID,K (x,&)n;(8)do,

20,
esta é bem definida. Seja v =D,we para ¢ >0
vg(x):IDiKngf(f)df, onde 77, é a fungdo do lema anterior. Temos v, € C'(Q) e derivando
Q

temos:

D,(v,(x) = [ D(DK(x,E)m, [ (£)dE
D,(v,(x) = [ D,(DKn)f(£) = f(x)dE + f(x) [ D,(DKn, ME

= [ D,(DKn)f (&)~ f(x)dE- f(x) [ DKndo,

80,

Mostremos que

J.Dj (D.Kn, ME=— _[D,.Knjdqf
Q, 20,

Para ¢ suficientemente pequeno

De fato, temos

D;(D,Kn,)=D;Kn, +DKDn,

E também
D, :n'(|x—§|/8).%:0 para |x—&|/le>2 ou | x—&| <& e assim paratodo € >0
x_

Logo

[ DDy dé

QO
é bem definida e como também

QO

E finita podemos usar o teorema da divergéncia de Gauss, portanto:
[D(DKn,)dE= [DKnn do,

Q, oQ,

1
Mas para ¢ < Ed(x, 0€Q,) temos

s lxv=glen, =1

e dai obtemos
f D,(DKn, &=~ jDiKn o,
o 20,

Como queriamos demonstrar.



De onde podemos observar

u@) =Dy, [D,{1-n)DKNS (&)~ f()dE]

x=£&|L2¢

sUL. [ (1212 in|ix-r s

lx—él<2¢e

s(2+a)rL ey
Onde [f]w representa
sup L)~/ (©)
c2 |x=gf

Dai temos D].vg convergindo para u uniformemente em qualquer subconjunto compacto de €2 e por

v, =>v=Dw, mostramos que weC’(Q) e u= D,w. Se tomarmos €, =B(x,R) com R
suficientemente grande vamos obter

Aw(x) =

@ [ Sn@n@do, = f(x)

w,R l-él=R =1
De fato pois para R suficientemente grande temos Q2 < Q) = B(x, R) e assim

w; (x) = I DK (x,S)(f (&)~ f(x)dE ~ f (%) IDK(x SIn()do,

E assim 0
M) = [Y DK ES @)~ fME~ () | DK Em(EMo,
Que nos da 0 o
) = [AK (5 (&)~ fNdE- 1) [ Sy <R) (x,— &) (E)do,
Q -El=R i1
Logo usando que temos AK =0 em Q \ {x}
M) =) [ Sy (R> (x,—&)n(E)do,
w—¢l=R =1
- /@ [ YR @) (EXo,
—&=R =]
j do, = f(x).
n  |x=¢|=R
Considerando agora o problema
{Au =f em Q
(1.1)
u=g em 0€

Que é conhecido classicamente como problema de Dirichlet, como ja dissemos, E este possui uma
Unica solugéo # quando f e g e Q cumprirem certas condigdes especificadas no seguinte teorema.

Teorema 1:
Seja Qlimitado cumprindo a condigéo de barreira, e cada ponto de 02 regulares quanto a Au . E f

limitada e localmente Holder continua em €2 e g continua, entdo o problema de Dirichlet (1.1) tem Unica
solugao.



Demonstragao:
Seja w o potencial Newtoniano de f e seja  v=u-w, nosso problema se torna em encontrar solugbes de
Av=0em Q e v=g—w em 0Q mas este problema tem Unica solugdo pelo método de Perron ®.

CONCLUSAO

O problema de Dirichlet é o inicio para os estudos das Equagdes Diferenciais Parciais (EDP’s). E que
fungdes subarmodnicas constituem uma das principais ferramentas para a construgdo da solugdo do
problema de Dirichlet. Onde impomos certas condi¢ées sobre o dominio e com isto garantimos a existéncia
e a unicidade da solucao de tal problema. A respeito do Método de Perron, de acordo com nossos estudos
inferimos que este garante a existéncia, apesar de ndo nos informar qual € a solugdo este nos da uma
caracterizagdo das solugbes que podem ser utilizadas para a construgcdo de modelos com métodos
numéricos quando a solugdo analitica ndo puder ser encontrada. Ja o potencial Newtoniano aliado ao

método de Perron nos da a solugio geral do problema de Dirichlet quando o dominio €2 satisfaz a condigédo
de Barreira.
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