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RESUMO

Investigamos e discutimos a técnica da mecanica quéantica supersimétrica para determinarmos uma
familia de potenciais isoespectrais a partir do potencial de Rorsen-Morse em uma dimenséo.
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NEW DIMENSIONAL POTENTIALS IN QUANTUM MECHANICS

ABSTRACT

We investigate and discuss the supersymmetric quantum mechanics thecnique to determine a family
of isospectral potential from the Rosen-Morse potential in one dimension.

Keywords: supersimetria, mecanica quantica, potenciais isoespectrais.

INTRODUGAO

Muitos livros-textos de Mecanica Quantica mostram como alguns problemas podem ser
elegantemente resolvidos através de operadores de criagdo e destruicdo (veja CBPF-MO-002/04,
RODRIGUES), particularmente, para o oscilador harmbnico este método ¢é bastante explorado
(EISENBERG, MATHEWS, RODRIGUES). A introdugdo da Supersimetria para estudar sistemas quanticos
pode ser entendida como uma generalizagdo do método de fatorizagao usual (WITTEN, SUKUMAR, DRIGO
FILHO, KHARE e SUKHATME, JUNKER, KUMAR BAGCHI).

Supersimetria (SUSY) surgiu no contexto de Fisica de Particulas e Teoria de Campos e permite
relacionar boson e férmions, isto é, particulas que obedecem a estatistica de Bose-Einstein ou de Fermi-
Dirac. Em 1981, Witten visando esclarecer as propriedades essenciais desta simetria introduziu a
supersimetria em uma Teoria de Campos em (1+0) dimensbes, ou seja, a Mecanica Quantica
Supersimetrica; onde o tempo t € a coordenada e a posig¢éo x(t) & o proprio campo.

A prescricdo hierarquica da SUSY foi introduzida por SUKUMAR para resolver o espectro de
energia de sistemas quanticos unidimensionais.

Desde que surgiu a Mecanica Quéantica Supersimétrica tem sido bastante utilizado em varios
contextos. Por sua abrangéncia e simplicidade, alguns autores de artigos sobre SUSY reforgam a tese de
que supersimetria "poderia ser proveitosamente incluida em futuros livros-textos de cursos de Mecanica
Quéntica (MQ)". A SUSY MQ tem sido aplicada principalmente como técnica de resolugdo espectral para
potenciais invariantes de forma (DUTT et al.), e também, para se construir novos potenciais isoespectrais
em uma dimensdo (BAGCHI, KOSTELECKY-NIETO, KEUNG-SUKHATME-WANG e NAG-
ROYCHOUDHURY).
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I. INTRODUGAO A SUPERSIMETRIA. A formulacio da SUSY na Mecéinica Quantica

A supersimetria (SUSY) em mecanica quantica surgiu do estudo de teoria de campos ¢ uma
simetria que gera transformagdes entre bosons e férmions. Essa técnica traz a possibilidade da
descricdo unificada entre bosons e férmions que de acord0o com Witten é caracterizada pela
existéncia de operadores de carga, tais operadores obedecem as seguintes relagdes de anti-
comutacao e comutacao:

[0.¢,]. =26, H, (i, j =1, 2,..., N) onde 6, =1, se i = j e §;=0,se i= /. Assim

pegando, um caso particular, i =j = 1, teremos:

[Q1, Q4] = Q1Q1 + Q1Q1 = Q1 + Qf =2Qf = 2Qf =2H = H = Q5. Podemos
constatar que para i = j = ¢, sempre teremos:

[Q..Q). =2Q2 = H= ¢

Nestas equacdes H e @; sdo fungdes do numero de bdson e férmion, denotado pelos
respectivos operadores de levantamento e abaixamento, «;.a; (i = 1,2,..,Np) e b . b7i(i =
1,2,...,N¢), que obedece as relagdes de (anti-)comutagao:
a7, ﬂj_] = Gy [b7, bj*] = &y

Este método algébrico ¢ conhecido como algebra graduada de Lie. Os casos que iremos
analisar ¢ o de N =N, = N. = 1, baseado no formalismo lagrangeano, como também N = N, = N, =
2, sendo estes casos conhecidos respectivamente como supersimetria simples e supersimetria
estendida respectivamente. Que corresponde a descricao do movimento de uma particula com um

.1 . ~
spin= em uma dimensao.
Considerando os operadores de carga ndo-hermitiano mutuamente adjunto
1 , , A e A e .
Q. =—=(Q, £iQ,), aalgebrada Mecanica Quantica supersimétrica torna-se:

Qi =Q2=0,[¢zHl_=0, [Q.Q].=FH

Agora vemos que os operadores de carga e o hamiltoniano SUSY ¢ fun¢ao de

1

a”,a” e b7,b7. Para podermos ver isso melhor vamos considerar o exemplo do oscilador
harménico para a SUSY simples. Para o hamiltoniano bosénico do oscilador temos que

H, =%(;0: + wx?). Note que podemos expressi-lo na forma de um operador [a™, a”]..

-

Considerando i = 1 =m, — gdi = p, e tomando,
a 1 . , - T T
a- = [_Zliﬂ'x - f%i'} = |:_-1'I ;" - Teremos que,

2 -
4 <0p

1
a”a'y = o— (=ip, — @, x)(ip, — W, X)YP
Cl'_n'b

1
=—(—ip, — wpx)(ip, Y — wyx)
2¢
Yy
1o, | .
= 5w (po+ ip w,xf — wyxip P+ wpx=y)
b
1, | | ,
=s— (v + ip.w, b+ wyxip ¥ — w,xip P+ wf 7Y)
b
1 7 . 7 o - . a4 A
= 2 (pr + ip,wp + wpx~y ) = _ (p; + ip,w, + wpx” )Y
Wy ECUI:J
1 - 4 4
=a a = >0 (ps + ip,w, + wyx”).
De forma analoga obtemos a* a™ = — (p2 — ip.w, + wix?).
_I.IJ;J
Sabemos que o operador [a™,a”]. =a”a” + a~a”. Logo,



l < < -~ l
2awy,

[a7.a7]e =—(p; — ip.wy + wpx™) +
;a; + 2w2x?) =2 (p2+ wix?). Vemos que o hamiltoniano torna-se:
wp

(0l + P,y + wix?)
2wy,

1
——(p'— wyx” )— >  lat,a”]. = w, [.-"u’b—a),.-"-.’b=a_a_.

Sabemos que [a~,a”]_ = 1, assim podemos mostrar que [H,,a*]_ = *w,a".
W, W,
[H,a ]_= ?" [([aa”+ a a™,a”)]_= ?uﬂ_[ﬂ_,ﬂ_]_ = —w,a
Desse modo podemos construir 0s autovalores de

. 1 o
energia, E, = ( + :] .., onde 1, indica os autovalores do operador V.

&

Agora fazemos o mesmo para o oscilador harmonico fermidnico,
=2 Il N.=hThE™

H = L[ b7].= w (N, —3) N, =b*b™.

(b7, b7].=1,(b7)=0=(b")? [H b2] = twb
Os autovalores de energia fermidnico,

1
E;= wy [ﬂf —;:]Jnf =01

Os autovalores 7, = 0, 1 se da pelo fato de que 1z = 7.

Considerando agora o hamiltoniano como sendo a combinagdo dos sistemas bosdnico e
fermionico do oscilador com as seguintes relagdes wy, = w: = w, teremos:

H=H,+ H= w (."-.’ +>+ N; ——] = (u[ N, + N }e os autovalores de energia E do

sistema sdo dados pela soma de E,+ E= w |:::‘?,f + nb} = wn. Vemos que a simetria do
hamiltoniano leva a uma dupla degeneragdo que estd no fato da supersimetria que associa a
destrui¢do simultanea de um quantum bosdnico e criagdo de um quantum fermidnico ou vice-versa.
Portanto, definimos os seguintes geradores da SUSY, conhecidos como supercarga

Q. = Jaa‘h™, Q_ = Jaa b*.

Note que o modelo de Witten (1981) ¢ caracterizado pela generalizagdo da construgdao do
modelo de um oscilador harménico simples supersimétrico, com as seguintes relagdes:

Vwa® = A7 eywa® = A7, onde:

AT = L? (Tip, — W(x)) = (4%)7, sendo o W(x) chamado de superpotencial por ser uma fungio

arbitraria da posicao.

Aqui definiremos: H_ = A4~ == (p2 + W3 (x) - di w(x) )
Ho=A 4" =2(p2+ Wi () + = w(x))
II. Hierarquia de Hamiltoniano Supersimétricos

O método desenvolvido por Sukumar (1985) consiste em construir uma hierarquia de
hamiltonianos que possibilita o calculo das autofungdes e autovalores de energia de um
hamiltoniano H,. O método baseia-se na supersimetria que o hamiltoniano #4 possui.

Considere:
H =H_+ E;” e H,=H.+ E”, teremos que :
H =ATA] + E;E"J com A= 1451:"}" (—Lﬂdi] =(47)7, onde seu companheiro

supersimetrico ¢ dado por:
Hy,=A 4] + 51:‘ . sendo seu potencial calculado relacionandof; € H, da seguinte forma:



L ATAT — AJAT=ATA] + EP 4 [A7,AT]_=H,+ H,— H_

4 [.z 1 dj v ) [.f 1 d’f ) _u (L, . :I
T TRl )T TR T ) TR T

=H, + [é(w:(:r) - W(x) — Wi(x) - H’"Exﬁ') =H = W)

onde W(x) = i In "1'[’1 ¥ entdo V; (x) =V, (x) — 'i_ In 1":

Jao espectro de energia de H, ¢ H, satlsfaz a seguinte relagao:

Ej=E/ Jparan 0,1,2,...
Com suas autofuncoes relac1onadas por,

(n+1) , ., ~ ~ , .
1,01 o A7 1,0: . Isto significa que se ¥4 é normalizavel entdo 1> ndo o é e vice-versa.

Fatorando H, em termos de sua fun¢do de onda no estado fundamental 1,03"&.', obtém-se:
= _lﬂ'__ _ (=) _ @ f_1 ay,, (0
Hy= —Z-<+ h(x) = 4343 X 47 =y ( _d] 1/10,
O companheiro supersimétrico de H, ¢ dado por:
H,=AJAT + E:"D", sendo o potencial de V5 (x) =15 (x) — ;Tln w;”, definido de forma
analoga a 15 (x).
O espectro de H, e H; satisfaz a condi¢ao:

() (n+1) ~ .
E; " =E, ,n=0, 1, 2... e suas autofung¢des relacionadas por
1

n+1] + ()
P, o Ay ,n=0,1,2..
Podemos fazer uma generalizagao deste procedimento observando os resultados obtidos com
varias aplicagdes sucessivas, ficando da seguinte forma:

H,= - L sy () =aia;+ ES —-4‘__1-4;_1— E.ly,
4= (- 5875 e = V() - Fw?,
O espectro fica da segulnte forma

BV == =E% n=0,1,2, .., M.

Sendo M o numero de estados ligados ao hamiltoniano H;. Logo a fungdo do (n-1) ésimo
estado excitado de H4 € dado por:
Pl ATAD AL
Esta ¢ uma ferramenta poderosa na resolu¢do da equacao de Schrodinger porque nos permite
conhecer a autofun¢ao de onda no estado n-ésimo estado excitado, nos dando condi¢des de
construir todo espectro de energia, bastando para isso aplicar sucessivamente os operadores de
levantamento e abaixamento.

1. Novos Potenciais Isoespectrais

Agora mudaremos um pouco a notagao e, inclusive, numeraremos as equagdes. A algebra SUSY
em Mecénica Quéantica € uma algebra de Lie graduada: possui anti-comutador (AB+BA) e comutador
(AB-BA)

Hysy [Q Q. :| [Hsusqu+:|_ =0 Q—z =0= Q+2 (1)
Considere A ¢ A™) os operadores mutuamente adjuntos expressos da seguinte forma
AP = _4q +W(x) A= LA +W(x) (2m=1). 3)
dx dx



Neste caso o hamiltoniano SUSY possui os companheiros SUSY bosoénico (H-) e fermiénico (H+) definidos
por

d2
H =AA=——~+V(x) (4)
d2
H+=AA*=—dx2+V+(x), (5)
onde no modelo SUSY de Wilitten I/i sao dados por
2 d ) .
V.=W*(x)xt d—XW(X) (equacdes de Ricatti). (6)

O potencial do sistema quantico que queremos resolver sera identificado com o setor bosbnico. Se a
energia do estado fundamental for diferente de zero a SUSY é dita quebrada. Quando nao ocorrer quebra

da SUSY os autoestados do potencial VJ_r sao relacionados pelo mapeamento dos niveis dados por

EQ) =EW (n=0,1,2,...,0) @)

n+1

e a partir da condi¢do de aniquilagdo do setor bosbnico, Aobtemos as seguintes relagdes das autofungdes
entrelacadas

-) (+) gy (+)
(+) _ Awn+1 A n

)
" = TEm Yra=" Eo ®)

sendo que A e A sz0 operadores mutuamente adjuntos expressos. Também podemos relacionar
W (Xx) com a autofuncéo do estado fundamental da seguinte maneira

W(X)=—‘;ix[lnwo(x)] (10)

Identificando O potencial com o sinal positivo na Eq. (6) com V0 e o setor bosénico com o sinal

negativo, V = |/1 podemos relaciona-los como segue:

d2
v, =Vo—2d In[W,(x)] (11)

Ix 2
0
O estado fundamental Wl para o potencial |/1 € associado com a energia Eo- Isto pode ser

1
estendido até o potencial Vn onde nao havera mais estados ligados. A fungdo —— satisfaz a equagéo de
(i

Schrédinger com potencial V1 e energia Eo- Para formarmos o espacgo vetorial completo precisamos de
outra solugao linearmente independente expressa da seguinte maneira:

(P +4A)

0

¢0(Ao)=

(12)
onde

P, = I(piz(x)dx. (13)



Agora iniciamos com o potencial I/1 usando a solucéo geral (Do (/lo) para podermos adicionar o
autovalor de energia Eo (KHARE et al. e KEUNG et al.)

Vo()lo) v, - 2d sIn[®,(A)] (14)

A fungéo € a autofungéo de onda de VO(AO) normalizavel no estado fundamental.

1
%h(4)
A autofungdo de onda do estado fundamental de Vo (A,) ¢ a seguinte solugdo geral da equacao de
Schrodinger independente do tempo

lp (x) = JAQ + )W, (x), (15)

Lo, (x)+ 1]

que Ao néo esta contido no intervalo —1 < Ao < 0. Assim, nés encontramos uma familia de parametros

do potencial Vo (A,) isoespectral com o potencial ¥, para A, >0 ou A, < —1:

d’

Vo(A)=V, - =

In[g,®,(4)]1=V, - Zd zIn(p, + 4) (16)

Para procedermos nesta ordem com duas familias de parametro de potenciais isoespecitrais,
devemos ir de V0 para V1 para I/2 deletando sucessivamente os menores estados de Vo e depois

readicionamos os dois estados Eo e E1 via a transformacédo SUSY. Generalizando, definimos o operador

Ai que relaciona as solugées de V; e V,,

A=—-—Iny,. (17)

Agora encontraremos uma familia de parametros isoespectral do potencial V1(Ao).
d?
V1()I1) v, - 2 In(p1+)lo) (18)

Relacionamos as solugdes da equagao de Schrodinger para os potenciais V2 e V1(A1) pelo novo
operador SUSY:

A’ (/ll)———+ x[lndh(/ll)] (19)

assim, a solugéo ®,(A,, A,) para E, do potencial ¥V'1(A,) é:

Do (4, 4) = 4" (4)AD,(4,) (20)



A autofungéo normalizavel| —————— pertence ao estado fundamental associada ao autovalor de

D, (4,4)

energia Eo para um novo potencial, que resulta em duas familias de parametros isoespectrais do sistema

Vo(A,A). entdo:

VolhiA) =V, - 2 [|n(%ll’1¢ (4)®,(4,,4)]=

(21)

(P, + A)®y(A,4)]
para . >0e A <-1.

Nés podemos generalizar o procedimento de construir familias de n-pardmetros de potenciais
isoespectrais com n estados ligados da seguinte maneira:

(1) LA

(i=0,1,..,n-1) (22)
A = %+%Inw, (23)
N d d
A (Ayern Ay ) = =2+ [IND, (4,00 4,,)] (24)
d) (A Al+1’."’ n— 1) A+I+1( i+17 l+2""’ n 1)A+I+2( i+27 l+3’"" n—l) (25)
A n- 1( 1) n 2°"" 1+1q> (A )
~ dZ
Vo(A),.sA,_ )=V, —2 [In(lpollll...l[ln P, (A, ) D (A, A, )] (26)

APLICAGAO
O potencial que estudaremos e discutiremos sera o de Rosen-Morse, que apresenta-se na forma
geral como segue (todos os calculos realizados, foram feitos com o auxilio do programa Maple 12):

2
V,=A4+ % +2Btanh(ax) - A(A+ a)sech®(ax) 27)

onde A, B e @ séo constantes arbitrarias.
Resolvendo a equacgao de Ricatti temos que o superpotencial para V0 é

W (X) = Atanh(ax) + % , (28)

a autofungao de onda lIJ0 é dada por
2
W, =sech(ax)e ‘*” (29)

e 0s niveis de energia tornam-se

1 1

E =A-(A-na) +B —
( )+ A2 (A ”a)

(30)



por simplificagdo faremos @ =B=1 e A=2, assim temos

v, - % +2tanh(x) - 6sech?(x) (31)

W, = sech(x)? e_[g). (32)

O grafico de Vo apresenta-se da seguinte forma:

Portanto, um novo potencial isoespectral a partir de Vo , torma-se:

2

Vo(Ao,x) V,-2— d In(p, + Ao)=E+2tanh(x)—6sech2(x)

d 2
(35enh(x)cosh(x)+6arctan(e )cosh?(x)+2+64,cosh(x)*)
dx2 6cosh(x)?

o, d (33)

Agora plotando Vo(A,, X) para A, =2 versus x, temos




O parceiro supersimétrico de V0 € dado por:

2
V,=V, - 2d—2ln[lllo(x)] _17 +2tanh(x) - 6sech®*(x) -
dx 4
4 X (34)
2 o In[sech?(x)e 2]

o qual tem o seguinte grafico

N

— oo 0 oo
e

Note que podemos definir um novo potencial isoespectral a partir do parceiro supersimétrico de V0
pelas seguintes relagoes:

d?
Vi(A)=V,- 2 7 ez NP+ A) (35)
onde
= [ @,?(x)dx . (36)
A autofungéo de energia do estado fundamental de I/1 ,
AVl 2 4 1
) = —=2 = "—sech(x)tanh(x)e * +_tanh(x)+= . (37)
E&» 3 3 3
portanto,
= [ (x)dx =
- (38)

= gta‘“hz(x)-gln(cosh(x))+217tanh(x)sech2 (x)- 12172 tanh(x)+3?7x+A1

logo, substituindo esses valores na expressao de V1(Al) e usando o valor de Al=1, temos o seguinte
grafico:



T 1
— o o
x

Nos observamos que ao fazermos a constante de integracdo A variar para mais infinito ou menos
infinito o grafico modifica-se gradualmente até chegar ao grafico do potencial dado inicialmente. Esta
propriedade garante que o potencial estudado possua a mesma reflexdao e amplitude de transmissao.

CONCLUSAO

Neste artigo estudamos o modelo da supersimetria em mecanica quantica proposto por Witten e
aplicamos para a construgdo de novos potenciais isoespectrais via o método de potencial isoespectral
desenvolvido por Sukumar. N6s mostramos como construir uma familia de n-pardmetros de potenciais
isoespectrais com o potencial conhecido de Rosen-Morse, partindo de um potencial soldvel (ou quase), este
procedimento nos levara a uma nova classe de potenciais isoespectrais, também soluveis.

Basicamente, mostramos com esses resultados que dado um potencial soluvel é possivel construir
uma nova familia de potenciais isoespectrais exatamente sollveis, a partir de transformacgdes
supersimétricas sucessivas. Sendo que no processo de deletar os menores estados e depois adiciona-los é
que os tornam com o mesmo espectro, expandindo assim a classe de potenciais quanticos com solugao
exata da equagéao de Schrédinger.
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