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It is a capital mistake to theorize before you have all the evidence.
It biases the judgment.

— SHERLOCK HOLMES (DOYLE, 1887)



RESUMO

Esta tese concerne a concepcao, ao estudo e a analise de desempenho de sistemas de comu-
nicagoes digitais baseados na codificacao com matrizes wavelets, considerando modelos de
canais com desvanecimento Rayleigh plano. Atualmente, varias abordagens sao empregadas
no combate aos severos efeitos desses canais nos sistemas de transmissao sem-fio. A codificacao
wavelet surge como mais uma abordagem neste cenario, devido a sua baixa complexidade de
decodificacao e ao seu bom desempenho, obtido em canais com desvanecimento. Entretanto,
essa técnica de codificacao necessita de esquemas de modulacao nao-convencionais para que
todo o seu potencial possa ser explorado. Este trabalho apresenta uma anéalise de desempenho
de sistemas codificados por matrizes wavelets em canais variantes no tempo, caracterizados
pelo desvanecimento Rayleigh plano. Baseada nessa analise, novos esquemas de modulagao
sao especialmente projetados para mapear os simbolos codificados pelas matrizes wavelets.
Especificamente, constelacoes de sinais sdo obtidas usando um Algoritmo Genético (AG)
guiado pelas ferramentas analiticas aqui derivadas. Além disso, um novo sistema baseado na
integracao de um esquema de transmissao em diversidade temporal & codificacao wavelet é
avaliado neste trabalho. O desempenho desse novo sistema também é investigado através de
formulacao analitica, derivada especificamente para considerar as novas caracteristicas desse
sistema, advindas da integracao da codificagao com matrizes wavelets com o esquema de

diversidade de transmissao.
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ABSTRACT

This thesis concerns to the conception, the study and the performance analysis of wireless
systems based on wavelet coding, over flat fading channels. In order to mitigate the destruc-
tive effects of those channels, many techniques have been recently proposed, including the
use of new associations of modulation and channel coding strategies. Wavelet coding tech-
nique appears as a promising approach to this scenario, especially due to its low decoding
complexity and good performance over multipath fading. However, this technique needs un-
usual modulation schemes so that it can be fully exploited. This work presents a performance
analysis of wavelet-coded systems on time-varying Rayleigh channels. Based on this analysis,
novel signal constellations are especially designed to map the output symbols generated by
wavelet encoders. Specifically, these constellations are obtained using a Genetic Algorithm
(GA) and the analytical tools derived herein. Moreover, a new transmission system based
on the integration of a time-diversity scheme with the wavelet coding is evaluated in this
work. The performance of this new system is also addressed by mathematical tools, derived
specifically to take into account the specific features of the system, which emerge with the

integration of the wavelet coding and diversity.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

O desempenho de varios sistemas de comunicac¢oes sem-fio desenvolvidos na atualidade é se-
veramente limitado pelo desvanecimento plano produzido por multiplos percursos de propa-
gacao. Com o objetivo de minimizar a interferéncia destrutiva desses canais, varias técnicas
tém sido propostas recentemente. Dentre elas, podem ser citadas técnicas de diversidade
(ASSIS; SOUSA, 1999; SILVA; SOUSA, 1995; GOWDA et al., 1998), uso de decodificadores itera-
tivos (BERROU et al., 1993; HAGENAUER et al., 1996; TEPE; ANDERSON, 2001) e esquemas de

modulagao codificada (ALAMOUTI, 1998; NAGUIB et al., 1997; SILVA; ASSIS, 1999).

Em particular, as técnicas de diversidade consistem, basicamente, em gerar redundancia
(réplicas) do sinal transmitido no receptor. Essas réplicas sdo transmitidas sobre canais
independentes, e portanto, sao afetadas diferentemente (de maneira descorrelacionada) pelo
canal. Dessa forma, quando uma dessas réplicas estiver em uma situagao de desvanecimento
profundo, devera ser grande a probabilidade de que outras réplicas nao estejam nessa situagao.
Assim, elas podem ser combinadas de forma a fornecer uma maior confiabilidade na deteccao

desse sinal (PROAKIS, 1989).

Dentre as varias técnicas de codificacao existentes na literatura, a codificacao wavelet
apresenta-se como uma nova abordagem para superar os efeitos do desvanecimento (SILVEIRA
et al., 2003, 2004a). Essa codificagao, proposta inicialmente por Tzannes & Tzannes (1992), é
baseada nas propriedades de ortogonalidade das linhas de uma matriz de coeficientes wavelets

(MCW).

As operacoes realizadas no processo de codificacao wavelet sao definidas no corpo dos
numeros reais. Os simbolos resultantes dessa codificagao, denominados simbolos wavelets, sao

multiniveis e possuem probabilidades de ocorréncia nao-eqiiiprovaveis.
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No processo de codificacao, a seqiiéncia binaria de dados é aplicada a entrada de um
banco de registradores de deslocamento, com células ponderadas pelos coeficientes de uma
matriz wavelet. Da mesma forma que ocorre na codificacao convolucional, a informacao de
cada bit de entrada é disseminada por varios simbolos codificados. Devido as propriedades de
ortogonalidade das MCW'’s, a seqiiéncia de bits de informacao pode ser recuperada na recepcao
simplesmente por um banco de correlatores. A simplicidade computacional do processo de

decodificacao é uma das principais vantagens da codificagado com matrizes wavelets.

A estratégia utilizada pela codificacao wavelet de “espalhar” a informacgao de cada bit por
varios intervalos de sinalizacao, aumenta potencialmente a robustez do sistema a combinagao
de desvanecimento plano variante no tempo e efeitos de ruidos localizados. De fato, o nimero
méximo de simbolos codificados que podem ser afetados por um bit de entrada é definido pelo
numero de colunas da matriz de coeficientes wavelets utilizada na codificagao, e portanto, o

ganho de desempenho da codificagao wavelet depende fortemente desse parametro.

Por outro lado, 0 aumento no comprimento das linhas da MCW resulta em um aumento do
alfabeto dos simbolos codificados. Como cada simbolo deste alfabeto é mapeado em um sinal
da constelagao, segue que MCW’s com um nimero grande de colunas ocasionam um actimulo
de pontos na constelacao de sinais utilizada no esquema de modulacao, podendo comprometer
o desempenho desses sistemas. Em (RESNIKOFF; WELLS-JR, 1998; TZANNES; TZANNES, 1992)
foi apresentada uma forma de se evitar a aglomeracgao de pontos na constelagao de sinais
dos sistemas com codificacao wavelet. Trata-se de um esquema que limita a modulacao a
um nimero de niveis menor que o nimero de simbolos wavelets que podem ser gerados na
codificacao. Esse procedimento pode ser visto como um esquema de quantizacao dos simbolos
wavelets. Quando este esquema é aplicado de forma criteriosa, o efeito da quantizacao dos
simbolos torna-se irrelevante quando comparado ao ganho de desempenho conseguido pela

codificacao wavelet combinada a um esquema de modulacao eficiente.

Outro aspecto que deve ser levado em consideracao durante o projeto do esquema de

modulacao, diz respeito a distribuicao de probabilidades dos simbolos gerados pelo codificador
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wavelet. Esses simbolos sao multiniveis e tém uma distribuicao de probabilidades muito
desbalanceada. Portanto, a escolha do esquema de modulacao influencia sensivelmente o

desempenho dos sistemas baseados na codificacao com matrizes wavelets.

1.1 ENFOQUE DO TRABALHO

Em trabalhos anteriores, os sistemas baseados na codificacao com matrizes wavelets uti-
lizavam esquemas de quantizagao de simbolos wavelets e constelagoes de sinais projetados
empiricamente, por simulagdo computacional (TZANNES; TZANNES, 1992; SILVEIRA, 2002).
De fato, até o momento nao se dispunha de ferramentas matematicas que pudessem ser uti-

lizadas para projetar analiticamente o esquema de modulagao utilizado nesses sistemas.

Neste trabalho, as ferramentas analiticas necessarias para investigar o desempenho de
sistemas de comunicacoes codificados por matrizes de coeficientes wavelets, em canais sujeitos
ao desvanecimento Rayleigh nao-seletivo em freqiiéncia, sao derivadas e validadas através de

comparagoes com simulagoes computacionais.

Além disso, um novo sistema baseado na codificacao com matrizes wavelets é apresentado.
Neste sistema, um esquema de transmissao em diversidade temporal é integrado a codificacao
wavelet, visando aumentar o ganho de diversidade que esta técnica de codificacao propicia
em canais caracterizados pelo desvanecimento nao-seletivo em freqiiéncia. Note que o uso de
diversidade temporal leva, quase que invariavelmente, a uma diminuicao da eficiéncia espectral
do sistema (PROAKIS, 1989). Portanto, esquemas de transmissao baseados na utiliza¢ao de
miultiplas antenas transmissoras podem ainda ser investigados em trabalhos subseqiientes, de

forma a preservar essa eficiéncia espectral (ALAMOUTI, 1998; TAROKH et al., 1998).

O desempenho desse novo sistema também é analisado em canais com desvanecimento
Rayleigh plano, através de ferramentas mateméticas derivadas especificamente para conside-
rar as novas caracteristicas do sistema, advindas da integracao da codificagao com matrizes

wavelets com o esquema de transmissao em diversidade. O desenvolvimento analitico apre-
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sentado aqui pode ainda ser facilmente generalizado para auxiliar na concepcao e analise de

outras abordagens baseadas na codificagao com matrizes wavelets.

Por fim, este trabalho apresenta uma nova metodologia de projeto para os esquemas
de modulagao utilizados nos sistemas wavelets. Especificamente, as constelacoes de sinais
empregadas por esses esquemas de modulagao sao projetadas por meio de um algoritmo

genético guiado pela formulacao analitica derivada neste trabalho.

1.2 ORGANIZACAO DO TEXTO

Este texto é organizado em seis capitulos e quatro apéndices.

No Capitulo 2 as matrizes wavelets sao definidas e suas principais propriedades sao apre-
sentadas. Ainda no Capitulo 2, sao apresentados os algoritmos de codificacao e decodificagao
com matrizes de coeficientes wavelets. O final do Capitulo 2 ¢ dedicado a uma anélise da taxa

de codificagao wavelet.

No Capitulo 3, sao apresentados dois sistemas baseados na codificacao wavelet: O sistema
proposto por Tzannes & Tzannes (1992) e um novo sistema, caracterizado pela integracao
de um esquema de transmissao em diversidade temporal a codificacao de canal com matrizes
wavelets. O desempenho de ambos os sistemas sao avaliados em canais com desvanecimento
Rayleigh, via simulacao computacional, considerando a presenca de erros de estimacao de
canal no receptor. O algoritmo LMS (Least Mean Square) foi escolhido aqui para estimar o

estado do canal de comunicacao ao longo de cada transmissao.

No Capitulo 4, as ferramentas analiticas necessarias para se investigar o desempenho
dos sistemas de transmissao abordados neste trabalho, baseados na codificacao com matrizes
wavelets, sobre canais sujeitos apenas ao ruido aditivo Gaussiano branco (AWGN) e em canais
com ruido AWGN e desvanecimento Rayleigh nao-seletivo em freqiiéncia, serao derivadas e

validadas através de comparacoes com simulacoes computacionais.
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O Capitulo 5 trata do projeto de constelacoes de sinais para uso em sistemas baseados
na codificacao com matrizes wavelets. Especificamente, essas constelacoes sao projetadas por
meio de um algoritmo genético guiado pelas ferramentas analiticas derivadas no Capitulo 4.
Neste capitulo, os aspectos envolvidos na aplicagao de algoritmos genéticos ao projeto dessas

constelacoes sao detalhados.

No Capitulo 6, sao apresentadas as conclusoes do trabalho, sendo destacadas as principais
contribuicoes. Também sao apresentadas neste capitulo algumas propostas para a continuacao

da pesquisa.

O Apéndice A apresenta detalhes de implementacao e simulacao dos sistemas de trans-

missao investigados neste trabalho.

O Apéndice B apresenta as deducoes das probabilidades de erros de demodulagao de
sinais PSK provenientes de uma constelagao assimétrica, tanto em canais com ruido aditivo
Gaussiano branco quanto em canais caracterizados pelo desvanecimento Rayleigh plano. Essas

equacoes foram utilizadas nas anélises dos sistemas de transmissao apresentadas no Capitulo 4.

O Apéndice C apresenta os conceitos tedricos relacionados a técnica de otimizacao por

algoritmos genéticos. Ele pode ser especialmente ttil como uma introducao ao Capitulo 5.

O Apéndice D apresenta uma revisao da teoria de matrizes e sistemas wavelets.



CAPITULO 2

CODIFICACAO COM MATRIZES WAVELETS

A codificagao com wavelets foi proposta por Tzannes & Tzannes (1992) como uma nova abor-
dagem para superar os efeitos do desvanecimento, explorando as propriedades de ortogonali-
dade entre as linhas de uma matriz de coeficientes wavelets (MCW). Os simbolos resultantes
dessa codificacao, denominados simbolos wavelets, sao multiniveis e conduzem informacao de

varios bits.

Da mesma forma como ocorre na codificacao convolucional, a codificacao wavelet disse-
mina a informacao de cada bit por varios simbolos codificados. Este mecanismo “espalha” a
informacao no tempo, aumentando potencialmente a robustez do sistema & combinacao de

desvanecimento plano variante no tempo e efeitos de ruidos localizados (SILVEIRA et al., 2003).

O namero méaximo de simbolos codificados que podem ser afetados por qualquer bit de
entrada é denominado aqui comprimento de restricao do codificador wavelet. O comprimento
de restricao K de um codificador wavelet é definido pelo nimero de colunas da matriz de
coeficientes wavelets utilizada na codificacao. Ao contrario da codificacao convolucional, o
comprimento de restricdo de um codificador wavelet nao causa um grande impacto a com-
plexidade computacional do processo de decodificacao. De fato, devido as propriedades de
ortogonalidade das linhas da MCW, a seqiiéncia de bits de informacao pode ser recuperada

de forma simples, usando um banco de correlatores formados a partir das linhas da MCW.

Este capitulo aborda os fundamentos da codificagao de canal com matrizes de coeficientes
wavelets. Neste contexto, os algoritmos de codificacao e decodificacao wavelet serao apre-
sentados, e as principais propriedades dos simbolos gerados pelo codificador wavelet serao

definidas.
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O restante deste capitulo é organizado da seguinte forma: na Segao 2.1 sao definidas as
matrizes de coeficientes wavelets e apresentadas propriedades importantes dessas matrizes a
codificacao com wavelets. Na Secao 2.2 é apresentada a técnica de codificagao com matrizes
de coeficientes wavelets. Na Secao 2.3, apresenta-se o processo de decodificacao wavelet. Na
Secao 2.4, apresenta-se a distribuicao de probabilidades dos simbolos gerados pelo codificador
wavelet. Na Secao 2.5, discute-se a taxa do codigo wavelet. Finalmente, na Secao 2.6, sao

apresentadas algumas conclusoes.

2.1 MATRIZES DE COEFICIENTES WAVELETS

Nesta secao, as matrizes de coeficientes wavelets sao definidas e as suas propriedades mais
relevantes para a codificacao com wavelets sao apresentadas. No Apéndice D, essas matrizes

poderao ser estudadas mais detalhadamente.

Considere a matriz A = (a}) com m > 2 linhas (vetores) e mg colunas denotada por

Qg ) amg—l
1 1
a e a
0> ) mg—1
A= | S (2.1)
m—1 m—1
) ) ) a’mg—l

com elementos no conjunto dos nimeros reais ou complexos.

A matriz A é denominada de matriz wavelet de posto m e género g se as seguintes condi¢oes

forem satisfeitas:

mg—1
ap, =mbspg, 0<s<m-—1 (2.2)
k=0
mg—1
Z afk+mr’}a[8k+mr} = m55'7557”',7”? 0< Sl? s<m-—1,
k=0

0<r,r<g-1 (2.3)

em que [k+mr] é usado para denotar a operagao k+mr mddulo mg, a é o conjugado complexo

de a e d,, ¢ o simbolo de Kronecker, definido por

)1 sex =y
Oay = { 0 caso contrario (2.4)
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A Equagao (2.3) estabelece que os vetores representados pelas linhas de uma MCW de
posto m tém comprimento igual a \/m e sao mutuamente ortogonais, mesmo quando deslo-
cadas entre si por um multiplo de m. Além disso, ela indica que cada linha da MCW é

ortogonal a uma copia de si mesma deslocada por um miltiplo de m.

Por outro lado, a Equacdo (2.2) assegura que a soma dos elementos da primeira linha da
matriz é igual ao posto m da matriz wavelet, enquanto que a soma dos elementos das demais

linhas é igual a zero.

2.1.1 Matrizes Wavelets Utilizadas na Codificacao

Nesta secao serd apresentada uma classe especial de matrizes wavelets, conhecidas como
matrizes wavelets reais planas, que sao utilizadas nos esquemas de codificacao wavelet deste

trabalho.

Uma matriz wavelet plana possui a propriedade de que todos os seus elementos tém o
mesmo valor absoluto. Quando os elementos de uma matriz wavelet plana sao reais, ela é
denominada matriz wavelet real plana (TZANNES; TZANNES, 1992; RESNIKOFF; WELLS-JR,
1998). As matrizes wavelets reais planas com elementos normalizados em +1 satisfazem as

condi¢oes modificadas dadas a seguir:

mg—1

> ap =my/gd., (2.5)
k=0

mg—1

Z afk+mr’]afk+mr] = mg&s’,sér’,r- (26)
k=

o

A matriz wavelet real plana normalizada em 41 com dimensao 2 x 2 é a matriz de Haar
expressa em (2.7). Matrizes wavelets reais planas de ordens maiores e género 1 sdo também

conhecidas como matrizes de Hadamard ou matrizes de Walsh.

< - ) (2.7)
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A seguir, sao apresentados dois outros exemplos de matrizes wavelets reais planas, as quais

foram utilizadas nos sistemas avaliados neste trabalho.

Exemplo 2.1 Matriz wavelet real plana de posto 2 e género 4. Essa matriz wavelet
foi obtida aplicando-se a operacao de extensao, definida na Secao D.2.4, sobre a matriz de

Haar de posto m = 2 apresentada na Equacao (2.7).
111 -1 1 1 -1 1
(111—1 ~1 -1 1—1)‘ (2:8)

Exemplo 2.2 Matriz wavelet real plana de posto 4 e género 4. Essa matriz wavelet
foi obtida pelo produto tensorial, definido na Secao D.2.3, entre duas matrizes de Haar de
posto m = 2, seguido por uma operacao de extensao.

1 1r1r1-1 1 -1 1 1 1 1 -1 1 -1 1
111 -1 1 -1-1-1-1-1 1-1 1 -1
-1 -11-1-1 1 1 1 -1 -1 -1 1 1 -1
-1 -11-1-1 1 -1 -1 1 1 1 -1 -1 1

S G R
S T G R S

2.2 ALGORITMO DE CODIFICACAO COM WAVELETS

Nesta se¢ao, o algoritmo de codificagdo com matrizes wavelets, proposto em (TZANNES;
TZANNES, 1992), é apresentado sob uma nova perspectiva. Cabe notar que este algoritmo
pode ser implementado usando-se qualquer matriz de coeficientes wavelets, embora neste

trabalho sejam utilizadas apenas as matrizes MCW reais planas.

A Equagao (2.3) sintetiza as propriedades das MCW’s que sdo a base da codificagio
com wavelets. Para exemplificar o processo de codificagao, considere uma fonte discreta que
gera bits de informacao x, € {41, —1}, estatisticamente independentes e com distribui¢ao
eqiiiprovavel'. Além disso, considere que no processo de codificacao utilizou-se uma matriz
MCW real plana com posto m e género g, que pode ser expressa genericamente pela Equagao

(2.1). A Figura 2.1 ilustra o codificador wavelet definido para esta matriz.

!Esta fonte de informacio sera adotada em todo o trabalho.
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0
X pm y
ot el e,
Xn Conv. N X pmsj - y[JJm+q
Fonte p- —| MCW i
S/P N ;

m-1

X (p+Dm-1 : y

(a) Estrutura geral.
‘ + - + .o
i j 1 j
aO dm a2m
— e —
i i ¥ j j
a4 Anig a2m+q a@
L[] + -+ “ee
* j j
o An L Aomo L Ao

(b) Vista detalhada do Bloco MCW;j. Note que em cada registrador
do banco, o sub-indice ¢ varia de 0 a m — 1.

X pm+j

Figura 2.1. Diagrama do codificador wavelet para uma MCW m x mg. Neste esquema, o Bloco
MCW;j é definido a partir da j-ésima linha da matriz de coeficientes wavelets.

A codificacao wavelet realiza operacoes sobre o corpo dos niimeros reais. Nessa codificacao,
a seqiiencia de bits de informacao x, é inicialmente dizimada em m seqiiéncias paralelas,
definidas por X+ = {Tpm+; }pGZ’ 0 < j < m, como pode ser observado a partir da Figura
2.1(a). A j-ésima seqiiéncia paralela X,,,.; é entao codificada por um banco de registradores
de deslocamento, denotado nessa Figura pelo bloco MCW;. No instante de tempo n = pm+g,
emque p € N={0,1,2,3,4,...} eq e {0,1,..., m — 1}, o j-ésimo bloco MCW; do

codificador wavelet gera o simbolo ygmﬂ, chamado neste trabalho sub-simbolo wavelet.

A Figura 2.1(b) apresenta de forma detalhada a estrutura de um dos m bancos de regis-
tradores MCW; que formam o codificador wavelet representado na Figura 2.1(a). Cada banco
MCW; é constituido por m registradores de deslocamento, denotados REG,, cada um deles

com g células de memoria. Os mg coeficientes da j-ésima linha da MCW sao distribuidos em
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m grupos de g coeficientes equi-espacados, de tal forma que o g-ésimo grupo é formado pelos

coeficientes que ponderam as células do registrador REG, do j-ésimo banco.

A cada instante de tempo n = pm + ¢, m sub-simbolos wavelets ygm+q, 0<3<m—1,
gerados simultaneamente pelo g-ésimo registrador de cada um dos m bancos MCWj, sao
disponibilizados na saida do codificador wavelet. A partir da Figura 2.1(b), pode-se observar
que o sub-simbolo wavelet ygm +¢> gerado no tempo n = pm + ¢, pelo g-ésimo registrador do

banco MCWj, é dado por

Ypmta = Zalm+q Dt (2.10)

Como existem mg elementos de memoria em cada banco de registradores de deslocamento,
cada bit de entrada pode afetar no méaximo mg sub-simbolos wavelets. O comprimento de
restricao K de um codificador wavelet é definido como o nimero méximo de simbolos em uma

seqiiéncia de saida que podem ser afetados por qualquer bit de entrada, ou seja,

K :=mg (2.11)

No algoritmo de codificacio wavelet apresentado em (TZANNES; TZANNES, 1992), os m
sub-simbolos wavelets com o mesmo indice de tempo n = pm + ¢ sao ainda adicionados, e o

simbolo resultante, chamado simbolo wavelet, ¢ dado por

g—1

Ypm+q = a’lm+q p—l)ym+j- (212)
J =0

3

Il
o

Como ilustracao, a Figura 2.2 apresenta um diagrama esquemaético do codificador wavelet
associado 8 MCW 2x 8, definida em (2.13). Os sub-simbolos wavelets ¢/ gerados nos primeiros
oito intervalos desta codificacao, e os seus respectivos simbolos wavelets y,,, sao apresentados
na Tabela 2.1.

o 0o 0 0 0 .0 0 .0
A — ay @y Gy a4z Gy as Gg Qag (2.13)
= 1t 1 .1 1 1 1 1 1 - .
ay a; Gy az a; as Qg G
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X
2p
o' ()

X Conv Y

S/P

Tabela 2.1. Simbolos gerados por uma MCW 2 x 8.

nTs Yn Yn Yn = Yn + Un
0 a§x0 aéxl a§x0 +alzy
1 ajxo a;T1 ajxo + ajry
2 agxo + agacg a%an + a(l];cg ag;to + a8x2 + a%an + a(l);tg
3 agaso + a?xz aéxl + aixg a%xo =+ a(l)mg -+ a%xl + aixg
4 agxo + agacz + a8a:4 aixl + a%xg, + a(l):cs agzo + asx2 + a8a:4 +ayx1 + a%x;; + a(l):cs
5 agxo + agxg -+ a(l)m4 aéxl + aéxg, + a%mg) ao:po + CLOIL'Q + a(l)x4 =+ a%:pl + CLIIL'3 + (L%:E5
6 agxo + a2x2 + aga:4 + aoxg a%xl + aixg + a%xs + aéam a%xo +ayx2 + ayrs + aoxg +agx1 + ayrs + a%xs + a1x7
7 arxo + agxg + agac4 + ajxe azx1 + aéaxg, + a§$5 + ajxr arxo + agxg + ag;t4 + ajxe + a%an + a%xg + a%xsg +ajxr

Os simbolos wavelets y,,, como definido em (TZANNES; TZANNES, 1992), também podem

ser obtidos a partir de um produto matricial simples, expresso por

em que y é a palavra-codigo wavelet e Cyonr € uma matriz de codificacao, construida a
partir de sucessivas repeti¢oes e deslocamentos (de m posi¢oes) da MCW até que o nimero
de linhas da matriz Cy;ow seja igual & dimensao do vetor de bits de informagao que se deseja
codificar. Procedendo dessa forma, consegue-se manter as relagoes de ortogonalidade definidas
pela Equagao (2.6) entre as linhas da matriz Cycw, as quais sao exploradas na decodificagao

wavelet, como podera ser verificado na proxima secao.

Cabe observar que o algoritmo de codificagdo implementado em (TZANNES; TZANNES,

1992), definido pela Equagao (2.14), é um caso particular do algoritmo apresentado na Figura

2.1.
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Como ilustragao, a matriz de codificacao Cy;cw obtida a partir da MCW definida em

(2.13) é dada por:

0 0 0 0
(IO CLl a2 A CL7
1 1 1 1
aO (11 a2 ctt CL7
0 0 0 0
Cuew = T (2.15)

Por fim, note que a codificagao wavelet entrelaca a informacao de tal forma que, em regime
permanente, cada simbolo wavelet y,, tem informacao sobre mg bits de informacao. Por outro

lado, cada bit de informagao “influencia” mg simbolos wavelets.

2.3 DECODIFICACAO WAVELET

Os bits da seqiiéncia de mensagem sao recuperados da seqiiéncia de simbolos ¥, por um

banco de correlatores, com base na ortogonalidade entre os vetores linha da matriz wavelet.

De acordo com o processo de codificagao wavelet, definido sucintamente pela Equacgao
(2.14), pode-se verificar que um banco com m correlatores de comprimento mg, casados
com as m linhas da MCW utilizada na codificacdo wavelet, é suficiente para decodificar
seqiiencialmente a palavra-codigo y. Dessa forma, a saida do correlator 2/, j € {0, 1, ..., m—
1}, casado com a linha a’ da MCW, no instante de tempo i = m(g +p) — 1, em que p € N,

pode ser expressa por

mg—1
k=0
mg—1m—1 g—1 ' '
- A (O — (2.16)
k=0 j'=0 =0
A partir da Equagao (2.6), tem-se
mg—1
2] = Tjricmg-1) ), O] = MGTj4i(mg-1) (2.17)
k=0

J o
i

e o bit decodificado z;;;_(mg—1) na auséncia de ruido serd —1 se z; = —mg, ou, +1 se

z] = +myg. De forma geral, levando-se em consideragao a interferéncia causada pelo canal de
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comunicagao sobre os simbolos wavelets transmitidos, assume-se estimativas dos bits dadas
PO Tjti—(mg—1) = sgn(])

A simplicidade computacional do processo de decodificacao é uma das principais vantagens
da codificacao com wavelets. A decodificacao 6tima pode ser conseguida se decisoes suaves

forem fornecidas pelo demodulador. Isto pode ser obtido facilmente utilizando modulagao

ASK (BPSK), entretanto deixa de ser trivial se for utilizado modulac¢ao PSK, APK ou FSK.

2.4 DISTRIBUICAO DOS SIMBOLOS GERADOS PELO CODIFICADOR WAVELET

A partir do processo de codificacao wavelet apresentado na Secao 2.2, pode-se observar
que os simbolos wavelets y,,, codificados por uma matriz MCW real plana de posto m e género

g, pertencem ao conjunto
Yo € {—mg, —mg+2, ..., —mg+2k, ..., =2,0,2,..., mg— 2, mg} (2.18)

com cardinalidade mg + 1.

Mostra-se na Secao 4.2.1.1 que os simbolos wavelets tém uma distribuicao de probabilida-

des dada por?

myg

Pr(y, = 2k —mg) = ( i ) 0,5™, 0<k<myg. (2.19)

A partir da Equagao (2.19), verifica-se que os simbolos tém média nula e variancia mg.

Por outro lado, os sub-simbolos wavelets y/ , definidos pela Equagao (2.10), podem assumir

um dos g + 1 valores apresentados abaixo:

ve{—g, —g+2, ..., —g+2k, ...,=2,0,2,...,9—2, g} (2.20)

Os sub-simbolos 3/ seguem a distribuigao de probabilidades

Pr(yf;z%—g):(,f )0,59, 0<k<y (2.21)

2Note que os simbolos de menor médulo sdo os mais provaveis.
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A deducao de (2.21) serda apresentada na Secao 4.3.1.1. A partir desta expressao é facil

concluir que os sub-simbolos wavelets tém média nula e variancia g.

2.5 TAXA DA CODIFICACAO WAVELET

O processo de codificagao apresentado até o momento tem taxa de codificagao unitéria (um
bit de informagao por simbolo codificado y,,). No entanto, a codificagdo com matrizes wavelets
possibilita a obtencao de outros valores de taxa, modificando-se o nivel de sobreposicao das
linhas da matriz de codificacao wavelet. A sobreposicao maxima ocorre quando o desloca-
mento entre linhas idénticas é igual a m, como pode ser observado na matriz em (2.15) para
o caso de m = 2, o que resulta na taxa de codificacao igual a 1. Variando-se a sobreposicao
das linhas wavelets, pode-se conseguir taxas de codificagdo tao pequenas quanto 1/g. Neste

caso limite, nao ha sobreposicao dos elementos nao nulos das linhas da MCW.

Neste ponto, cabe notar que a codificacao com matrizes de grandes dimensoes aumenta,
tanto a variancia dos simbolos, quanto o niimero dos possiveis valores dos simbolos codificados,
de acordo com as Equagoes (2.18) e (2.20). Porém, variando-se o nivel de sobreposi¢ao das
linhas da matriz de codificacao wavelet, é possivel controlar o aumento dessa variancia, ao

custo de uma diminuicao na taxa da codificacao wavelet.

2.6 CONCLUSAO

Neste capitulo foi apresentada a técnica da codificacao de canal com matrizes de coefi-
cientes wavelets. As principais propriedades da codificacao com wavelets sao resumidas a

seguir:
1. Os vetores representados pelas linhas de uma matriz wavelet sao estritamente ortogonais.
2. Codificacao com taxa igual a 1 bit de informacao por simbolo wavelet.

3. A taxa de codificacdo pode ser ajustavel para valores inferiores a 1 bit/simbolo wavelet.
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4. A decodificacao dos simbolos wavelets é conseguida por um simples banco de correla-

tores.

Nos proximos capitulos serao apresentados resultados analiticos e de simulacao para o
desempenho da codificagao wavelet em canais de comunicacao com ruido aditivo Gaussiano
branco (AWGN), e em canais com desvanecimento. Sera visto que em canais AWGN, a
codificacao wavelet apresenta o mesmo desempenho do BPSK coerente. Por outro lado,
em canais com desvanecimento plano, a codificacao wavelet supera o desempenho de outras

abordagens propostas recentemente para o mesmo ambiente de transmissao.



CAPITULO 3

SISTEMAS BASEADOS NA CODIFICACAO COM
MATRIZES WAVELETS

Neste capitulo, o sistema proposto em (TZANNES; TZANNES, 1992), denominado a partir de
agora sistema com codificagao wavelet, serd apresentado, e o seu desempenho sera avaliado
em dois tipos de canais de comunicacao: em canais caracterizados apenas pelo ruido AWGN
e em canais com ruido AWGN e desvanecimento Rayleigh nao seletivo em freqiiéncia com
Doppler. Além disso, um novo sistema baseado na integracao da codificacao wavelet a um es-
quema de transmissao em diversidade temporal, denominado sistema com codifica¢ao wavelet
modificado, serd proposto e avaliado em canais caracterizados pelo desvanecimento Rayleigh

plano.

Ambos os sistemas de transmissao sem-fio avaliados empregam constelacoes de sinais origi-
nais, especialmente projetadas para mapear os simbolos gerados pelos esquemas de codificagao
wavelet. A metodologia utilizada nesses projetos foi baseada na busca exaustiva por configu-
racoes de sinais que conseguissem minimizar a taxa de erro de bit do sistema sob avaliacao.
Foram obtidas constelacoes de sinais que pertencem a duas classes de modulacoes distintas,
sendo elas: a modulagdo APK (Amplitude Phase Keying) e a modulacdo PSK (Phase Shift
Keying).

O desempenho de ambos os sistemas apresentados neste capitulo sao avaliados na presenca
de erros de estimacao de canal no receptor. O algoritmo LMS (Least Mean Square) foi
escolhido aqui para estimar o estado do canal de comunicagao ao longo de cada transmissao,

e o impacto dos erros dessa estimagcao, sobre o desempenho de ambos os sistemas, é avaliado

por simulagao computacional.
O restante deste capitulo estd organizado como segue: na Secao 3.1, serd apresentado o

17
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desempenho do sistema com codificagao wavelet em canais com ruido AWGN. Na Se¢ao 3.2, o
desempenho do sistema com codificacao wavelet seré avaliado em canais com desvanecimento
Rayleigh plano. Na Secao 3.3, o sistema com codificagao wavelet modificado é apresentado,
e o seu desempenho é avaliado em canais com desvanecimento Rayleigh plano. Por fim, na

Secao 3.4 serao apresentadas algumas conclusoes.

3.1 SISTEMA COM CODIFICACAO WAVELET EM CANAIS AWGN

Nesta secao, o desempenho do sistema com codificagao wavelet, ilustrado na Figura 3.1,

serd avaliado em canais com ruido aditivo Gaussiano branco (AWGN).

T, Codificad Yn S,
Fonte - (\)V;\llc;zlletor Modulador " Antena
fi’n 1f1 :gn r,
Receptor Decodificador Demodulador |<————— Canal
Wavelet

Figura 3.1. Diagrama de blocos do sistema com codificagao wavelet.

Neste sistema, a fonte de informagao gera uma seqiiéncia z, de bits de informacgao in-
dependentes e igualmente distribuidos. Essa seqiiéncia de bits é entao codificada por uma
matriz de codificacao wavelet Cpsow, conforme definido em (2.14). Os simbolos wavelets y,,
gerados nesta codificacdo pertencem ao alfabeto definido em (2.18), o qual tem cardinalidade

mg + 1.

Os simbolos wavelets y,, sao modulados por uma constelagao ASK (Amplitude Shift Key-
ing) com mg+1 pontos. De fato, a cada intervalo de sinaliza¢ao nTs um simbolo y,, € mapeado
em uma forma de onda s(¢) com amplitude igual ao valor de y,. Sendo assim, de acordo com

a Secao 2.4, a energia média dos sinais ASK transmitidos é igual a mgT5.
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Supondo que o canal de comunicagao seja caracterizado por um ruido aditivo Gaussiano

branco, o equivalente passa-baixas do sinal recebido, denotado por r,(t), é dado por
r(t) = sp(t) + np(t), nTs <t < (n+1)Ts, (3.1)

em que n,(t) representa o ruido aditivo modelado por um processo Gaussiano branco com-

plexo, com média nula e densidade espectral de poténcia (DEP) igual a X;/2 por dimensao.

Na recepcao, um filtro casado converte o sinal 7, (t) no vetor aleatorio r,, = y,,+n,,, em que
Yn € o proprio simbolo wavelet que modula o ASK transmitido, sendo portanto um nimero
real. Os elementos do nimero complexo n,, sao variaveis aleatorias Gaussianas independentes
e identicamente distribuidas com média nula e variancia Xy/2. Em particular, considerando
o esquema de modulacao ASK definido anteriormente, a densidade espectral de poténcia do

ruido é dada por
E
Ny = mg - 10~ (3.2)

Note que este sistema tem eficiéncia espectral de 1 bit/s/Hz, portanto, as relacoes Fg/R, e

Ey /Ry sao equivalentes.

A parte real de r, é entao enviada ao decodificador wavelet, que procede como descrito
na Secao 2.3. O esquema de modulacao ASK utilizado neste sistema viabiliza a decodificacao

suave dos bits de informacao gerados pela fonte.

As Figuras 3.2 e 3.3 apresentam os resultados de desempenho de erro obtidos a partir da
simulac¢ao do sistema com matrizes de coeficientes wavelets de dimensoes 2 x 8 e 4 x 16 (ver o
Apéndice A para os detalhes de simulacdo). As Figuras também apresentam, como referéncia,

o desempenho da modulagdo ASK binaria (BPSK) sem codificacao.

A partir das Figuras é possivel observar que, em canais AWGN, um sistema com codificagao
wavelet e modulagao ASK atinge o mesmo desempenho, em termos da probabilidade de
erro de bit, que sistemas com modula¢do antipodal (ASK binaria, BPSK) sem codificacao,

independente da dimensao das matrizes wavelets utilizadas na codificacao.

Este é um resultado esperado, visto que o ganho de desempenho que pode ser obtido com a
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codificacao com matrizes wavelets decorre da disseminacgao da informacao de cada bit ao longo
de varios intervalos de sinalizacao, o que nao tem efeito sobre um canal estatico. Entretanto,
como serd visto posteriormente, em canais sujeitos ao desvanecimento Rayleigh, os sistemas
baseados na codificacao com matrizes wavelets apresentam ganhos de desempenho superiores

aos obtidos por técnicas ja consagradas de codificacao.

1e-01 | T T T .
L ? ? i BPSK —+— |
PAM-MCW 2x8 ---x---

1-02 """"""""""""""" """"""""""""" """""""""""" ]
5 I : : N : 1
B 1603 e N o ]
e L i | | i
i
0] 3 : 1 : J
© % % % %
g 1e04 ps P P A N ]
o L : : : FON ]
o
1€-05 """"""""""""""" """""""""""""" ————————————————— \— N
1e-06 - | | | |
0 2 4 6 8 10
Eb/No (dB)

Figura 3.2. Desempenho do sistema com codificagdo wavelet e modulacao ASK simulado com a
MCW 2 x 8 em um canal AWGN.
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1e-01 | T T T ]
L : : BPSK —+— |
PAM-MCW 4x16 ---x---

16-02 - — R — _
5 i : : N\ : 1
8 103 p A — N |
e L 3 | : \ : ]
w
[} F : : : E
° | | | 3
o 1e-04 oo N e TN ]
e L ; | ; ;
o
wsl N\
1e-06 ! | | | |
0 2 4 6 8 10

Eb/No (dB)

Figura 3.3. Desempenho do sistema com codificagdo wavelet e modulacao ASK simulado com a
MCW 4 x 16 em um canal AWGN.

3.2 SISTEMA COM CODIFICACAO WAVELET EM CANAIS COM DESVANECI-
MENTO RAYLEIGH

A Figura 3.4 ilustra o modelo do sistema com codificagao wavelet simulado em um am-
biente de transmissao sem-fio. Neste sistema, os simbolos wavelets v, codificados conforme
definido em (2.14), sao entrelagados e transmitidos através de um canal com desvanecimento

Rayleigh plano variante no tempo.

Tn Codificador Yn Yn Sn
Fonte Entrelacador Modulador Antena
Wavelet
Estimador In
! Canal
LMS
N én dn
2y, e Yn Un ry,
Receptor De;:;;;l\ﬁ;:;dor Desentrelacador Demodulador

Figura 3.4. Diagrama de blocos do sistema com codificagdo wavelet com estimador de canal.

Considera-se aqui um entrelagador de bloco definido por E(Iy, L). Este entrelacador con-



SISTEMAS BASEADOS NA CODIFICACAO COM MATRIZES WAVELETS 22

siste em uma matriz com I; (profundidade do entrelacamento) colunas e L linhas, em que
L - 1; é o comprimento da palavra-cédigo wavelet y que sera entrelagada. O entrelacamento
dos simbolos wavelets ¢ obtido em duas etapas. Na primeira etapa, a seqiiéncia de simbolos
wavelets 1, deve ser ordenada ao longo das linhas da matriz de entrelacamento. Em seguida,
a seqiiéncia entrelacada é obtida varrendo-se a matriz de entrelacamento coluna por coluna.
A titulo de exemplo, considere a matriz de entrelacamento com [; = 4, ilustrada na Tabela
3.1. Para essa matriz, a seqiiéncia de simbolos entrelacados é dada em (3.3).
Tabela 3.1. Matriz de entrelagcamento

Yo | Y1 | Y2 | Y3
Ya | Ys | Ys | Y7

Ys | Yo | Y10 | Y11
Y12 | Y13 | Y14 | Y15

Yo, Ya, Ys, Y12, Y1, Ys, Y9, Y13, - .- (3-3)

A escolha do esquema de modulacao é um fator crucial para o desempenho dos sistemas
sem-fio que utilizam a codificacdo com matrizes wavelets. Aspectos desta técnica de codi-
ficacao que devem ser levados em consideracao no projeto das constelagoes sao descritos a

seguir:

De acordo com a Secao 2.4, os simbolos wavelets v, codificados por uma MCW com
dimensao m x mg, sao multiniveis e tém uma distribuicao de probabilidades muito desba-
lanceada, expressa por (2.19). Além disso, nos sistemas baseados em wavelets, um erro de
demodulacao entre simbolos wavelets com valores proximos pode resultar em nenhum erro
de bit, enquanto que um erro de demodulacao entre simbolos wavelets com valores distantes

pode ocasionar um surto de erros (TZANNES; TZANNES, 1992).

Neste trabalho, foi dada atencao especial ao projeto de constelacoes adequadas aos sis-
temas baseados em MCW’s que foram avaliados. Em particular, as constelacoes de sinais
utilizadas ao longo deste trabalho foram projetadas empiricamente através de simulagoes

computacionais. A metodologia utilizada nesses projetos é baseada na busca exaustiva por
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constelacoes bidimensionais, apropriadas para um ambiente de comunicacao sem-fio, que con-
sigam minimizar a taxa de erro de bit dos sistemas baseados na codificagdo com matrizes

wavelets.

Foram avaliadas constelagoes de sinais que pertencem a duas classes de modulacoes dis-
tintas, sendo elas: a modulagdo APK (Amplitude Phase Keying) com duas amplitudes e a
modulac¢ao PSK (Phase Shift Keying). Cada uma destas técnicas de modulacao apresentaram
suas vantagens e desvantagens quando utilizadas com a codificacao wavelet, como detalhado

na Secao 3.2.2.

A Tabela 3.2 sintetiza o algoritmo de busca exaustiva desenvolvido para projetar essas
constelages. O tempo de processamento computacional requerido por este algoritmo (baseado
na enumeracao completa do espago de busca discretizado) é diretamente proporcional ao
tamanho do espago de busca. Por outro lado, o tamanho desse espaco ¢ uma funcao do
numero de sinais da constelagdo e do grau de discretizagao empregado. Assim, por exemplo,
para uma discretizacao do circulo trigonométrico de 6 = 1° nos angulos, o tamanho do espago
investigado no projeto de constelacoes PSK é 360™?, em que Np é o ntimero de pontos da
constelacao. Nestes termos, pode-se observar uma relacao de compromisso entre o custo
computacional de cada projeto, e a qualidade da solucao encontrada. Visando a reducao do
tempo total de processamento requerido nos projetos executados aqui, optou-se por utilizar

um grau de discretizacao do espago de busca igual a 6 = 3°.

Apo6s a modulacao, o sinal é enviado para a antena e transmitido. Da mesma forma que no
sistema BPSK nao codificado, o sistema com codificacao wavelet e modulacao bidimensional
transmite um simbolo por bit de informagao. Logo, a energia média por bit é igual a energia

meédia da constelacao, ou seja,

mg+1
BE,=Ec= Y Pr(s)E, (3.4)

i=1
Nas simulagoes, foram utilizadas constelagoes com energia média por bit igual a 1. Con-
siderando a modulagao PSK, esta restricao de energia unitaria foi atendida por meio de uma

constelacao com raio unitario. Por outro lado, no caso APK, os sinais s; foram inicialmente



SISTEMAS BASEADOS NA CODIFICACAO COM MATRIZES WAVELETS 24

Tabela 3.2. Algoritmo de busca exaustiva de constelagoes para sistemas wavelets.
INICIALIZACAO:
Seja s; € {s1, Sa, ..., Sy} 0s sinais de uma constelagao e Zs; seus respectivos angulos.
Rotule os sinais da constelacao com os valores dos correspondentes simbolos wavelets.
Localize todos os sinais da constelacao sobre o eixo das abscissas.
ITERACAO:
Passo 1 Facai= M.
Passo 2 Simule o sistema wavelet com a constelagao atual e armazene a configuragao
da constelagao junto com o valor da BER obtido na simulacao.
Passo 3 Incremente o angulo Zs; de § graus.
Passo 4 Se Zs; > 2w, faca:
4.1 Zs; =0%
4.2 1=1—1,
4.3 Sei =0 va para o passo 6;
4.4 Retorne ao passo 3.
Passo 5 Retorne ao passo 1.
Passo 6 Selecione entre as constelagoes avaliadas aquela que leva & menor probabilidade
de erro de bit para o sistema wavelet.

distribuidos entre os dois circulos da constelagao de forma empirica (apos a avaliagao de varias

configuragoes de constelagoes), e posteriormente os raios desses circulos foram calculados de
. .~ 1 . . .

forma a satisfazer a restricio > %" Pr(s;)E,, = 1, seguindo um procedimento exaustivo

similar ao apresentado na Tabela 3.2.

No modelo do canal de comunicacao adotado, admite-se que o sinal transmitido ¢ afetado
por um desvanecimento Rayleigh nao seletivo em freqiiéncia e pelo ruido aditivo Gaussiano

branco. Dessa forma, a representacao em banda basica do sinal recebido é dada por

ra(t) = an(t)snpn(t) + nu(t), nls <t < (n+1)T, (3.5)

Na Equacao (3.5), s, é o simbolo da constelagdo bidimensional que mapeia o simbolo
wavelet y,; p(t) é um pulso limitado em banda com energia unitaria; o fator multiplicativo
a,(t) representa o ganho do canal no instante de tempo ¢, considerado constante durante o

intervalo de sinalizagao [nTs, (n + 1)7Ts) e n,(t) é o ruido Gaussiano branco complexo.

Neste trabalho, «(t) é modelado por um processo Gaussiano complexo estacionario em
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sentido amplo com densidade espectral de poténcia (DEP) dada por

=, se |fl <fp
G =14 () (3.6)
0, se |f] > 1p

em que fp é o desvio doppler méximo.

Na recepgao, o sinal recebido 7,(t) é convertido por um banco de filtros-casados em um

namero complexo r,, =y, + jry,, dado por,
r, = a,s, +n, (3.7)

sendo s,, = s, + jsp, 0 simbolo da constelagao transmitido no intervalo de tempo [nTs, (n +
1)T%). Os elementos do ruido complexo n,, sao variaveis aleatorias Gaussianas independentes

e identicamente distribuidas com média nula e variancia Xy/2, em que
R = 101w, (3.8)
O desempenho, em termos da probabilidade de erro de bit, do sistema com codificacao
wavelet foi avaliado em duas situacoes distintas de recepcao. Na primeira, considera-se que o
receptor tem perfeita informagao sobre o estado do canal (CSI-channel state information), ou
seja, ele conhece o exato valor do desvanecimento Rayleigh em cada intervalo de sinalizacao.
Neste caso, deseja-se avaliar o efeito da correlagao do canal com desvanecimento sobre o
desempenho do sistema com codificacao wavelet, aspecto que ainda nao foi considerado na
literatura. No segundo esquema de recepgao, utiliza-se o algoritmo LMS (Least Mean Square)
para realizar a estimacao adaptativa do canal de comunicagao. Neste caso, as estimativas do

ganho do canal de comunicacdo, denotadas por &(n), sdo obtidas recursivamente por:
a(n+1) =a(n) + ps(n)e*(n) (3.9)

no qual p é definido como o passo do algoritmo LMS e e(n) = r,, — &,8(n). Sinais BPSK
conhecidos com energia unitaria foram usados com o objetivo de treinar o estimador. Depois
de cada periodo de treinamento, reinicia-se o processo de estimacao do canal a partir dos

sinais bidimensionais recebidos.
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Com relagao a regra de decisao empregada pelo demodulador, o uso dos critérios MAP e
de minima distancia euclidiana foram considerados neste trabalho. A partir das estimativas

"1 dos simbolos wavelets entrelacados ,. O de-

dos sinais S, obtém-se estimativas “bruscas
sentrelacamento da seqiiéncia de simbolos wavelets é realizado em duas etapas: Inicialmente,
a seqiiéncia de simbolos deve ser ordenada ao longo das colunas da matriz de entrelagamento.
Em seguida, a seqiiéncia desentrelacada ¢ obtida varrendo-se a matriz de entrelacamento linha

por linha. As estimativas 7, sao entao decodificadas de acordo com o processo descrito na

Secao 2.3.

3.2.1 Quantizacao dos Simbolos Wavelets

De acordo com a Se¢ao 2.4, a codificagdo wavelet, definida por (2.14), gera simbolos
wavelets que pertencem ao conjunto expresso em (2.18) com mg + 1 elementos. Uma vez
que, no sistema com codificacao wavelet, cada simbolo codificado é mapeado em um sinal da
constelacao de sinais, segue que o aumento no nimero de colunas mg das matrizes wavelets
pode resultar na degradacao de desempenho do sistema devido a uma aglomeragao dos mg+1

pontos na constelacao.

Um possivel procedimento para diminuir o tamanho do alfabeto de simbolos codificados, e
conseqiientemente evitar a aglomeracao de pontos na constelacao de sinais, ja foi mencionado
na Secao 2.5, e diz respeito a variacao do nivel de sobreposicao das linhas da matriz de
codificacao wavelet, porém, este procedimento tem como custo a diminuicao da eficiéncia

espectral do sistema, em termos de bits/s/Hz.

Entretanto, existe uma outra forma de se evitar uma aglomeracao de pontos na constelagao
de sinais, sem alterar a eficiéncia espectral do sistema. Em (RESNIKOFF; WELLS-JR, 1998) foi
proposto um esquema que limita a modulagao a um ntimero de niveis menor que o nimero de
simbolos wavelets que podem ser gerados na codificacao. Esse procedimento pode ser visto

como um esquema de quantizacao dos simbolos wavelets.

! Realiza-se um mapeamento inverso de §,, em ¥,.
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Como ilustragao, apresenta-se na Tabela 3.3 o esquema de quantizagao utilizado para o
sistema com codificacao wavelet baseado na MCW 2 x 128 real e plana. Esse esquema de
quantizacao foi obtido por simulacao computacional apos varios experimentos, onde foram
avaliados diferentes mapeamentos e conjuntos de sinais representativos, utilizando-se como

critério a minimizacao da probabilidade de erro de bit do sistema.

Em principio a codificacao wavelet com essa matriz precisaria de uma constelagao com
129 sinais para representar todos os possiveis simbolos wavelets. Conseqiientemente, o de-
sempenho deste sistema estaria completamente comprometido pelo actmulo de pontos da
constelacao. Entretanto, apos a utilizacao do esquema de quantizacao proposto na Tabela
3.3, verifica-se que o sistema codificado apresenta excelente desempenho em canais com desva-
necimento Rayleigh plano, como podera ser observado na Secao 3.2.2. Portanto, considerando
o desempenho final do sistema com codificagao wavelet, constata-se que o uso de uma cons-
telagdo de sinais com menos pontos (que conduz a menores probabilidades de erros de demo-
dulagdo) compensa de certa forma a perda de informacao imposta pela quantizagao criteriosa

dos simbolos wavelets.

Tabela 3.3. Quantizacao para MCW 2 x 128.

Conjunto Simbolo
Truncado Representativo
{0} 0
{2,4,6} 4
{-2,-4,-6} -4
{8,10,12} 10
{-8,-10,-12} -10
{14,16,18} 16
{-14,-16,-18} -16
{20,22,24} 22
{-20,-22,-24} -22
{26,28,30,...,128} 28
{-26,-28,-30,. .. -128} -28

A partir da Tabela 3.3, pode-se observar que o esquema de quantizacao proposto requer
uma constelacao com 11 sinais. A Figura 3.5 apresenta as constelagoes 11-PSK e 11-APK

projetadas para este sistema. Os sinais dessas constelagoes estao rotulados com os valores
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dos simbolos wavelets correspondentes.

(a) Constelacdo 11-APK paraa MCW 2x128. (b) Constelagao 11-PSK para a MCW 2 x 128.

Figura 3.5. Constelacoes APK e PSK utilizadas no sistema com codificacao wavelet baseado na
MCW 2 x 128.

O esquema de quantizagao, apresentado aqui, serd abordado novamente na Secao 4.2.3

sob um enfoque analitico.

3.2.2 Resultados Numeéricos

Nesta secao sao apresentados os resultados de desempenho obtidos através da simulagao
computacional do sistema com codificacao wavelet exibido na Figura 3.4 (ver o Apéndice
A para os detalhes de simulagdo). O sistema foi simulado em canais com desvanecimento
Rayleigh nao-seletivo em freqiiéncia com matrizes wavelets reais planas com dimensoes iguais
a2 x 8e2x 128 e esquemas de modulacao PSK e APK. As constelacoes projetadas para

esses sistemas encontram-se ilustradas nas Figuras 3.6 e 3.5, respectivamente.

O objetivo das primeiras simulacoes foi avaliar o impacto do efeito Doppler sobre o desem-
penho do sistema com codificacao wavelet, considerando que o receptor estima perfeitamente

os coeficientes do canal.

A Figura 3.7 apresenta os resultados obtidos com a simulacao do sistema PSK codificado
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-8

6 —4 -8

(a) Constelacao 9-APK para a MCW 2 x 8. (b) Constelagdo 9-PSK para a MCW 2 x 8.

Figura 3.6. Constelacoes APK e PSK utilizadas no sistema com codificacdo wavelet baseado na
MCW 2 x 8.

pelas MCW’s 2 x 8 e 2 x 128 em um canal com méximo desvio Doppler normalizado em
fpTs = 0,002 para diferentes profundidades de entrelagamento. Pode ser observado a partir
desta figura que o sistema com codificacao wavelet sem entrelacamento nao apresenta um bom

desempenho sobre um canal com méaximo desvio Doppler normalizado em fpTs = 0,002.

Na verdade, este resultado ja era esperado, visto que o tempo de coeréncia do canal de
comunicagao simulado é muito maior que o espalhamento da informacao no tempo, produzido
pela codificagdo wavelet (8 intervalos de sinalizagdo com a MCW 2 x 8, e 128 intervalos de
sinalizacdo com a MCW 2 x 128). Entretanto, pode-se observar também a partir da Figura
3.7 que a utilizacao de esquemas de entrelacamento com profundidades iguais a 10 simbolos,
para o sistema com MCW 2 x 8, e 130 simbolos, para o sistema com MCW 2 x 128, permite
obter bons ganhos de desempenho, similares aos conseguidos em canais com entrelacamento

perfeito (apresentados na Figura sob o rotulo “Doppler Inf.”).

De fato, o ganho conseguido com a codificacao wavelet é devido principalmente & diversi-
dade temporal intrinseca do codigo, ou seja, varia em funcao do “espalhamento” da informacao
de cada bit sobre mg intervalos de sinalizacao. Portanto, para se explorar todo o potencial

da codificacao wavelet em um canal com Doppler, tém-se que assegurar um determinado grau
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(b) Curvas para Matriz de Coeficientes Wavelets com Dimensao 2 x 128.

Figura 3.7. Desempenho de um sistema PSK com codificagao wavelet, simulado com as MCW’s
2 x 8 e 2 x 128 sobre um canal com fpTs = 0,002, para diferentes profundidades de entrelacamento.
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de descorrelagao entre as amostras do desvanecimento que afetam os simbolos wavelets trans-
mitidos. Para os sistemas simulados, verifica-se que esse grau de descorrelacao é conseguido
com uma profundidade de entrelacamento igual a mg simbolos. Entretanto, como a taxa de
variacao do canal estd intimamente ligada ao tempo de coeréncia do canal (nivel de corre-
lagao), uma profundidade de entrelagamento maior que mg simbolos pode ser requerida em

canais com valores de fpTs menores que 0,002.

A Figura 3.8 exibe os resultados de desempenho obtidos com a simulac¢ao do sistema com
codificacao wavelet baseado nas MCW’s 2 x 8 e 2 x 128 também em um canal com desvane-
cimento Rayleigh plano com méaximo desvio Doppler normalizado em fpT, = 0,002, sendo
que agora para um esquema de modulagao APK. Comparando os resultados apresentados nas
Figuras 3.7 e 3.8, pode-se verificar que os sistemas que utilizam a modulagao APK apresentam
desempenhos melhores que aqueles com a modulacao PSK. Isto ocorre porque a modulagao
APK utiliza uma constelacao bidimensional multinivel que apresenta propriedades melhores
de distancia euclidiana entre os seus pontos. Em particular, pode ser observado que os sis-
temas com modulagao APK apresentam um ganho de desempenho de aproximadamente 2,5
dB quando comparados aos sistemas com modulacao PSK, considerando-se um canal com

entrelacamento perfeito.

Apesar de a modulacgao APK garantir um ganho de desempenho superior ao conseguido
pela modulacao PSK com mesma eficiéncia espectral, ela apresenta algumas desvantagens
de implementagao pratica, que podem ser minimizadas com a utilizacao da modulagao PSK.

Entre elas pode-se citar:

e Erros de demodulagao ocasionados por distor¢oes na amplitude dos sinais transmitidos
quando os amplificadores de poténcia operam em regioes de nao-linearidade? (LIANG et

al., 1999);

e Sensibilidade a jitter e retardos de grupo nao linear;

2Neste caso, existem esquemas de pré-processamento que podem ser utilizados com o objetivo de minimizar
este problema (NASCIMENTO; FARIAS, 2004).
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Figura 3.8. Desempenho de um sistema APK com codificacdo wavelet, simulado com as MCW’s
2 x 8 e 2 x 128 sobre um canal com fpTs = 0,002, para diferentes profundidades de entrelacamento.
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e Maior patamar de erro irredutivel ocasionado pela maior dificuldade em se estimar o

estado do canal na recep¢ao (SILVEIRA et al., 2004a).

Todos os resultados de desempenho que serao apresentados a seguir foram obtidos a partir
da simulacao dos sistemas com codificacao wavelet em canais com desvanecimento perfeita-

mente entrelacados.

Para auxiliar na avaliacao do desempenho da codificacao wavelet, um sistema proposto
por Tarokh et al. (1999), baseado em uma técnica de codificacao de bloco espacio-temporal
(STBC), sera utilizado como referéncia. Nesse sistema, em cada intervalo de tempo ¢, os sim-
bolos ¢!, i = 1,2, codificados por uma matriz de codificagao espacio-temporal, sio modulados
por sinais BPSK e transmitidos simultaneamente a partir de duas antenas suficientemente
espacadas de forma a garantir uma diversidade espacial. No tempo ¢, o sinal recebido r; é

dado por (TAROKH et al., 1999)
2
r, = Z a;cl +n,. (3.10)
i=1

O coeficiente a; é o ganho do percurso da antena transmissora ¢ até a antena receptora.
Assumindo uma estimacao perfeita do canal, o receptor deve calcular a métrica de decisao
1 2
i (2

>_lri= ) auc]

t=1 i=1
para todas as palavras-codigo e decidir em favor da palavra-c6digo que minimiza esta métrica
(TAROKH et al., 1999). A ortogonalidade dos STBC’s viabiliza um processamento linear sim-

ples para a obtencao da decisao de méxima verossimilhanca.

A escolha desse sistema de referéncia é apropriada, visto que ele tém um grau de comple-
xidade similar ao do sistema com codificacio wavelet®, além de apresentar a mesma eficiéncia
espectral de 1 bit/s/Hz. Outro aspecto que também foi levado em consideragao para a escolha
desse sistema de referéncia é que tanto ele quanto o sistema com codificacao wavelet foram

idealizados para o mesmo tipo de ambiente de comunicagao.

3Entende-se aqui por complexidade, os requisitos de software e hardware necessarios para a implementacio
pratica dos sistemas.
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Vale ressaltar que a codificagao de bloco espéacio-temporal (STBC) também foi avaliada em
outras configuragoes de sistemas (TAROKH et al., 1999), com diferentes esquemas de modulacao
(2-PSK, 4-PSK, 8-PSK, 16-QAM) e de transmissao (2 antenas Tx, 3 antenas Tx e 4 antenas
Tx), se mostrando mais flexivel quanto a eficiéncia espectral que a codificacao baseada em
matrizes wavelets. Em particular, o sistema STBC-BPSK com duas antenas transmissoras
foi escolhido aqui como referéncia apenas por ter a mesma eficiéncia espectral dos sistemas

wavelets.

A Figura 3.9 apresenta as curvas de probabilidades de erro de bit para o sistema com

codificacao wavelet simulado com a MCW 2 x 128 e para o sistema de referéncia.

1e-01 g X T ]
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MCW-PSK 2 x 128 —*—
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1e-02 | T NN _—_—_—_——Ebhi ]
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Figura 3.9. Desempenho do sistema com codificagdo wavelet baseado na MCW 2 x 128 com modu-
lagoes 11-PSK e 11-APK.

Pode-se observar a partir dessas curvas que o desempenho do sistema APK com codi-
ficagdo wavelet supera o desempenho do sistema de referéncia (STBC-BPSK) para valores
de SNR’s maiores que 15 dB. Em particular, verifica-se para probabilidades de erros de bit
em torno de 10~ que o sistema com codificacao wavelet apresenta um ganho de desempenho
aproximadamente igual a 4,5 dB, quando comparado ao desempenho do sistema STBC-BPSK.

Além disso, pode ser observado que o sistema PSK com codificacao wavelet também apresenta
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um ganho de E;, /R, em relacao ao sistema STBC-BPSK para probabilidades de erros de bit
inferiores a 10~*. Mais especificamente, o sistema PSK com codificacio wavelet apresenta um
ganho aproximadamente igual a 2 dB em relagao ao sistema STBC-BPSK para uma BER da

ordem de 1077,

A vantagem de desempenho observada no sistema com codificacao wavelet em relagao
ao sistema de referéncia pode ser explicada pelo maior ganho de diversidade que é obtido
pela codificagao wavelet. De fato, em canais com desvanecimento, o ganho de diversidade
da codificagao wavelet é uma fungao de mg (SILVEIRA et al., 2003). Logo, os resultados da
Figura 3.9 indicam que o uso de uma MCW com posto m = 2 e género g = 64 pode obter

uma melhora significante de desempenho sobre o sistema STBC-BPSK.

A relacao de dependéncia que existe entre o ganho de desempenho dos sistemas codificados
por matrizes wavelets e o nimero de colunas mg da matriz de coeficientes wavelets utilizada
na codificacao é uma caracteristica muito importante destes sistemas, visto que ela deixa
margem para se conseguir ganhos de desempenho ainda maiores ao custo de um aumento

relativamente pequeno na complexidade computacional dos sistemas.

Os resultados apresentados até o momento foram obtidos para um sistema de comunica¢ao
com estimagao perfeita do estado do canal de comunicagao (CSI), situacdo que é impossivel
de ocorrer na pratica. De agora em diante, o desempenho do sistema com codificacao wavelet
serd avaliado na presenca dos erros de estimacgao do canal, condi¢ao que ainda nao tinha sido

considerada na literatura.

Mais uma vez, o sistema com codificacao wavelet foi simulado com as MCW’s 2 x 8 e
2 x 128 e esquemas de modulagao PSK e APK, com constelacoes ilustradas nas Figuras 3.6 e
3.5. Nas simulacoes que seguem, foram considerados modelos de canais de comunicac¢ao com
desvanecimento Rayleigh plano e méximos desvios Doppler normalizados em fpT, = 0,002
e fpT, = 0,004. Por conveniéncia, foi adotado em todas as simulacoes um esquema de
entrelacamento com profundidade de 150 simbolos, suficiente para atender os requisitos de

todos os sistemas avaliados quanto ao grau de descorrelacao do canal. A fim de se estimar o
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estado do canal de comunicacao sem-fio, utilizou-se o algoritmo LMS descrito na Secao 3.2.

Os simbolos foram transmitidos em blocos com comprimento igual a 250, com 50 destes
simbolos utilizados com o propoésito de treinamento do algoritmo LMS, de forma que a vazao
da informacao foi de 80%. Em todas as simulagoes, o algoritmo LMS foi treinado sempre
com a transmissao de um simbolo de treinamento antes de quatro simbolos de informagcao.
A simulacao de cada bloco de 250 simbolos foi realizada sobre uma amostra estatisticamente
independente do canal variante no tempo, a fim de aumentar a precisao estatistica dos resul-

tados obtidos.

O valor do passo 1 do LMS foi estabelecido com base em otimizagoes numeéricas previa-
mente realizadas no desempenho dos sistemas com codificacao wavelet, para cada valor de
espalhamento Doppler fpT,. Como a escolha do passo p também depende da SNR (E, /),
uma relac¢ao de compromisso foi estabelecida sobre a regiao de valores E, /X, investigados. O
parametro p influencia diretamente na convergéncia do algoritmo LMS. Quanto maior for o
passo p maior sera a velocidade de convergéncia, entretanto maior serd o ruido gradiente em
torno do parametro estimado. Por outro lado, se 1 for muito pequeno, pode-se comprometer a
estimacao do canal. Deve haver portanto um compromisso entre a velocidade de convergéncia

e a precisao dos resultados (HAYKIN, 1991).

A Figura 3.10 exibe as curvas de aprendizagem do algoritmo LMS para os sistemas simu-
lados com as MCW’s 2 x 8 e 2x 128 em um canal com desvanecimento com fpTs = 0,002. Em
particular, as Figuras 3.10(a) e 3.10(b) apresentam os resultados obtidos com as modulagoes
PSK e APK, respectivamente. Os valores do passo u do algoritmo LMS utilizado em cada

sistema encontram-se no rétulo de cada uma dessas figuras.

Também sao ilustradas nesta secao as curvas de aprendizagem do algoritmo LMS quando
os sistemas com codifica¢ao wavelet sao simulados em um canal com desvanecimento Rayleigh

e maximo desvio Doppler fpTs = 0,004. Estas curvas encontram-se esbocadas na Figura 3.11.

As curvas apresentadas nas Figuras 3.10 e 3.11 foram obtidas para uma SNR igual a 30 dB,
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Figura 3.10. Curvas de aprendizagem do algoritmo LMS para os sistemas com modulagoes PSK e
APK simulados com as MCW’s 2 x 8 e 2 x 128 em um canal com desvanecimento com fpTs = 0,002.
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Figura 3.11. Curvas de aprendizagem do algoritmo LMS para os sistemas com modulagoes PSK e
APK simulados com as MCW’s 2x 8 e 2x 128 sobre um canal com desvanecimento com fpT = 0,004.
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e apresentam a evolugao do erro médio quadratico (EMQ) durante os primeiros intervalos de
sinalizacao. Contudo, foi verificado que o comportamento apresentado neste periodo inicial é
mantido ao longo de todo o bloco. Devido ao esquema de treinamento utilizado, o EM(Q oscila
ao longo de todo o bloco ao redor de um valor médio, proximo a variancia do ruido. Também
pode ser verificado que a oscilagao aumenta com o espalhamento Doppler. Isto ocorre porque
quanto maior for a fpTy, maior serd a variacao do canal, e conseqiientemente mais intensos
serao os erros de estimacao. Além disso, comparando os resultados apresentados nas Figuras
3.10 e 3.11, pode-se observar que os sistemas que utilizam a modulacao APK apresentam um
patamar de erro médio quadratico mais elevado que os sistemas com modulacao PSK, como
também um maior nivel de oscilacao. Isto ocorre porque os sinais APK nao possuem energia

uniforme, o que dificulta a atualizacao das estimativas do canal pelo algoritmo LMS.

As Figuras 3.12 e 3.13 apresentam o desempenho dos sistemas PSK e APK com codificacao
wavelet, simulados com as MCW’s 2 x 8 e 2 x 128 em canais com desvanecimento Rayleigh
plano com méaximos desvios Doppler normalizados em fpTy = 0,002 e fpT, = 0,004, respecti-
vamente. Pode ser observado nessas Figuras que os sistemas apresentam um patamar de erro
irredutivel (PEI). Este resultado é tipico de sistemas suscetiveis a erros de estimagao de canal.
Este efeito pode ser reduzido através do uso de procedimentos de filtragem mais robustos e
complexos, tais como os filtros de Kalman (HAYKIN, 1991; PROAKIS, 1989). Também pode-se
verificar a partir das Figuras 3.12 e 3.13 que o ganho inicialmente apresentado pelo sistema
com modulacao APK sobre o sistema com modulacao PSK é sensivelmente minimizado na
presenca de erros de estimacao de canal. Este fato se deve ao maior EMQ na estimacgao do
canal quando o esquema de modulagao APK é adotado, como pode ser visto nas Figuras 3.10
e 3.11. Entretanto, este efeito pode ser superado com a utilizacdo de um procedimento de
filtragem mais adequado para a modula¢ao APK, como o algoritmo LMS normalizado (DINIZ,

1997).
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Figura 3.12. Desempenho do sistema com codificacao wavelet simulado com as MCW’s 2 x 8 e
2 x 128 na presenca de erros de estimacao de canal para fpTs = 0,002.
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Figura 3.13. Desempenho do sistema com codificacao wavelet simulado com as MCW’s 2 x 8 e
2 x 128 na presenca de erros de estimacao de canal para fpTs = 0,004.
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3.3 SISTEMA COM CODIFICACAO WAVELET MODIFICADO EM CANAIS COM
DESVANECIMENTO RAYLEIGH

Nesta secao, a codificacao wavelet serd combinada a um esquema de transmissao com
diversidade temporal. A idéia principal aqui é utilizar a MCW com dimensao m X mg como
um banco de m codificadores, como sugerido pela Figura 2.1(a). Neste sistema, os m sub-
simbolos wavelets v/, 0 < j < m, gerados pelo codificador wavelet no n-ésimo intervalo
de codificacao, sao mapeados em uma constelagao bidimensional com energia média igual a
1/m, e transmitidos separadamente no intervalo [nTy, (n + 1)T}) através de um canal com
desvanecimento Rayleigh, ao invés da transmissdo do simbolo wavelet y,,, dado em (2.12),

conforme foi proposto em (TZANNES; TZANNES, 1992).

O esquema de transmissao avaliado neste trabalho emprega slots de tempo diferentes, com
duragdo nT,/m, para se transmitir separadamente os sub-simbolos wavelets, o que implica no
aumento da banda espectral requerida pelo sistema. Uma evolucao natural para este sistema,
e que sera avaliada em trabalhos futuros, consiste na utilizacao de multiplas antenas de
transmissao e uma tnica antena de recepcao®, com o objetivo de tentar preservar a eficiéncia

espectral obtida em (TZANNES; TZANNES, 1992).

A Figura 3.14 apresenta o sistema proposto. Este sistema utiliza o mesmo esquema de
entrelacamento definido na Secao 3.2. Neste entrelacamento, a seqiiéncia de sub-simbolos
wavelets é inicialmente ordenada ao longo das linhas de uma matriz com I, (profundidade
do entrelagamento) colunas e L linhas, e posteriormente, os sub-simbolos entrelacados sao

obtidos fazendo-se uma varredura coluna por coluna da matriz L x 1.

O sistema com codificacao wavelet modificado também foi implementado com duas téc-
nicas de modulacao distintas, sendo elas a modulagao APK com duas amplitudes e a modu-
lacao PSK. As constelacoes foram projetadas seguindo-se a mesma metodologia apresentada

na Secao 3.2, através do algoritmo de busca exaustiva descrito na Tabela 3.2. Todos os m

“Neste caso, por meio de uma codificagio espécio-temporal, os m sub-simbolos wavelets y/ seriam trans-
mitidos ao mesmo tempo por m antenas transmissoras durante o intervalo [nTs, (n + 1)T%).
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Figura 3.14. Sistema com codificacao wavelet modificado com estimador de canal.

sub-simbolos %/ sao modulados por uma mesma constelagao com g + 1 pontos (ver Equagao

(2.20)) e energia média igual a 1/m.

No modelo do canal de comunicacao adotado, considera-se que os sinais bidimensionais
que modulam os sub-simbolos 7/ sao afetados por um desvanecimento Rayleigh nao-seletivo
em freqiiéncia, com DEP dada pela Equagao (3.6), e por um ruido aditivo Gaussiano branco

complexo com média nula e variancia Xy/2 por dimensao, em que
_ 7071(ﬂ)dB
Ny =10 Ro 248, (3.11)

Admite-se ainda que o desvanecimento tem energia média unitaria e amplitude constante

durante o intervalo de sinalizagao.

Na recepcao, os m sinais recebidos em cada intervalo de sinalizacao nTs sao convertidos em
sinais complexos por um banco de filtros casados. Foram avaliadas duas situacoes distintas de
recepcao. Na primeira, considera-se que o receptor tem informagao perfeita sobre o estado do
canal (CSI). No segundo esquema de recep¢ao, utiliza-se novamente o algoritmo LMS dado
em (3.9) para se estimar o canal de comunicac¢ao. Neste caso, entretanto, o algoritmo LMS é

treinado com sinais BPSK conhecidos com energia igual a 1/m.

Com relagao a regra de decisao empregada pelo demodulador, o uso dos critérios MAP e de

minima distancia euclidiana também foram considerados aqui. De posse das estimativas dos
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sinais transmitidos, obtém-se as estimativas dos sub-simbolos wavelets entrelagados /. Para
desentrelagar a seqiiéncia de sub-simbolos wavelets, segue-se 0 mesmo procedimento utilizado

no sistema com codificacao wavelet.

Devido ao novo esquema de transmissao proposto, as estimativas 4/ devem ser somadas
na recepcao, uma vez que estas foram transmitidas separadamente no tempo®. O simbolo
resultante dessa soma, denotado por 7,, é entao decodificado de acordo com o processo descrito

na Secao 2.3.

3.3.1 Resultados Numéricos

Esta se¢ao apresenta alguns resultados de desempenho do sistema com codificacao wavelet

modificado, ilustrado na Figura 3.14 (ver o Apéndice A para os detalhes de simulacao).

Esses resultados foram obtidos com matrizes wavelets reais planas com dimensoes 2 x 8 e
4 x 16, e esquemas de modulagao 5-PSK e 5-APK, em canais com desvanecimento Rayleigh

nao-seletivo em freqiiéncia. A Figura 3.15 exibe as constelagoes projetadas para esses sistemas.

Os primeiros resultados de simulagao apresentados a seguir tém por objetivo avaliar o
impacto do efeito Doppler sobre o desempenho do sistema com codificacao wavelet modificado.
Para cumprir com o objetivo dessas primeiras simulacoes, admite-se que o receptor seja capaz

de estimar perfeitamente o estado de cada canal de comunicacao simulado.

A Figura 3.16 apresenta o desempenho do sistema PSK com codificacao wavelet modifi-
cado, simulado com as MCW’s 2 x 8 e 4 X 16 em um canal com Desvanecimento Rayleigh
e maximo desvio Doppler normalizado em fpT, = 0,002, para diferentes profundidades de

entrelacamento.

Assim como foi observado na Se¢ao 3.2.2 para o sistema com codificacao wavelet, o desem-

penho do sistema com codificacao wavelet modificado também sofre uma forte degradacao sem

°Isso resulta em um ganho adicional de diversidade (diversidade temporal), como pode ser constatado na
Secao 3.3.1.
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-4
(a) MCW 2 x 8 — Constelagao 5-APK. (b) MCW 2 x 8 — Constelacio 5-PSK.

-4
(c) MCW 4 x 16 — Constelacdo 5-APK. (d) MCW 4 x 16 — Constelacao 5-PSK.

Figura 3.15. Constelagoes utilizadas nas simulag¢oes do sistema com codificagdo wavelet modificado.
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o entrelacamento da seqiiéncia de sub-simbolos. Isto ocorre porque o esquema de transmissao
com diversidade temporal proposto so suscita ganhos de desempenho quando os sub-simbolos
wavelets sao afetados por amostras de desvanecimento suficientemente descorrelacionadas,

fato que pode ser alcancado através da utilizacao de um esquema de entrelacamento.

A partir da Figura 3.16, verifica-se que esquemas de entrelacamento com profundidades
de 20 simbolos, para o sistema com MCW 2 x 8, e 70 simbolos, para o sistema com MCW
4 x 16, permitem obter bons ganhos de desempenho, similares aos conseguidos em canais com
entrelagamento perfeito (canais com Desvio Doppler infinito). Observe que estas profundi-
dades de entrelacamento nao sao suficientes para tornar as amostras de desvanecimento do
canal estatisticamente independentes, mas proporcionam a descorrelacao necessaria para se

explorar todo o potencial dos sistemas simulados.

Como mencionado anteriormente, o sistema com codificacao wavelet modificado também
foi implementado com um esquema de modulacao APK. A Figura 3.17 ilustra os resultados
obtidos com a simulacao dos sistemas APK com matrizes MCW 2 x 8 e 4 X 16 em um canal
com méaximo desvio Doppler normalizado em fpT, = 0,002, para diferentes profundidades de

entrelacamento.

A partir dos resultados apresentados nas Figuras 3.16 e 3.17, verifica-se que um esquema de
entrelacamento com profundidade de m?2g simbolos é suficiente para que os sistemas simulados
obtenham praticamente a totalidade do ganho possivel em um canal com desvanecimento
Rayleigh com fpTs = 0,002. Ou seja, o aumento da profundidade de entrelacamento além
desse valor nao proporciona ganho significativo de desempenho para esses sistemas®. Observe
que a profundidade de entrelacamento neste caso é m vezes maior que a constatada para
os sistemas com transmissao de simbolos wavelets, o que pode ser justificado pela existéncia
de m sub-simbolos extremamente correlatados em cada intervalo [nTy, (n + 1)7,). Também
pode-se verificar que o ganho de 2,5 dB, obtido pelo sistema APK com codificacao wavelet

sobre o sistema PSK com codificacao wavelet, se mantém, respectivamente, nas simulagoes

6Assim como mencionado anteriormente (Secdao 3.2.2), também aqui a profundidade de entrelagamento
pode ser influenciada pelo tempo de coeréncia do canal de comunicagao.
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(b) Curvas para Matriz de Coeficientes Wavelets com Dimensao 4 x 16.

Figura 3.16. Desempenho do sistema PSK com codificagao wavelet modificado, simulado com as

MCW’s 2 x 8 e 4 x 16 sobre um canal com fpTs = 0,002, para diferentes profundidades de entre-
lacamento.
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Figura 3.17. Desempenho do sistema APK com codificagdo wavelet modificado, simulado com
as MCW’s 2 x 8 e 4 x 16 sobre um canal com fpTs; = 0,002, para diferentes profundidades de

entrelacamento.



SISTEMAS BASEADOS NA CODIFICAGAO COM MATRIZES WAVELETS 48

do sistema com codificacao wavelet modificado.

Todos os resultados de desempenho que serao apresentados a seguir foram obtidos a partir
de simulacoes do sistema com codificacao wavelet modificado em canais com desvanecimento

perfeitamente entrelacados.

Inicialmente, a Figura 3.18 exibe as curvas de desempenho do sistema PSK com codificagao
wavelet modificado, simulado com as MCW’s 2 x 8 e 4 x 16 sobre um canal perfeitamente
estimado no receptor. Para auxiliar na avaliacao de desempenho desse sistema, utiliza-se aqui
como uma referéncia, o sistema PSK com codificacao wavelet com MCW 2 x 8. A partir
desta figura, pode-se verificar que o sistema baseado na transmissao de sub-simbolos wavelets
codificados pela MCW 2 x 8 apresenta um ganho de desempenho aproximadamente igual a 2
dB em relacao ao sistema baseado na transmissao de simbolos wavelets codificados por esta
mesma MCW, para uma probabilidade de erro de bit em torno de 10~*. Considerando-se esta
mesma faixa de valores para a probabilidade de erro de bit, observa-se que o sistema baseado
na transmissao de sub-simbolos codificados pela MCW 4 x 16 apresenta um ganho de Ej /R,

aproximadamente igual a 5 dB em relagao ao sistema de referéncia.

Os ganhos de desempenho obtidos pelo sistema com codificacao wavelet modificado ocor-

rem basicamente em funcao de dois fatores principais, sendo eles:

e O ganho de diversidade, conseguido com a transmissao dos sub-simbolos wavelets sobre
canais descorrelacionados. Note que o esquema de transmissao empregado aqui, leva
a uma diminuicao da eficiéncia espectral do sistema. Entretanto, esquemas de trans-
missao baseados na utilizagao de multiplas antenas transmissoras serao investigados em

trabalhos subseqiientes, de forma a preservar essa eficiéncia espectral.

e A diminuicao do numero de pontos da constelacao utilizada na modulacao por um fator
de aproximadamente m (em que m é o niumero de linhas da matriz MCW utilizada), de
acordo com as Equagdes (2.18) e (2.20), o que leva a um aumento na distancia euclidiana

média entre os pontos da constelagao e, conseqiientemente, a uma diminuicao do niimero
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Figura 3.18. Desempenho do sistema PSK com codificacao wavelet modificado na auséncia de erros
de estimacao de canal.

de erros de demodulacao’.

Os resultados apresentados até o momento foram obtidos para sistemas de comunica¢ao
com informagcao perfeita sobre o estado do canal. De agora em diante, o desempenho do

sistema com codificacao wavelet modificado sera avaliado na presenca dos erros de estimacao

do canal.

Foram simulados sistemas com MCW 2 x 8 e 4 x 16, e esquemas de modulacao 5-PSK
e 5-APK, em um canal com desvanecimento Rayleigh plano com maximo desvio Doppler

normalizado em fpTy = 0,002. Foi adotado um entrelagamento com profundidade de 100

simbolos.

Os sub-simbolos de informacao foram transmitidos em blocos com comprimento igual a

200, com 50 simbolos de treinamento intercalados entre esses sub-simbolos de informacao,

TA principio, o aumento dessa distancia euclidiana poderia ser comprometido pela diminuicio do raio
das novas constelacoes, calculado em fungao da energia média de cada constelacao. Entretanto, resultados
de simulacdo em canais AWGN confirmam que os esquemas de modulacdo empregados pelos sistemas de
transmissao de sub-simbolos wavelets apresentam propriedades melhores de distancia euclidiana.
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de forma que a vazao da informagao foi de 80%. Com o objetivo de aumentar a precisao
estatistica dos resultados obtidos, a simulacao de cada bloco foi realizada com uma amostra

independente do canal variante no tempo.

O esquema de treinamento utilizado em cada sistema foi investigado de forma empirica,
através de simulagoes, visando maximizar o desempenho dos sistemas. Para o sistema PSK
com MCW 2 x 8, cada par de simbolos de treinamento é seguido por oito sub-simbolos de
informacao, enquanto que para os demais sistemas, o algoritmo LMS foi treinado sempre com

a transmissao de trés simbolos de treinamento antes de doze sub-simbolos de informacao.

Mais uma vez, o valor do passo p do LMS foi otimizado numericamente para cada sistema
e valor de espalhamento Doppler fpTs;. Como a escolha do passo p também depende da
SNR (Ep/Xp), uma relagdo de compromisso foi estabelecida sobre a regiao de valores Ej/Ry
investigados.
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(a) Curva de aprendizagem para o sistema (b) Curva de aprendizagem para o sistema
PSK com p =1, 28. APK com p = 1,06.

Figura 3.19. Curvas de aprendizagem do algoritmo LMS para os sistemas com modulacoes 5-PSK
e 5-APK simulados com a MCW 2 x 8 sobre um canal com desvanecimento com fpTs = 0,002.

As Figuras 3.19 e 3.20 ilustram as curvas de aprendizagem do LMS para os sistemas
PSK e APK simulados, respectivamente, com as MCW’s 2 x 8 e 4 X 16 em um canal com
fpTs = 0,002. O valor do passo p do algoritmo LMS utilizado em cada sistema encontra-se

no rotulo de cada uma dessas figuras.
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Figura 3.20. Curvas de aprendizagem do algoritmo LMS para os sistemas com modulagdes 5-PSK
e 5-APK simulados com a MCW 4 x 16 sobre um canal com desvanecimento com fpTs = 0,002.

Essas curvas foram obtidas para uma SNR igual a 30 dB, e apresentam a evolucao do
erro médio quadratico (EMQ) durante os primeiros intervalos de sinaliza¢do. Assim como foi
observado para o sistema com codificacao wavelet, também aqui pode ser verificado que os
sistemas baseados na transmissao de sub-simbolos que utilizam a modulacao APK apresentam
um patamar de erro médio quadratico mais elevado que os sistemas com modulacao PSK,

devido a uma distribuicao desigual da energia média da constelacao entre os seus sinais.

As Figuras 3.21(a) e 3.21(b) ilustram o desempenho do sistema com codificagdo wavelet
modificado, simulado na presenca de erros de estimacao de canal com as MCW'’s reais planas
com dimensoes 2 X 8 e 4 X 16 em um canal com méaximo desvio Doppler fpTy = 0,002. Essas
Figuras também mostram, como referéncia, curvas de desempenho obtidas na auséncia de

erros de estimacao de canal (CSI).

Pode ser observado na Figura 3.21(a), que o sistema APK apresenta um desempenho su-
perior ao sistema PSK para SNR’s inferiores a aproximadamente 25 dB, entretanto o patamar
de erro irredutivel do sistema PSK é inferior ao do sistema APK. Este fato pode ser explicado
pelo menor EMQ na estimacgao do canal do sistema PSK com MCW 2 x 8. Por fim, pode ser
verificado que o desempenho do sistema com codificacao wavelet aumenta com a utilizacao de

MCW’s de maiores dimensoes. Em particular, observa-se que o patamar de erro irredutivel
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Figura 3.21. Desempenho do sistema com codificacao wavelet modificado, simulado com as MCW'’s
2 x 8 e 4 x 16 na presenca de erros de estimacao de canal para fpTs = 0,002.
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do sistema PSK passou de 8- 107" para 6 - 10~¢ quando se utilizou a MCW 4 x 16, em substi-
tuicao da MCW 2 x 8 nas simulacoes. Este comportamento ocorreu com maior evidéncia nos

sistemas com modulacao APK, no qual pode ser constatado uma reducao no patamar de erro

de 4-107* para 2-107%, quando a MCW 4 x 16 foi utilizada em substituicio & MCW 2 x 8.

3.4 CONCLUSAO

Neste capitulo foram apresentados sistemas de transmissao baseados na codificagao de
canal com matrizes wavelets. Os desempenhos desses sistemas, obtidos em termos da pro-
babilidade de erro de bit, foram avaliados em canais com ruido aditivo Gaussiano branco e
em canais com desvanecimento Rayleigh nao-seletivo em freqiiéncia, através de simulacgoes

computacionais.

Inicialmente se constatou que em canais AWGN, a codificacao wavelet com modulagao
ASK e taxa igual a 1 bit/simbolo apresenta o mesmo desempenho que sistemas com modula-
¢ao antipodal (ASK binaria, BPSK), independente da dimensao das matrizes de coeficientes

wavelets utilizadas na codificacao®.

Entretanto, pode-se observar que em canais caracterizados pelo desvanecimento Rayleigh
plano, os sistemas de transmissao baseados na codificacao com matrizes wavelets apresentaram
bons desempenhos. Em particular, foi mostrado através de simulagao computacional que
o sistema baseado na transmissao de simbolos wavelets supera o desempenho do sistema
STBC-BPSK proposto por Tarokh et al. (1999), o qual apresenta uma complexidade de

implementacao similar e produz a mesma eficiéncia espectral do sistema wavelet.

8Neste mesmo ambiente de comunicacio, também foram realizadas algumas simulacdes com sistemas APK
e PSK baseados na transmissao de simbolos e sub-simbolos wavelets, com regra de demodulacao MAP. Em
todas elas, o sistema nao-codificado apresentou vantagens de desempenho.



CAPITULO 4

ANALISE DE DESEMPENHO DE SISTEMAS
BASEADOS EM MCW'S

Em trabalhos anteriores, o desempenho dos sistemas baseados na codificacao com matrizes
wavelets em canais com desvanecimento vinha sendo avaliado apenas por simulacoes com-
putacionais (TZANNES; TZANNES, 1992; SILVEIRA et al., 2003, 2004a). Devido aos bons re-
sultados de simulagao conseguidos por esses sistemas em ambientes de comunicagoes sem fio,
foi considerado pertinente apresentar neste trabalho um modelo analitico para formalizar o

desempenho desses sistemas.

Sendo assim, as ferramentas analiticas necessarias para investigar o desempenho de sis-
temas de comunicacoes codificados por matrizes de coeficientes wavelets serao deduzidas neste
capitulo, e validadas através de comparacoes com simulacoes computacionais. Vale salientar
que ambos os sistemas wavelets avaliados no capitulo anterior, sendo eles: o sistema com
codificacao wavelet e o sistema com codificacao wavelet modificado, serao analisados aqui
em canais sujeitos apenas ao ruido AWGN e em canais com ruido AWGN e desvanecimento

Rayleigh nao-seletivo em freqiiéncia.

O restante deste capitulo esta organizado como segue. Na Secao 4.1 apresenta-se a anélise
da probabilidade de erro de bit para o sistema ASK com codificacao wavelet, derivada em
(TZANNES; TZANNES, 1992) para canais com ruido AWGN. A Se¢ao 4.2 apresenta a andlise
derivada aqui para o desempenho do sistema com codificacao wavelet, e esquemas de mo-
dulagao PSK e APK, em canais com ruido AWGN e desvanecimento Rayleigh nao-seletivo
em freqiiéncia. Na Secao 4.3 sao apresentadas as ferramentas matematicas necessarias para
analisar o desempenho do sistema com codificagao wavelet modificado, com esquemas de mo-

dulagao PSK e APK, em canais com ruido AWGN e desvanecimento Rayleigh nao-seletivo

o4
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em freqiiéncia. Resultados de simulacao também sao apresentados nas Secoes 4.2 e 4.3, com
o objetivo de validar as expressoes analiticas desenvolvidas. Por fim, a Secao 4.4 apresenta

as consideragoes finais do capitulo.

4.1 SISTEMA COM CODIFICACAO WAVELET EM CANAIS AWGN

Nesta secao, sera apresentada uma expressao analitica para a probabilidade de erro de bit

do sistema com codificagao wavelet em canais AWGN, apresentado na Secao 3.1.

Como foi visto na Secao 2.4, os simbolos wavelets gerados por uma MCW real plana com
dimensao m x mg pertencem a um conjunto com mg + 1 valores, de acordo com a Equacao
(2.18), e tém variancia mg. Portanto, quando a modulagao ASK ¢é utilizada, os simbolos
codificados y, sao mapeados em mg+ 1 formas de onda com amplitudes iguais a y,, e energia

média mg - T5.

Considere uma transmissao de simbolos wavelets sobre um canal AWGN. Nesse contexto,

os simbolos corrompidos pelo ruido podem ser expressos por
Wy, = Ypn + Ny (4.1)

em que ¥, representa o simbolo wavelet transmitido e n,,, uma variavel aleatoria Gaussiana
com média nula e varidncia No/2, que representa a componente do ruido. Desta forma, os

simbolos na saida do decodificador wavelet (correlator) sao representados por
Z; = SZ + RZ (42)

em que S; e R; correspondem, respectivamente, & soma das mg componentes do sinal (Equagao

(2.16)) e 4 soma das mg componentes do ruido na saida do decodificador.

Como {n,} ¢ um ruido Gaussiano branco com média nula e variancia X(/2, a componente

R; também tem média nula e variancia dada por

E[R?] = mg— (4.3)
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Desta forma, a probabilidade de erro de bit é dada por

1
Pe = EPI‘(SZ + RZ > O | xi*(mgfl) = —1) +

1
+5 Pr(Si + Ry <0 | @izmg-1) = +1)

1
= 3 Pr(R; > mg | ©i—(mg—1) = —1) +
1
—1—5 Pr(R; > mg | %i—(mg—1) = +1) (4.4)

Uma vez que o termo do ruido R; é independente de x;_,,4_1), a probabilidade de erro de bit

P. pode ser expressa por

P. = Pr(R; > mg)
_ Q( 2751_09> (4.5)

Como a energia média da constelacao ASK é mg, tem-se

P=Q (Mi—?) (4.6)

em que Fj, representa a energia média transmitida sobre o canal por bit de informacao.

Sendo assim, em canais AWGN um sistema com codificagao wavelet com méaxima so-
breposi¢ao das linhas da MCW e modulacao ASK atinge o mesmo desempenho de sistemas
com modulacao antipodal sem codificagao, independentemente do comprimento das linhas da

MCW utilizada na codificacao. Esses resultados ja tinham sido anunciados na Secao 3.1.

O mesmo nao ocorre em canais sujeitos ao desvanecimento Rayleigh, como poderé ser

observado nas Secoes que seguem.

4.2 SISTEMA COM CODIFICACAO WAVELET EM CANAIS COM DESVANECI-
MENTO RAYLEIGH

Esta secao aborda a andlise da probabilidade de erro de bit do sistema com codificacao

wavelet apresentado na Secao 3.2.
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A Figura 4.1 ilustra o sistema analisado. Neste sistema, cada simbolo wavelet y, gerado
pelo codificador no n-ésimo intervalo de codificacao pode assumir um dos mg-+1 valores dados

por:

Yn € {—mg, —mg+2, ..., —mg+2k, ..., =2,0,2 ..., mg—2, mg} (4.7)

Considera-se que a seqiiéncia de simbolos wavelets é perfeitamente entrelacada por um
entrelagador de bloco. A cada intervalo de sinalizacao [nT, (n + 1)T), um simbolo wavelet

entrelacado é modulado e transmitido pela antena.

[ Codificad Yn Yn Sn
Fonte - (\)N;\lzzzlletor = Entrelacador >|Modulador Antena
- _ = v
In T3 Yn Yn r,
Receptor Decodificador Desentrelacador Demodulador Canal
Wavelet

Figura 4.1. Sistema com codificacao wavelet.

Na recepcao, o sinal recebido é convertido a sua representagao vetorial através de uma
base apropriada, utilizando-se por exemplo um banco de correlatores e amostradores. Desta

forma, o vetor recebido r,, é dado por

r, = a,S, +1n, (4.8)

em que s, é o simbolo da constelacao bidimensional que mapeia o simbolo wavelet y,. A
variacao de amplitude «,, ocasionada pelo desvanecimento do canal é considerada constante
durante o intervalo de sinalizacao [nTy, (n+ 1)T), e perfeitamente estimada no receptor. As
componentes do ruido complexo n,, sao variaveis aleatorias Gaussianas estatisticamente inde-
pendentes e identicamente distribuidas (i.i.d), com média nula e varidncia Ry/2. Uma regra

de decisao é aplicada na demodulacao para se obter as estimativas dos sinais transmitidos.

Apos a demodulagao e desentrelacamento, as estimativas dos sinais recebidos sao inversa-
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mente mapeadas nos simbolos 7,. A estimativa g, é dada por
gn =Yn T €n (49)

em que e, é uma variavel aleatoria discreta, denominada ruido de demodulacao.

Dessa forma, considerando a Equagdo (2.16), a saida de um correlator casado a linha a’

da MCW no tempo i = m(g + p) — 1 pode ser expressa por

mg—1
5 = Z azmg—l)—kgi—k
k=0
= n +v (4.10)
em que 773 e l/f sao dados por
mg—1
T]z] - Z azmg_l)_kyi—k (411)
k=0
mg—1
Vi] - azmg_l)_kei—ka (4.12)
k=0

sendo v/ denominado aqui ruido wavelet. Note que v} € 7Z.

J

Na presenga de erros de demodulagao, a v.a. z; pode ser usada para estimar o bit

Tjti—(mg—1) comparando-a com um limiar de decisao'. Especificamente, o bit decodificado
na presenca de erros € xj i_(mg—1) = —1 se zf <0, 0u Zjpi—(mg—1) = +1 se zf > 0. Se zf =0,
Tjti—(mg—1) € escolhido aleatoriamente. Portanto, a probabilidade de erro de bit do sistema

com codificacao wavelet pode ser expressa por

pP. = P?
= Pr(p) +v/ > 0| Tiviomg-1) = —1) - Pr(&j4i_(mg-1) = —1) +
* O.5Pr(77f + Vij = 0] @j4i-(mg-1) = —1) - Pr(@j1i-(mg-1) = —1) +
+ Pr(n] + v <0 2jimgmg-1) = +1) - Pr(@4im(mg-1) = +1) +

+ 05Pr(] + v = 0] jsim(mg—1) = +1) - Pr(@1icmg-1) = +1). (4.13)

I'Note que E (zf) =E (ni) +E (z/f) = mg-sgn (a:j+i_(,,bg_1)), de forma que o estimador é nao enviesado.
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em que ij representa a probabilidade de erro de bit associada ao correlator z7. A primeira
igualdade segue do fato de que todos os m correlatores 2/ decodificam a informacao com a
mesma probabilidade de erro. Sem perda de generalidade, a andlise da probabilidade de erro
de bit do sistema com codificagao wavelet serd desenvolvida tomando-se como referéncia o

0

correlator wavelet z”. Além disso, com o objetivo de simplificar a notacao, define-se z; :=

20 m =1 e vy := 1, a partir deste ponto.

A partir das Equagoes (2.16) e (2.17), segue que 1; = mgx;_(mg—1). Considerando que
os bits de informacao sao eqiiiprovaveis, o entrelacamento ¢ ideal e os simbolos wavelets
sao modulados por uma constelagdo de sinais simétrica, pode ser verificado que Pr(y; >
M | Timg—1) = —1) = Pr(vi < —mg|zi mg-1) = +1) e Pr(vi = mg|zimg-1) = —1) =

Pr(Vi = —myg | Ti—(mg—1) = +1) L0g07

P, =Pr(v; > mg | Zi—(mg-1) = —1)) + 0.5 Pr(v; = mg | Zi—(mg-1) = —1) (4.14)

A distribuicao de probabilidade condicional do ruido wavelet v;, é derivada a partir da
correspondente distribuicao do ruido de demodulacao e, discutida na seqiiéncia, a qual é
influenciada pelas propriedades estatisticas dos simbolos wavelets, dos erros de demodulagao

e do canal.

4.2.1 Distribuicao de Probabilidades do Ruido de Demodulacao

A fim de tornar mais clara a andlise que se segue, suponha que o esquema de codificagao
wavelet em questao utilize uma matriz MCW real e plana com dimensao 2 x 8. Neste caso,
os simbolos gerados a cada intervalo de codificagao podem assumir os valores do conjunto
{-8,—6,—4,-2,0,2,4,6,8}, como definido por (4.7). A partir da Equagao (4.9) e levando-se
em consideragao todos os possiveis erros de demodulacao, pode-se construir a Tabela 4.1.

Nesse exemplo, a auséncia de ruido de demodulacao é denotada por e,, = 0.

Uma observacao cuidadosa da Tabela 4.1 revela a existéncia de alguma dependéncia es-

tatistica entre valores sucessivos do ruido de demodulacao e,,, devido & memoria da seqiiéncia
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Tabela 4.1. Ruido de demodulacao dos simbolos wavelets

Ruido e, (YnsTn)
2 0,2), (2,4), (4,6), (6,8), (—=2,0), (—4,—-2), (—6,—4), (—8,—6)
-2 (0,-2), (2,0), (4,2), (6,4), (8,6), (—6,—8), (—4,—6), (—2,—4)
4 (0,4), (2,6), (4,8), (—8,—4), (—6,-2), (—4,0), (—2,2)
-4 (Oa 74)a (2772 s (430 ) (6a2)’ (874)7 (743 78)a (72776)
6 (0a6)7 ( ’8)7 (_87_ )’ (_670)7 (_472)7 (_ 74)
-6 (0,—6), (2,—4), (4,-2), (6,0), (8,2), (—2,-8)
8 (078)7 (_8’0)5 (_ 72)7 (_ ’4)7 (_276)
-8 (07_ )’ (S’O)a (25_6)7 (47 _4)7 (6a_2)
10 (7872)3 (7 74)7 (7 76)3 (7 78)
-10 (27_8)a (4a _6)7 (67 _4)a (Sa_2)
12 (_ ,4), (_ 76>7 (—4,8)
-12 (4,-8), (6,—6), (8,—4)
14 (_ 76)7 (_ ’8)
-14 (6,—8), (8,—6)
16 (—8,8)
-16 (8,—8)

dos simbolos wavelets {y, }.

A fim de se investigar a intensidade de tal dependéncia, avaliacoes empiricas de informacao
mutua I (e, ; e,,1) foram realizadas para o sistema com codificagdo wavelet com MCW 2 x 8
e esquemas de demodulagao baseados na regra MAP e na demodulacao por minima distan-
cia euclidiana. Alguns resultados sao apresentados na Tabela 4.2. Eles sugerem que esta
dependéncia nao é forte e que é mais intensa para o caso da demodulacao MAP. Resultados
numéricos similares foram obtidos em outros experimentos. A partir desses resultados, os

valores sucessivos de e, sao assumidos independentes na seqiiéncia?.

Tabela 4.2. Medidas empiricas de informacao miutua.

SNR | Métrica Métrica
(dB) | Euclidiana MAP
0 2.9725e-04 | 5.5947e-03
5 1.2809e-04 | 2.2842e-03
10 | 8.4149e-05 | 6.8778e-04
15 | 4.7998e-05 | 1.5314e-04
20 | 8.8816e-06 | 2.4589e-05

Generalizando os resultados apresentados na Tabela 4.1 para um sistema com codificacao

wavelet baseado na MCW m x mg, a probabilidade condicional do ruido de demodulacao

2Esta suposicdo também ¢é validada pela boa concordancia observada entre os resultados analiticos e de

simulacao que serao apresentados na Secao 4.2.4.
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e, = e pode ser expressa por

Pr(e, =e | Zi(mg-1)) = ZPr(Qn | Yn) - Pr(yn | Tie(mg-1)), (4.15)
E(e)
em que e € {—2mg, ..., =2k, ..., 0, ..., 2k, ..., 2mg} e E(€) ={(Yn,Un) : Un — Yn = €}.

Para prosseguir com o célculo de Pr(e, | $i_(mg_1)) ¢é necessario analisar individualmente
as probabilidades condicionais Pr(7, | yn) e Pr(yn | Zi—(mg-1)). A seguir, serd abordada
inicialmente a distribuicao de probabilidade dos simbolos wavelets condicionada ao bit de

informagao x;_(mg_1).

4.2.1.1 Distribuicao de probabilidade dos simbolos wavelets A distribuicao de pro-
babilidades dos simbolos wavelets y,, depende da matriz wavelet utilizada na codificacao. A

fim de tornar mais clara a andlise desta distribuicao, considere novamente uma codificacao

wavelet com MCW 2 x 8.

A partir do algoritmo de codificacao wavelet, detalhado na Se¢ao 2.2, pode-se construir a
Tabela 4.3, que mostra os simbolos wavelets gerados nos primeiros 16 intervalos de codifica-
cao’.

A partir das Equagoes (2.16) e (2.17), pode-se observar que no tempo i = m(g + p) — 1,
p € N, o correlator z; decodifica o bit de informacao ;_(,g—1) a partir do vetor de simbolos
wavelets (Yi—(mg—1)s Yi—(mg—2) - - -» Yi), aqui denotado por Y, (mg_1)- Lomando o vetor yg,

como exemplo, e considerando conhecido o bit xg, pode-se encontrar a distribuicao condicional

de suas componentes, como mostrado a seguir.

Substituindo os valores dos coeficientes da matriz MCW 2 x 8, definida em (4.16), e con-

siderando que g = —1, obtém-se as expressoes dos simbolos wavelets do vetor y,,, mostradas

na Tabela 4.4.

1 11 -1 1 1 -1 1 ( 11 6)
111 -1 -1 -1 1 -1 ) '
3Pode ser observada na Tabela 4.3 a existéncia de um periodo transitério, referente aos primeiros mg —m
intervalos de codificacao, que nao serd objeto da presente anélise.
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Tabela 4.3. Simbolos wavelets
Intervalo n Simbolo Wavelet v,

0 agro + ajr

1 Yo + ajz

2 adxo + ayry + ajrs + ajrs
3 adzo + ajxy + alzs + ajxs
4

5

alzo + ajry + adwy + atrs + adry + alws
adxo + aizy + adxs + ajws + alzy + ajxs
6 adzry + apry + alwy + ajxs + adwy + adzs + adwe + adzy
7 a?xo + a%xl + aga:Q + aémg + a§x4 + a§x5 + alwe + ajxy
8 adzy + ajws + alry + ajrs + adwe + adrr + adrs + ajzg
9 adxy + azzs + adry + aiws + ajzg + ajrr + alws + ajxg

10 adry + afrs + alxe + ayxr + ajzs + ajxe + ajrio + afri

11 a9$4 + CL%JI5 + agarﬁ + CL%I7 + CLgZL’g + CL%ZEQ + (1(1).%‘10 + CL%I‘H

12 agxf; + aém + aga:g + a}lmg + agzpm + a%xn + agxlg + a(l)xlg,
13 a(7)1'6 + a%m + (ngg + CL%[BQ + ag$10 + a%xn + CL(I]$12 + a%l‘lg
14 adzs + agwg + alwig + alzyy + adrie + adziz + adwy + alzys
15 aSwg + atwg + alwig + atzyy + adris + alziz + alryy +alags

Tabela 4.4. Vetor de simbolos wavelets y,

Intervalo n Yn | (x5 = —1)
8 —To+ T3+ Ty — 25+ a6+ 27+ 19— 1
9 $2—$3+$4—$5—$6—$7+l’9—1
10 —ZL’4+$5+ZL’6—1’7+$9+J}10+$11—1
11 I4—ZE5+J]6—I7—$9+(L’10+$11+1
12 —Tg + T7 — Tg + T1o + 11 + T2+ 213 — 1
13 XTg — X7 — Tg — T10 — X1y + T12 + 213 — 1
14 Tg + 10 — T11 + T2 + 213+ Ty + 215 + 1
15 —Tg + T10 — T11 — T2 — T13 + Tig + T15 — 1
Com base na Tabela 4.4, o simbolo wavelet y, condicionado ao bit z;_(,4—1) = —1 pode
ser expresso por
mg—1

Yp = Z brxy + 1
k=1

em que {xy} representa a seqiiéncia de mg — 1 bits de informacao desconhecidos que sao
codificados por y,; br é o coeficiente wavelet que pondera o bit de informacao x;, sendo
igual a +1 para uma MCW real e plana; e | = [(a}) = —aj. Deve ser observado na mesma

Tabela que apenas para o quarto e sétimo elementos do vetor y,, tem-se [(a}) = +1, uma
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vez que somente nestes dois intervalos de sinalizagao o bit ;_(;,4—1) = —1 fica multiplicado

pelos coeficientes negativos a9

Tabela 4.3.

e al da matriz wavelet, como pode ser observado a partir da

Calculando a fungao geradora de momentos da variavel aleatoria vy, tem-se (PAPOULIS,

1991; VINIOTIS, 1997):

Gyn | i (mg—1)=—1 (Z)

mg—1

2

k=0

2 H E [zb’“z’“]
k=1

0.5m9~ 1 (z + z_l)mg_1
mg—1

mg — 1
k

(

E[ PRy bkxk+l:|

> 22k7m9+l+1 0.5Mm9~ 1

(4.17)

em que na segunda igualdade utilizou-se o fato de que as v.a.’s zx € {+1,—1} sdo esta-

tisticamente independentes.

eqiiiprovaveis e identicamente distribuidas.

Da Equacao (4.17), tem-se portanto:

Na terceira igualdade utilizou-se o fato de que as v.a.’s x; sao

Pr(y, = 2k —mg+ 1+ 1| Zi_mg_1) = —1) = ( mgk_ ! ) 0.5m1  0<k<mg—1,

Dessa forma, a distribuicao condicional de y, dado z;_(ng—1) =

le{£1}  (4.18)

—1 varia ao longo da

transmissao com n, podendo assumir 2 formas distintas (uma para [ = —1 e a outra para
[ = +1). Para o exemplo apresentado (mg = 8), tem-se:
[=-1 [=+1
Pr(y, = =8 | &i—(mg-1) = —1) = 0.5 Pr(y, = —8 | Zi—(mg—1) = —1) = 0.0
Pr(y, = =6 | 2i—(mg-1) = —1) =7-05" | Pr(y, = —6 | &j—(mg—1) = —1) = 0.57
Pr(y, = —4 | 2i—(mg-1) = —1) =21-0.5" | Pr(y, = =4 | Ti—(mg—1) = —1) = 7-0.57
Pr(y, = =2 | i—(mg-1) = —1) =35-0.57 | Pr(y, = =2 | Ti—(mg—1) = —1) =21-0.57
Pr(y, =0 | Zi—mg—1) = —1) =35-0.5" | Pr(y, =0 | Zi—(mg—1) = —1) = 35- 0.5
Pr(y, =2 | Ti—(mg-1) = —1) =21-0.5" Pr(y, =2 | @i—(mg-1) = —1) = 35-0.57
Pr(y, =4 | xi_(mg-1y = —1) =7-0.57 Pr(y, =4 | %i—(mg-1y = —1) = 21-0.57
Pr(y, =6 | Zi—(mg-1) = —1) = 0.57 Pr(y, =6 | Zi—(mg-1) = —1) =7-0.5"
Pr(y, =8| ;_(mg—1) = —1) = 0.0 Pr(y, =8 | 2i_(mg—1) = —1) = 0.57
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A partir das Equacoes (4.15) e (4.18), segue que

lf_rl(en =e| Ti(mg-1) = —1) = ZEL(G" = —e| i_(mg-1) = —1). (4.19)

em que o subscrito é usado para explicitar a influéncia de I(aj) sobre a distribui¢ao de pro-

babilidades Pr(e, | Zi—(mg-1))-

4.2.1.2 Distribuicao de probabilidade dos erros de demodulagao A distribuicao
de probabilidade dos erros de demodulacao depende do esquema de modulagao e do modelo

do canal de comunicagao adotado.

Em geral, as probabilidades condicionais Pr(g, |y,) podem ser obtidas por abordagens
semi-analiticas®. Dependendo da geometria das regives de demodulagio, essas probabilidades
podem ser avaliadas a partir de técnicas analiticas usuais e integra¢do numérica (PROAKIS,

1989).

De acordo com a Secao 3.2, o sistema com codificagao wavelet foi implementado com duas
técnicas de modulacao distintas. Na primeira implementacgao utilizou-se uma modulacao em
amplitude e fase (APK), e na segunda utilizou-se a modulacao em fase (PSK). As Figuras 3.6
e 3.5 exibem as constelacbes APK e PSK propostas para o sistema com codificacao wavelet

baseado nas MCW’s 2 x 8 e 2 x 128, respectivamente.

Nos sistemas com modulacao APK, as distribuicoes de probabilidades dos erros de demo-
dulagao podem ser obtidas a partir da simulacao dos respectivos canais discretos, devido a
geometria complexa das regioes de demodulagao dessas constelagoes. J& nos sistemas PSK
com demodulagao baseada na regra de minima distancia euclidiana, a distribui¢ao de pro-
babilidades condicionais Pr(g, | y,), em canais com desvanecimento Rayleigh plano, pode ser

avaliada por meio da expressao analitica: (ver Apéndice B)

“Neste trabalho, as probabilidades condicionais Pr(%, | y,) foram obtidas por meio da simulagao do canal
discreto (bloco constituido pelo modulador, canal e demodulador) de cada sistema com codificacdo wavelet
analisado.
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2 [ o0 2 _2aVE, s — O, 2(Ep + RN
Pr(gn |yn) = — aV -exp —V oV bos(© Or) + a”(Bp + Ro) -dVdO,da
7TN[) 0 ®ﬂn 0 NO

(4.20)
em que « é a variagao na amplitude do sinal, provocada pelo desvanecimento do canal; s,,,
e sy, sao as componentes em fase e quadratura do sinal que mapeia o simbolo y,,; 7, € 1y,
sao as componentes do sinal recebido r,; ©;, é a regiao angular de decisao pelo simbolo g,;
O = tan"!(sy,/Sn,); ©r = tan™'(ry,/ry,) € V.= | /r2 472 . Neste modelo, considera-se
ainda que o canal nao produz alteragao de poténcia e que a energia média de bit é igual a 1,

ou seja, B, = E[a?] = 1.

Todo o desenvolvimento analitico apresentado neste trabalho pode ser facilmente adaptado
a qualquer esquema de modulagao que venha a ser utilizado pelo sistema com codificacao

wavelet.

4.2.2 Distribuicdo de Probabilidades do Ruido Wavelet

Uma vez definida a distribui¢ao de probabilidade do ruido de demodulacgao e,,, prosseguire-
mos com a analise da probabilidade de erro de bit da codificacao wavelet avaliando-se agora

a distribuicao de probabilidade do ruido wavelet v;.

Considere inicialmente a fungao geradora de momentos do ruido wavelet v;, condicionada

ao bit de informagao z;_(,,4—1) = —1, expressa por

G | 21-myry—-1)(z) = E[2"

Ti(mg—1) = —1]

mg—1 0 )

= K

mg—1
H Za(()mg—l)—k;ei—k | Ti(mg—1) = —1] (421)
k=0

Assumindo que as varidveis aleatorias {e, } sio mutuamente independentes®, segue que

mg—1

ao €i—
G | aignyn=—(2) = ] E [Z (oD ] B (mg-1) = —1] (4.22)
k=0

®Considere os argumentos apresentados na Secao 4.2.1.
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De acordo com as Equagoes (4.15) e (4.18), a distribui¢do de probabilidade condicional
da variavel aleatoria e, pode assumir duas formas distintas. Uma destas formas corresponde
a instantes em que a contribui¢ao do bit z;_(ye—1) se d& através de um coeficiente wavelet aj
positivo, e a outra forma corresponde a instantes em que a contribuigao do bit x;_(yg—1) se

da através de um coeficiente wavelet aj negativo. Portanto, segue que

mg—1

ao €e;_
G(I/.L' | xi—(mg—l):_1)<z> — H E |:Z (mg—1)—k~* k | $z—(mg—1) — —1:|
k=0

= JI El*lomen]- I  EE* | 2ime)]

k: a 1)—k:+1 k: a 1

0 —
(mg— (mg—1)—k

(4.23)

A partir de (4.19), E [zei*k | Ti(mg—1) = —1] E [z’ei*’“ | Ti(mg—1) = —1]%:_1, logo

ap=+1 =

Gt mg—ny=—1)(2) = (E [2° | imgmg-1) = —1])™* (4.24)

Considerando (4.14), expandindo o polinémio em (4.24) e usando a igualdade expressa
por

E [Zyi | T (mg—1) = —1} = (E [ze | Zie(mg—1) = _1})?719

a seguinte expressao para a probabilidade de erro de bit na saida do decodificador wavelet é

obtida:

mg(2mg—1)
2

P = Pr(v; = mg + 2k | 2i_(mg—1) = —1) + 0.5Pr(v; = mg | xi_(mg—1) = —1) (4.25)

>
Il
—_

4.2.3 Quantizacdo de Simbolos Wavelets

Como foi visto na Se¢ao 3.2.1, o aumento no nimero de colunas da MCW pode resul-
tar na degradacao de desempenho de um sistema com codificacao wavelet, devido a uma
aglomeracao dos pontos da constelacao de sinais. Com o objetivo de superar este problema,
Tzannes & Tzannes (1992) propos o uso de esquemas de quantizag¢ao para os simbolos wavelets
(RESNIKOFF; WELLS-JR, 1998). Nesta secao, os efeitos dessa quantizagao sobre o sistema com

codificacao wavelet é discutido.
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Como ilustracao, considere o exemplo ja apresentado na Segao 3.2.1, referente a um sis-
tema com codificagao wavelet baseado na MCW 2 x 128 com méaxima sobreposi¢ao das linhas
da matriz de codificacao. Para este sistema, o esquema de quantizacao utilizado foi obtido
empiricamente por simulacao computacional, apos a avaliacao de diversas configuracgoes dife-

rentes, e encontra-se apresentado na Tabela 4.5.

Tabela 4.5. Quantizacao para MCW 2 x 128.

Conjunto Simbolo
Truncado Representativo
{0} 0
{2,4,6} 4
{-2,-4,-6} -4
{8,10,12} 10
{-8,-10,-12} -10
{14,16,18} 16
{-14,-16,-18} -16
{20,22,24} 22
{-20,-22,-24} -22
{26,28,30,...,128} 28
{-26,-28,-30,. .. -128} -28

A partir da Tabela 4.5, verifica-se que o sistema com MCW 2 x 128 proposto requer uma
constelacao com 11 sinais, sendo cada um deles responsavel por modular um dos 11 simbolos

representativos que constam nessa Tabela.

Considerando que esses sinais modulados sao transmitidos através de um ambiente ruidoso,
pode-se construir uma tabela, similar & Tabela 4.1, com todos os possiveis valores do ruido de
demodulagao e,, associados aos seus respectivos eventos de erros de demodulacao. Em virtude
do seu tamanho, esta tabela nao podde ser reproduzida nesta secao. Entretanto, tomando
como exemplo apenas os eventos que podem ocorrer com a transmissao do sinal que modula
o simbolo representativo de valor 4, definido na Tabela 4.5, pode-se construir o diagrama
apresentado na Figura 4.2. Como o sinal representativo de valor 4 da constelacao de sinais
mapeia os simbolos wavelets y,, € {2,4,6}, pode-se verificar a partir da Figura 4.2 que cada
evento de erro de demodulacao esta associado a trés valores de ruidos de demodulacao e,

que podem ocorrer com probabilidades diferentes, dependendo do valor do simbolo wavelet
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yn que efetivamente foi modulado pelo sinal da constelacao no instante de tempo n7s.

Cabe notar que nos sistemas com codificagao wavelet que empregam quantizagao da cons-
telacao, o ruido de demodulacao e, pode assumir valores diferentes de 0 mesmo na auséncia
de erros na operacao do demodulador. A partir da Figura 4.2, pode-se observar, por exemplo,
que os valores de e, no conjunto {—2,0, 2} estao associados ao evento (y, = 4, g = 4), o qual

corresponde a uma demodulacao sem erro.

Define-se por ruido de quantizagao e}, o ruido e;, advindo exclusivamente do uso de um
esquema de quantizagao dos simbolos wavelets (supondo a auséncia de erros de demodulacio).
A Tabela 4.6 apresenta todos os possiveis valores de ruidos de quantizagdo e}, com suas
respectivas probabilidades de ocorréncia, para a codificacao wavelet com MCW real plana

2 x 128 e esquema de quantizacao definido pela Tabela 4.5.

Tabela 4.6. Ruido de quantizagao dos simbolos wavelets para uma MCW 2 x 128

Ruido de Probabilidade de Ocorréncia
Quantizagao e Pr(yn) - Pr(yr — yk)
Pr(2) - Pr(4 — 4) + Pr(8) - Pr(10 — 10) 4+ Pr(14) - Pr(16 — 16) + Pr(20) - Pr(22 — 22)+
2 +Pr(26) - Pr(28 — 28) + Pr(—30) - Pr(—28 — —28) + Pr(—24) - Pr(—22 — —22)+

+Pr(—18) - Pr(—16 — —16) 4+ Pr(—12) - Pr(—10 — —10) + Pr(—6) - Pr(—4 — —4)

Pr(6) - Pr(4 — 4) + Pr(12) - Pr(10 — 10) + Pr(18) - Pr(16 — 16) + Pr(24) - Pr(22 — 22)+
2 +Pr(30) - Pr(28 — 28) + Pr(—26) - Pr(—28 — —28) + Pr(—20) - Pr(—22 — —22)+
+Pr(—14) - Pr(—16 — —16) + Pr(—8) - Pr(—10 — —10) 4+ Pr(—2) - Pr(—4 — —4)

4 Pr(—32) - Pr(—28 — —28)
4 Pr(32) - Pr(28 — 28)

6 Pr(—34) - Pr(—28 — —28)
-6 Pr(34) - Pr(28 — 28)
100 Pr(—128) - Pr(—28 — —28)
100 Pr(128) - Pr(28 — 28)

O impacto ocasionado pela quantizacao da constelacao sobre o desempenho do sistema
com codificacao wavelet pode ser de certa forma investigado se a suposicao de auséncia de

erros de demodulacao for admitida. Neste caso, a probabilidade de erro de bit do sistema
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Figura 4.2. Diagrama com todos os possiveis eventos de erros de demodulagao que podem ocorrer
quando o sinal de rotulo 4 da constelagao, que representa o conjunto {2,4,6} como definido na Tabela

4.5, é transmitido através de um canal ruidoso.
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estaria associada apenas a perda de informacgao provocada pela quantizacao dos simbolos

wavelets durante o processo de modulacao.

Tomando-se como exemplo o sistema codificado pela MCW 2 x 128, se a distribuicao de
probabilidades do ruido de quantizagio e] definida na Tabela 4.6 for utilizada no calculo de
(4.24), ao invés da utilizac¢do da distribui¢ao de probabilidades do ruido de demodulacao deste
sistema, pode-se calcular um valor para a “probabilidade de erro de bit” do sistema usando-se
a Equacao (4.25). Este valor de “BER” pode ser visto como uma indicagao da degradagao
de desempenho do sistema devido & quantizacao da constelacao de sinais. Para o exemplo

considerado, este valor é aproximadamente igual a 2,13 - 1071,

4.2.4 Aplicacao

Com o objetivo de validar a andlise desenvolvida para o sistema com codificacao wavelet,
alguns resultados obtidos pela simulagao computacional deste sistema sao comparados nesta

secao com resultados obtidos a partir da analise apresentada.

Os resultados foram obtidos com as matrizes MCW's reais planas com dimensoes 2 x 8
e 2 x 128 em um canal com desvanecimento Rayleigh plano. Foi admitida a utilizagao de
um esquema de entrelacamento perfeito de forma a descorrelacionar as amostras de desva-
necimento do canal em sinalizacoes sucessivas. Na verdade, alguns resultados de simulagao
apresentados na Se¢ao 3.2.2 mostram que um esquema de entrelacamento em bloco com pro-
fundidade igual a mg simbolos é suficiente para que os sistemas analisados aqui mantenham

os mesmos desempenhos conseguidos em canais perfeitamente entrelacados.

A Figura 4.3 ilustra os resultados analiticos e de simulagao, obtidos para os sistemas PSK
e APK com MCW 2 x 8 e esquemas de demodulagao baseado na regra de minima distancia
euclidiana. Pode-se observar, a partir desta Figura, um 6timo casamento entre as curvas

analiticas e as curvas obtidas por simulacao, validando assim, a analise desenvolvida aqui.

Resultados obtidos sob as mesmas condicoes da Figura 4.3, exceto o uso de demodulagao
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Figura 4.3. Sistema com codificagdo wavelet com MCW 2 x 8: Comparacao entre os resultados
analiticos e de simulacao com demodulacao baseada na regra de minima distancia euclidiana.

MAP, sao ilustradas na Figura 4.4. Neste caso, pode ser observado que as curvas analiticas sao
limitantes superiores bastante justos para as probabilidades de erros de bit desses sistemas.

Este comportamento ¢ devido ao aumento na dependéncia estatistica entre as v.a.’s {e, }°.

Também foram obtidas curvas de desempenho para o sistema com codificacao wavelet
baseado na MCW 2 x 128, simulado com esquemas de modulacao 11-PSK e 11-APK em

canais com desvanecimento Rayleigh plano.

A Figura 4.5 ilustra essas curvas, apresentando novamente uma comparacao similar entre
resultados de anélise e simulacao, obtidos usando uma regra de minima distancia euclidiana
na demodulacao. Cabe observar mais uma vez que tanto no sistema PSK quanto no sistema
APK as probabilidades de erros de bit obtidas por simulacao e a partir da anélise coincidem,

para toda a faixa de valores de SNR considerada.

Na Figura 4.6 sao apresentadas as curvas obtidas pelo uso da métrica de decisao MAP no

esquema de recepcao dos sistemas com codificacao wavelet baseados na MCW 2 x 128. Pode

6Note que essas varidveis sdo assumidas independentes na analise.
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Figura 4.4. Sistema com codificagdo wavelet com MCW 2 x 8: Comparacao entre os resultados
analiticos e de simulacao com demodulacao baseada na métrica de decisao MAP.
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Figura 4.5. Sistema com codificacdo wavelet com MCW 2 x 128: Comparacao entre os resultados
analiticos e de simulacao com demodulacao baseada na regra de minima distancia euclidiana.



ANALISE DE DESEMPENHO DE SISTEMAS BASEADOS EM MCW'’S 73

ser observado a partir desta Figura que as curvas analiticas se comportam novamente como

um limitante superior bastante justo para a probabilidade de erro de bit do sistema.

1e+00 n T T T T
3 : Space-Time ———- |
@ MCW-PSK 2 x 128 Simul. SD —+—
= R MCW-PSK 2 x 128 Analit. SD ---o-—-- ]
1e-01 o g - MCW-APK 2 x 128 Simul. SD —«—
3 i \\CW-APK 2 x 128 Analit. SD 1
SN i i

1e-02

1e-03

BER

1e-04
1e-05 |

1e-06 |

%) SHRS R S S
0 5 10 15 20 25
Eb/No (dB)

Figura 4.6. Sistema com codificagdo wavelet com MCW 2 x 128: Comparacao entre os resultados
analiticos e de simulacao com demodulacao baseada na métrica de decisao MAP.

A Figura 4.6 também mostra a curva de desempenho do sistema STBC-BPSK proposto
em (TAROKH et al., 1999), utilizada aqui como uma referéncia de desempenho. Em particular,
para valores de BER em torno de 107°, verifica-se a partir desta Figura que os sistemas com
MCW 2x 128 e esquemas de modulagao 11-APK e 11-PSK apresentam ganhos de desempenho

de 4,5 dB e 2,5 dB em relacao, respectivamente, ao sistema de referéncia.

4.3 SISTEMA COM CODIFICACAO WAVELET MODIFICADO EM CANAIS COM
DESVANECIMENTO RAYLEIGH

Esta secao é dedicada a andlise da probabilidade de erro de bit do sistema com codificacao

wavelet modificado, o qual foi apresentado na Secao 3.3.

A Figura 4.7 ilustra o sistema analisado. Como foi visto na Secao 2.4, cada um dos m sub-
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simbolos wavelet /. gerados pelo codificador no n-ésimo intervalo de tempo, pode assumir

um dos g + 1 valores dados por:

v e{-g, —g+2, ..., —g+2k, ..., —20,2,...,9—2, g} (4.26)

Considera-se aqui que a seqiiéncia de sub-simbolos wavelets é perfeitamente entrelacada
por um entrelagador de bloco. A cada intervalo de sinaliza¢ao [nTs, (n+1)7%s), m sub-simbolos
wavelets entrelacados sao modulados e transmitidos pela antena. Na recepcao, o sinal recebido
é convertido a sua representacao vetorial através de uma base apropriada, utilizando um banco

de filtros-casados e amostradores.

0

_I/l\ :
L%

Yn

MCW j 7

v, | com "] | mew, | " %

Fonte Entrelacador Modulador
S/P .

—(m-1)
Antena

D
T |Decodificador| Y7 m—1 | vh r),
Receptor Wavelet Z J=0 Desentrelacador Demodulador Canal

=y

Figura 4.7. Sistema com codificacao wavelet modificado.

Sendo assim, os m sinais complexos recebidos em cada intervalo de sinalizacao sao dados

por
v/ =a,s! +n, 0<j<m-—1 (4.27)

em que s? é o simbolo da constelagao bidimensional que mapeia o sub-simbolo wavelet 37 no
tempo nT,. O parametro «, representa a variacao de amplitude do sinal devido ao desvane-
cimento do canal, a qual é considerada perfeitamente estimada no receptor. As componentes
do ruido complexo n,, sao variaveis aleatérias Gaussianas estatisticamente independentes e

identicamente distribuidas, com média nula e variancia X, /2.

A cada intervalo de sinalizacao [nTs, (n+1)T), o demodulador gera m estimativas a partir

dos sinais recebidos. Essas estimativas sao entao inversamente mapeadas nos sub-simbolos
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y?. Apos o desentrelagamento, os m sub-simbolos 72, (0 < j < m — 1), sdo somados para

produzir as estimativas 7,, que sao por fim decodificadas pelos correlatores wavelets.

A estimativa ¢, é dada por
In=D =) (y+e) (4.28)

em que ¢/ ¢ uma varidvel aleatoria discreta, denominada ruido de demodulagdo do sub-simbolo

wavelet.

A partir da Equagao (2.16), a saida de um correlator casado a linha a® da MCW no tempo

i =m(g+p)— 1 pode ser expressa por
Zi =1 + Vi, (4.29)

em que 7; e v; sao dados por

mg—1m—1

i = Z Z a(()mg—l)—kyg;k (430)

mg—1m—1
Vi= DD Qg k€l (4.31)
k=0 j=0

A partir das Equagoes (2.17) e (4.29) segue que a probabilidade de erro de bit pode ser

dada por
P, =Pr(v; > mg | ®;—(mg—1) = —1) + 0.5Pr(v; = mg | ;_(mg—1) = —1) (4.32)
A fim de obtermos a distribuicao de probabilidade do ruido wavelet acima, seguiremos o
mesmo procedimento ja estabelecido na Secao 4.2. Sendo assim, a proxima secao ¢ dedicada

a obtencao da distribui¢ao de probabilidades do ruido de demodulagao e/, condicionada ao bit

de informacao ;_(mg—1)-

4.3.1 Distribuicdo de Probabilidades do Ruido de Demodulacio

A anélise apresentada nesta secao é similar a apresentada na Secao 4.2.1, e por este motivo

omitiremos os pontos redundantes entre as duas analises.
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A partir da Equagao (4.28), pode-se generalizar a defini¢do apresentada em (4.15) como

segue:
Pr(e), = e | Zi(mg-1) = > Pr(@, | 42) - Pr(yl | @i mg-1), (4.33)
Eie)
em que el € {—2g, ..., =2k, ..., 0, ..., 2k, ..., 29} e E(e) ={(y), %) : ¥ —yl =e}.

A seguir, a distribuicao condicional dos sub-simbolos wavelets sera analisada em detalhes.

Com o objetivo

4.3.1.1 Distribuicao de probabilidade dos sub-simbolos wavelets

de facilitar a compreensao desta analise, considere o caso particular em que o esquema de

codificacao wavelet utiliza a matriz MCW real e plana 2 x 8, apresentada a seguir:
111 -1 1 1 -1 1
111 -1 -1 -1 1 —-1)°

A partir da Equagao (2.10), pode-se construir a Tabela 4.7, que mostra os sub-simbolos

(4.34)

wavelets gerados por este codificador nos primeiros 16 intervalos de codificacao.

Tabela 4.7. Sub-simbolos wavelets

nT Yn Yn
0 agxo apzy
1 adzg ajr
2 adxo + agws a1 + agrs
3 adzo + adr, ayri + ajws
4 alzo + adrs + adwy alzy + adrs + alxs
5 adzo + adrg + adwy aizry + airs + alxs
6 adzro + awg + adzy + adzg agry + ayrs + alrs + apry
7 a?xo + agxg + a§x4 + afwg a%xl + aéxg + a§x5 + ajxy
8 adzy + alwy + adre + adrs agrs + ajrs + ayry + alrg
9 | adwy+ alzy + adwe + alws | atzs + atrs + ajwr + alxg
10 | adwy + alwe + adzs + abwyy | agws + ajxr + adwe + alry
11 | adzy + adwe + alzs + alzyg | atws + ajzr + ajre + ajrn
12 a8x6 + agxg + agmlo + agxlg aéx7 + a}lxg + a%mn + a(l)xlg
13 | adz6 + adws + adxio + adzin | arxr + ajwg + adxyy + ajxas
14 | adzs + alzio + adwis + adzyy | afre + ajryy + adwis + ajrys
15 | adzg + alzig + adwis + a1y | atwg + atxyy + alwis + ajxys

lembrando que 32 sdo os sub-simbolos gerados pela linha a® da MCW definida em (4.34), e

y! sdo os sub-simbolos gerados pela linha a', como pode ser verificado a partir da Figura 2.2.
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A partir das Equagoes (2.16) e (2.17), pode-se observar que no tempo i = m(g + p) — 1,
p € N, o correlator z; decodifica o bit de informacao z;_(ny—1) a partir do vetor de sub-
simbolos wavelets (y?f(mgfl), yilf(mgfly y?f(mgd), yilf(mgﬂ), oy v, yh), aqui denotado por

mo_1,)- Tomando o vetor (y3,, yz,) como exemplo, e considerando conhecido
i—(mg—

0 1
(yxi—(mg—l) ) YIE

o bit zg, pode-se encontrar a distribuicao condicional de suas componentes, como mostrado

a seguir.

Inicialmente, deve ser verificado a partir da Tabela 4.7 que os sub-simbolos wavelets
vl 5 € {0,..., m— 1}, gerados em um mesmo instante de tempo n, sdo estatisticamente
independentes. Também deve ser verificado que apenas os sub-simbolos gerados pela mesma
linha da MCW que codifica o bit conhecido podem ter informagoes sobre este bit. No exemplo
que esta sendo analisado, o bit de informacao xg é codificado pela linha a® da MCW, logo as

componentes do vetor y}ES sao estatisticamente independente deste bit.

Sera analisada a seguir a distribuicao de probabilidades dos sub-simbolos wavelets estatis-
ticamente dependentes do bit conhecido. Substituindo os valores dos coeficientes da matriz
MCW 2 x 8 e considerando que g = —1, obtém-se as expressoes dos sub-simbolos wavelets

do vetor y! , mostradas na Tabela 4.8.

Tabela 4.8. Vetor de sub-simbolos wavelets ygs

Intervalo n Y| (xg = —1)

8 —Ty + x4 + w6 — 1
9 To+ x4 — 26— 1

10 —.I'4+.Z'6—|—.Z'10—1
11 SL’4+I6—|—SL’10+1

12 —Tg+ T10 + T12 — 1
13 ZEG—I'lO—f-I'lQ—]_
14 T+ T2 + w14 + 1
15 T190 — T12 + T4 — 1

Com base na Tabela 4.8, o sub-simbolo wavelet 3 condicionado ao bit Ti—(mg—1) = —1

pode ser expresso por
g—1
Y = Z bpry + 1,
k=1

em que | = [(a}) = —aj.
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Considerando (4.17), tem-se por analogia

Pr(y2=2k—g+l+1|x@-<mg1):—1):(9;1)0.59—1, 0<k<g-1,

[ € {£1}. (4.35)
Dessa forma, a distribuigdo condicional de 3° dado Ti—(mg—1) = —1 varia ao longo da
transmissao com n, podendo assumir 2 formas distintas (uma para [ = —1 e a outra para
[ = +1). Para o exemplo apresentado (g = 4), tem-se:
[=-1 [ =+1
Pr(:yg =—4 | xi—(mg—l) - _1) - 07 55 Pr(yg =—4 | xi—(mg—l) - _1> - 07 0
Pr(yg = -2 | Ti—(mg—1) = _1) =3 Oa 53 Pr(yg =-2 | Ti—(mg—1) = _1> - Oa 53
Pr(y) =0 zi—(mg-1y = —1) =3-0,5 Pr(y? =02 (mg-1) = —1) =3-0,5°
Pr(y =2 | zi_(mg-1) = —1) = 0,5° Pr(y =2 |z (mg-1) = —1) =3-0,5%
Pr(yd =4 | zi—(mg-1y = —1) = 0,0 Pr(yd =4z (mg-1y = —1) = 0,5°
Considerando as Equagoes (4.33) e (4.35), segue que
Pr(e) =e|Zi—gmg-1)=—1)= Pr(e) = —e | zi_(mg_1) = —1). (4.36)

I=—1 I=+1

A seguir, serd analisada a distribuigdo de probabilidades dos sub-simbolos wavelets y7

estatisticamente independentes do bit conhecido z;_(,g—1) = —1.

Considerando novamente a Tabela 4.7, verifica-se que os sub-simbolos wavelets 3/ estatis-

ticamente independentes do bit x;_(,4—1) podem ser expressos por
k=1

em que Ty, bi € {—1,41}. No exemplo que esta sendo analisado, cabe notar que estes

sub-simbolos sao as componentes do vetor y._.

Calculando a fungao geradora de momentos da variavel aleatoria 37, tem-se:

g
= g ) 2269 () 59 (4.37)
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Portanto, verifica-se a partir da Equagao (4.37) que os sub-simbolos wavelets v/, estatis-

ticamente independentes de z;_(,,4—1), tém distribui¢ao dada por

Pr(y, = 2k — g) = ( i ) 059, 0<k<g (4.38)

Para o exemplo apresentado, tem-se:

Pr(y, = —4) = 0.5
Pr(y. = —2)=4.05"
Pr(yl =0)=6-0.5"
Pr(yl =2)=4.0.5
Pr(y. =4)=0.5"

A seguir serd analisada a probabilidade de ocorréncia dos erros de demodulagao.

4.3.1.2 Distribuicao de probabilidade dos erros de demodulagao A anéilise da
distribuicao de probabilidade dos erros de demodulacao no sistema com codificacao wavelet
modificado é anédloga & apresentada na Secao 4.2.1.2. De fato, a tnica diferenca entre as duas

analises esta relacionada ao esquema de modulacao empregado.

O sistema com codificacao wavelet modificado, baseado na transmissao de sub-simbolos
wavelets, é analisado aqui com os esquemas de modulacao apresentados na Figura 3.15. En-
tretanto, todo o desenvolvimento analitico deduzido nesta secao pode ser facilmente adaptado

a qualquer outro esquema de modulagao.

Nos sistemas com modulacao APK, as distribuicoes de probabilidades dos erros de de-
modulacao podem ser obtidas a partir da simulacao dos respectivos canais discretos. Nos
sistemas com modulacao PSK e demodulacao baseada na regra de minima distancia eucli-
diana, a probabilidade do demodulador se decidir pelo sub-simbolo 7 quando o sub-simbolo
for transmitido em um ambiente de comunicacao caracterizado pelo desvanecimento Rayleigh

plano, pode ser expressa como segue:
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o 2 oo o0 2 _92aVVE — 2(B,+ N

Pr( | yl) = —— aV - exp |- 20V VE cos(Os = Or) + a7(Bs £ R0)| i g,
T o o Je ; Jo Ro

Yn

(4.39)

em que, « é a variagao de amplitude produzida pelo canal; s/ (p) e s’ (q) sdo as componentes

em fase e quadratura do sinal que modula o sub-simbolo y/; O, = tan™'(s},(q)/s},(p)); O € a

regiao angular de decisao pelo simbolo §/; V = \/r,%(p)2 +15(q)? e ©, = tan'(r/ (q) /7 (p)).
Neste modelo, considera-se que o canal nao produz alteracao de poténcia e que a energia

média de bit é igual a 1, logo, Es = 1/m.

As probabilidades condicionais Pr(g/ | /) associadas a cada sistema wavelet foram avalia-

das aqui numericamente, através da simulagao computacional dos respectivos canais discretos.

4.3.2 Distribuicao de Probabilidades do Ruido Wavelet

Definida a distribuigao condicional do ruido de demodulagao e/, a distribui¢ao de probabi-
lidade do ruido wavelet v; condicionada ao bit de informagao x;_(g—1) = —1 pode ser obtida

a partir de sua fungao geradora de momentos, como mostrado a seguir.

G |21 mgny=—1)(2) = E[2" | i (mg-1) = —1]

- E [Zka:ng I 1)k | Ti_(mg—1) = —1 (4.40)

Assumindo mais uma vez que as variaveis aleatorias {e/ } geradas em instantes de tempo

nl, consecutivos sao estatisticamente independentes, tem-se que

mg—1 m—1 )
a? e’
G(w | Z’if(mgfl):—l)<z) = H {E H (’Z (mg= D)=k | Li—(mg—1) = _1)] } (441)

k=0 §=0

Deve ser verificado a partir da Tabela 4.7 que os m sub-simbolos wavelets yi, V) €
{0, ..., m — 1} gerados em um mesmo instante de tempo nT, sdo estatisticamente inde-
pendentes. Também deve ser verificado que os sub-simbolos gerados pelas linhas da MCW

que nao codificaram o bit ;_(yg-1), nao tém informagoes sobre este bit. Logo, considerando
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a relagdo de dependéncia entre as v.a.’s ¢/ e y/ expressa em (4.33), tem-se:

mg—1
Gor or s o1)(2) = f—[ {E [Za?mg-l)_kezkr—l E [za?mg_n_ke?,k | xi_(mg_l):_l] } (4.42)
k=0 70

Como o primeiro valor esperado na Equagao (4.42) é definido para as v.a.’s ¢/ estatisti-
camente independentes do bit z;_(;,4—1), ele pode ser calculado considerando-se as Equacoes
(4.33) e (4.38). Por outro lado, a partir das Equagoes (4.33) e (4.35) pode-se observar que
a distribuigao de probabilidade condicional das v.a.’s €2, dado Ti—(mg—1), Pode assumir duas
formas distintas. Uma destas formas corresponde aos instantes em que a contribuicao do bit
Ti—(mg—1) Se dé através de um coeficiente wavelet aj, positivo, e a outra forma corresponde aos

instantes em que a contribui¢ao do bit x;_(,—1) se d& através de um coeficiente wavelet aj,

negativo. Dessa forma, segue que

o mg(m—1) o0
G(Vi ‘ xi—(mg—l):_l)(2> = E |:Z n:| . : H E |:Z+ ik | xi—(mg—l) - _1
J#0 ke a0 o
. a(mgfl)fki_'_
H E |:Z_e?*’g | Ti—(mg—1) = —1}
k: a(()mg—l)—k:71
Como Pri—_1(e) = e | Zi—(mg-1) = —1) = Pria1(e)) = —€ | Ti_(mg-1) = —1), entdo
E |2tei- | Tie(mg—1) = —1} =K [z’e?—k | Zi(mg—1) = —1} , e se tem
ap=+1 ap=—

mg(m—1) |: 0
J#0

J mg
G(Vi | xif(mg—l):_l) (Z) = ]E |:Zen:| xi—(mg—l) - _]-i| (443)

Dessa forma, a distribuicao de probabilidade do ruido wavelet pode ser obtida a partir da

igualdade

E [z”i

j :| mg(m—1)

€ 60 mg
Tic(mg-1) = —1] = E [Z "1 E [Z " i mg1) = —1] (4.44)

Portanto, considerando as Equagoes (4.32) e (4.44), a probabilidade de erro de bit do

sistema com codificacao wavelet modificado pode ser expressa por:

mg(2mg—1)
2

P, = Pr(v; = mg + 2k | i (mg—1) = —1) + 0.5 Pr(v; = mg | x;_(mg—1) = —1) (4.45)

i
I
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4.3.3 Aplicacao

Nesta secao, as curvas de desempenho obtidas a partir da andlise do sistema com codi-
ficacao wavelet modificado sao apresentadas e validadas por comparacao com resultados de
desempenho obtidos através de simulagoes computacionais. Os sistemas foram simulados com
as matrizes MCW’s reais planas com dimensoes 2 X 8 e 4 x 16, apresentadas respectivamente

em (2.8) e (2.9), em um canal com desvanecimento Rayleigh plano.

Na Figura 4.8, apresentam-se os resultados obtidos a partir da analise e simulacao do
sistema com codificacao wavelet modificado, com constelagoes definidas em (3.15) e esquema
de demodulacao baseado na métrica de minima distancia euclidiana. Pode-se observar a partir
desta Figura que as curvas analiticas e de simulagao coincidem, validando assim, a analise

desenvolvida neste trabalho.

A Figura 4.9 mostra uma comparagao similar entre resultados de anélise e de simulagao,
obtidos para o sistema com codificacao wavelet modificado, com demodulacao baseada na
métrica de decisao MAP. A partir desta Figura, verifica-se que as curvas analiticas se com-
portam como um limitante superior bastante justo para a probabilidade de erro de bit destes
sistemas. Esse comportamento ocorre devido ao aumento da dependéncia estatistica entre as

v.a.’s do ruido de demodulacao, como ja mencionado na Secao 4.2.4.

4.4 CONCLUSAO

Neste capitulo, foram derivadas as ferramentas analiticas necessarias para analisar o de-
sempenho de sistemas de transmissao baseados na codificagao wavelet em canais com ruido

AWGN e desvanecimento Rayleigh plano.

A partir dos resultados de desempenho obtidos para ambos os sistemas de transmissao
analisados, pode-se observar um casamento 6timo entre as curvas analiticas e as curvas de

simulacao apresentadas, validando-se assim, a anélise desenvolvida neste trabalho.
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(b) BER para a matriz de Coeficientes Wavelets com Dimensdo 4 x 16.

Figura 4.8. Sistema com codificacao wavelet modificado: Comparagao entre os resultados analiticos
e de simulacao com demodulacao baseada na regra de minima distancia euclidiana.
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Figura 4.9. Sistema com codificacao wavelet modificado: Comparagao entre os resultados analiticos
e de simulacao com demodulacdo baseada na métrica de decisao MAP.
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Deve ser ressaltado ainda que os resultados analiticos apresentados aqui confirmam os
resultados de simulacao do capitulo anterior, quanto ao ganho de desempenho apresentado

pelo sistema com codificacao wavelet, em relacao ao desempenho do sistema STBC-BPSK.



CAPITULO 5

PROJETO DE CONSTELACOES ADEQUADAS A
CODIFICACAO WAVELET

O projeto de constelacoes de sinais para sistemas de transmissao digital pode ser visto como
um problema tipico de otimizagdao, em que se busca minimizar uma funcao que calcula a

probabilidade de erro do sistema, tendo-se como argumento a constelacao do sistema.

A evolucao dos recursos computacionais permitiu a implementacao de métodos de otimiza-
cao cada vez mais sofisticados, dentre os quais podem-se citar: métodos analiticos, métodos
heuristicos e métodos baseados em inteligéncia artificial. Em especial, os métodos baseados
em inteligéncia artificial tém demonstrado grande eficiéncia quando aplicados a diversos pro-
blemas de otimizacao. Como exemplos de métodos baseados em inteligéncia artificial, podem

ser citados: algoritmos genéticos, logica fuzzy e redes neurais artificiais.

Este capitulo trata do projeto de constelacoes de sinais para uso em sistemas de trans-
missao baseados na codificagdo com matrizes wavelets. Especificamente, essas constelacoes
sao projetadas por meio de um algoritmo genético guiado pelas ferramentas analiticas desen-
volvida no Capitulo 4. Os codigos fontes que implementam o algoritmo genético utilizado

aqui formam um toolbor para MATLAB® de distribuicio ptblica (HOUCK et al., 1995).

O restante deste capitulo estd organizado como segue. A Segao 5.1 descreve a forma
como o algoritmo genético é utilizado no projeto de constelacoes para sistemas baseados
na codificagao com MCW’s. Em particular, detalhes de implementacao sao abordados nesta
se¢ao, como o problema alvo do projeto, a funcao de aptidao e os operadores genético. A Secao
5.2 apresenta as solugoes dos projetos (constelagoes) obtidas com o algoritmo genético. Além
disso, alguns resultados de desempenho obtidos para os sistemas wavelets simulados com essas

novas constelagoes também sao apresentados, e comparados com aqueles que foram obtidos

86



PROJETO DE CONSTELACOES ADEQUADAS A CODIFICACAO WAVELET 87

no Capitulo 3, para constelagoes projetadas por um algoritmo exaustivo (com enumeragao
completa do espaco de busca discretizado). Por fim, a Sec¢do 5.3 apresenta as consideracoes

finais do capitulo.

5.1 APLICACAO DE ALGORITMOS GENETICOS AO PROJETO DE CONSTE-
LACOES PARA SISTEMAS BASEADOS NA CODIFICACAO COM MCW'S

Esta secao descreve os aspectos envolvidos na aplicagao de algoritmos genéticos ao projeto
de constelagoes de sistemas de transmissao baseados na codificacao com matrizes wavelets.

Uma introdugao aos algoritmos genéticos pode ser encontrada no Apéndice C.

De forma geral, um algoritmo genético é caracterizado por meio de varios componentes: um
problema alvo, uma representagcao cromossdmica, um método de criacao da populacao inicial,
uma funcao de aptidao e os operadores genéticos. No restante desta secao sao apresentados

os detalhes de implementacao de cada um desses componentes.

5.1.1 Formulacdo do Problema

O desempenho dos sistemas baseados na codificacao com MCW's é sensivelmente influen-
ciado pela escolha da constelagao de sinais utilizada nos seus esquemas de modulacao. Dessa
forma, um projeto adequado destes esquemas de modulacao deve ser o primeiro ponto a ser

perseguido para a concepg¢ao dos sistemas wavelets.

Neste trabalho, dois tipos de esquemas de modulacao foram avaliados quanto & viabilidade
de uso em conjunto com a codificacao wavelet: constelagbes PSK e constelagoes APK com
duas amplitudes. A metodologia de projeto dessas constelacoes foi, até o momento, limitada
a uma abordagem empirica, fundamentada na busca exaustiva computacional de constelacoes

que maximizem o desempenho dos sistemas codificados.

Em particular, os parametros de projeto destas constelacoes sao os angulos dos sinais
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no caso das constelagoes PSK, e os raios e angulos das constelagoes APK, sob a restrigao
da energia média unitaria. O objetivo é determinar qual é o conjunto de parametros que

minimiza a probabilidade de erro de bit dos sistemas wavelets.

No caso da busca exaustiva, este conjunto de parametros pertence a um espaco de busca
discretizado. Assim, por exemplo, considerando uma discretizacao de 1° nos angulos dos
sinais, o tamanho do espaco de busca é 180"™9! para um sistema PSK com codificacao wavelet
sem quantizacao do esquema de modulacao®. Considerando uma modulacao APK, este espaco
de busca é igual a N, - 180™9*1 em que N, é o niimero de valores investigados para o raio
interno da constelacao. Devido ao tamanho deste espaco, a metodologia de projeto baseada
no célculo de cada uma das solugoes possiveis do espaco de busca (algoritmo exaustivo) tem

um alto custo computacional, sendo portanto inadequada para esta aplicacao.

De fato, o projeto de constelacoes é um problema tipico de otimizacao combinatoria que
consiste em minimizar uma funcao custo que modela o desempenho do sistema codificado,
e que tem por argumento, os parametros da constelacao de sinais. Os algoritmos genéticos,
quando aplicados na solucao de problemas desse tipo, podem encontrar solugoes de alta
qualidade, ainda que sem garantia de solucao 6tima, em um tempo muito reduzido quando

comparado ao tempo necessario para avaliar todas as solucoes possiveis.

5.1.2 Representacdo Cromossémica

Em qualquer algoritmo genético, uma representacao cromossomica é necessaria para se
descrever cada individuo da populacao de interesse. Especificamente, cada individuo da popu-
lacao (ou cromossomo) é formado por uma seqiiéncia de genes definidos em um certo alfabeto
(ver Apéndice C). O alfabeto pode ser binario, de niimeros em ponto-flutuante, de inteiros,
de stmbolos, etc. O tipo do alfabeto determina a forma como o problema é estruturado no

AG, assim como os operadores genéticos que sao utilizados.

!Para configuracdes com simetria em relacao ao eixo das abscissas.
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Nos primeiros AGs, o alfabeto estava limitado a digitos binarios. Desde entao, a represen-
tagdo cromossomica tem sido objeto de estudo. Em (MICHALEWICZ, 1994) foi realizada uma
ampla comparacao experimental entre AGs bindrios e em ponto-flutuante, sendo observado
que o AG com representacao em ponto-flutuante é uma ordem de magnitude mais eficiente
em termos de tempo de processamento, além de levar a resultados com maior precisao e

consisténcia.

O algoritmo genético desenvolvido por (HOUCK et al., 1995), e adotado neste trabalho,
permite o uso de dois tipos de alfabeto: binario e em ponto-flutuante. Tomando-se por base
os resultados de desempenho apresentados em (MICHALEWICZ, 1994), optou-se por utilizar
aqui o AG com representacao cromossomica em ponto-flutuante, ou seja, cada individuo é

representado por um vetor x = (xq, Zo, ..., 7;) € R

5.1.3 Populacio Inicial

O primeiro passo do algoritmo genético é a criagao de uma populacao inicial de individuos.
Neste trabalho, assim como na maioria das aplicacoes de AGs encontradas na literatura, a
populacao inicial é criada de forma aleatoéria, selecionando-se os genes de cada cromossomo
(individuo) a partir de uma distribui¢do uniforme U(a;, b;), em que a; e b; sdo os extremos
inferiores e superiores, respectivamente, para os valores de cada gene x; do cromossomo x.
Note que para uma populagao com cromossomos k-dimensionais, deve-se fornecer ao algoritmo
um vetor de extremos 1 = (ay, by, ag, by, ..., ax, by), o qual ird definir o espago de solugoes

validas para o problema.

Por outro lado, se houver algum conhecimento prévio de solucoes potencialmente boas
(provenientes, por exemplo, de técnicas heuristicas ou outros métodos de busca), a populagao
inicial pode ser “semeada” com estas solucoes, com o restante da populacao sendo obtido de

forma aleatoria.
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5.1.4 Funcao de Aptidao

A funcao de aptidao avalia a adequabilidade dos individuos ao ambiente, guiando todo
o processo de busca. Embora em muitos problemas a funcao de aptidao seja igualada a
fungao objetivo (a funcao a ser otimizada), rigorosamente essas duas fungoes sao diferentes.
O algoritmo genético sempre maximiza a aptidao dos individuos, pois assim garante que os
mais aptos se perpetuem. Freqiientemente, a funcao de aptidao é calculada a partir da funcao
objetivo. Em particular, nos problemas de minimizacao, a funcao de aptidao é modificada

para crescer com a reducao no valor de algum objetivo a ser minimizado.

No projeto de constelacoes para sistemas de transmissao, a funcao objetivo é definida em
termos da probabilidade de erro do sistema, e a meta do método de otimizacao ¢ a minimizagao
desta funcao objetivo. Em se tratando dos sistemas de transmissao estudados neste trabalho,

baseados na codificacao com matrizes wavelets, a funcao objetivo a ser minimizada ¢ dada

por
m9(272ng*1)
P, = Z Pr(v; = mg + 2k | 2i—(mg—1) = —1) + 0.5Pr(v; = mg | xi_(mg-1) = —1) (5.1)
k=1
em que Pr(v;|2;_(mg—1) = —1) denota a distribuicdo de probabilidade do ruido wavelet v;
condicionada ao bit de informacao ;_(mg—1) = —1, m é o posto e g é o género da matriz de

coeficientes wavelets utilizada no processo de codificacao.

Como o projeto de constelacoes é um problema de minimizacao, a funcao de aptidao a
ser maximizada é dada por F' = —P,. Note que para se projetar as constelacoes dos sistemas
baseados na transmissao de simbolos wavelets, a fun¢ao expressa pela Equagao (5.1) deve ser
calculada com base na analise desenvolvida na Secao 4.2. Por outro lado, para se projetar
as constelacoes dos sistemas baseados na transmissao de sub-simbolos wavelets, essa funcao

objetivo deve ser calculada com base na andlise derivada na Secao 4.3.

Para se obter o argumento Pr(v;|z;_(mg—1y) = —1) da Equacao (5.1), alguns célculos
intermediarios devem ser realizados. O mais dificil de ser completado é a distribuigao de

probabilidade dos erros de demodulagao (ver Secoes 4.2.1.2 e 4.3.1.2). No projeto das cons-
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telacoes PSK, o cdlculo desta distribuicao de probabilidades requer a avaliagao das Equacoes
(4.20) e (4.39) por meio de uma integra¢io numérica, a qual foi realizada pela funcao triple-
quad, definida no proprio ambiente MATLAB®. J4 no projeto das constelacoes APK, as
distribuicoes de probabilidades dos erros de demodulacao foram obtidas a partir de simu-
lacdes computacionais, pelo método de Monte Carlo, dos respectivos canais discretos que

estavam sendo projetados.

5.1.5 Operadores Genéticos

O toolboz de algoritmos genéticos desenvolvido em (HOUCK et al., 1995) tem vérias opgoes
diferentes para os operadores genéticos (operadores de sele¢ao, cruzamento e mutagao). Esses
operadores tém a funcao de implementar o processo reprodutivo simulado que ocorre nos AGs.
Apos a criacao da populacao inicial, sao realizadas operacoes especificas sobre esta populacao
que tentam simular o que ocorre em um ambiente natural ao longo de varios anos. Como
acontece na natureza, com o passar do tempo, a populacao se renova dando origem a uma
nova geracao. As operacoes de selecao natural, cruzamento e mutacao sao responsaveis pela

criacao de uma nova geracao.

Os operadores genéticos usados aqui, associados com os seus respectivos parametros, sao
apresentados na Tabela 5.1. Nesta Tabela, Gmaz representa o niimero maximo de geragoes do
processo evolucionario. Este parametro foi utilizado pelo algoritmo genético como critério de
parada, sendo igual a 200 nos projetos das constelacoes PSK e 70 nos projetos das constelacoes

APK. A seguir, cada operador da Tabela 5.1 sera detalhado.

Tabela 5.1. Operadores genéticos empregados nos projetos.

Operador Parametros
Selecao Geomeétrica Normalizada q
Cruzamento Heuristico [#Crz t]
Mutagao Nao-Uniforme Multidimensional | [#Mut Gmaz b
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5.1.5.1 Selecao geométrica normalizada A operacao de selecao ocorre em cada gera-
¢ao, antes do processo de cruzamento, indicando os individuos mais aptos para a reproducao.
Na selecao geométrica normalizada, cada individuo da populacao é inicialmente ordenado de
acordo com o seu valor de aptidao. A classifica¢ao do individuo (sua posi¢ao relativa na série
ordenada) determina a probabilidade p; do mesmo ser escolhido para se reproduzir naquela
geracao. Essa probabilidade ¢ calculada por uma distribuicao geométrica normalizada pela
probabilidade de escolha do individuo mais apto. Mais especificamente, essa probabilidade

de selecao é dada por (JOINES; HOUCK, 1994)

pi=qd(1—q"! (5.2)

em que ¢ € (0.0,1.0) é um parametro fornecido ao algoritmo, sendo igual a 0,08 nesta apli-
cacao; rj € o posto do individuo j ap6s a ordenagao (o individuo com melhor aptidao tem
ri=1)q¢ = ﬁ ¢ igual a probabilidade de sele¢ao, p;, do melhor individuo da populagao;

e P é o tamanho da populagao.

5.1.5.2 Cruzamento heuristico A operacao de cruzamento envolve uma recombinacao
de genes entre dois individuos, representados aqui pelos vetores reais k-dimensionais x e y,
para produzir um par de filhos que, como no processo natural, traz a informagao genética dos

pais.

Nesse contexto, o cruzamento heuristico entre x e y é definido como uma extrapolacao
linear desses dois individuos. Especificamente, supondo que x tem maior valor de aptidao

que y, um novo individuo, x’, é criado por (HOUCK et al., 1995)
X =x+rx-y) (5.3)

em que r é uma variavel aleatoria com distribui¢ao uniforme U (0, 1).

Note que o novo individuo x” pode cair fora do dominio de busca desejado. Neste caso,
este novo individuo é descartado e um novo cruzamento, definido por (5.3), é realizado. Este

procedimento é repetido por um niimero de vezes igual a ¢, sendo este um parametro fornecido
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ao AG. Nesta aplicacao, adotou-se t = 3. Se ap0s este nimero de tentativas nao for criado
nenhum novo individuo valido, entao faz-se x’ = y. O segundo “filho” desse cruzamento é

sempre igual ao “pai” com melhor valor de aptidao, ou seja, y' = x.

O namero de vezes em que o cruzamento heuristico é aplicado a cada geracao do AG, de-
notado por #Crz, é mais um parametro fornecido ao algoritmo. Nos projetos de constelacoes
desenvolvidos aqui, este numero foi calculado de forma a garantir uma taxa de cruzamento

dos individuos da populacao igual a 50%.

5.1.5.3 Mutacao nao-uniforme multidimensional A etapa que conclui a formacao
de uma nova geracao ¢ a mutagao. Com essa operacao, um ou mais genes de cromossomos
escolhidos aleatoriamente sao modificados. Neste trabalho, optou-se por utilizar uma mutacao

nao-uniforme multidimensional, definida como segue:

Sejam a; e b; valores extremos, inferiores e superiores, respectivamente, que cada gene x;
de um cromossomo x da populagao pode assumir. A mutagao nao-uniforme multidimensional

deste cromossomo x é dada por (HOUCK et al., 1995)

;i (b =) f(G)ser; <0,5, (5.4)
| @i — (i +a) f(G)sery > 0,5, '
para todo i € {1, ..., k}, em que k denota a dimensao do vetor que define o cromossomo x,

€

£(G) = (m (1 _ anm))b. (5.5)

Nas Equagoes (5.4) e (5.5), r1 e o sao variaveis aleatorias uniformes entre (0, 1); G é o indice
de contagem da geragao corrente; Gmaz é o nimero maximo de geragoes (parametro que deve
ser fornecido ao algoritmo); b & um parametro de formatagao da fungao f(G). Este parametro
também deve ser fornecido ao algoritmo (nesta aplicagao, adotou-se b = 3). A funcao f(G)
controla o grau de distor¢ao (mutacdo) que é aplicado sobre cada gene do cromossomo. Note

que f(G) se aproxima de zero a medida que a geragao corrente GG se aproxima de Gmazx.

O parametro #Mut define o nimero de vezes em que a mutacao nao-uniforme multidi-
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mensional deve ser aplicada a cada geracao do AG. Neste trabalho, #Mut foi calculado em

cada projeto de forma a garantir uma taxa de mutacao de 5%.

5.2 RESULTADOS NUMERICOS

Nesta secao sao apresentadas as constelacoes que foram projetadas neste trabalho via
algoritmo genético, usando as ferramentas analiticas derivadas no Capitulo 4. De fato, cada
sistema wavelet analisado anteriormente teve seu esquema de modulacao reprojetado pelo AG

detalhado na Secao 5.1.

Também sao apresentados resultados de desempenho obtidos a partir dos sistemas wavelets
simulados com essas novas constelagoes, sobre um canal com desvanecimento Rayleigh des-
correlacionado e perfeitamente estimado na recepcao. Estes resultados sao comparados aqui
com aqueles que tinham sido obtidos com as constelagoes projetadas pelo algoritmo de busca

exaustiva (com enumeracao completa do espago de busca discretizado).

Inicialmente, o AG foi aplicado ao projeto de constelagoes para os sistemas com codificagao
wavelet, os quais sao caracterizados pelas expressoes analiticas derivadas na Secao 4.2. Neste
caso, o problema de otimizagao consiste na minimizac¢ao da fungao objetivo dada em (4.25).
A principio, esta funcao modela o desempenho de sistemas APK e PSK com esquemas de
demodulagao baseados tanto na regra de minima distancia euclidiana quanto na regra MAP.
De fato, o que iré diferenciar cada um desses modelos serd a distribuicao de probabilidade

dos erros de demodulagao, calculada durante um passo intermediario da avaliagao de (4.25).

Uma opcao por projetar via AG apenas as constelagoes dos sistemas baseados na regra
de demodulacao por minima distancia euclidiana foi feita. Essa decisao foi tomada devido ao
menor tempo de processamento necessario para o calculo da distribuicao de probabilidade dos
erros de demodulagao gerados por esta regra. A Figura 5.1 apresenta as constelagdes obtidas
nesta etapa, para os sistemas com codificacao wavelet e esquemas de modulacao APK e PSK,

baseados respectivamente nas MCW’s 2 x 8 e 2 x 128. Vale ressaltar que as constelacoes
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ilustradas nas Figuras 5.1(c) e 5.1(d), associadas & MCW 2 x 128, foram projetadas para o

mesmo esquema de quantizacao de simbolos wavelets definido na Tabela 4.5.

(a) MCW 2 x 8 — Constelacao 9-APK. (b) MCW 2 x 8 — Constelacao 9-PSK.

-28

-16
(¢) MCW 2 x 128 — Constelacao 11-APK. (d) MCW 2 x 128 — Constelagao 11-PSK.

Figura 5.1. Constelacoes obtidas via AG para os sistemas com codificacao wavelet.

A Figura 5.2 apresenta as curvas de desempenho dos sistemas com MCW’s 2 x 8 e 2 x 128
e demodulagao euclidiana, obtidas com as novas constelac¢oes projetadas via AG (ilustradas
na Figura 5.1). Também sao apresentadas nesta figura, para efeito de comparacgao, curvas de

desempenho desses mesmos sistemas simulados com as constelagoes projetadas no Capitulo 3,
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por busca exaustiva. A partir desta figura, verifica-se que os sistemas que tiveram as conste-
lacoes projetadas pelo AG apresentaram vantagens de desempenho no caso das constelacoes
APK, e desempenhos similares para as constelacoes PSK. Este resultado mostra que o espaco
de busca do algoritmo genético utilizado aqui tende a conter solucoes de melhor qualidade que
o espaco de busca do algoritmo exaustivo. A explicagao para este fato decorre do processo de
discretizacao do espago investigado pelo algoritmo exaustivo. Note que uma opc¢ao por refinar

essa discretizacao pode levar a um tempo de processamento proibitivo?.

Por outro lado, uma analise cuidadosa da Figura 5.1(a) revela que a melhor constelacao
APK encontrada pelo AG para minimizar a BER do sistema baseado na MCW 2 x 8 apre-
senta uma tendéncia implicita a quantizacao dos simbolos wavelets com valores +6 e =+8.
Este resultado indica que o AG pode ser uma ferramenta valiosa no projeto de esquemas de
quantizacao de simbolos wavelets para sistemas com MCW de grandes dimensoes. Nestes
termos, por exemplo, ao invés de se projetar de forma empirica um esquema de quantizacao
para o sistema com codificacao wavelet baseado na MCW 2 x 128, como aquele apresentado
na Tabela 4.5, poderia-se aplicar o AG para se projetar diretamente uma constelacao com
mg -+ 1 pontos para o sistema. A melhor constelacao encontrada pelo AG teria provavelmente
uma configuracao com sinais sobrepostos, que poderia ser utilizada entao para se definir o
esquema de quantizacao de simbolos wavelets. De fato, este ponto ainda nao sofreu uma

investigacao criteriosa, e deve ser abordado posteriormente, em trabalhos futuros.

As constelages projetadas pelo AG para os sistemas com codificacao wavelet e demo-
dulagao euclidiana foram ainda aplicadas a sistemas com demodulacao MAP. A Figura 5.3
apresenta as curvas de desempenho obtidas a partir da simulacao desses sistemas. Esta figura
também apresenta, como referéncia, curvas para esses mesmos sistemas simulados com as
constelacoes projetadas no Capitulo 3 por busca exaustiva. Verifica-se a partir da figura que,
em ambos os casos, os resultados de desempenho sao similares (a excegao do sistema com

MCW 2 x 8 e constelacao PSK-AG, que apresentou uma pequena desvantagem de desem-

2Mesmo para o grau de discretizacio adotado neste trabalho, igual a § = 3°, o tempo de processamento
do algoritmo exaustivo ja supera, em média, o tempo de processamento do AG em 500%.
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(a) MCW 2 x 8 — Demodulagao Euclidiana. (b) MCW 2 x 128 — Demodulagao Euclidiana.

Figura 5.2. Desempenho do sistema com codificacao wavelet com demodulacao baseada na regra
de minima distancia euclidiana e esquemas de modulagao projetados via AG.

penho).
1e+00 T T T 1e+00 T T T
MCW 2 x 8 PSK MAP —+— MCW 2 x 128 PSK MAP —+—
MCW 2 x 8 PSK-AG MAP ---o--- MCW 2 x 128 PSK-AG MAP ---o---
~ MCW 2 x 8 APK MAP —x— MCW 2 x 128 APK MAP ——
1e-01 == MCW 2 x 8 APK-AG MAP ---&--- | 1e-01 MCW 2 x 128 APK-AG MAP ---&---
D 16-02 AN
1e-02 SOy N
1e-03
o o \g N
5 1e-03 i
53] m
1e-04
1e-04 Y
1e-05 5
1e-05 1606 \
1e-06 1e-07
0 5 10 15 20 25 30 35 0 5 10 15 20 25
Eb/No (dB) Eb/No (dB)
(a) MCW 2 x 8 — Demodulagdo MAP. (b) MCW 2 x 128 — Demodulagdo MAP.

Figura 5.3. Desempenho do sistema com codificacao wavelet com demodulacao baseada na regra
MAP e esquemas de modulacao projetados via AG.

O AG também foi aplicado ao projeto de constelacoes para o sistema com codificacao
wavelet modificado. Neste caso, o problema de otimizacao consiste na minimizacao da funcao
objetivo dada em (4.45), calculada com base na andlise desenvolvida na Se¢ao 4.3. Mais
uma vez, foi feita uma opcao por projetar via AG apenas as constelacoes dos sistemas com

demodulagao baseada na regra de minima distancia euclidiana. A Figura 5.4 apresenta as
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constelacoes assim projetadas, para sistemas codificados pelas MCW’s 2 x 8 e 4 X 16 com

esquemas de modulacao APK e PSK.

—4

(a) MCW 2 x 8 — Constelacao 5-APK. (b) MCW 2 x 8 — Constelacao 5-PSK.

2
104
r=093 (ii\
-2
—4 —4
(¢) MCW 4 x 16 — Constelacao 5-APK. (d) MCW 4 x 16 — Constelacao 5-PSK.

Figura 5.4. Constelacoes obtidas via AG para o sistema com codificacdo wavelet modificado.

As constelagoes projetadas pelo AG para os sistemas baseados na transmissao de sub-
simbolos wavelets também foram avaliadas por meio de simulacoes computacionais, con-
siderando esquemas de recepcao com regra MAP e de minima distancia euclidiana. A Figura

5.5 apresenta as curvas de desempenho obtidas a partir dessas simulacoes. Também sao apre-
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sentadas nesta figura as curvas de desempenho obtidas com as constelacoes projetadas no

Capitulo 3 por busca exaustiva, para efeito de comparacao.

Os resultados apresentados nas Figuras 5.2, 5.3 e 5.5 mostram que o algoritmo genético
utilizado neste trabalho, e descrito na Segao 5.1, obteve solugoes de projeto (constelagoes)
consistentes e de boa qualidade para ambos os sistemas de transmissao investigados. De fato,
o algoritmo genético se mostrou tao eficaz quanto o algoritmo de busca exaustiva, com respeito
a qualidade das solucdes encontradas. Entretanto, o AG tem uma vantagem adicional, sua

maior eficiéncia em termos de tempo de processamento.

5.3 CONCLUSAO

Este capitulo abordou o problema do projeto de constelagoes para sistemas de transmissao
baseados na codificagdo com matrizes wavelets, sujeitos ao desvanecimento Rayleigh nao-
seletivo em freqiiéncia. Especificamente, constelacoes de sinais foram projetadas usando-se

um algoritmo genético e as ferramentas analiticas desenvolvida no Capitulo 4.

A partir dos resultados de desempenho obtidos, pode-se constatar que o algoritmo genético
utilizado neste trabalho se mostrou eficiente quanto ao projeto de constelacoes de boa quali-
dade. Além disso, alguns resultados indicam que o AG também pode ser utilizado com sucesso
no projeto de esquemas de quantizacao de simbolos wavelets para sistemas com MCW de

grandes dimensoes. Este ponto deve ser investigado posteriormente, em trabalhos futuros.
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Figura 5.5. Desempenho do sistema com codificagao wavelet modificado com esquemas de modula-

¢ao projetados via AG.
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CONCLUSAO

Esta tese de doutorado abordou a concepcao, o estudo e a analise de desempenho de sistemas

de transmissao sem-fio baseados na codificacao com matrizes wavelets.

Inicialmente, a técnica de codificagao de canal com matrizes de coeficientes wavelets foi
apresentada. Posteriormente, sistemas de transmissao sem-fio baseados nesta técnica de co-
dificacao foram avaliados em canais com desvanecimento Rayleigh plano. Resultados de si-
mulacao por Monte Carlo foram apresentados para esquemas de modulacao APK e PSK,
considerando diferentes niveis de entrelacamento dos canais com desvanecimento. Discutiu-se
ainda o desempenho desses sistemas sob os efeitos de erros de estimacao das RI’s dos canais,
considerando cenarios nos quais os canais de comunicacao sao estimados na recepcao via

algoritmo LMS.

Como importante contribuicao deste trabalho, pode-se destacar as formulacoes analiticas
apresentadas aqui para o desempenho dos sistemas baseados na transmissao de simbolos e
sub-simbolos wavelets. Estas analises foram desenvolvidas para canais com desvanecimento
Rayleigh nao-seletivo em freqiiéncia, e validadas através de comparagoes com resultados de

desempenho obtidos via simulacoes computacionais.

Os resultados analiticos apresentados neste trabalho indicam que o uso de esquemas de
transmissao em diversidade combinados a codificacao com matrizes wavelets pode possibi-
litar um incremento no ganho de codificacao sobre canais com desvanecimento plano. Em
particular, este trabalho investigou a integracao de um esquema de diversidade temporal a
codificacao wavelet, sendo observado um ganho de desempenho, em termos de probabilidade
de erro de bit, nos sistemas avaliados. Entretanto, sabe-se que a técnica de diversidade tem-

poral possui um custo operacional intrinseco: ela leva a uma diminuicao da eficiéncia espectral

101
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do sistema. Em trabalhos futuros, esquemas de diversidade espacial, baseados na utilizagao
de multiplas antenas de transmissdo e uma tnica antena de recep¢ao (ALAMOUTI, 1998), de-
vem ser investigados com o objetivo de preservar a eficiéncia espectral obtida pelo sistema de
Tzannes. Nesse caso, o desenvolvimento analitico apresentado neste trabalho, para o sistema
baseado na transmissao de sub-simbolos wavelets, pode ser estendido para a analise desses

novos sistemas.

Por outro lado, os resultados de desempenho obtidos com o sistema baseado na trans-
missao de simbolos wavelets em canais com desvanecimento também merecem destaque. Em
particular, foi mostrado através de resultados analiticos que o sistema codificado pela MCW
2 x 128 supera o desempenho de uma outra abordagem proposta para esse mesmo ambiente
de transmissao, o sistema STBC-BPSK (TAROKH et al.,, 1999), o qual apresenta uma com-
plexidade de implementacao similar e produz a mesma eficiéncia espectral do sistema com

codificacao wavelet.

Note que o ganho de desempenho dos sistemas baseados em matrizes wavelets é uma fungao
do niimero de colunas da MCW utilizada na codificacao. Esta é uma caracteristica importante
dos sistemas com codificacao wavelet, visto que ela deixa margem para se conseguir ganhos de
desempenho ainda melhores, a custo de um aumento relativamente pequeno na complexidade

computacional desses sistemas.

A escolha do esquema de modulacao tem um papel fundamental no desempenho dos
sistemas wavelets. Inicialmente, as constelagoes usadas neste trabalho foram projetadas por
meio de um algoritmo de busca exaustiva (porém restrita a um sub-espaco discretizado).
Posteriormente, com a formulacao analitica para o desempenho dos sistemas baseados na
codificacao com matrizes wavelets, pode-se empregar uma metodologia de busca baseada em

algoritmo genético, a fim de se projetar novas constelacoes de sinais.
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6.1 PRINCIPAIS CONTRIBUICOES

Diante da tese apresentada, foram alcancados os objetivos descritos a seguir, ressaltando-se

as contribuicoes obtidas:

1. Concepgao de um novo sistema baseado na integracao de um esquema de transmissao
com diversidade temporal a codificacao com matrizes wavelets. Constatou-se que a
diversidade temporal introduzida no sistema possibilita melhorar o ganho da codificagao
wavelet em canais com desvanecimento, a um baixo custo computacional. Este resultado
incentiva a avaliacao de novos esquemas de transmissao em diversidade para uso em

sistemas baseados na codificacdo com matrizes wavelets.

2. Avaliacao da influéncia da correlacao do canal com desvanecimento na probabilidade
de erro de bit em sistemas wavelets. Por meio de simulacgoes, constatou-se que uma
profundidade de entrelacamento igual a mg simbolos, em que m é o posto e g é o género
da MCW utilizada na codificacao, foi suficiente para que os sistemas com codificagao
wavelet avaliados em um canal com fpT; = 0,002 conseguissem desempenhos simi-
lares aqueles obtidos em canais perfeitamente descorrelacionados. No caso dos sistemas
baseados na transmissao de sub-simbolos wavelets que foram avaliados, verificou-se que
uma profundidade de entrelacamento igual a m?g simbolos foi suficiente para se con-
seguir praticamente a totalidade do ganho possivel. Isto significa que o ganho marginal
proporcionado pelo aumento da profundidade de entrelacamento além desse valor é
praticamente nulo neste ambiente de comunicacao!. Esses resultados sdo muito uteis,

pois possibilitam a reducao dos requisitos de memoria e atraso do sistema.

3. Estudo da influéncia dos erros de estimacao do canal em sistemas baseados na codifica-
¢ao com matrizes wavelets. Diferentemente de abordagens comumente apresentadas na
literatura, o presente trabalho considerou a ocorréncia de erros na estimacao do estado

do canal, o que constitui uma questao relevante para avaliar o desempenho dos sistemas

INote, entretanto, que nada pode ser afirmado sobre a profundidade de entrelacamento necessaria em
outros canais de comunicagao.
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wavelets. No trabalho foi apresentado um esquema de recepcao baseado no algoritmo
LMS. As simulagoes realizadas mostraram que os sistemas baseados na transmissao de
simbolos e sub-simbolos wavelets mantiveram bons ganhos de desempenho, mesmo na

presenca de erros de estimacao do canal.

4. Apresentagao de ferramentas matematicas para se investigar o desempenho do sistema
com codificacao wavelet e do sistema com codificacao wavelet modificado, em canais
sujeitos ao desvanecimento Rayleigh nao-seletivo em freqiiéncia. A formulacao analitica
derivada aqui pode ainda ser generalizada para analisar o desempenho de outras técnicas

de transmissao baseadas na codificacao com matrizes wavelets.

5. Apresentacgao de uma nova abordagem baseada em ferramentas analiticas para o projeto
de constelagoes de sinais para os sistemas wavelets. Especificamente, algumas conste-
lacoes de sinais utilizadas nestes sistemas foram projetadas por meio de um algoritmo
genético, guiado pela formulagao analitica derivada neste trabalho. Resultados de de-
sempenho obtidos por simulacao, indicam que o AG pode ainda ser utilizado com sucesso
no projeto de esquemas de quantizacao de simbolos wavelets, para sistemas com MCW

de grandes dimensoes.

6.2 PERSPECTIVAS PARA TRABALHOS FUTUROS

Diante do trabalho apresentado e com base nos objetivos ja alcancados, podem ser apon-

tadas as seguintes propostas para trabalhos futuros:

1. Analisar o desempenho da codificacao wavelet integrada a outros esquemas de trans-
missao em diversidade. Em particular, esquemas de diversidade espacial, baseados na
utilizacao de multiplas antenas de transmissao e uma tnica antena de recepc¢ao, podem
ser investigados com o objetivo de preservar a eficiéncia espectral obtida pelo sistema

de Tzannes.
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2. Investigar sistemas de transmissao baseados na integracao da codificacao wavelet a es-
quemas de recepcao iterativos, nos quais existiria uma realimentacao da informacao

extrinseca entre as etapas de demodulacao e de decodificacao wavelet.

3. Analisar o desempenho dos sistemas codificados com matrizes wavelets em outros am-
bientes de comunicacao, tais como, canais com desvanecimento seletivo em freqiiéncia,
inclusao de interferéncia intersimbolica, canais com distribuicoes de desvanecimento di-

ferentes da Rayleigh, entre outros.

4. Implementar e avaliar, por simulacao computacional, sistemas com codificacao espécio-
temporal, de forma a viabilizar uma ampla comparacao entre o desempenho desses

sistemas e o desempenho dos sistemas baseados na codificagao com matrizes wavelets.

5. Projetar usando AG’s e ferramentas matematicas de anélise esquemas de quantizagao de
simbolos wavelet gerados por MCW's de grandes dimensoes, com o objetivo de aumentar

o ganho da codificacdo wavelet em canais com desvanecimento.

6. Analisar o desempenho da codificacao wavelet com taxas de codificacao inferiores a 1
bit /simbolo, através da variagao do nivel de sobreposi¢ao das linhas da MCW na matriz

de codificacao.

7. Avaliar o desempenho dos sistemas wavelets com outras familias de matrizes, parti-
cularmente com matrizes wavelets complexas planas. Investigar como essas matrizes
influenciam o esquema de mapeamento dos simbolos wavelets nos sinais de uma cons-

telacao bidimensional.



APENDICE A

SIMULACAO DOS SISTEMAS BASEADOS NA
CODIFICACAO COM MCW'’S

Uma parte significativa do tempo despendido neste trabalho foi consumida no desenvolvimento
das simulagoes dos sistemas. Todas as simulacoes foram desenvolvidas seguindo-se o método

de Monte Carlo, e implementadas em linguagem C para o ambiente LINUX.

Houve uma preocupacao constante de se utilizar uma quantidade de dados suficiente para
se obter curvas precisas de desempenho. Estritamente falando, para avaliar o desempenho
dos sistemas nos canais com Doppler infinito (canais descorrelacionados), foram realizadas
simulacoes com

1
"BER da maior SNR simulada

NTotal =100 (Al)

transmissoes.

Ja para avaliar o desempenho dos sistemas nos canais com Doppler finito (canais correla-
cionados), o numero total de bits transmitidos, utilizado para fazer o levantamento de cada

ponto da curva de desempenho, obedeceu a relacao
NTotal =L NBloco (A2)

em que

1 1/2
L=1 A.
0 (BER da maior SNR simulada) (A4-3)

¢ o numero de realizacoes de canais estatisticamente independentes e

1 1/2
Natoco = 100 (BER da maior SNR simulada) (A-4)

¢ o numero de bits transmitidos para cada realizacao de canal.
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MODULACAO PSK: PROBABILIDADE DE ERRO

A modulagao digital é o processo de mapeamento de simbolos digitais em formas de onda
compativeis com as caracteristicas do canal (PROAKIS, 1989; SKLAR, 1988). De forma geral,
o mapeamento ¢ feito tomando-se blocos de k& = log, M simbolos digitais de informacao em
um intervalo de tempo. Para cada bloco, o modulador seleciona uma das M = 2F formas de

onda analbgicas com energia finita, que seré transmitida através do canal.

Dentre as técnicas de modulagio existentes na literatura, a modulagao PSK (Phase Shift
Keying) é a mais adequada para canais de comunicac¢ao sem-fio, devido a sua estratégia de
sinalizacao com envoltoria constante. Esta caracteristica possibilita a utilizacao de trans-
missores com amplificadores de poténcia nao-lineares (classe C), largamente difundidos nos

sistemas de comunicacao sem-fio.

Na modulacao PSK, os sinais sao representados pela forma de onda
Sm(t) = g(t) cos(2m fot + 0,,), (B.1)

em que g(¢) é um pulso com duragao [nTy, (n + 1)T}) e

o(m — 1
em:%, m=1,.. M (B.2)

sao as M possiveis fases da portadora que transportam a informacao.

Os sinais PSK tém uma representacao vetorial dada por:

Sm = | /& cos 2Mw(m —1) /&, sin 2M7T(7n - 1) (B.3)

em que & = %Eg é a energia em cada forma de onda.
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B.1 PROBABILIDADE DE ERRO EM CANAIS AWGN

Considerando que os sinais sao eqiiiprovaveis, segue que o detector 6timo, no sentido de

minima probabilidade de erro, para o canal AWGN calcula as métricas de correlacao
C(r,spm) =1 Sy, m=12... M

e se decide pelo sinal s, que produz a maior métrica (PROAKIS, 1989). Em outras palavras,
o sinal recebido r = [ry r,| é projetado sobre cada um dos M possiveis vetores de sinal s, e

uma decisao é tomada em favor do sinal que produz a maior projecao.

O detector de correlacao descrito acima é equivalente a um detector de fase que calcula a
fase do sinal recebido r e seleciona o vetor de sinal s,, que tem a fase mais proxima do sinal

r, sendo a fase de r dada por:

O, = tan"! T (B.4)
Ty

A seguir serd determinada a func¢do densidade de probabilidade (f.d.p) de ©,, e a partir

desta serd calculada a probabilidade de erro do sistema.

Considere que o sinal transmitido tem representacao vetorial dada por:

s = [ss 5 (B.5)

Logo o sinal recebido tem componentes

ry = Sy+ny

Ty = Sq+ng (B.6)

Como ny e n, sao variaveis aleatorias Gaussianas independentes e conjuntamente distribui-

das, segue que 7 e r, sao varidveis aleatérias Gaussianas independentes e conjuntamente

distribuidas, com E[rs] = sy, Elry| = s, e 07, = 0, = 3R = o7. Conseqiientemente,

Q

1 (rp —s¢)” + (rg — 5¢)?
— B.7
2702 P 20?2 (B-1)

pr(rs, 7)) =
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A funcao densidade de probabilidade (f.d.p.) da fase ©, ¢ obtida através da troca de

variaveis de (rg, r,) para

_ 2 2
V = Tty

O, = tan '(r,/rs) (B.8)

Logo, supondo que o sinal PSK s, é transmitido, considerando (B.3) e (B.8), tem-se

1 V2 —2Vy/E,cos(O, —0O,,) + &,
pve,(V, 6;) = ——exp |- VEs cos( ) (B.9)
™ No
A integracao de pye,(V, ©,) sobre a total regido de V' produz pe, (©,). Logo,
po(8) = [ pre V. OVaV
0
1 o0 2_9 _
- — [ Vexp [— V2~ 2VVE cos(O, — Om) + 55] &V (B.10)

Considere que o sinal s; tenha sido transmitido. Neste caso havera erro de demodulagao
se o ruido do canal provocar um deslocamento na fase do sinal transmitido suficiente para
deslocé-la para fora da regiao —n/M < O, < w/M. Conseqiientemente, a probabilidade de

erro de simbolo é dada por

w /M
Py—1- / p6.(0,)d6, (B.11)
—7/M

Em geral, a integral de pe,(0,) é de dificil solu¢ao e deve ser avaliada numericamente,

exceto para M =2 e M = 4.

Para o sistema PSK binério (M = 2), também denominado de BPSK, a probabilidade de

erro de bit é dada por (PROAKIS, 1989),

Perro = Q ( 2_&)> (B12)

em que

Qa) := L /OO eV 2dy (B.13)
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Quando M = 4, tem-se dois sinais com modulacao BPSK em quadratura. Como nao
existe interferéncia entre os sinais nas duas portadoras em quadratura, a probabilidade de
erro de bit é idéntica a definida pela Equacao (B.12). Por outro lado, a probabilidade de erro

de simbolo para M = 4 é determinada observando-se que

P.=(1-Py)?= [1 -Q (V%)] (B.14)

em que P. é a probabilidade de uma decisao correta para o simbolo de 2 bits. Esse resultado
segue da independéncia estatistica do ruido sobre as portadoras em quadratura. Portanto, a

probabilidade de erro de simbolo para M = 4 é dada por

o ({B) ()] o

Para M > 4, a probabilidade de erro de simbolo P,; é obtida através da integragao
numérica definida em (B.10). Entretanto, pode-se obter uma aproximacao para pe,(©,)
vélida para valores elevados de M e de SNR. Para &,/Rg >> 1 ¢ |©,| < I a funcao pe, (©,)

¢ bem aproximada por
gb — b sin2(0,-0,,)
peo,(0,) = W—m]cos(@ —On)e (B.16)

Substituindo pe,(6O,) na Equacao (B.11) e realizando a mudanga na variavel ©, para

u= i—g sin(6, — ©,,), tem-se que

02
1—/ \/—COS (©, — 6, 7781“ (©r— em)d@
01 ™

Sb/Ng sin(©2—60,)
ﬁ \/MSin(®1*@m)
1- % [erfC (\/MSin(@g — @m)> —erfe < V €/Rosin(0; — ®m)>} (B.17)

Q

Py

e~ du

Q

Q

em que 6; e 05 delimita a regiao de demodulacao do sinal sem erro.

A probabilidade de erro de bit para o M-PSK é mais dificil de se obter. Isto ocorre devido

a dependéncia que existe entre o mapeamento dos 2* simbolos da constelacio nas fases dos
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sinais correspondentes. Quando um codigo Gray é usado no mapeamento, dois simbolos que
correspondem a sinais de fase adjacentes diferem em um tnico bit. Como os erros mais
provaveis ocorrem entre simbolos adjacentes, a maioria dos erros de demodulagao originam
um tunico erro de bit. Logo a probabilidade de erro de bit para a modulacao M-PSK com

mapeamento Gray pode ser aproximada para alta SNR por

B.2 PROBABILIDADE DE ERRO EM CANAIS COM DESVANECIMENTO RAYLEIGH
PLANO

Nesta secao sera derivada a probabilidade de erro de sinais PSK em canais com desvane-

cimento Rayleigh plano e lento.

Os sinais transmitidos através de um canal com desvanecimento nao-seletivo em freqiiéncia
sao afetados por uma distorcao multiplicativa. Para o caso de um processo de desvanecimento
que varia lentamente ao longo do tempo, pode-se assumir que o fator de desvanecimento é
constante durante um intervalo de sinalizacao. Conseqiientemente, se o sinal transmitido for

denotado por s,,(t), o equivalente passa-baixa do sinal recebido é dado por
r(t) = ae s, (t) + n(t), 0<nT, <T (B.19)

em que n(t) representa o processo do ruido branco Gaussiano complexo que corrompe o
sinal. No modelo do canal de comunicacao adotado, considera-se ainda que o processo de
desvanecimento é lento o suficiente para se estimar perfeitamente o deslocamento de fase ¢

do canal a partir do sinal recebido.

Um método que pode ser utilizado para calcular a probabilidade de erro do sistema com
modulacao PSK em canais com desvanecimento é avaliar, inicialmente, a probabilidade de
erro do sistema condicionada a um fator fixo « e, posteriormente, retirar o condicionamento

a partir da funcao de densidade de probabilidade da v. a. do desvanecimento «.

Dessa forma, considerando que o sinal transmitido [s; s,] é afetado por um fator fixo «
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conhecido, tem-se que o sinal recebido tem componentes
ry = asp+ng

T, = QSq+ny (B.20)

Logo, a partir da Equacdo (B.7), segue que r; e r, sdo variaveis aleatérias Gaussianas

conjuntamente distribuidas com f.d.p dada por

1 (ry — asg)® + (rg — asg)”
pr(ry, Tola) = Fagexp [— 207 (B.21)
Considerando a mudanca de variaveis definida em (B.8), tem-se
1 V2 —2aV+/E cos(O, — 0,,) + a?&,
pve, (V. Ofa) = ——exp |- VE, cos( ) (B.22)
7TNQ NO
A integracao de pye,(V, ©,|a) sobre a regiao de V produz pe, (0, |a). Logo,
po.(Orda) = [ pra (V. 8,J)Vay
0
o) 2 _ 2
_ 1 Vexp [_V 20V \/E;cos(O, —0,,) + a 531 v (B23)
WNO 0 NO

Pode-se retirar o condicionamento em « calculando o valor médio de pe, (©,|«) sobre a

funcao densidade de probabilidade da v.a. «.

Considerando um canal com desvanecimento Rayleigh, tem-se (PROAKIS, 1989)

2
Pala) = ﬁa eXp’O‘Q/Q, a>0, Q=E[? (B.24)

Logo, assumindo 2 = 1, segue que pg‘f(@r) é expressa por

P (e,) = / " p6,(0,]a)p(a)da

0
2 / ) / Oo [ V2 — 20V V/E cos(0, — O) + a? (& + Ro)
— aVexp |—
0 0

= NO

dvd
py Vda

(B.25)

Dessa forma, supondo que o sinal s,, tenha sido transmitido, havera erro de demodulagao

se as pertubacoes do canal provocarem um deslocamento na fase do sinal s,, suficiente para
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deslocé-la para fora de sua regiao de decisao, denotada por [©; ©,]. Logo, a probabilidade de

erro de um sistema PSK com sinais eqiiiprovaveis em um canal com desvanecimento Rayleigh

¢ dada por
B2 oo roo 2_9 _ 2 N
Py=1- 2 / / aV exp [—V AV VE; c08(0; — Om) + (£ + Ro) dVdo dO,
R 6, Jo Jo No

(B.26)

B.3 CONCLUSAO

Neste apéndice foi apresentada uma breve revisao da técnica de modulacao PSK. Além
disso, as expressoes de probabilidades de erros de demodulacao de sinais PSK provenientes de
uma constelacao assimétrica foram deduzidas em canais com ruido aditivo Gaussiano branco

e em canais sujeitos ao desvanecimento Rayleigh nao-seletivo em freqiiéncia.

Essas expressoes foram empregadas no Capitulo 4 para analisar a distribui¢ao de proba-

bilidades do ruido de demodulagao.



APENDICE C

ALGORITMOS GENETICOS

Os algoritmos genéticos (AGs) sao métodos probabilisticos de otimizagao e busca inspirados
nos mecanismos de evolugao natural. Foram introduzidos por John Holland em parceria com
alguns de seus colegas e por estudantes da universidade de Michigan durante a década de 70
(HOLLAND, 1975), mas s0 se popularizaram a partir da publica¢ao, em 1989, do livro Genetic
Algorithms in Search, Optimization and Machine Learning, de autoria de um dos seus alunos,

David Goldberg.

Os algoritmos genéticos emulam a teoria da evolucao bioldgica, fundamentada no principio
da sobrevivéncia do mais apto, da forma como o naturalista e fisiologista Charles Darwin
enunciou em seu livro A origem das espécies (1859). De acordo com Darwin, "Quanto melhor
um individuo se adaptar ao seu meio ambiente, maior serda a sua chance de sobrevivéncia e

de gerar descendentes".

Desde a década de 90, os algoritmos genéticos tém sido aplicados com sucesso na resolugao
de diversos problemas de otimizacao combinatoria em diferentes areas do conhecimento. Os
algoritmos genéticos tém sido aplicados com éxito a problemas com miltiplos objetivos, com
grande nimero de restricoes e problemas com espagos de busca muito grandes. Essa am-
pla aplicabilidade ¢ resultado da capacidade que o algoritmo possui de realizar uma busca
adaptativa, paralela e cega. Esta tltima se deve ao fato de que a operacao do algoritmo é

inerentemente independente da aplicacgao.

As principais caracteristicas do AG, as quais o tornam um método de busca e otimizacao

singular, sao enumeradas na seqiiéncia:

1. Realizam a busca sobre uma populacao de solucgoes, sendo portanto, paralelos;
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2. Usam aptidoes (geradas por funcoes de aptidao) para guiar a busca, e nao derivadas ou

outros conhecimentos prévios auxiliares;

3. Utilizam leis probabilisticas e nao deterministicas.

O primeiro passo para a aplicacao do AG a um problema qualquer é representar cada
solucao eventual x no espaco de busca do problema como uma seqiiéncia s de simbolos, que
assumem valores a partir de um dado alfabeto A, que pode ser de dois tipos bésicos: binério
e ponto-flutuante. Cada seqiiéncia s corresponde a um cromossomo e cada elemento de s é
equivalente a um gene. Como cada gene pode assumir qualquer valor do alfabeto A, cada

elemento de A é equivalente a um alelo, ou seja, um valor possivel para um dado gene.

Tendo-se definido uma representacao cromossomica, gera-se um conjunto aleatério de
solugoes possiveis para o problema. Este conjunto forma a chamada populacao inicial, em
que cada solugao eventual é denominada individuo. Em geral, cada individuo da populacao
é constituido de um tinico cromossomo, razao pela qual é comum se usarem os termos indi-
viduo e cromossomo indistintamente nos textos cientificos. A maioria dos AGs propostos na
literatura opera com uma populagao com um nimero fixo N de individuos e cromossomos de

tamanho constante.

Os algoritmos genéticos sao algoritmos iterativos e a cada iteragao a populacao é modi-
ficada. Cada iteracao de um AG é denominada geracao, embora nem todos os individuos
de uma populacao sejam necessariamente “filhos” de individuos da populagao na iteragao an-
terior. A populacao inicial deve cobrir a maior area possivel do espaco de busca, pois os
individuos devem ter diferentes graus de adaptacao ao ambiente em que vivem. O principio
fundamental dos AGs é que todos os individuos da populagao evoluam, por meio de determi-

nadas operagoes, até que sejam todos iguais e representem uma solucao 6tima.

Devido ao fato dos AGs terem sido inspirados na teoria da evolucao das espécies, muitos
termos foram importados da biologia. A Tabela C.1 mostra a equivaléncia entre os principais

termos e os seus significados.
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Tabela C.1. Termos biolégicos usados no contexto dos AGs.

’ Termo Empregado ‘ Significado no Contexto dos AGs ‘
’ Individuo \ Uma solucao potencial do problema manipulada pelo AG. ‘
’ Cromossomo ‘ Representagao do individuo, constituido por genes. ‘
’ Gene \ Elemento de informagao integrante do cromossomo. ‘
’ Alelo ‘ Valor que um gene pode assumir. ‘
’ Genotipo ‘ Uma solugdo do problema no dominio do AG. ‘
’ Populacao \ Um conjunto de individuos. ‘
’ Geragao ‘ Cada iteracao do processo evolutivo. ‘
Aptidao Uma caracteristica de cada individuo que denota a capacidade

de gerar descendentes.

C.1 OPERADORES BASICOS DE UM ALGORITMO GENETICO

Os operadores tém a funcao de implementar o processo reprodutivo simulado que ocorre
nos AGs. Diversos operadores foram propostos na literatura, bem como diferentes estratégias
para implementacao. Contudo, serao abordados na seqiiéncia os operadores mais simples e

populares, sendo eles: selecao, cruzamento e mutacao.

Apoés a criacao da populacao inicial, sao realizadas operacoes especificas sobre esta popula-
¢ao que tentam simular o que ocorre em um ambiente natural ao longo de véarios anos. Como
acontece na natureza, com o passar do tempo, a populacao se renova dando origem a uma
nova geracao. As operacoes de selecao natural, cruzamento e mutacao sao responsaveis pela
criacao de uma nova geragao. O principio basico é que os individuos melhores adaptados ao
ambiente tenham mais chances de perpetuar suas informagoes genéticas, passando-as adiante
para as futuras geracoes. O processo utilizado para se determinar qual é o individuo que se

encontra melhor adaptado ao ambiente é a selecao natural.

A avaliacao dos individuos mais adaptados ao ambiente é realizada por meio da funcao
de aptidao do problema para o qual deseja-se encontrar um maximo ou um minimo. Esta
funcao atribui a cada individuo uma medida de quao bem adaptado ao ambiente ele esté,
chamada aptidao. Em populagoes naturais, a aptidao é determinada pela habilidade do
individuo sobreviver a predadores, pestes e outros obstaculos a vida adulta e sua subseqiiente

reproducao. A funcao que avalia a aptidao de cada individuo é, talvez, a parte mais importante
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de um AG. Ela tem o potencial de afetar severamente o desempenho geral do algoritmo em

termos da qualidade dos resultados e tempo de execugao (BRAZ, 2003).

A selecao natural ocorre em cada geracao, antes do processo de cruzamento, indicando os
individuos mais aptos para a reproducao. Neste processo, um individuo da populacao pode
ser selecionado mais de uma vez, além disso, todos os individuos da populacao tém chances

de ser selecionados para se reproduzirem na geragao seguinte.

Uma técnica de selecao comum consiste na atribuicao de uma probabilidade de selecao,
p;, a cada individuo j, baseada na sua aptidao. Uma seqiiéncia de N niimeros aleatérios (em
que N é o tamanho da popula¢ao) com distribui¢do de probabilidades uniforme normalizada,
U(0,1), é entao gerada e comparada com as probabilidades cumulativas, C; = Z;lej, da
populacao. Um determinado individuo, 7, é selecionado e copiado na nova populagao se
Cio1 < U(0,1) < C;. Existem alguns métodos para a atribuigdo de probabilidades aos
individuos da populacao: método da roleta, posto linear, posto geométrico, entre outros

(GOLDBERG, 1989; MICHALEWICZ, 1994).

Apos a selecao, aparece o mecanismo de cruzamento, o qual emula um processo de re-
produgao sexuada (ou seja, envolve a iteragdo de dois individuos) no qual ocorre a troca
de fragmentos entre pares de cromossomos. O nimero de cruzamentos que ocorre em cada
geracao é determinado pela taxa de cruzamento, um percentual da populacao que indica o
numero de individuos que participarao deste processo. Geralmente este percentual situa-se

entre 50% e 80% do nimero de individuos da populagao (ALMEIDA, 2004).

Os genes representam a informacao genética mais elementar do individuo e sao encadeados
para formar o cromossomo. A operacao de cruzamento envolve uma recombinacao de genes
entre dois individuos para produzir um par de filhos que, como no processo natural, traz a

informacao genética dos pais.

Os cruzamentos dao origem a uma populacao intermediaria, que é incluida na populacao
inicialmente selecionada. Como o nimero de individuos de uma geracao para outra é mantido

constante e igual a IV, faz-se a reducao da populacao aumentada através da técnica de torneio,
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que consiste em selecionar aleatoriamente um par de cromossomos e descartar o que tiver o
pior valor de aptidao, repetindo o processo até que a populacao volte ao niimero inicial N de

individuos.

A etapa que conclui a formacao de uma nova geragao ¢ a mutacao. O nitmero de indi-
viduos que participam deste processo é definido pela taxa de mutacao que geralmente varia
entre 1% e 5%. A mutacdo consiste em alterar um gene de um cromossomo. A escolha do
cromossomo que sofrerd mutacao e do gene a ser alterado é feita de forma aleatoria. O novo
valor que o gene assumira também é escolhido aleatoriamente. A natureza aleatoria de todas
as operacoes realizadas (sele¢do natural, cruzamento e mutagio) garante que o processo nao

se torne tendencioso e se aproxime do que realmente ocorre na natureza.

Finalmente, ap6s a aplicacao das operacoes descritas, tem-se a formacao de uma nova
geracao de individuos. Todo o processo é entao repetido até que praticamente todos os
individuos da populacdo sejam idénticos e iguais a uma solucio 6tima. E como se ficasse
estabelecido o dominio de um individuo muito forte (o qual representa a solugao 6tima) sobre
os demais individuos da populagao. Este individuo, que possui grandes chances de perpetuar
suas informacoes genéticas, acaba por espalhar, ao longo das geracoes, suas caracteristicas

em todos os individuos. A populacao, por fim, torna-se homogénea.

C.2 CONVERGENCIA DO METODO

A convergéncia de um algoritmo genético depende de uma série de fatores, sendo os mais
determinantes: o tamanho da populacao, a taxa de cruzamento e a taxa de mutagao. Quanto
maior o nimero de individuos na populacao, maior serd a diversidade de material genético e
mais geracoes serao necessarias para que a populacao se torne homogénea. Por outro lado,
populagoes muito pequenas podem resultar em convergéncia prematura, impedindo que o AG
realize uma busca satisfatoria por falta de diversidade na populagao. Contudo, aumentar a

populacao indefinidamente nao implica em melhora de desempenho.
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As taxas de cruzamento e mutacao interferem diretamente na velocidade com que o al-
goritmo converge. Quanto maior for a taxa de cruzamento, devido ao maior nimero de
reproducoes e conseqiiente mistura de material genético, mais rapidamente a populagao se
tornarda homogénea. A mutacao age no sentido contrario, como sendo uma pertubacao no
processo. Quanto maior a taxa de mutacao, mais individuos com novas caracteristicas sao
formados a cada geracao. A mutacao contribui para diversificar o material genético da po-
pulacao, realizando uma exploracao mais ampla do espaco de busca. Entretanto, atrasa o

processo de tornar a populacao mais homogénea.

Uma outra interpretacao para as operacoes de cruzamento e mutacao é entendé-las como
mecanismos de busca local e global, respectivamente. Enquanto que os cruzamentos conduzem
0 processo para encontrar um O6timo local, as mutacgoes, se bem sucedidas, desviam a busca na
dire¢ao de um possivel 6timo global (ARAUJO, 2002). Caso uma mutagao seja mal sucedida,
dificilmente as caracteristicas do individuo que sofreu esta mutacao se perpetuarao. Logo, a

busca continua no mesmo sentido em que estava antes.

A funcao de aptidao também afeta a velocidade de convergéncia do algoritmo, desde que
esteja mal condicionada ao problema. Uma taxa de variacao muito grande nesta funcao
pode privilegiar excessivamente algumas solu¢oes em detrimento de outras, provocando uma
convergéncia prematura. Efeito contrario é obtido com taxas de variacao pequenas. Nestes
casos, o método de selecao pode degenerar para uma selecao aleatéria com probabilidades

aproximadamente iguais, fazendo com que o algoritmo nao evolua.

A convergéncia de um algoritmo se da quando nao mais ocorrer um melhoramento signifi-
cativo na diversidade da populacao entre geragoes, ou seja, quando a maior parte dos cromos-
somos forem idénticos, indicando alto indice de homogeneidade, o que normalmente acontece

para um valor acima de 95% (BRAZ, 2003).
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C.3 CONCLUSAO

Este apéndice abordou conceitos relacionados a técnica de otimizagao por algoritmos
genéticos. Foi introduzido a origem desses algoritmos, seus principios de funcionamento e

fatores que influenciam diretamente no seu desempenho.



APENDICE D

MATRIZES E SISTEMAS WAVELETS

Uma matriz wavelet ¢ uma generalizagdo das matrizes unitarias (quadradas) para matrizes
retangulares. No contexto da engenharia elétrica, as matrizes wavelets correspondem aos
bancos de filtros digitais multitaxas, em que cada linha da matriz corresponde a um filtro
passa-faixa do banco. Cada matriz wavelet contém a informacao basica necessaria para se
definir um sistema wavelet. De fato, varias propriedades analiticas dos sistemas wavelets

dependem das propriedades algébricas das matrizes wavelets. (RESNIKOFF; WELLS-JR, 1998).

Véarias sao as matrizes wavelets usadas na matemética aplicada e no processamento de
sinais. Como exemplos, podem-se citar: as matrizes da transformada de Fourier discreta, as
matrizes da transformada do cosseno discreta, as matrizes de Walsh e Hadamard, matrizes de
Rademacher, e matrizes de Chebyshev (RESNIKOFF; WELLS-JR, 1998). Todas estas matrizes

sdo unitarias (ortogonais se forem reais).

O restante deste apéndice é organizado como segue: Na Secao D.1 serda apresentada a
definicao de matrizes wavelets, seus fundamentos, propriedades elementares e alguns exemplos.
Na Secao D.2, as matrizes wavelets sao caracterizadas a partir de suas respectivas matrizes de
Haar. Na Secao D.3, define-se a expansao de funcoes discretas em séries finitas de coeficientes
wavelets. Uma importante propriedade apresentada nesta secao estabelece que toda a energia
de uma funcao discreta, expandida em coeficientes wavelets, fica concentrada nos proprios
coeficientes da série finita. Na Secao D.4, as funcoes de escala e wavelets serao definidas
a partir dos coeficientes das matrizes wavelets. Na Secao D.5, os sistemas wavelets serao
definidos a partir de suas matrizes wavelets correspondentes. Finalmente, na Secao D.6, sao

apresentadas algumas conclusoes.

121
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D.1 AS MATRIZES WAVELETS

Seja I um corpo arbitrario. O corpo F pode ser definido no conjunto Q dos niimeros
racionais, R dos nimeros reais, C dos niimeros complexos ou em algum conjunto algébrico.
Considere uma matriz A = (aj), com m > 2 linhas (vetores) de comprimento possivelmente

infinito, dada por

aly ay a) a3
P S )
A= , , , (D.1)
m—1 m—1 m—1 m—1
a_y Qg a (g

em que m ¢ definido como o posto da matriz e cada elemento a; € F e F C C. Sao definidas

submatrizes A; de A de dimensao m x m da forma
A =(a}p,), 7=0,....m—=1, s=0,....m—1 (D.2)

para | € Z. Assim, a matriz A pode ser expressa em termos de blocos de matrizes na forma

A=(..,A 1A A LA, ), (D.3)
em que, por exemplo,
a8 e a?n—l
Ay = : : (D.4)
apt e an]

Da teoria de variaveis complexas, a partir da matriz A, pode ser construida uma série de

poténcias

Alz)= > A, (D.5)

denominada de série de Laurent da matriz (RESNIKOFF; WELLS-JR, 1998). A(z) também
pode ser escrita como uma matriz m x m tendo como elementos os coeficientes da série de

Laurent

Zk; a?nkzk T Zk a?nkerlek

A(z) = | SN | | (D.6)

m—1 _k m—1 k
Zk amk z T Zk amk—l—m—lz
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sendo também denotada de matriz de Laurent de A. Ambas as representacoes (D.5) e (D.6)

serao denominadas de representacoes de Laurent da matriz A.

Supondo que ha um ntmero finito de matrizes nao-nulas na Equagao (D.5), tem-se que

A(z) =) A2, (D.7)

considerando que Ay, e Ay, sao matrizes nao-nulas. Seja g = Ny — N; + 1, denominado de

género da matriz A, o nimero de termos nao nulos da série representada pela Equagao (D.7).

Finalmente, ¢ definida a adjunta A(z) da matriz de Laurent A(z) por
A(z)=A"(z") =D Ar, (D.8)
1
em que A} = A éa transposta conjugada da matriz A;.

Supondo que A tem m linhas e possivelmente, um ntmero infinito de colunas, a matriz

A é denominada de matriz wavelet de posto m se forem satisfeitas as seguintes condicoes:

A(z) - A(z) =ml, (D.9)

Z ap =mdsg, 0<s<m-—1L1 (D.10)

k=—oc0

em que d,¢ ¢ o simbolo de Kronecker.

Na maioria das vezes, o nimero de colunas da matriz A é finito. Nesses casos, a matriz
wavelet A terd uma dimensao finita m X mg, em que g, como dito antes, é o género da
matriz A. O género pode ser visto como o niimero de blocos de matrizes m x m que formam

a matriz A.

O conjunto de todas as matrizes wavelets de posto m e género g serd representado por

WM (m, g;F). Geralmente F forma um corpo nos ntimeros reais ou nos complexos.

A Equagao (D.9) tem uma representagio equivalente em termos dos coeficientes da matriz

wavelet A, dada por

s’ —s
E ey Ty = MOs,500 1. (D.11)
k
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As relagoes (D.9) e (D.10) ou equivalentemente (D.11) e (D.10) sdo denominadas, respec-
tivamente, de condi¢oes quadratica e linear das matrizes wavelets. A condicao quadrética
assegura que as linhas de uma matriz wavelet A = (aj) = (ag, ..., a;,, ;) tém comprimento
igual a \/m e que sao ortogonais entre si, mesmo quando deslocadas por um multiplo arbi-
trario de m. O vetor a’ ¢ denominado de vetor de escala e cada um dos vetores a®, 1 < s < m,
é denominado de vetor wavelet. A condicao de linearidade ou de escalonamento, dada pela
Equacao (D.10), estabelece que a soma dos elementos do vetor de escala é igual ao posto
m da matriz wavelet, enquanto que, a soma dos elementos de cada vetor wavelet é igual a
zero. As matrizes wavelets de posto m podem ser vistas como um banco de filtros digitais
com m-bandas, em que a primeira linha equivale a um filtro passa-baixas e as m — 1 linhas
restantes equivalem a filtros passa-faixa. Dessa forma, para uma dada matriz wavelet, os
elementos do vetor de escala e dos vetores wavelets sao também chamados de coeficientes de

filtro passa-baixas e coeficientes de filtros passa-faixa, respectivamente.

Dada uma matriz wavelet com género finito, a; # 0, para 0 < k < mg, suas linhas serao

representadas por
ay = ay, = ay, (D.12)

em que 0 < s < me0 < k < mg. Dessa forma, os vetores de escala e wavelets serao

denotados, respectivamente por:

a=(ag,...,am_1) (D.13)
b® = (bg,..., b5, 1) (D.14)

A seguir serao apresentados alguns exemplos simples de matrizes wavelets (RESNIKOFF;

WELLS-JR, 1998).

Exemplo D.1 Matrizes de Haar de posto 2: As matrizes abaixo, denominadas de

matrizes de Haar, sao as tinicas matrizes wavelets quadradas de posto 2 com coeficientes reais

(1_11) (_11}) (D.15)
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De forma geral, uma matriz de Haar com elementos complexos é dada por

( o > | (D.16)

Exemplo D.2 Matriz Wavelet de Daubechies de posto 2 e género 2: A matriz Dy

1+v3 3+V3 3-V3 1-V3
= (s 55 S e ) (D-17)

é uma das matrizes de posto 2 descobertas por Daubechies (RESNIKOFF; WELLS-JR, 1998).

Exemplo D.3 Matriz Wavelet de posto 2 e género 2: Seja ax(6), as componentes de

uma familia de vetores de escala

a(0) = %<1+\/§cos 6+7]). (D.18)
a(0) = %(14—\/_005 ?—%i), (D.19)
ar(0) = %( Vacos[+7]). (D.20)
as(0) = %(1—\/5008 6-1]). (D.21)

em que 0 < § < 27 e o correspondente vetor wavelet associado by(0) = (—1)*"az_(0). Entao

a matriz

_( ao(0) ai(0) ax(0) as(0)
A'—(bo<9> bi(6) Dy(0) b3<9>) (D-22)

é uma familia de matrizes wavelets de posto 2 e género 2 definida por um tinico parametro 6,

segundo as relagoes ay, e by. A matriz Dy é um caso especial deste exemplo para 6 = /6.

D.2 MATRIZES WAVELETS DE HAAR

O conjunto das matrizes wavelets com género igual a 1 é de especial importancia na teoria

das wavelets. Este conjunto é denotado por

H(m;F) = MW (m,1;F). (D.23)

Os elementos de H(m;F) sao denominados de matrizes wavelets de Haar de posto m. A

importancia das matrizes de Haar na teoria das wavelets se deve ao fato que essas matrizes
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sao capazes de caracterizar todas as demais matrizes wavelets. Nas segoes seguintes sao
discutidas algumas propriedades das matrizes de Haar e algumas operagoes que possibilitam

a construcao de matrizes de maior dimensao a partir de matrizes de menor dimensao.

D.2.1 A Matriz de Haar Canénica

Seja U(m) o conjunto unitéario de posto m, formado por todas as matrizes complexas U

de dimensao m x m, em que, U*U = I (RESNIKOFF; WELLS-JR, 1998).
Teorema D.1 Uma matriz complexa H m X m é uma matriz de Haar se, e somente se,

H= L0 H D.24
(3 8)m o2

em que U € U(m — 1) é uma matriz unitaria e H é a matriz de Haar canénica de posto m,

definida por

1 1 e e e e 1
1 1 1

_(m —_— 1) m m .« .. “ .. Y Y m
H : _ E . .. ',' PR _ . .’r.n ... Em (D‘25)

0 0 o TS V s24+s  V s2+s T V s2+s

0 0 _\/g \/?

em que s = (m—k)ek=0,1,...,m — 1 sao os niimeros das linhas da matriz.

Lema D.1 Seja H = (h{) uma matriz de Haar. Entao,

h.:=h’ =1, 0<r<m. (D.26)

Corolario D.1  Sejam H', H” € H(m; C) duas matrizes de Haar. Entao, existe uma matriz

unitaria U € U(m — 1) de modo que

, (10
H_(O.U)H. (D.27)
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Corolario D.2  Seja A uma matriz wavelet real, ou seja, a; € R, entao A é uma matriz de

Haar se, e somente se,

A:(é g)H, (D.28)

em que O € O(m — 1) é uma matriz ortogonal e H é a matriz de Haar canénica de posto m.

D.2.2 Matriz de Haar Caracteristica de uma Matriz Wavelet

Considere A uma matriz wavelet e seja A(z) sua matriz de Laurent. Defina a matriz de

Haar caracteristica x(A) da matriz wavelet A por:
X(A) = A(1). (D.29)
O teorema seguinte estabelece uma relacao entre as matrizes wavelets e as matrizes de Haar.

Teorema D.2 Se A € MW (m,g;F), entao x(A) € H(m;F), ou seja, x é um mapeamento

bem definido de matrizes wavelets de posto m em matrizes de Haar de posto m

MW (m, g;F) 5 H(m;TF). (D.30)

Prova  Os elementos da matriz H = x(A) sao da forma

o0

hy = Z Ui g+ (D.31)

l=—o0

A matriz H deve satisfazer as condigoes (D.9) e (D.10) que definem uma matriz wavelet. Pela
condi¢ao da linearidade e usando (D.31), é obtido

m—1 m—1 0 0
> n= (Z a’"mHs) = > ap =mb. (D.32)

k=—o00

A condi¢ao quadratica para H = y(A) segue da condi¢ao quadratica geral, dada pela Equagao

(D.9), calculada em z = 1. g

Corolario D.3 Seja A uma matriz wavelet de posto m e x(A) a matriz de Haar carac-

teristica da matriz A. Entao, existe uma matriz unitaria U € U(m — 1) de modo que

B:((l) [OJ)A (D.33)
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é uma matriz wavelet cuja matriz de Haar caracteristica x(B) é a matriz de Haar canénica, e

@ = (o ¢ ) (039

D.2.3 Produto Tensorial entre Matrizes de Haar

O produto tensorial entre duas matrizes de Haar resulta em outra matriz de Haar.
Teorema D.3 Se A € H(m/;F) e B € H(m";F), entao

A®Be Hm'm"F). (D.35)

O teorema acima sera ilustrado com um exemplo. Seja m' =m"” =2 e
0 0 0 10
A= (). B (o)) (D36
gy by by

adbd adby afvd afv?
adby adbi alby alb]
apby aghy by ayby
adby ajbi aib) albi

A®B= (D.37)

Aplicando o produto tensorial na matriz de Haar

}1::< _1 } >, (D.38)

e definindo

H =H- - @H, (D.39)

nfatores

entao, H®" é uma matriz de Haar de posto 2" e também um exemplo de uma classe especial

de matrizes de Hadamard.
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Para n = 2 é obtido
1x1 1x1 1x1 1x1
Ix(=1) 1x1 1x(=1) 1x1
®2
H o —1x1 —1x1 1x1 1x1 (D-40)
—1x(=1) —1x1 1x(-1) 1x1
1 1 1 1
—1 1 —1 1
®2 _
HY =1 0 o1 1 (D-41)
1 -1 -1 1
H H
®2 _
H? — <_H H) (D.42)

D.2.4 O Operador Extensao

Através do operador extensao, uma matriz wavelet de maior género é construida a partir
de uma matriz wavelet de menor género, ou seja, é feito um mapeamento de uma matriz de
menor género em uma matriz de maior género. De forma a simplificar a apresentacao da

operacao de extensao, serao consideradas apenas matrizes wavelets de posto par. Define-se o

operador extensao para a matriz A € MW (m, g;F), como

E:MW(m,g) — MW {(m,4g). (D.43)
Seja a’, i =0,1,...,m — 1 as linhas da matriz A, i.e.
20
al
A= . (D.44)
i
Entao a operacao extensao m x 4m de A é definida por
a’ al a’
) a’ al —a’ a
E(A) = : : : : (D.45)
2 am72 amfl ame _amfl
am72 amfl _am72 amfl

Teorema D.4 Se A € MW (m, g;F), entao E(A) € MW (m,4¢;F).

O operador E pode ser aplicado repetidamente sobre uma matriz wavelet, obtendo-se

assim, matrizes wavelets com dimensoes cada vez maiores.
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Corolario D.4 Seja n um inteiro positivo. Se m é pare A € WM (m, ¢;F), entao E™(A) €

WM(m,4"g; F).

D.3 EXPANSAO ORTONORMAL DISCRETA

Qualquer func¢ao discreta pode ser representada por uma série finita de coeficientes wavelets.

Teorema D.5 Seja f : 7Z — C uma funcao arbitraria definida sobre os inteiros, e seja A
uma matriz wavelet de posto m e género g. Entao f tem uma iinica expansao em termos da

matriz A, expressa por

m—1
F) =Y i (D.46)
r=0 keZ
em que
r 1 —r

A expansao em matriz wavelet é localmente finita; ou seja, para um determinado n,

somente uma quantidade finita de termos na série sao diferentes de zero.

A expansao ortonormal discreta é um dos principais elos de ligagao entre a teoria matemética

das wavelets e suas aplicacoes praticas.

D.3.0.1 Teorema de Parseval O teorema de Parseval afirma que a energia de uma
funcao discreta expandida em uma série de coeficientes wavelets fica totalmente concentrada

nos coeficientes da série.

Teorema D.6 Se

fy =3 S dany (D.48)

0<r<m 1

entao

Z|f(n)l2=m{ 3 zw}. (D.49)

NneZ 0<r<m I
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Desde que a expansao em matriz wavelet ¢ localmente finita, a fungao pode ser eficiente-

mente representada por um numero finito de coeficientes wavelets.

Define-se a norma da fungao discreta f : Z — C por

1FI[P =D 1 () (D-50)

ne’l

Logo, a partir do teorema de Parseval, segue:

Teorema D.7 Se

f)= > Y dap,, (D.51)

0<r<m 1

entao

|!f|!2=m{ 5 zw}. 0.52)

0<r<m 1
D.4 FUNCOES WAVELETS E DE ESCALA

Para qualquer matriz wavelet A € WM (m, g;C), existe uma fun¢ao de escala ¢(x) e
m — 1 fungoes wavelets ' (z), ...,1v™ 1 (x) definidas no espago de Hilbert L?(R), em que R é
o conjunto dos nimeros reais (RESNIKOFF; WELLS-JR, 1998). Uma funcdo f(z) definida em

R pertence ao espaco L*(R) se |f(x)]? for integravel, ou seja,
/ F(2)[2de < oo (D.53)
z€R

As funcgoes de escala e wavelets satisfazem relacoes especificas, definidas em termos da

matriz wavelet A, como segue:

Considere a equacao

p(r) = ) app(me —k) (D.54)
k=

o

em que ay) é o vetor de escala de uma matriz wavelet A € WM (m, g; C).



MATRIZES E SISTEMAS WAVELETS 132

Esta equacao ¢ chamada de equagdo de escala associada a matriz wavelet A = (aj). Se ¢ €
L?(R) é uma solugao dessa equagao, entao ¢ é chamada de funcdo de escala associada & matriz
A. Da mesma forma, pode-se definir as fungoes wavelets {'(x), ..., (z)} associadas a

matriz A e a fungao de escala ¢ pela equacao
Pix) =Y ajp(ma — k) (D.55)

O teorema a seguir estabelece que cada matriz wavelet possui apenas uma funcao de escala

com suporte compacto.
Teorema D.8 Seja A € WM(m,g; C) uma matriz wavelet. Entao existe uma tnica fungao
¢ € L*(R) tal que:

(a) ¢ satisfaz a Equagao (D.54);

(b) [pe(x)de =1;

(c) ¢ € COR);

(d)supp C [0,(g—1) (:25) +1].

em que ¢ denota a transformada de Fourier de .

Na pratica, pode-se obter uma solu¢do aproximada para a Equagao (D.54) como segue.

Seja
¢° = X, (D.56)

uma funcao caracteristica, definida por

1, se ve K
XK = { (D.57)
0, c.c

A partir da Equagao (D.56), pode-se obter aproximagoes sucessivas para a fun¢ao de escala

definida pela Equagao (D.54) através da equagao recursiva:

o () = Z aye” Hmx —k), v>1 (D.58)
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A seqiiéncia ¢¥(z) converge para a solugdo ¢(x) quando v — oo (RESNIKOFF; WELLS-
JR, 1998). Uma vez obtida a func¢do de escala aproximada, as fun¢oes wavelets podem ser
calculadas pela Equacao (D.55). Dessa forma, pode-se obter, para qualquer matriz wavelet

A, as correspondentes funcoes wavelets e de escala.

D.5 SISTEMAS WAVELET

Considere uma matriz wavelet A de posto m, e seja ¢ e ¥°, s = 1,...,m — 1, as respectivas

funcoes de escala e wavelets associadas a essa matriz. Para k, j € 7Z, define-se

o) = m?2o(miz — k), (D.59)
He(T) = m?2(miz — k), s=1,...,m— 1. (D.60)

As Equagoes (D.59) e (D.60) representam uma familia de funcoes geradas a partir de
translacoes e escalonamentos das funcoes wavelets e de escala fundamentais. O sistema wavelet

WIA], associado a matriz wavelet A, pode entdo ser definido como o conjunto de fungoes
WIA] == {or(x),k € Zy U {5 (v), j,k€Z, j >0, s=1,...,m—1}. (D.61)
em que,
() == or(x) (D.62)

Teorema D.9 Considere a matriz A € WM(m, g;C), o sistema wavelet W[A] associado a

A, e uma fun¢ao f € L*(R). Existe uma expansao convergente em média quadratica em L*

da forma
00 m—1 oo e’}
fl)="3 aw(@)+Y ) > dti), (D.63)
k=—o00 s=1 j=0 k=—o0
sendo os coeficientes expressos por
o= [ f@penes (D.64)
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Para a maioria das matrizes wavelets, o sistema wavelet W[A] é um sistema ortonormal
completo e conseqiientemente uma base ortonormal para L?(R). Entretanto, para algumas
matrizes wavelets, o sistema W[A] nao forma uma base ortonormal, embora o Teorema D.9

continue valido (RESNIKOFF; WELLS-JR, 1998).

D.6 CONCLUSAO

Neste apéndice, as matrizes wavelets foram definidas e algumas de suas propriedades
foram apresentadas. Um enfoque especial foi dado as matrizes wavelets de Haar, visto que
a codificacao wavelet discutida neste trabalho utiliza uma classe de matrizes construidas a
partir das matrizes de Haar. As duas ferramentas matematicas utilizadas neste trabalho, para
construcao das matrizes wavelets empregadas na codificacao, também foram definidas, sendo

elas: a operacao de extensao e o produto tensorial de matrizes.

Além disso, também foi discutido neste apéndice, a relacado univoca entre cada matriz
wavelet e 0 seu respectivo sistema wavelet associado. Essa relacao fica evidente na medida que

cada sistema wavelet é construido a partir dos coeficientes de sua respectiva matriz wavelet.
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