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It is a capital mistake to theorize before you have all the evidence.

It biases the judgment.

– SHERLOCK HOLMES (DOYLE, 1887)



RESUMO
Esta tese onerne à onepção, ao estudo e à análise de desempenho de sistemas de omu-niações digitais baseados na odi�ação om matrizes wavelets, onsiderando modelos deanais om desvaneimento Rayleigh plano. Atualmente, várias abordagens são empregadasno ombate aos severos efeitos desses anais nos sistemas de transmissão sem-�o. A odi�açãowavelet surge omo mais uma abordagem neste enário, devido à sua baixa omplexidade dedeodi�ação e ao seu bom desempenho, obtido em anais om desvaneimento. Entretanto,essa ténia de odi�ação neessita de esquemas de modulação não-onvenionais para quetodo o seu potenial possa ser explorado. Este trabalho apresenta uma análise de desempenhode sistemas odi�ados por matrizes wavelets em anais variantes no tempo, araterizadospelo desvaneimento Rayleigh plano. Baseada nessa análise, novos esquemas de modulaçãosão espeialmente projetados para mapear os símbolos odi�ados pelas matrizes wavelets.Espei�amente, onstelações de sinais são obtidas usando um Algoritmo Genétio (AG)guiado pelas ferramentas analítias aqui derivadas. Além disso, um novo sistema baseado naintegração de um esquema de transmissão em diversidade temporal à odi�ação wavelet éavaliado neste trabalho. O desempenho desse novo sistema também é investigado através deformulação analítia, derivada espei�amente para onsiderar as novas araterístias dessesistema, advindas da integração da odi�ação om matrizes wavelets om o esquema dediversidade de transmissão.
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ABSTRACT
This thesis onerns to the oneption, the study and the performane analysis of wirelesssystems based on wavelet oding, over �at fading hannels. In order to mitigate the destru-tive e�ets of those hannels, many tehniques have been reently proposed, inluding theuse of new assoiations of modulation and hannel oding strategies. Wavelet oding teh-nique appears as a promising approah to this senario, espeially due to its low deodingomplexity and good performane over multipath fading. However, this tehnique needs un-usual modulation shemes so that it an be fully exploited. This work presents a performaneanalysis of wavelet-oded systems on time-varying Rayleigh hannels. Based on this analysis,novel signal onstellations are espeially designed to map the output symbols generated bywavelet enoders. Spei�ally, these onstellations are obtained using a Geneti Algorithm(GA) and the analytial tools derived herein. Moreover, a new transmission system basedon the integration of a time-diversity sheme with the wavelet oding is evaluated in thiswork. The performane of this new system is also addressed by mathematial tools, derivedspei�ally to take into aount the spei� features of the system, whih emerge with theintegration of the wavelet oding and diversity.
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CAPÍTULO 1
INTRODUÇ�O

O desempenho de vários sistemas de omuniações sem-�o desenvolvidos na atualidade é se-veramente limitado pelo desvaneimento plano produzido por múltiplos perursos de propa-gação. Com o objetivo de minimizar a interferênia destrutiva desses anais, várias téniastêm sido propostas reentemente. Dentre elas, podem ser itadas ténias de diversidade(ASSIS; SOUSA, 1999; SILVA; SOUSA, 1995; GOWDA et al., 1998), uso de deodi�adores itera-tivos (BERROU et al., 1993; HAGENAUER et al., 1996; TEPE; ANDERSON, 2001) e esquemas demodulação odi�ada (ALAMOUTI, 1998; NAGUIB et al., 1997; SILVA; ASSIS, 1999).Em partiular, as ténias de diversidade onsistem, basiamente, em gerar redundânia(réplias) do sinal transmitido no reeptor. Essas réplias são transmitidas sobre anaisindependentes, e portanto, são afetadas diferentemente (de maneira desorrelaionada) peloanal. Dessa forma, quando uma dessas réplias estiver em uma situação de desvaneimentoprofundo, deverá ser grande a probabilidade de que outras réplias não estejam nessa situação.Assim, elas podem ser ombinadas de forma a forneer uma maior on�abilidade na deteçãodesse sinal (PROAKIS, 1989).Dentre as várias ténias de odi�ação existentes na literatura, a odi�ação waveletapresenta-se omo uma nova abordagem para superar os efeitos do desvaneimento (SILVEIRAet al., 2003, 2004a). Essa odi�ação, proposta iniialmente por Tzannes & Tzannes (1992), ébaseada nas propriedades de ortogonalidade das linhas de uma matriz de oe�ientes wavelets(MCW).As operações realizadas no proesso de odi�ação wavelet são de�nidas no orpo dosnúmeros reais. Os símbolos resultantes dessa odi�ação, denominados símbolos wavelets, sãomultiníveis e possuem probabilidades de oorrênia não-eqüiprováveis.1



INTRODUÇ�O 2No proesso de odi�ação, a seqüênia binária de dados é apliada à entrada de umbano de registradores de desloamento, om élulas ponderadas pelos oe�ientes de umamatriz wavelet. Da mesma forma que oorre na odi�ação onvoluional, a informação deada bit de entrada é disseminada por vários símbolos odi�ados. Devido às propriedades deortogonalidade das MCW's, a seqüênia de bits de informação pode ser reuperada na reepçãosimplesmente por um bano de orrelatores. A simpliidade omputaional do proesso dedeodi�ação é uma das prinipais vantagens da odi�ação om matrizes wavelets.A estratégia utilizada pela odi�ação wavelet de �espalhar� a informação de ada bit porvários intervalos de sinalização, aumenta potenialmente a robustez do sistema à ombinaçãode desvaneimento plano variante no tempo e efeitos de ruídos loalizados. De fato, o númeromáximo de símbolos odi�ados que podem ser afetados por um bit de entrada é de�nido pelonúmero de olunas da matriz de oe�ientes wavelets utilizada na odi�ação, e portanto, oganho de desempenho da odi�ação wavelet depende fortemente desse parâmetro.Por outro lado, o aumento no omprimento das linhas da MCW resulta em um aumento doalfabeto dos símbolos odi�ados. Como ada símbolo deste alfabeto é mapeado em um sinalda onstelação, segue que MCW's om um número grande de olunas oasionam um aúmulode pontos na onstelação de sinais utilizada no esquema de modulação, podendo omprometero desempenho desses sistemas. Em (RESNIKOFF; WELLS-JR, 1998; TZANNES; TZANNES, 1992)foi apresentada uma forma de se evitar a aglomeração de pontos na onstelação de sinaisdos sistemas om odi�ação wavelet. Trata-se de um esquema que limita a modulação aum número de níveis menor que o número de símbolos wavelets que podem ser gerados naodi�ação. Esse proedimento pode ser visto omo um esquema de quantização dos símboloswavelets. Quando este esquema é apliado de forma riteriosa, o efeito da quantização dossímbolos torna-se irrelevante quando omparado ao ganho de desempenho onseguido pelaodi�ação wavelet ombinada a um esquema de modulação e�iente.Outro aspeto que deve ser levado em onsideração durante o projeto do esquema demodulação, diz respeito à distribuição de probabilidades dos símbolos gerados pelo odi�ador



INTRODUÇ�O 3wavelet. Esses símbolos são multiníveis e têm uma distribuição de probabilidades muitodesbalaneada. Portanto, a esolha do esquema de modulação in�uenia sensivelmente odesempenho dos sistemas baseados na odi�ação om matrizes wavelets.1.1 ENFOQUE DO TRABALHOEm trabalhos anteriores, os sistemas baseados na odi�ação om matrizes wavelets uti-lizavam esquemas de quantização de símbolos wavelets e onstelações de sinais projetadosempiriamente, por simulação omputaional (TZANNES; TZANNES, 1992; SILVEIRA, 2002).De fato, até o momento não se dispunha de ferramentas matemátias que pudessem ser uti-lizadas para projetar analitiamente o esquema de modulação utilizado nesses sistemas.Neste trabalho, as ferramentas analítias neessárias para investigar o desempenho desistemas de omuniações odi�ados por matrizes de oe�ientes wavelets, em anais sujeitosao desvaneimento Rayleigh não-seletivo em freqüênia, são derivadas e validadas através deomparações om simulações omputaionais.Além disso, um novo sistema baseado na odi�ação om matrizes wavelets é apresentado.Neste sistema, um esquema de transmissão em diversidade temporal é integrado à odi�açãowavelet, visando aumentar o ganho de diversidade que esta ténia de odi�ação propiiaem anais araterizados pelo desvaneimento não-seletivo em freqüênia. Note que o uso dediversidade temporal leva, quase que invariavelmente, a uma diminuição da e�iênia espetraldo sistema (PROAKIS, 1989). Portanto, esquemas de transmissão baseados na utilização demúltiplas antenas transmissoras podem ainda ser investigados em trabalhos subseqüentes, deforma a preservar essa e�iênia espetral (ALAMOUTI, 1998; TAROKH et al., 1998).O desempenho desse novo sistema também é analisado em anais om desvaneimentoRayleigh plano, através de ferramentas matemátias derivadas espei�amente para onside-rar as novas araterístias do sistema, advindas da integração da odi�ação om matrizeswavelets om o esquema de transmissão em diversidade. O desenvolvimento analítio apre-



INTRODUÇ�O 4sentado aqui pode ainda ser failmente generalizado para auxiliar na onepção e análise deoutras abordagens baseadas na odi�ação om matrizes wavelets.Por �m, este trabalho apresenta uma nova metodologia de projeto para os esquemasde modulação utilizados nos sistemas wavelets. Espei�amente, as onstelações de sinaisempregadas por esses esquemas de modulação são projetadas por meio de um algoritmogenétio guiado pela formulação analítia derivada neste trabalho.1.2 ORGANIZAÇ�O DO TEXTOEste texto é organizado em seis apítulos e quatro apêndies.No Capítulo 2 as matrizes wavelets são de�nidas e suas prinipais propriedades são apre-sentadas. Ainda no Capítulo 2, são apresentados os algoritmos de odi�ação e deodi�açãoom matrizes de oe�ientes wavelets. O �nal do Capítulo 2 é dediado a uma análise da taxade odi�ação wavelet.No Capítulo 3, são apresentados dois sistemas baseados na odi�ação wavelet: O sistemaproposto por Tzannes & Tzannes (1992) e um novo sistema, araterizado pela integraçãode um esquema de transmissão em diversidade temporal à odi�ação de anal om matrizeswavelets. O desempenho de ambos os sistemas são avaliados em anais om desvaneimentoRayleigh, via simulação omputaional, onsiderando a presença de erros de estimação deanal no reeptor. O algoritmo LMS (Least Mean Square) foi esolhido aqui para estimar oestado do anal de omuniação ao longo de ada transmissão.No Capítulo 4, as ferramentas analítias neessárias para se investigar o desempenhodos sistemas de transmissão abordados neste trabalho, baseados na odi�ação om matrizeswavelets, sobre anais sujeitos apenas ao ruído aditivo Gaussiano brano (AWGN) e em anaisom ruído AWGN e desvaneimento Rayleigh não-seletivo em freqüênia, serão derivadas evalidadas através de omparações om simulações omputaionais.



INTRODUÇ�O 5O Capítulo 5 trata do projeto de onstelações de sinais para uso em sistemas baseadosna odi�ação om matrizes wavelets. Espei�amente, essas onstelações são projetadas pormeio de um algoritmo genétio guiado pelas ferramentas analítias derivadas no Capítulo 4.Neste apítulo, os aspetos envolvidos na apliação de algoritmos genétios ao projeto dessasonstelações são detalhados.No Capítulo 6, são apresentadas as onlusões do trabalho, sendo destaadas as prinipaisontribuições. Também são apresentadas neste apítulo algumas propostas para a ontinuaçãoda pesquisa.O Apêndie A apresenta detalhes de implementação e simulação dos sistemas de trans-missão investigados neste trabalho.O Apêndie B apresenta as deduções das probabilidades de erros de demodulação desinais PSK provenientes de uma onstelação assimétria, tanto em anais om ruído aditivoGaussiano brano quanto em anais araterizados pelo desvaneimento Rayleigh plano. Essasequações foram utilizadas nas análises dos sistemas de transmissão apresentadas no Capítulo 4.O Apêndie C apresenta os oneitos teórios relaionados à ténia de otimização poralgoritmos genétios. Ele pode ser espeialmente útil omo uma introdução ao Capítulo 5.O Apêndie D apresenta uma revisão da teoria de matrizes e sistemas wavelets.



CAPÍTULO 2
CODIFICAÇ�O COM MATRIZES WAVELETS

A odi�ação om wavelets foi proposta por Tzannes & Tzannes (1992) omo uma nova abor-dagem para superar os efeitos do desvaneimento, explorando as propriedades de ortogonali-dade entre as linhas de uma matriz de oe�ientes wavelets (MCW). Os símbolos resultantesdessa odi�ação, denominados símbolos wavelets, são multiníveis e onduzem informação devários bits.Da mesma forma omo oorre na odi�ação onvoluional, a odi�ação wavelet disse-mina a informação de ada bit por vários símbolos odi�ados. Este meanismo �espalha� ainformação no tempo, aumentando potenialmente a robustez do sistema à ombinação dedesvaneimento plano variante no tempo e efeitos de ruídos loalizados (SILVEIRA et al., 2003).O número máximo de símbolos odi�ados que podem ser afetados por qualquer bit deentrada é denominado aqui omprimento de restrição do odi�ador wavelet. O omprimentode restrição K de um odi�ador wavelet é de�nido pelo número de olunas da matriz deoe�ientes wavelets utilizada na odi�ação. Ao ontrário da odi�ação onvoluional, oomprimento de restrição de um odi�ador wavelet não ausa um grande impato à om-plexidade omputaional do proesso de deodi�ação. De fato, devido às propriedades deortogonalidade das linhas da MCW, a seqüênia de bits de informação pode ser reuperadade forma simples, usando um bano de orrelatores formados a partir das linhas da MCW.Este apítulo aborda os fundamentos da odi�ação de anal om matrizes de oe�ienteswavelets. Neste ontexto, os algoritmos de odi�ação e deodi�ação wavelet serão apre-sentados, e as prinipais propriedades dos símbolos gerados pelo odi�ador wavelet serãode�nidas. 6



CODIFICAÇ�O COM MATRIZES WAVELETS 7O restante deste apítulo é organizado da seguinte forma: na Seção 2.1 são de�nidas asmatrizes de oe�ientes wavelets e apresentadas propriedades importantes dessas matrizes àodi�ação om wavelets. Na Seção 2.2 é apresentada a ténia de odi�ação om matrizesde oe�ientes wavelets. Na Seção 2.3, apresenta-se o proesso de deodi�ação wavelet. NaSeção 2.4, apresenta-se a distribuição de probabilidades dos símbolos gerados pelo odi�adorwavelet. Na Seção 2.5, disute-se a taxa do ódigo wavelet. Finalmente, na Seção 2.6, sãoapresentadas algumas onlusões.2.1 MATRIZES DE COEFICIENTES WAVELETSNesta seção, as matrizes de oe�ientes wavelets são de�nidas e as suas propriedades maisrelevantes para a odi�ação om wavelets são apresentadas. No Apêndie D, essas matrizespoderão ser estudadas mais detalhadamente.Considere a matriz A = (as
k) om m ≥ 2 linhas (vetores) e mg olunas denotada por

A =




a0
0, . . . , a0

mg−1

a1
0, . . . , a1

mg−1... ...
am−1

0 , . . . , am−1
mg−1


 , (2.1)om elementos no onjunto dos números reais ou omplexos.A matrizA é denominada dematriz wavelet de postom e gênero g se as seguintes ondiçõesforem satisfeitas:

mg−1∑

k=0

as
k = mδs,0, 0 ≤ s ≤ m− 1 (2.2)

mg−1∑

k=0

as′

[k+mr′]a
s
[k+mr] = mδs′,sδr′,r, 0 ≤ s′, s ≤ m− 1,

0 ≤ r′, r ≤ g − 1 (2.3)em que [k+mr] é usado para denotar a operação k+mr módulo mg, ā é o onjugado omplexode a e δx,y é o símbolo de Kroneker, de�nido por
δx,y =

{
1 se x = y
0 aso ontrário (2.4)



CODIFICAÇ�O COM MATRIZES WAVELETS 8A Equação (2.3) estabelee que os vetores representados pelas linhas de uma MCW deposto m têm omprimento igual a √
m e são mutuamente ortogonais, mesmo quando deslo-adas entre si por um múltiplo de m. Além disso, ela india que ada linha da MCW éortogonal a uma ópia de si mesma desloada por um múltiplo de m.Por outro lado, a Equação (2.2) assegura que a soma dos elementos da primeira linha damatriz é igual ao posto m da matriz wavelet, enquanto que a soma dos elementos das demaislinhas é igual a zero.2.1.1 Matrizes Wavelets Utilizadas na Codi�açãoNesta seção será apresentada uma lasse espeial de matrizes wavelets, onheidas omomatrizes wavelets reais planas, que são utilizadas nos esquemas de odi�ação wavelet destetrabalho.Uma matriz wavelet plana possui a propriedade de que todos os seus elementos têm omesmo valor absoluto. Quando os elementos de uma matriz wavelet plana são reais, ela édenominada matriz wavelet real plana (TZANNES; TZANNES, 1992; RESNIKOFF; WELLS-JR,1998). As matrizes wavelets reais planas om elementos normalizados em ±1 satisfazem asondições modi�adas dadas a seguir:

mg−1∑

k=0

as
k = m

√
gδs,0, (2.5)

mg−1∑

k=0

as′

[k+mr′]a
s
[k+mr] = mgδs′,sδr′,r. (2.6)A matriz wavelet real plana normalizada em ±1 om dimensão 2 × 2 é a matriz de Haarexpressa em (2.7). Matrizes wavelets reais planas de ordens maiores e gênero 1 são tambémonheidas omo matrizes de Hadamard ou matrizes de Walsh.

(
1 1
1 −1

) (2.7)



CODIFICAÇ�O COM MATRIZES WAVELETS 9A seguir, são apresentados dois outros exemplos de matrizes wavelets reais planas, as quaisforam utilizadas nos sistemas avaliados neste trabalho.Exemplo 2.1 Matriz wavelet real plana de posto 2 e gênero 4. Essa matriz waveletfoi obtida apliando-se a operação de extensão, de�nida na Seção D.2.4, sobre a matriz deHaar de posto m = 2 apresentada na Equação (2.7).
(

1 1 1 −1 1 1 −1 1
1 1 1 −1 −1 −1 1 −1

)
. (2.8)

Exemplo 2.2 Matriz wavelet real plana de posto 4 e gênero 4. Essa matriz waveletfoi obtida pelo produto tensorial, de�nido na Seção D.2.3, entre duas matrizes de Haar deposto m = 2, seguido por uma operação de extensão.



1 1 1 1 1 −1 1 −1 1 1 1 1 −1 1 −1 1
1 1 1 1 1 −1 1 −1 −1 −1 −1 −1 1 −1 1 −1
1 1 −1 −1 1 −1 −1 1 1 1 −1 −1 −1 1 1 −1
1 1 −1 −1 1 −1 −1 1 −1 −1 1 1 1 −1 −1 1


 . (2.9)

2.2 ALGORITMO DE CODIFICAÇ�O COM WAVELETSNesta seção, o algoritmo de odi�ação om matrizes wavelets, proposto em (TZANNES;TZANNES, 1992), é apresentado sob uma nova perspetiva. Cabe notar que este algoritmopode ser implementado usando-se qualquer matriz de oe�ientes wavelets, embora nestetrabalho sejam utilizadas apenas as matrizes MCW reais planas.A Equação (2.3) sintetiza as propriedades das MCW's que são a base da odi�açãoom wavelets. Para exempli�ar o proesso de odi�ação, onsidere uma fonte disreta quegera bits de informação xn ∈ {+1,−1}, estatistiamente independentes e om distribuiçãoeqüiprovável1. Além disso, onsidere que no proesso de odi�ação utilizou-se uma matrizMCW real plana om posto m e gênero g, que pode ser expressa generiamente pela Equação(2.1). A Figura 2.1 ilustra o odi�ador wavelet de�nido para esta matriz.1Esta fonte de informação será adotada em todo o trabalho.



CODIFICAÇ�O COM MATRIZES WAVELETS 10
x n

S/P

Conv.
Fonte

m−1MCW

MCWj

0MCW
x pm

x pm+j

x (p+1)m−1

j

pm+q
y

0
pm+qy

m−1

pm+q
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D
−j

m

0
D m

m
−(m−1)

D(a) Estrutura geral.

��
��
��
��
�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
� ����

�
�
�
�

�
�
�
�

��
��
��
��

��
��
��
��

��
��
��
��

��
��
��
��

������

������������

��
��
��
��

��
��
��
��

��
��
��
��

��
��
��
��

������

��������

���������� ������
�
�
�

�
�
�

���
���
���

���
���
���

���
���
���

���
���
���

��������

����������

���
���
���

���
���
���

���
���
���

���
���
���

��������
���
���
���

���
���
���

���
���
���

���
���
���

��������
���
���
���

���
���
���

���
���
���

���
���
���

��������

������
�
�
�

�
�
�

������
�
�
�

�
�
�

��
��
��
��

��
��
��
��

��
��
��
��

��
��
��
��

������

��
��
��
��

��
��
��
��

��
��
��
��

��
��
��
��

������

����

�
�
�
�

�
�
�
�

����

�
�
�
�

�
�
�
�

���
���
���

���
���
���

���
���
���

���
���
���

�
�
�
�
�
�
�
�
��
��
��
��

����������
�
�
�
�

�
�
�
�

���
���
���

���
���
���

���
���
���

���
���
���

�
�
�
�

�
�
�
�

���
���
���

���
���
���

���
���
���

���
���
���

�
�
�
�

�
�
�
�

���
���
���

���
���
���

���
���
���

���
���
���

a
j

m
a

j

2m
a

j

(g−1)m0
a

j

j
a gm−1

j
a 3m−1

j
a 2m−1
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j
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(b) Vista detalhada do Bloo MCWj. Note que em ada registradordo bano, o sub-índie q varia de 0 a m − 1.Figura 2.1. Diagrama do odi�ador wavelet para uma MCW m × mg. Neste esquema, o Bloo
MCWj é de�nido a partir da j-ésima linha da matriz de oe�ientes wavelets.A odi�ação wavelet realiza operações sobre o orpo dos números reais. Nessa odi�ação,a seqüenia de bits de informação xn é iniialmente dizimada em m seqüênias paralelas,de�nidas por Xpm+j := {xpm+j}p∈Z

, 0 ≤ j < m, omo pode ser observado a partir da Figura2.1(a). A j-ésima seqüênia paralela Xpm+j é então odi�ada por um bano de registradoresde desloamento, denotado nessa Figura pelo bloo MCWj. No instante de tempo n = pm+q,em que p ∈ N = {0, 1, 2, 3, 4, . . .} e q ∈ {0, 1, . . . , m − 1}, o j-ésimo bloo MCWj doodi�ador wavelet gera o símbolo yj
pm+q, hamado neste trabalho sub-símbolo wavelet.A Figura 2.1(b) apresenta de forma detalhada a estrutura de um dos m banos de regis-tradores MCWj que formam o odi�ador wavelet representado na Figura 2.1(a). Cada bano

MCWj é onstituído por m registradores de desloamento, denotados REGq, ada um delesom g élulas de memória. Os mg oe�ientes da j-ésima linha da MCW são distribuídos em
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m grupos de g oe�ientes equi-espaçados, de tal forma que o q-ésimo grupo é formado pelosoe�ientes que ponderam as élulas do registrador REGq do j-ésimo bano.A ada instante de tempo n = pm + q, m sub-símbolos wavelets yj

pm+q, 0 ≤ j ≤ m − 1,gerados simultaneamente pelo q-ésimo registrador de ada um dos m banos MCWj, sãodisponibilizados na saída do odi�ador wavelet. A partir da Figura 2.1(b), pode-se observarque o sub-símbolo wavelet yj
pm+q, gerado no tempo n = pm + q, pelo q-ésimo registrador dobano MCWj, é dado por
yj

pm+q =

g−1∑

l=0

aj
lm+qx(p−l)m+j. (2.10)Como existemmg elementos de memória em ada bano de registradores de desloamento,ada bit de entrada pode afetar no máximo mg sub-símbolos wavelets. O omprimento derestrição K de um odi�ador wavelet é de�nido omo o número máximo de símbolos em umaseqüênia de saída que podem ser afetados por qualquer bit de entrada, ou seja,

K := mg (2.11)No algoritmo de odi�ação wavelet apresentado em (TZANNES; TZANNES, 1992), os msub-símbolos wavelets om o mesmo índie de tempo n = pm + q são ainda adiionados, e osímbolo resultante, hamado símbolo wavelet, é dado por
ypm+q =

m−1∑

j=0

g−1∑

l=0

aj
lm+qx(p−l)m+j. (2.12)Como ilustração, a Figura 2.2 apresenta um diagrama esquemátio do odi�ador waveletassoiado à MCW 2×8, de�nida em (2.13). Os sub-símbolos wavelets yj

n gerados nos primeirosoito intervalos desta odi�ação, e os seus respetivos símbolos wavelets yn, são apresentadosna Tabela 2.1.
A =

(
a0

0 a0
1 a0

2 a0
3 a0

4 a0
5 a0

6 a0
7

a1
0 a1

1 a1
2 a1

3 a1
4 a1

5 a1
6 a1

7

)
. (2.13)
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Figura 2.2. Diagrama do odi�ador wavelet para uma MCW 2 × 8 (m = 2, g = 4).Tabela 2.1. Símbolos gerados por uma MCW 2 × 8.
nTs y0

n y1
n yn = y0

n + y1
n0 a0

0x0 a1
0x1 a0

0x0 + a1
0x11 a0

1x0 a1
1x1 a0

1x0 + a1
1x12 a0

2x0 + a0
0x2 a1

2x1 + a1
0x3 a0

2x0 + a0
0x2 + a1

2x1 + a1
0x33 a0

3x0 + a0
1x2 a1

3x1 + a1
1x3 a0

3x0 + a0
1x2 + a1

3x1 + a1
1x34 a0

4x0 + a0
2x2 + a0

0x4 a1
4x1 + a1

2x3 + a1
0x5 a0

4x0 + a0
2x2 + a0

0x4 + a1
4x1 + a1

2x3 + a1
0x55 a0

5x0 + a0
3x2 + a0

1x4 a1
5x1 + a1

3x3 + a1
1x5 a0

5x0 + a0
3x2 + a0

1x4 + a1
5x1 + a1

3x3 + a1
1x56 a0

6x0 + a0
4x2 + a0

2x4 + a0
0x6 a1

6x1 + a1
4x3 + a1

2x5 + a1
0x7 a0

6x0 + a0
4x2 + a0

2x4 + a0
0x6 + a1

6x1 + a1
4x3 + a1

2x5 + a1
0x77 a0

7x0 + a0
5x2 + a0

3x4 + a0
1x6 a1

7x1 + a1
5x3 + a1

3x5 + a1
1x7 a0

7x0 + a0
5x2 + a0

3x4 + a0
1x6 + a1

7x1 + a1
5x3 + a1

3x5 + a1
1x7Os símbolos wavelets yn, omo de�nido em (TZANNES; TZANNES, 1992), também podemser obtidos a partir de um produto matriial simples, expresso por

y = x · CMCW (2.14)em que y é a palavra-ódigo wavelet e CMCW é uma matriz de odi�ação, onstruída apartir de suessivas repetições e desloamentos (de m posições) da MCW até que o númerode linhas da matriz CMCW seja igual à dimensão do vetor de bits de informação que se desejaodi�ar. Proedendo dessa forma, onsegue-se manter as relações de ortogonalidade de�nidaspela Equação (2.6) entre as linhas da matriz CMCW , as quais são exploradas na deodi�açãowavelet, omo poderá ser veri�ado na próxima seção.Cabe observar que o algoritmo de odi�ação implementado em (TZANNES; TZANNES,1992), de�nido pela Equação (2.14), é um aso partiular do algoritmo apresentado na Figura2.1.



CODIFICAÇ�O COM MATRIZES WAVELETS 13Como ilustração, a matriz de odi�ação CMCW obtida a partir da MCW de�nida em(2.13) é dada por:
CMCW =




a0
0 a0

1 a0
2 · · · a0

7

a1
0 a1

1 a1
2 · · · a1

7

a0
0 a0

1 a0
2 · · · a0

7

a1
0 a1

1 a1
2 · · · a1

7... ... . . .



(2.15)
Por �m, note que a odi�ação wavelet entrelaça a informação de tal forma que, em regimepermanente, ada símbolo wavelet yn tem informação sobre mg bits de informação. Por outrolado, ada bit de informação �in�uenia� mg símbolos wavelets.2.3 DECODIFICAÇ�O WAVELETOs bits da seqüênia de mensagem são reuperados da seqüênia de símbolos yn por umbano de orrelatores, om base na ortogonalidade entre os vetores linha da matriz wavelet.De aordo om o proesso de odi�ação wavelet, de�nido suintamente pela Equação(2.14), pode-se veri�ar que um bano om m orrelatores de omprimento mg, asadosom as m linhas da MCW utilizada na odi�ação wavelet, é su�iente para deodi�arseqüenialmente a palavra-ódigo y. Dessa forma, a saída do orrelator zj, j ∈ {0, 1, . . . , m−

1}, asado om a linha aj da MCW, no instante de tempo i = m(g + p) − 1, em que p ∈ N,pode ser expressa por
zj

i =

mg−1∑

k=0

aj
(mg−1)−kyi−k

=

mg−1∑

k=0

m−1∑

j′=0

g−1∑

l=0

aj
k

(
aj′

k−lmxj′+lm+i−(mg−1)

) (2.16)A partir da Equação (2.6), tem-se
zj

i = xj+i−(mg−1)

mg−1∑

k=0

aj
ka

j
k = mgxj+i−(mg−1) (2.17)e o bit deodi�ado xj+i−(mg−1) na ausênia de ruído será −1 se zj

i = −mg, ou, +1 se
zj

i = +mg. De forma geral, levando-se em onsideração a interferênia ausada pelo anal de



CODIFICAÇ�O COM MATRIZES WAVELETS 14omuniação sobre os símbolos wavelets transmitidos, assume-se estimativas dos bits dadaspor x̂j+i−(mg−1) = sgn(zj
i )A simpliidade omputaional do proesso de deodi�ação é uma das prinipais vantagensda odi�ação om wavelets. A deodi�ação ótima pode ser onseguida se deisões suavesforem forneidas pelo demodulador. Isto pode ser obtido failmente utilizando modulaçãoASK (BPSK), entretanto deixa de ser trivial se for utilizado modulação PSK, APK ou FSK.2.4 DISTRIBUIÇ�O DOS SÍMBOLOS GERADOS PELO CODIFICADORWAVELETA partir do proesso de odi�ação wavelet apresentado na Seção 2.2, pode-se observarque os símbolos wavelets yn, odi�ados por uma matriz MCW real plana de posto m e gênero

g, pertenem ao onjunto
yn ∈ {−mg, −mg + 2, . . . , −mg + 2k, . . . , −2, 0, 2, . . . , mg − 2, mg} (2.18)om ardinalidade mg + 1.Mostra-se na Seção 4.2.1.1 que os símbolos wavelets têm uma distribuição de probabilida-des dada por2

Pr(yn = 2k −mg) =

(
mg
k

)
0, 5mg, 0 ≤ k ≤ mg. (2.19)A partir da Equação (2.19), veri�a-se que os símbolos têm média nula e variânia mg.Por outro lado, os sub-símbolos wavelets yj

n, de�nidos pela Equação (2.10), podem assumirum dos g + 1 valores apresentados abaixo:
yj

n ∈ {−g, −g + 2, . . . , −g + 2k, . . . , −2, 0, 2, . . . , g − 2, g} (2.20)Os sub-símbolos yj
n seguem a distribuição de probabilidades
Pr(yj

n = 2k − g) =

(
g
k

)
0, 5g, 0 ≤ k ≤ g (2.21)2Note que os símbolos de menor módulo são os mais prováveis.



CODIFICAÇ�O COM MATRIZES WAVELETS 15A dedução de (2.21) será apresentada na Seção 4.3.1.1. A partir desta expressão é fáilonluir que os sub-símbolos wavelets têm média nula e variânia g.2.5 TAXA DA CODIFICAÇ�O WAVELETO proesso de odi�ação apresentado até o momento tem taxa de odi�ação unitária (umbit de informação por símbolo odi�ado yn). No entanto, a odi�ação om matrizes waveletspossibilita a obtenção de outros valores de taxa, modi�ando-se o nível de sobreposição daslinhas da matriz de odi�ação wavelet. A sobreposição máxima oorre quando o desloa-mento entre linhas idêntias é igual a m, omo pode ser observado na matriz em (2.15) parao aso de m = 2, o que resulta na taxa de odi�ação igual a 1. Variando-se a sobreposiçãodas linhas wavelets, pode-se onseguir taxas de odi�ação tão pequenas quanto 1/g. Nesteaso limite, não há sobreposição dos elementos não nulos das linhas da MCW.Neste ponto, abe notar que a odi�ação om matrizes de grandes dimensões aumentatanto a variânia dos símbolos, quanto o número dos possíveis valores dos símbolos odi�ados,de aordo om as Equações (2.18) e (2.20). Porém, variando-se o nível de sobreposição daslinhas da matriz de odi�ação wavelet, é possível ontrolar o aumento dessa variânia, aousto de uma diminuição na taxa da odi�ação wavelet.2.6 CONCLUS�ONeste apítulo foi apresentada a ténia da odi�ação de anal om matrizes de oe�-ientes wavelets. As prinipais propriedades da odi�ação om wavelets são resumidas aseguir:1. Os vetores representados pelas linhas de uma matriz wavelet são estritamente ortogonais.2. Codi�ação om taxa igual a 1 bit de informação por símbolo wavelet.3. A taxa de odi�ação pode ser ajustável para valores inferiores a 1 bit/símbolo wavelet.



CODIFICAÇ�O COM MATRIZES WAVELETS 164. A deodi�ação dos símbolos wavelets é onseguida por um simples bano de orrela-tores.Nos próximos apítulos serão apresentados resultados analítios e de simulação para odesempenho da odi�ação wavelet em anais de omuniação om ruído aditivo Gaussianobrano (AWGN), e em anais om desvaneimento. Será visto que em anais AWGN, aodi�ação wavelet apresenta o mesmo desempenho do BPSK oerente. Por outro lado,em anais om desvaneimento plano, a odi�ação wavelet supera o desempenho de outrasabordagens propostas reentemente para o mesmo ambiente de transmissão.



CAPÍTULO 3
SISTEMAS BASEADOS NA CODIFICAÇ�O COMMATRIZES WAVELETS

Neste apítulo, o sistema proposto em (TZANNES; TZANNES, 1992), denominado a partir deagora sistema om odi�ação wavelet, será apresentado, e o seu desempenho será avaliadoem dois tipos de anais de omuniação: em anais araterizados apenas pelo ruído AWGNe em anais om ruído AWGN e desvaneimento Rayleigh não seletivo em freqüênia omDoppler. Além disso, um novo sistema baseado na integração da odi�ação wavelet a um es-quema de transmissão em diversidade temporal, denominado sistema om odi�ação waveletmodi�ado, será proposto e avaliado em anais araterizados pelo desvaneimento Rayleighplano.Ambos os sistemas de transmissão sem-�o avaliados empregam onstelações de sinais origi-nais, espeialmente projetadas para mapear os símbolos gerados pelos esquemas de odi�açãowavelet. A metodologia utilizada nesses projetos foi baseada na busa exaustiva por on�gu-rações de sinais que onseguissem minimizar a taxa de erro de bit do sistema sob avaliação.Foram obtidas onstelações de sinais que pertenem a duas lasses de modulações distintas,sendo elas: a modulação APK (Amplitude Phase Keying) e a modulação PSK (Phase ShiftKeying).O desempenho de ambos os sistemas apresentados neste apítulo são avaliados na presençade erros de estimação de anal no reeptor. O algoritmo LMS (Least Mean Square) foiesolhido aqui para estimar o estado do anal de omuniação ao longo de ada transmissão,e o impato dos erros dessa estimação, sobre o desempenho de ambos os sistemas, é avaliadopor simulação omputaional.O restante deste apítulo está organizado omo segue: na Seção 3.1, será apresentado o17



SISTEMAS BASEADOS NA CODIFICAÇ�O COM MATRIZES WAVELETS 18desempenho do sistema om odi�ação wavelet em anais om ruído AWGN. Na Seção 3.2, odesempenho do sistema om odi�ação wavelet será avaliado em anais om desvaneimentoRayleigh plano. Na Seção 3.3, o sistema om odi�ação wavelet modi�ado é apresentado,e o seu desempenho é avaliado em anais om desvaneimento Rayleigh plano. Por �m, naSeção 3.4 serão apresentadas algumas onlusões.3.1 SISTEMA COM CODIFICAÇ�O WAVELET EM CANAIS AWGNNesta seção, o desempenho do sistema om odi�ação wavelet, ilustrado na Figura 3.1,será avaliado em anais om ruído aditivo Gaussiano brano (AWGN).
Codificador

Wavelet

Decodificador

Wavelet
Receptor

Fonte Modulador

Demodulador

Antena

Canal

PSfrag replaements snxn

x̂n

yn

ŷn rnFigura 3.1. Diagrama de bloos do sistema om odi�ação wavelet.Neste sistema, a fonte de informação gera uma seqüênia xn de bits de informação in-dependentes e igualmente distribuídos. Essa seqüênia de bits é então odi�ada por umamatriz de odi�ação wavelet CMCW , onforme de�nido em (2.14). Os símbolos wavelets yngerados nesta odi�ação pertenem ao alfabeto de�nido em (2.18), o qual tem ardinalidade
mg + 1.Os símbolos wavelets yn são modulados por uma onstelação ASK (Amplitude Shift Key-ing) ommg+1 pontos. De fato, a ada intervalo de sinalização nTs um símbolo yn é mapeadoem uma forma de onda s(t) om amplitude igual ao valor de yn. Sendo assim, de aordo oma Seção 2.4, a energia média dos sinais ASK transmitidos é igual a mgTs.



SISTEMAS BASEADOS NA CODIFICAÇ�O COM MATRIZES WAVELETS 19Supondo que o anal de omuniação seja araterizado por um ruído aditivo Gaussianobrano, o equivalente passa-baixas do sinal reebido, denotado por rn(t), é dado por
rn(t) = sn(t) + nn(t), nTs ≤ t ≤ (n+ 1)Ts, (3.1)em que nn(t) representa o ruído aditivo modelado por um proesso Gaussiano brano om-plexo, om média nula e densidade espetral de potênia (DEP) igual a ℵ0/2 por dimensão.Na reepção, um �ltro asado onverte o sinal rn(t) no vetor aleatório rn = yn+nn, em que

yn é o próprio símbolo wavelet que modula o ASK transmitido, sendo portanto um númeroreal. Os elementos do número omplexo nn são variáveis aleatórias Gaussianas independentese identiamente distribuídas om média nula e variânia ℵ0/2. Em partiular, onsiderandoo esquema de modulação ASK de�nido anteriormente, a densidade espetral de potênia doruído é dada por
ℵ0 = mg · 10

−0,1(
Eb
ℵ0

)dB (3.2)Note que este sistema tem e�iênia espetral de 1 bit/s/Hz, portanto, as relações Es/ℵ0 e
Eb/ℵ0 são equivalentes.A parte real de rn é então enviada ao deodi�ador wavelet, que proede omo desritona Seção 2.3. O esquema de modulação ASK utilizado neste sistema viabiliza a deodi�açãosuave dos bits de informação gerados pela fonte.As Figuras 3.2 e 3.3 apresentam os resultados de desempenho de erro obtidos a partir dasimulação do sistema om matrizes de oe�ientes wavelets de dimensões 2× 8 e 4× 16 (ver oApêndie A para os detalhes de simulação). As Figuras também apresentam, omo referênia,o desempenho da modulação ASK binária (BPSK) sem odi�ação.A partir das Figuras é possível observar que, em anais AWGN, um sistema om odi�açãowavelet e modulação ASK atinge o mesmo desempenho, em termos da probabilidade deerro de bit, que sistemas om modulação antipodal (ASK binária, BPSK) sem odi�ação,independente da dimensão das matrizes wavelets utilizadas na odi�ação.Este é um resultado esperado, visto que o ganho de desempenho que pode ser obtido om a



SISTEMAS BASEADOS NA CODIFICAÇ�O COM MATRIZES WAVELETS 20odi�ação om matrizes wavelets deorre da disseminação da informação de ada bit ao longode vários intervalos de sinalização, o que não tem efeito sobre um anal estátio. Entretanto,omo será visto posteriormente, em anais sujeitos ao desvaneimento Rayleigh, os sistemasbaseados na odi�ação om matrizes wavelets apresentam ganhos de desempenho superioresaos obtidos por ténias já onsagradas de odi�ação.
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Figura 3.3. Desempenho do sistema om odi�ação wavelet e modulação ASK simulado om aMCW 4 × 16 em um anal AWGN.3.2 SISTEMA COM CODIFICAÇ�O WAVELET EM CANAIS COM DESVANECI-MENTO RAYLEIGHA Figura 3.4 ilustra o modelo do sistema om odi�ação wavelet simulado em um am-biente de transmissão sem-�o. Neste sistema, os símbolos wavelets yn, odi�ados onformede�nido em (2.14), são entrelaçados e transmitidos através de um anal om desvaneimentoRayleigh plano variante no tempo.
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ŝn

xn

x̂n

yn ȳn
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α̂nFigura 3.4. Diagrama de bloos do sistema om odi�ação wavelet om estimador de anal.Considera-se aqui um entrelaçador de bloo de�nido por E(Id, L). Este entrelaçador on-



SISTEMAS BASEADOS NA CODIFICAÇ�O COM MATRIZES WAVELETS 22siste em uma matriz om Id (profundidade do entrelaçamento) olunas e L linhas, em que
L · Id é o omprimento da palavra-ódigo wavelet y que será entrelaçada. O entrelaçamentodos símbolos wavelets é obtido em duas etapas. Na primeira etapa, a seqüênia de símboloswavelets yn deve ser ordenada ao longo das linhas da matriz de entrelaçamento. Em seguida,a seqüênia entrelaçada é obtida varrendo-se a matriz de entrelaçamento oluna por oluna.A título de exemplo, onsidere a matriz de entrelaçamento om Id = 4, ilustrada na Tabela3.1. Para essa matriz, a seqüênia de símbolos entrelaçados é dada em (3.3).Tabela 3.1. Matriz de entrelaçamento

y0 y1 y2 y3

y4 y5 y6 y7

y8 y9 y10 y11

y12 y13 y14 y15

y0, y4, y8, y12, y1, y5, y9, y13, . . . (3.3)A esolha do esquema de modulação é um fator ruial para o desempenho dos sistemassem-�o que utilizam a odi�ação om matrizes wavelets. Aspetos desta ténia de odi-�ação que devem ser levados em onsideração no projeto das onstelações são desritos aseguir:De aordo om a Seção 2.4, os símbolos wavelets yn, odi�ados por uma MCW omdimensão m × mg, são multiníveis e têm uma distribuição de probabilidades muito desba-laneada, expressa por (2.19). Além disso, nos sistemas baseados em wavelets, um erro dedemodulação entre símbolos wavelets om valores próximos pode resultar em nenhum errode bit, enquanto que um erro de demodulação entre símbolos wavelets om valores distantespode oasionar um surto de erros (TZANNES; TZANNES, 1992).Neste trabalho, foi dada atenção espeial ao projeto de onstelações adequadas aos sis-temas baseados em MCW's que foram avaliados. Em partiular, as onstelações de sinaisutilizadas ao longo deste trabalho foram projetadas empiriamente através de simulaçõesomputaionais. A metodologia utilizada nesses projetos é baseada na busa exaustiva por



SISTEMAS BASEADOS NA CODIFICAÇ�O COM MATRIZES WAVELETS 23onstelações bidimensionais, apropriadas para um ambiente de omuniação sem-�o, que on-sigam minimizar a taxa de erro de bit dos sistemas baseados na odi�ação om matrizeswavelets.Foram avaliadas onstelações de sinais que pertenem a duas lasses de modulações dis-tintas, sendo elas: a modulação APK (Amplitude Phase Keying) om duas amplitudes e amodulação PSK (Phase Shift Keying). Cada uma destas ténias de modulação apresentaramsuas vantagens e desvantagens quando utilizadas om a odi�ação wavelet, omo detalhadona Seção 3.2.2.A Tabela 3.2 sintetiza o algoritmo de busa exaustiva desenvolvido para projetar essasonstelações. O tempo de proessamento omputaional requerido por este algoritmo (baseadona enumeração ompleta do espaço de busa disretizado) é diretamente proporional aotamanho do espaço de busa. Por outro lado, o tamanho desse espaço é uma função donúmero de sinais da onstelação e do grau de disretização empregado. Assim, por exemplo,para uma disretização do írulo trigonométrio de δ = 1o nos ângulos, o tamanho do espaçoinvestigado no projeto de onstelações PSK é 360Np, em que Np é o número de pontos daonstelação. Nestes termos, pode-se observar uma relação de ompromisso entre o ustoomputaional de ada projeto, e a qualidade da solução enontrada. Visando a redução dotempo total de proessamento requerido nos projetos exeutados aqui, optou-se por utilizarum grau de disretização do espaço de busa igual a δ = 3o.Após a modulação, o sinal é enviado para a antena e transmitido. Da mesma forma que nosistema BPSK não odi�ado, o sistema om odi�ação wavelet e modulação bidimensionaltransmite um símbolo por bit de informação. Logo, a energia média por bit é igual à energiamédia da onstelação, ou seja,
Eb = EC =

mg+1∑

i=1

Pr(si)Esi
(3.4)Nas simulações, foram utilizadas onstelações om energia média por bit igual a 1. Con-siderando a modulação PSK, esta restrição de energia unitária foi atendida por meio de umaonstelação om raio unitário. Por outro lado, no aso APK, os sinais si foram iniialmente



SISTEMAS BASEADOS NA CODIFICAÇ�O COM MATRIZES WAVELETS 24Tabela 3.2. Algoritmo de busa exaustiva de onstelações para sistemas wavelets.INICIALIZAÇ�O:Seja si ∈ {s1, s2, . . . , sM} os sinais de uma onstelação e ∠si seus respetivos ângulos.Rotule os sinais da onstelação om os valores dos orrespondentes símbolos wavelets.Loalize todos os sinais da onstelação sobre o eixo das absissas.ITERAÇ�O:Passo 1 Faça i = M .Passo 2 Simule o sistema wavelet om a onstelação atual e armazene a on�guraçãoda onstelação junto om o valor da BER obtido na simulação.Passo 3 Inremente o ângulo ∠si de δ graus.Passo 4 Se ∠si ≥ 2π, faça:4.1 ∠si = 0o;4.2 i = i− 1;4.3 Se i = 0 vá para o passo 6;4.4 Retorne ao passo 3.Passo 5 Retorne ao passo 1.Passo 6 Seleione entre as onstelações avaliadas aquela que leva à menor probabilidadede erro de bit para o sistema wavelet.distribuídos entre os dois írulos da onstelação de forma empíria (após a avaliação de váriason�gurações de onstelações), e posteriormente os raios desses írulos foram alulados deforma a satisfazer a restrição ∑mg+1
i=1 Pr(si)Esi

= 1, seguindo um proedimento exaustivosimilar ao apresentado na Tabela 3.2.No modelo do anal de omuniação adotado, admite-se que o sinal transmitido é afetadopor um desvaneimento Rayleigh não seletivo em freqüênia e pelo ruído aditivo Gaussianobrano. Dessa forma, a representação em banda básia do sinal reebido é dada por
rn(t) = αn(t)snpn(t) + nn(t), nTs ≤ t ≤ (n+ 1)Ts, (3.5)Na Equação (3.5), sn é o símbolo da onstelação bidimensional que mapeia o símbolowavelet yn; p(t) é um pulso limitado em banda om energia unitária; o fator multipliativo

αn(t) representa o ganho do anal no instante de tempo t, onsiderado onstante durante ointervalo de sinalização [nTs, (n+ 1)Ts) e nn(t) é o ruído Gaussiano brano omplexo.Neste trabalho, α(t) é modelado por um proesso Gaussiano omplexo estaionário em



SISTEMAS BASEADOS NA CODIFICAÇ�O COM MATRIZES WAVELETS 25sentido amplo om densidade espetral de potênia (DEP) dada por
G(f) =





1r
1−
� ffD �2

, se |f| < fD
0, se |f| ≥ fD (3.6)em que fD é o desvio doppler máximo.Na reepção, o sinal reebido rn(t) é onvertido por um bano de �ltros-asados em umnúmero omplexo rn = rnf

+ jrnq
, dado por,

rn = αnsn + nn (3.7)sendo sn = snf
+ jsnq

o símbolo da onstelação transmitido no intervalo de tempo [nTs, (n+

1)Ts). Os elementos do ruído omplexo nn são variáveis aleatórias Gaussianas independentese identiamente distribuídas om média nula e variânia ℵ0/2, em que
ℵ0 = 10

−0,1(
Eb
ℵ0

)dB . (3.8)O desempenho, em termos da probabilidade de erro de bit, do sistema om odi�açãowavelet foi avaliado em duas situações distintas de reepção. Na primeira, onsidera-se que oreeptor tem perfeita informação sobre o estado do anal (CSI-hannel state information), ouseja, ele onhee o exato valor do desvaneimento Rayleigh em ada intervalo de sinalização.Neste aso, deseja-se avaliar o efeito da orrelação do anal om desvaneimento sobre odesempenho do sistema om odi�ação wavelet, aspeto que ainda não foi onsiderado naliteratura. No segundo esquema de reepção, utiliza-se o algoritmo LMS (Least Mean Square)para realizar a estimação adaptativa do anal de omuniação. Neste aso, as estimativas doganho do anal de omuniação, denotadas por α̂(n), são obtidas reursivamente por:
α̂(n+ 1) = α̂(n) + µs(n)e∗(n) (3.9)no qual µ é de�nido omo o passo do algoritmo LMS e e(n) = rn − α̂nŝ(n). Sinais BPSKonheidos om energia unitária foram usados om o objetivo de treinar o estimador. Depoisde ada período de treinamento, reiniia-se o proesso de estimação do anal a partir dossinais bidimensionais reebidos.



SISTEMAS BASEADOS NA CODIFICAÇ�O COM MATRIZES WAVELETS 26Com relação à regra de deisão empregada pelo demodulador, o uso dos ritérios MAP ede mínima distânia eulidiana foram onsiderados neste trabalho. A partir das estimativasdos sinais ŝn, obtém-se estimativas �brusas�1 dos símbolos wavelets entrelaçados ˆ̄yn. O de-sentrelaçamento da seqüênia de símbolos wavelets é realizado em duas etapas: Iniialmente,a seqüênia de símbolos deve ser ordenada ao longo das olunas da matriz de entrelaçamento.Em seguida, a seqüênia desentrelaçada é obtida varrendo-se a matriz de entrelaçamento linhapor linha. As estimativas ŷn são então deodi�adas de aordo om o proesso desrito naSeção 2.3.3.2.1 Quantização dos Símbolos WaveletsDe aordo om a Seção 2.4, a odi�ação wavelet, de�nida por (2.14), gera símboloswavelets que pertenem ao onjunto expresso em (2.18) om mg + 1 elementos. Uma vezque, no sistema om odi�ação wavelet, ada símbolo odi�ado é mapeado em um sinal daonstelação de sinais, segue que o aumento no número de olunas mg das matrizes waveletspode resultar na degradação de desempenho do sistema devido a uma aglomeração dos mg+1pontos na onstelação.Um possível proedimento para diminuir o tamanho do alfabeto de símbolos odi�ados, eonseqüentemente evitar a aglomeração de pontos na onstelação de sinais, já foi menionadona Seção 2.5, e diz respeito à variação do nível de sobreposição das linhas da matriz deodi�ação wavelet, porém, este proedimento tem omo usto a diminuição da e�iêniaespetral do sistema, em termos de bits/s/Hz.Entretanto, existe uma outra forma de se evitar uma aglomeração de pontos na onstelaçãode sinais, sem alterar a e�iênia espetral do sistema. Em (RESNIKOFF; WELLS-JR, 1998) foiproposto um esquema que limita a modulação a um número de níveis menor que o número desímbolos wavelets que podem ser gerados na odi�ação. Esse proedimento pode ser vistoomo um esquema de quantização dos símbolos wavelets.1Realiza-se um mapeamento inverso de ŝn em ˆ̄yn.



SISTEMAS BASEADOS NA CODIFICAÇ�O COM MATRIZES WAVELETS 27Como ilustração, apresenta-se na Tabela 3.3 o esquema de quantização utilizado para osistema om odi�ação wavelet baseado na MCW 2 × 128 real e plana. Esse esquema dequantização foi obtido por simulação omputaional após vários experimentos, onde foramavaliados diferentes mapeamentos e onjuntos de sinais representativos, utilizando-se omoritério a minimização da probabilidade de erro de bit do sistema.Em prinípio a odi�ação wavelet om essa matriz preisaria de uma onstelação om129 sinais para representar todos os possíveis símbolos wavelets. Conseqüentemente, o de-sempenho deste sistema estaria ompletamente omprometido pelo aúmulo de pontos daonstelação. Entretanto, após a utilização do esquema de quantização proposto na Tabela3.3, veri�a-se que o sistema odi�ado apresenta exelente desempenho em anais om desva-neimento Rayleigh plano, omo poderá ser observado na Seção 3.2.2. Portanto, onsiderandoo desempenho �nal do sistema om odi�ação wavelet, onstata-se que o uso de uma ons-telação de sinais om menos pontos (que onduz a menores probabilidades de erros de demo-dulação) ompensa de erta forma a perda de informação imposta pela quantização riteriosados símbolos wavelets. Tabela 3.3. Quantização para MCW 2 × 128.Conjunto SímboloTrunado Representativo{0} 0{2,4,6} 4{-2,-4,-6} -4{8,10,12} 10{-8,-10,-12} -10{14,16,18} 16{-14,-16,-18} -16{20,22,24} 22{-20,-22,-24} -22{26,28,30,. . . ,128} 28{-26,-28,-30,. . . ,-128} -28A partir da Tabela 3.3, pode-se observar que o esquema de quantização proposto requeruma onstelação om 11 sinais. A Figura 3.5 apresenta as onstelações 11-PSK e 11-APKprojetadas para este sistema. Os sinais dessas onstelações estão rotulados om os valores
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(b) Constelação 9-PSK para a MCW 2 × 8.Figura 3.6. Constelações APK e PSK utilizadas no sistema om odi�ação wavelet baseado naMCW 2 × 8.pelas MCW's 2 × 8 e 2 × 128 em um anal om máximo desvio Doppler normalizado em
fDTs = 0, 002 para diferentes profundidades de entrelaçamento. Pode ser observado a partirdesta �gura que o sistema om odi�ação wavelet sem entrelaçamento não apresenta um bomdesempenho sobre um anal om máximo desvio Doppler normalizado em fDTs = 0, 002.Na verdade, este resultado já era esperado, visto que o tempo de oerênia do anal deomuniação simulado é muito maior que o espalhamento da informação no tempo, produzidopela odi�ação wavelet (8 intervalos de sinalização om a MCW 2 × 8, e 128 intervalos desinalização om a MCW 2 × 128). Entretanto, pode-se observar também a partir da Figura3.7 que a utilização de esquemas de entrelaçamento om profundidades iguais a 10 símbolos,para o sistema om MCW 2 × 8, e 130 símbolos, para o sistema om MCW 2 × 128, permiteobter bons ganhos de desempenho, similares aos onseguidos em anais om entrelaçamentoperfeito (apresentados na Figura sob o rótulo �Doppler Inf.�).De fato, o ganho onseguido om a odi�ação wavelet é devido prinipalmente à diversi-dade temporal intrínsea do ódigo, ou seja, varia em função do �espalhamento� da informaçãode ada bit sobre mg intervalos de sinalização. Portanto, para se explorar todo o potenialda odi�ação wavelet em um anal om Doppler, têm-se que assegurar um determinado grau
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(a) Curvas para Matriz de Coe�ientes Wavelets om Dimensão 2 × 8.
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(b) Curvas para Matriz de Coe�ientes Wavelets om Dimensão 2× 128.Figura 3.7. Desempenho de um sistema PSK om odi�ação wavelet, simulado om as MCW's
2× 8 e 2× 128 sobre um anal om fDTs = 0, 002, para diferentes profundidades de entrelaçamento.



SISTEMAS BASEADOS NA CODIFICAÇ�O COM MATRIZES WAVELETS 31de desorrelação entre as amostras do desvaneimento que afetam os símbolos wavelets trans-mitidos. Para os sistemas simulados, veri�a-se que esse grau de desorrelação é onseguidoom uma profundidade de entrelaçamento igual a mg símbolos. Entretanto, omo a taxa devariação do anal está intimamente ligada ao tempo de oerênia do anal (nível de orre-lação), uma profundidade de entrelaçamento maior que mg símbolos pode ser requerida emanais om valores de fDTs menores que 0,002.A Figura 3.8 exibe os resultados de desempenho obtidos om a simulação do sistema omodi�ação wavelet baseado nas MCW's 2 × 8 e 2 × 128 também em um anal om desvane-imento Rayleigh plano om máximo desvio Doppler normalizado em fDTs = 0, 002, sendoque agora para um esquema de modulação APK. Comparando os resultados apresentados nasFiguras 3.7 e 3.8, pode-se veri�ar que os sistemas que utilizam a modulação APK apresentamdesempenhos melhores que aqueles om a modulação PSK. Isto oorre porque a modulaçãoAPK utiliza uma onstelação bidimensional multinível que apresenta propriedades melhoresde distânia eulidiana entre os seus pontos. Em partiular, pode ser observado que os sis-temas om modulação APK apresentam um ganho de desempenho de aproximadamente 2,5dB quando omparados aos sistemas om modulação PSK, onsiderando-se um anal omentrelaçamento perfeito.Apesar de a modulação APK garantir um ganho de desempenho superior ao onseguidopela modulação PSK om mesma e�iênia espetral, ela apresenta algumas desvantagensde implementação prátia, que podem ser minimizadas om a utilização da modulação PSK.Entre elas pode-se itar:
• Erros de demodulação oasionados por distorções na amplitude dos sinais transmitidosquando os ampli�adores de potênia operam em regiões de não-linearidade2 (LIANG etal., 1999);
• Sensibilidade a jitter e retardos de grupo não linear;2Neste aso, existem esquemas de pré-proessamento que podem ser utilizados om o objetivo de minimizareste problema (NASCIMENTO; FARIAS, 2004).
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(a) Curvas para Matriz de Coe�ientes Wavelets om Dimensão 2 × 8.
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(b) Curvas para Matriz de Coe�ientes Wavelets om Dimensão 2× 128.Figura 3.8. Desempenho de um sistema APK om odi�ação wavelet, simulado om as MCW's
2× 8 e 2× 128 sobre um anal om fDTs = 0, 002, para diferentes profundidades de entrelaçamento.
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• Maior patamar de erro irredutível oasionado pela maior di�uldade em se estimar oestado do anal na reepção (SILVEIRA et al., 2004a).Todos os resultados de desempenho que serão apresentados a seguir foram obtidos a partirda simulação dos sistemas om odi�ação wavelet em anais om desvaneimento perfeita-mente entrelaçados.Para auxiliar na avaliação do desempenho da odi�ação wavelet, um sistema propostopor Tarokh et al. (1999), baseado em uma ténia de odi�ação de bloo espáio-temporal(STBC), será utilizado omo referênia. Nesse sistema, em ada intervalo de tempo t, os sím-bolos cit, i = 1, 2, odi�ados por uma matriz de odi�ação espáio-temporal, são moduladospor sinais BPSK e transmitidos simultaneamente a partir de duas antenas su�ientementeespaçadas de forma a garantir uma diversidade espaial. No tempo t, o sinal reebido rt édado por (TAROKH et al., 1999)

rt =
2∑

i=1

αic
i
t + nt. (3.10)O oe�iente αi é o ganho do perurso da antena transmissora i até a antena reeptora.Assumindo uma estimação perfeita do anal, o reeptor deve alular a métria de deisão

l∑

t=1

|rt −
2∑

i=1

αic
i
t|2para todas as palavras-ódigo e deidir em favor da palavra-ódigo que minimiza esta métria(TAROKH et al., 1999). A ortogonalidade dos STBC's viabiliza um proessamento linear sim-ples para a obtenção da deisão de máxima verossimilhança.A esolha desse sistema de referênia é apropriada, visto que ele têm um grau de omple-xidade similar ao do sistema om odi�ação wavelet3, além de apresentar a mesma e�iêniaespetral de 1 bit/s/Hz. Outro aspeto que também foi levado em onsideração para a esolhadesse sistema de referênia é que tanto ele quanto o sistema om odi�ação wavelet foramidealizados para o mesmo tipo de ambiente de omuniação.3Entende-se aqui por omplexidade, os requisitos de software e hardware neessários para a implementaçãoprátia dos sistemas.



SISTEMAS BASEADOS NA CODIFICAÇ�O COM MATRIZES WAVELETS 34Vale ressaltar que a odi�ação de bloo espáio-temporal (STBC) também foi avaliada emoutras on�gurações de sistemas (TAROKH et al., 1999), om diferentes esquemas de modulação(2-PSK, 4-PSK, 8-PSK, 16-QAM) e de transmissão (2 antenas Tx, 3 antenas Tx e 4 antenasTx), se mostrando mais �exível quanto à e�iênia espetral que a odi�ação baseada emmatrizes wavelets. Em partiular, o sistema STBC-BPSK om duas antenas transmissorasfoi esolhido aqui omo referênia apenas por ter a mesma e�iênia espetral dos sistemaswavelets.A Figura 3.9 apresenta as urvas de probabilidades de erro de bit para o sistema omodi�ação wavelet simulado om a MCW 2 × 128 e para o sistema de referênia.
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Figura 3.9. Desempenho do sistema om odi�ação wavelet baseado na MCW 2× 128 om modu-lações 11-PSK e 11-APK.Pode-se observar a partir dessas urvas que o desempenho do sistema APK om odi-�ação wavelet supera o desempenho do sistema de referênia (STBC-BPSK) para valoresde SNR's maiores que 15 dB. Em partiular, veri�a-se para probabilidades de erros de bitem torno de 10−5 que o sistema om odi�ação wavelet apresenta um ganho de desempenhoaproximadamente igual a 4,5 dB, quando omparado ao desempenho do sistema STBC-BPSK.Além disso, pode ser observado que o sistema PSK om odi�ação wavelet também apresenta



SISTEMAS BASEADOS NA CODIFICAÇ�O COM MATRIZES WAVELETS 35um ganho de Eb/ℵ0 em relação ao sistema STBC-BPSK para probabilidades de erros de bitinferiores a 10−4. Mais espei�amente, o sistema PSK om odi�ação wavelet apresenta umganho aproximadamente igual a 2 dB em relação ao sistema STBC-BPSK para uma BER daordem de 10−5.A vantagem de desempenho observada no sistema om odi�ação wavelet em relaçãoao sistema de referênia pode ser expliada pelo maior ganho de diversidade que é obtidopela odi�ação wavelet. De fato, em anais om desvaneimento, o ganho de diversidadeda odi�ação wavelet é uma função de mg (SILVEIRA et al., 2003). Logo, os resultados daFigura 3.9 indiam que o uso de uma MCW om posto m = 2 e gênero g = 64 pode obteruma melhora signi�ante de desempenho sobre o sistema STBC-BPSK.A relação de dependênia que existe entre o ganho de desempenho dos sistemas odi�adospor matrizes wavelets e o número de olunas mg da matriz de oe�ientes wavelets utilizadana odi�ação é uma araterístia muito importante destes sistemas, visto que ela deixamargem para se onseguir ganhos de desempenho ainda maiores ao usto de um aumentorelativamente pequeno na omplexidade omputaional dos sistemas.Os resultados apresentados até o momento foram obtidos para um sistema de omuniaçãoom estimação perfeita do estado do anal de omuniação (CSI), situação que é impossívelde oorrer na prátia. De agora em diante, o desempenho do sistema om odi�ação waveletserá avaliado na presença dos erros de estimação do anal, ondição que ainda não tinha sidoonsiderada na literatura.Mais uma vez, o sistema om odi�ação wavelet foi simulado om as MCW's 2 × 8 e
2× 128 e esquemas de modulação PSK e APK, om onstelações ilustradas nas Figuras 3.6 e3.5. Nas simulações que seguem, foram onsiderados modelos de anais de omuniação omdesvaneimento Rayleigh plano e máximos desvios Doppler normalizados em fDTs = 0, 002e fDTs = 0, 004. Por onveniênia, foi adotado em todas as simulações um esquema deentrelaçamento om profundidade de 150 símbolos, su�iente para atender os requisitos detodos os sistemas avaliados quanto ao grau de desorrelação do anal. A �m de se estimar o



SISTEMAS BASEADOS NA CODIFICAÇ�O COM MATRIZES WAVELETS 36estado do anal de omuniação sem-�o, utilizou-se o algoritmo LMS desrito na Seção 3.2.Os símbolos foram transmitidos em bloos om omprimento igual a 250, om 50 destessímbolos utilizados om o propósito de treinamento do algoritmo LMS, de forma que a vazãoda informação foi de 80%. Em todas as simulações, o algoritmo LMS foi treinado sempreom a transmissão de um símbolo de treinamento antes de quatro símbolos de informação.A simulação de ada bloo de 250 símbolos foi realizada sobre uma amostra estatistiamenteindependente do anal variante no tempo, a �m de aumentar a preisão estatístia dos resul-tados obtidos.O valor do passo µ do LMS foi estabeleido om base em otimizações numérias previa-mente realizadas no desempenho dos sistemas om odi�ação wavelet, para ada valor deespalhamento Doppler fDTs. Como a esolha do passo µ também depende da SNR (Eb/ℵ0),uma relação de ompromisso foi estabeleida sobre a região de valores Eb/ℵ0 investigados. Oparâmetro µ in�uenia diretamente na onvergênia do algoritmo LMS. Quanto maior for opasso µ maior será a veloidade de onvergênia, entretanto maior será o ruído gradiente emtorno do parâmetro estimado. Por outro lado, se µ for muito pequeno, pode-se omprometer aestimação do anal. Deve haver portanto um ompromisso entre a veloidade de onvergêniae a preisão dos resultados (HAYKIN, 1991).A Figura 3.10 exibe as urvas de aprendizagem do algoritmo LMS para os sistemas simu-lados om as MCW's 2×8 e 2×128 em um anal om desvaneimento om fDTs = 0, 002. Empartiular, as Figuras 3.10(a) e 3.10(b) apresentam os resultados obtidos om as modulaçõesPSK e APK, respetivamente. Os valores do passo µ do algoritmo LMS utilizado em adasistema enontram-se no rótulo de ada uma dessas �guras.Também são ilustradas nesta seção as urvas de aprendizagem do algoritmo LMS quandoos sistemas om odi�ação wavelet são simulados em um anal om desvaneimento Rayleighe máximo desvio Doppler fDTs = 0, 004. Estas urvas enontram-se esboçadas na Figura 3.11.As urvas apresentadas nas Figuras 3.10 e 3.11 foram obtidas para uma SNR igual a 30 dB,
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(b) MCW 2×8 om µ = 0, 90 e MCW 2×128om µ = 0, 85.Figura 3.10. Curvas de aprendizagem do algoritmo LMS para os sistemas om modulações PSK eAPK simulados om as MCW's 2×8 e 2×128 em um anal om desvaneimento om fDTs = 0, 002.
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(a) MCW 2×8 om µ = 0, 90 e MCW 2×128om µ = 0, 95. 1e-03
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(b) MCW 2×8 om µ = 0, 95 e MCW 2×128om µ = 0, 85.Figura 3.11. Curvas de aprendizagem do algoritmo LMS para os sistemas om modulações PSK eAPK simulados om as MCW's 2×8 e 2×128 sobre um anal om desvaneimento om fDTs = 0, 004.



SISTEMAS BASEADOS NA CODIFICAÇ�O COM MATRIZES WAVELETS 38e apresentam a evolução do erro médio quadrátio (EMQ) durante os primeiros intervalos desinalização. Contudo, foi veri�ado que o omportamento apresentado neste período iniial émantido ao longo de todo o bloo. Devido ao esquema de treinamento utilizado, o EMQ osilaao longo de todo o bloo ao redor de um valor médio, próximo à variânia do ruído. Tambémpode ser veri�ado que a osilação aumenta om o espalhamento Doppler. Isto oorre porquequanto maior for a fDTs, maior será a variação do anal, e onseqüentemente mais intensosserão os erros de estimação. Além disso, omparando os resultados apresentados nas Figuras3.10 e 3.11, pode-se observar que os sistemas que utilizam a modulação APK apresentam umpatamar de erro médio quadrátio mais elevado que os sistemas om modulação PSK, omotambém um maior nível de osilação. Isto oorre porque os sinais APK não possuem energiauniforme, o que di�ulta a atualização das estimativas do anal pelo algoritmo LMS.As Figuras 3.12 e 3.13 apresentam o desempenho dos sistemas PSK e APK om odi�açãowavelet, simulados om as MCW's 2 × 8 e 2 × 128 em anais om desvaneimento Rayleighplano om máximos desvios Doppler normalizados em fDTs = 0, 002 e fDTs = 0, 004, respeti-vamente. Pode ser observado nessas Figuras que os sistemas apresentam um patamar de erroirredutível (PEI). Este resultado é típio de sistemas susetíveis a erros de estimação de anal.Este efeito pode ser reduzido através do uso de proedimentos de �ltragem mais robustos eomplexos, tais omo os �ltros de Kalman (HAYKIN, 1991; PROAKIS, 1989). Também pode-severi�ar a partir das Figuras 3.12 e 3.13 que o ganho iniialmente apresentado pelo sistemaom modulação APK sobre o sistema om modulação PSK é sensivelmente minimizado napresença de erros de estimação de anal. Este fato se deve ao maior EMQ na estimação doanal quando o esquema de modulação APK é adotado, omo p�de ser visto nas Figuras 3.10e 3.11. Entretanto, este efeito pode ser superado om a utilização de um proedimento de�ltragem mais adequado para a modulação APK, omo o algoritmo LMS normalizado (DINIZ,1997).
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(a) Desempenho para Matriz de Coe�ientes Wavelets om Dimensão
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(b) Desempenho para Matriz de Coe�ientes Wavelets om Dimensão
2 × 128.Figura 3.12. Desempenho do sistema om odi�ação wavelet simulado om as MCW's 2 × 8 e

2 × 128 na presença de erros de estimação de anal para fDTs = 0, 002.
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(b) Desempenho para Matriz de Coe�ientes Wavelets om Dimensão
2 × 128.Figura 3.13. Desempenho do sistema om odi�ação wavelet simulado om as MCW's 2 × 8 e

2 × 128 na presença de erros de estimação de anal para fDTs = 0, 004.



SISTEMAS BASEADOS NA CODIFICAÇ�O COM MATRIZES WAVELETS 413.3 SISTEMA COM CODIFICAÇ�O WAVELET MODIFICADO EM CANAIS COMDESVANECIMENTO RAYLEIGHNesta seção, a odi�ação wavelet será ombinada a um esquema de transmissão omdiversidade temporal. A idéia prinipal aqui é utilizar a MCW om dimensão m×mg omoum bano de m odi�adores, omo sugerido pela Figura 2.1(a). Neste sistema, os m sub-símbolos wavelets yj
n, 0 ≤ j < m, gerados pelo odi�ador wavelet no n-ésimo intervalode odi�ação, são mapeados em uma onstelação bidimensional om energia média igual a1/m, e transmitidos separadamente no intervalo [nTs, (n + 1)Ts) através de um anal omdesvaneimento Rayleigh, ao invés da transmissão do símbolo wavelet yn, dado em (2.12),onforme foi proposto em (TZANNES; TZANNES, 1992).O esquema de transmissão avaliado neste trabalho emprega slots de tempo diferentes, omduração nTs/m, para se transmitir separadamente os sub-símbolos wavelets, o que implia noaumento da banda espetral requerida pelo sistema. Uma evolução natural para este sistema,e que será avaliada em trabalhos futuros, onsiste na utilização de múltiplas antenas detransmissão e uma únia antena de reepção4, om o objetivo de tentar preservar a e�iêniaespetral obtida em (TZANNES; TZANNES, 1992).A Figura 3.14 apresenta o sistema proposto. Este sistema utiliza o mesmo esquema deentrelaçamento de�nido na Seção 3.2. Neste entrelaçamento, a seqüênia de sub-símboloswavelets é iniialmente ordenada ao longo das linhas de uma matriz om Id (profundidadedo entrelaçamento) olunas e L linhas, e posteriormente, os sub-símbolos entrelaçados sãoobtidos fazendo-se uma varredura oluna por oluna da matriz L× Id.O sistema om odi�ação wavelet modi�ado também foi implementado om duas té-nias de modulação distintas, sendo elas a modulação APK om duas amplitudes e a modu-lação PSK. As onstelações foram projetadas seguindo-se a mesma metodologia apresentadana Seção 3.2, através do algoritmo de busa exaustiva desrito na Tabela 3.2. Todos os m4Neste aso, por meio de uma odi�ação espáio-temporal, os m sub-símbolos wavelets yj

n seriam trans-mitidos ao mesmo tempo por m antenas transmissoras durante o intervalo [nTs, (n + 1)Ts).
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α̂nFigura 3.14. Sistema om odi�ação wavelet modi�ado om estimador de anal.sub-símbolos ȳj
n são modulados por uma mesma onstelação om g + 1 pontos (ver Equação(2.20)) e energia média igual a 1/m.No modelo do anal de omuniação adotado, onsidera-se que os sinais bidimensionaisque modulam os sub-símbolos ȳj

n são afetados por um desvaneimento Rayleigh não-seletivoem freqüênia, om DEP dada pela Equação (3.6), e por um ruído aditivo Gaussiano branoomplexo om média nula e variânia ℵ0/2 por dimensão, em que
ℵ0 = 10

−0,1(
Eb
ℵ0

)dB . (3.11)Admite-se ainda que o desvaneimento tem energia média unitária e amplitude onstantedurante o intervalo de sinalização.Na reepção, osm sinais reebidos em ada intervalo de sinalização nTs são onvertidos emsinais omplexos por um bano de �ltros asados. Foram avaliadas duas situações distintas dereepção. Na primeira, onsidera-se que o reeptor tem informação perfeita sobre o estado doanal (CSI). No segundo esquema de reepção, utiliza-se novamente o algoritmo LMS dadoem (3.9) para se estimar o anal de omuniação. Neste aso, entretanto, o algoritmo LMS étreinado om sinais BPSK onheidos om energia igual a 1/m.Com relação à regra de deisão empregada pelo demodulador, o uso dos ritérios MAP e demínima distânia eulidiana também foram onsiderados aqui. De posse das estimativas dos



SISTEMAS BASEADOS NA CODIFICAÇ�O COM MATRIZES WAVELETS 43sinais transmitidos, obtém-se as estimativas dos sub-símbolos wavelets entrelaçados ˆ̄yj
n. Paradesentrelaçar a seqüênia de sub-símbolos wavelets, segue-se o mesmo proedimento utilizadono sistema om odi�ação wavelet.Devido ao novo esquema de transmissão proposto, as estimativas ŷj

n devem ser somadasna reepção, uma vez que estas foram transmitidas separadamente no tempo5. O símboloresultante dessa soma, denotado por ŷn, é então deodi�ado de aordo om o proesso desritona Seção 2.3.3.3.1 Resultados NumériosEsta seção apresenta alguns resultados de desempenho do sistema om odi�ação waveletmodi�ado, ilustrado na Figura 3.14 (ver o Apêndie A para os detalhes de simulação).Esses resultados foram obtidos om matrizes wavelets reais planas om dimensões 2× 8 e
4 × 16, e esquemas de modulação 5-PSK e 5-APK, em anais om desvaneimento Rayleighnão-seletivo em freqüênia. A Figura 3.15 exibe as onstelações projetadas para esses sistemas.Os primeiros resultados de simulação apresentados a seguir têm por objetivo avaliar oimpato do efeito Doppler sobre o desempenho do sistema om odi�ação wavelet modi�ado.Para umprir om o objetivo dessas primeiras simulações, admite-se que o reeptor seja apazde estimar perfeitamente o estado de ada anal de omuniação simulado.A Figura 3.16 apresenta o desempenho do sistema PSK om odi�ação wavelet modi�-ado, simulado om as MCW's 2 × 8 e 4 × 16 em um anal om Desvaneimento Rayleighe máximo desvio Doppler normalizado em fDTs = 0, 002, para diferentes profundidades deentrelaçamento.Assim omo foi observado na Seção 3.2.2 para o sistema om odi�ação wavelet, o desem-penho do sistema om odi�ação wavelet modi�ado também sofre uma forte degradação sem5Isso resulta em um ganho adiional de diversidade (diversidade temporal), omo pode ser onstatado naSeção 3.3.1.
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(a) MCW 2 × 8 � Constelação 5-APK.
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(b) MCW 2 × 8 � Constelação 5-PSK.
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(d) MCW 4 × 16 � Constelação 5-PSK.Figura 3.15. Constelações utilizadas nas simulações do sistema om odi�ação wavelet modi�ado.



SISTEMAS BASEADOS NA CODIFICAÇ�O COM MATRIZES WAVELETS 45o entrelaçamento da seqüênia de sub-símbolos. Isto oorre porque o esquema de transmissãoom diversidade temporal proposto só susita ganhos de desempenho quando os sub-símboloswavelets são afetados por amostras de desvaneimento su�ientemente desorrelaionadas,fato que pode ser alançado através da utilização de um esquema de entrelaçamento.A partir da Figura 3.16, veri�a-se que esquemas de entrelaçamento om profundidadesde 20 símbolos, para o sistema om MCW 2 × 8, e 70 símbolos, para o sistema om MCW
4×16, permitem obter bons ganhos de desempenho, similares aos onseguidos em anais omentrelaçamento perfeito (anais om Desvio Doppler in�nito). Observe que estas profundi-dades de entrelaçamento não são su�ientes para tornar as amostras de desvaneimento doanal estatistiamente independentes, mas proporionam a desorrelação neessária para seexplorar todo o potenial dos sistemas simulados.Como menionado anteriormente, o sistema om odi�ação wavelet modi�ado tambémfoi implementado om um esquema de modulação APK. A Figura 3.17 ilustra os resultadosobtidos om a simulação dos sistemas APK om matrizes MCW 2 × 8 e 4 × 16 em um analom máximo desvio Doppler normalizado em fDTs = 0, 002, para diferentes profundidades deentrelaçamento.A partir dos resultados apresentados nas Figuras 3.16 e 3.17, veri�a-se que um esquema deentrelaçamento om profundidade dem2g símbolos é su�iente para que os sistemas simuladosobtenham pratiamente a totalidade do ganho possível em um anal om desvaneimentoRayleigh om fDTs = 0, 002. Ou seja, o aumento da profundidade de entrelaçamento alémdesse valor não proporiona ganho signi�ativo de desempenho para esses sistemas6. Observeque a profundidade de entrelaçamento neste aso é m vezes maior que a onstatada paraos sistemas om transmissão de símbolos wavelets, o que pode ser justi�ado pela existêniade m sub-símbolos extremamente orrelatados em ada intervalo [nTs, (n + 1)Ts). Tambémpode-se veri�ar que o ganho de 2,5 dB, obtido pelo sistema APK om odi�ação waveletsobre o sistema PSK om odi�ação wavelet, se mantém, respetivamente, nas simulações6Assim omo menionado anteriormente (Seção 3.2.2), também aqui a profundidade de entrelaçamentopode ser in�ueniada pelo tempo de oerênia do anal de omuniação.
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(a) Curvas para Matriz de Coe�ientes Wavelets om Dimensão 2 × 8.
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(b) Curvas para Matriz de Coe�ientes Wavelets om Dimensão 4 × 16.Figura 3.16. Desempenho do sistema PSK om odi�ação wavelet modi�ado, simulado om asMCW's 2 × 8 e 4 × 16 sobre um anal om fDTs = 0, 002, para diferentes profundidades de entre-laçamento.
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(b) Curvas para Matriz de Coe�ientes Wavelets om Dimensão 4 × 16.Figura 3.17. Desempenho do sistema APK om odi�ação wavelet modi�ado, simulado omas MCW's 2 × 8 e 4 × 16 sobre um anal om fDTs = 0, 002, para diferentes profundidades deentrelaçamento.



SISTEMAS BASEADOS NA CODIFICAÇ�O COM MATRIZES WAVELETS 48do sistema om odi�ação wavelet modi�ado.Todos os resultados de desempenho que serão apresentados a seguir foram obtidos a partirde simulações do sistema om odi�ação wavelet modi�ado em anais om desvaneimentoperfeitamente entrelaçados.Iniialmente, a Figura 3.18 exibe as urvas de desempenho do sistema PSK om odi�açãowavelet modi�ado, simulado om as MCW's 2 × 8 e 4 × 16 sobre um anal perfeitamenteestimado no reeptor. Para auxiliar na avaliação de desempenho desse sistema, utiliza-se aquiomo uma referênia, o sistema PSK om odi�ação wavelet om MCW 2 × 8. A partirdesta �gura, pode-se veri�ar que o sistema baseado na transmissão de sub-símbolos waveletsodi�ados pela MCW 2× 8 apresenta um ganho de desempenho aproximadamente igual a 2dB em relação ao sistema baseado na transmissão de símbolos wavelets odi�ados por estamesma MCW, para uma probabilidade de erro de bit em torno de 10−4. Considerando-se estamesma faixa de valores para a probabilidade de erro de bit, observa-se que o sistema baseadona transmissão de sub-símbolos odi�ados pela MCW 4 × 16 apresenta um ganho de Eb/ℵ0aproximadamente igual a 5 dB em relação ao sistema de referênia.Os ganhos de desempenho obtidos pelo sistema om odi�ação wavelet modi�ado oor-rem basiamente em função de dois fatores prinipais, sendo eles:
• O ganho de diversidade, onseguido om a transmissão dos sub-símbolos wavelets sobreanais desorrelaionados. Note que o esquema de transmissão empregado aqui, levaa uma diminuição da e�iênia espetral do sistema. Entretanto, esquemas de trans-missão baseados na utilização de múltiplas antenas transmissoras serão investigados emtrabalhos subseqüentes, de forma a preservar essa e�iênia espetral.
• A diminuição do número de pontos da onstelação utilizada na modulação por um fatorde aproximadamente m (em que m é o número de linhas da matriz MCW utilizada), deaordo om as Equações (2.18) e (2.20), o que leva a um aumento na distânia eulidianamédia entre os pontos da onstelação e, onseqüentemente, a uma diminuição do número
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Figura 3.18. Desempenho do sistema PSK om odi�ação wavelet modi�ado na ausênia de errosde estimação de anal.de erros de demodulação7.Os resultados apresentados até o momento foram obtidos para sistemas de omuniaçãoom informação perfeita sobre o estado do anal. De agora em diante, o desempenho dosistema om odi�ação wavelet modi�ado será avaliado na presença dos erros de estimaçãodo anal.Foram simulados sistemas om MCW 2 × 8 e 4 × 16, e esquemas de modulação 5-PSKe 5-APK, em um anal om desvaneimento Rayleigh plano om máximo desvio Dopplernormalizado em fDTs = 0, 002. Foi adotado um entrelaçamento om profundidade de 100símbolos.Os sub-símbolos de informação foram transmitidos em bloos om omprimento igual a200, om 50 símbolos de treinamento interalados entre esses sub-símbolos de informação,7A prinípio, o aumento dessa distânia eulidiana poderia ser omprometido pela diminuição do raiodas novas onstelações, alulado em função da energia média de ada onstelação. Entretanto, resultadosde simulação em anais AWGN on�rmam que os esquemas de modulação empregados pelos sistemas detransmissão de sub-símbolos wavelets apresentam propriedades melhores de distânia eulidiana.



SISTEMAS BASEADOS NA CODIFICAÇ�O COM MATRIZES WAVELETS 50de forma que a vazão da informação foi de 80%. Com o objetivo de aumentar a preisãoestatístia dos resultados obtidos, a simulação de ada bloo foi realizada om uma amostraindependente do anal variante no tempo.O esquema de treinamento utilizado em ada sistema foi investigado de forma empíria,através de simulações, visando maximizar o desempenho dos sistemas. Para o sistema PSKom MCW 2 × 8, ada par de símbolos de treinamento é seguido por oito sub-símbolos deinformação, enquanto que para os demais sistemas, o algoritmo LMS foi treinado sempre oma transmissão de três símbolos de treinamento antes de doze sub-símbolos de informação.Mais uma vez, o valor do passo µ do LMS foi otimizado numeriamente para ada sistemae valor de espalhamento Doppler fDTs. Como a esolha do passo µ também depende daSNR (Eb/ℵ0), uma relação de ompromisso foi estabeleida sobre a região de valores Eb/ℵ0investigados.
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(b) Curva de aprendizagem para o sistemaAPK om µ = 1, 06.Figura 3.19. Curvas de aprendizagem do algoritmo LMS para os sistemas om modulações 5-PSKe 5-APK simulados om a MCW 2 × 8 sobre um anal om desvaneimento om fDTs = 0, 002.As Figuras 3.19 e 3.20 ilustram as urvas de aprendizagem do LMS para os sistemasPSK e APK simulados, respetivamente, om as MCW's 2 × 8 e 4 × 16 em um anal om
fDTs = 0, 002. O valor do passo µ do algoritmo LMS utilizado em ada sistema enontra-seno rótulo de ada uma dessas �guras.
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(a) Curva de aprendizagem para o sistemaPSK om µ = 1, 35. 1e-03
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(b) Curva de aprendizagem para o sistemaAPK om µ = 1, 46.Figura 3.20. Curvas de aprendizagem do algoritmo LMS para os sistemas om modulações 5-PSKe 5-APK simulados om a MCW 4 × 16 sobre um anal om desvaneimento om fDTs = 0, 002.Essas urvas foram obtidas para uma SNR igual a 30 dB, e apresentam a evolução doerro médio quadrátio (EMQ) durante os primeiros intervalos de sinalização. Assim omo foiobservado para o sistema om odi�ação wavelet, também aqui pode ser veri�ado que ossistemas baseados na transmissão de sub-símbolos que utilizam a modulação APK apresentamum patamar de erro médio quadrátio mais elevado que os sistemas om modulação PSK,devido a uma distribuição desigual da energia média da onstelação entre os seus sinais.As Figuras 3.21(a) e 3.21(b) ilustram o desempenho do sistema om odi�ação waveletmodi�ado, simulado na presença de erros de estimação de anal om as MCW's reais planasom dimensões 2× 8 e 4× 16 em um anal om máximo desvio Doppler fDTs = 0, 002. EssasFiguras também mostram, omo referênia, urvas de desempenho obtidas na ausênia deerros de estimação de anal (CSI).Pode ser observado na Figura 3.21(a), que o sistema APK apresenta um desempenho su-perior ao sistema PSK para SNR's inferiores a aproximadamente 25 dB, entretanto o patamarde erro irredutível do sistema PSK é inferior ao do sistema APK. Este fato pode ser expliadopelo menor EMQ na estimação do anal do sistema PSK om MCW 2× 8. Por �m, pode serveri�ado que o desempenho do sistema om odi�ação wavelet aumenta om a utilização deMCW's de maiores dimensões. Em partiular, observa-se que o patamar de erro irredutível
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SISTEMAS BASEADOS NA CODIFICAÇ�O COM MATRIZES WAVELETS 53do sistema PSK passou de 8 · 10−5 para 6 · 10−6 quando se utilizou a MCW 4× 16, em substi-tuição da MCW 2× 8 nas simulações. Este omportamento oorreu om maior evidênia nossistemas om modulação APK, no qual p�de ser onstatado uma redução no patamar de errode 4 · 10−4 para 2 · 10−6, quando a MCW 4 × 16 foi utilizada em substituição à MCW 2 × 8.3.4 CONCLUS�ONeste apítulo foram apresentados sistemas de transmissão baseados na odi�ação deanal om matrizes wavelets. Os desempenhos desses sistemas, obtidos em termos da pro-babilidade de erro de bit, foram avaliados em anais om ruído aditivo Gaussiano brano eem anais om desvaneimento Rayleigh não-seletivo em freqüênia, através de simulaçõesomputaionais.Iniialmente se onstatou que em anais AWGN, a odi�ação wavelet om modulaçãoASK e taxa igual a 1 bit/símbolo apresenta o mesmo desempenho que sistemas om modula-ção antipodal (ASK binária, BPSK), independente da dimensão das matrizes de oe�ienteswavelets utilizadas na odi�ação8.Entretanto, p�de-se observar que em anais araterizados pelo desvaneimento Rayleighplano, os sistemas de transmissão baseados na odi�ação ommatrizes wavelets apresentarambons desempenhos. Em partiular, foi mostrado através de simulação omputaional queo sistema baseado na transmissão de símbolos wavelets supera o desempenho do sistemaSTBC-BPSK proposto por Tarokh et al. (1999), o qual apresenta uma omplexidade deimplementação similar e produz a mesma e�iênia espetral do sistema wavelet.
8Neste mesmo ambiente de omuniação, também foram realizadas algumas simulações om sistemas APKe PSK baseados na transmissão de símbolos e sub-símbolos wavelets, om regra de demodulação MAP. Emtodas elas, o sistema não-odi�ado apresentou vantagens de desempenho.



CAPÍTULO 4
ANÁLISE DE DESEMPENHO DE SISTEMASBASEADOS EM MCW'S

Em trabalhos anteriores, o desempenho dos sistemas baseados na odi�ação om matrizeswavelets em anais om desvaneimento vinha sendo avaliado apenas por simulações om-putaionais (TZANNES; TZANNES, 1992; SILVEIRA et al., 2003, 2004a). Devido aos bons re-sultados de simulação onseguidos por esses sistemas em ambientes de omuniações sem �o,foi onsiderado pertinente apresentar neste trabalho um modelo analítio para formalizar odesempenho desses sistemas.Sendo assim, as ferramentas analítias neessárias para investigar o desempenho de sis-temas de omuniações odi�ados por matrizes de oe�ientes wavelets serão deduzidas nesteapítulo, e validadas através de omparações om simulações omputaionais. Vale salientarque ambos os sistemas wavelets avaliados no apítulo anterior, sendo eles: o sistema omodi�ação wavelet e o sistema om odi�ação wavelet modi�ado, serão analisados aquiem anais sujeitos apenas ao ruído AWGN e em anais om ruído AWGN e desvaneimentoRayleigh não-seletivo em freqüênia.O restante deste apítulo está organizado omo segue. Na Seção 4.1 apresenta-se a análiseda probabilidade de erro de bit para o sistema ASK om odi�ação wavelet, derivada em(TZANNES; TZANNES, 1992) para anais om ruído AWGN. A Seção 4.2 apresenta a análisederivada aqui para o desempenho do sistema om odi�ação wavelet, e esquemas de mo-dulação PSK e APK, em anais om ruído AWGN e desvaneimento Rayleigh não-seletivoem freqüênia. Na Seção 4.3 são apresentadas as ferramentas matemátias neessárias paraanalisar o desempenho do sistema om odi�ação wavelet modi�ado, om esquemas de mo-dulação PSK e APK, em anais om ruído AWGN e desvaneimento Rayleigh não-seletivo54



ANÁLISE DE DESEMPENHO DE SISTEMAS BASEADOS EM MCW'S 55em freqüênia. Resultados de simulação também são apresentados nas Seções 4.2 e 4.3, omo objetivo de validar as expressões analítias desenvolvidas. Por �m, a Seção 4.4 apresentaas onsiderações �nais do apítulo.4.1 SISTEMA COM CODIFICAÇ�O WAVELET EM CANAIS AWGNNesta seção, será apresentada uma expressão analítia para a probabilidade de erro de bitdo sistema om odi�ação wavelet em anais AWGN, apresentado na Seção 3.1.Como foi visto na Seção 2.4, os símbolos wavelets gerados por uma MCW real plana omdimensão m ×mg pertenem a um onjunto om mg + 1 valores, de aordo om a Equação(2.18), e têm variânia mg. Portanto, quando a modulação ASK é utilizada, os símbolosodi�ados yn são mapeados em mg+1 formas de onda om amplitudes iguais a yn, e energiamédia mg · Ts.Considere uma transmissão de símbolos wavelets sobre um anal AWGN. Nesse ontexto,os símbolos orrompidos pelo ruído podem ser expressos por
ωn = yn + nn (4.1)em que yn representa o símbolo wavelet transmitido e nn, uma variável aleatória Gaussianaom média nula e variânia ℵ0/2, que representa a omponente do ruído. Desta forma, ossímbolos na saída do deodi�ador wavelet (orrelator) são representados por
zi = Si +Ri (4.2)em que Si e Ri orrespondem, respetivamente, à soma dasmg omponentes do sinal (Equação(2.16)) e à soma das mg omponentes do ruído na saída do deodi�ador.Como {nn} é um ruído Gaussiano brano om média nula e variânia ℵ0/2, a omponente

Ri também tem média nula e variânia dada por
E[R2

i ] = mg
ℵ0

2
(4.3)



ANÁLISE DE DESEMPENHO DE SISTEMAS BASEADOS EM MCW'S 56Desta forma, a probabilidade de erro de bit é dada por
Pe =

1

2
Pr(Si +Ri > 0 | xi−(mg−1) = −1) +

+
1

2
Pr(Si +Ri < 0 | xi−(mg−1) = +1)

=
1

2
Pr(Ri > mg | xi−(mg−1) = −1) +

+
1

2
Pr(Ri > mg | xi−(mg−1) = +1) (4.4)Uma vez que o termo do ruído Ri é independente de xi−(mg−1), a probabilidade de erro de bit

Pe pode ser expressa por
Pe = Pr(Ri > mg)

= Q

(√
2mg

ℵ0

) (4.5)Como a energia média da onstelação ASK é mg, tem-se
Pe = Q

(√
2Eb

ℵ0

) (4.6)em que Eb representa a energia média transmitida sobre o anal por bit de informação.Sendo assim, em anais AWGN um sistema om odi�ação wavelet om máxima so-breposição das linhas da MCW e modulação ASK atinge o mesmo desempenho de sistemasom modulação antipodal sem odi�ação, independentemente do omprimento das linhas daMCW utilizada na odi�ação. Esses resultados já tinham sido anuniados na Seção 3.1.O mesmo não oorre em anais sujeitos ao desvaneimento Rayleigh, omo poderá serobservado nas Seções que seguem.4.2 SISTEMA COM CODIFICAÇ�O WAVELET EM CANAIS COM DESVANECI-MENTO RAYLEIGHEsta seção aborda a análise da probabilidade de erro de bit do sistema om odi�açãowavelet apresentado na Seção 3.2.



ANÁLISE DE DESEMPENHO DE SISTEMAS BASEADOS EM MCW'S 57A Figura 4.1 ilustra o sistema analisado. Neste sistema, ada símbolo wavelet yn geradopelo odi�ador no n-ésimo intervalo de odi�ação pode assumir um dosmg+1 valores dadospor:
yn ∈ {−mg, −mg + 2, . . . , −mg + 2k, . . . , −2, 0, 2, . . . , mg − 2, mg} (4.7)Considera-se que a seqüênia de símbolos wavelets é perfeitamente entrelaçada por umentrelaçador de bloo. A ada intervalo de sinalização [nTs, (n + 1)Ts), um símbolo waveletentrelaçado é modulado e transmitido pela antena.
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PSfrag replaements
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˜̄ynỹn rnFigura 4.1. Sistema om odi�ação wavelet.Na reepção, o sinal reebido é onvertido à sua representação vetorial através de umabase apropriada, utilizando-se por exemplo um bano de orrelatores e amostradores. Destaforma, o vetor reebido rn é dado por
rn = αnsn + nn (4.8)em que sn é o símbolo da onstelação bidimensional que mapeia o símbolo wavelet yn. Avariação de amplitude αn oasionada pelo desvaneimento do anal é onsiderada onstantedurante o intervalo de sinalização [nTs, (n+ 1)Ts), e perfeitamente estimada no reeptor. Asomponentes do ruído omplexo nn são variáveis aleatórias Gaussianas estatistiamente inde-pendentes e identiamente distribuídas (i.i.d), om média nula e variânia ℵ0/2. Uma regrade deisão é apliada na demodulação para se obter as estimativas dos sinais transmitidos.Após a demodulação e desentrelaçamento, as estimativas dos sinais reebidos são inversa-



ANÁLISE DE DESEMPENHO DE SISTEMAS BASEADOS EM MCW'S 58mente mapeadas nos símbolos ỹn. A estimativa ỹn é dada por
ỹn = yn + en (4.9)em que en é uma variável aleatória disreta, denominada ruído de demodulação.Dessa forma, onsiderando a Equação (2.16), a saída de um orrelator asado à linha ajda MCW no tempo i = m(g + p) − 1 pode ser expressa por

zj
i =

mg−1∑

k=0

aj
(mg−1)−kỹi−k

= ηj
i + νj

i (4.10)em que ηj
i e νj

i são dados por
ηj

i =

mg−1∑

k=0

aj
(mg−1)−kyi−k (4.11)

νj
i =

mg−1∑

k=0

aj
(mg−1)−kei−k, (4.12)sendo νj

i denominado aqui ruído wavelet. Note que νj
i ∈ Z.Na presença de erros de demodulação, a v.a. zj

i pode ser usada para estimar o bit
xj+i−(mg−1) omparando-a om um limiar de deisão1. Espei�amente, o bit deodi�adona presença de erros é xj+i−(mg−1) = −1 se zj

i < 0, ou xj+i−(mg−1) = +1 se zj
i > 0. Se zj

i = 0,
xj+i−(mg−1) é esolhido aleatoriamente. Portanto, a probabilidade de erro de bit do sistemaom odi�ação wavelet pode ser expressa por

Pe = P zj

e

= Pr(ηj
i + νj

i > 0 | xj+i−(mg−1) = −1) · Pr(xj+i−(mg−1) = −1) +

+ 0.5 Pr(ηj
i + νj

i = 0 | xj+i−(mg−1) = −1) · Pr(xj+i−(mg−1) = −1) +

+ Pr(ηj
i + νj

i < 0 | xj+i−(mg−1) = +1) · Pr(xj+i−(mg−1) = +1) +

+ 0.5 Pr(ηj
i + νj

i = 0 | xj+i−(mg−1) = +1) · Pr(xj+i−(mg−1) = +1). (4.13)1Note que E

(
z

j
i

)
= E

(
η

j
i

)
+ E

(
ν

j
i

)
= mg · sgn

(
xj+i−(mg−1)

), de forma que o estimador é não enviesado.
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e representa a probabilidade de erro de bit assoiada ao orrelator zj. A primeiraigualdade segue do fato de que todos os m orrelatores zj deodi�am a informação om amesma probabilidade de erro. Sem perda de generalidade, a análise da probabilidade de errode bit do sistema om odi�ação wavelet será desenvolvida tomando-se omo referênia oorrelator wavelet z0. Além disso, om o objetivo de simpli�ar a notação, de�ne-se zi :=

z0
i , ηi := η0

i e νi := ν0
i , a partir deste ponto.A partir das Equações (2.16) e (2.17), segue que ηi = mgxi−(mg−1). Considerando queos bits de informação são eqüiprováveis, o entrelaçamento é ideal e os símbolos waveletssão modulados por uma onstelação de sinais simétria, pode ser veri�ado que Pr(νi >

mg |xi−(mg−1) = −1) = Pr(νi < −mg |xi−(mg−1) = +1) e Pr(νi = mg |xi−(mg−1) = −1) =

Pr(νi = −mg |xi−(mg−1) = +1). Logo,
Pe = Pr(νi > mg | xi−(mg−1) = −1)) + 0.5 Pr(νi = mg | xi−(mg−1) = −1) (4.14)A distribuição de probabilidade ondiional do ruído wavelet νi, é derivada a partir daorrespondente distribuição do ruído de demodulação en disutida na seqüênia, a qual éin�ueniada pelas propriedades estatístias dos símbolos wavelets, dos erros de demodulaçãoe do anal.4.2.1 Distribuição de Probabilidades do Ruído de DemodulaçãoA �m de tornar mais lara a análise que se segue, suponha que o esquema de odi�açãowavelet em questão utilize uma matriz MCW real e plana om dimensão 2 × 8. Neste aso,os símbolos gerados a ada intervalo de odi�ação podem assumir os valores do onjunto

{−8,−6,−4,−2, 0, 2, 4, 6, 8}, omo de�nido por (4.7). A partir da Equação (4.9) e levando-seem onsideração todos os possíveis erros de demodulação, pode-se onstruir a Tabela 4.1.Nesse exemplo, a ausênia de ruído de demodulação é denotada por en = 0.Uma observação uidadosa da Tabela 4.1 revela a existênia de alguma dependênia es-tatístia entre valores suessivos do ruído de demodulação en, devido à memória da seqüênia



ANÁLISE DE DESEMPENHO DE SISTEMAS BASEADOS EM MCW'S 60Tabela 4.1. Ruído de demodulação dos símbolos waveletsRuído en (yn, ỹn)2 (0, 2), (2, 4), (4, 6), (6, 8), (−2, 0), (−4,−2), (−6,−4), (−8,−6)-2 (0,−2), (2, 0), (4, 2), (6, 4), (8, 6), (−6,−8), (−4,−6), (−2,−4)4 (0, 4), (2, 6), (4, 8), (−8,−4), (−6,−2), (−4, 0), (−2, 2)-4 (0,−4), (2,−2), (4, 0), (6, 2), (8, 4), (−4,−8), (−2,−6)6 (0, 6), (2, 8), (−8,−2), (−6, 0), (−4, 2), (−2, 4)-6 (0,−6), (2,−4), (4,−2), (6, 0), (8, 2), (−2,−8)8 (0, 8), (−8, 0), (−6, 2), (−4, 4), (−2, 6)-8 (0,−8), (8, 0), (2,−6), (4,−4), (6,−2)10 (−8, 2), (−6, 4), (−4, 6), (−2, 8)-10 (2,−8), (4,−6), (6,−4), (8,−2)12 (−8, 4), (−6, 6), (−4, 8)-12 (4,−8), (6,−6), (8,−4)14 (−8, 6), (−6, 8)-14 (6,−8), (8,−6)16 (−8, 8)-16 (8,−8)dos símbolos wavelets {yn}.A �m de se investigar a intensidade de tal dependênia, avaliações empírias de informaçãomútua I(en ; en+1) foram realizadas para o sistema om odi�ação wavelet om MCW 2× 8e esquemas de demodulação baseados na regra MAP e na demodulação por mínima distân-ia eulidiana. Alguns resultados são apresentados na Tabela 4.2. Eles sugerem que estadependênia não é forte e que é mais intensa para o aso da demodulação MAP. Resultadosnumérios similares foram obtidos em outros experimentos. A partir desses resultados, osvalores suessivos de en são assumidos independentes na seqüênia2.Tabela 4.2. Medidas empírias de informação mútua.SNR Métria Métria(dB) Eulidiana MAP0 2.9725e-04 5.5947e-035 1.2809e-04 2.2842e-0310 8.4149e-05 6.8778e-0415 4.7998e-05 1.5314e-0420 8.8816e-06 2.4589e-05Generalizando os resultados apresentados na Tabela 4.1 para um sistema om odi�açãowavelet baseado na MCW m × mg, a probabilidade ondiional do ruído de demodulação2Esta suposição também é validada pela boa onordânia observada entre os resultados analítios e desimulação que serão apresentados na Seção 4.2.4.
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en = e pode ser expressa por

Pr(en = e | xi−(mg−1)) =
∑

E(e)

Pr(ỹn | yn) · Pr(yn | xi−(mg−1)), (4.15)em que e ∈ {−2mg, . . . , −2k, . . . , 0, . . . , 2k, . . . , 2mg} e E(e) = {(yn, ỹn) : ỹn − yn = e}.Para prosseguir om o álulo de Pr(en |xi−(mg−1)) é neessário analisar individualmenteas probabilidades ondiionais Pr(ỹn | yn) e Pr(yn | xi−(mg−1)). A seguir, será abordadainiialmente a distribuição de probabilidade dos símbolos wavelets ondiionada ao bit deinformação xi−(mg−1).4.2.1.1 Distribuição de probabilidade dos símbolos wavelets A distribuição de pro-babilidades dos símbolos wavelets yn depende da matriz wavelet utilizada na odi�ação. A�m de tornar mais lara a análise desta distribuição, onsidere novamente uma odi�açãowavelet om MCW 2 × 8.A partir do algoritmo de odi�ação wavelet, detalhado na Seção 2.2, pode-se onstruir aTabela 4.3, que mostra os símbolos wavelets gerados nos primeiros 16 intervalos de odi�a-ção3.A partir das Equações (2.16) e (2.17), pode-se observar que no tempo i = m(g + p) − 1,
p ∈ N, o orrelator zi deodi�a o bit de informação xi−(mg−1) a partir do vetor de símboloswavelets (yi−(mg−1), yi−(mg−2), . . . , yi), aqui denotado por yxi−(mg−1)

. Tomando o vetor yx8omo exemplo, e onsiderando onheido o bit x8, pode-se enontrar a distribuição ondiionalde suas omponentes, omo mostrado a seguir.Substituindo os valores dos oe�ientes da matriz MCW 2 × 8, de�nida em (4.16), e on-siderando que x8 = −1, obtém-se as expressões dos símbolos wavelets do vetor yx8 , mostradasna Tabela 4.4.
(

1 1 1 −1 1 1 −1 1
1 1 1 −1 −1 −1 1 −1

)
. (4.16)3Pode ser observada na Tabela 4.3 a existênia de um período transitório, referente aos primeiros mg −mintervalos de odi�ação, que não será objeto da presente análise.



ANÁLISE DE DESEMPENHO DE SISTEMAS BASEADOS EM MCW'S 62Tabela 4.3. Símbolos waveletsIntervalo n Símbolo Wavelet yn0 a0
0x0 + a1

0x11 a0
1x0 + a1

1x12 a0
2x0 + a1

2x1 + a0
0x2 + a1

0x33 a0
3x0 + a1

3x1 + a0
1x2 + a1

1x34 a0
4x0 + a1

4x1 + a0
2x2 + a1

2x3 + a0
0x4 + a1

0x55 a0
5x0 + a1

5x1 + a0
3x2 + a1

3x3 + a0
1x4 + a1

1x5- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -6 a0
6x0 + a1

6x1 + a0
4x2 + a1

4x3 + a0
2x4 + a1

2x5 + a0
0x6 + a1

0x77 a0
7x0 + a1

7x1 + a0
5x2 + a1

5x3 + a0
3x4 + a1

3x5 + a0
1x6 + a1

1x78 a0
6x2 + a1

6x3 + a0
4x4 + a1

4x5 + a0
2x6 + a1

2x7 + a0
0x8 + a1

0x99 a0
7x2 + a1

7x3 + a0
5x4 + a1

5x5 + a0
3x6 + a1

3x7 + a0
1x8 + a1

1x910 a0
6x4 + a1

6x5 + a0
4x6 + a1

4x7 + a0
2x8 + a1

2x9 + a0
0x10 + a1

0x1111 a0
7x4 + a1

7x5 + a0
5x6 + a1

5x7 + a0
3x8 + a1

3x9 + a0
1x10 + a1

1x1112 a0
6x6 + a1

6x7 + a0
4x8 + a1

4x9 + a0
2x10 + a1

2x11 + a0
0x12 + a1

0x1313 a0
7x6 + a1

7x7 + a0
5x8 + a1

5x9 + a0
3x10 + a1

3x11 + a0
1x12 + a1

1x1314 a0
6x8 + a1

6x9 + a0
4x10 + a1

4x11 + a0
2x12 + a1

2x13 + a0
0x14 + a1

0x1515 a0
7x8 + a1

7x9 + a0
5x10 + a1

5x11 + a0
3x12 + a1

3x13 + a0
1x14 + a1

1x15

Tabela 4.4. Vetor de símbolos wavelets yx8Intervalo n yn | (x8 = −1)8 −x2 + x3 + x4 − x5 + x6 + x7 + x9 − 19 x2 − x3 + x4 − x5 − x6 − x7 + x9 − 110 −x4 + x5 + x6 − x7 + x9 + x10 + x11 − 111 x4 − x5 + x6 − x7 − x9 + x10 + x11 + 112 −x6 + x7 − x9 + x10 + x11 + x12 + x13 − 113 x6 − x7 − x9 − x10 − x11 + x12 + x13 − 114 x9 + x10 − x11 + x12 + x13 + x14 + x15 + 115 −x9 + x10 − x11 − x12 − x13 + x14 + x15 − 1

Com base na Tabela 4.4, o símbolo wavelet yn ondiionado ao bit xi−(mg−1) = −1 podeser expresso por
yn =

mg−1∑

k=1

bkxk + lem que {xk} representa a seqüênia de mg − 1 bits de informação desonheidos que sãoodi�ados por yn; bk é o oe�iente wavelet que pondera o bit de informação xk, sendoigual a ±1 para uma MCW real e plana; e l = l(as
k) = −as

k. Deve ser observado na mesmaTabela que apenas para o quarto e sétimo elementos do vetor yx8 tem-se l(as
k) = +1, uma



ANÁLISE DE DESEMPENHO DE SISTEMAS BASEADOS EM MCW'S 63vez que somente nestes dois intervalos de sinalização o bit xi−(mg−1) = −1 �a multipliadopelos oe�ientes negativos a0
3 e a0

6 da matriz wavelet, omo pode ser observado a partir daTabela 4.3.Calulando a função geradora de momentos da variável aleatória yn, tem-se (PAPOULIS,1991; VINIOTIS, 1997):
Gyn | xi−(mg−1)=−1(z) = E

[
z
Pmg−1

k=1 bkxk+l
]

= zl

mg−1∏

k=1

E
[
zbkxk

]

= 0.5mg−1zl
(
z + z−1

)mg−1

=

mg−1∑

k=0

(
mg − 1
k

)
z2k−mg+l+10.5mg−1 (4.17)em que na segunda igualdade utilizou-se o fato de que as v.a.'s xk ∈ {+1,−1} são esta-tistiamente independentes. Na tereira igualdade utilizou-se o fato de que as v.a.'s xk sãoeqüiprováveis e identiamente distribuídas.Da Equação (4.17), tem-se portanto:

Pr(yn = 2k −mg + l + 1 | xi−(mg−1) = −1) =

(
mg − 1
k

)
0.5mg−1, 0 ≤ k ≤ mg − 1,

l ∈ {±1} (4.18)Dessa forma, a distribuição ondiional de yn dado xi−(mg−1) = −1 varia ao longo datransmissão om n, podendo assumir 2 formas distintas (uma para l = −1 e a outra para
l = +1). Para o exemplo apresentado (mg = 8), tem-se:

l = −1 l = +1
Pr(yn = −8 | xi−(mg−1) = −1) = 0.57 Pr(yn = −8 | xi−(mg−1) = −1) = 0.0
Pr(yn = −6 | xi−(mg−1) = −1) = 7 · 0.57 Pr(yn = −6 | xi−(mg−1) = −1) = 0.57

Pr(yn = −4 | xi−(mg−1) = −1) = 21 · 0.57 Pr(yn = −4 | xi−(mg−1) = −1) = 7 · 0.57

Pr(yn = −2 | xi−(mg−1) = −1) = 35 · 0.57 Pr(yn = −2 | xi−(mg−1) = −1) = 21 · 0.57

Pr(yn = 0 | xi−(mg−1) = −1) = 35 · 0.57 Pr(yn = 0 | xi−(mg−1) = −1) = 35 · 0.57

Pr(yn = 2 | xi−(mg−1) = −1) = 21 · 0.57 Pr(yn = 2 | xi−(mg−1) = −1) = 35 · 0.57

Pr(yn = 4 | xi−(mg−1) = −1) = 7 · 0.57 Pr(yn = 4 | xi−(mg−1) = −1) = 21 · 0.57

Pr(yn = 6 | xi−(mg−1) = −1) = 0.57 Pr(yn = 6 | xi−(mg−1) = −1) = 7 · 0.57

Pr(yn = 8 | xi−(mg−1) = −1) = 0.0 Pr(yn = 8 | xi−(mg−1) = −1) = 0.57
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Pr

l=−1
(en = e | xi−(mg−1) = −1) = Pr

l=+1
(en = −e | xi−(mg−1) = −1). (4.19)em que o subsrito é usado para expliitar a in�uênia de l(as

k) sobre a distribuição de pro-babilidades Pr(en | xi−(mg−1)).4.2.1.2 Distribuição de probabilidade dos erros de demodulação A distribuiçãode probabilidade dos erros de demodulação depende do esquema de modulação e do modelodo anal de omuniação adotado.Em geral, as probabilidades ondiionais Pr(ỹn | yn) podem ser obtidas por abordagenssemi-analítias4. Dependendo da geometria das regiões de demodulação, essas probabilidadespodem ser avaliadas a partir de ténias analítias usuais e integração numéria (PROAKIS,1989).De aordo om a Seção 3.2, o sistema om odi�ação wavelet foi implementado om duasténias de modulação distintas. Na primeira implementação utilizou-se uma modulação emamplitude e fase (APK), e na segunda utilizou-se a modulação em fase (PSK). As Figuras 3.6e 3.5 exibem as onstelações APK e PSK propostas para o sistema om odi�ação waveletbaseado nas MCW's 2 × 8 e 2 × 128, respetivamente.Nos sistemas om modulação APK, as distribuições de probabilidades dos erros de demo-dulação podem ser obtidas a partir da simulação dos respetivos anais disretos, devido àgeometria omplexa das regiões de demodulação dessas onstelações. Já nos sistemas PSKom demodulação baseada na regra de mínima distânia eulidiana, a distribuição de pro-babilidades ondiionais Pr(ỹn | yn), em anais om desvaneimento Rayleigh plano, pode seravaliada por meio da expressão analítia: (ver Apêndie B)4Neste trabalho, as probabilidades ondiionais Pr(ỹn | yn) foram obtidas por meio da simulação do analdisreto (bloo onstituído pelo modulador, anal e demodulador) de ada sistema om odi�ação waveletanalisado.
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Pr(ỹn | yn) =

2

πℵ0

∫ ∞

0

∫

Θỹn

∫ ∞

0
αV · exp

[
−V 2 − 2αV

√
Eb cos(Θs − Θr) + α2(Eb + ℵ0)

ℵ0

]
· dV dΘrdα(4.20)em que α é a variação na amplitude do sinal, provoada pelo desvaneimento do anal; snfe snq

são as omponentes em fase e quadratura do sinal que mapeia o símbolo yn; rnf
e rnqsão as omponentes do sinal reebido rn; Θỹn

é a região angular de deisão pelo símbolo ỹn;
Θs = tan−1(snq

/snf
); Θr = tan−1(rnq

/rnf
) e V =

√
r2
nf

+ r2
nq
. Neste modelo, onsidera-seainda que o anal não produz alteração de potênia e que a energia média de bit é igual a 1,ou seja, Eb = E[α2] = 1.Todo o desenvolvimento analítio apresentado neste trabalho pode ser failmente adaptadoa qualquer esquema de modulação que venha a ser utilizado pelo sistema om odi�açãowavelet.4.2.2 Distribuição de Probabilidades do Ruído WaveletUma vez de�nida a distribuição de probabilidade do ruído de demodulação en, prosseguire-mos om a análise da probabilidade de erro de bit da odi�ação wavelet avaliando-se agoraa distribuição de probabilidade do ruído wavelet νi.Considere iniialmente a função geradora de momentos do ruído wavelet νi, ondiionadaao bit de informação xi−(mg−1) = −1, expressa por

G(νi | xi−(mg−1)=−1)(z) = E
[
zνi | xi−(mg−1) = −1

]

= E

[
z
Pmg−1

k=0 a0
(mg−1)−k

ei−k | xi−(mg−1) = −1
]

= E

[
mg−1∏

k=0

za0
(mg−1)−k

ei−k | xi−(mg−1) = −1

] (4.21)Assumindo que as variáveis aleatórias {en} são mutuamente independentes5, segue que
G(νi | xi−(mg−1)=−1)(z) =

mg−1∏

k=0

E

[
za0

(mg−1)−k
ei−k | xi−(mg−1) = −1

] (4.22)5Considere os argumentos apresentados na Seção 4.2.1.



ANÁLISE DE DESEMPENHO DE SISTEMAS BASEADOS EM MCW'S 66De aordo om as Equações (4.15) e (4.18), a distribuição de probabilidade ondiionalda variável aleatória en pode assumir duas formas distintas. Uma destas formas orrespondea instantes em que a ontribuição do bit xi−(mg−1) se dá através de um oe�iente wavelet as
kpositivo, e a outra forma orresponde a instantes em que a ontribuição do bit xi−(mg−1) sedá através de um oe�iente wavelet as

k negativo. Portanto, segue que
G(νi | xi−(mg−1)=−1)(z) =

mg−1∏

k=0

E

[
za0

(mg−1)−k
ei−k | xi−(mg−1) = −1

]

=
∏

k: a0
(mg−1)−k

=+1

E
[
zei−k | xi−(mg−1)

]
·

∏

k: a0
(mg−1)−k

=−1

E
[
z−ei−k | xi−(mg−1)

](4.23)A partir de (4.19), E
[
zei−k |xi−(mg−1) = −1

]
ak=+1

= E
[
z−ei−k |xi−(mg−1) = −1

]
ak=−1

, logo
G(νi|xi−(mg−1)=−1)(z) =

(
E
[
ze | xi−(mg−1) = −1

])mg (4.24)Considerando (4.14), expandindo o polin�mio em (4.24) e usando a igualdade expressapor
E
[
zνi |xi−(mg−1) = −1

]
=
(
E
[
ze |xi−(mg−1) = −1

])mga seguinte expressão para a probabilidade de erro de bit na saída do deodi�ador wavelet éobtida:
Pe =

mg(2mg−1)
2∑

k=1

Pr(νi = mg + 2k |xi−(mg−1) = −1) + 0.5 Pr(νi = mg |xi−(mg−1) = −1) (4.25)4.2.3 Quantização de Símbolos WaveletsComo foi visto na Seção 3.2.1, o aumento no número de olunas da MCW pode resul-tar na degradação de desempenho de um sistema om odi�ação wavelet, devido a umaaglomeração dos pontos da onstelação de sinais. Com o objetivo de superar este problema,Tzannes & Tzannes (1992) prop�s o uso de esquemas de quantização para os símbolos wavelets(RESNIKOFF; WELLS-JR, 1998). Nesta seção, os efeitos dessa quantização sobre o sistema omodi�ação wavelet é disutido.



ANÁLISE DE DESEMPENHO DE SISTEMAS BASEADOS EM MCW'S 67Como ilustração, onsidere o exemplo já apresentado na Seção 3.2.1, referente a um sis-tema om odi�ação wavelet baseado na MCW 2×128 om máxima sobreposição das linhasda matriz de odi�ação. Para este sistema, o esquema de quantização utilizado foi obtidoempiriamente por simulação omputaional, após a avaliação de diversas on�gurações dife-rentes, e enontra-se apresentado na Tabela 4.5.Tabela 4.5. Quantização para MCW 2 × 128.Conjunto SímboloTrunado Representativo{0} 0{2,4,6} 4{-2,-4,-6} -4{8,10,12} 10{-8,-10,-12} -10{14,16,18} 16{-14,-16,-18} -16{20,22,24} 22{-20,-22,-24} -22{26,28,30,. . . ,128} 28{-26,-28,-30,. . . ,-128} -28A partir da Tabela 4.5, veri�a-se que o sistema om MCW 2× 128 proposto requer umaonstelação om 11 sinais, sendo ada um deles responsável por modular um dos 11 símbolosrepresentativos que onstam nessa Tabela.Considerando que esses sinais modulados são transmitidos através de um ambiente ruidoso,pode-se onstruir uma tabela, similar à Tabela 4.1, om todos os possíveis valores do ruído dedemodulação en assoiados aos seus respetivos eventos de erros de demodulação. Em virtudedo seu tamanho, esta tabela não p�de ser reproduzida nesta seção. Entretanto, tomandoomo exemplo apenas os eventos que podem oorrer om a transmissão do sinal que modulao símbolo representativo de valor 4, de�nido na Tabela 4.5, pode-se onstruir o diagramaapresentado na Figura 4.2. Como o sinal representativo de valor 4 da onstelação de sinaismapeia os símbolos wavelets yn ∈ {2, 4, 6}, pode-se veri�ar a partir da Figura 4.2 que adaevento de erro de demodulação está assoiado a três valores de ruídos de demodulação ek,que podem oorrer om probabilidades diferentes, dependendo do valor do símbolo wavelet
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yn que efetivamente foi modulado pelo sinal da onstelação no instante de tempo nTs.Cabe notar que nos sistemas om odi�ação wavelet que empregam quantização da ons-telação, o ruído de demodulação ek pode assumir valores diferentes de 0 mesmo na ausêniade erros na operação do demodulador. A partir da Figura 4.2, pode-se observar, por exemplo,que os valores de ek no onjunto {−2, 0, 2} estão assoiados ao evento (yk = 4, ỹk = 4), o qualorresponde a uma demodulação sem erro.De�ne-se por ruído de quantização eq

k, o ruído ek advindo exlusivamente do uso de umesquema de quantização dos símbolos wavelets (supondo a ausênia de erros de demodulação).A Tabela 4.6 apresenta todos os possíveis valores de ruídos de quantização eq
k, om suasrespetivas probabilidades de oorrênia, para a odi�ação wavelet om MCW real plana

2 × 128 e esquema de quantização de�nido pela Tabela 4.5.Tabela 4.6. Ruído de quantização dos símbolos wavelets para uma MCW 2 × 128Ruído de Probabilidade de OorrêniaQuantização e
q
k Pr(yn) · Pr(yk → yk)

Pr(2) · Pr(4 → 4) + Pr(8) · Pr(10 → 10) + Pr(14) · Pr(16 → 16) + Pr(20) · Pr(22 → 22)+2 + Pr(26) · Pr(28 → 28) + Pr(−30) · Pr(−28 → −28) + Pr(−24) · Pr(−22 → −22)+
+ Pr(−18) · Pr(−16 → −16) + Pr(−12) · Pr(−10 → −10) + Pr(−6) · Pr(−4 → −4)

Pr(6) · Pr(4 → 4) + Pr(12) · Pr(10 → 10) + Pr(18) · Pr(16 → 16) + Pr(24) · Pr(22 → 22)+-2 + Pr(30) · Pr(28 → 28) + Pr(−26) · Pr(−28 → −28) + Pr(−20) · Pr(−22 → −22)+
+ Pr(−14) · Pr(−16 → −16) + Pr(−8) · Pr(−10 → −10) + Pr(−2) · Pr(−4 → −4)4 Pr(−32) · Pr(−28 → −28)-4 Pr(32) · Pr(28 → 28)6 Pr(−34) · Pr(−28 → −28)-6 Pr(34) · Pr(28 → 28)... ...100 Pr(−128) · Pr(−28 → −28)-100 Pr(128) · Pr(28 → 28)O impato oasionado pela quantização da onstelação sobre o desempenho do sistemaom odi�ação wavelet pode ser de erta forma investigado se a suposição de ausênia deerros de demodulação for admitida. Neste aso, a probabilidade de erro de bit do sistema
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Figura 4.2. Diagrama om todos os possíveis eventos de erros de demodulação que podem oorrerquando o sinal de rótulo 4 da onstelação, que representa o onjunto {2, 4, 6} omo de�nido na Tabela4.5, é transmitido através de um anal ruidoso.



ANÁLISE DE DESEMPENHO DE SISTEMAS BASEADOS EM MCW'S 70estaria assoiada apenas à perda de informação provoada pela quantização dos símboloswavelets durante o proesso de modulação.Tomando-se omo exemplo o sistema odi�ado pela MCW 2 × 128, se a distribuição deprobabilidades do ruído de quantização eq
k de�nida na Tabela 4.6 for utilizada no álulo de(4.24), ao invés da utilização da distribuição de probabilidades do ruído de demodulação destesistema, pode-se alular um valor para a �probabilidade de erro de bit� do sistema usando-sea Equação (4.25). Este valor de �BER� pode ser visto omo uma indiação da degradaçãode desempenho do sistema devido à quantização da onstelação de sinais. Para o exemploonsiderado, este valor é aproximadamente igual a 2, 13 · 10−10.4.2.4 ApliaçãoCom o objetivo de validar a análise desenvolvida para o sistema om odi�ação wavelet,alguns resultados obtidos pela simulação omputaional deste sistema são omparados nestaseção om resultados obtidos a partir da análise apresentada.Os resultados foram obtidos om as matrizes MCW's reais planas om dimensões 2 × 8e 2 × 128 em um anal om desvaneimento Rayleigh plano. Foi admitida a utilização deum esquema de entrelaçamento perfeito de forma a desorrelaionar as amostras de desva-neimento do anal em sinalizações suessivas. Na verdade, alguns resultados de simulaçãoapresentados na Seção 3.2.2 mostram que um esquema de entrelaçamento em bloo om pro-fundidade igual a mg símbolos é su�iente para que os sistemas analisados aqui mantenhamos mesmos desempenhos onseguidos em anais perfeitamente entrelaçados.A Figura 4.3 ilustra os resultados analítios e de simulação, obtidos para os sistemas PSKe APK om MCW 2 × 8 e esquemas de demodulação baseado na regra de mínima distâniaeulidiana. Pode-se observar, a partir desta Figura, um ótimo asamento entre as urvasanalítias e as urvas obtidas por simulação, validando assim, a análise desenvolvida aqui.Resultados obtidos sob as mesmas ondições da Figura 4.3, exeto o uso de demodulação
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Figura 4.3. Sistema om odi�ação wavelet om MCW 2 × 8: Comparação entre os resultadosanalítios e de simulação om demodulação baseada na regra de mínima distânia eulidiana.MAP, são ilustradas na Figura 4.4. Neste aso, pode ser observado que as urvas analítias sãolimitantes superiores bastante justos para as probabilidades de erros de bit desses sistemas.Este omportamento é devido ao aumento na dependênia estatístia entre as v.a.'s {en}6.Também foram obtidas urvas de desempenho para o sistema om odi�ação waveletbaseado na MCW 2 × 128, simulado om esquemas de modulação 11-PSK e 11-APK emanais om desvaneimento Rayleigh plano.A Figura 4.5 ilustra essas urvas, apresentando novamente uma omparação similar entreresultados de análise e simulação, obtidos usando uma regra de mínima distânia eulidianana demodulação. Cabe observar mais uma vez que tanto no sistema PSK quanto no sistemaAPK as probabilidades de erros de bit obtidas por simulação e a partir da análise oinidem,para toda a faixa de valores de SNR onsiderada.Na Figura 4.6 são apresentadas as urvas obtidas pelo uso da métria de deisão MAP noesquema de reepção dos sistemas om odi�ação wavelet baseados na MCW 2× 128. Pode6Note que essas variáveis são assumidas independentes na análise.
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Figura 4.4. Sistema om odi�ação wavelet om MCW 2 × 8: Comparação entre os resultadosanalítios e de simulação om demodulação baseada na métria de deisão MAP.
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Figura 4.5. Sistema om odi�ação wavelet om MCW 2 × 128: Comparação entre os resultadosanalítios e de simulação om demodulação baseada na regra de mínima distânia eulidiana.



ANÁLISE DE DESEMPENHO DE SISTEMAS BASEADOS EM MCW'S 73ser observado a partir desta Figura que as urvas analítias se omportam novamente omoum limitante superior bastante justo para a probabilidade de erro de bit do sistema.
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Figura 4.6. Sistema om odi�ação wavelet om MCW 2 × 128: Comparação entre os resultadosanalítios e de simulação om demodulação baseada na métria de deisão MAP.A Figura 4.6 também mostra a urva de desempenho do sistema STBC-BPSK propostoem (TAROKH et al., 1999), utilizada aqui omo uma referênia de desempenho. Em partiular,para valores de BER em torno de 10−5, veri�a-se a partir desta Figura que os sistemas omMCW 2×128 e esquemas de modulação 11-APK e 11-PSK apresentam ganhos de desempenhode 4,5 dB e 2,5 dB em relação, respetivamente, ao sistema de referênia.4.3 SISTEMA COM CODIFICAÇ�O WAVELET MODIFICADO EM CANAIS COMDESVANECIMENTO RAYLEIGHEsta seção é dediada à análise da probabilidade de erro de bit do sistema om odi�açãowavelet modi�ado, o qual foi apresentado na Seção 3.3.A Figura 4.7 ilustra o sistema analisado. Como foi visto na Seção 2.4, ada um dos m sub-
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n, gerados pelo odi�ador no n-ésimo intervalo de tempo, pode assumirum dos g + 1 valores dados por:

yj
n ∈ {−g, −g + 2, . . . , −g + 2k, . . . , −2, 0, 2, . . . , g − 2, g} (4.26)Considera-se aqui que a seqüênia de sub-símbolos wavelets é perfeitamente entrelaçadapor um entrelaçador de bloo. A ada intervalo de sinalização [nTs, (n+1)Ts), m sub-símboloswavelets entrelaçados são modulados e transmitidos pela antena. Na reepção, o sinal reebidoé onvertido à sua representação vetorial através de uma base apropriada, utilizando um banode �ltros-asados e amostradores.
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ỹj
n rj

nFigura 4.7. Sistema om odi�ação wavelet modi�ado.Sendo assim, os m sinais omplexos reebidos em ada intervalo de sinalização são dadospor
rj

n = αns
j
n + nn, 0 ≤ j ≤ m− 1 (4.27)em que sj

n é o símbolo da onstelação bidimensional que mapeia o sub-símbolo wavelet ȳj
n notempo nTs. O parâmetro αn representa a variação de amplitude do sinal devido ao desvane-imento do anal, a qual é onsiderada perfeitamente estimada no reeptor. As omponentesdo ruído omplexo nn são variáveis aleatórias Gaussianas estatistiamente independentes eidentiamente distribuídas, om média nula e variânia ℵ0/2.A ada intervalo de sinalização [nTs, (n+1)Ts), o demodulador geram estimativas a partirdos sinais reebidos. Essas estimativas são então inversamente mapeadas nos sub-símbolos
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˜̄yj
n. Após o desentrelaçamento, os m sub-símbolos ỹj

n, (0 ≤ j ≤ m − 1), são somados paraproduzir as estimativas ỹn, que são por �m deodi�adas pelos orrelatores wavelets.A estimativa ỹn é dada por
ỹn =

m−1∑

j=0

ỹj
n =

m−1∑

j=0

(yj
n + ej

n) (4.28)em que ej
n é uma variável aleatória disreta, denominada ruído de demodulação do sub-símbolowavelet.A partir da Equação (2.16), a saída de um orrelator asado à linha a0 da MCW no tempo

i = m(g + p) − 1 pode ser expressa por
zi = ηi + νi, (4.29)em que ηi e νi são dados por

ηi =

mg−1∑

k=0

m−1∑

j=0

a0
(mg−1)−ky

j
i−k (4.30)

νi =

mg−1∑

k=0

m−1∑

j=0

a0
(mg−1)−ke

j
i−k (4.31)A partir das Equações (2.17) e (4.29) segue que a probabilidade de erro de bit pode serdada por

Pe = Pr(νi > mg | xi−(mg−1) = −1) + 0.5 Pr(νi = mg | xi−(mg−1) = −1) (4.32)A �m de obtermos a distribuição de probabilidade do ruído wavelet aima, seguiremos omesmo proedimento já estabeleido na Seção 4.2. Sendo assim, a próxima seção é dediadaà obtenção da distribuição de probabilidades do ruído de demodulação ej
n ondiionada ao bitde informação xi−(mg−1).4.3.1 Distribuição de Probabilidades do Ruído de DemodulaçãoA análise apresentada nesta seção é similar à apresentada na Seção 4.2.1, e por este motivoomitiremos os pontos redundantes entre as duas análises.



ANÁLISE DE DESEMPENHO DE SISTEMAS BASEADOS EM MCW'S 76A partir da Equação (4.28), pode-se generalizar a de�nição apresentada em (4.15) omosegue:
Pr(ej

n = e | xi−(mg−1)) =
∑

Ej(e)

Pr(ỹj
n | yj

n) · Pr(yj
n | xi−(mg−1)), (4.33)em que ej

n ∈ {−2g, . . . , −2k, . . . , 0, . . . , 2k, . . . , 2g} e E j(e) = {(yj
n, ỹ

j
n) : ỹj

n − yj
n = e}.A seguir, a distribuição ondiional dos sub-símbolos wavelets será analisada em detalhes.4.3.1.1 Distribuição de probabilidade dos sub-símbolos wavelets Com o objetivode failitar a ompreensão desta análise, onsidere o aso partiular em que o esquema deodi�ação wavelet utiliza a matriz MCW real e plana 2 × 8, apresentada a seguir:

(
1 1 1 −1 1 1 −1 1
1 1 1 −1 −1 −1 1 −1

)
. (4.34)A partir da Equação (2.10), pode-se onstruir a Tabela 4.7, que mostra os sub-símboloswavelets gerados por este odi�ador nos primeiros 16 intervalos de odi�ação.Tabela 4.7. Sub-símbolos wavelets

nTs y0
n y1

n0 a0
0x0 a1

0x11 a0
1x0 a1

1x12 a0
2x0 + a0

0x2 a1
2x1 + a1

0x33 a0
3x0 + a0

1x2 a1
3x1 + a1

1x34 a0
4x0 + a0

2x2 + a0
0x4 a1

4x1 + a1
2x3 + a1

0x55 a0
5x0 + a0

3x2 + a0
1x4 a1

5x1 + a1
3x3 + a1

1x56 a0
6x0 + a0

4x2 + a0
2x4 + a0

0x6 a1
6x1 + a1

4x3 + a1
2x5 + a1

0x77 a0
7x0 + a0

5x2 + a0
3x4 + a0

1x6 a1
7x1 + a1

5x3 + a1
3x5 + a1

1x78 a0
6x2 + a0

4x4 + a0
2x6 + a0

0x8 a1
6x3 + a1

4x5 + a1
2x7 + a1

0x99 a0
7x2 + a0

5x4 + a0
3x6 + a0

1x8 a1
7x3 + a1

5x5 + a1
3x7 + a1

1x910 a0
6x4 + a0

4x6 + a0
2x8 + a0

0x10 a1
6x5 + a1

4x7 + a1
2x9 + a1

0x1111 a0
7x4 + a0

5x6 + a0
3x8 + a0

1x10 a1
7x5 + a1

5x7 + a1
3x9 + a1

1x1112 a0
6x6 + a0

4x8 + a0
2x10 + a0

0x12 a1
6x7 + a1

4x9 + a1
2x11 + a1

0x1313 a0
7x6 + a0

5x8 + a0
3x10 + a0

1x12 a1
7x7 + a1

5x9 + a1
3x11 + a1

1x1314 a0
6x8 + a0

4x10 + a0
2x12 + a0

0x14 a1
6x9 + a1

4x11 + a1
2x13 + a1

0x1515 a0
7x8 + a0

5x10 + a0
3x12 + a0

1x14 a1
7x9 + a1

5x11 + a1
3x13 + a1

1x15lembrando que y0
n são os sub-símbolos gerados pela linha a0 da MCW de�nida em (4.34), e

y1
n são os sub-símbolos gerados pela linha a1, omo pode ser veri�ado a partir da Figura 2.2.



ANÁLISE DE DESEMPENHO DE SISTEMAS BASEADOS EM MCW'S 77A partir das Equações (2.16) e (2.17), pode-se observar que no tempo i = m(g + p) − 1,
p ∈ N, o orrelator zi deodi�a o bit de informação xi−(mg−1) a partir do vetor de sub-símbolos wavelets (y0

i−(mg−1), y
1
i−(mg−1), y

0
i−(mg−2), y

1
i−(mg−2), . . . , y

0
i , y

1
i ), aqui denotado por

(y0
xi−(mg−1)

, y1
xi−(mg−1)

). Tomando o vetor (y0
x8
, y1

x8
) omo exemplo, e onsiderando onheidoo bit x8, pode-se enontrar a distribuição ondiional de suas omponentes, omo mostradoa seguir.Iniialmente, deve ser veri�ado a partir da Tabela 4.7 que os sub-símbolos wavelets

yj
n, j ∈ {0, . . . , m − 1}, gerados em um mesmo instante de tempo n, são estatistiamenteindependentes. Também deve ser veri�ado que apenas os sub-símbolos gerados pela mesmalinha da MCW que odi�a o bit onheido podem ter informações sobre este bit. No exemploque está sendo analisado, o bit de informação x8 é odi�ado pela linha a0 da MCW, logo asomponentes do vetor y1

x8
são estatistiamente independente deste bit.Será analisada a seguir a distribuição de probabilidades dos sub-símbolos wavelets estatis-tiamente dependentes do bit onheido. Substituindo os valores dos oe�ientes da matrizMCW 2 × 8 e onsiderando que x8 = −1, obtém-se as expressões dos sub-símbolos waveletsdo vetor y0

x8
, mostradas na Tabela 4.8.Tabela 4.8. Vetor de sub-símbolos wavelets y

0
x8Intervalo n y0

n | (x8 = −1)8 −x2 + x4 + x6 − 19 x2 + x4 − x6 − 110 −x4 + x6 + x10 − 111 x4 + x6 + x10 + 112 −x6 + x10 + x12 − 113 x6 − x10 + x12 − 114 x10 + x12 + x14 + 115 x10 − x12 + x14 − 1Com base na Tabela 4.8, o sub-símbolo wavelet y0
n ondiionado ao bit xi−(mg−1) = −1pode ser expresso por

y0
n =

g−1∑

k=1

bkxk + l,em que l = l(as
k) = −as

k.
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Pr(y0

n = 2k − g + l + 1 | xi−(mg−1) = −1) =

(
g − 1
k

)
0.5g−1, 0 ≤ k ≤ g − 1,

l ∈ {±1}. (4.35)Dessa forma, a distribuição ondiional de y0
n dado xi−(mg−1) = −1 varia ao longo datransmissão om n, podendo assumir 2 formas distintas (uma para l = −1 e a outra para

l = +1). Para o exemplo apresentado (g = 4), tem-se:
l = −1 l = +1

Pr(y0
n = −4 | xi−(mg−1) = −1) = 0, 53 Pr(y0

n = −4 | xi−(mg−1) = −1) = 0, 0
Pr(y0

n = −2 | xi−(mg−1) = −1) = 3 · 0, 53 Pr(y0
n = −2 | xi−(mg−1) = −1) = 0, 53

Pr(y0
n = 0 | xi−(mg−1) = −1) = 3 · 0, 53 Pr(y0

n = 0 | xi−(mg−1) = −1) = 3 · 0, 53

Pr(y0
n = 2 | xi−(mg−1) = −1) = 0, 53 Pr(y0

n = 2 | xi−(mg−1) = −1) = 3 · 0, 53

Pr(y0
n = 4 | xi−(mg−1) = −1) = 0, 0 Pr(y0

n = 4 | xi−(mg−1) = −1) = 0, 53Considerando as Equações (4.33) e (4.35), segue que
Pr

l=−1
(e0n = e | xi−(mg−1) = −1) = Pr

l=+1
(e0

n = −e | xi−(mg−1) = −1). (4.36)A seguir, será analisada a distribuição de probabilidades dos sub-símbolos wavelets yj
nestatistiamente independentes do bit onheido xi−(mg−1) = −1.Considerando novamente a Tabela 4.7, veri�a-se que os sub-símbolos wavelets yj

n estatis-tiamente independentes do bit xi−(mg−1) podem ser expressos por
yj

n =

g∑

k=1

bjkxk,em que xk, bjk ∈ {−1,+1}. No exemplo que está sendo analisado, abe notar que estessub-símbolos são as omponentes do vetor y1
x8
.Calulando a função geradora de momentos da variável aleatória yj

n, tem-se:
Gyj

n
(z) = E[z

Pg
k=1 xkbj

k ] = E[zx]g = (
1

2
z +

1

2
z−1)g

=

g∑

k=0

(
g
k

)
z2k−g · 0.5g (4.37)



ANÁLISE DE DESEMPENHO DE SISTEMAS BASEADOS EM MCW'S 79Portanto, veri�a-se a partir da Equação (4.37) que os sub-símbolos wavelets yj
n, estatis-tiamente independentes de xi−(mg−1), têm distribuição dada por

Pr(yj
n = 2k − g) =

(
g
k

)
0.5g, 0 ≤ k ≤ g (4.38)Para o exemplo apresentado, tem-se:

Pr(y1
n = −4) = 0.54

Pr(y1
n = −2) = 4 · 0.54

Pr(y1
n = 0) = 6 · 0.54

Pr(y1
n = 2) = 4 · 0.54

Pr(y1
n = 4) = 0.54A seguir será analisada a probabilidade de oorrênia dos erros de demodulação.4.3.1.2 Distribuição de probabilidade dos erros de demodulação A análise dadistribuição de probabilidade dos erros de demodulação no sistema om odi�ação waveletmodi�ado é análoga à apresentada na Seção 4.2.1.2. De fato, a únia diferença entre as duasanálises está relaionada ao esquema de modulação empregado.O sistema om odi�ação wavelet modi�ado, baseado na transmissão de sub-símboloswavelets, é analisado aqui om os esquemas de modulação apresentados na Figura 3.15. En-tretanto, todo o desenvolvimento analítio deduzido nesta seção pode ser failmente adaptadoa qualquer outro esquema de modulação.Nos sistemas om modulação APK, as distribuições de probabilidades dos erros de de-modulação podem ser obtidas a partir da simulação dos respetivos anais disretos. Nossistemas om modulação PSK e demodulação baseada na regra de mínima distânia euli-diana, a probabilidade do demodulador se deidir pelo sub-símbolo ỹj

n quando o sub-símbolo yj
nfor transmitido em um ambiente de omuniação araterizado pelo desvaneimento Rayleighplano, pode ser expressa omo segue:
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Pr(ỹj

n | yj
n) =

2

πℵ0

∫ ∞

0

∫

Θ
ỹ

j
n

∫ ∞

0
αV · exp

[
−V 2 − 2αV

√
Es cos(Θs − Θr) + α2(Es + ℵ0)

ℵ0

]
· dV dΘrdα(4.39)em que, α é a variação de amplitude produzida pelo anal; sj

n(p) e sj
n(q) são as omponentesem fase e quadratura do sinal que modula o sub-símbolo yj

n; Θs = tan−1(sj
n(q)/sj

n(p)); Θỹj
n
é aregião angular de deisão pelo símbolo ỹj

n; V =
√
rj
n(p)2 + rj

n(q)2 e Θr = tan−1(rj
n(q)/rj

n(p)).Neste modelo, onsidera-se que o anal não produz alteração de potênia e que a energiamédia de bit é igual a 1, logo, Es = 1/m.As probabilidades ondiionais Pr(ỹj
n | yj

n) assoiadas a ada sistema wavelet foram avalia-das aqui numeriamente, através da simulação omputaional dos respetivos anais disretos.4.3.2 Distribuição de Probabilidades do Ruído WaveletDe�nida a distribuição ondiional do ruído de demodulação ej
n, a distribuição de probabi-lidade do ruído wavelet νi ondiionada ao bit de informação xi−(mg−1) = −1 pode ser obtidaa partir de sua função geradora de momentos, omo mostrado a seguir.

G(νi | xi−(mg−1)=−1)(z) = E
[
zνi | xi−(mg−1) = −1

]

= E

[
z
Pmg−1

k=0

Pm−1
j=0 a0

(mg−1)−k
ej
i−k | xi−(mg−1) = −1

] (4.40)Assumindo mais uma vez que as variáveis aleatórias {ej
n} geradas em instantes de tempo

nTs onseutivos são estatistiamente independentes, tem-se que
G(νi | xi−(mg−1)=−1)(z) =

mg−1∏

k=0

{
E

[
m−1∏

j=0

(
za0

(mg−1)−k
ej
i−k | xi−(mg−1) = −1

)]} (4.41)Deve ser veri�ado a partir da Tabela 4.7 que os m sub-símbolos wavelets yj
k, ∀j ∈

{0, . . . , m − 1} gerados em um mesmo instante de tempo nTs são estatistiamente inde-pendentes. Também deve ser veri�ado que os sub-símbolos gerados pelas linhas da MCWque não odi�aram o bit xi−(mg−1), não têm informações sobre este bit. Logo, onsiderando
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n e yj

n expressa em (4.33), tem-se:
G(νi | xi−(mg−1)=−1)(z) =

mg−1∏

k=0

{
E

[
za0

(mg−1)−k
ej
i−k

]m−1

j 6=0
· E
[
za0

(mg−1)−k
e0
i−k | xi−(mg−1)=−1

]}(4.42)Como o primeiro valor esperado na Equação (4.42) é de�nido para as v.a.'s ej
n estatisti-amente independentes do bit xi−(mg−1), ele pode ser alulado onsiderando-se as Equações(4.33) e (4.38). Por outro lado, a partir das Equações (4.33) e (4.35) pode-se observar quea distribuição de probabilidade ondiional das v.a.'s e0n, dado xi−(mg−1), pode assumir duasformas distintas. Uma destas formas orresponde aos instantes em que a ontribuição do bit

xi−(mg−1) se dá através de um oe�iente wavelet as
k positivo, e a outra forma orresponde aosinstantes em que a ontribuição do bit xi−(mg−1) se dá através de um oe�iente wavelet as

knegativo. Dessa forma, segue que
G(νi | xi−(mg−1)=−1)(z) = E

[
zej

n

]mg(m−1)

j 6=0
·

∏

k: a0
(mg−1)−k

=+1

E

[
z+e0

i−k | xi−(mg−1) = −1
]
·

·
∏

k: a0
(mg−1)−k

=−1

E

[
z−e0

i−k | xi−(mg−1) = −1
]

Como Prl=−1(e
0
n = e | xi−(mg−1) = −1) = Prl=+1(e

0
n = −e | xi−(mg−1) = −1), então

E

[
z+e0

i−k | xi−(mg−1) = −1
]

ak=+1
= E

[
z−e0

i−k | xi−(mg−1) = −1
]

ak=−1
, e se tem

G(νi | xi−(mg−1)=−1)(z) = E

[
zej

n

]mg(m−1)

j 6=0
· E
[
ze0

n | xi−(mg−1) = −1
]mg (4.43)Dessa forma, a distribuição de probabilidade do ruído wavelet pode ser obtida a partir daigualdade

E
[
zνi | xi−(mg−1) = −1

]
= E

[
zej

n

]mg(m−1)

j 6=0
· E
[
ze0

n | xi−(mg−1) = −1
]mg (4.44)Portanto, onsiderando as Equações (4.32) e (4.44), a probabilidade de erro de bit dosistema om odi�ação wavelet modi�ado pode ser expressa por:

Pe =

mg(2mg−1)
2∑

k=1

Pr(νi = mg + 2k |xi−(mg−1) = −1) + 0.5 Pr(νi = mg |xi−(mg−1) = −1) (4.45)



ANÁLISE DE DESEMPENHO DE SISTEMAS BASEADOS EM MCW'S 824.3.3 ApliaçãoNesta seção, as urvas de desempenho obtidas a partir da análise do sistema om odi-�ação wavelet modi�ado são apresentadas e validadas por omparação om resultados dedesempenho obtidos através de simulações omputaionais. Os sistemas foram simulados omas matrizes MCW's reais planas om dimensões 2× 8 e 4× 16, apresentadas respetivamenteem (2.8) e (2.9), em um anal om desvaneimento Rayleigh plano.Na Figura 4.8, apresentam-se os resultados obtidos a partir da análise e simulação dosistema om odi�ação wavelet modi�ado, om onstelações de�nidas em (3.15) e esquemade demodulação baseado na métria de mínima distânia eulidiana. Pode-se observar a partirdesta Figura que as urvas analítias e de simulação oinidem, validando assim, a análisedesenvolvida neste trabalho.A Figura 4.9 mostra uma omparação similar entre resultados de análise e de simulação,obtidos para o sistema om odi�ação wavelet modi�ado, om demodulação baseada namétria de deisão MAP. A partir desta Figura, veri�a-se que as urvas analítias se om-portam omo um limitante superior bastante justo para a probabilidade de erro de bit destessistemas. Esse omportamento oorre devido ao aumento da dependênia estatístia entre asv.a.'s do ruído de demodulação, omo já menionado na Seção 4.2.4.4.4 CONCLUS�ONeste apítulo, foram derivadas as ferramentas analítias neessárias para analisar o de-sempenho de sistemas de transmissão baseados na odi�ação wavelet em anais om ruídoAWGN e desvaneimento Rayleigh plano.A partir dos resultados de desempenho obtidos para ambos os sistemas de transmissãoanalisados, p�de-se observar um asamento ótimo entre as urvas analítias e as urvas desimulação apresentadas, validando-se assim, a análise desenvolvida neste trabalho.
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(b) BER para a matriz de Coe�ientes Wavelets om Dimensão 4 × 16.Figura 4.8. Sistema om odi�ação wavelet modi�ado: Comparação entre os resultados analítiose de simulação om demodulação baseada na regra de mínima distânia eulidiana.
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(b) BER para a matriz de Coe�ientes Wavelets om Dimensão 4 × 16.Figura 4.9. Sistema om odi�ação wavelet modi�ado: Comparação entre os resultados analítiose de simulação om demodulação baseada na métria de deisão MAP.



ANÁLISE DE DESEMPENHO DE SISTEMAS BASEADOS EM MCW'S 85Deve ser ressaltado ainda que os resultados analítios apresentados aqui on�rmam osresultados de simulação do apítulo anterior, quanto ao ganho de desempenho apresentadopelo sistema om odi�ação wavelet, em relação ao desempenho do sistema STBC-BPSK.



CAPÍTULO 5
PROJETO DE CONSTELAÇÕES ADEQUADAS ÀCODIFICAÇ�O WAVELET

O projeto de onstelações de sinais para sistemas de transmissão digital pode ser visto omoum problema típio de otimização, em que se busa minimizar uma função que alula aprobabilidade de erro do sistema, tendo-se omo argumento a onstelação do sistema.A evolução dos reursos omputaionais permitiu a implementação de métodos de otimiza-ção ada vez mais so�stiados, dentre os quais podem-se itar: métodos analítios, métodosheurístios e métodos baseados em inteligênia arti�ial. Em espeial, os métodos baseadosem inteligênia arti�ial têm demonstrado grande e�iênia quando apliados a diversos pro-blemas de otimização. Como exemplos de métodos baseados em inteligênia arti�ial, podemser itados: algoritmos genétios, lógia fuzzy e redes neurais arti�iais.Este apítulo trata do projeto de onstelações de sinais para uso em sistemas de trans-missão baseados na odi�ação om matrizes wavelets. Espei�amente, essas onstelaçõessão projetadas por meio de um algoritmo genétio guiado pelas ferramentas analítias desen-volvida no Capítulo 4. Os ódigos fontes que implementam o algoritmo genétio utilizadoaqui formam um toolbox para MATLABr de distribuição públia (HOUCK et al., 1995).O restante deste apítulo está organizado omo segue. A Seção 5.1 desreve a formaomo o algoritmo genétio é utilizado no projeto de onstelações para sistemas baseadosna odi�ação om MCW's. Em partiular, detalhes de implementação são abordados nestaseção, omo o problema alvo do projeto, a função de aptidão e os operadores genétio. A Seção5.2 apresenta as soluções dos projetos (onstelações) obtidas om o algoritmo genétio. Alémdisso, alguns resultados de desempenho obtidos para os sistemas wavelets simulados om essasnovas onstelações também são apresentados, e omparados om aqueles que foram obtidos86



PROJETO DE CONSTELAÇÕES ADEQUADAS À CODIFICAÇ�O WAVELET 87no Capítulo 3, para onstelações projetadas por um algoritmo exaustivo (om enumeraçãoompleta do espaço de busa disretizado). Por �m, a Seção 5.3 apresenta as onsiderações�nais do apítulo.5.1 APLICAÇ�O DE ALGORITMOS GENÉTICOS AO PROJETO DE CONSTE-LAÇÕES PARA SISTEMAS BASEADOS NA CODIFICAÇ�O COM MCW'SEsta seção desreve os aspetos envolvidos na apliação de algoritmos genétios ao projetode onstelações de sistemas de transmissão baseados na odi�ação om matrizes wavelets.Uma introdução aos algoritmos genétios pode ser enontrada no Apêndie C.De forma geral, um algoritmo genétio é araterizado por meio de vários omponentes: umproblema alvo, uma representação romoss�mia, um método de riação da população iniial,uma função de aptidão e os operadores genétios. No restante desta seção são apresentadosos detalhes de implementação de ada um desses omponentes.5.1.1 Formulação do ProblemaO desempenho dos sistemas baseados na odi�ação om MCW's é sensivelmente in�uen-iado pela esolha da onstelação de sinais utilizada nos seus esquemas de modulação. Dessaforma, um projeto adequado destes esquemas de modulação deve ser o primeiro ponto a serperseguido para a onepção dos sistemas wavelets.Neste trabalho, dois tipos de esquemas de modulação foram avaliados quanto à viabilidadede uso em onjunto om a odi�ação wavelet: onstelações PSK e onstelações APK omduas amplitudes. A metodologia de projeto dessas onstelações foi, até o momento, limitadaa uma abordagem empíria, fundamentada na busa exaustiva omputaional de onstelaçõesque maximizem o desempenho dos sistemas odi�ados.Em partiular, os parâmetros de projeto destas onstelações são os ângulos dos sinais



PROJETO DE CONSTELAÇÕES ADEQUADAS À CODIFICAÇ�O WAVELET 88no aso das onstelações PSK, e os raios e ângulos das onstelações APK, sob a restriçãoda energia média unitária. O objetivo é determinar qual é o onjunto de parâmetros queminimiza a probabilidade de erro de bit dos sistemas wavelets.No aso da busa exaustiva, este onjunto de parâmetros pertene a um espaço de busadisretizado. Assim, por exemplo, onsiderando uma disretização de 1o nos ângulos dossinais, o tamanho do espaço de busa é 180mg+1 para um sistema PSK om odi�ação waveletsem quantização do esquema de modulação1. Considerando uma modulação APK, este espaçode busa é igual a Nr · 180mg+1, em que Nr é o número de valores investigados para o raiointerno da onstelação. Devido ao tamanho deste espaço, a metodologia de projeto baseadano álulo de ada uma das soluções possíveis do espaço de busa (algoritmo exaustivo) temum alto usto omputaional, sendo portanto inadequada para esta apliação.De fato, o projeto de onstelações é um problema típio de otimização ombinatória queonsiste em minimizar uma função usto que modela o desempenho do sistema odi�ado,e que tem por argumento, os parâmetros da onstelação de sinais. Os algoritmos genétios,quando apliados na solução de problemas desse tipo, podem enontrar soluções de altaqualidade, ainda que sem garantia de solução ótima, em um tempo muito reduzido quandoomparado ao tempo neessário para avaliar todas as soluções possíveis.5.1.2 Representação Cromoss�miaEm qualquer algoritmo genétio, uma representação romoss�mia é neessária para sedesrever ada indivíduo da população de interesse. Espei�amente, ada indivíduo da popu-lação (ou romossomo) é formado por uma seqüênia de genes de�nidos em um erto alfabeto(ver Apêndie C). O alfabeto pode ser binário, de números em ponto-�utuante, de inteiros,de símbolos, et. O tipo do alfabeto determina a forma omo o problema é estruturado noAG, assim omo os operadores genétios que são utilizados.1Para on�gurações om simetria em relação ao eixo das absissas.



PROJETO DE CONSTELAÇÕES ADEQUADAS À CODIFICAÇ�O WAVELET 89Nos primeiros AGs, o alfabeto estava limitado a dígitos binários. Desde então, a represen-tação romoss�mia tem sido objeto de estudo. Em (MICHALEWICZ, 1994) foi realizada umaampla omparação experimental entre AGs binários e em ponto-�utuante, sendo observadoque o AG om representação em ponto-�utuante é uma ordem de magnitude mais e�ienteem termos de tempo de proessamento, além de levar a resultados om maior preisão eonsistênia.O algoritmo genétio desenvolvido por (HOUCK et al., 1995), e adotado neste trabalho,permite o uso de dois tipos de alfabeto: binário e em ponto-�utuante. Tomando-se por baseos resultados de desempenho apresentados em (MICHALEWICZ, 1994), optou-se por utilizaraqui o AG om representação romoss�mia em ponto-�utuante, ou seja, ada indivíduo érepresentado por um vetor x = (x1, x2, . . . , xk) ∈ Rk.5.1.3 População IniialO primeiro passo do algoritmo genétio é a riação de uma população iniial de indivíduos.Neste trabalho, assim omo na maioria das apliações de AGs enontradas na literatura, apopulação iniial é riada de forma aleatória, seleionando-se os genes de ada romossomo(indivíduo) a partir de uma distribuição uniforme U(ai, bi), em que ai e bi são os extremosinferiores e superiores, respetivamente, para os valores de ada gene xi do romossomo x.Note que para uma população om romossomos k-dimensionais, deve-se forneer ao algoritmoum vetor de extremos l = (a1, b1, a2, b2, . . . , ak, bk), o qual irá de�nir o espaço de soluçõesválidas para o problema.Por outro lado, se houver algum onheimento prévio de soluções potenialmente boas(provenientes, por exemplo, de ténias heurístias ou outros métodos de busa), a populaçãoiniial pode ser �semeada� om estas soluções, om o restante da população sendo obtido deforma aleatória.



PROJETO DE CONSTELAÇÕES ADEQUADAS À CODIFICAÇ�O WAVELET 905.1.4 Função de AptidãoA função de aptidão avalia a adequabilidade dos indivíduos ao ambiente, guiando todoo proesso de busa. Embora em muitos problemas a função de aptidão seja igualada àfunção objetivo (a função a ser otimizada), rigorosamente essas duas funções são diferentes.O algoritmo genétio sempre maximiza a aptidão dos indivíduos, pois assim garante que osmais aptos se perpetuem. Freqüentemente, a função de aptidão é alulada a partir da funçãoobjetivo. Em partiular, nos problemas de minimização, a função de aptidão é modi�adapara reser om a redução no valor de algum objetivo a ser minimizado.No projeto de onstelações para sistemas de transmissão, a função objetivo é de�nida emtermos da probabilidade de erro do sistema, e a meta do método de otimização é a minimizaçãodesta função objetivo. Em se tratando dos sistemas de transmissão estudados neste trabalho,baseados na odi�ação om matrizes wavelets, a função objetivo a ser minimizada é dadapor
Pe =

mg(2mg−1)
2∑

k=1

Pr(νi = mg + 2k |xi−(mg−1) = −1) + 0.5 Pr(νi = mg |xi−(mg−1) = −1) (5.1)em que Pr(νi |xi−(mg−1) = −1) denota a distribuição de probabilidade do ruído wavelet νiondiionada ao bit de informação xi−(mg−1) = −1, m é o posto e g é o gênero da matriz deoe�ientes wavelets utilizada no proesso de odi�ação.Como o projeto de onstelações é um problema de minimização, a função de aptidão aser maximizada é dada por F = −Pe. Note que para se projetar as onstelações dos sistemasbaseados na transmissão de símbolos wavelets, a função expressa pela Equação (5.1) deve seralulada om base na análise desenvolvida na Seção 4.2. Por outro lado, para se projetaras onstelações dos sistemas baseados na transmissão de sub-símbolos wavelets, essa funçãoobjetivo deve ser alulada om base na análise derivada na Seção 4.3.Para se obter o argumento Pr(νi |xi−(mg−1) = −1) da Equação (5.1), alguns álulosintermediários devem ser realizados. O mais difíil de ser ompletado é a distribuição deprobabilidade dos erros de demodulação (ver Seções 4.2.1.2 e 4.3.1.2). No projeto das ons-



PROJETO DE CONSTELAÇÕES ADEQUADAS À CODIFICAÇ�O WAVELET 91telações PSK, o álulo desta distribuição de probabilidades requer a avaliação das Equações(4.20) e (4.39) por meio de uma integração numéria, a qual foi realizada pela função triple-quad, de�nida no próprio ambiente MATLABr. Já no projeto das onstelações APK, asdistribuições de probabilidades dos erros de demodulação foram obtidas a partir de simu-lações omputaionais, pelo método de Monte Carlo, dos respetivos anais disretos queestavam sendo projetados.5.1.5 Operadores GenétiosO toolbox de algoritmos genétios desenvolvido em (HOUCK et al., 1995) tem várias opçõesdiferentes para os operadores genétios (operadores de seleção, ruzamento e mutação). Essesoperadores têm a função de implementar o proesso reprodutivo simulado que oorre nos AGs.Após a riação da população iniial, são realizadas operações espeí�as sobre esta populaçãoque tentam simular o que oorre em um ambiente natural ao longo de vários anos. Comoaontee na natureza, om o passar do tempo, a população se renova dando origem a umanova geração. As operações de seleção natural, ruzamento e mutação são responsáveis pelariação de uma nova geração.Os operadores genétios usados aqui, assoiados om os seus respetivos parâmetros, sãoapresentados na Tabela 5.1. Nesta Tabela, Gmax representa o número máximo de gerações doproesso evoluionário. Este parâmetro foi utilizado pelo algoritmo genétio omo ritério deparada, sendo igual a 200 nos projetos das onstelações PSK e 70 nos projetos das onstelaçõesAPK. A seguir, ada operador da Tabela 5.1 será detalhado.Tabela 5.1. Operadores genétios empregados nos projetos.Operador ParâmetrosSeleção Geométria Normalizada qCruzamento Heurístio [#Crz t℄Mutação Não-Uniforme Multidimensional [#Mut Gmax b℄



PROJETO DE CONSTELAÇÕES ADEQUADAS À CODIFICAÇ�O WAVELET 925.1.5.1 Seleção geométria normalizada A operação de seleção oorre em ada gera-ção, antes do proesso de ruzamento, indiando os indivíduos mais aptos para a reprodução.Na seleção geométria normalizada, ada indivíduo da população é iniialmente ordenado deaordo om o seu valor de aptidão. A lassi�ação do indivíduo (sua posição relativa na sérieordenada) determina a probabilidade pj do mesmo ser esolhido para se reproduzir naquelageração. Essa probabilidade é alulada por uma distribuição geométria normalizada pelaprobabilidade de esolha do indivíduo mais apto. Mais espei�amente, essa probabilidadede seleção é dada por (JOINES; HOUCK, 1994)
pj = q′(1 − q)rj−1 (5.2)em que q ∈ (0.0, 1.0) é um parâmetro forneido ao algoritmo, sendo igual a 0,08 nesta apli-ação; rj é o posto do indivíduo j após a ordenação (o indivíduo om melhor aptidão tem

rj = 1); q′ = q
1−(1−q)P é igual à probabilidade de seleção, pj, do melhor indivíduo da população;e P é o tamanho da população.5.1.5.2 Cruzamento heurístio A operação de ruzamento envolve uma reombinaçãode genes entre dois indivíduos, representados aqui pelos vetores reais k-dimensionais x e y,para produzir um par de �lhos que, omo no proesso natural, traz a informação genétia dospais.Nesse ontexto, o ruzamento heurístio entre x e y é de�nido omo uma extrapolaçãolinear desses dois indivíduos. Espei�amente, supondo que x tem maior valor de aptidãoque y, um novo indivíduo, x′, é riado por (HOUCK et al., 1995)

x′ = x + r(x − y) (5.3)em que r é uma variável aleatória om distribuição uniforme U(0, 1).Note que o novo indivíduo x′ pode air fora do domínio de busa desejado. Neste aso,este novo indivíduo é desartado e um novo ruzamento, de�nido por (5.3), é realizado. Esteproedimento é repetido por um número de vezes igual a t, sendo este um parâmetro forneido



PROJETO DE CONSTELAÇÕES ADEQUADAS À CODIFICAÇ�O WAVELET 93ao AG. Nesta apliação, adotou-se t = 3. Se após este número de tentativas não for riadonenhum novo indivíduo válido, então faz-se x′ = y. O segundo ��lho� desse ruzamento ésempre igual ao �pai� om melhor valor de aptidão, ou seja, y′ = x.O número de vezes em que o ruzamento heurístio é apliado a ada geração do AG, de-notado por #Crz, é mais um parâmetro forneido ao algoritmo. Nos projetos de onstelaçõesdesenvolvidos aqui, este número foi alulado de forma a garantir uma taxa de ruzamentodos indivíduos da população igual a 50%.5.1.5.3 Mutação não-uniforme multidimensional A etapa que onlui a formaçãode uma nova geração é a mutação. Com essa operação, um ou mais genes de romossomosesolhidos aleatoriamente são modi�ados. Neste trabalho, optou-se por utilizar umamutaçãonão-uniforme multidimensional, de�nida omo segue:Sejam ai e bi valores extremos, inferiores e superiores, respetivamente, que ada gene xide um romossomo x da população pode assumir. A mutação não-uniforme multidimensionaldeste romossomo x é dada por (HOUCK et al., 1995)
x′i =

{
xi + (bi − xi)f(G) se r1 < 0, 5,
xi − (xi + ai)f(G) se r1 ≥ 0, 5,

(5.4)para todo i ∈ {1, . . . , k}, em que k denota a dimensão do vetor que de�ne o romossomo x,e
f(G) =

(
r2

(
1 − G

Gmax

))b

. (5.5)Nas Equações (5.4) e (5.5), r1 e r2 são variáveis aleatórias uniformes entre (0, 1); G é o índiede ontagem da geração orrente; Gmax é o número máximo de gerações (parâmetro que deveser forneido ao algoritmo); b é um parâmetro de formatação da função f(G). Este parâmetrotambém deve ser forneido ao algoritmo (nesta apliação, adotou-se b = 3). A função f(G)ontrola o grau de distorção (mutação) que é apliado sobre ada gene do romossomo. Noteque f(G) se aproxima de zero a medida que a geração orrente G se aproxima de Gmax.O parâmetro #Mut de�ne o número de vezes em que a mutação não-uniforme multidi-



PROJETO DE CONSTELAÇÕES ADEQUADAS À CODIFICAÇ�O WAVELET 94mensional deve ser apliada a ada geração do AG. Neste trabalho, #Mut foi alulado emada projeto de forma a garantir uma taxa de mutação de 5%.5.2 RESULTADOS NUMÉRICOSNesta seção são apresentadas as onstelações que foram projetadas neste trabalho viaalgoritmo genétio, usando as ferramentas analítias derivadas no Capítulo 4. De fato, adasistema wavelet analisado anteriormente teve seu esquema de modulação reprojetado pelo AGdetalhado na Seção 5.1.Também são apresentados resultados de desempenho obtidos a partir dos sistemas waveletssimulados om essas novas onstelações, sobre um anal om desvaneimento Rayleigh des-orrelaionado e perfeitamente estimado na reepção. Estes resultados são omparados aquiom aqueles que tinham sido obtidos om as onstelações projetadas pelo algoritmo de busaexaustiva (om enumeração ompleta do espaço de busa disretizado).Iniialmente, o AG foi apliado ao projeto de onstelações para os sistemas om odi�açãowavelet, os quais são araterizados pelas expressões analítias derivadas na Seção 4.2. Nesteaso, o problema de otimização onsiste na minimização da função objetivo dada em (4.25).A prinípio, esta função modela o desempenho de sistemas APK e PSK om esquemas dedemodulação baseados tanto na regra de mínima distânia eulidiana quanto na regra MAP.De fato, o que irá difereniar ada um desses modelos será a distribuição de probabilidadedos erros de demodulação, alulada durante um passo intermediário da avaliação de (4.25).Uma opção por projetar via AG apenas as onstelações dos sistemas baseados na regrade demodulação por mínima distânia eulidiana foi feita. Essa deisão foi tomada devido aomenor tempo de proessamento neessário para o álulo da distribuição de probabilidade doserros de demodulação gerados por esta regra. A Figura 5.1 apresenta as onstelações obtidasnesta etapa, para os sistemas om odi�ação wavelet e esquemas de modulação APK e PSK,baseados respetivamente nas MCW's 2 × 8 e 2 × 128. Vale ressaltar que as onstelações



PROJETO DE CONSTELAÇÕES ADEQUADAS À CODIFICAÇ�O WAVELET 95ilustradas nas Figuras 5.1() e 5.1(d), assoiadas à MCW 2 × 128, foram projetadas para omesmo esquema de quantização de símbolos wavelets de�nido na Tabela 4.5.
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(b) MCW 2 × 8 � Constelação 9-PSK.
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() MCW 2 × 128 � Constelação 11-APK.
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(d) MCW 2 × 128 � Constelação 11-PSK.Figura 5.1. Constelações obtidas via AG para os sistemas om odi�ação wavelet.A Figura 5.2 apresenta as urvas de desempenho dos sistemas om MCW's 2×8 e 2×128e demodulação eulidiana, obtidas om as novas onstelações projetadas via AG (ilustradasna Figura 5.1). Também são apresentadas nesta �gura, para efeito de omparação, urvas dedesempenho desses mesmos sistemas simulados om as onstelações projetadas no Capítulo 3,



PROJETO DE CONSTELAÇÕES ADEQUADAS À CODIFICAÇ�O WAVELET 96por busa exaustiva. A partir desta �gura, veri�a-se que os sistemas que tiveram as onste-lações projetadas pelo AG apresentaram vantagens de desempenho no aso das onstelaçõesAPK, e desempenhos similares para as onstelações PSK. Este resultado mostra que o espaçode busa do algoritmo genétio utilizado aqui tende a onter soluções de melhor qualidade queo espaço de busa do algoritmo exaustivo. A expliação para este fato deorre do proesso dedisretização do espaço investigado pelo algoritmo exaustivo. Note que uma opção por re�naressa disretização pode levar a um tempo de proessamento proibitivo2.Por outro lado, uma análise uidadosa da Figura 5.1(a) revela que a melhor onstelaçãoAPK enontrada pelo AG para minimizar a BER do sistema baseado na MCW 2 × 8 apre-senta uma tendênia implíita à quantização dos símbolos wavelets om valores ±6 e ±8.Este resultado india que o AG pode ser uma ferramenta valiosa no projeto de esquemas dequantização de símbolos wavelets para sistemas om MCW de grandes dimensões. Nestestermos, por exemplo, ao invés de se projetar de forma empíria um esquema de quantizaçãopara o sistema om odi�ação wavelet baseado na MCW 2 × 128, omo aquele apresentadona Tabela 4.5, poderia-se apliar o AG para se projetar diretamente uma onstelação om
mg+1 pontos para o sistema. A melhor onstelação enontrada pelo AG teria provavelmenteuma on�guração om sinais sobrepostos, que poderia ser utilizada então para se de�nir oesquema de quantização de símbolos wavelets. De fato, este ponto ainda não sofreu umainvestigação riteriosa, e deve ser abordado posteriormente, em trabalhos futuros.As onstelações projetadas pelo AG para os sistemas om odi�ação wavelet e demo-dulação eulidiana foram ainda apliadas a sistemas om demodulação MAP. A Figura 5.3apresenta as urvas de desempenho obtidas a partir da simulação desses sistemas. Esta �guratambém apresenta, omo referênia, urvas para esses mesmos sistemas simulados om asonstelações projetadas no Capítulo 3 por busa exaustiva. Veri�a-se a partir da �gura que,em ambos os asos, os resultados de desempenho são similares (a exeção do sistema omMCW 2 × 8 e onstelação PSK-AG, que apresentou uma pequena desvantagem de desem-2Mesmo para o grau de disretização adotado neste trabalho, igual a δ = 3o, o tempo de proessamentodo algoritmo exaustivo já supera, em média, o tempo de proessamento do AG em 500%.
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(b) MCW 2× 128 � Demodulação Eulidiana.Figura 5.2. Desempenho do sistema om odi�ação wavelet om demodulação baseada na regrade mínima distânia eulidiana e esquemas de modulação projetados via AG.penho).
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(b) MCW 2 × 128 � Demodulação MAP.Figura 5.3. Desempenho do sistema om odi�ação wavelet om demodulação baseada na regraMAP e esquemas de modulação projetados via AG.O AG também foi apliado ao projeto de onstelações para o sistema om odi�açãowavelet modi�ado. Neste aso, o problema de otimização onsiste na minimização da funçãoobjetivo dada em (4.45), alulada om base na análise desenvolvida na Seção 4.3. Maisuma vez, foi feita uma opção por projetar via AG apenas as onstelações dos sistemas omdemodulação baseada na regra de mínima distânia eulidiana. A Figura 5.4 apresenta as



PROJETO DE CONSTELAÇÕES ADEQUADAS À CODIFICAÇ�O WAVELET 98onstelações assim projetadas, para sistemas odi�ados pelas MCW's 2 × 8 e 4 × 16 omesquemas de modulação APK e PSK.
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(a) MCW 2 × 8 � Constelação 5-APK.
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(b) MCW 2 × 8 � Constelação 5-PSK.
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���
���
���
���

���
���
���
���

0

���
���
���
���

���
���
���
���

2

���
���
���
���

���
���
���
���

−2

0
127

0
88

���
���
���
���

���
���
���
���

���
���
���
���

���
���
���
���

−4

4

r = 0,5

(d) MCW 4 × 16 � Constelação 5-PSK.Figura 5.4. Constelações obtidas via AG para o sistema om odi�ação wavelet modi�ado.As onstelações projetadas pelo AG para os sistemas baseados na transmissão de sub-símbolos wavelets também foram avaliadas por meio de simulações omputaionais, on-siderando esquemas de reepção om regra MAP e de mínima distânia eulidiana. A Figura5.5 apresenta as urvas de desempenho obtidas a partir dessas simulações. Também são apre-



PROJETO DE CONSTELAÇÕES ADEQUADAS À CODIFICAÇ�O WAVELET 99sentadas nesta �gura as urvas de desempenho obtidas om as onstelações projetadas noCapítulo 3 por busa exaustiva, para efeito de omparação.Os resultados apresentados nas Figuras 5.2, 5.3 e 5.5 mostram que o algoritmo genétioutilizado neste trabalho, e desrito na Seção 5.1, obteve soluções de projeto (onstelações)onsistentes e de boa qualidade para ambos os sistemas de transmissão investigados. De fato,o algoritmo genétio se mostrou tão e�az quanto o algoritmo de busa exaustiva, om respeitoà qualidade das soluções enontradas. Entretanto, o AG tem uma vantagem adiional, suamaior e�iênia em termos de tempo de proessamento.5.3 CONCLUS�OEste apítulo abordou o problema do projeto de onstelações para sistemas de transmissãobaseados na odi�ação om matrizes wavelets, sujeitos ao desvaneimento Rayleigh não-seletivo em freqüênia. Espei�amente, onstelações de sinais foram projetadas usando-seum algoritmo genétio e as ferramentas analítias desenvolvida no Capítulo 4.A partir dos resultados de desempenho obtidos, p�de-se onstatar que o algoritmo genétioutilizado neste trabalho se mostrou e�iente quanto ao projeto de onstelações de boa quali-dade. Além disso, alguns resultados indiam que o AG também pode ser utilizado om suessono projeto de esquemas de quantização de símbolos wavelets para sistemas om MCW degrandes dimensões. Este ponto deve ser investigado posteriormente, em trabalhos futuros.
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CAPÍTULO 6
CONCLUS�O

Esta tese de doutorado abordou a onepção, o estudo e a análise de desempenho de sistemasde transmissão sem-�o baseados na odi�ação om matrizes wavelets.Iniialmente, a ténia de odi�ação de anal om matrizes de oe�ientes wavelets foiapresentada. Posteriormente, sistemas de transmissão sem-�o baseados nesta ténia de o-di�ação foram avaliados em anais om desvaneimento Rayleigh plano. Resultados de si-mulação por Monte Carlo foram apresentados para esquemas de modulação APK e PSK,onsiderando diferentes níveis de entrelaçamento dos anais om desvaneimento. Disutiu-seainda o desempenho desses sistemas sob os efeitos de erros de estimação das RI's dos anais,onsiderando enários nos quais os anais de omuniação são estimados na reepção viaalgoritmo LMS.Como importante ontribuição deste trabalho, pode-se destaar as formulações analítiasapresentadas aqui para o desempenho dos sistemas baseados na transmissão de símbolos esub-símbolos wavelets. Estas análises foram desenvolvidas para anais om desvaneimentoRayleigh não-seletivo em freqüênia, e validadas através de omparações om resultados dedesempenho obtidos via simulações omputaionais.Os resultados analítios apresentados neste trabalho indiam que o uso de esquemas detransmissão em diversidade ombinados à odi�ação om matrizes wavelets pode possibi-litar um inremento no ganho de odi�ação sobre anais om desvaneimento plano. Empartiular, este trabalho investigou a integração de um esquema de diversidade temporal àodi�ação wavelet, sendo observado um ganho de desempenho, em termos de probabilidadede erro de bit, nos sistemas avaliados. Entretanto, sabe-se que a ténia de diversidade tem-poral possui um usto operaional intrínseo: ela leva a uma diminuição da e�iênia espetral101



CONCLUS�O 102do sistema. Em trabalhos futuros, esquemas de diversidade espaial, baseados na utilizaçãode múltiplas antenas de transmissão e uma únia antena de reepção (ALAMOUTI, 1998), de-vem ser investigados om o objetivo de preservar a e�iênia espetral obtida pelo sistema deTzannes. Nesse aso, o desenvolvimento analítio apresentado neste trabalho, para o sistemabaseado na transmissão de sub-símbolos wavelets, pode ser estendido para a análise dessesnovos sistemas.Por outro lado, os resultados de desempenho obtidos om o sistema baseado na trans-missão de símbolos wavelets em anais om desvaneimento também mereem destaque. Empartiular, foi mostrado através de resultados analítios que o sistema odi�ado pela MCW
2 × 128 supera o desempenho de uma outra abordagem proposta para esse mesmo ambientede transmissão, o sistema STBC-BPSK (TAROKH et al., 1999), o qual apresenta uma om-plexidade de implementação similar e produz a mesma e�iênia espetral do sistema omodi�ação wavelet.Note que o ganho de desempenho dos sistemas baseados em matrizes wavelets é uma funçãodo número de olunas da MCW utilizada na odi�ação. Esta é uma araterístia importantedos sistemas om odi�ação wavelet, visto que ela deixa margem para se onseguir ganhos dedesempenho ainda melhores, a usto de um aumento relativamente pequeno na omplexidadeomputaional desses sistemas.A esolha do esquema de modulação tem um papel fundamental no desempenho dossistemas wavelets. Iniialmente, as onstelações usadas neste trabalho foram projetadas pormeio de um algoritmo de busa exaustiva (porém restrita a um sub-espaço disretizado).Posteriormente, om a formulação analítia para o desempenho dos sistemas baseados naodi�ação om matrizes wavelets, p�de-se empregar uma metodologia de busa baseada emalgoritmo genétio, a �m de se projetar novas onstelações de sinais.



CONCLUS�O 1036.1 PRINCIPAIS CONTRIBUIÇÕESDiante da tese apresentada, foram alançados os objetivos desritos a seguir, ressaltando-seas ontribuições obtidas:1. Conepção de um novo sistema baseado na integração de um esquema de transmissãoom diversidade temporal à odi�ação om matrizes wavelets. Constatou-se que adiversidade temporal introduzida no sistema possibilita melhorar o ganho da odi�açãowavelet em anais om desvaneimento, a um baixo usto omputaional. Este resultadoinentiva a avaliação de novos esquemas de transmissão em diversidade para uso emsistemas baseados na odi�ação om matrizes wavelets.2. Avaliação da in�uênia da orrelação do anal om desvaneimento na probabilidadede erro de bit em sistemas wavelets. Por meio de simulações, onstatou-se que umaprofundidade de entrelaçamento igual a mg símbolos, em que m é o posto e g é o gêneroda MCW utilizada na odi�ação, foi su�iente para que os sistemas om odi�açãowavelet avaliados em um anal om fDTs = 0, 002 onseguissem desempenhos simi-lares àqueles obtidos em anais perfeitamente desorrelaionados. No aso dos sistemasbaseados na transmissão de sub-símbolos wavelets que foram avaliados, veri�ou-se queuma profundidade de entrelaçamento igual a m2g símbolos foi su�iente para se on-seguir pratiamente a totalidade do ganho possível. Isto signi�a que o ganho marginalproporionado pelo aumento da profundidade de entrelaçamento além desse valor épratiamente nulo neste ambiente de omuniação1. Esses resultados são muito úteis,pois possibilitam a redução dos requisitos de memória e atraso do sistema.3. Estudo da in�uênia dos erros de estimação do anal em sistemas baseados na odi�a-ção om matrizes wavelets. Diferentemente de abordagens omumente apresentadas naliteratura, o presente trabalho onsiderou a oorrênia de erros na estimação do estadodo anal, o que onstitui uma questão relevante para avaliar o desempenho dos sistemas1Note, entretanto, que nada pode ser a�rmado sobre a profundidade de entrelaçamento neessária emoutros anais de omuniação.



CONCLUS�O 104wavelets. No trabalho foi apresentado um esquema de reepção baseado no algoritmoLMS. As simulações realizadas mostraram que os sistemas baseados na transmissão desímbolos e sub-símbolos wavelets mantiveram bons ganhos de desempenho, mesmo napresença de erros de estimação do anal.4. Apresentação de ferramentas matemátias para se investigar o desempenho do sistemaom odi�ação wavelet e do sistema om odi�ação wavelet modi�ado, em anaissujeitos ao desvaneimento Rayleigh não-seletivo em freqüênia. A formulação analítiaderivada aqui pode ainda ser generalizada para analisar o desempenho de outras téniasde transmissão baseadas na odi�ação om matrizes wavelets.5. Apresentação de uma nova abordagem baseada em ferramentas analítias para o projetode onstelações de sinais para os sistemas wavelets. Espei�amente, algumas onste-lações de sinais utilizadas nestes sistemas foram projetadas por meio de um algoritmogenétio, guiado pela formulação analítia derivada neste trabalho. Resultados de de-sempenho obtidos por simulação, indiam que o AG pode ainda ser utilizado om suessono projeto de esquemas de quantização de símbolos wavelets, para sistemas om MCWde grandes dimensões.6.2 PERSPECTIVAS PARA TRABALHOS FUTUROSDiante do trabalho apresentado e om base nos objetivos já alançados, podem ser apon-tadas as seguintes propostas para trabalhos futuros:1. Analisar o desempenho da odi�ação wavelet integrada a outros esquemas de trans-missão em diversidade. Em partiular, esquemas de diversidade espaial, baseados nautilização de múltiplas antenas de transmissão e uma únia antena de reepção, podemser investigados om o objetivo de preservar a e�iênia espetral obtida pelo sistemade Tzannes.



CONCLUS�O 1052. Investigar sistemas de transmissão baseados na integração da odi�ação wavelet a es-quemas de reepção iterativos, nos quais existiria uma realimentação da informaçãoextrínsea entre as etapas de demodulação e de deodi�ação wavelet.3. Analisar o desempenho dos sistemas odi�ados om matrizes wavelets em outros am-bientes de omuniação, tais omo, anais om desvaneimento seletivo em freqüênia,inlusão de interferênia intersimbólia, anais om distribuições de desvaneimento di-ferentes da Rayleigh, entre outros.4. Implementar e avaliar, por simulação omputaional, sistemas om odi�ação espáio-temporal, de forma a viabilizar uma ampla omparação entre o desempenho dessessistemas e o desempenho dos sistemas baseados na odi�ação om matrizes wavelets.5. Projetar usando AG's e ferramentas matemátias de análise esquemas de quantização desímbolos wavelet gerados por MCW's de grandes dimensões, om o objetivo de aumentaro ganho da odi�ação wavelet em anais om desvaneimento.6. Analisar o desempenho da odi�ação wavelet om taxas de odi�ação inferiores a 1bit/símbolo, através da variação do nível de sobreposição das linhas da MCW na matrizde odi�ação.7. Avaliar o desempenho dos sistemas wavelets om outras famílias de matrizes, parti-ularmente om matrizes wavelets omplexas planas. Investigar omo essas matrizesin�ueniam o esquema de mapeamento dos símbolos wavelets nos sinais de uma ons-telação bidimensional.



APÊNDICE A
SIMULAÇ�O DOS SISTEMAS BASEADOS NACODIFICAÇ�O COM MCW'S

Uma parte signi�ativa do tempo despendido neste trabalho foi onsumida no desenvolvimentodas simulações dos sistemas. Todas as simulações foram desenvolvidas seguindo-se o métodode Monte Carlo, e implementadas em linguagem C para o ambiente LINUX.Houve uma preoupação onstante de se utilizar uma quantidade de dados su�iente parase obter urvas preisas de desempenho. Estritamente falando, para avaliar o desempenhodos sistemas nos anais om Doppler in�nito (anais desorrelaionados), foram realizadassimulações om
NTotal = 100 · 1BER da maior SNR simulada (A.1)transmissões.Já para avaliar o desempenho dos sistemas nos anais om Doppler �nito (anais orrela-ionados), o número total de bits transmitidos, utilizado para fazer o levantamento de adaponto da urva de desempenho, obedeeu a relação

NTotal = L ·NBloco (A.2)em que
L = 10

(
1BER da maior SNR simulada)1/2 (A.3)é o número de realizações de anais estatistiamente independentes e

NBloco = 100

(
1BER da maior SNR simulada)1/2 (A.4)é o número de bits transmitidos para ada realização de anal.106



APÊNDICE B
MODULAÇ�O PSK: PROBABILIDADE DE ERRO

A modulação digital é o proesso de mapeamento de símbolos digitais em formas de ondaompatíveis om as araterístias do anal (PROAKIS, 1989; SKLAR, 1988). De forma geral,o mapeamento é feito tomando-se bloos de k = log2M símbolos digitais de informação emum intervalo de tempo. Para ada bloo, o modulador seleiona uma das M = 2k formas deonda analógias om energia �nita, que será transmitida através do anal.Dentre as ténias de modulação existentes na literatura, a modulação PSK (Phase ShiftKeying) é a mais adequada para anais de omuniação sem-�o, devido a sua estratégia desinalização om envoltória onstante. Esta araterístia possibilita a utilização de trans-missores om ampli�adores de potênia não-lineares (lasse C), largamente difundidos nossistemas de omuniação sem-�o.Na modulação PSK, os sinais são representados pela forma de onda
sm(t) = g(t) cos(2πfct+ θm), (B.1)em que g(t) é um pulso om duração [nTs, (n+ 1)Ts) e
θm =

2π(m− 1)

M
, m = 1, ...,M (B.2)são as M possíveis fases da portadora que transportam a informação.Os sinais PSK têm uma representação vetorial dada por:

sm =

[√
Es cos

2π

M
(m− 1)

√
Es sin

2π

M
(m− 1)

] (B.3)em que Es = 1
2
Eg é a energia em ada forma de onda.107



MODULAÇ�O PSK: PROBABILIDADE DE ERRO 108B.1 PROBABILIDADE DE ERRO EM CANAIS AWGNConsiderando que os sinais são eqüiprováveis, segue que o detetor ótimo, no sentido demínima probabilidade de erro, para o anal AWGN alula as métrias de orrelação
C(r, sm) = r · sm, m = 1, 2, . . . ,Me se deide pelo sinal sm que produz a maior métria (PROAKIS, 1989). Em outras palavras,o sinal reebido r = [rf rq] é projetado sobre ada um dos M possíveis vetores de sinal sm euma deisão é tomada em favor do sinal que produz a maior projeção.O detetor de orrelação desrito aima é equivalente a um detetor de fase que alula afase do sinal reebido r e seleiona o vetor de sinal sm que tem a fase mais próxima do sinalr, sendo a fase de r dada por:

Θr = tan−1 rq

rf

(B.4)A seguir será determinada a função densidade de probabilidade (f.d.p) de Θr, e a partirdesta será alulada a probabilidade de erro do sistema.Considere que o sinal transmitido tem representação vetorial dada por:
s = [sf sq] (B.5)Logo o sinal reebido tem omponentes
rf = sf + nf

rq = sq + nq (B.6)Como nf e nq são variáveis aleatórias Gaussianas independentes e onjuntamente distribuí-das, segue que rf e rq são variáveis aleatórias Gaussianas independentes e onjuntamentedistribuídas, om E[rf ] = sf , E[rq] = sq e σ2
rf

= σ2
rq

= 1
2
ℵ0 = σ2

r . Conseqüentemente,
pr(rf , rq) =

1

2πσ2
r

exp

[
−(rf − sf )

2 + (rq − sq)
2

2σ2
r

] (B.7)



MODULAÇ�O PSK: PROBABILIDADE DE ERRO 109A função densidade de probabilidade (f.d.p.) da fase Θr é obtida através da troa devariáveis de (rf , rq) para
V =

√
r2
f + r2

q

Θr = tan−1(rq/rf ) (B.8)Logo, supondo que o sinal PSK sm é transmitido, onsiderando (B.3) e (B.8), tem-se
pV,Θr

(V, Θr) =
1

πℵ0

exp

[
−V

2 − 2V
√
Es cos(Θr − Θm) + Es

ℵ0

] (B.9)A integração de pV,Θr
(V, Θr) sobre a total região de V produz pΘr

(Θr). Logo,
pΘr

(Θr) =

∫ ∞

0

pV,Θr
(V, Θr)V dV

=
1

πℵ0

∫ ∞

0

V exp

[
−V

2 − 2V
√
Es cos(Θr − Θm) + Es

ℵ0

]
dV (B.10)Considere que o sinal s1 tenha sido transmitido. Neste aso haverá erro de demodulaçãose o ruído do anal provoar um desloamento na fase do sinal transmitido su�iente paradesloá-la para fora da região −π/M ≤ Θr ≤ π/M . Conseqüentemente, a probabilidade deerro de símbolo é dada por

PM = 1 −
∫ π/M

−π/M

pΘr
(Θr)dΘr (B.11)Em geral, a integral de pΘr

(Θr) é de difíil solução e deve ser avaliada numeriamente,exeto para M = 2 e M = 4.Para o sistema PSK binário (M = 2), também denominado de BPSK, a probabilidade deerro de bit é dada por (PROAKIS, 1989),
Perro = Q

(√
2Eb

ℵ0

) (B.12)em que
Q(α) : =

1√
2π

∫ ∞

α

e−y2/2dy (B.13)



MODULAÇ�O PSK: PROBABILIDADE DE ERRO 110Quando M = 4, tem-se dois sinais om modulação BPSK em quadratura. Como nãoexiste interferênia entre os sinais nas duas portadoras em quadratura, a probabilidade deerro de bit é idêntia a de�nida pela Equação (B.12). Por outro lado, a probabilidade de errode símbolo para M = 4 é determinada observando-se que
Pc = (1 − P2)

2 =

[
1 −Q

(√
2Eb

ℵ0

)]2 (B.14)em que Pc é a probabilidade de uma deisão orreta para o símbolo de 2 bits. Esse resultadosegue da independênia estatístia do ruído sobre as portadoras em quadratura. Portanto, aprobabilidade de erro de símbolo para M = 4 é dada por
P4 = 1 − Pc

= 2Q

(√
2Eb

ℵ0

)[
1 − 1

2
Q

(√
2Eb

ℵ0

)] (B.15)Para M > 4, a probabilidade de erro de símbolo PM é obtida através da integraçãonuméria de�nida em (B.10). Entretanto, pode-se obter uma aproximação para pΘr
(Θr)válida para valores elevados de M e de SNR. Para Es/ℵ0 >> 1 e |Θr| ≤ 1

2
π a função pΘr

(Θr)é bem aproximada por
pΘr

(Θr) ≈
√

Eb

πℵ0

cos(Θr − Θm)e
−

Eb
ℵ0

sin2(Θr−Θm) (B.16)Substituindo pΘr
(Θr) na Equação (B.11) e realizando a mudança na variável Θr para

u =
√

Eb

ℵ0
sin(Θr − Θm), tem-se que

PM ≈ 1 −
∫ θ2

θ1

√
Eb

πℵ0

cos(Θr − Θm)e
−

Eb
ℵ0

sin2(Θr−Θm)
dΘr

≈ 1 − 1√
π

∫ √
Eb/ℵ0 sin(Θ2−Θm)

√
Eb/ℵ0 sin(Θ1−Θm)

e−u2

du

≈ 1 − 1

2

[erf(√Eb/ℵ0 sin(Θ2 − Θm)
)
− erf(√Eb/ℵ0 sin(Θ1 − Θm)

)] (B.17)em que θ1 e θ2 delimita a região de demodulação do sinal sem erro.A probabilidade de erro de bit para o M-PSK é mais difíil de se obter. Isto oorre devidoa dependênia que existe entre o mapeamento dos 2k símbolos da onstelação nas fases dos



MODULAÇ�O PSK: PROBABILIDADE DE ERRO 111sinais orrespondentes. Quando um ódigo Gray é usado no mapeamento, dois símbolos queorrespondem a sinais de fase adjaentes diferem em um únio bit. Como os erros maisprováveis oorrem entre símbolos adjaentes, a maioria dos erros de demodulação originamum únio erro de bit. Logo a probabilidade de erro de bit para a modulação M-PSK ommapeamento Gray pode ser aproximada para alta SNR por
Pb ≈

1

k
PM (B.18)B.2 PROBABILIDADE DE ERRO EM CANAIS COMDESVANECIMENTO RAYLEIGHPLANONesta seção será derivada a probabilidade de erro de sinais PSK em anais om desvane-imento Rayleigh plano e lento.Os sinais transmitidos através de um anal om desvaneimento não-seletivo em freqüêniasão afetados por uma distorção multipliativa. Para o aso de um proesso de desvaneimentoque varia lentamente ao longo do tempo, pode-se assumir que o fator de desvaneimento éonstante durante um intervalo de sinalização. Conseqüentemente, se o sinal transmitido fordenotado por sm(t), o equivalente passa-baixa do sinal reebido é dado por

r(t) = αe−jφsm(t) + n(t), 0 ≤ nTs ≤ T (B.19)em que n(t) representa o proesso do ruído brano Gaussiano omplexo que orrompe osinal. No modelo do anal de omuniação adotado, onsidera-se ainda que o proesso dedesvaneimento é lento o su�iente para se estimar perfeitamente o desloamento de fase φdo anal a partir do sinal reebido.Um método que pode ser utilizado para alular a probabilidade de erro do sistema ommodulação PSK em anais om desvaneimento é avaliar, iniialmente, a probabilidade deerro do sistema ondiionada a um fator �xo α e, posteriormente, retirar o ondiionamentoa partir da função de densidade de probabilidade da v. a. do desvaneimento α.Dessa forma, onsiderando que o sinal transmitido [sf sq] é afetado por um fator �xo α



MODULAÇ�O PSK: PROBABILIDADE DE ERRO 112onheido, tem-se que o sinal reebido tem omponentes
rf = αsf + nf

rq = αsq + nq (B.20)Logo, a partir da Equação (B.7), segue que rf e rq são variáveis aleatórias Gaussianasonjuntamente distribuídas om f.d.p dada por
pr(rf , rq|α) =

1

2πσ2
r

exp

[
−(rf − αsf )

2 + (rq − αsq)
2

2σ2
r

] (B.21)Considerando a mudança de variáveis de�nida em (B.8), tem-se
pV,Θr

(V, Θr|α) =
1

πℵ0

exp

[
−V

2 − 2αV
√
Es cos(Θr − Θm) + α2Es

ℵ0

] (B.22)A integração de pV,Θr
(V, Θr|α) sobre a região de V produz pΘr

(Θr|α). Logo,
pΘr

(Θr|α) =

∫ ∞

0

pV,Θr
(V, Θr|α)V dV

=
1

πℵ0

∫ ∞

0

V exp

[
−V

2 − 2αV
√
Es cos(Θr − Θm) + α2Es

ℵ0

]
dV (B.23)Pode-se retirar o ondiionamento em α alulando o valor médio de pΘr

(Θr|α) sobre afunção densidade de probabilidade da v.a. α.Considerando um anal om desvaneimento Rayleigh, tem-se (PROAKIS, 1989)
pα(α) =

2α

Ω
exp−α2/Ω, α ≥ 0, Ω = E[α2] (B.24)Logo, assumindo Ω = 1, segue que pray

Θr
(Θr) é expressa por

pray
Θr

(Θr) =

∫ ∞

0

pΘr
(Θr|α)p(α)dα

=
2

πℵ0

∫ ∞

0

∫ ∞

0

αV exp

[
−V

2 − 2αV
√
Es cos(Θr − Θm) + α2(Es + ℵ0)

ℵ0

]
dV dα(B.25)Dessa forma, supondo que o sinal sm tenha sido transmitido, haverá erro de demodulaçãose as pertubações do anal provoarem um desloamento na fase do sinal sm su�iente para



MODULAÇ�O PSK: PROBABILIDADE DE ERRO 113desloá-la para fora de sua região de deisão, denotada por [Θ1 Θ2]. Logo, a probabilidade deerro de um sistema PSK om sinais eqüiprováveis em um anal om desvaneimento Rayleighé dada por
P ray

M = 1 − 2

πℵ0

∫ θ2

θ1

∫ ∞

0

∫ ∞

0

αV exp

[
−V

2− 2αV
√
Es cos(Θr − Θm) + α2(Es + ℵ0)

ℵ0

]
dV dα dΘr(B.26)B.3 CONCLUS�ONeste apêndie foi apresentada uma breve revisão da ténia de modulação PSK. Alémdisso, as expressões de probabilidades de erros de demodulação de sinais PSK provenientes deuma onstelação assimétria foram deduzidas em anais om ruído aditivo Gaussiano branoe em anais sujeitos ao desvaneimento Rayleigh não-seletivo em freqüênia.Essas expressões foram empregadas no Capítulo 4 para analisar a distribuição de proba-bilidades do ruído de demodulação.



APÊNDICE C
ALGORITMOS GENÉTICOS

Os algoritmos genétios (AGs) são métodos probabilístios de otimização e busa inspiradosnos meanismos de evolução natural. Foram introduzidos por John Holland em pareria omalguns de seus olegas e por estudantes da universidade de Mihigan durante a déada de 70(HOLLAND, 1975), mas só se popularizaram a partir da publiação, em 1989, do livro GenetiAlgorithms in Searh, Optimization and Mahine Learning, de autoria de um dos seus alunos,David Goldberg.Os algoritmos genétios emulam a teoria da evolução biológia, fundamentada no prinípioda sobrevivênia do mais apto, da forma omo o naturalista e �siologista Charles Darwinenuniou em seu livro A origem das espéies (1859). De aordo om Darwin, "Quanto melhorum indivíduo se adaptar ao seu meio ambiente, maior será a sua hane de sobrevivênia ede gerar desendentes".Desde a déada de 90, os algoritmos genétios têm sido apliados om suesso na resoluçãode diversos problemas de otimização ombinatória em diferentes áreas do onheimento. Osalgoritmos genétios têm sido apliados om êxito a problemas om múltiplos objetivos, omgrande número de restrições e problemas om espaços de busa muito grandes. Essa am-pla apliabilidade é resultado da apaidade que o algoritmo possui de realizar uma busaadaptativa, paralela e ega. Esta última se deve ao fato de que a operação do algoritmo éinerentemente independente da apliação.As prinipais araterístias do AG, as quais o tornam um método de busa e otimizaçãosingular, são enumeradas na seqüênia:1. Realizam a busa sobre uma população de soluções, sendo portanto, paralelos;114



ALGORITMOS GENÉTICOS 1152. Usam aptidões (geradas por funções de aptidão) para guiar a busa, e não derivadas ououtros onheimentos prévios auxiliares;3. Utilizam leis probabilístias e não determinístias.O primeiro passo para a apliação do AG a um problema qualquer é representar adasolução eventual x no espaço de busa do problema omo uma seqüênia s de símbolos, queassumem valores a partir de um dado alfabeto A, que pode ser de dois tipos básios: binárioe ponto-�utuante. Cada seqüênia s orresponde a um romossomo e ada elemento de s éequivalente a um gene. Como ada gene pode assumir qualquer valor do alfabeto A, adaelemento de A é equivalente a um alelo, ou seja, um valor possível para um dado gene.Tendo-se de�nido uma representação romoss�mia, gera-se um onjunto aleatório desoluções possíveis para o problema. Este onjunto forma a hamada população iniial, emque ada solução eventual é denominada indivíduo. Em geral, ada indivíduo da populaçãoé onstituído de um únio romossomo, razão pela qual é omum se usarem os termos indi-víduo e romossomo indistintamente nos textos ientí�os. A maioria dos AGs propostos naliteratura opera om uma população om um número �xo N de indivíduos e romossomos detamanho onstante.Os algoritmos genétios são algoritmos iterativos e a ada iteração a população é modi-�ada. Cada iteração de um AG é denominada geração, embora nem todos os indivíduosde uma população sejam neessariamente ��lhos� de indivíduos da população na iteração an-terior. A população iniial deve obrir a maior área possível do espaço de busa, pois osindivíduos devem ter diferentes graus de adaptação ao ambiente em que vivem. O prinípiofundamental dos AGs é que todos os indivíduos da população evoluam, por meio de determi-nadas operações, até que sejam todos iguais e representem uma solução ótima.Devido ao fato dos AGs terem sido inspirados na teoria da evolução das espéies, muitostermos foram importados da biologia. A Tabela C.1 mostra a equivalênia entre os prinipaistermos e os seus signi�ados.



ALGORITMOS GENÉTICOS 116Tabela C.1. Termos biológios usados no ontexto dos AGs.Termo Empregado Signi�ado no Contexto dos AGsIndivíduo Uma solução potenial do problema manipulada pelo AG.Cromossomo Representação do indivíduo, onstituído por genes.Gene Elemento de informação integrante do romossomo.Alelo Valor que um gene pode assumir.Genótipo Uma solução do problema no domínio do AG.População Um onjunto de indivíduos.Geração Cada iteração do proesso evolutivo.Aptidão Uma araterístia de ada indivíduo que denota a apaidadede gerar desendentes.C.1 OPERADORES BÁSICOS DE UM ALGORITMO GENÉTICOOs operadores têm a função de implementar o proesso reprodutivo simulado que oorrenos AGs. Diversos operadores foram propostos na literatura, bem omo diferentes estratégiaspara implementação. Contudo, serão abordados na seqüênia os operadores mais simples epopulares, sendo eles: seleção, ruzamento e mutação.Após a riação da população iniial, são realizadas operações espeí�as sobre esta popula-ção que tentam simular o que oorre em um ambiente natural ao longo de vários anos. Comoaontee na natureza, om o passar do tempo, a população se renova dando origem a umanova geração. As operações de seleção natural, ruzamento e mutação são responsáveis pelariação de uma nova geração. O prinípio básio é que os indivíduos melhores adaptados aoambiente tenham mais hanes de perpetuar suas informações genétias, passando-as adiantepara as futuras gerações. O proesso utilizado para se determinar qual é o indivíduo que seenontra melhor adaptado ao ambiente é a seleção natural.A avaliação dos indivíduos mais adaptados ao ambiente é realizada por meio da funçãode aptidão do problema para o qual deseja-se enontrar um máximo ou um mínimo. Estafunção atribui a ada indivíduo uma medida de quão bem adaptado ao ambiente ele está,hamada aptidão. Em populações naturais, a aptidão é determinada pela habilidade doindivíduo sobreviver a predadores, pestes e outros obstáulos à vida adulta e sua subseqüentereprodução. A função que avalia a aptidão de ada indivíduo é, talvez, a parte mais importante



ALGORITMOS GENÉTICOS 117de um AG. Ela tem o potenial de afetar severamente o desempenho geral do algoritmo emtermos da qualidade dos resultados e tempo de exeução (BRAZ, 2003).A seleção natural oorre em ada geração, antes do proesso de ruzamento, indiando osindivíduos mais aptos para a reprodução. Neste proesso, um indivíduo da população podeser seleionado mais de uma vez, além disso, todos os indivíduos da população têm hanesde ser seleionados para se reproduzirem na geração seguinte.Uma ténia de seleção omum onsiste na atribuição de uma probabilidade de seleção,
pj, a ada indivíduo j, baseada na sua aptidão. Uma seqüênia de N números aleatórios (emque N é o tamanho da população) om distribuição de probabilidades uniforme normalizada,
U(0, 1), é então gerada e omparada om as probabilidades umulativas, Ci =

∑i
j=1 pj, dapopulação. Um determinado indivíduo, i, é seleionado e opiado na nova população se

Ci−1 < U(0, 1) ≤ Ci. Existem alguns métodos para a atribuição de probabilidades aosindivíduos da população: método da roleta, posto linear, posto geométrio, entre outros(GOLDBERG, 1989; MICHALEWICZ, 1994).Após a seleção, aparee o meanismo de ruzamento, o qual emula um proesso de re-produção sexuada (ou seja, envolve a iteração de dois indivíduos) no qual oorre a troade fragmentos entre pares de romossomos. O número de ruzamentos que oorre em adageração é determinado pela taxa de ruzamento, um perentual da população que india onúmero de indivíduos que partiiparão deste proesso. Geralmente este perentual situa-seentre 50% e 80% do número de indivíduos da população (ALMEIDA, 2004).Os genes representam a informação genétia mais elementar do indivíduo e são enadeadospara formar o romossomo. A operação de ruzamento envolve uma reombinação de genesentre dois indivíduos para produzir um par de �lhos que, omo no proesso natural, traz ainformação genétia dos pais.Os ruzamentos dão origem a uma população intermediária, que é inluída na populaçãoiniialmente seleionada. Como o número de indivíduos de uma geração para outra é mantidoonstante e igual a N , faz-se a redução da população aumentada através da ténia de torneio,



ALGORITMOS GENÉTICOS 118que onsiste em seleionar aleatoriamente um par de romossomos e desartar o que tiver opior valor de aptidão, repetindo o proesso até que a população volte ao número iniial N deindivíduos.A etapa que onlui a formação de uma nova geração é a mutação. O número de indi-víduos que partiipam deste proesso é de�nido pela taxa de mutação que geralmente variaentre 1% e 5%. A mutação onsiste em alterar um gene de um romossomo. A esolha doromossomo que sofrerá mutação e do gene a ser alterado é feita de forma aleatória. O novovalor que o gene assumirá também é esolhido aleatoriamente. A natureza aleatória de todasas operações realizadas (seleção natural, ruzamento e mutação) garante que o proesso nãose torne tendenioso e se aproxime do que realmente oorre na natureza.Finalmente, após a apliação das operações desritas, tem-se a formação de uma novageração de indivíduos. Todo o proesso é então repetido até que pratiamente todos osindivíduos da população sejam idêntios e iguais a uma solução ótima. É omo se �asseestabeleido o domínio de um indivíduo muito forte (o qual representa a solução ótima) sobreos demais indivíduos da população. Este indivíduo, que possui grandes hanes de perpetuarsuas informações genétias, aaba por espalhar, ao longo das gerações, suas araterístiasem todos os indivíduos. A população, por �m, torna-se homogênea.C.2 CONVERGÊNCIA DO MÉTODOA onvergênia de um algoritmo genétio depende de uma série de fatores, sendo os maisdeterminantes: o tamanho da população, a taxa de ruzamento e a taxa de mutação. Quantomaior o número de indivíduos na população, maior será a diversidade de material genétio emais gerações serão neessárias para que a população se torne homogênea. Por outro lado,populações muito pequenas podem resultar em onvergênia prematura, impedindo que o AGrealize uma busa satisfatória por falta de diversidade na população. Contudo, aumentar apopulação inde�nidamente não implia em melhora de desempenho.



ALGORITMOS GENÉTICOS 119As taxas de ruzamento e mutação interferem diretamente na veloidade om que o al-goritmo onverge. Quanto maior for a taxa de ruzamento, devido ao maior número dereproduções e onseqüente mistura de material genétio, mais rapidamente a população setornará homogênea. A mutação age no sentido ontrário, omo sendo uma pertubação noproesso. Quanto maior a taxa de mutação, mais indivíduos om novas araterístias sãoformados a ada geração. A mutação ontribui para diversi�ar o material genétio da po-pulação, realizando uma exploração mais ampla do espaço de busa. Entretanto, atrasa oproesso de tornar a população mais homogênea.Uma outra interpretação para as operações de ruzamento e mutação é entendê-las omomeanismos de busa loal e global, respetivamente. Enquanto que os ruzamentos onduzemo proesso para enontrar um ótimo loal, as mutações, se bem suedidas, desviam a busa nadireção de um possível ótimo global (ARAUJO, 2002). Caso uma mutação seja mal suedida,di�ilmente as araterístias do indivíduo que sofreu esta mutação se perpetuarão. Logo, abusa ontinua no mesmo sentido em que estava antes.A função de aptidão também afeta a veloidade de onvergênia do algoritmo, desde queesteja mal ondiionada ao problema. Uma taxa de variação muito grande nesta funçãopode privilegiar exessivamente algumas soluções em detrimento de outras, provoando umaonvergênia prematura. Efeito ontrário é obtido om taxas de variação pequenas. Nestesasos, o método de seleção pode degenerar para uma seleção aleatória om probabilidadesaproximadamente iguais, fazendo om que o algoritmo não evolua.A onvergênia de um algoritmo se dá quando não mais oorrer um melhoramento signi�-ativo na diversidade da população entre gerações, ou seja, quando a maior parte dos romos-somos forem idêntios, indiando alto índie de homogeneidade, o que normalmente aonteepara um valor aima de 95% (BRAZ, 2003).



ALGORITMOS GENÉTICOS 120C.3 CONCLUS�OEste apêndie abordou oneitos relaionados à ténia de otimização por algoritmosgenétios. Foi introduzido a origem desses algoritmos, seus prinípios de funionamento efatores que in�ueniam diretamente no seu desempenho.



APÊNDICE D
MATRIZES E SISTEMAS WAVELETS

Uma matriz wavelet é uma generalização das matrizes unitárias (quadradas) para matrizesretangulares. No ontexto da engenharia elétria, as matrizes wavelets orrespondem aosbanos de �ltros digitais multitaxas, em que ada linha da matriz orresponde a um �ltropassa-faixa do bano. Cada matriz wavelet ontém a informação básia neessária para sede�nir um sistema wavelet. De fato, várias propriedades analítias dos sistemas waveletsdependem das propriedades algébrias das matrizes wavelets. (RESNIKOFF; WELLS-JR, 1998).Várias são as matrizes wavelets usadas na matemátia apliada e no proessamento desinais. Como exemplos, podem-se itar: as matrizes da transformada de Fourier disreta, asmatrizes da transformada do osseno disreta, as matrizes de Walsh e Hadamard, matrizes deRademaher, e matrizes de Chebyshev (RESNIKOFF; WELLS-JR, 1998). Todas estas matrizessão unitárias (ortogonais se forem reais).O restante deste apêndie é organizado omo segue: Na Seção D.1 será apresentada ade�nição de matrizes wavelets, seus fundamentos, propriedades elementares e alguns exemplos.Na Seção D.2, as matrizes wavelets são araterizadas a partir de suas respetivas matrizes deHaar. Na Seção D.3, de�ne-se a expansão de funções disretas em séries �nitas de oe�ienteswavelets. Uma importante propriedade apresentada nesta seção estabelee que toda a energiade uma função disreta, expandida em oe�ientes wavelets, �a onentrada nos própriosoe�ientes da série �nita. Na Seção D.4, as funções de esala e wavelets serão de�nidasa partir dos oe�ientes das matrizes wavelets. Na Seção D.5, os sistemas wavelets serãode�nidos a partir de suas matrizes wavelets orrespondentes. Finalmente, na Seção D.6, sãoapresentadas algumas onlusões. 121



MATRIZES E SISTEMAS WAVELETS 122D.1 AS MATRIZES WAVELETSSeja F um orpo arbitrário. O orpo F pode ser de�nido no onjunto Q dos númerosraionais, R dos números reais, C dos números omplexos ou em algum onjunto algébrio.Considere uma matriz A = (as
k), om m ≥ 2 linhas (vetores) de omprimento possivelmentein�nito, dada por

A =




· · · a0
−1 a0

0 a0
1 a0

2 · · ·
· · · a1

−1 a1
0 a1

1 a1
2 · · ·... ... ... ...

· · · am−1
−1 am−1

0 am−1
1 am−1

2 · · ·


 (D.1)em que m é de�nido omo o posto da matriz e ada elemento as

k ∈ F e F ⊂ C. São de�nidassubmatrizes Al de A de dimensão m×m da forma
Al = (as

lm+r), r = 0, . . . ,m− 1 , s = 0, . . . ,m− 1 (D.2)para l ∈ Z. Assim, a matriz A pode ser expressa em termos de bloos de matrizes na forma
A = (. . . ,A−1,A0,A1,A2 . . .), (D.3)em que, por exemplo,
A0 =




a0
0 · · · a0

m−1... ...
am−1

0 · · · am−1
m−1


 (D.4)Da teoria de variáveis omplexas, a partir da matriz A, pode ser onstruída uma série depotênias

A(z) =
∞∑

l=−∞

Alz
l, (D.5)denominada de série de Laurent da matriz (RESNIKOFF; WELLS-JR, 1998). A(z) tambémpode ser esrita omo uma matriz m × m tendo omo elementos os oe�ientes da série deLaurent

A(z) =




∑
k a

0
mkz

k · · · ∑
k a

0
mk+m−1z

k... . . . ...∑
k a

s
mk+rz

k... . . . ...∑
k a

m−1
mk zk · · · ∑

k a
m−1
mk+m−1z

k



, (D.6)



MATRIZES E SISTEMAS WAVELETS 123sendo também denotada de matriz de Laurent de A. Ambas as representações (D.5) e (D.6)serão denominadas de representações de Laurent da matriz A.Supondo que há um número �nito de matrizes não-nulas na Equação (D.5), tem-se que
A(z) =

N2∑

l=N1

Alz
l, (D.7)onsiderando que AN1e AN2 são matrizes não-nulas. Seja g = N2 − N1 + 1, denominado degênero da matriz A, o número de termos não nulos da série representada pela Equação (D.7).Finalmente, é de�nida a adjunta Ã(z) da matriz de Laurent A(z) por

Ã(z) = A∗(z−l) =
∑

l

A∗
l z

−l, (D.8)em que A∗
l = A

t é a transposta onjugada da matriz Al.Supondo que A tem m linhas e possivelmente, um número in�nito de olunas, a matriz
A é denominada de matriz wavelet de posto m se forem satisfeitas as seguintes ondições:

A(z) · Ã(z) = mI, (D.9)
∞∑

k=−∞

as
k = mδs,0, 0 ≤ s ≤ m− 1. (D.10)em que δs,0 é o símbolo de Kroneker.Na maioria das vezes, o número de olunas da matriz A é �nito. Nesses asos, a matrizwavelet A terá uma dimensão �nita m × mg, em que g, omo dito antes, é o gênero damatriz A. O gênero pode ser visto omo o número de bloos de matrizes m×m que formama matriz A.O onjunto de todas as matrizes wavelets de posto m e gênero g será representado por

WM(m, g; F). Geralmente F forma um orpo nos números reais ou nos omplexos.A Equação (D.9) tem uma representação equivalente em termos dos oe�ientes da matrizwavelet A, dada por
∑

k

as′

k+ml′a
s
k+ml = mδs′,sδl′,l. (D.11)



MATRIZES E SISTEMAS WAVELETS 124As relações (D.9) e (D.10) ou equivalentemente (D.11) e (D.10) são denominadas, respe-tivamente, de ondições quadrátia e linear das matrizes wavelets. A ondição quadrátiaassegura que as linhas de uma matriz wavelet A = (as
k) = (as

0, . . . , a
s
mg−1) têm omprimentoigual a √

m e que são ortogonais entre si, mesmo quando desloadas por um múltiplo arbi-trário de m. O vetor a0 é denominado de vetor de esala e ada um dos vetores as, 1 < s < m,é denominado de vetor wavelet. A ondição de linearidade ou de esalonamento, dada pelaEquação (D.10), estabelee que a soma dos elementos do vetor de esala é igual ao posto
m da matriz wavelet, enquanto que, a soma dos elementos de ada vetor wavelet é igual azero. As matrizes wavelets de posto m podem ser vistas omo um bano de �ltros digitaisom m-bandas, em que a primeira linha equivale a um �ltro passa-baixas e as m − 1 linhasrestantes equivalem a �ltros passa-faixa. Dessa forma, para uma dada matriz wavelet, oselementos do vetor de esala e dos vetores wavelets são também hamados de oe�ientes de�ltro passa-baixas e oe�ientes de �ltros passa-faixa, respetivamente.Dada uma matriz wavelet om gênero �nito, as

k 6= 0, para 0 ≤ k < mg, suas linhas serãorepresentadas por
ak := a0

k bsk := as
k, (D.12)em que 0 < s < m e 0 ≤ k < mg. Dessa forma, os vetores de esala e wavelets serãodenotados, respetivamente por:

a = (a0, . . . , am−1) (D.13)
bs = (bs0, . . . , b

s
m−1) (D.14)A seguir serão apresentados alguns exemplos simples de matrizes wavelets (RESNIKOFF;WELLS-JR, 1998).Exemplo D.1 Matrizes de Haar de posto 2: As matrizes abaixo, denominadas dematrizes de Haar, são as únias matrizes wavelets quadradas de posto 2 om oe�ientes reais

(
1 1
1 −1

)
,

(
1 1
−1 1

)
. (D.15)



MATRIZES E SISTEMAS WAVELETS 125De forma geral, uma matriz de Haar om elementos omplexos é dada por
(

1 1
−eiθ eiθ

)
. (D.16)Exemplo D.2 Matriz Wavelet de Daubehies de posto 2 e gênero 2: A matriz D2

D2 =

(
1 +

√
3 3 +

√
3 3 −

√
3 1 −

√
3

−1 +
√

3 3 −
√

3 −3 −
√

3 1 +
√

3

) (D.17)é uma das matrizes de posto 2 desobertas por Daubehies (RESNIKOFF; WELLS-JR, 1998).Exemplo D.3 Matriz Wavelet de posto 2 e gênero 2: Seja ak(θ), as omponentes deuma família de vetores de esala
a0(θ) =

1

2

(
1 +

√
2 cos

[
θ +

π

4

])
, (D.18)

a1(θ) =
1

2

(
1 +

√
2 cos

[
θ − π

4

])
, (D.19)

a2(θ) =
1

2

(
1 −

√
2 cos

[
θ +

π

4

])
, (D.20)

a3(θ) =
1

2

(
1 −

√
2 cos

[
θ − π

4

])
, (D.21)em que 0 ≤ θ < 2π e o orrespondente vetor wavelet assoiado bk(θ) = (−1)k+1a3−k(θ). Entãoa matriz

A :=

(
a0(θ) a1(θ) a2(θ) a3(θ)
b0(θ) b1(θ) b2(θ) b3(θ)

) (D.22)é uma família de matrizes wavelets de posto 2 e gênero 2 de�nida por um únio parâmetro θ,segundo as relações ak e bk. A matriz D2 é um aso espeial deste exemplo para θ = π/6.D.2 MATRIZES WAVELETS DE HAARO onjunto das matrizes wavelets om gênero igual a 1 é de espeial importânia na teoriadas wavelets. Este onjunto é denotado por
H(m; F) = MW (m, 1; F). (D.23)Os elementos de H(m; F) são denominados de matrizes wavelets de Haar de posto m. Aimportânia das matrizes de Haar na teoria das wavelets se deve ao fato que essas matrizes



MATRIZES E SISTEMAS WAVELETS 126são apazes de araterizar todas as demais matrizes wavelets. Nas seções seguintes sãodisutidas algumas propriedades das matrizes de Haar e algumas operações que possibilitama onstrução de matrizes de maior dimensão a partir de matrizes de menor dimensão.D.2.1 A Matriz de Haar Can�niaSeja U(m) o onjunto unitário de posto m, formado por todas as matrizes omplexas Ude dimensão m×m, em que, U∗U = I (RESNIKOFF; WELLS-JR, 1998).Teorema D.1 Uma matriz omplexa H m×m é uma matriz de Haar se, e somente se,
H =

(
1 0

0 U

)H, (D.24)em que U ∈ U(m − 1) é uma matriz unitária e H é a matriz de Haar an�nia de posto m,de�nida por
H : =




1 1 · · · · · · · · · · · · 1

−(m− 1)
√

1
m−1

√
1

m−1
· · · · · · · · · · · ·

√
1

m−1... . . . . . . · · · · · · · · · ...
0 0 · · · −s√ m

s2+s

√
m

s2+s
· · · √

m
s2+s... · · · · · · · · · . . . . . . ...

0 · · · · · · · · · 0 −
√

m
2

√
m
2




(D.25)
em que s = (m− k) e k = 0, 1, . . . ,m− 1 são os números das linhas da matriz.Lema D.1 Seja H = (hs

r) uma matriz de Haar. Então,
hr := h0

r = 1, 0 ≤ r ≤ m. (D.26)Corolário D.1 Sejam H′, H′′ ∈ H(m; C) duas matrizes de Haar. Então, existe uma matrizunitária U ∈ U(m− 1) de modo que
H′ =

(
1 0

0 U

)
H

′′

. (D.27)



MATRIZES E SISTEMAS WAVELETS 127Corolário D.2 Seja A uma matriz wavelet real, ou seja, as
k ∈ R, então A é uma matriz deHaar se, e somente se,

A =

(
1 0

0 O

)H, (D.28)em que O ∈ O(m− 1) é uma matriz ortogonal e H é a matriz de Haar an�nia de posto m.D.2.2 Matriz de Haar Caraterístia de uma Matriz WaveletConsidere A uma matriz wavelet e seja A(z) sua matriz de Laurent. De�na a matriz deHaar araterístia χ(A) da matriz wavelet A por:
χ(A) := A(1). (D.29)O teorema seguinte estabelee uma relação entre as matrizes wavelets e as matrizes de Haar.Teorema D.2 Se A ∈MW (m, g; F), então χ(A) ∈ H(m; F), ou seja, χ é um mapeamentobem de�nido de matrizes wavelets de posto m em matrizes de Haar de posto m

MW (m, g; F)
χ→ H(m; F). (D.30)Prova Os elementos da matriz H = χ(A) são da forma

hr
s =

∞∑

l=−∞

ar
ml+s. (D.31)A matriz H deve satisfazer as ondições (D.9) e (D.10) que de�nem uma matriz wavelet. Pelaondição da linearidade e usando (D.31), é obtido

m−1∑

s=0

hr
s =

m−1∑

s=0

(
∞∑

l=−∞

ar
ml+s

)
=

∞∑

k=−∞

ar
k = mδr,0. (D.32)A ondição quadrátia para H = χ(A) segue da ondição quadrátia geral, dada pela Equação(D.9), alulada em z = 1.Corolário D.3 Seja A uma matriz wavelet de posto m e χ(A) a matriz de Haar ara-terístia da matriz A. Então, existe uma matriz unitária U ∈ U(m− 1) de modo que

B =

(
1 0

0 U

)
A (D.33)



MATRIZES E SISTEMAS WAVELETS 128é uma matriz wavelet uja matriz de Haar araterístia χ(B) é a matriz de Haar an�nia, e
χ(B) =

(
1 0

0 U

)
χ(A). (D.34)D.2.3 Produto Tensorial entre Matrizes de HaarO produto tensorial entre duas matrizes de Haar resulta em outra matriz de Haar.Teorema D.3 Se A ∈ H(m′; F) e B ∈ H(m′′; F), então

A ⊗ B ∈ H(m′m′′; F). (D.35)O teorema aima será ilustrado om um exemplo. Seja m′ = m′′ = 2 e
A =

(
a0

0 a0
1

a1
0 a1

1

)
, B =

(
b00 b01
b10 b11

) (D.36)
A ⊗ B =




a0
0b

0
0 a0

0b
0
1 a0

1b
0
0 a0

1b
0
1

a0
0b

1
0 a0

0b
1
1 a0

1b
1
0 a0

1b
1
1

a1
0b

0
0 a1

0b
0
1 a1

1b
0
0 a1

1b
0
1

a1
0b

1
0 a1

0b
1
1 a1

1b
1
0 a1

1b
1
1


 . (D.37)Apliando o produto tensorial na matriz de Haar

H =

(
1 1

−1 1

)
, (D.38)e de�nindo

H⊗n := H ⊗ · · · ⊗H︸ ︷︷ ︸
nfatores , (D.39)então, H⊗n é uma matriz de Haar de posto 2n e também um exemplo de uma lasse espeialde matrizes de Hadamard.
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H⊗2 =




1 × 1 1 × 1 1 × 1 1 × 1
1 × (−1) 1 × 1 1 × (−1) 1 × 1
−1 × 1 −1 × 1 1 × 1 1 × 1

−1 × (−1) −1 × 1 1 × (−1) 1 × 1


 (D.40)

H⊗2 =




1 1 1 1
−1 1 −1 1
−1 −1 1 1

1 −1 −1 1


 (D.41)

H⊗2 =

(
H H

−H H

)
. (D.42)D.2.4 O Operador ExtensãoAtravés do operador extensão, uma matriz wavelet de maior gênero é onstruída a partirde uma matriz wavelet de menor gênero, ou seja, é feito um mapeamento de uma matriz demenor gênero em uma matriz de maior gênero. De forma a simpli�ar a apresentação daoperação de extensão, serão onsideradas apenas matrizes wavelets de posto par. De�ne-se ooperador extensão para a matriz A ∈MW (m, g; F), omo

E : MW (m, g) →MW (m, 4g). (D.43)Seja ai, i = 0, 1, ...,m− 1 as linhas da matriz A, i.e.
A =




a0

a1...
am−1


 . (D.44)Então a operação extensão m× 4m de A é de�nida por

E(A) :=
1

2




a0 a1 a0 −a1

a0 a1 −a0 a1... ... ... ...
am−2 am−1 am−2 −am−1

am−2 am−1 −am−2 am−1



. (D.45)Teorema D.4 Se A ∈MW (m, g; F), então E(A) ∈MW (m, 4g; F).O operador E pode ser apliado repetidamente sobre uma matriz wavelet, obtendo-seassim, matrizes wavelets om dimensões ada vez maiores.



MATRIZES E SISTEMAS WAVELETS 130Corolário D.4 Seja n um inteiro positivo. Se m é par e A ∈ WM(m, g; F), então En(A) ∈

WM(m, 4ng; F).D.3 EXPANS�O ORTONORMAL DISCRETAQualquer função disreta pode ser representada por uma série �nita de oe�ientes wavelets.Teorema D.5 Seja f : Z → C uma função arbitrária de�nida sobre os inteiros, e seja Auma matriz wavelet de posto m e gênero g. Então f tem uma únia expansão em termos damatriz A, expressa por
f(n) =

m−1∑

r=0

∑

k∈Z

crka
r
n+mk (D.46)em que

crk =
1

m

∑

n

f(n)ār
n+mk (D.47)A expansão em matriz wavelet é loalmente �nita; ou seja, para um determinado n,somente uma quantidade �nita de termos na série são diferentes de zero.A expansão ortonormal disreta é um dos prinipais elos de ligação entre a teoria matemátiadas wavelets e suas apliações prátias.D.3.0.1 Teorema de Parseval O teorema de Parseval a�rma que a energia de umafunção disreta expandida em uma série de oe�ientes wavelets �a totalmente onentradanos oe�ientes da série.Teorema D.6 Se

f(n) =
∑

0≤r<m

∑

l

crl a
r
ml+n, (D.48)então

∑

n∈Z

|f(n)|2 = m

{
∑

0≤r<m

∑

l

|crl |2
}
. (D.49)



MATRIZES E SISTEMAS WAVELETS 131Desde que a expansão em matriz wavelet é loalmente �nita, a função pode ser e�iente-mente representada por um número �nito de oe�ientes wavelets.De�ne-se a norma da função disreta f : Z → C por
||f ||2 : =

∑

n∈Z

|f(n)|2 (D.50)Logo, a partir do teorema de Parseval, segue:Teorema D.7 Se
f(n) =

∑

0≤r<m

∑

l

crl a
r
ml+n, (D.51)então

||f ||2 = m

{
∑

0≤r<m

∑

l

|crl |2
}
. (D.52)D.4 FUNÇÕES WAVELETS E DE ESCALAPara qualquer matriz wavelet A ∈ WM(m, g; C), existe uma função de esala ϕ(x) e

m− 1 funções wavelets ψ1(x), ..., ψm−1(x) de�nidas no espaço de Hilbert L2(R), em que R éo onjunto dos números reais (RESNIKOFF; WELLS-JR, 1998). Uma função f(x) de�nida em
R pertene ao espaço L2(R) se |f(x)|2 for integrável, ou seja,

∫

x∈R

|f(x)|2 dx <∞ (D.53)As funções de esala e wavelets satisfazem relações espeí�as, de�nidas em termos damatriz wavelet A, omo segue:Considere a equação
ϕ(x) =

mg−1∑

k=0

a0
kϕ(mx− k) (D.54)em que a0

k é o vetor de esala de uma matriz wavelet A ∈WM(m, g; C).



MATRIZES E SISTEMAS WAVELETS 132Esta equação é hamada de equação de esala assoiada à matriz wavelet A = (as
k). Se ϕ ∈

L2(R) é uma solução dessa equação, então ϕ é hamada de função de esala assoiada à matriz
A. Da mesma forma, pode-se de�nir as funções wavelets {ψ1(x), ..., ψm−1(x)} assoiadas àmatriz A e à função de esala ϕ pela equação

ψs(x) :=

mg−1∑

k=0

as
kϕ(mx− k) (D.55)O teorema a seguir estabelee que ada matriz wavelet possui apenas uma função de esalaom suporte ompato.Teorema D.8 Seja A ∈ WM(m, g; C) uma matriz wavelet. Então existe uma únia função

ϕ ∈ L2(R) tal que:(a) ϕ satisfaz a Equação (D.54);(b) ∫
R
ϕ(x)dx = 1;() ϕ̂ ∈ C0(R);(d) sup ϕ ⊂

[
0, (g − 1)

(
m

m−1

)
+ 1
]
.em que ϕ̂ denota a transformada de Fourier de ϕ.Na prátia, pode-se obter uma solução aproximada para a Equação (D.54) omo segue.Seja
ϕ0 := χ[0,1) (D.56)uma função araterístia, de�nida por

χK =

{
1, se x ∈ K

0, . (D.57)A partir da Equação (D.56), pode-se obter aproximações suessivas para a função de esalade�nida pela Equação (D.54) através da equação reursiva:
ϕν(x) :=

mg−1∑

k=0

a0
kϕ

ν−1(mx− k), ν ≥ 1 (D.58)



MATRIZES E SISTEMAS WAVELETS 133A seqüênia ϕν(x) onverge para a solução ϕ(x) quando ν → ∞ (RESNIKOFF; WELLS-JR, 1998). Uma vez obtida a função de esala aproximada, as funções wavelets podem seraluladas pela Equação (D.55). Dessa forma, pode-se obter, para qualquer matriz wavelet
A, as orrespondentes funções wavelets e de esala.D.5 SISTEMAS WAVELETConsidere uma matriz wavelet A de posto m, e seja ϕ e ψs, s = 1, ...,m−1, as respetivasfunções de esala e wavelets assoiadas à essa matriz. Para k, j ∈ Z, de�ne-se

ϕjk(x) := mj/2ϕ(mjx− k), (D.59)
ψs

jk(x) := mj/2ψs(mjx− k), s = 1, ...,m− 1. (D.60)As Equações (D.59) e (D.60) representam uma família de funções geradas a partir detranslações e esalonamentos das funções wavelets e de esala fundamentais. O sistema wavelet
W[A], assoiado à matriz wavelet A, pode então ser de�nido omo o onjunto de funções

W[A] := {ϕk(x), k ∈ Z} ∪ {ψs
jk(x), j, k ∈ Z, j ≥ 0, s = 1, ...,m− 1}. (D.61)em que,

ϕk(x) := ϕ0k(x) (D.62)Teorema D.9 Considere a matriz A ∈WM(m, g; C), o sistema wavelet W[A] assoiado à
A, e uma função f ∈ L2(R). Existe uma expansão onvergente em média quadrátia em L2da forma

f(x) =
∞∑

k=−∞

ckϕk(x) +
m−1∑

s=1

∞∑

j=0

∞∑

k=−∞

ds
jkψ

s
jk(x), (D.63)sendo os oe�ientes expressos por

ck =

∫ ∞

−∞

f(x)ϕk(x)dx, (D.64)
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ds

jk =

∫ ∞

−∞

f(x)ψs
jk(x)dx. (D.65)Para a maioria das matrizes wavelets, o sistema wavelet W[A] é um sistema ortonormalompleto e onseqüentemente uma base ortonormal para L2(R). Entretanto, para algumasmatrizes wavelets, o sistema W[A] não forma uma base ortonormal, embora o Teorema D.9ontinue válido (RESNIKOFF; WELLS-JR, 1998).D.6 CONCLUS�ONeste apêndie, as matrizes wavelets foram de�nidas e algumas de suas propriedadesforam apresentadas. Um enfoque espeial foi dado às matrizes wavelets de Haar, visto quea odi�ação wavelet disutida neste trabalho utiliza uma lasse de matrizes onstruídas apartir das matrizes de Haar. As duas ferramentas matemátias utilizadas neste trabalho, paraonstrução das matrizes wavelets empregadas na odi�ação, também foram de�nidas, sendoelas: a operação de extensão e o produto tensorial de matrizes.Além disso, também foi disutido neste apêndie, a relação unívoa entre ada matrizwavelet e o seu respetivo sistema wavelet assoiado. Essa relação �a evidente na medida queada sistema wavelet é onstruído a partir dos oe�ientes de sua respetiva matriz wavelet.
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