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Resumo

Buscamos, na construcao deste trabalho, propor uma abordagem mais didatica dos
logaritmos aos docentes e discentes do Ensino Médio, contemplando as escalas logarit-
micas. Iniciamos contando um pouco da histéria de alguns precursores no tema e as
contribui¢oes dadas para o seu desenvolvimento. Apos introduzir o logaritmo natural,
fazemos uma abordagem dos principais teoremas sobre as fungoes logaritmicas e expo-
nenciais. Em seguida, apresentamos algumas aplicagoes das escalas logaritmicas para
o estudo de certas grandezas e finalmente concluimos sugerindo algumas propostas de

sequéncias didaticas para serem aplicadas em sala de aula.

Palavras-chave: Logaritmo. Escalas Logaritmicas. Aplicagoes.



Abstract

We sought, in the development of this work, to propose a more didactic approach to
logarithms for high school teachers and students, taking in consideration logarithmic
scales. We begin by briefly recounting the history of some pioneers in the subject and
their contributions to its development. After introducing the natural logarithm, we
delve into the main theorems concerning logarithmic and exponential functions. Then,
we present some applications of logarithmic scales for the study of certain magnitudes,
and finally, we conclude by suggesting some proposals for didactic sequences to be

applied in the classroom.

Keywords: Logarithm. Logarithmic Scales. Applications.
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1 Introducao

O ensino de logaritmos é uma parte importante da preparacao para exames naci-
onais, como o Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) e outros vestibulares. Uma
compreensao soélida desse contetido é fundamental para que os alunos prossigam nos
estudos em cursos universitarios que requerem um bom conhecimento em matematica,
como engenharias, ciéncias exatas e economia.

A nossa proposta para o aprofundamento do ensino de logaritmos, surge da difi-
culdade que nés, docentes do Ensino Basico, sentimos ao levarmos para a sala de aula
este conteudo e torna-lo atrativo para os educandos. A maioria dos livros didaticos nao
diferem nas propostas de ensino deste contetudo e, além disso, sdo raros ou inexistentes
livros didaticos que contemplem alguma secao que explorem em seus textos as escalas
logaritmicas e suas aplicagdes nos varios contextos presentes no cotidiano dos alunos.

Tomando como norte a Base Comum Curricular (BNCC) (BRASIL, 2018), que traz

na secao que contempla a area de matematica e suas tecnologias o seguinte trecho:

No Ensino Médio o foco é a construcdo de uma visdo integrada da
Matematica, aplicada a realidade. Nesse contexto, quando a reali-
dade é a referéncia, é preciso levar em conta as vivéncias cotidianas
dos estudantes do Ensino Médio, envolvidos, em diferentes graus da-
dos por suas condi¢bes socioeconoémicas, pelos avangos tecnolégicos,
pelas exigéncias do mercado de trabalho, pela potencialidade das mi-
dias sociais, entre outros.

Buscamos elaborar um material que inicia situando o leitor no contexto geografico
e historico de surgimento do tema, explorando um breve apanhado histérico dos prin-
cipais estudiosos que contribuiram para o desenvolvimento deste. Em seguida, fazemos
uma abordagem diferente das encontradas nos livros didaticos onde apresentamos a
funcao logaritmica a partir da nocao de area sob uma faixa de hipérbole, e os princi-
pais resultados sobre logaritmos e suas demonstracgoes. Definimos a fun¢ao exponencial
como a inversa da funcao logaritmica, seguidas de suas propriedades. Dando continui-
dade, abordamos as escalas linear e logaritmica e exploramos as aplica¢oes das escalas
logaritmicas para o estudo de grandezas como a escala de magnitude de terremotos, a
escala de decibéis, a escala de pH e em graficos financeiros. Por fim, propomos algu-
mas sequéncias didaticas que facilitam ao docente a exposicao deste contetido de forma
mais dinadmica, possibilitando aos discentes compreender a necessidade de fazer uso
das escalas logaritmicas em algumas situacoes e em quais casos elas sdo mais eficientes
para representagoes em graficos.

Elaboramos trés propostas de sequéncias didaticas visando desenvolver nos alunos

habilidades para a construcao de escalas logaritmicas manualmente ou com auxilio de
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calculadoras, assim como contextualizar a utilizacao de escalas logaritmicas para repre-
sentacao de informagoes, além de praticar a resolugao de exercicios contemplados em
vestibulares e outras fontes para uma melhor concepc¢ao das habilidades desenvolvidas.

Finalmente, no Apéndice apresentamos uma proposta utilizando o Microsoft Ex-
cel, para plotagem de graficos em escalas logaritmicas com o intuito de proporcionar

aos discentes experiéncias exitosas que ajudem no desenvolvimento das habilidades
especificas contidas na BNCC (BRASIL, 2018).

1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivo Geral

Propor, através de sequéncias didaticas, um aprofundamento no ensino dos logarit-
mos por meio de aplicagoes das escalas logaritmicas para docentes e alunos do Ensino
Meédio.

1.1.2 Objetivos Especificos

e Descrever um pouco da histéria da descoberta e desenvolvimento dos logaritmos,
fazendo um breve apanhado historico das principais contribui¢oes de trés dos
principais precursores no desenvolvimento do tema: John Napier, Jost Biirgi e

Henry Briggs;
e Demonstrar os principais resultados sobre logaritmos;
« Explanar sobre os diferentes significados de escalas;
o Definir escalas lineares e escalas logaritmicas;

o Expor algumas aplicagoes das escalas logaritmicas no estudo de certas grandezas
em algumas areas do conhecimento, através de andlises de graficos de agoes na
area de financas, as escalas de magnitude de terremoto nas areas de geografias

e/ou fisica, e a escala de intensidade sonora também na area de fisica etc.;

o Propor sequéncias didaticas que possam ser utilizadas para estudo e construcao

de escalas logaritmicas;

o Mostrar através de uma sequéncia de procedimentos como gerar um grafico em

escala logaritmica no Microsoft Excel.
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1.2 Organizacao

Esta dissertacdo é composta por seis capitulos, cada um abordando um contetdo

especifico, conforme apresentamos em resumo a seguir:

e No capitulo um, desenvolvemos a introducao da nossa dissertacao.

o No capitulo dois, apresentamos um pouco da histéria dos logaritmos por meio
de um breve apanhado sobre as contribuigoes dos trés principais responsaveis
pelo descobrimento dos logaritmos, o escocés John Napier, o suico Jost Biirgi e

o inglés Henry Briggs.

» No capitulo trés, apresentamos os principais resultados sobre os logaritmos e suas

demonstragoes.

e No capitulo quatro, ilustramos aplicagoes da escala logaritmica para o estudo
de certas grandezas, as quais contemplam alguns exemplos em financas, escala

Richter, escala de decibéis e escala de pH.

o No capitulo cinco, sugerimos trés sequéncias didaticas para aplicacao em sala de
aula, que contém o que pretendemos desenvolver de habilidades sobre o tema,
além dos objetivos gerais, objetivos especificos, conteido da aula e uma lista de

exercicios para fixacao dos contetdos.
o No capitulo seis, apresentamos as conclusoes da nossa dissertacao.

o Por fim, deixamos como sugestao uma breve explicacao de como gerar graficos

com eixos em escalas logaritmicas no Microsoft Excel.
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2 Um pouco da historia dos logaritmos

A historia dos logaritmos tem seu inicio entre séculos XVI e XVII, e sua etimologia
remonta a traducao de conceitos gregos logos que significa razdo e arithmos que significa
numero. Os logaritmos foram desenvolvidos objetivando simplificar, tornar mais rapido
e precisos os complicados cédlculos envolvendo as operagoes de multiplicacao e divisao
de nimeros muito grandes que demandavam bastante tempo dos astronomos e nave-
gadores da época. Serviram também como uma das ferramentas fundamentais para
o desenvolvimento das ciéncias e da mateméatica ao longo dos séculos. Com o avango
da tecnologia, as calculadoras e computadores foram desenvolvidos, tornando assim as
tabelas (tdbuas) de logaritmos cada vez menos usuais para realizar cdlculos do cotidi-
ano. Ressalta-se que os logaritmos continuam tendo grande importancia, auxiliando
nos calculos de certas grandezas nas mais diversas areas das ciéncias e tecnologias.

Neste capitulo, pretendemos realizar um apanhado histérico dos logaritmos, desde
seus primeiros aparecimentos até os desenvolvimentos mais recentes. Inicialmente,
faremos uma breve apresentacao dos principais responsaveis pelo descobrimento dos
logaritmos: John Napier e Joost Biirgi. Em seguida, também discorreremos brevemente

sobre a contribuicao de Henry Briggs no desenvolvimento dos logaritmos.

2.1 Um breve apanhado sobre a histéria de John Napier

Figura 1 — John Napier (1550-1617)

Fonte: (SCOTT, 2023)
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Entre o final do século XVI e inicio do Século XVII, com o avanco das Navegacdes
e da Astronomia, os logaritmos surgiram para simplificar extensos célculos aritméticos
envolvendo as operagoes de multiplicagdo e divisao. Associados a esse surgimento,
sobrepoe-se duas personalidades: John Napier e Henry Briggs.

O barao escocés John Napier, que foi matematico, fisico, astronomo, astrologo e
tedlogo, iniciou seus estudos sobre os logaritmos por volta de 1594. Antes de publicar
os resultados de suas pesquisas, procurava construir um conjunto de tabuas (tabelas)
e de regras que tornassem mais simples os engenhosos calculos que os astrénomos da
época necessitavam fazer. Conseguiu em 1614, trés anos antes de sua morte, publicar
seu trabalho no livro intitulado de Mirifici logarithmorum canonis descripitio, cujo sig-
nificado se traduz em Uma descri¢io da maravilhosa regra dos logaritmos. O trabalho
de Napier foi rapidamente difundido e fortemente utilizado por astronomos, astroélogos
e navegadores (entre outros) da época e que fizeram uso dessa nova tecnologia por
quase um século.

Napier teve uma segunda obra, publicada postumamente em 1619 e intitulada Miri-
fici logarithmorum canonis constructio, que em tradugao livre significa Uma construgdo
da maravilhosa regra dos Logaritmos. Com a morte de John Napier em 1617, a pu-
blicacao da obra foi levada a cabo pelo seu filho Robert Napier. Nela, Napier faz um
convite ao leitor para seguir o seu método de construcao, seus calculos, sua tabela ou
tabua de logaritmos (vide Figura 3) e o raciocinio utilizado. Esta obra possui uma
linguagem mais acessivel e notavelmente distinta daquela na obra Descriptio, onde os
calculos eram exaustivos e complexos ao abordar a definicao dos logaritmos.

As capas originais das obras Mirifici logarithmorum canonis descripitio e Mirifici

logarithmorum canonis constructio, sao mostradas, respectivamente, nas Figuras 2 e 3.

Figura 2 — Capa do Livro Descriptio  Figura 3 — Capa do Livro - Constructio

Fonte: (NORMAN, 2021) Fonte: (NORMAN, 2021)
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Conforme (LIMA, 2016, p. 2):

Uma tdbua de logaritmos consiste em duas colunas de nimeros. A
cada nimero da coluna a esquerda corresponde um nimero a sua
direita, chamado o seu logaritmo. Para multiplicar dois ntimeros,
basta somar seus logaritmos; o resultado é o logaritmo do produto.
Para achar o produto, basta ler na tdbua, da direita para a esquerda,
qual o nimero que tem aquele logaritmo. Semelhantemente, para
dividir dois nimeros basta subtrair os logaritmos. Para elevar um
nimero a uma poténcia basta multiplicar o logaritmo do niimero
pelo expoente. Finalmente, para extrair a raiz n-ésima de um ntimero
basta dividir o logaritmo de um nimero pelo indice da raiz.

Napier fez uma associacao dos termos de uma progressao geométrica,
b, b?, b3, b, ..., b7, ...
aos termos de uma progressao aritmética
1,2,3,4,....,n,...

de modo que, ao multiplicar dois termos b e bP da progressao geométrica, ha uma
relacao com a soma dos termos m e p da progressao aritmética.
Considerando a tabela a seguir, envolvendo poténcias de b = 2, vamos calcular, a

titulo de exemplo, 8 - 16 e a raiz quadrada de 256:

2" |'n
-3
T2
-1
1
2
4
8

W
N}

(@)
g

128
256

[S—
o
w|lN|lo|loles|lw|v|—]|o

Observe que
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o 8 na coluna a esquerda corresponde a 3 na coluna a direita;
o 16 na coluna a esquerda corresponde a 4 na coluna a direita;

03+ 4 =7eT7na coluna a direita corresponde a 128 na coluna a esquerda.

Portanto,

816 = 128

pode ser obtido reduzindo uma multiplicagao a uma simples operacgao de adigao.

Para saber o valor de /256, a partir de observacdo da coluna a direita, faz-se
8 + 2 = 4. Entao, a partir de observacao da coluna a esquerda, obtém-se /256 = 16.

E valido observar que um método tdo elaborado s6 possui utilidade prética se
preenchemos as grandes lacunas entre os nimeros da tabela e podemos fazer isto de
duas maneiras. Uma é usar os expoentes fracionarios e a outra é escolher um ntmero
pequeno o suficiente como base para que as poténcias aumentem suficientemente de-
vagar. Entretanto, nao se conheciam, plenamente, naquela época, poténcias da forma
an = /a™. Sendo assim, Napier teve que trabalhar de forma a definir a base como
um numero suficientemente pequeno para que a poténcia aumentasse vagarosamente.
Ele utilizou o nimero 0,9999999 = 1 — 10~7, que é bem préximo de 1, como base.

Segundo (EVES, 2011), Napier explica os principios do seu trabalho em termos
geométricos da seguinte maneira:

Considere um segmento de reta AB e uma semirreta DE, de origem D, conforme
a Figura 4 a seguir. Suponhamos que os pontos C' e F' se ponham em movimento
simultaneamente a partir de A e D, respectivamente, ao longo dessas linhas, com a
mesma velocidade inicial. Admitamos que C' se mova com uma velocidade numerica-
mente sempre igual a distancia CB, e que F se mova com velocidade uniforme. Napier

definiu entdo C'B como o logaritmo de DF. Isto é, pondo DF = x e CB = y, logo,

y = Nap - log z.!

Figura 4 — Segmento AB e Semirreta DE

No livro e: a historia de um nimero (MAOR, 2003), o autor expde um exemplo

pratico da explicacao de Napier: Supondo que o segmento AB representa uma unidade
1

Tal notacao pode ser encontrada em (EVES, 2011) onde Nap - log significa “logaritmo neperiano”.
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de comprimento, e marcamos segmentos iguais, de comprimento arbitrario, ao longo
da semirreta DE a partir de D; Denominemos as extremidades de 0, 1, 2, 3, e assim

por diante.

Figura 5 — Semirreta com origem em D.

O —_ o
v

Fonte: O Autor.

Como F se move com uma velocidade uniforme, ele vai percorrer estes segmentos em
intervalos de tempo iguais. Quando C comeca a se mover a partir de A, F encontra-se
em 0 (o ponto D); quando C chega na metade de AB, F encontra-se em 1; e quando C
cobriu 3/4 de AB, F chegou em 2, e assim por diante. Como y mede a distdncia que

C ainda tem de percorrer para chegar em B, temos a seguinte tabela:

Tabela 1 — Tabela de PA e PG

y [ T[1/2[1/41/8]1/16 | 1/32 | 1/64
z|0] 1 | 2|3 4 [ 5 | 6

Fonte: Elaborada pelo autor.

John Napier introduziu em seus textos, defini¢oes e resultados que permitiram um
gigantesco avanco em diversas areas do conhecimento além da matematica, principal-
mente o comércio, a navegacao e a astronomia. Tendo sido aceitos pela comunidade
cientifica de entao, foram usados como base para muitos outros estudiosos de sua época,
bem como dos séculos posteriores. Portanto, podemos concluir que a conceituagao so-
bre logaritmos, que sao estudadas ainda hoje, tem como base os trabalhos desenvolvidos
por Napier, os quais foram aprimorados e aplicados em outros campos da ciéncias e

tecnologias.
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2.2 Um breve apanhado sobre a historia de Joost Biirgi

Figura 6 — Jost Biirgi (1552-1632)

Fonte: Wikipédia.

Jost Biirgi foi, além de fabricante de instrumentos astronémicos e relojoeiro, um
matematico amador sui¢o que, de maneira independente do que foi produzido por Na-
pier, também descobriu os logaritmos. Ha fortes indicios e evidéncias de que Johannes
Kepler, com quem Biirgi trabalhou como assistente em Praga, teve a ideia de sua ter-
ceira lei do movimento planetario a partir da concepcao sobre logaritmos de Biirgi, pois
o préprio Kepler escreve na introducao de seu trabalho sob titulo Tabelas de Rodolfo
(1627), conforme consta em (O’CONNOR; ROBERTSON, 2010):

. como auxiliares de cdlculo, Justus Byrgius foi levado a esses mes-
mos logaritmos muitos anos antes do surgimento do sistema de Na-
pier; mas sendo wm homem indolente e muito pouco comunicativo,
em vez de criar seu filho para o beneficio publico, ele o abandonou
ao nascer.

Assim como Napier, Biirgi buscava construir tabelas e regras que tornassem mais
simples os engenhosos célculos que os astronomos da época necessitavam realizar.

Acredita-se que Biirgi tenha comecado a utilizar logaritmos por volta de 1588,
embora a data exata de sua descoberta nao seja claramente estabelecida pelos histori-
adores, porém, ele apenas publicou seus resultados em 1620, cerca de seis anos apds a
publicacao do livro de Napier sobre os logaritmos.

Em seu livro intitulado “Arithmetische und Geometrische Progrefs Tabulen”, que

em traducao livre significa “Tabelas Aritméticas e Geométricas de Progressoes”, Biirgi
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apresenta suas tabelas logaritmicas e trigonométricas, as quais tiveram uma ampla

aceitagao e utilizagao por astronomos e mateméaticos da época.

Figura 7 — Capa do Livro Arithmetische

Fonte: daten.digitale-sammlungen.de.

Birgi e Napier adotaram bases logaritmicas diferentes em seus trabalhos. Biirgi
considerou uma progressao geométrica cuja razao era maior e muito proxima de 1
(1,0001 = 1+ 10™*), com o intuito de obter os termos da sequéncia muito préximos
e que permitissem, assim, a realizacao de calculos com boas aproximagoes. Enquanto
Biirgi considerou o primeiro termo de sua progressao geométrica como sendo 108, Napier
partiu de um nimero menor para o primeiro termo da sua, a saber, 107. Sendo assim,
as principais diferengas entre Biirgi e Napier estdo nas terminologias e nos valores
numéricos adotados para o inicio do trabalho.

Possivelmente, antes de se dedicar aos logaritmos, Biirgi tenha trabalhado nas ci-
dades de Nuremberg, Augsburg e Cremona como relojoeiro, pois eram as cidades com
um maior desenvolvimento de relojoaria. Devido a sua alta habilidade, supoe-se que
tenha auxiliado na construgao de um relégio astronémico projetado pelo professor Kon-
rad Dasypodius, da Universidade de Estrasburgo e, por meio dessa construcao, tenha
adquirido sua experiéncia em matematica, mesmo nao havendo aprendido a lingua da

ciéncia da época, o latim. Sua vasta experiéncia em matematica e astronomia entao
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adquiridas eram semelhantes as de alunos que conviviam em circulos cientificos na

cidade de Estrasburgo.

Figura 8 — Reldégio e Globo de Biirgi feitos no século XVI

Fonte: (0’CONNOR; ROBERTSON, 2010)

Apesar de suas significativas contribui¢oes para a matematica, Biirgi ndao recebeu
o reconhecimento merecido em sua época, havendo sido seu trabalho ofuscado pelo
trabalho de Napier. Isso foi devido ao fato de Napier ter se antecipado na publicagao
dos resultados dos seus estudos sobre o tema. (LIMA, 2016) cita que a influéncia
de Napier no desenvolvimento dos logaritmos foi muito maior que a de Biirgi, devido
as suas publicagoes e seu relacionamento com professores universitarios. Contudo, o
legado de Biirgi como um pioneiro nas pesquisas sobre logaritmos e suas aplicagoes na
trigonometria é amplamente reconhecido na atualidade. Ele é considerado uma figura
de grande importancia na historia da matematica, e suas contribui¢oes continuam sendo
objeto de estudo e aprego por parte dos matematicos.

No Brasil, sao raros os livros didaticos onde encontramos alguma secao que informe
as contribuig¢oes de Joost Biirgi ao estudo dos logaritmos. Alguns materiais citam que
ele foi um dos pioneiros, porém explanam com uma maior frequéncia as contribuig¢oes
de Napier e Briggs (cuja contribuicdo no desenvolvimento dos logaritmos abordare-
mos na préxima segdo). Sugerimos aos docentes uma abordagem mais ampla sobre a
histéria deste notavel matematico que teve significativa contribui¢do no avango dos es-
tudos sobre logaritmos, os quais continuam sendo relevantes nos mais diversos campos

cientificos e tecnoldgicos, tais como engenharias, ciéncia da computagao e fisica.
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Biirgi faleceu em 31 de janeiro de 1632 em Kassel, onde atualmente esta localizada
a Alemanha, deixando contribui¢does que serviram como base para o avanco da ma-
tematica e da astronomia, influenciando assim diversas geracoes de estudiosos nessas

areas.

2.3 Um breve apanhado sobre a historia de Henry Briggs

Figura 9 — Henry Briggs (1561 - 1630)

Fonte: Wikipédia.

Henry Briggs, matematico inglés, ¢ conhecido por sua publicagdo das tabelas de
logaritmos de Napier e sua significativa contribuicao para a aceitacdo dos logaritmos
pela comunidade cientifica. Na verdade, ele é considerado o principal responsavel pela
divulgacao e uso dos logaritmos. Ele foi pioneiro no ensino de geometria no entao,
recém fundado, Gresham College, localizado em Londres e mais tarde em Oxford.

Em 1610, em uma de suas cartas escritas ao seu amigo James Usher, Briggs revelou-
se bastante entusiasmado com astronomia, dando atencao especial aos estudos de elip-
ses. Briggs ficou extremamente impressionado ao ler o trabalho de Napier sobre lo-

garitmos, ja que a astronomia foi um tema que exigiu diversos calculos complexos e
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compreendeu a grande ajuda que os logaritmos forneciam para os envolvidos no campo
da astronomia.

Briggs ja havia publicado duas tabelas anos antes da obra Descriptio de Napier, uma
em 1602 titulada A Table to find the Height of the Pole (Uma tabela para encontrar a
altura do polo) e outra em 1610, sob o titulo Tables for the Improvement of Navigation
(Tabelas para a melhoria da navegagdo), o que demonstra que ele também estava
profundamente envolvido na criacao de tabelas que servissem como auxilio nos calculos
astronomicos.

Apos ter contato com a invencao de Napier, Briggs, assim como todos os renomados
matematicos da época, ficou bastante entusiasmado com tal obra. Tanto que, segundo
(BRUCE, 2006), em sua tltima carta ao amigo Usher, datada de 10 de margo de 1615,

Briggs escreve

“Naper, senhor de Markinston (sic), colocou minha cabega e minhas
maos em um trabalho com seus movos e admirdveis logaritmos. Es-
pero vé-lo neste verao, se Deus quiser, pois nunca vi um livro que me
agradasse mais e me deizasse mais maravilhado.”

Ainda em 1615, Briggs viajou até a Escocia e visitou Napier em seu castelo, e con-
forme (MAOR, 2003), durante essa visita, Napier e Briggs concordaram, apds diversas
possibilidades, que as tabuas seriam mais tteis se sofressem alteragoes de modo que
o logaritmo de 1 fosse igual a 0, ou seja, 1 = 10°, e, o logaritmo de base 10 estivesse
relacionado a uma poténcia conveniente de 10. Em linguagem moderna significa dizer
que se um ndmero positivo N for escrito como 10%, entdo L ¢ o logaritmo de N, escrito
como logyg N ou simplesmente log N. Atualmente estes logaritmos sao denominados
logaritmos decimais. Embora seja bastante comum encontrarmos em livros didaticos
e em livros sobre a historia da mateméatica que Briggs foi responsavel por adotar os
logaritmos com log 1 = 0 e, apesar de logaritmos com log 1 = 0 serem apresentados
pela primeira vez no trabalho de Briggs, ele atribui a Napier a autoria da ideia.

No ano de 1617, Briggs publicou uma obra contendo os logaritmos de 1 a 1000, cada
um com 14 casas decimais. Em 1624, foi publicada a obra Arithmetica Logarithmica,
que incluia os logaritmos de base 10 de 1 a 20.000 e de 90.000 a 100.000, também

calculados com 14 casas decimais.
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Figura 10 — Capa do Livro Arithmetica Logarithmica
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Fonte: Mathematical Association of America

A Figura 11 a seguir mostra duas paginas do livro Arithmetica Logarithmica de
Briggs, onde é possivel observar uma tdbua com logaritmos decimais do 1 ao 100

aproximados com 14 casas decimais

Figura 11 — Tabua de logaritmos de base 10 de Briggs
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As tabelas completas contendo os logaritmos dos ntiimeros naturais entre 20.000
e 90.000 foram publicadas na Holanda em 1628 por Adriaan Vlac (1600 - 1667), um
editor holandés, também desenvolvedor de tabelas de logaritmos, e em Londres no ano
de 1633, cerca de trés anos apds a morte de Briggs, ocorrida em 26 de janeiro de 1630,
em Oxford, Inglaterra.

Briggs teve sua vida marcada marcada por seu intenso compromisso com a matema-
tica e seu desejo de torna-la mais acessivel e aplicavel. Deixou um legado permanente
na histéria da matematica, além de seus trabalhos serem essenciais para o avanco da
ciéncia e da tecnologia em seu tempo e posteriores.

Dentre tantas contribuicoes, a de maior importancia foi a popularizacao dos loga-
ritmos e o desenvolvimento da Tabela Briggsiana, que simplificou e acelerou os calculos
cientificos. Sua dedicacao a matematica e seu trabalho incansavel tiveram um impacto

profundo na forma como a disciplina é praticada e ensinada até os dias atuais.
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3 Principais Teoremas sobre logaritmos

Neste capitulo serao apresentados os principais resultados sobre logaritmos e suas
demonstragoes. Utilizaremos (LIMA, 2016), (LIMA, 2013) (LIMA et al., 2016) como

principais fontes para consulta das demonstragdes dos resultados abordados.

3.1 Area de uma faixa de hipérbole

Para a definicdo da area de uma faixa de hipérbole, consideramos no plano um

1
sistema de eixos cartesianos. Seja H o ramo positivo do grafico da funcao f(z) = —,
x

isto é,

1
H = {(l’,y);l’>0,y: }
e

Define-se uma faiza de hipérbole ao seguinte conjunto:

1
Hb:{(%y)ERz;aga:gb,oSyg}7
xr

a

onde 0 < a < b.

Figura 12 — Area da faixa de hipérbole no intervalo [a, b]

A
v

H

2| =

|

Fonte: Elaborado pelo autor.
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3.1.1 Propriedade Fundamental

A seguir listaremos algumas defini¢oes e demonstraremos o que, de acordo com

(LIMA, 2016), é o fato mais importante a respeito das areas das faixas de hipérbole,

expresso no Teorema 3.1.

No que segue, denotaremos por R’ o retangulo de base [a,b] e altura % inscrito em

H, como ilustrado na figura abaixo.

Figura 13 — Retangulo de base [a,b] e altura  inscrito em H.

v A

Fonte: Elaborado pelo autor.

Definicao 3.1. Denominaremos de poligono retangular a um poligono formado por
um naimero finito de retingulos adjacentes RY, do tipo acima e o denotaremos por PP,

caso inicie em ¥ = a e finde em x = b. Observe que qualquer P’ estd contido em H?.

Exemplo 1. PJ = RjU R}

Figura 14 — Poligono Retangular P

H

Fonte: Elaborado pelo autor.

Escreveremos A (RZ) e A (Pé’) para indicar as dreas de R e P?, respectivamente.
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Definicao 3.2. A drea A (Hg) da faiza de hipérbole HY €, o mimero real cujas apro-

zimagoes por falta sdo as dreas dos poligonos retangulares em HP.
Teorema 3.1. Seja qual for k > 0, as faizas H: e HSY tém a mesma drea.

Para a demonstragao do Teorema 3.1, faz-se a utilizagdo dos dois lemas que seguem.

Lema 3.2. Para todo nimero real k > 0, os retangulos inscritos em H de bases [a, D]

e [ak,bk] tém a mesma drea.

Demonstragio. A drea de RY é

1 a
Y (). —1_ ¢
A(Ra)—(b a) b—l b
Analogamente, a area de R ¢
1 a
b\ _ _
A(RY) = (Ok—ak) - o =1— .

Portanto,

A(Ry) = A(RY).

Figura 15 — Areas R? e R%

n

\

a b ak bk X

Fonte: Elaborado pelo autor.

Lema 3.3. Seja k > 0. Se P’ é um poligono retangular em H®, entdo o poligono

retangular P em HLY tem a mesma drea que PY.
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n

Demonstragao. Como Pf = U R;, onde R;, 7 =1, ..., n, sao retangulos contidos em
i=1

H?, pelo Lema 3.2, os retangulos correspondentes R: em H’F tém a mesma drea. Logo

A(PY) = éA(RZ-)
= S Am)

= A(Ph).

Esquematicamente,

Figura 16 — Area da Regido Retangular P

¥

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 17 — Area da Regido Retangular R

R’B HORS R;!
ak bk X

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Considerando os Lemas 3.2 e 3.3 acima, faremos agora a demonstracao do Teorema
3.1.

Demonstragio. Seja PP um poligono retangular em H°. A 4rea de P’ é uma aproxi-
magao por falta de A (H?). Pelo Lema 3.3, a drea de PP ¢ igual a drea de P, que ¢
uma aproximagao por falta da drea de HY.

/ / 7 .
Analogamente, se P% é um poligono retangular em H, usado para aproximar por
/

falta a sua area, pelo Lema 3.3, o poligono retangular correspondente PE, em H® tem
k
a mesma area e é uma aproximacio por falta para a drea de H.
Portanto, isso significa que as areas destas duas regides s@o niimeros que possuem
exatamente as mesmas aproximacoes por falta, e desse modo sao iguais.

3.1.2 Propriedades Operacionais

Propriedade 1. Decorre do Teorema 3.1 acima que, para qualquer faixa H?, existe
uma faixa H{ de mesma &rea.
De fato,

A(HY) = A(HY") = A(H?), = ba.

Figura 18 — Area da faixa H? = A (HY)

H

-

Fonte: Elaborado pelo autor.

Propriedade 2. Quando a < ¢ < b, tem-se
0,8 = [a,c] U [e,B].

Logo,
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HY = H¢U H?
e, assim,
A(HY) = A(HS) + A (H?).

Figura 19 — Area da faixa H?, com a < ¢ < b

s
¥

H

Fonte: Elaborado pelo autor.

Fazendo as convencoes
A(H?)=0, A (Hfl’) = —A(H), para b < a,
é possivel mostrar que para os casos
a<b<cb<a<cgb<c<ac<a<b c<b<a,

ainda ¢ vilido que A (H?) = A(HS) + A (HY).

Mostraremos para o caso b < ¢ < a, conforme Figura 20 que segue.
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Figura 20 — Area da faixa H?, com b < ¢ < a

A
v
H
\—‘—_—
b c a )g-h
Fonte: Elaborado pelo autor.
A(HY) = —A(HY)

(H
— (A (Hy) + A(HL))
— (A (H) - A(HD)
= A(HS)+A(HY).
As demonstragoes dos demais casos sao analogas a acima, desenvolvida para o caso
b<c<a.

Propriedade 3. Seja k > 0. Para b < a, obtemos
A(HY) = A(H).
Demonstragio.
A(HY) = —A(H)
= —A(H)
= A(HZ).

3.2 Definicao de Logaritmo Natural

Definiremos a func¢ao Logaritmo Natural a partir do conceito de area sob a faixa de

uma hipérbole e de suas propriedades demonstradas na se¢ao anterior.
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Definicao 3.3. Seja x um niumero real positivo. Definiremos o logaritmo natural

de x denotado por Inx, como

A(HY), se x> 1,
—A(H})), se 0 <z < 1.

Inz =

Figura 21 — Area hachurada ¢ igual a Inz

Fonte: Elaborado pelo autor.

Definic¢ao 3.4. A func¢io Logaritmo Natural (In) fica definida da sequinte forma
In: R} — R,
r—Inz
cujo dominio € o conjunto R dos niimeros reais positivos.

A cada numero real x > 0, a funcdo In faz corresponder seu logaritmo natural, In x.

Algumas consequéncias imediatas dessa defini¢do sao:

1. Para 0 < x < 1, a fungdo Logaritmo Natural assume valores negativos.

2. Para x = 1 a funcao se anula, pois
Inl=H{=0.

3. Decorre diretamente da definicao que para x > 1, temos lnx > 0.

4. A funcao In x nao esta definida para z < 0.
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5. A funcao Logaritmo Natural é crescente, pois:

(i) Para z >y > 1, tem-se

HY D H = Inz=A(HY) >Ilny=A(HY).

(i) Para 0 <y <z < 1, tem-se
HYDH!= A(H}) > A(HY) = —A(H}) < —A(H}) = Iny <Inz.

Portanto, In x é crescente.

Teorema 3.4. O logaritmo de um produto é igual a soma dos logaritmos dos seus

fatores, ou seja,
In(zy) =Inz+Iny, V z,y > 0.

Demonstracao.

In(ry) = A(H")
(Hy

= A(H{)+ A(HY)
= lnx+Iny.

Corolario 3.5. Para todon € Nym € Z e b > 0, temos

(i) Inb" =n-Inb.
(i1) Inb™" = —n - Inb.
(iii) Inb» =2 - Inb.

A Funcao Logaritmo Natural é sobrejetiva. Faremos a demonstragao a seguir, porém

serd necessario um Lema, mais alguns fatos sobre os niimeros reais.

Lema 3.6. SejaIn : R} — R a fungao Logaritmo Natural. Dados arbitrariamente dois

numeros reais a < b, existe x > 0 tal que a < Inx < b.
Demonstracao do Lema 3.6

In2
b—a

(i) Observe que In2 = A (H?) > 0 e seja k € N tal que k >
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Um tal k existe, pois N ¢é ilimitado.
(7i) Decorre de (i) que
In2

- <b-a ()

In2
Denotaremos o = p.

(7i1) Os multiplos inteiros de p, ou seja, np, com n € Z, decompodem a reta real
em intervalos justapostos. Portanto, de (%), pelo menos um multiplo de p pertence ao

intervalo (a,b).

(iv) Seja n € Z tal que a < np < b. Entao,

In2 n
npzn-%z%-anzan?
(v) Concluimos que para r = 2%, tem-se a < Inx < b.
[ |

Para demonstracao do préximo Teorema, utilizaremos alguns fatos sobre ntimeros
reais.
Decorre da construcdo dos ntumeros reais, consultada em (LIMA, 2013), que se

a € R, entao

T ..

o = i R P - e

10 102 107

onde «g é a parte inteira e «, pode assumir os valores 0,1,2,...,9. Dai, para todo

n > 0, o nimero

aq (0] (7%
=0t e
P =005 ¥ 70 10"
é tal que
Bn <
¢ 1
oa— Dy < —.
p 10n
. Sejam entdao z < a e n > 0 tal que
L <
g <o
Portanto,
Bn < ! <
a—0, < — < a-—u,
10m
e, assim,

bn > x.
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Definicao 3.5. Dizemos que uma funcao [ ¢ ilimitada superiormente se dado
M > 0 existe x no dominio de f tal que f(x) > M.

Lema 3.7. A funcao Logaritmo Natural é ilimitada superiormente.

Demonstracao. Dado M > 0, seja n € N tal que

- M
n>-—.
In2
Ou seja, n-1n2 > M, ou
In2" > M.
Finalmente, basta considerarmos z = 2". [ |

Teorema 3.8. A fun¢do Logaritmo Natural é sobrejetiva, isto €, dado que qualquer

nimero real p, existe sempre um (dnico) nimero real positivo q tal que Inq = p.

Demonstragio. Demonstremos inicialmente para um nimero real positivo. Dado p > 0
determinaremos ¢ > 0 tal que Inq = p. Encontraremos a representacao decimal de ¢
dada por

q = ap,0a10a203 . . .

Em seguida, mostraremos que In g = p.
(7) Determinacao de ag. Como a fungdo In é crescente e ilimitada, seja ag € Z tal

que ag + 1 é o menor inteiro tal que
In(ap +1) > p.

Entao

Inag < p <lIn(ap+1).

(74) Determinacao de a;. Considerando os nimeros

9
— — ... — 1
(Io,a0+ 10,@0"’ 107 7a0+ 107a0+ 9

devem existir dois niimeros consecutivos 31 e 31 + %0 desta sequéncia, tais que

1
1n51§p<1n<51+10>,

ou seja, existe a; inteiro, 0 < a; < 9, tal que

_ a1
51—a0+10

1
In 3, Spﬁlﬂ(51+m>.
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1
ag ag+1—0 G'{}+m ﬂ-OJFE ag+1

(7i1) Determinagao de as. Analogamente, entre os niimeros

9 1

1
/61761_{—17027/81—’_ '7614_1702761—’_1707

17027..

devem existir dois ntimeros 5 e 35 + desta sequéncia, tais que

102
Inpg, <p<l (ﬁ + ! )
n n
2P 27 702
ou seja, existe ay inteiro, 0 < ay < 9, tal que, pondo

= ay —|— —|— 7,
B2 o0t 10
tem-se

1
InfBy <b<lIn (ﬁg + 102)

(iv) Prosseguindo analogamente, obtemos

Bn = ag, ara2a3 . . . a, = agp +10+m_}_ +W

tal que

1
1 < 1 — .
<< (hus )

Seja q = ag, aazaz -+ ap - - -
(v) Mostraremos que devemos ter Ing = p. Supondo que Ing < p, pelo Lema 3.6
existe x > 0 tal que

Ing<Inz <p.

(vi) Como In é crescente, pelo item (v) temos ¢ < .

(vii) De (vi), existe n € N tal que z — g > 10”, ou seja, q + W <z
(viti) Portanto, existe n € N tal que
B+ + L <
n >~ Z.
T

Como In é crescente, pela desigualdade acima, obtemos

1
In <ﬁn Ton ) <Inz.

Por outro lado, pelo item (iv),

1
<1 L+ ——
p n<ﬂ+1on>
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e, portanto, p < Inx, contrariando o item (v).

(iz) Analogamente, supondo In g > p, pelo Lema 3.6, existe x > 0 tal que
Ing>Inz > p.

Com argumentacao similar ao item (viii), concluimos que In ¢ < p, mas isso é contra-
ditoério.

Pela tricotomia dos nimeros reais, temos In ¢ = p, pois ndo pode ocorrer Ing < p
oulnqg > p.

Demonstremos agora a sobrejetividade de f para um nimero real negativo.

Para p < 0, temos —p > 0, logo pelo que foi demonstrado acima, existe ¢ > 0 tal
que

Ing = —p.
Pela propriedade n - Inx = In 2" segue que
Ing™' =—~Ing=—(-p) =p.

Portanto, f é sobrejetiva. [ |

A seguir, faremos a demonstracao do Teorema Fundamental da Func¢ao Logaritmo
Natural. Tal demonstracao serd feita sequencialmente nos conjuntos dos niimeros na-

turais, inteiros, racionais e por fim nos irracionais. Para tal, iremos utilizar a seguinte

definicao:
Se0<b#1,zeR—Q, define-se b* = y, onde y > 0 satisfaz Iny = x - In b.
Teorema 3.9. FEziste a > 0 tal que Ina® = x, Vo > 0.

Demonstragcio. Como a fungao logaritmica é sobrejetiva, existe a > 0 tal que Ina = 1.
(1) para m € N, é vélido que

Ina™ = In(a-a-a-..-a)

m fatores
= Ina+Ilna+Ina+..+1lna

m parcelas

= 1+1+1+..+1

= m.
(71) Pelo item (i) para —m, com m € N, temos
m+In(a™™) = Ina™ +Ilna™™
= In(a™-a™™)
= Ind’
= Inl
= 0.
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Logo,

In(a™™) = —m.
(iii) Pelo item (7i) para r € Q; r = ™, em que m € Z e n € N, obtemos
n-ln(a") = Ina" +..+1nd
n parcelas
= In(a"-a"-a"-...-d")
n fatores

= In((a")")
= Ina™
= Ina™
= m.

Logo,

n-lna"=m=1Ina" = =7,

n

(iv) Para x € R — Q, por defini¢ao
Ina*=xz-lna=x-1=u=x.

[ |

O ntmero cujo logaritmo natural ¢ igual a 1 ¢ um ndmero irracional e doravante
sera denotado por e. Ele é dito nimero de Euler. Tem-se e =~ 2,718281828. Nao
é o escopo de nosso trabalho explicitar suas propriedades. Para mais detalhes desse
nimero consultar o capitulo 8 do livro (LIMA, 2016), bem como (MAOR, 2003), que

explana sobre a histéria deste niimero.

3.3 Funcao Exponencial

Na construcao da funcao exponencial, utilizaremos o fato de que a funcao logarit-

mica ¢ sobrejetiva.

Definicao 3.6. Pela bijetividade da funcao Logaritmo Natural, existe uma funcdo
[ R — RY inversa da fungao Logaritmo Natural. Do Teorema 3.9, deduzimos que

f(z) =€e*, onde e é 0 nimero de Euler.
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Portanto, temos a equivaléncia

r=lhysy=c" (%)
A fungao f(x) = e” 16-se fungio exponencial de base e.

De (xx), segue que x = Iny é o expoente ao qual deve-se elevar a base e para obter

Figura 22 — Representacao da area de medida x

Fonte: Elaborado pelo Autor.

3.3.1 Propriedades da Funcao Exponencial

Listaremos a seguir algumas propriedades decorrentes da Defini¢ao 3.6:

(i) eM* =z, V2 > 0.

(17) Ine* =2,V x € R.

A titulo de exemplo, demonstraremos o item (iv).

Demonstragio. Como

In(e”-e’) =Ine® +1Ine’ =z +vy,
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e’ - e¥ é o numero real cujo logaritmo natural é igual a x + y. Decorre disto e da

definicao 3.6 que
e*tY = % . eY.

3.4 Logaritmos em Outras Bases

Dizemos que a funcao logaritmo natural é de base e, devido a (xx). Podem ser
consideradas fungoes logaritmicas em outras bases, porém todas elas diferem somente

por um fator multiplicativo.

Definicao 3.7. Dado 0 < a # 1. Dizemos que f : RY — R ¢é uma fungao logaritmica

de base a se f(x) =log, z, onde

Inx
log, x = —.
Ina

Decorre imediatamente desta definicdo e das propriedades dos logaritmos naturais

as seguintes propriedades de log, z.

i) log, (x -y) = log, x + log, y, V x,y > 0.
i1) log, (f) =log, = - log, y, ¥V z,y > 0.

(
(
(
(

iii) log, " =1 -log,x,V x >0, r € R.
1

iv) Para 0 < a # 1, log, = = ﬂ-logax.
Ina

Demonstraremos, a titulo de exemplo, a propriedade (iiz) listada acima. Para
demonstracao das demais, basta seguir os procedimentos de maneira analoga aos uti-

lizados a seguir. De fato,

In 2"

log, 2" =
Ina

Inz
Ina
= r-log, .

*

Definigao 3.8. Definimos por fungdo exponencial a qualquer fungio ¢ : R — R, onde

o(x) =a", x € R, para algum 0 < a # 1.

Observe que:

(1) f(x) = log, x é invertivel, pois Inz o é;
1

(i) log, a = ne_y Dai, log,a” =z, V z € R.
Ina
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Assim,
g:R— R

r+— g(z) =a”

é a inversa de f. Ela é dita Funcao Fxponencial de Base a. Tem-se

y=log,x & ad¥ = .

Da Defini¢ao 3.8, decorrem as propriedades:

(1) a*™Y = a® - a¥.
(i1) a® Y =

(iii) a#*) = (a¥)*.
Vamos demonstrar a propriedade do item (iii), e para isto vamos utilizar logaritmos.

log,[(a")"] =z - log,(a") = k - x.

Logo
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4 Aplicacoes da Escala Logaritmica para o

Estudo de Certas Grandezas

Neste capitulo, discorreremos sobre grandezas cuja a representacdo em uma escala
logaritmica é mais adequada do que aquela em escala aritmética. A partir dessa etapa,
desenvolveremos ideias sobre como apresentar o contetido aos discentes do Ensino Mé-
dio.

Dentre os possiveis significados da palavra escala encontrados em (HOUAISS; VIL-

LAR, 2011), contemplamos os seguintes:

o relacao entre as proporgoes de uma representacao e as do objeto representado

<escala de um mapa>;

e porto ou lugar determinado em que transportes coletivos param para abasteci-

mento, embarque ou desembarque de carga ou passageiros etc.;
« tabela de horarios de trabalho;

 série de graus ou niveis, dispostos segundo a importancia de cada um <escala de

valores>;

o e. Celsius escala de temperatura baseada em dois pontos fixos: o de fusao do gelo
e o de ebulicao da dgua, aos quais se atribuem os valores 0 e 100, respectivamente,

estando ambos sob pressao de uma atmosfera;

« e. Richter escala que mede o grau de intensidade dos tremores de terra.

A definigao de escala a qual no referimos em nosso texto é aquela cuja representagao
grafica ¢é utilizada na matematica para mostrar a ordem e a magnitude dos nimeros
reais. A reta numérica classica, da Figura 23 a seguir, que comumente ¢é utilizada para

ordenar e comparar nimeros reais, ¢ um bom exemplo ao que estamos nos referindo.

Figura 23 — Reta Numérica

L L L L L L1
1 T T T T 11 o
0 12 34586 78910 -

Fonte: Elaborado pelo autor.
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4.1 Escala Linear

Na reta numérica, existe uma diferenca de exatamente uma unidade de comprimento
entre os numeros 0 e 1. Essa mesma distancia esta entre os ntimeros 10 e 11, ou -2
e -1. Independentemente da localizagao na reta, a distancia que separa um ntmero x
e x +p, p> 0 fixo, é invariavel e nao sofre alteragdes. As escalas lineares baseiam-se
nessa invariancia e sao muito tteis para medi¢oes no mundo real. Podemos usar como

exemplos as trenas utilizadas na engenharia civil e a régua escolar.

Figura 24 — Reta Numérica Padrao

| I | 1 | |
| | 1T 1 | o
5 -4-3-2-10123475 -

Fonte: Elaborado pelo autor.

Um outro exemplo pratico: digamos que tragamos um grafico onde esteja represen-
tado o tempo gasto por cada participante em uma prova de marcha atlética na categoria
infanto-juvenil (15 a 16 anos). Podemos rotular marcas de escala igualmente espacadas
em um eixo como 0, 5, 10, 15, 20, etc. O nome do eixo pode ser “tempo (em minu-
tos)”. Neste caso, quando movemos uma marca para a direita, sempre adicionamos 5

minutos, conforme Figura 25 abaixo.

Figura 25 — Eixo em Escala Linear

Eixo Marcas de Escala

Y\

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 30

Tempo (em minutos)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Digamos que um atleta gastou doze minutos para completar a prova. Indicaremos
em nosso grafico dois quintos do comprimento a partir de 10 entre as marcas de 10 e
15 minutos.

Portanto, destacamos que a escala linear é uma ferramenta bastante utilizada em

diversas areas do conhecimento, além das ja citadas no inicio desta secao, tais como
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a fisica, economia, matematica e estatistica, entre outras; e tais utilidades se dao

principalmente pelo fato de sua simples e facil compreensao.

4.2 Escala Logaritmica

Uma escala logaritmica apresenta diferencas significativas em relagdo a uma es-
cala linear. Nesse tipo de escala, uma distancia fixa entre dois pontos no eixo separa
duas poténcias de uma determinada base b > 0. Portanto, uma escala logaritmica é
aumentada ou diminuida por um fator especifico.

As escalas logaritmicas sao amplamente utilizadas em diversas areas do conheci-
mento, desde as ciéncias e engenharias até a economia e financas. Elas permitem
representar fendmenos que possuem um amplo conjunto de valores de forma mais com-
pacta e visualmente intuitiva. Por exemplo, a energia liberada durante um terremoto,
a intensidade das ondas sonoras, uma area vasta de floresta, a quantidade de células em
um organismo multicelular ou o niimero de moléculas no ar. Imaginemos que esteja-
mos trabalhando com um projeto de pesquisa sobre a quantidade de metros quadrados
desmatados na floresta amazonica e haja a necessidade de criar uma escala simplificada
para representar a area desmatada nos diferentes estados que sejam cobertos pelo bi-
oma da amazonia. Podemos decidir por usar uma escala na qual marquemos pontos no
eixo que separem poténcias inteiras de 10, ou seja, cada ponto no eixo representa uma
poténcia de base 10 em metros quadrados desmatados, conforme podemos observar no

eixo vertical da Figura 26 que segue.

Figura 26 — Grafico com Eixo em Escala Logaritmica

F

10°_]
104

10°_]

Area desmatada em m?2

102

107

v

Acre Amazonas Ronddnia Roraima Para Amapa

Estados Brasileiros

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Dessa forma, podemos representar de forma simplificada a quantidade de area des-
matada nos diferentes estados utilizando essa escala, o que facilita a comparacao e
analise dos dados em nosso projeto de pesquisa imaginario.

H4 duas razoes essenciais para a utilizacao de escalas logaritmicas em tabelas e gra-
ficos. A primeira razao se da pelo fato de podermos representar dados que apresentam
uma variacao em ampla faixa de magnitude, comprimindo seus valores, tornando mais
facil a visualizacao e a comparacao entre eles. Ao utilizar uma escala logaritmica, a
amplitude dos valores ¢é distribuida de modo mais equilibrado, tornando a visualizacao
mais clara e facilitando a comparacao entre diferentes pontos. A segunda razao é a va-
riacao percentual. Nesse caso, analisar a variacao relativa dos valores em determinadas
situagoes do cotidiano é mais pertinente do que a analise da variagao absoluta. Uma
escala logaritmica permite que a variacao percentual seja visualizada de maneira mais
consistente, pois os incrementos ao longo da escala sao proporcionais em termos per-
centuais. Isso pode ser especialmente 1til ao lidar com fenoémenos que seguem uma lei
de poténcia ou que apresentam um crescimento exponencial, onde a variagao relativa é
mais significativa do que a variagao absoluta. Essas sao as duas razoes principais pelas
quais as escalas logaritmicas sao utilizadas em tabelas e graficos, proporcionando uma

representacao visual mais adequada e facilitando a interpretacao dos dados.

4.3 Algumas motivacGes para se aprofundar nos estudos das es-

calas logaritmicas

Atual e frequentemente assistimos anincios em plataformas digitais ou em canais
de TV em que os principais produtos oferecidos sao “aprender a investir no mercado de
acoes”, “conquistar sua independéncia financeira”, “conquistar o seu primeiro milhao
de reais” etc. Por esse motivo, nesta secdo pretendemos fazer com que o leitor consiga
realizar uma observacao mais aprofundada de graficos que sao normalmente utilizados
no mercado financeiro.

Inicialmente, observemos os dois graficos a seguir, onde ilustra-se os comportamen-
tos das acoes A e B, com investimento inicial de R$ 500,00 e R$ 1.000, 00, respectiva-

mente.
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Figura 27 — Gréafico de A¢oes em Escala Linear

Valores de Acdes

RS 3.000,00
RS 2.500,00
RS 2.000,00
RS 1.500,00
RS 1.000,00

RS 500,00

RS-

Valor inicial Valor final

=8 AcH0 A == AcHo B

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 28 — Grafico de A¢oes em Escala Logaritmica

Valores de Acoes

RS 10.000,00

RS 1.000,00 %/I?

RS 100,00
RS 10,00

RS 1,00
Valor inicial Valor final

el ACHO A == AcS0 B

Fonte: Elaborado pelo autor.

Na Figura 27 podemos visualizar a variacao da projecao dos valores das acoes A e
B ao longo do tempo e notar que as linhas mantém-se a uma distancia constante entre
si. Isto ocorre porque a variacao entre os valores iniciais e finais é de R$ 1.500,00 em
cada uma delas. Ja no grafico da Figura 28 o comportamento muda, o que pode nos
levar em um primeiro momento a pensar que tais grafico representam acoes distintas

daquelas na Figura 27 . Conforme percebemos ao realizarmos a leitura dos graficos,
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0 eixo que representa os valores das acoes na Figura 28 apresenta estrutura distinta
daquele na Figura 27. O primeiro é um eixo em escala linear e o segundo é um eixo
em escala logaritmica de base 10.

Pelo comportamento do grafico da Figura 28, é facil perceber que o investimento
na acao A é mais vantajoso em comparagao com o investimento na acao B. Isto se
da porque o grafico em escala logaritmica evidencia a variagao percentual dos pregos,
enquanto que o grafico em escala linear apresenta uma variagdo absoluta dos pregos.

Em outro caso, digamos que vocé se decida pesquisar sobre algumas possibilidades
de investimento, e dentre as opc¢oes com potencial crescimento para 2023 esta o ativo
do Banco do Brasil - BBSA3. Os graficos 29 e 30 a seguir, foram plotados no site
Trading View' ¢ mostram dados no mesmo periodo do BBSA3. A diferenca é que o

primeiro é representado em escala linear e o segundo em escala logaritmica.

Figura 29 — Gréafico da Agao BBAS3 em Escala Linear

17 TradingView

1D SO 1M 3M 6M YD 1A 5A Todos 53 17:10:50 (UTC)

Fonte: Elaborado pelo autor.

L <https://br.tradingview.com/>.Acesso em 07/04/2023
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Figura 30 — Grafico da A¢do BBAS3 em Escala Logaritmica

T4 TradingView

1D 50 1M 3M 6M YTD 1A 5A Todos ) 17:11:48 (UTC)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Podemos destacar algumas caracteristicas que aparecem nos gréaficos 29 e 30

* No grifico em escala linear uma variacao de precos de R$ 5,00 a R$ 10,00, por
exemplo, corresponde a um aumento de R$ 5,00. Analogamente, uma variacao de
R$ 25,00 a R$ 30,00. Ou seja, neste tipo de escala os tokens (icones em vermelho e
verde) possuem medidas de crescimento iguais.

x* No grafico em escala logaritmica, as mesmas variacoes exemplificadas anterior-
mente correspondem, respectivamente, a variacoes de 100% e 20%, ou seja, os icones
nao possuem o mesmo padrao de crescimento.

% % £ bastante perceptivel que o grafico da figura 30 mostra um comportamento
do rendimento do ativo durante todo o periodo sem grandes oscilagoes nas medidas dos
tokens. A conclusao que podemos obter com esse tipo de andlise é que investir neste
ativo é um procedimento seguro, pois observa-se que o mesmo tem crescido no longo
prazo e as oscilagoes no gréafico plotado em escala logaritmica facilitam na tomada de

decisao sobre a possibilidade de investimento no mesmo.

4.4 Escala Richter

As imagens que compdem a Figura 31 a seguir foram obtidas a partir de reportagens
contidas em sites da internet apds pesquisa no buscador Google.com, entre fevereiro e
junho de 2023. O texto da pesquisa foi: “Terremoto na Turquia”. Mas o que significa o

titulo “Terremoto de magnitude 7,8” na imagem a seguir? O trecho da frase que pode
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nos despertar curiosidade é “magnitude 7,8”, pois, como uma magnitude relativamente
pequena pode causar tantos danos, acarretando em tantas mortes e feridos quanto

aquelas vistas nos noticiarios da TV, radio e internet?

Figura 31 — Noticias Sobre Terremotos

= 3 {iy merasiomn
BEE NEWS srasi. . AO VIVO
Noticias Brasil Internacional Economia Salde Ciéncia Tecnologia Videos Terremoto de magnitude 7,8 deixa mais de
2.300 mortos na Turquia e na Siria
Terremoto de magnitude 6,4 T SO OO T S S T — O N

manhd desta segunda-feira

atinge area na Turquia ja
devastada por tremores

23 km a leste de Nurdagi, na provincia de Gaziantep, na Turquia, a uma profundidade de 24,1 km. E um
i a regidio me mais de um século, segundo o Instituto Geolégico dos Estados Unidos.

REUTES - f'w -

| Familia tenta se proteger durante novo tremor na Turquia

MUNDO

gl MUNDO

fiquepordentro  Febremaculosa  Feriadosde 2023  Carrocomdesconto  Guia de compras Rudpueatnl (N ey (e ptainl  BmdEGiTi

Terremoto de magnitude 7,8 atinge Terremoto de magnitude 7,8 na

aTurquia e Siria e mata milhares Turquia € o mais forte desde 1939

Tremor, 0 maior na regido desde 1939, durou mais de um minuto e meio, gerou dezenas de Mais de 3 mil pessoas morreram e milhares ficaram feridas devido ao abalo sismico que atingiu

réplicas e também foi sentido em Israel, no Libano, no Iraque e no Chipre. Milhares de pessoas também a Siria na manh desta segunda. Entenda por que fatores como a profundidade do

ainda estio desaparecidas. tremor, suas réplicas e a quantidade de energia liberada podem explicar a destruicéo.
s .

d ovoom=< prissitsisngn R 6vpoom<

Fonte: Google.com

Antes de mais nada deve-se explicar que esse tipo de titulo de reportagem se ba-
seia na escala Richter, escala logaritmica mais conhecida e utilizada para determinar
a intensidade de terremotos, a qual foi desenvolvida no Instituto de Tecnologia da
Califérnia (Caltech) por Charles F. Richter e Beno Gutenberg, em 1935. Usualmente
quando é apresentada, ¢ introduzida uma tabela contendo intervalos de magnitudes
e alguns dos possiveis efeitos que terremotos com magnitudes compreendidas entre
os intervalos descritos podem causar. Assim, mostra-se uma tabela do tipo abaixo,
sendo raras aquelas vezes em que é apresentado aos leitores a férmula desenvolvida por

Richter e Gutenberg para se determinar a magnitude de um terremoto.
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Tabela 2 — Tabela de efeitos dos terremotos

Magnitude Richter | Efeitos

Menor que 3,5 Geralmente nao sentidos, mas gravados.
Entre 3,5 e 5,4 As vezes sentidos, mas raramente causam danos
Entre 5,5 e 6,0 No méaximo causam pequenos danos a prédios bem

construidos, mas podem danificar seriamente casas mal
construidas em regioes proximas.

Entre 6,1 € 6,9 Podem ser destrutivos em areas em um raio de até 100km
do epicentro.
Entre 7,0 e 7,9 Grandes terremotos. Podem causar sérios danos numa
grande faixa.
8,0 ou mais Enormes terremotos. Podem causar grandes danos em

muitas areas mesmo que estejam a centenas de quilémetros.

A férmula desenvolvida por Richter e Guntenberg é

A A8
M =1 2=
onde
e M é a intensidade do terremoto;

o A é a amplitude das ondas (em milimetros) medida com um sismégrafo?;

o At é o intervalo de tempo (em segundos) entre a onda superficial (S) e a onda de

pressao maxima (P).

Um outro fato a se observar é a energia dissipada, pois é ela a causadora das

possiveis destrui¢oes apos um terremoto, e para isto devemos considerar a formula
3
E= Az,

A titulo de exemplo, vamos verificar (através de cdlculo) quais as consequéncias na
variacao um grau a mais na magnitude de um terremoto. Para isto, basta manipularmos
a formula desenvolvida por Richter e Gutemberg descrita acima e considerando A,

como a amplitude para magnitude M, obtemos

Ay - A Ay - A3 10M . 1,62
M=1 =10 = Ay = —— 17 :
o810 < 1,62 ) 1,62 M At (9
Ao considerarmos o aumento de um grau na magnitude do terremoto, deduzimos
10M+1. 1,62 10M.1.62
AM+1 :T:AM+1:1OT :>AM+1 :10AM

2 E o aparelho que registra os movimentos do solo.
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Ou seja, um aumento de 1 grau na escala da magnitude de um terremoto, reflete
numa amplitude multiplicada por 10, causando um maior alcance. Portanto, se con-
siderarmos uma variagao de 6 para 9 graus na escala de magnitude de um terremoto,
teremos uma amplitude multiplicada por 10® = 1.000 vezes, o que pode causar efeitos
muito mais devastadores.

Analogamente, se considerarmos E); a energia dissipada para magnitude M, para
a variagao de 1 (uma) unidade de grau na escala Richter, a energia dissipada pode ser

calculada da seguinte forma:
Eyr = (Au)? = Earpr = (Aya)? = (10 Ayy)? =107 - (Ay)? ~ 31,6 By,

Portanto, ao compararmos dois terremotos com a variacao de 1 unidade de grau na
escala Richter, a energia dissipada em um deles é capaz de causar danos de aproxima-

damente 32 vezes maior do que aquela dissipada no outro, o que de fato é assustador.

4.5 Escala de Decibéis

O som ¢ uma parte essencial da vida humana e esta presente em diversas atividades
como a musica, a engenharia, o meio ambiente, a satide etc. Ele pode nos proporcionar
sensagoes de tranquilidade, bem como de estresse. Sendo assim, a necessidade de
conhecer e saber quantificar a quantidade de som que o nosso sistema auditivo consegue
suportar é frequente. No que se refere a medidas sonoras, é comum nos depararmos
com a sigla dB, que ¢ a abreviacao de decibel.

Segundo (CUNHA, 2016), o decibel tem sua origem em métodos empregados para
quantificar a perda de sinal em circuitos telegraficos e telefonicos, tendo sido os estudos
sobre esta escala desenvolvidos pelo cientista escocés e inventor do telefone, Alexander
Graham Bell (1847-1922). Ele percebeu que a variagdo de som que o ouvido pode
sentir ndo acompanha uma escala linear e sim uma escala logaritmica. Em fisica a
intensidade do som é definida como a poténcia sonora recebida por unidade de area
de uma superficie, ou seja, ¢ uma medida que descreve a quantidade de energia que
uma onda sonora transporta por unidade de area em uma determinada dire¢ao. Essa
grandeza ¢ fundamental para entender a percep¢ao da amplitude ou volume do som
por nossos ouvidos. A intensidade do som esta diretamente relacionada com a ampli-
tude da onda sonora. Quanto maior a amplitude, mais energia a onda transporta e,
consequentemente, maior sera a intensidade do som.

A escala de decibéis é uma medida baseada na poténcia em watts. O limite mais
baixo de som audivel pelo ouvido humano tem uma intensidade de aproximadamente
10712 watts por metro quadrado (%) Por outro lado, o ouvido humano é capaz de

detectar sons com uma intensidade tao alta quanto 102 % Devido a ampla variagao
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entre esses extremos, é conveniente utilizar uma medida que se baseie em poténcias de

10. Essa medida relativa da intensidade sonora é chamada de decibel (dB).
W

Uma férmula que relaciona a intensidade sonora N em — a sua intensidade relativa

D em decibéis é expressa da seguinte maneira:

N
w

3, assim como

A seguir, apresentamos uma tabela que indica a intensidade do som em

os valores correspondentes em decibéis para alguns sons comuns.

Figura 32 — Tabela de Intensidades do Som e suas Respectivas Intensidades Relativas

Intensidade do som Intensidade relativa

(watts/ metro quadrado) (decibéis)
10* Espingarda 140
10 Martelete de pedra 130
10° Trovao 120
107 Sirene de ambulancia 110
10+ Escola de Danga 100
10° Furadeira elétrica 90
104 Cortador de grama 80
108 Secador de cabelo 70
10-¢ Conversa normal 60
107 Geladeira 50
108 Conversa silenciosa 40
107 Biblioteca 30
10 Sussurraral5 m 20
10" Respiragdo normal 10
102 Quase inaudivel 0

Fonte: Elaborado pelo autor.

Observe que a medida que os valores de decibéis na coluna da direita aumentam
em 10, as intensidades correspondentes na coluna da esquerda sao multiplicadas por
10. Assim, se o nimero de decibéis aumenta em 20, a intensidade do som se multiplica
por 10 - 10 ou 10%2. Se vocé aumentar o ntimero de decibéis por 40, vocé multiplica os
watts por metro quadrado por 10-10 - 10 - 10, ou 10%.

Em geral, um aumento de n dB multiplica a intensidade do som por 107.

Exemplo 2. Quantas vezes mais intenso é um som de 90 decibéis em relacao a um
som de 60 decibéis?

Solugio: Utilizando a expressio 107, afere-se tal aumento na intensidade. Como
90 — 60 = 30, a intensidade do som ¢é ampliada em 1070 = 103 = 1000%. Portanto,
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um som de 90 decibéis é 1.000 vezes mais intenso em comparacao com um som de 60

decibéis.

Exemplo 3. (exercicios.brasilescola.uol.com.br) Durante um show, a intensidade so-
nora nas proximidades do palco era de aproximadamente 1%. Sabendo que a intensi-
dade minima para a audi¢io humana € de 10_12%, determine o nivel de intensidade

sonora na reqiao do palco.

Solucao: Da formula 4.1, obtemos

1

= 10(log1 —log10~'%)
= 10(log 1+ 12log 10)
= 10(0 +12)

= 10-12

= 120 dB.

Portanto, o nivel de intensidade sonora na regiao do palco é de 120 dB.

Assim, os valores em decibéis aparentam ser lineares somente a primeira vista. A
titulo de ilustracao, do exemplo 1 acima, concluimos que o ouvido percebe um som
de 90 decibéis em comparacao com um som inicial de 60 decibéis como um som 1.000
vezes mais intenso. Adicionalmente, utilizando a férmula 4.1 acima, se vocé conhece a
intensidade de um som, pode encontrar sua intensidade relativa em decibéis.

Apresentou-se assim mais uma aplicacdo das escalas logaritmicas em alguns con-
textos do nosso cotidiano, em virtude do som ser algo presente na vida das pessoas,
e que os estudos sobre tal objeto do conhecimento tem sido frequentemente aprofun-
dado, haja vista que, conforme alguns estudos, a exposicao prolongada ou repetida a
sons com intensidade igual ou superior a 85 decibéis, pode causar perda permanente

da audicao, tornando-se assim um problema de satde.

4.6 Escala de Potencial Hidrogenionico - pH

A medida quantitativa da acidez ou basicidade de solugoes aquosas e outras solugoes
liquidas é chamada de Potencial Hidrogenionico, habitualmente conhecido por pH.
O termo, amplamente usado em quimica, biologia e agronomia, ¢ uma medida que

representa os valores de concentracao de fons hidronio [H*] em uma solugéo.
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Tal concentragdo normalmente é expressa numericamente em uma escala com in-
tervalo de 0 a 14, onde 7 é a medida de uma solucao considerada neutra, como é o caso
da dgua pura que possui um pH igual a 7 neste intervalo, enquanto uma solu¢ao com
pH menor que 7 é classificada como acida e uma solu¢ao com pH maior que 7 é con-
siderada bésica ou alcalina. Tais valores podem ser precisamente medidos utilizando

um instrumento conhecido como peagdémetro.

Figura 33 — Escala de pH e o grau de acidez de algumas substancias comuns.

0 . Acido de Bateria
1 . Acido Estomacal
2 . Suco de Limao
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Agua Sanitéria
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w

14 Limpador de Ralos

Fonte: Elaborado pelo Autor.

E importante observar que quanto menor o valor do pH, mais acida serd a solucéo.
Isso ocorre devido a natureza logaritmica da escala de pH, onde o mesmo é definido
como o negativo do logaritmo da concentragao dos ions.

A escala de pH foi proposta em 1909 pelo bioquimico dinamarqués Peter Lauritz
Sorensen (1868-1939), na qual o pH é determinado pela concentra¢do molar de fons
hidrénio presentes em uma solu¢ao aquosa, expressa em equivalentes por litro, mol/ L.
(NOVALIS, 2023) afirma que: “Quando desenvolveu tal escala, Sorensen era o quimico
chefe dos laboratérios da cervejaria Carlsberg. Com objetivo de aprimorar a quali-
dade de seu produto e estudando fermentacao, o quimico dinamarqués desenvolveu tal

escala.”
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A féormula para calcular o pH é dada por
pH = —log[H"| (4.2)

que pode ser reescrita, levando em consideragao que o logaritmo utilizado ¢ de base 10,

da seguinte forma:
HY =107, (4.3)

Assim, conhecendo a molaridade de hidronios, saberemos classifica-lo.

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 4. Se uma solugdo tiver uma concentra¢io de hidronio de 3,6 - 107% mol/L

essa solucdo seria dcida ou alcalina?

Solugdo: Substituindo os valores dados na questao em (4.2), e com o auxilio de uma

calculadora, obtemos

pH = —log[H"]

= —log[3,6- 107"
—[—7,44]
7,4.

Q

Portanto, por estar com valor maior que 7, essa solucao é considerada alcalina ou

bésica.

Exemplo 5. (Udesc/2009) “Chuva dcida” é um termo que se refere d precipitacdo,
a partir da atmosfera, de chuva com quantidades de dcidos nitrico e sulfirico maio-
res que o normal. Os precursores da chuva dcida vém tanto de fontes naturais, tais
como vulcoes e vegetacao em decomposicao, quanto de processos industriais, principal-
mente emissoes de diorido de enzofre e oxidos de nitrogénio resultantes da queima de
combustiveis fosseis.

O pH da dgua da chuva considerado normal é de 5,5 (devido a presenga de dcido
carbonico proveniente da solubilizacao de dioxido de carbono). Um quimico monito-
rando uma regiago altamente industrializada observou que o pH da dgua da chuva era
iqual a 4,5. Considerando que a acidez estd relacionada com a concentracio de H3O™T,
¢ correto afirmar que a dgua com pH 4,5 era:

a) duas vezes mais bdsica que o normal.
b) duas vezes mais dcida que o normal.
c) dez vezes mais bdsica que o normal.
d) dez vezes mais dcida que o normal.

e) cem vezes mais dcida que o normal.
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Solucao: Para determinar quantas vezes mais acida é uma solugdao com pH igual
a 4,5 em comparacao com uma solucao de pH igual a 5,5, vamos utilizar a escala
logaritmica de pH.

Utilizando a equacao (4.3), obtemos:

Para o pH = 5, 5:

H = 107"
— 1075,5
Para o pH =4,5:
H* = 10777
= 107%°

Neste caso, a solugdo de pH 4,5 é considerada mais acida e a solugdo de pH 5,5 é
considerada menos acida. Logo, a diferenca de pH entre as duas solugoes pode ser

calculada da seguinte forma:

10—475

0555 = 10745755 = 101,

Portanto, a solugdo com pH igual a 4,5 é 10 vezes mais acida do que aquela com pH 5,5.

Este ultimo exemplo nos faz perceber que a diferenca de uma unidade na escala
de pH representa uma variacao de 10 vezes na concentracao de fons hidronio (H™).
Essa relagao de variacao em poténcias de 10 é devido a natureza logaritmica da escala
de pH, onde cada unidade de Potencial Hidrogenionico representa um fator de 10 na

concentracao de fons hidronio.
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5 Sequéncias Didaticas: Logaritmos e Es-

calas Logaritmicas

Para (ZABALA, 1998), “Sequéncia diddatica é como um conjunto de atividades or-
denadas, estruturadas e articuladas para a realizacao de certos objetivos educacionais,
que tém um principio e um fim conhecidos tanto pelos professores como pelos alunos.”
Para além dessa afirmacao, a leitura dessa obra nos permite inferir que a importancia
dessas sequéncias reside no fato de que elas oferecem uma estrutura sélida de planeja-
mento e desenvolvimento do curriculo de forma coerente e progressiva aos educadores
e, isso ¢ essencial para garantir que os contetdos sejam abordados de maneira apropri-
ada de acordo com as necessidades e caracteristicas especificas dos alunos, levando em
consideracao seu nivel de desenvolvimento, estilo de aprendizagem e interesses.

Uma das notaveis caracteristicas das sequéncias didaticas de Zabala ¢é o destaque na
personalizacao da educacao. Elas possibilitam aos professores a flexibilidade necessaria
para adaptar as atividades de acordo com o contexto da sala de aula e as habilidades
dos alunos. Isso nao apenas torna o ensino mais relevante, mas também envolve os
estudantes de forma mais ativa em seu préprio processo de aprendizagem. Ao seguir
uma sequéncia didatica bem planejada, os alunos sao incentivados a explorar topicos,
refletir sobre conceitos e construir o conhecimento de forma progressiva.

A seguir, propomos trés sequéncias didaticas em que, por meio de atividades sele-
cionadas, esperamos demonstrar a efetividade de aplicacao da nossa proposta de apro-
fundamento no estudo de logaritmos em turmas do Ensino Médio. A BNCC (BRASIL,
2018) propoe que as habilidades relacionadas ao estudo das fungoes logaritmicas sejam
desenvolvidas em turmas do 1° ao 3° ano do ensino médio e, a partir disto, o Curriculo
de Pernambuco (PERNAMBUCO, 2021) do Ensino Médio traz em seu organizador
curricular da disciplina de matematica, habilidades que contemplam os estudos e apli-
cagoes das fungdes logaritmicas, de forma mais especifica, em turmas do 2° Ano do
Ensino Médio.

Iniciamos tomando como documentos norteadores para a nossa proposta de apro-
fundamento do estudo dos logaritmos em turmas do Ensino Médio, a Base Comum
Curricular (BNCC) e o Curriculo de Pernambuco do Ensino Médio. Dentre as habili-
dades contidas nas competéncias gerais da etapa do Ensino Médio da BNCC, encon-
tramos apenas duas que estao relacionadas ao conteudo logaritmos, conforme a Figura

34 a seguir:



Capitulo 5. Sequéncias Diddticas: Logaritmos e Escalas Logaritmicas 63

Figura 34 — Um Recorte das Habilidades da BNCC

HABILIDADES

(EM13MAT305) Resolver e elaborar problemas com funcdes logaritmicas nos quais &
necessario compreender e interpretar a variacao das grandezas envolvidas, em contextos
como os de abalos sismicos, pH, radicatividade, Matematica Financeira, entre outros.

(EM13MAT403) Comparar e analisar as representacdes, em plano cartesiano, das
funcoes exponencial e logaritmica para identificar as caracteristicas fundamentais
(dominio, imagem, crescimento) de cada uma, com ou sem apoio de tecnologias digitais,
estabelecendo relactes entre elas.

Fonte: Brasil, 2021.

O Curriculo de Pernambuco é um documento que foi elaborado tomando como refe-
rencial a BNCC e nele é possivel encontrar na se¢ao nomeada Organizacao Curricular,
onde constam as habilidades (EM13MAT305PE21) e (EM13MAT403PE35), que fo-
ram elaboradas com base nas habilidades da Base Comum Curricular (EM13MAT305)
e (EM13MAT403), respectivamente, conforme Figura 35 a seguir:

Figura 35 — Um Recorte das Habilidades do Curriculo de Pernambuco

MATEMATICA
22 ANO

HABILIDADES DA AREA BNCC HABILIDADES ESPECIFICAS DO COMPONENTE OBJETOS DE CONHECIMENTO
(EM13MAT305) Resolver e elabarar problemas
com fungbes logaritmicas nos quais seja necessario
compreender e interpretar a variacdo das
grandezas envolvidas, em contextos como os de
abalos sismicos, pH, radioatividade, Matemaética
Financeira, entre outros.
(EM13MAT403) Analisar e estabelecer relacdes,
com ou sem apoio de tecnologias digitais, entre as

(EM13MAT305PE21) Resolver e elaborar situagdes- problema,
envolvendo funcdes logaritmicas, interpretando a variacdo das
grandezas em contextos diferentes como, por exemplo, o estudo
da radioatividade, Matematica Financeira, entre outros, com e/ou
sem o uso de tecnologias digitais.

Fungdes Logaritmicas: variagdo
de grandezas

(EM13MAT403PE35) Analisar e estabelecer relagdes, com e/ou

,. i i sem o uso de tecnologias digitais, entre as representacdes de Fungdes Exponenciais e
representacbes de funcdes exponencial e o o - Er -
o funcdes exponenciais e logaritmicas expressas em tabelas e em Logaritmicas: relacfes,
logaritmica expressas em tabelas e em plano . i S i
p i . o planos cartesianos para identificar as caracteristicas fundamentais | representacdes e
cartesiano, para identificar as caracteristicas Ty 5 : i e
(dominio, imagem, crescimento ou decrescimento, raizes, entre caracteristicas.

fundamentais (dominio, imagem, crescimento) de
cada funcdo.

outras) de cada fungdo, destacando-as como fungdes inversas.

Fonte: Curriculo de Pernambuco, 2022.
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Propostas de Sequéncias Didaticas sobre

Logaritmos e Escalas Logaritmicas

Sugerimos aos professores que desejem trabalhar a nossa proposta de aprofunda-
mento do ensino de logaritmos, trés propostas de sequéncias didaticas nas quais bus-
camos proporcionar aos alunos uma compreensao mais robusta sobre a aplicacao dos
logaritmos na construcao de escalas, bem como no entendimento de forma mais apro-
fundada de algumas escalas que nos deparamos em nosso cotidiano, como a escala de
decibéis e a escala Richter, além de compreender o uso deste tipo de escala em graficos

de ativos financeiros.
PROPOSTA DE SEQUENCIA DIDATICA 01

A nossa primeira proposta para o aprofundamento no estudo dos logaritmos em
sala de aula esta dividida em trés partes. Na primeira, fazemos uma revisao da defini-
¢ao de logaritmos e revisitamos as propriedades basicas sem necessariamente realizar
todas as demonstragoes, além de explanarmos o que sao escalas lineares e escalas loga-
ritmicas. Na segunda parte, propomos uma atividade pratica onde o educador sugere
a construcao de algumas escalas logaritmicas a partir de uma sequéncia de passos, vi-
sando desenvolver nos educandos habilidades que os permitam construir tais escalas e
aplica-las em situacgoes do cotidiano, fazendo-se o uso de ferramentas tecnoldgicas ou
nao. Por fim, propomos algumas atividades onde os alunos possam utilizar os conheci-
mentos adquiridos e as habilidades desenvolvidas na construgao de escalas em paralelo
com as definigbes, para resolver alguns problemas envolvendo aplicagoes das escalas
logaritmicas nas diversas areas do conhecimento e em questoes de vestibulares.

Assim, sugerimos dois encontros de 50 minutos para aplicacdo desta proposta, vi-
sando um aproveitamento do tempo com acompanhamento qualitativo na construcao

das escalas.
Objetivo Geral:

Definir escala linear e escala logaritmica e desenvolver a habilidade de construir

uma escala logaritmica, seguindo uma sequéncia de passos.
Objetivos Especificos:

o Definir logaritmo;

o Revisitar as propriedades operatorias dos logaritmos;
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o Definir escala;
o Explanar sobre as escalas linear e logaritmica;

o Construir uma escala logaritmica.

1 Revisao da Definicao e das Propriedades Basicas de Logarit-
mos

A principio, vamos considerar os seguintes questionamentos:
()1: Qual o valor de x quando 3 é elevado a x resultando em 817
Solucio: 3* =81 = 3* =3 <z = 4.

1
()2: Qual o valor de x quando 5 é elevado a x resultando em %?

1 1
Solugdo: 5* = — & 5= — &5 =52 r = 2
£ 25 5
Os valores x = 4 e x = —2, nesta ordem, nas solugoes dos questionamentos )1 e
(22, sdo denominados respectivamente, o logaritmo de 81 na base 3, representado por
log; 81 = 4 e o logaritmo de % na base 5, representado por logs % = —2. Assim,

podemos concluir que Logaritmos sao expoentes e defini-los de modo mais preciso,

Sejam a > 0, a # 1 e x > 0, o logaritmo de nimero x na base a
é representado por log, x e pode ser definido como o expoente y ao

qual devemos elevar a base a para obter o resultado x. Em outras

palavras, o logaritmo € a solu¢ao da equacao exponencial a¥ = x.

Vejamos agora, algumas consequéncias da definicao de logaritmo, que alguns auto-
res costumam classifica-las como propriedades dos logaritmos. Tais consequéncias sao
derivadas das regras convencionais de exponenciagao.

Suponha que b é um nimero real positivo e diferente de 1, e 1 e x5 sdo niimeros

reais positivos. Sao validas as seguintes propriedades:

0

(2) |log,a =1

3)

(4) |log,(x1 - o) = log, x1 + log, 2

(5) |log, (?) = log, 71 — log, 22

2
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(6) |log,(z) = a-log, z; (a € R)

2 Escalas Lineares e Logaritmicas

2.1 Definindo Escala

A palavra escala é composta por varios significados em diferentes areas do conheci-
mento. Mais comumente, nos deparamos com esta palavra no sentido de uma relagao
de proporcao entre quantidades e é expressa como uma razao ou uma fracao, indicando
a quantidade de redugao ou ampliacao aplicada, como por exemplo em uma magquete
que representa o projeto de construgao de uma nova escola.

Nesta aula, trataremos de um significado especifico de escala, representada por um
eixo nivelado de valores que mede algo em intervalos regulares. A reta numérica clas-
sica é um exemplo classico que podemos associar ao conceito que adotaremos para a

nossa aula.
2.2 O que é uma Escala Linear?

Uma escala linear ¢ um sistema de medi¢cdo ou representagao que segue uma pro-
gressao constante e uniforme de um valor para outro. Nesse tipo de escala, a dois
intervalos de iguais comprimentos em um eixo correspondem diferencas iguais entre
seus respectivos pares de extremos. Assim, a distancia de uma unidade de medida
entre os pontos 0 e 1 é a mesma entre os pontos 7 e 8.

As escalas lineares sao facilmente encontradas no nosso cotidiano, pois sao bastante
utilizadas em gréaficos, mapas, representagoes numéricas e muitos outros contextos para
facilitar a compreensao e a visualizagdo de dados. Elas fornecem uma representacao
direta e uniforme dos valores, permitindo uma leitura e interpretacao facil das infor-
macoes apresentadas. Elas também sdo muito boas para medi¢des comuns no dia a
dia. Sua régua escolar, assim como as fitas métricas utilizadas pelos profissionais da

construgao civil sdo mais alguns bons exemplos que podemos citar.
2.3 O que é uma Escala Logaritmica?

Uma escala logaritmica é aquela na qual os nimeros sao representados como po-
téncias de uma base fixa, sendo os expoentes usados como valores para demarcar os
intervalos de iguais comprimento no eixo. Porém, como nesse tipo de escala os valores
aumentam exponencialmente, a dois intervalos de iguais comprimentos em um eixo,

correspondem a diferencas distintas entre seus respectivos pares de extremos.
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As escalas logaritmicas sao usadas quando todas as medidas de uma grandeza sao
positivas e tomam valores em uma ampla faixa desde valores muito pequenos a muito
grandes.

Imagine que precisamos medir uma quantidade muito grande de uma grandeza.
Talvez minerais no solo, moléculas no ar ou a intensidade das ondas sonoras, por exem-
plo. As vezes precisamos criar uma escala simplificada onde cada passo representa um
grande nimero de unidades e também aumenta/diminui por um determinado fator.
Se um cientista precisa medir bilhdes ou mesmo trilhoes de moléculas, pode-se ape-
nas fazer uma escala logaritmica, onde a variagdo de 1 (uma) unidade representa um
aumento por um fator de 10. Isso significaria que ir de 0 a 1 significa aumentar 10
unidades, e ir de 0 a 2 significa aumentar 100 unidades, porque 10? = 100.

Existem algumas razoes para usar escalas logaritmicas em tabelas e graficos. uma
delas é tornar mais facil a leitura de graficos nos quais a variacao dos valores expostos
¢ muito grande.

Duas escalas logaritmicas das quais vocé ja deve ter ouvido falar sao a escala de
decibéis, que mede a intensidade relativa do som, e a escala Richter, que mede a inten-

sidade dos terremotos.
3 Construindo uma Escala Logaritmica

Vamos construir uma escala logaritmica de base a > 0, seguindo a seguinte sequén-

cia de passos:

P;: Inicialmente estabelece-se um comprimento padrao de medida, que denotaremos
por IV, e correspondera a um intervalo entre duas poténcias inteiras, consecutivas
da base a. Por exemplo, de 0,1 a 1, de 1 a 10, de 10 a 100, de 100 a 1000, se
resolvermos trabalhar na base 10; Assim como 0,5 a 1, 1 a 2, 2 a 4 e assim

sucessivamente, se resolvermos trabalhar com a base 2.
Para exemplificar, no que segue, tomaremos N = 10 cm e a = 10.

P,: Como representaremos os numeros de 1 a 10 em escala logaritmica de base a = 10,
os nimeros de 1 e 10 sdo os que se localizam nos extremos dos segmentos com o
intervalo de 1 a 10. Tracamos entao um segmento de N = 10 cm.

P3: Em seguida, marcamos no eixo o ponto correspondente a 2, por exemplo.

Para determinar a localizacao do ponto onde marcaremos o 2, devemos considerar
que, como o log 2 =~ 0,3010, para um comprimento de N = 10 cm, a distancia

entre 1 e 2 serd de aproximadamente

10 cm x 0,3010 = 3,01 cm
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Figura 36 — Marcacao do ponto correspondente ao niimero 2

1 2 10
L 4 + $
I I I
| | |
< > I
! 3,01 cm :
I |
b | p
10 cm
Fonte: Elaborado pelo autor.
Py: Analogamente, para determinar o ponto onde marcaremos o 3, como
log 3 ~0,4771,
a distancia entre 1 e 3 serd de aproximadamente
10 cm x 0,4771 = 4,77 cm
Figura 37 — Marcacao do ponto correspondente ao ntimero 3

1 2 3 10
¢ * ¢ ¢

| | |

: a

: 4,77 cm I

« p!

10 cm

Fonte: Elaborado pelo autor.

Ps5: Para marcar um ntimero 1 < o < 10 qualquer, procedemos de maneira analoga
aos passos anteriores. Ou seja, calculamos log o e entao fazemos 10 - log «,

determinando assim a localizagao do ponto correspondente a a.
Exercicio Resolvido

1. Trace um segmento de reta medindo N = 10 cm e continue marcando os pontos
no eixo de acordo com a escala logaritmica de base 10, conforme procedemos nos

itens P, e P3. Determine os pontos onde devem ser marcados os valores de 4, 5,

6,7, 8¢0.

Solugdo: Com o auxilio de uma calculadora, obtemos as seguintes aproximacoes

com trés casas decimais: log 4 ~ 0,602, log 5 ~ 0,698, log 6 ~ 0,778, log 7 ~
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0,845, log 8 ~ 0,903, log 9 =~ 0,954. A partir dai, basta procedermos de modo

analogo ao que fizemos em Py, P, e Ps.

Figura 38 — Solugdo do Exercicio Proposto Resolvido 01
2 3 4 5 6 7 8 9 10

6,02 cm

¢ ——————————s

6,98 cm »
7,78 cm i

8,45 cm

9,03 cm ’

9.54 cm >

AAAAA A2 Y

10 cm >

Fonte: Elaborado pelo autor.

Exercicios Propostos

. Em um eixo, marque pontos em escala logaritmica de base 10, com um intervalo

entre as poténcias 10 e 100. Onde devem estar marcados os pontos correspon-

dentes as dezenas de 20 a 90.

. Em um eixo, marque pontos em escala logaritmica de base 10 entre as poténcias

1071 e 10°.

. Utilizando o exercicio 1, mega, com uma régua, a distancia d;s entre os nimeros

1 e 2. Em seguida meca a distancia dy4 entre 1 e 4. obtenha a soma D desses

valores.

Feito isso, partindo do niimero 1, determine qual niimero corresponde a distancia

D.

Agora responda ao seguinte questionamento: qual nimero corresponde a distan-

cia D = dys+di5? Qual das propriedades dos logaritmos que explica o resultado?
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PROPOSTA DE SEQUENCIA DIDATICA 02

Na nossa segunda proposta, visamos expor de forma eficaz a aplicacao das escalas
logaritmicas na escala de intensidade sonora conhecida como a escala de decibéis e
na escala de magnitude de terremotos, a escala Richter, através de um breve resumo
explicativo sobre cada uma dessas escalas que estao fortemente presentes no nosso coti-
diano, seja ao ouvir uma musica em um momento de lazer ou em uma festa, ou seja ao
assistirmos a um noticiario que nos reporta a um terremoto em algum lugar do mundo.
Dando continuidade, propomos um exercicio respondido seguido de uma lista proposta
de exercicios para que os alunos possam desenvolver as habilidades contempladas na
BNCC (BRASIL, 2018) e no Curriculo de Pernambuco (PERNAMBUCO, 2021).

Para aplicagao desta proposta, também sugerimos dois encontros de 50 minutos.

Objetivo Geral:

Explanar a aplicagdo da escala logaritmica nas escalas de intensidade sonora e
de magnitude de terremotos, proporcionando aos estudantes uma compreensao mais
profunda das razoes por tras da escolha de uma escala logaritmica para representar as
mudangas nas unidades de medida nas escalas de decibéis e Richter, por meio de uma

selecao de exercicios.

Objetivos Especificos:

o Explicar o que ¢ a escala de intensidade sonora;

o Expor a férmula para relacionar a intensidade sonora com a intensidade em decibéis,
bem como apresentar a correspondéncia entre elas;

o Explanar a escala de magnitude de terremoto;

o Mostrar uma tabela de rela¢oes entre a magnitude e seus possiveis efeitos;

o Apresentar uma formula para encontrar a magnitude de um terremoto e assim poder
inferir os possiveis efeitos;

o Praticar exercicios que tornem a compreensao dos contetidos com mais significado.
1 A Escala de Decibéis

A variacdo de intensidade entre os sons mais sutis que necessitamos ouvir e os
sons mais altos presentes nos mais diversos ambientes do nosso cotidiano ¢é bastante

significativa. O som mais silencioso que um ouvido humano pode captar tem uma
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intensidade de cerca de 107!? watts por metro quadrado, ou seja, 0,000000000001%.
Todavia, o ouvido humano também pode ouvir sons com uma intensidade tao grarr?de
quanto 100%. O decibel (dB) é uma unidade criada para mensurar a intensidade do
som, ¢ utilizada para descrever esta ampla gama de fendmenos sonoros, que vai desde
o sussurro mais suave até o barulho ensurdecedor como o de um motor a jato. Devido
a ampla variacao na intensidade absoluta dos sons, a unidade dB ¢é definida em termos
de uma escala logaritmica.

Uma férmula que relaciona a intensidade sonora N em % a sua intensidade relativa

D em decibéis é

N
D = 10log (10_12).

A Figura 39 a seguir, disponivel em (GARZIN, 2022), mostra a intensidade do som
em % e os valores de decibéis correspondentes, para alguns sons comuns.
m
Figura 39 — Tabela de Decibéis

I (watt/m?) dB [Decibéis)

Avigo a jato a 30m
. Limiar de dor

Turbina de avido a7 m
Trovao Show de rock
Picos muito fortes de musica
Trafego (carrcs) w L
Musica Classica
Media de uma fabrica :
Escritério ruidoso Conversa normal
Média de um escritdrio 0,0000001 50 i
Média de uma residéncia '0,00000001 40 Sala silenciosa
. , 0,000000001 30
Brtsa entre as arvores
0,0000000001 20 / Estudio de gravacédo

0,00000000001 10

0,000000000001 0 Limiar de audicéo

Fonte: abcmedseg.com.br

Observe que a medida que os valores de decibéis na coluna da direita aumentam
em 10, as intensidades correspondentes na coluna da esquerda sao multiplicadas por
10. Assim, se o niimero de decibéis aumenta em 20, a intensidade do som se multiplica
por 10 - 10 ou 102. Se vocé aumentar o ntimero de decibéis em 40, vocé multiplica os
watts por metro quadrado por 10-10 - 10 - 10, ou 10%.

Em geral, um aumento de n dB multiplica a intensidade do som por 10%%.
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Exercicio Resolvido

1. Devido a uma lei na Franca, os fabricantes tiveram que limitar a intensidade
do som de seus MP3 players a 100 decibéis. Quantas vezes mais intensa ¢ a
intensidade maxima de 115 decibéis de um determinado MP3 player do que a

intensidade limitada imposta na Franca?

Solugio: E sabido que para uma variacao de n decibéis corresponde uma variacao
de 10%% na intensidade do som. Assim, levando em consideracao a diferenga
no nivel de decibéis 115 — 100 = 15dB, obtemos

1070 = 105 ~ 32

Portanto, a intensidade maxima do som ¢ 32-"> mais intensa que o limite imposto

na Franca.

Exercicios Propostos

1. Grunhir ao bater na bola tornou-se uma questao controversa no ténis profissional.
Algumas pessoas estao preocupadas que esses sons altos sejam distrac¢oes injustas
para o jogador adversario. Os grunhidos de Serena Williams foram medidos a

%. Encontre a intensidade relativa do som

uma intensidade sonora de 6,31-1074

em decibéis.

2. A intensidade maxima de som do MP3 player da Melody é de 115 dB. Qual é a

intensidade méaxima do som em watts por metro quadrado?

3. (Retirado de Brasil Escola) Durante um jogo de futebol, a intensidade sonora é
proxima de 80 dB. Supondo que, no momento do gol, a intensidade sonora torne-

se 1000 vezes maior, qual é o valor do nivel sonoro, em dB, no momento do gol?

4. (Retirado de Brasil Escola) Durante um show, a intensidade sonora nas proximi-

dades do palco era de aproximadamente 1 -*z. Sabendo que a intensidade minima
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para a audi¢cao humana é de 10_12%, determine o nivel de intensidade sonora na

regiao do palco.

2 A Escala de Magnitude de Terremoto (Escala Richter)

E bastante comum, apés ocorrer um terremoto em algum lugar do mundo, ouvir,
assistir ou ler nos mais diversos veiculos de noticias sobre a unidade de medida utilizada
para descrever as magnitudes dos terremotos: Escala Richter. Tal escala foi desenvol-
vida em 1935 pelos sismélogos Charles Richter e Bueno Gutemberg, e é amplamente
utilizada para medir a energia liberada por um terremoto nos dias atuais. A escala
Richter é baseada em registros sismicos e fornece uma medida da magnitude das ondas
sismicas geradas pelo terremoto.

A magnitude de um terremoto é determinada na escala Richter, usando o logaritmo
da amplitude maxima registrada pelas ondas sismicas. De maneira mais clara, isso
significa que cada aumento de 1 unidade na escala Richter representa um aumento de
10 vezes na amplitude das ondas sismicas e cerca de 31,6 vezes mais energia liberada.
A tabela abaixo fornece uma breve descricao dos efeitos de terremotos de diferentes

magnitudes.

Figura 40 — Tabela de Efeitos de Terremotos

Fonte: (IEZZI et al., 2016)

Com base na Figura 40 acima, é valido ressaltar que existe uma diferenca entre a

magnitude de um terremoto e intensidade de um terremoto. A magnitude refere-se a
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medida da energia liberada pelo terremoto, enquanto a intensidade se refere aos efeitos
observados e percebidos pelas pessoas e pelas estruturas afetadas.

No livro (SMOLE; DINIZ, 2020, pag. 100), é possivel encontrar que a magnitude
de um terremoto é medida da seguinte maneira: o sismégrafo registra duas ondas
sismicas, a primaria P e a secundaria S. Com base no intervalo de tempo entre elas
At, e na amplitude das ondas sismicas A, utiliza-se a funcao da escala Richter, também

conhecida como escala de magnitude local M :

A- At3>
1,62

Uma outra férmula bastante utilizada para calcular a intensidade de um terremoto

My, =logyy A+3-logy, (8- At) —2,92 = M = logy, (

é a que segue

2 E
M = § : 1Oglo (Eo)a

onde, M ¢é a magnitude do terremoto, F é a energia liberada pelo terremoto e Ej é a

energia liberada por um outro sismo usado como referéncia.

Exercicio Resolvido

1. [codap.ufs.br] H& diversas formas de analisar a intensidade de um terremoto.
Uma delas é a Escala Richter, que utiliza a férmula R = % . log(EEO), em que
R ¢é a magnitude do terremoto na escala Richter e E ¢ a energia liberada pelo
terremoto na unidade kW h, sendo Ey = 7-103kWh. Considerando log 7 = 0, 85,
se um terremoto atingir a magnitude 7,5 na Escala Richter, determine a energia

liberada por ele, em kW h.

Solucao: Utilizando a formula dada e as informacgoes contidas na questao, obte-

mos

2
R = Z.log(=
3 og(EO):s
2 E
7.5 = 2.1
! 5 loelz =) =
3 E
2= loo(——
7,5 5 0g(7'1073):>
22
2’5 = log E —log(7-107%) =

11,25 = logE — (log7 +1log107%) =
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11,25 = logFE — (0,85 — 3log10) =
11,25 = logE —-0,8+3 =
logEl = 11,25 —-2,15=
logkl = 9,1=
E = 10"

Portanto, a energia liberada pelo terremoto de magnitude 7,5 dado no problema
é de 10%! kwh.

Exercicios Propostos

1. Um terremoto de 7,6 graus de magnitude na escala Richter é quantas vezes mais

forte do que um de magnitude de 5,6 graus na mesma escala?

2. Se a magnitude de um terremoto na escala Richter for 1,4 maior que outro,

quantas vezes mais forca havera no terremoto mais poderoso?

3. (Retirado de Portal da Obmep) Terremotos sdo eventos naturais que nao tém
relacdo com eventos climaticos extremos, mas podem ter consequéncias ambien-
tais devastadoras, especialmente quando seu epicentro ocorre no mar, provocando
tsunamis. Uma das expressoes para se calcular a violéncia de um terremoto na

escala Richter é:

M= % -logy, (Eﬁo)v

onde M é a magnitude do terremoto, E é a energia liberada (em joules) e Ey =
10*® joules ¢ a energia liberada por um pequeno terremoto usado como referéncia.
Qual foi a ordem de grandeza da energia liberada pelo terremoto do Japao de 11

de marco de 2011, que atingiu magnitude 9 na escala Richter?

4. (ENEM PPL 2018) Em margo de 2011, um terremoto de 9,0 graus de magnitude
na escala Richter atingiu o Japao matando milhares de pessoas e causando grande
destruicao. Em janeiro daquele ano, um terremoto de 7,0 graus na escala Richter

atingiu a cidade de Santiago Del Estero, na Argentina. A magnitude de um
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terremoto, medida pela escala Richter, é R = log(AAO), em que A é a amplitude
do movimento vertical do solo, informado em um sismégrafo, Ag é uma amplitude
de referéncia e log representa o logaritmo na base 10. A razao entre as amplitudes

dos movimentos verticais dos terremotos do Japao e da Argentina é:

(a) 1,28 (b) 2,0 (c) 107 (d) 100 (e) 10° — 107.

PROPOSTA DE SEQUENCIA DIDATICA 03

Esta terceira e ultima proposta de sequéncia didética, tem por finalidade expor
aos discentes as diferencas entre os graficos gerados em uma escala linear e em gra-
ficos nos quais ha a aplicacdo das escalas logaritmicas. Apresentamos tais diferencas
em duas situacoes relacionadas a financas e uma situacao relacionada a pandemia de
Covid-19. Sugerimos também uma lista de exercicios para fixacao e aperfeicoamento,
onde buscamos questoes de vestibulares, bem como questoes disponiveis no Portal da
Matematica.

Deixamos como sugestao adicional, uma atividade que pode ser trabalhada com os
alunos em sala de aula, descrita no Apéndice - A, cuja finalidade é proporcionar aos
discentes a experiéncia de criar graficos em escala linear e escala logaritmica utilizando
a ferramenta Microsoft Fxcel.

Para aplicacao desta nossa terceira proposta de sequéncia didatica, recomendamos

tal como as duas primeiras, dois encontros de 50 minutos cada.
Objetivo Geral:

Despertar e desenvolver junto aos discentes a construcao e andalise de gréaficos re-
presentados em eixos em escala linear como também em escala logaritmica, através de

exemplos praticos presentes em nosso cotidiano.

Objetivos Especificos:

o Mostrar as diferengas entre graficos gerados em escala linear e graficos em escala
logaritmica;

o Analisar com os alunos os comportamentos e caracteristicas dos graficos;

o Resolver exercicios visando contemplar questoes sobre o contetido presentes em ves-
tibulares

o Construir, com o auxilio de ferramentas tecnoldgicos, gréaficos utilizando o Microsoft
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Excel.
1 Graficos em Escala Logaritmica

Os graficos em escala logaritmica representam a evolugao de determinada grandeza
com base em dados que sao expressos em intervalos muito grandes ou muito pequenos.
Ao analisar um grafico em escala logaritmica, é fundamental recordar que uma mesma
distancia entre dois pares de pontos no eixo nao representa uma diferenca igual em
termos absolutos, mas sim uma diferenca proporcional. Por exemplo, em um grafico
em escala logaritmica de base 10, a distancia entre 10 e 100 ¢ a mesma que entre
100 e 1000. Isso ocorre porque cada unidade no eixo representa o multiplo, pelo fator
10, da poténcia anterior. Isso possibilita apresentar uma grande quantidade de dados
numeéricos de forma compacta, tornando-se uma opg¢ao vantajosa.

Os graficos a seguir retratam diferengas entre graficos em escala linear e gréaficos
em escala logaritmica, aplicados em diferentes situagoes do cotidiano com as quais

podemos nos deparar.

Figura 41 — Grafico em Escala Linear

Variacao de Precos (compra x venda)
de acoes

RS 180,00
RS 160,00
RS 140,00
RS 120,00
RS 100,00
RS 80,00
RS 60,00
RS 40,00
RS 20,00
RS-

Preco de Compra Preco de Venda

Acdo A ==lcdo B

Fonte: Elaborado pelo Autor.
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Figura 42 — Gréfico em Escala Logaritmica

Variacao de Precos (compra x venda)
de acoes

RS 1.000,00

RS 100,00

RS 10,00

R5 1,00
Prego de Compra Preco de Venda

Acdo A ===lfcdo B

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Nos gréficos das Figuras 41 e 42 acima, temos o preco de compra e a projecao do
preco de venda da Acao A ao valor de, respectivamente, R$ 50,00 e R$ 125,00 e o preco
de compra e a projecdo do prego de venda da A¢do B ao valor de, respectivamente,
R$ 80,00 e R$ 155,00. Note que no grafico gerado em escala linear, a variacao de
precos das acoes A e B tém caracteristicas semelhantes e valores iguais a R$ 75,00,
o que pode levar um iniciante em investimentos a optar pela acdo B por gerar um
montante maior, porém nao mais vantajoso. Em contrapartida, no grafico gerado em
escala logaritmica, o comportamento das variagoes de precos facilita a analise de uma
possivel tomada de decisao sobre em qual das duas agdes uma pessoa deva investir,
pois, a projecao do lucro obtido na operacao de compra e venda das agoes é mostrado
em valores percentuais, de modo que a variacao de pregos da acao A em comparagao
com a acdo B, torna-se mais vantajosa haja vista o lucro percentual dela ser 31,25%
maior que na mesma operacao com a agao B.

Vejamos mais alguns exemplos, onde os dados foram inseridos em uma tabela e

transformados em gréaficos em escala linear e em escala logaritmica
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Figura 43 — Grafico em Escala Linear

GRAFICO DE LUCRO DE DETERMINADQS PRODUTOS
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Fonte: Elaborado pelo Autor.

Figura 44 — Grafico em Escala Logaritmica

GRAFICO DE LUCRQO DE DETERMINADOS PRODUTOS

DE UMA LOJA
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8 LUCRO MEDIO SOBRE A VENDA DE DETERMINADOS PRODUTOS

Fonte: Elaborado pelo Autor.

10

10

Nos graficos das figuras 43 e 44, acima, percebemos que, quando os valores dos

lucros médios apresentam uma grande diferenca, o grafico mais indicado para fazer

observagoes é o grafico em escala logaritmica, pois no grafico da Figura 43, os pontos

que marcam os valores do lucro médio dos sete primeiros produtos nao se mostram

razoavelmente perceptiveis de maneira que determinar tais valores seja uma facil tarefa,
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enquanto que no grafico da Figura 44, a identificacdo dos valores dos lucros médios
torna-se clara.

A pandemia de Covid-19, causada pelo virus SARS-CoV-2 ou Novo Coronavirus,
causou sérios impactos sociais, culturais, econdémicos, politicos, histéricos, na medi-
cina, nos laboratorios, universidades etc., no mundo inteiro sem quaisquer precedentes
recentes na histéria das epidemias.

Os graficos a seguir retratam o niimero de casos informados semanalmente e o total
de casos registrados no Brasil no periodo de 22/03/2020 a 01/08/2020. Estes dados
estao disponiveis em (CONASS, 2023), site do Conselho Nacional de Secretérios de
Saiude - CONASS, onde consta também o niimero de ébitos causados pela covid-19

informados até a data atual.

Figura 45 — Grafico em Escala Linear
Casos de Covid-19 no Brasil
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Total de casosaté asemana —8— Nimero de casos da semana

Fonte: Elaborado pelo Autor.



Capitulo 5. Sequéncias Diddticas: Logaritmos e Escalas Logaritmicas 81

Figura 46 — Grafico em Escala Logaritmica

Casos de Covid-19 no Brasil
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Fonte: Elaborado pelo Autor.

Observando os graficos das figuras 45 e 46 acima, podemos perceber no primeiro
grafico que os pontos que marcam tanto o total de casos até determinada semana,
quanto aqueles pontos que marcam o nimero de casos da semana estao posicionados
de modo que, determinar quaisquer valores que eles indicam se torna uma tarefa pra-
ticamente impossivel se tivermos acesso apenas ao grafico, sem os dados expostos de
maneira mais detalhada, por outro lado, no grafico em escala logaritmica da figura 46,
tal tarefa fica mais facil de ser executada (mesmo que por aproximagoes), pois, mais
uma vez os dados possuem uma variacao de niimeros muito grande, e, sendo assim, o
grafico em escala logaritmica aparece como uma poderosa ferramenta de exposi¢ao de

dados bem mais util que o grafico em escala linear.

Exercicios para Fixacao e Aperfeicoamento

1. (ENEM 2011 - Adaptada) A Escala de Magnitude de Momento (abreviada como
MMS e denotada como M,,), introduzida em 1979 por Thomas Haks e Hiroo Ka-
namori, substituiu a Escala de Richter para medir a magnitude dos terremotos
em termos de energia liberada. Menos conhecida pelo publico, a MMS é, no en-
tanto, a escala usada para estimar as magnitudes de todos os grandes terremotos
da atualidade. Assim como a escala Richter, a MMS é uma escala logaritmica.

Ela é descrita pela férmula:
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2
M, =—-10,7+ glOglo(MO)

onde My é o momento sismico (usualmente estimado a partir dos registros de
movimento da superficie, através dos sismogramas), cuja unidade é o dina - cm.
O terremoto de Kobe, acontecido no dia 17 de Janeiro de 1995, foi um dos
terremotos que causaram maior impacto no Japao e na comunidade cientifica

internacional. Teve magnitude M, = 7, 3.

Mostrando que é possivel determinar a medida por meio de conhecimentos ma-

tematicos, qual foi 0 momento sismico My do terremoto de Kobe em (dina-cm)?

a) 1075,10 b) 1070,73 C) 1012 d) 1021,65 e) 1027,00

2. (Unifor-CE) Desde tempos imemoriais, 0 homem vem buscando formas de medir
e quantificar fendmenos naturais. Nesse processo, desenvolveu ferramentas fisicas
e abstratas para auxilid-lo. Uma dessas ferramentas desenvolvidas foi o logaritmo
na base 10, representado aqui por log. A medida da magnitude R de um terre-
moto, medido pela escala Richter, ¢ R = log % + B, onde a ¢ a amplitude(em
micréometros) do movimento vertical do solo, que é informado em um sismdgrafo;
T ¢é o periodo do abalo sismico em segundos; e B é a amplitude do abalo sismico,
com distancia crescente partindo do centro do terremoto. Em 16 de setembro
de 2015, um terremoto de magnitude 8,3 atingiu o Chile, préximo a regiao de
Valparaiso, deixando varias vitimas. Em 08 de setembro de 2017, um terremoto

de magnitude 5,3 atingiu a regiao norte do Japao.

Sabendo que os dois terremotos acima tiveram a mesma amplitude B e periodo

T, podemos afirmar que o terremoto no Chile foi
a) 2 vezes mais forte que o do Japao.
b) 3 vezes mais forte que o do Japao.
¢) 10 vezes mais forte que o do Japao.
d) 100 vezes mais forte que o do Japao.
e) 1000 vezes mais forte que o do Japao.
3. (Cesgranrio) Quando a orelha humana é submetida continuamente a ruidos de
nivel sonoro superior a 85 dB, sofre lesoes irreversiveis. Por isso, o Ministério

do Trabalho estabelece o tempo maximo didrio que um trabalhador pode ficar

exposto a sons muito intensos. Esses dados sao apresentados a seguir:
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Nivel sonoro (dB): 85; tempo méximo de exposigao (h): 8
Nivel sonoro (dB): 90; tempo méximo de exposicao (h): 4
Nivel sonoro (dB): 95; tempo maximo de exposi¢ao (h): 2

Nivel sonoro (dB): 100; tempo méximo de exposigao (h): 1

Observa-se, portanto, que a cada aumento de 5 dB no nivel sonoro, o tempo
maximo de exposi¢do cai para a metade. Sabe-se ainda que, ao assistir a um
Show de Rock, espectadores proximos as caixas de som estao expostos a um nivel
sonoro de 110 dB. O nivel de intensidade sonora (N) é expresso em decibel (dB)

por:

I
N =10log —,
onde I = intensidade sonora fornecida pela caixa de som; Iy = intensidade padrao,
corresponde ao limiar da audi¢ao (para o qual N = 0). Para o nivel de intensidade

N = 120dB, a intensidade sonora fornecida pela caixa de som, devera ser de:

a) 10141, Db) 10121, «¢) 12001, d) 1201, e) 121,

Supondo que log3 = 0,477 e log 103 = 2,013, qual o tempo minimo necessério

para que uma populacdo, que cresce 3% ao ano, triplique?

A érea de uma floresta vem diminuindo 20% ao ano devido a explora¢ao humana.
Se isso continuar acontecendo, em quanto tempo a area desta floresta ficard re-

duzida a décima parte de sua area atual? (Utilize log2 = 0,3 e log3 = 0, 48)

Suponha que o preco de um automoével tenha uma desvalorizacao média de 19%
ao ano sobre o prego do ano anterior. Se F' representa o prego inicial (prego de

fabrica) e p(t), o prego apés t anos, pede-se:
A expressao para p(t).

O tempo minimo necessario, em nimero inteiro de anos, apods a saida da fabrica,
para que um automével venha a valer menos que 5% do valor inicial. (Utilize

log2 = 0,301 e log3 = 0,477).
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6 Conclusoes

Diante do exposto em nossa dissertacao, podemos concluir que as escalas logarit-
micas desempenham um papel fundamental em diversas areas do conhecimento, ofere-
cendo uma perspectiva Unica na andlise e representacao de fendomenos complexos. A
utilizagao deste material para aplicagao das sequéncias didaticas, tem como foco desen-
volver habilidades mais aprofundadas nos estudantes do Ensino Médio, que sao nossos
principais alvos em conjunto com os professores desta etapa de ensino. Essas escalas
tém a capacidade de comprimir intervalos extensos, permitindo uma visualiza¢ao mais
clara e detalhada de dados que abrangem vérias ordens de magnitude. Além disso, elas
facilitam a identificacdo de padroes ocultos e relacoes nao lineares, que muitas vezes
passariam despercebidos em escalas lineares.

E importante ressaltar que o uso de escalas logaritmicas requer cuidado e compre-
ensao, pois a natureza da escala pode levar a interpretacoes equivocadas ou erros de
analise. Além disso, em alguns casos, a escolha entre escalas logaritmicas ou lineares
pode depender do contexto especifico do problema em questao. Como sugestao para
futuros estudos, pensamos ser interessante investigar mais a fundo a aplicacao de esca-
las logaritmicas em campos emergentes, como inteligéncia artificial, anélise de dados e
biologia molecular. Tornando ainda mais amplo o potencial dessa poderosa ferramenta
de representagao e analise.

Em suma, as escalas logaritmicas constituem um recurso valioso para compreender
fendomenos complexos e expressar relagoes nao lineares. Seu uso eficiente e compre-
ensao adequada podem levar a descobertas significativas e avancos em varias areas,
contribuindo para o progresso do conhecimento humano.

Esperamos que nossa dissertacao sirva como suporte para os docentes que desejem
aprofundar os estudos dos logaritmos com seus alunos do Ensino Médio, bem como
objeto de referéncia para futuros trabalhos cientificos que busquem desenvolver um

novo material com novas perspectivas.
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APENDICE A - Como Plotar Gréaficos em

Escala Linear e Logaritmica no Microsoft

Excel

Nesta secao descreveremos uma sequéncia de procedimentos para ser feita no Mi-
crosoft Excel e mostraremos através de algumas imagens o passo a passo para que 0
leitor possa plotar graficos em escalas lineares, bem como em escalas logaritmicas. Por
ser um procedimento simples e de facil execucao, o docente pode aplicar no ambiente
escolar com os estudantes sem muitas dificuldades.

Antes de iniciarmos, é importante ressaltar que os procedimentos sugeridos a seguir
sao voltados aos usuarios do Sistema Operacional Windows e que possuam, previamente
instalado em seus aparelhos, o pacote de aplicativos Microsoft Office, dentre os quais
utilizaremos o Microsoft Excel.

Procedimentos a serem executados no Microsoft Excel por qualquer pessoa que

nesta redacao podemos nos referir como executor:

1. Em primeiro lugar abra um novo documento;
2. Preencha a planilha com os dados que vocé quer gerar o seu grafico;

3. Selecione os dados e em seguida clique em Inserir > Graficos Recomendados >
Linha > OK. Conforme sequéncia 1, 2, 3, 4 e 5 circuladas nas figuras 47 e 48 a

seguir;
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Figura 47 — Excel 1

H S-a&- = Pastal - Excel = -

(= =

Arquivo Pagina Iniciz Layout da Pagina Formulas Dados Fuil 0 0 e A 5 Compartihar

L S T T 4 T Fquagia

iy B & P Al A e
Grafic Mspa  Linha na Ganhos/  Segmentacdo Linhado  Hipedink  Texto =

~ Nindmico~ | 30~ Perdas  deDadas  Tempn x

Gréticas 5 Tours Minigrificos Filtros Links Stmbolos

3Ly e =

o Imagens Imagens
Online @+~

xS

&P Meus Suplementos ~ B
lustragses Suplementos

e . 21 | irogai Graficos Recomendados

Quer que recomendemos um
A 8 c b c e & bom grafico para apresentar ¢ L M N o o a ” s

- seus dados?

Preco 1 lereco2.

RS 500 KS 10,00 1 Selecione dados na sua planiiha
RS 10,00 RS 20,00 e b

T e e
R RN e

Planithal ® ki

Pronta Média: 11,25 Contagem: 6 Soma:4s | = 1

+ 100%

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 48 — Excel 2
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Fonte: Elaborado pelo autor.

O gréfico que aparecera no documento possui os valores do eixo vertical em escala

linear e para alterar tais valores do eixo para escala logaritmica, devemos proceder

conforme os itens a seguir:

4. Selecione o eixo vertical de valores e com o mouse posicionado sobre o mesmo eixo,

clique com o botao direito do mouse e em seguida selecione a opcao Formatar

Eixo;
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5. Aparecera um Painel de Tarefas onde deve ser selecionada a caixinha Escala

logaritmica, feito isso, serd ativada automaticamente uma opcao para alteracao

da base da escala na qual o executor pode realizar a mudanca de base caso deseje;

6. Finalmente, o grafico sera automaticamente plotado em um eixo em escala loga-

ritmica.

Figura 49 — Excel 3
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Observagao: Caso o executor deseje reverter o grafico para um em escala linear,

deve-se proceder de maneira andloga a dos itens [4.] e [5.] onde deverd desmarcar a

opcao Escala logaritmica.



