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Resumo

Uma equagao diferencial é uma relacdo envolvendo termos que siao derivados de
uma fungao f desconhecida. A transformada de Laplace de uma equacao diferencial
€ uma equacao no dominio complexo sem derivadas. A nova equagao, sem derivadas,
pode ser facilmente resolvida, mas a solucdo obtida é a transformada de Laplace de
f ao invés de f. Para obter f a transformada inversa de Laplace deve ser aplicada.
A transformada de Laplace e sua inversa sao ambas definidas como uma integral no

dominio complexo.

Tendo uma transformada de Laplace de uma funcdo f, Lf, sua inversa L71f é

obtida por
a) consultando uma tabela de transformada inversa, ou
b) decompondo Lf em formas simples cujas inversas estao em uma tabela, ou

c) aplicando a definicio da transformada inversa e integrando analiticamente a

expressao resultante, ou

d) resolvendo numericamente a integral definida da inversa para obter valores de f

em pontos discretos do dominio se os métodos anteriores falharem.

Este trabalho apresenta métodos recentes de inversao numérica da transformada
de Laplace, alguns resultados experimentais e discute algumas dificuldades para imple-

mentar rotinas para esta inversao.



Abstract

A differential equation is a relation involving terms which are derivatives of an
unknown function f. The Laplace transform of a differential equation is an equation
in the complex domain without derivatives. The new equation, free of derivatives, may
be easier to solve then the original equation, but the solution obtained is the Laplace
transform of f instead of f. To obtain f the inverse Laplace transform must be applied.
The Laplace transform and its inverse are both defined as an integral in the complex

domain.
Having a Laplace transform of a function f, Lf , its inverse L~!f is obtained by
a) searching a table of inverse Laplace transforms, or
b) decomposing Lf into simple forms whose inverses are in a table, or

c) applying the definition of the inverse transform and analytically integrate the

resulting expression, or

d) solving numerically the defining integral of the inverse in order to get values of

fin discrete points of the domain if the previous methods fail.

This work surveys recent numerical Laplace transform inversion methods, presents
some experimental results, and points out some difficulties to implement easy to use

routines for this inversion.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Introducgao

As transformadas de Laplace sdo ferramentas usadas para resolver equacdes di-
ferenciais. A principal dificuldade na sua utilizagao é encontrar suas inversas. Se a
inversa nao se encontra numa tabela, uma integral precisa ser resolvida no plano com-
plexo (integral de Bromwich) para que seja encontrada a inversa. Apesar do poder da
analise complexa, esta técnica analitica muitas vezes ndo consegue obter a inversa e a

integral de Bromwich precisa ser obtida numericamente [1].

A transformada de Laplace é uma ferramenta fundamental para o estudo de sistemas
lineares invariantes como, por exemplo, em sistemas eletromecanicos (microfones, alto-
falantes, transdutores etc.) ou em sistemas de comunicagdes, em que sdo estudadas as
propriedades de interligacdao das redes, antenas e meio de propagago. A transformada
é um assunto muito amplo e muitos problemas de engenharia dependem de seu método
e propriedades. Ela reduz a solucdo de equagdes diferenciais lineares a solugdo de

equacdes algébricas lineares.

A importancia da transformada de Laplace provém também de outras propriedades.

1. A teoria da transformada de Laplace usa o conceito de funcao de rede. Dado

que funcdes de rede podem ser obtidas experimentalmente (alids, com grande

1



Introdugao 9

precisdo) através de medidas em regime permanente senoidal, as transformadas
ajudam a raciocinar em termos de fungdes de rede que normalmente sio mais

convenientes de lidar do que, digamos, respostas ao impulso.

2. A transformada de Laplace mostra a intima relagao existente entre o compor-
tamento no dominio do tempo de uma rede (digamos, forma de onda no os-

ciloscépio) e seu comportamento em regime permanente senoidal[2].

A transformada de Laplace é um recurso de analise de sistemas lineares. Infeliz-
mente, muitos problemas de interesse pratico necessitam das transformadas de Laplace
cuja inversa nao pode ser expressa em termos de fungées tabuladas. Embora existam
tabelas extensas de transformadas e suas inversas, é bastante 1til dispor de métodos

de aproximacao para inversao numeérica [3].

Existem muitas técnicas numéricas para a inversao da transformada de Laplace;
Davis e Martin [4] apresentam essas técnicas de forma sucinta. O método padrao usado
para testar um algoritmo de inversdao numeérica utiliza uma transformada cuja inversa
seja analiticamente conhecida. Embora isso seja aceitdvel quando ao desenvolver o
algoritmo, tal caminho aplicado para encontrar a transformada ndo é uma pratica
geral [1]. -

Detalhes do critério usado e dos métodos testados serao examinados e experimen-

tados.

A transformada de Laplace denotada por F'(p), € relacionada com a fungao original

f(t) por

Fp)= [ e f(t)dt. (1.1)

A desigualdade Re(p) > co, especifica a regido do plano complexo no qual F(p) é
analitica, e assume-se que F(p) tenha alguma forma de singularidade na linha Re(p) =

co . A inversa da transformada de F(p) é dada por

=5 [ e F(pd, (12)

—100
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com ¢ > cg.

Em muitos casos, f(t) é uma funcio real e as partes real e imaginaria de F (p)

podem ser expressas simplesmente como

Re{F(c+ iw)} = /ﬂ * &4 f(t) cos widt,

Im{F(c+iw)} = — ]:o e~ f(t) sen wtdt.

Métodos para inversao numérica da transformada de Laplace serdo sistematica-
mente testados e avaliados de acordo com alguns critérios, tais como funcées de teste,
precisao numeérica, eficiéncia computacional e facilidade de implementagao. Os métodos

que serao apresentados e classificados teoricamente sao os seguintes:
(a) Métodos baseados em uma amostra dos valores da transformada.
(b) Métodos que expandem f(t) em fungdes exponenciais.
(c) Quadratura Gaussiana da Integral de inverséo.
(d) Métodos que usam uma transformacao bilinear de p.
(e) Representagao por série de Fourier.
(f) Aproximacao de Padé.
(g) Método de Talbot.
(h) Método de Weeks.

Na pratica existem muitos problemas para os quais a inversao numeérica da Transfor-
mada de Laplace requer ou pode ser facilitada usando um tipo especial de método em
vez de usar diretamente a definigdo. Para tais problemas, um método geral fornecido
pode ser inadequado. Exemplos incluem problemas com valores numeéricos para pontos
arbitrarios, problemas com transformadas na forma de fracées racionais, ou problemas
para os quais a solucao € conhecida em alguns pontos. Tais tipos de problemas podem

ser melhor aproximados por métodos especiais, se forem disponiveis.
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1.2 Aplicagoes

Alguns métodos matematicos, desenvolvidos por motivos puramente tedricos, se tor-
naram importante na analise e solu¢do de problemas de engenharia. A Teoria das Ma-
trizes, a Representacao Conforme e a Teoria das Equagées Diferenciais com solucoes
periddicas, sdo alguns exemplos. A matematica pura é estimulada pela necessidade de
resolver problemas de matematica provenientes da analise de problemas praticos da

Ciéncia e Tecnologia.

Em engenharia o objetivo final é obter o dimensionamento de um sistema ou pro-

duto, dimenséao essa expressa em numeros (resultados).

A transformada de Laplace permite resolver muitos problemas de Engenharia e
de Fisica envolvendo equagoes diferenciais ordinarias e parciais. Alguns exemplos de

aplicacoes da transformada de Laplace em Engenharia sdo [5]:

1. Teoria das vibragoes
(a) Oscilagao Longitudinal
(b) Oscilagao Rotacional

(c) Vibragoes Transversais

2. Aplicagoes em Engenharia de Controle
(a) Classificagao de elementos
(b) Realimentagao
3. Linhas de transmissao elétrica
(a) Linhas ideais
(b) Linhas com baixa atenuagao

(c) Linhas em geral

O objetivo deste trabalho, dentre outros, é conseguir encontrar um critério racional

e pratico para a escolha do método de inversdo a ser usado.
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Os critérios de escolha, adotados neste trabalho, sdo: aplicabilidade para uma var-
iedade de problemas tipicos de inversdo, exatiddo numérica, tempo relativo de com-

putacao e dificuldades de implementacio.

1.3 Organizagao da Dissertacgao

o No capitulo 2 sera feita a descrigdo Teérica dos métodos conhecidos para encon-

trar a transformada inversa numericamente.

e No capitulo 3 sao apresentados e avaliados os resultados experimentais, obtidos

a partir da implementacao dos métodos.

e No capitulo 4 sera dada uma idéia de como poderia ser resolvido alguns problemas
que surgem ao tentar implementar o procedimento humano de consultar uma

tabela de transformadas inversas dada uma transformada.

e No capitulo 5 serdo apresentadas algumas conclusées do trabalho.



Capitulo 2

Resenha de Métodos Numeéricos de

Inversao

2.1 Introducao

Neste capitulo sera feita uma breve descricdo de alguns dos métodos que foram
propostos para inversao numeérica da Transformada de Laplace, com a indicagao de

suas vantagens e desvantagens [6].

2.2 Meétodos que Calculam Amostras da Inversa

Uma aproximagao da inversa da Transformada de Laplace pode ser obtida, calcu-

lando amostras da inversa, a saber,

L(t) = [ 8alt,w) f(u)du, (2.1)
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as fungdes d,(t,u) formam uma seqiiéncia delta convergente. I,(t) tende para f(t)

quando n cresce. Usando as fungdes (nu/t)"e(~"*/*) /(n — 1)! tem-se o resultado

(1
=
&
s
=
I

(=1)"aH ()~ PO (/1) (2.2)

F™)(p) é a n-ésima derivada de F(p) em relagio a p. Uma desvantagem deste método

é a necessidade de diferenciar F(p) repetidamente.

Uma férmula ligeiramente diferente de (2.2), mas que pode ser obtida de um modo

semelhante [7] foi proposto por Haar [4]:

f@t) = t71F(t7h). (2.3)

Outra variante foi proposta por Schapery [4]:

F(t) = 27 F((2t)7Y). (2.4)

Gaver [8] propos o uso das fungoes

6n(t,u) = (2n)!(n!(n — 1)!)"ta(1 — e72*) e, (2.5)

a = In2/t, que conduz a um resultado similar ao de (2.2), mas envolvendo a n-ésima
diferencga finita 6"F(nln2/t). A férmula como esta ndo é conveniente devido a ve-
locidade de convergéncia de I,(t) para f(t) ser um pouco baixa. Entretanto, Gaver
demonstrou que a diferenca I,(t) - f(¢) pode ser expandida assintoticamente em in-
versas de poténcias de n; conseqiientemente, o resultado pode ser melhorado usando

extrapolacdo. A férmula de extrapolagdo mais 1til foi deduzida por Stehfest [4]

N
f(t)~In2/tY K.F(nln2/t), (2.6)
n=1
min(n,N/2) k(Nn)(Qk)'

Kn = (-1 N/2 = k)kl(k = 1)!(n — k)!I(2k — n)!"

k=[(n+1)/2] (
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O método de Gaver-Stehfest (2.6) é um exemplo particular de uma classe geral de

métodos propostos por Zakian [4]. Em sua notacio, Zakian escolhe

N
Onlt,u) = 3 Kit~lel-om/t), (2.8)
=1
tal que
N
I(t) = Y Kit™'F(a;/t). (2.9)
gl

Zakian propos dois métodos para a escolha dos coeficientes K; e a;. No primeiro
ele compara a transformada de Laplace de 4,(¢,u), que é uma fungao racional, com
a transformada de Laplace de §(u — t), que é uma fungdo exponencial, e escolhe os
coeficientes de modo que as funcgdes racionais sejam iguais a classica aproximagao de
Padé para funcéo exponencial. Singhal e Vlach [4] mostraram que este método é um

caso especial da Quadratura de Gauss.

2.3 Meétodos que expandem f(t) em fungoes expo-

nenciais

Diversos métodos dependem da aproximacgao de f(t) por funcgbes exponenciais,
usualmente introduzindo ™" como uma nova variavel independente. Bateman, Erdélyi,
Papoulis [4, 9] e Lanczos propuseram aproximagées por polinomios de Legendre. Es-

crevendo

f(t) = i anPon(e™"), (2.10)

n=0

calculando a transformada de Laplace desta forma e substituindo p= (2k+1)r, k =0,

1,2, ..., N obtém-se
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k
rF(2k+1)r] = 3 2(&;”’;‘ /;)L): an,

m=0

(2.11)

em que

(7)n =1, se n=0

=j(G+1)...(j+n—-1),sen>0.

A equagdo (2.11) pode ser resolvida recursivamente para obter os coeficientes a,,

9]; os polinomios de Legendre satisfazem as relagoes
g ¢

Po(.’l?) = 1,
Bi(2) =%;
(n4+1)Prt1(z) = (2n + 1)zP,(z) — nP—y(2).

Os polinémios de Jacobi P(*#)(z) formam um conjunto muito geral. Miller e Guy

[4] os usaram para aproximar f(t) da seguinte forma:

ft)= 3 anPOIe — 1), (2.12)

m=0
em que a é o conjunto vazio. Calculando a transformada de Laplace e fazendo p =

(84 k + 1)r, obtém-se

k (k—m+1)n

rF(B+k+1)r] =3

- 2.13
m=0 (k + 16 + 1)m+1a ( )

cuja solucgao, facil, fornece a,,, juntamente com as relagdes de recorréncia
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P*(a) =1,

Pi(a,8)(z) = 2(1+ (a + 8)/2) + (a - B)/2,
2n+1)(n+a+B+1)2n+a+B)P5(2) = [(2n +a + B+ 1)(a? - f2)+
(2n + a + B)sz] P*P)(z) — 2(n + @)(n + B)(2n + a + B + 2) PLP)(z).

Berger [4] também propés o uso de polinémios de Jacobi.

Outro grupo de métodos depende de transformacdes do tipo cos = e, seguido

por uma expansao em fungdes trigonomeétricas. Papoulis [9] escreveu

filt)= i arsen((2k +1)8), cosf =e". (2.14)
k=0

Calculando a transformada de Laplace com p = (2k+1)r, k = 0,1,2,..., n, obtém-se

a relagao

r r] = r2-2(nt1) Tk 2 - 2 a
F[(2k + 1)r] 2-2n+ m"_"o{(k—m s 1 -

Varios outros esquemas similares foram propostos, usando também séries de Fourier

[10, 11] ou uma expansao em polinémios de Chebyshev [10].

2.4 Quadratura Gaussiana da Integral da Inversa

A Quadratura Gaussiana € um método bastante conhecido para aproximagao de
integrais. Este método foi desenvolvida para a integral da inversa, concebida para
inverter exatamente a transformada de Laplace da forma p~*¢(p~'), onde ¢(p~') é
um polinémio em p~! [12, 13, 14]. Para estabelecer a regra em forma invariante, é

necessario escrever a integral da inversa

c+ico

£ty = 2ri)™ [ F(p)erap, (2.15)

c—i00
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na forma

() = (2mit)™ f % p(e/t)ed, (2.16)

¢'—100

com ¢ = ¢/t. A aproximacdio consiste em escrever

f(t)= Zn:K.-t‘lF(a,-/t), (2.17)

i=1
e escolher os coeficientes para tornar a regra exata sempre que p**! F'(p) for um polinémio

em p~! de grau < 2N —1. Assim, se p**! F(p) tiver uma expansio de Taylor em poténcia

de p~!, o método abrange uma expansio da série de Taylor para f(¢).

Para s = 0, um método mais geral foi encontrado por Singhal e Vlach [4]. Eles
aproximaram a integral da inversa (2.14) substituindo a func¢ao exponencial pela aprox-

imacao de Padé

zﬁil(M+N+1—k)!(24)z’°

Cun(z) = : (2.18)

YN (M+N+1-k) ( f ) (—z)k

com M < N, e fechando o contorno da inversao no primeiro quadrante usando a teoria
de residuo. Desde que os primeiros M + N 41 termos da série de Taylor para (ysn sao
idénticos a aqueles da expansao de e*, é facil de demonstrar que este método € exato
para F(p) =p~ %, k=1,2,..., M+ N + 1. Assim, fazendo M = N — 1, recai no método

Gaussiano para s = 0.

Uma vantagem desse método mais geral reside no fato de que para M < N — 1,
a inversio numérica de p*, k=0, 1, 2,..., N — M — 2, é identicamente zero. Assim,

escolhendo M < N — k — 1, obtém-se a seguinte aproximacao da k-ésima derivada:

F0) = 3 Kit™(as/t) F(aift). (2.19)
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Isso justifica porque a transformada de Laplace de f*)(t) difere de p* F(p) somente

por um polindmio de grau k — 1 em p, e esses termos nao contribuem para o resultado

quando m <n—k — 1.

Schmittroth [15] apresentou um método em que a transformada inversa é obtida
da integral da inversa complexa pela quadratura numeérica. Esse método da bons
resultados, mas pode tornar-se consumidor de tempo se a transformada inversa requerer
um grande numero de valores da variavel independente. O processo de quadratura deve
ser repetido para cada valor da variavel independente. Em casos em que os valores da
inversa sao requeridos para muitos valores da variavel independente, é conveniente
obter a inversa como uma expansao em série de func¢oes linearmente independentes. O
procedimento de inversao consiste entao na determinagao dos coeficientes da expansao
a partir da transformada de Laplace. A inversa pode entao ser obtida para algum valor

da variavel independente por meio de um simples somatério dos termos das séries.

Norden [16] apresentou dois dos tais métodos nos quais os coeficientes da expansao
sao calculados resolvendo um sistema de equagoes lineares simultaneas. O problema
de solucionar equagdes lineares simultaneas pode ser reduzido a solucao de sistemas
triangulares. Tal solugdo, usando polinémios ortogonais, foi descrito por Shirtliff e
Stephenson [4]. Estes autores tentaram obter uma aproximagio da integral da inversa
usando Quadratura Gaussiana no plano complexo. A principal desvantagem desse

método é a necessidade de encontrar todas as raizes, reais e complexas da funcao.

2.5 Métodos que usam uma transformacgao bili-

near de p

Os métodos da segao (2.3) consistem, essencialmente, na escolha de expansao para
f(t) e a determinagao dos parametros por um processo de colocacao da transformada
de Laplace na expansao de F(p) num conjunto finito de pontos no plano P. Uma
técnica alternativa é aproximar F(p) diretamente. Entretanto, nenhum dos polinémios

em p ou em e~ P sdo apropriados. De fato, é mais apropriado usar uma expansao da
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inversa de poténcia de p, introduzindo uma nova variavel z com

z = [%%], c>a,
que mapeia p = o¢ para z = 1, p = —(a +¢)/2 para z = —1, e o semi-plano Re(p) >

—(a + ¢)/2 para o interior do circulo unitério |2| < 1.

Uma importante classe de aplicagdes surge pela expansio da fungdo original f(?)

em séries de funcées generalizadas de Laguerre.

Muitos métodos usando fungdes ortogonais, mas envolvendo unicamente quanti-
dades reais, foram obtidos por Lanczos e por Papoulis. Ambos os autores descreveram
meétodos em que a tranformada inversa é obtida como expansdes em série de funcées
trigonométricas, polinémios de Legendre ou de polinémios de Laguerre. Para fungoes
trigonométricas e polinémios de Legendre é necessario mapear o intervalo (0, 00) num

intervalo finito por meio de uma transformacao exponencial.

As funcdes de Laguerre formam um sistema ortogonal mais adequado para apro-
ximagao no intervalo (0, 0c0). Sua importancia na teoria da transformacio de Laplace
foi estabelecida por pesquisas de Windder e Shohat. Procedimentos numéricos usando

fungoes de Laguerre foram descritos tanto por Lanczos [10] quanto por Papoulis [9].

No artigo de Papoulis a transformada inversa € obtida como uma expansao em série
de Taylor da transformada de Laplace resolvendo um sistema triangular de equagoes
lineares. O principal obstaculo desse método, entretanto, € a necessidade da obtengao
da expansao em série de Taylor da tranformada de Laplace. No método descrito por
Lanczos [10], para encontrar a transformada como uma expansao em fungdes de La-
guerre, primeiro aplica-se uma transformacao conforme a transformada de Laplace e

entao desenvolve a fun¢ao resultante em série de Taylor.

Lanczos mostra como obter os coeficientes da expansdo em série de Taylor pela
divisdo sintética quando a tranformada de Laplace é proporcional aos dois polinomios.
Ele mostra também a conexao entre a série de Taylor e uma série de Fourier e menciona
a possibilidade de usar a interpolagdo trigonométrica como uma forma possivel para

obter os coeficientes da expansao.
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COIM €rro

o0

E. =) e f(2nT +t) + ¥ f(2nT — 1)}, (2.25)

n=1

em que os parametros a e T satisfazem as condigées T > t e a > a. Embora Dubner
e Abate assumam o < 0 e restrinjam a como sendo positivo, nio é essencial para sua

derivagdo. Usando o limite |f(t)] < Me* em (2.25) e somando a série geométrica

resultante, encontra-se

EC < Meat[e{Z(a—a)t} + 1]

-— [6{2(a—a)T} _ 1] (226)

Escolhendo-se (a — «) suficientemente grande com T > t, pode-se fazer com que o

erro E. seja arbitrariamente pequeno.

Uma deficéncia do método é a usual convergéncia lenta da série (2.24). Uma
modifica¢do do método foi proposto em Simon, Stroot e Weiss [19], que supera essa

deficiéncia. Se tomar T = 2t em (2.24), entao

f(t) = (e*/t)[F(a)/2 + i Re{F(a+ kmi/t)}(=1)"]. (2.27)

k=1

Os termos dessa série podem ser somados mais rapidamente que em (2.24), desde

que nao haja co-senos para calcular.

Felizmente, Simon, Stroot e Weiss [19] demonstraram que quando essa forma alter-
nativa for usada, uma transformacao de Euler aumenta significativamente a velocidade
de convergéncia da série. Quando (2.27) for usada, o argumento usado no calculo
da transformada agora depende sobretudo de t e a transformada F(p) precisa agora
ser calculada para um conjunto diferente de valores de p para t distintos. Ocorrem
freqilentemente na pratica, casos em que a computagao numérica de F(p) consome

muito tempo, fazendo com que a utilizagao de (2.27) [20, 21, 22] néo seja econdmica.
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2.7 Aproximacao de Padé

Um consideravel niimero de artigos foi publicado sobre o uso da aproximacao de Padé na
obtencgao da transformada inversa de Laplace. F(p) é substituida pelas aproximacées
de Padé {yr(p) na integral da inversa [23]. Infelizmente, a construgao das funcdes
racionais ny,y(p) requer um conhecimento da expansao de Taylor de F(p) na origem
e isto inviabiliza implementar um procedimento que usa unicamente valores de F(p).
Além disso, os métodos podem ter um desempenho incerto mesmo para fun¢des com a

mesma forma, que diferem no valor de algum parametro.

2.8 Método de Talbot

Para se estudar o método de Talbot é importante rever alguns conceitos importantes
do plano complexo, como singularidade de func¢des complexas e o Teorema do Residuo
[24, 25].

Definigao 2.8.1 Fungées Analiticas

Uma fungdo f da varidvel compleza Z se diz analitica num ponto Z;, se sua derivada
f(Z) existe ndo s6 em Z, como também em todo ponto Z de uma vizinhanca de Z,. A
fungdo f € andlitica num dominio do plano Z se ela for andlitica em todo ponto desse
dominio. Se uma funcdo for andlitica em algum ponto de cada vizinhanga de um ponto
Z,, exceto no proprio ponto Z,, entdo Z; € chamado ponto singular, ou singularidade

da fungdo.

Teorema 2.8.1 Teorema do Residuo

Se uma fungdo tiver apenas um niumero finito de pontos singulares num dominio,

entdo esses pontos singulares sdo necessariamente isolados

Seja f(t), definida para todo t > 0, com a transformada de Laplace
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Fp)= [ e syt (2.28)

com abscissa de convergéncia 7o, de modo que a integral converge no semi-plano Re(p) >
Yo mas diverge em Re(p) < 7o. O ponto de partida para a inversio numérica de F(p)

é a formula de inversao padrao

1

f(t)= 5= [ #Fp)dp, >0, (2.29)

em que B é o “contorno de Bromwich” de ¥ — ico a 4 + 100, com ¥ > 7o e B a direita
de todas as singularidades de F(p). A integracdo numérica direta ao longo de B é

impraticavel por causa das oscilagdes de €’ com Im(p) — oo [26].

Pode-se substituir B por um contorno equivalente L com inicio e fim no semi-plano

esquerdo, de modo que Re(p) — —oo.
Essa substituicdo é possivel, isto €, L é equivalente a B, se
(1) L incluir todas as singularidades de F(p), e
(i1) | F(p) |— 0 uniformemente em Re(p) < 7o com | p |— oo.

A condigédo (ii) influencia, provavelmente, quase todas as funcdes a serem encon-
tradas e sera satisfeita para todas as fung¢des consideradas aqui. A condigao (1) podera
nao ser satisfeita para um L particular para uma dada F(p), mas pode geralmente ser
feita para abranger funcdo modificada F(Ap+¢) pela escolha conveniente do parametro
escalar A e do parametro de deslocamento o; se F(p) tiver uma singularidade po,
F(Ap + o) tiver a singularidade correspondente

pz — iEo—O’!

S
entdo (2.29) pode ser substituida por

_ Aeat
T om

£() fL M F(\p+o)dp, > 0. (2.30)
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Sejam z = z 4 iy uma variavel complexa, M o intervalo no eixo imaginario de

z = £2mi. Entao p=P(z) é uma funcao analitica real uniforme de 2
(a) tem polos simples em +2i e residuos naquele ponto com parte imaginaria
positiva e em -2m1 com parte imagiaria negativa,
(b) nado tem singularidade em | y |< 2,
(c) mapeia M1 — 1 dentro de um contorno L que atravessa de forma ascendente o
plano p e inclui todas as singularidades de F(Ap + o) para algum A e o.
(d) mapeia H : z > 0, | y |< 27 no exterior de L.

Entao f(t) pode ser reescrita na forma

f)= 5= [ @)z = o= [ Qliv)dy, (2.31)

com

Q(z) = AePPHNF(AP 4 o) P'(2). (2.32)

Note-se que pelas suposigdes (a) e (c), Re(p) - —ocem L com z — £2riem M, e
@(%£2mi) = 0. A condigdo (c) depende tanto de F' quanto de P, e nem sempre pode ser
satisfeita se F(p) tiver um nimero infinito de singularidades com partes imaginarias se
estendendo para o infinito. Tais transformacées constituem a dnica classe inadimissivel
para este método e pode-se assumir, portanto, que F' nao pertence a essa classe. Uma

aproximagao da regra do trapézio para f(t) em (2.31) é agora

i I, e O ..} (2.33)

n k=0 n

Esta é a féormula geral de inversdo considerada por este método.

Seja M1 algum caminho de -27i a 271 em H na parte direita de M, e M2 o caminho

de -2mi a 27mi no lado esquerdo de M, e excluindo-se a regido entre estas e algumas
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singularidades de F(A P(z)+ o) e consequentemente de Q(z). Entio pelo Teorema do

Residuo

L[ Qs
fU)—QwLAn—le—e-m’ (2.34)

o integrando sendo regular em +2m1.

Assumindo que as condigdes (c) e (d) sejam satisfeitas, M em (2.31) pode ser

substituido pelo caminho equivalente M1. Combinando-se (2.31) e (2.34) obtém-se

E(t) = Ey(t) + E3(2), (2.35)

em que E(t) é o erro tedrico (que depende, é claro, de P, A, o e n como também de t)

dado por
E(t) = f(t) - f(t), (2.36)

mm=§%hﬂgﬁﬁ, (2.37)

&m=§%An§§§§ (2.38)

Desde que Re(z) > 0 em M1 é intuitivamente ébvio que E; — 0 quando n — oo.

Da mesma forma que se Re(z) < 0 em M2 outra vez ter-se-a que E; — 0 quando

n — o0, com a prova similar ao caso anterior.

Entao para valores fixos de t,\ e o,

E—0 com n— co. (2.39)
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2.8.1 Uma familia especial de contornos

As condigées (a) a (d) no mapeamento P(z) nio sao muito restritivas e admite muitas

possibilidades de mapeamento de fungées. As simplificagdes sio da forma:

b

P(z)=az - m

+ ¢, (2.40)

e, de fato, tais funcdes podem fornecer bons resultados, embora suas potencialidades

nao tenham sido exploradas. O que se deve considerar aqui é a familia de mapeamentos

4

2

pi= P,(¥) (coth g +v) = +az, (2.41)

z
l—e—*
em que v € um parametro positivo e a = 1”%1)-

As singularidades de P,(z) sdao polos simples, para +(2,4,6,...)7i, e tém residuo

$2mi para z = =£2mr.
P,(z) mapeia o intervalo M(—2m1,271) dentro do contorno
L,:p=p,(0) =a+vil, -m<b<m, (2.42)

em que, fazendo z = 216 em M, tem-se

a = a(f) = 6 cot(8). (2.43)

Em um caso especial v =1 (a = 0) obtém-se a curva L usada por Green e Talbot
[24], e deduzida por Green como uma curva “descendente mais ingreme” quando F' = ;7.
Quando v # 1, L, consiste de L expandida “verticalmente” por um fator v (Fig. 2.1),
e pode ser mostrado que nado é uma curva “descendente mais ingreme” para algum F'

P(z) = 2ul) — w48

2 i)

em que
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............................................. v It

Figura 2.1: Contornos L e LY

ﬁzﬁ(g)z_d_azg_,_ﬂ.

df 9 (244)

Assim, para um dado F'(p) e t, e escolhendo-se os parametros A, o, v e n, a aproximacao

(2.32) para a inversa f(t) toma a forma

_ det n—1 .

F(t) = == X Rel(v +iB)e”" F(Apy + 0)lo=s1, (2.45)
k=0
em que
g = -’f-; k=0,1,2,...,n—1, (2.46)
=M, (2.47)
w-—1 1

- - 2.48
t ¥ Vw.t ( )
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com w = 0.4(c+ 1) e ¢ é a precisiao decimal da maquina.

Se

F(\p, +0) = G +iH, (2.49)

em que G e H sao reais, (2.45) toma a forma real

_ /\eat n-—

ft) =

[e*'{(vG — BH) cos(vlt) — (vH + BG) sen(v07}]g=s,. (2.50)

n k=0

2.8.2 Meétodo de Talbot Modificado

Uma forma mais pratica de calcular a inversa numeérica da transformada de Laplace é o

chamado “Método de Talbot Modificado” [27], que usa um novo contorno de integragao.
Considere o seguinte contorno:
R={peC:p=a+iy,-f<y<Poup=ztif,—c0<z<a},

em que a e (3 sdo escolhidos de modo que R inclua todas as singularidades de F' (Fig.
2.2).

Para
G(p)= Re{F(p)},
H(p)= Im{F(p)},

a integral sobre R pode ser escrita como

(ext(I; + 1) + I5)
Tr b

£t) = (2.51)

com

B .
I = j; G(a + iy) cos(ty)dy,
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a Re(p)

Figura 2.2: Representacao do contorno de integracio para o método de Talbot Modi-
ficado

f ;
I = _jo H(a + 1y) sen(ty)dy,

f=-t [ " (G(% +i8) sen(Bt) + H(% +8) cos(5t))du. (2.52)

-0

Para essas integrais a regra do trapézio nao € apropriada. Escolhendo-se

oz=a+€—1 e ,@=b+c2

: T aceq constantes, (2.53)

em que a é um pequeno valor para o qual F(p) é analitica em |Re(p) |> a e b é também
um pequeno valor para o qual F(p) € analitica em |Im(p) |> b.
2.8.3 Aplicacoes

As aplicagoes do método de Talbot sdo muitas, e ja foram testadas, incluindo as

seguintes:
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(a) A solugdo direta passo a passo, para algum valor especifico da variavel inde-
pendente, de alguma equagao diferencial linear a coeficientes constantes no semiplano

direito possuindo uma transformada de Laplace com variavel complexa p.

(b) A solugao no dominio de tempo de um sistema (ex. sistema de controle) usando

analise de sistema ou a solu¢do simultanea de equagdes algébricas lineares.

(c) O calculo de alguma integral dificil com alta precisdao, pela inversao dessas

transformadas em relagao a um parametro pré-definido ou introduzido artificialmente.

2.9 Meétodo de Weeks

No método de Weeks a inversao numérica é executada por uma expansiao em fungoes
ortonormais de Laguerre e sao usadas por causa das formulas de quadratura envolvidas

serem similares ao operador da transformada de Laplace (3, 28].

O problema que deve ser resolvido é: dada uma funcdo ¢(p), encontrar uma apro-

ximagao da fungao f(t) tal que g(p) seja a transformada de Laplace da funcao f(t).

Pode-se assumir que f(t) satisfaz a condigao de que existe um niumero ¢ tal que

/Dm e~ | f(t) | dt < oo (2.54)

fo T et | f(1) P dt < oo (2.55)

sempre que ¢ > ¢g. Se essas condigdes forem satisfeitas, entao a integral

F(p) = / TP f(t)dt, p=o+iw, (2.56)

0
define uma funcido F(p) que é analitica sempre que o > ¢;. A fungdo F(p) é chamada
a transformada de Laplace de f(t) e f(t) é chamada a transformada inversa de F'(p).
Se a funcdo f(t) satisfaz as condigdes (2.54) e (2.55), entdo f(t) e F(p) sdo também

relacionadas pelo teorema de Parseval:
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[T e gy pat = %f_‘: | Flc + iw) [ dw. (2.57)

2.9.1 Expansao da Transformada Inversa

Uma expansao em fungoes ortonormais de Laguerre da transformada inversa f(t) é:

bn(z) = 2L, (z), n=0,1,2,.. (2.58)

em que L, é o polinémio de Laguerre de grau n. Esses polindmios sio determinados

exigindo que

(2.59)

fom n(2)Pm(z) = { 0 sen#m

1 sen=m,

6x(0) = 1.

Se alguma fungao f(t) satisfaz as condicdes (2.54) e (2.55) pode ser aproximada por

uma funcado f,(t) da forma

fa(t) = €* Y anda(t/T), (2.60)

n=0

em que T > 0 é um fator de escala e

. % 7 e 0sa/Tat (2.61)

A funcéo f,(t) se aproxima de f(t) desde que para algum e > 0, exista um N,

inteiro tal que

fo T e | f(t) = fv [P dt <, (2.62)

sempre que N > N,.
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2.9.2 Expansao da Transformada de Laplace

Seja Fy(p) a transformada de Laplace de fy(t), definida por

Fu(p) = [ fu(t)e (2.63)

Substituindo a equacao (2.60) na equacdo (2.63) e desenvolvendo a transformada
de Laplace de e*¢,(t/T), obtém-se

Z 7 e 21)"2“ (2.64)

n=0 —c+

A funcdo f(t) — fa(t) pode ser relacionada com a sua transformada de Laplace,

G(p) — Gn(p), pelo teorema de Parseval como na eq.(2.57),

fo T et | f(1) = ful(t) [P dt = ziﬁ j : | F(c+iw) — Fy(c+iw) [Pdw,  (2.65)

sempre que ¢ > ¢p. Comparando a eq.(2.65) com a eq.(2.62), observa-se que dado

algum € > 0 existe um inteiro N, tal que

1 e _ o
= j_ " | Fle+iw) - Fy(c+iw) P dw < & (2.66)

sempre que N > N,, o que estabelece o resultado.

Para obter a expansao trigonométrica da transformada de Laplace, primeiro tome

a equagao (2.64) com p = ¢ + 1w na equagéo (2.66)

_l-foo Fle+w) — zaﬂ—+——";;;'f |2 dw < e, (2.67)

2m J- n=0 2T)

sempre que N > N,. Entdo faga a mudanca de variavel
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obtendo-se

T g~ i | i 8 N _

i - simimes - _ nf |2

o ,[_,, | (QT + 5 cot 2)F(c-+- 2T cot 62) ;:%ane |* df < e, (2.68)
sempre que N > N,. Resulta da equagio acima

3 0
(_+ —-—-cot )F(c+——cot Za" (2.69)
2T et

desde que a equagao convirja para a soma quando N cresce.

Definindo agora duas funcdes Fi(o,w) e Fy(o,w) com partes real e imaginaria, de

F(o + 1w) tal que

F(o +1iw) = Fi(o,w) + iFy(o,w), (2.70)

entdo a eq. (2.69) pode ser reduzida por uma expansio envolvendo unicamente quan-
tidades reais. Se a notacao da eq.(2.70) for introduzida na eq.(2.69) e a parte real do

ultimo termo for tomada, obtém-se a expansao

N
f) = E ancosnb, (2.71)
n=0
em que
1 il 0 1 0 1 (]
h(B) = ﬁFl’(c, ﬁ cot 5) = ﬁ cot = Fz( 2T — cot 5) (2.72)

O procedimento numeérico para obter valores aproximados da expansao dos coefi-
cientes a, consiste em aplicar na eq.(2.71) a bastante conhecida forma de interpolagao

trigonomeétrica

a0 = —— 3 h(6;) (2.73)
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e
-
a, = N_ﬁjgoh(gj COSTEGJ'), (274)
em que
27+1. 7w
0 =(2TI j=0,1,..,N.

Dados os coeficientes ao, ay, ..., ay da expansdo (2.64), o desenvolvimento da aprox-
imagao da fungao fy(t) pela eq.(2.60) é mais facilmente obtid pelo uso das relacoes de

recorréncia
do(z) = e7*/2,
¢1(z) = (1 — z)do(z),
non(z) = (2n — 1 = 2)¢n-1(z) — (n = 1)dn_2(z), n>L

Essas relacoes de recorréncia sio obtidas pela multiplicagdo do polinoémio L,(z)

pelo fator exponencial e~%/2.

2.9.3 Fatores de Escala T e ¢

A constante c foi introduzida nas eqgs. (2.54) e (2.55), e o fator de escala T na eq. (2.60).
Embora a convergéncia da expansao da eq. (2.60) seja estabelecida para algum valor de
¢, tal que ¢ > ¢y e ¢ £ 0, pode-se suspeitar que a série ira convergir rapidamente para
alguns valores de T e ¢ do que para outros valores. Algumas consideragdes intuitivas

serao feitas para escolher os parametros [29].

Primeiro considere T'. A fungdo ¢,(z) definida pelas eqs. (2.58) e (2.59) é o produto
de um polinémio L,(z) de grau n por uma fungao exponencial decrescente. Szego [30]
demonstrou que o polinémio de Laguerre L,(z) tem n raizes. Posteriormente, foi

demonstrado que se z,, for o maior zero de L,, entao z, satisfaz a desigualdade [30]

n <20+ 1+/(2n+1)2 +1/4 x 4n. (2.76)
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Entretanto, a funcdo ¢,(z) oscila no intervalo

0<z<4n (2.77)

e aproxima-se de zero monotonicamente para z > 4n. Intuitivamente, pode-se ver que
a capacidade de uma combinagao linear das funcdes ¢o(z), ¢1(z), ..., dn(z) para aproxi-
mar uma funcao arbitraria de z depende fortemente do seu comportamento oscilatério.
Portanto, pode-se esperar que a fungao fy(t) definida pela eq. (2.60) produza uma

boa aproximacao para a funcdo f(t) unicamente no intervalo 0 < t < t,,4,, em que

tma:r:

(4

< 4N. (2.78)

Para t > tn.r, todas as fungdes @o(z), @1(z), ..., on(z) comportam-se de maneira
monoticamente decrescente e nao serao especialmente boas para aproximacao de uma
f(t) arbitrdria. Empiricamente foi encontrada uma maneira de escolher satisfatoria-

mente o parametro 7"

e S, (2.79)

Com essa escolha de T, a eq. (2.60) fornece uma boa aproximacao para f(¢) no
intervalo 0 < t < t,,.,, desde que ¢ seja convenientemente escolhido e N seja suficien-

temente grande.

Em principio, a constante ¢ pode ser algum nimero positivo suficientemente grande
garantindo a convergéncia das integrais (2.54) e (2.55). O menor nimero ¢; tal que
as integrais (2.54) e (2.55) convirjam sempre que ¢ > ¢ € a abscissa de convergeéncia
da integral de Laplace da eq. (2.56). A transformada de Laplace g(p) é uma fungao
analitica da variavel complexa p = ¢ + iw sempre que o > ¢;. Empiricamente, foi

estabelecido que uma escolha satisfatéria de ¢ é:

L )4

mar mar

c=(co+ ) (2.80)
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em que ¢o € a abscissa de convergéncia da integral de Laplace e u(z) é a funcéo unidade

de medida:

0 sez <0, |
u(z) = 2.81
(=) {1 sex > 0. ( )

A abscissa de convergéncia cp, é mais facilmente obtida examinando g(p) para

descobrir a posicao da singularidade mais a direita.

No método de Weeks se a inversa for desejada para muitos valores de ¢, esses valores
podem ser obtidos com um pequeno custo adicional por causa do custo computacional
que € gasto no calculo dos coeficientes da expansao de Laguerre. No método de Talbot,

hé necessidade de recomecar todos os calculos para cada valor de ¢ [31, 32, 33].



Capitulo 3

Resultados Experimentais

3.1 Introdugao

Este capitulo apresenta as dificuldades encontradas na implementacgao dos métodos
causadas pela escolha dos parametros, bem como as tabelas com os resultados para
cada um dos métodos implementados e por fim a comparagao dos resultados obtidos

de forma a evidenciar aquele que melhor aproxima o valor da funcao exata.

3.2 Escolha dos Parametros dos Métodos

Foram escolhidos, dentre os métodos apresentados anteriormente, os quatro métodos
mais conhecidos para implementacdo. Para que fossem implementados os métodos, foi
necessario testar varios valores dos parametros, ja que nao existe uma regra geral para

obté-los, pois cada um depende das caracteristica de cada funcdo testada.

Para cada transformada, os métodos implementados requerem valores dos parametros
de dificil escolha. A unica forma possivel de encontrar os seus valores foi arbitrar val-
ores iniciais e a seguir ajusta-los de maneira que o valor da transformada inversa num

dado ponto fosse o melhor possivel.

Os métodos implementados serao apresentados a seguir.

31
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3.3 Os Métodos Implementados

e Representagao por Série de Fourier

Dada uma funcéo f(t) com | f(t) |< Me**, a férmula geral de inversao é dada

por:
fe(t) = (2¢**/T)[(F(a)/2) + £3iZi Re{F(a + kmi/T)} cos(krt/T)],
com erro
E. =32, et f(2nT + t) + €**' f(2nT - t)},
com os parametros a, T satisfazendo as condicées T' >t e a > a.
e Método de Talbot

Férmula geral de inversao:

filt) = 2 T RefQ(=0) (3.)

2 = 2’;”, (3.2)

Q(z) = AP (AP 4 ) P'(2), (3.3)
P(z)= P (3.4)

e Método de Talbot Modificado
Usa-se o seguinte contorno
R={peC:p=a+iy,—f<y<Boup=z+if,—c0<z<al,
Para G(p)= Re{F(p)} e H(p)= Im{F(p)}.

A integral sobre R pode ser escrita como:
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ety + L)+ I3

fl) = =25 (33)
B8
Iy = _/0 G(a + 1y)cos(ty)dy, (3.6)
8
By i ]0 H(a + iy)sen(ty)dy, (3.7)
L=t [ Z(G(%‘- +iB)sen(Bt) + H(5 +if)cos(Bt)du.  (38)

o Método de Weeks

Assumindo que f(t) satisfaga a condigédo de que existe um mimero ¢y tal que,

/0 T et | £(t) | dt < oo, (3.9)

j:o e % | f(t)|* dt < o0, sempre que ¢ > co, (3.10)

a fungdo f(t) que satisfaz essas condigdes pode ser aproximada por uma funcédo f,(t)

da forma

N
fat) = €Y andn(t/T), (3.11)

n=0

em que 7' > 0 é um fator de escala e

a, = % 7 e st)en(t/ Ty, (3.12)

Dados os coeficientes ag, ay,...,ay da expansao, a aproximacao da funcéo fy(t) é

mais facilmente obtido pelas relagoes de recorréncia

qbo(:c) = 6“3/21
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$1(z) = (1 — z)do(z),
n¢n(m) = (2n =1~ "E)q&n—l(l') - (n - 1)¢n—»2($)1 n> 1

Essas relacoes de recorréncia sio obtidas pela multiplicacio do polinémio de La-

guerre L,(z) pelo fator exponencial e=*/2,

3.4 Funcgoes Testadas

Para se chegar a uma conclusao satisfatéria pela comparagiao dos métodos, foi necessario
efetuar testes com varias fungGes. Foram usados muitos problemas de teste a fim
de chegar as conclusdes apresentadas (os resultados apresentados representam uma

pequena fracao dos problemas de teste).

e O método de Talbot nao é aplicavel para fungbes que apresentam um nimero

finito de singularidades com partes imaginarias tendendo ao infinito.

e O método de Talbot Modificado utiliza um novo contorno de integragdo. A fungao
pode ter somente singularidades com parte imaginaria limitada e a natureza e

localizagao dessas singularidades podem impedir uma rapida inversao.
e O método de Fourier nao é satisfatorio para fungoes envolvendo co-senos.

e O método de Weeks oferece uma boa aproximacéo para a funcao f(t¢) unicamente
no intervalo 0 < t < t,,4- €q.(2.78). A funcdo f(t) tem de satisfazer as condigoes
das equagdes (2.54) e (2.55).

Nas diversas funcoes testadas foi possivel observar-se as deficiéncias de cada

método, que sdo citadas algumas abaixo.

3.5 Resultados obtidos

Os métodos avaliados neste trabalho foram implementados em linguagem FORTRAN,
tanto no PC quanto no IBM 4381. Foram utilizadas subrotinas de integracao DQAGIT
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e DQAWOT do Quadpack [27] e subrotinas que separam a parte real da parte ima-
ginaria de uma funcao.

Para a avaliacao dos métodos foram testadas varias funcées, abrangendo virios

tipos de problemas. Serdao apresentados quatro tipos de problemas. Sendo eles:

e Problema 1

A fungao apresenta apenas sigularidades reais (p = 0)

Fip)=— ft)=t. (3.13)

Tabela 3.1: Erro Relativo para o Problema 1.

valor de ¢ | Rep. Fourier | Talbot | Talbot Mod. | Weeks
1 0.15D-03 0.13D-02 | 0.30D-01 0.37D-06
0.26D-04 0.15D-02 | 0.21D-01 0.90D-06
0.23D-03 0.17D-02 | 0.14D-02 0.20D-06
0.90D-04 0.18D-02 | 0.16D-02 0.31D-06
0.45D-03 0.20D-02 0.27D-02 0.35D-06
0.13D-03 0.21D-02 0.44D-02 0.15D-05

S| Ot W

e Problema 2

A funcao apresenta apenas singularidades complexas, com partes real e imaginaria

(p=(1£v3i)/2)

,f(t) = —=e"Tsen(%-). (3.14)
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Tabela 3.2: Erro Relativo para o Problema 2.

valor de t | Rep. Fourier | Talbot | Talbot Mod. | Weeks
1 0.35D-05 0.23D-02 | 0.14D+00 | 0.94D-07
2 0.10D-03 0.55D-02 | 0.45D-01 0.21D-06
3 0.28D-03 0.25D-01 0.36D-02 0.15D-05
4 0.46D-03 0.74D-01 | 0.79D-01 0.80D-05
5 0.17D-02 0.50D-01 0.51D-01 0.88D-05
6 0.79D-02 0.91D-01 | 0.27D-01 0.39D-04

e Problema 3

36

A fungédo apresenta apenas singularidades complexas, unicamente com parte ima-

ginaria, (p = *£1)

Tabela 3.3: Erro Relativo para o Problema 3.

valor de t | Rep. Fourier | Talbot | Talbot Mod. | Weeks
1 0.18D-03 | 0.15D-02 | 0.15D-02 | 0.19D-07
2 0.29D-04 0.30D-02 | 0.30D-02 | 0.32D-06
3 0.26D-03 0.39D-01 | 0.30D-02 | 0.33D-05
4 0.63D-04 0.79D-02 | 0.70D-02 | 0.13D-05
5 0.97D-04 0.66D-02 0.66D-02 0.24D-05
6 0.11D-02 0.25D-01 | 0.25D-01 0.11D-04

(3.15)
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e Problema 4

A funcéo apresenta apenas singularidades complexas, unicamente com parte ima-
ginaria, (p = +1)

F(p) = 4 , f(t) = cost. (3.16)

Tabela 3.4: Erro Relativo para o Problema 4.

valor de ¢t | Rep. Fourier | Talbot | Talbot Mod. | Weeks
1 0.61D-08 0.15D-01 0.15D-01 0.18D-06

2 0.39D+01 | 0.21D-01 0.21D-01 0.95D-07

3 0.35D+00 | 0.90D-02 | 0.90D-02 | 0.59D-07

4 0.81D+00 | 0.13D-01 0.13D-01 0.93D-07

5

6

0.18D401 | 0.31D-01 0.31D-01 0.15D-05
0.65D+00 | 0.84D-02 | 0.84D-02 0.18D-05




Capitulo 4

Problemas de Interface do Usuario

4.1 Introducao

Para facilitar a utilizagdo dos métodos propostos neste trabalho, o usuario deveria
dispor de uma interface capaz de imitar o procedimento manual de obtengao da trans-

formada inversa de Laplace. Para tanto, seria necessario realizar as seguintes tarefas:

a) Dada a Transformada verifica se a inversa existe numa tabela; se existe usa-a ou
apresenta ao usuario a forma analitica da inversa, ou se o usuario quiser, usa a

forma analitica para obter os valores solicitados da inversa nos pontos desejados.
b) A inversa nao existe na tabela, tenta solucao analitica ou numeérica.

c) Apresentar ao usuario os métodos disponiveis, em seguida fornecer a melhor apro-

ximacao , o método utilizado e o erro.

4.2 Manipulagao de Tabelas

Como sempre, a execucao de uma tarefa humana simples como consultar uma tabela,
é extremamente dificil fazer com que o computador imite. As dificuldades que a tarefa

(a) impbe a criacdo de um programa sao as seguintes.

38
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I. Como armazenar a tabela de transformadas inversas de modo que um elemento
da tabela possa ser comparado com uma transformada fornecida pelo usudrio. A
dificuldade decorre do fato de que uma expresséo da transformada pode ser apre-
sentada de diversas formas matematicamente equivalentes. Entdo, a expressio
analitica de uma dada transformada deve ser inicialmente transformada de modo
que use o mesmo método de representagao usado na tabela. Nem sempre essa
transformacao de uma expressao em outra equivalente é possivel computacional-

mente.

2. Como o usudrio ira fornecer a expressdo analitica da transformada de comple-
xidade arbitraria? Poderia usar a forma semelhante & usada em manuscrito;
também poderia expressd-la em forma de fungio escrita em uma linguagem de
programacao, que seria conveniente no caso da transformada inversa nio se en-

contrar na tabela e ela precisa ser avaliada numericamente.

3. Como o programa val apresentar ao usudario a transformada inversa encontrada?
Se o usuario estiver interessado em valores numeéricos da inversa em alguns pontos,
muitas vezes a avaliagio dessa inversa em pontos selecionados pode ser mais dis-
pendiosa do que a obtencdo desses valores por métodos numericos e pior ainda, a
expressao pode ser numericamente mal condicionada o que implica em resultados

numeéricos contaminados com erros de arredondamento elevados.

4.3 Computacao Algébrica

Teoricamente a tarefa (b) é vidvel de ser executada pelo computador porque é possivel
determinar pelo algoritmo de Risch [34], se a primitiva da integral da inversa existe
ou nao e, caso exista, é possivel encontra-la. O algoritmo de Risch faz parte de um
sistema de processamento algébrico e pode consumir quase a metade do cédigo que
implementa esse sistema. O usudrio poderia entdo usar um sistema algébrico para
verificar a existéncia da forma analitica da inversa de uma Transformada de Laplace

usando a definigdo da inversa. Caso nio se encontre a inversa, langaria mao de método
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numeérico. Mas ai surge um problema de interface. Como integrar um sistema de
processamento algébrico com um de processamento numérico de modo que ao usudrio
todo o sistema se apresente de forma natural e global, com a mudanca automatica de

um sistema para outro quando necessario.

Além do problema da integracdo de sistemas algébrico e numérico, existe o problema
do custo de um sistema algébrico. Em geral, ocupa muita memoéria central, requer area
de trabalho em disco nada desprezivel e pode consumir muito tempo de processamento

em algumas tarefas como a de encontrar a primitiva de uma funcao.

O exposto nesta secao motivou fazer consideragoes sobre a possibilidade de evitar a
utilizacao de um sistema de computacao algébrica e utilizar uma imitagdo do processo
de consulta a uma tabela de transformadas inversas de Laplace. As consideragées sao

apenas preliminares, sem pretensao de encontrar uma solugao.

4.4 Computagao numeérica da inversa

Partiu-se da hipétese de que um usudrio que queira obter uma solugdo numeérica do
problema de inversao de uma transformada de Laplace escrevera um pequeno programa
em FORTRAN para ativar uma subrotina e fornecerd a transformada em forma de uma
FUNCTION.

A forma natural de um usuario fornecer a transformada é codificar a sua expressao
em FORTRAN. Acontece que alguns métodos de inversido numeérica trabalham com
as partes real e imaginaria da transformada. Decidiu-se que o usuério devera fornecer
a transformada e a subrotina de inversao numeérica fara a separagao das partes real e

imaginaria quando o método exigir essa separacao.

Decidiu-se também que quando um método envolve uma quadratura seriam usadas
rotinas de quadratura existentes no Quadpack [27], um pacote considerado o estado

d’arte em métodos adaptativos.
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4.5 Parametros dos métodos de inversao

Muitos métodos de inversao numérica usam parametros que siao determinados analitica
ou experimentalmente. Nesta secio siao apresentadas as dificuldades que a escolha

desses parametros pode causar a um usuario.
1) Representacdo por Série de Fourier

A obtencdo da Transformada Inversa por meio deste método se faz a partir de
medidas empiricas para o valor do parametro a da eq. (2.23), o que exigiria um
conhecimento inicial da funcdo requerida pelo usuario ou um valor inicial bastante

razoavel.
2) Método de Talbot

Neste método sera necessaria a obtengao dos parametros o(eq.(2.31)), ¢ (eq. (2.50))

e n para se conseguir o valor da aproximagao, em que

e O valor de o depende das singularidades da fungao dada,
® cé a precisao da maquina e

® n é o nimero de abscissas da funcao.

3) Método de Talbot Modificado

Para este método é necessario verificar se a funcao fornecida pelo usuario € ou nao
analitica para se obter os valores dos parametros a e b (eq. (2.53)). Para tanto seria
necessario se dispor de uma subrotina capaz de determinar se a fungéo é analitica ou

nao.
4) Método de Weeks

No método de Weeks a dificuldade estd na escolha dos parametros c (eq.(2.71)) e
N, em que ¢ é maior que a abscissa de convergéncia da integral de Laplace. Na maioria
dos problemas examinados pelo autor do método, N assume valores entre 20 e 50, nao

tendo sido dada nenhuma férmula especifica para se encontrar o seu valor.
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Pelo exposto acima, percebe-se a grande dificuldade na concepcao de uma interface

para os métodos utilizados neste trabalho.
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Capitulo 5
Conclusao

Diferentes métodos para inversao numeérica da Transformada de Laplace foram
testados e avaliados neste trabalho de acordo com os seguintes critérios: avaliagdo do
problema para obtencao da transformada inversa e de varios tipos de fungdes, precisao

numérica, eficiéncia computacional e facilidade de implementagéo [1].

Foram avaliados quatro métodos para Inversao Numeérica da Transformada de Laplace.
O primeiro método € a Representagéao por Série de Fourier, cujos resultados sao bastante
satisfatorios para fungbes com descontinuidades. Virios outros esquemas similares
foram propostos, usando também séries de Fourier [11] ou uma expansao em polinémios
de Chebyshev [10]. Uma deficiéncia do método reside no fato de que usualmente a série
converge vagarosamente quando sao utilizadas fungoes envolvendo co-senos. A férmula
de inversao utilizada nao calculou separadamente as partes imaginaria (Im{F(s)}) e
real (Re{F(s)}), mas sim uma combinagao de ambas.

O segundo método, desenvolvido por Talbot, é um método quase universal. As
tinicas trasformadas para as quais este nao € aplicavel sao aquelas que apresentam um
nimero infinito de singularidades com partes imaginarias tendendo a infinito. Para um

dado t o erro cai exponencialmente com o aumento de n (eq. (2.39)).

Uma forma mais pratica de calcular a inversa numérica da transformada de Laplace
é chamada “Método de Talbot Modificado” [27], que usa um novo contorno de inte-

gracgao.
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Possiveis aplicagdes do método de Talbot sao numerosas, e muitas ja foram testadas,

incluindo as seguintes:

(a) A solugdo direta em um unico passo, para algum valor especifico da variavel
independente, de alguma equagio diferencial linear a coeficientes constantes no semi-

plano direito.

(b) A solugdo no dominio do tempo de um sistema (por exemplo sistema de controle)

usando analise de sistema ou a solugao de equagdes algébricas lineares simultaneas.

(c) O calculo de algumas integrais dificeis com alta precisao, pela inversao de suas
transformadas tomadas em relacao a um parametro pré-definido ou introduzido artifi-

cialmente.

No método de Weeks a inversao numérica é executada por uma expansao em fungdes
ortonormais de Laguerre e sao usadas em virtude das férmulas de quadratura envolvidas

serem similares ao operador da transformada de Laplace.

O método de Weeks tem uma vantagem sobre o método de Talbot; este método
retorna uma forma explicita da solu¢do aproximada da transformada inversa. Con-
seqiilentemente, se a inversa for desejada para muitos valores de ¢, esses valores podem
ser obtidos com um pequeno custo adicional. No método direto (o de Talbot), torna-se

necessario recomegar o calculo para cada valor de t.

Esses métodos foram testados para transformadas tipicas encontradas nas ciéncias
em geral e, principalmente, na literatura de engenharia. A partir de escolhas apropri-

adas dos parametros todos os métodos forneceram bons resultados [5, 6].

O método de Talbot nao pode ser usado se as singularidades tiverem partes ima-

ginarias que se estendem de —oo a +o0.

O método de Talbot modificado é muito rapido e a subrotina do QUADPACK a-
presenta um excelente desempenho a partir de uma escolha adequada dos parametros.
Infelizmente, a transformada pode ter singularidades somente com uma parte ima-
ginaria limitada, e a natureza e localizacao dessas singularidades podem impedir uma

rapida inversao.
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O método de Weeks se mostra superior ao método de Talbot para valores de ¢

grandes.

A partir dos resultados apresentados neste trabalho, percebe-se que a escolha de
um ou outro método nao obedece regras claras, ira depender da funcao escolhida e,
conseqiientemente, das caracteristicas que a mesma apresenta, bem como o valor da
variavel t. Portanto, nao é possivel estabelecer uma conclusido simples acerca dos
métodos avaliados, pois nenhum método é, definitivamente, superior aos demais em

todos os critérios de avaliagao.



