Kissia Carvalho

Computacao Algébrica: Sistemas de Software.
Estrutura e Algoritmo de Risch

Dissertacao submetida a Coordenacao Curso de Pds-Graducao em
Informatica do Centro de Ciéncias e Tecnologia da Universidade
Federal da Paraiba. como requisito parcial para obtencao do grau
de Mestre em Informatica.

Mario Toyotaro Hattori
Orientador

Bruno Correia da Nobrega Queiroz
Co-orientador

(Campina Grande. Paraiba. Brasil

(©Nissia Carvalho. 1996



C331lc

Carvalho, Kissia

Computacao algebrica : sistemas de software, estrutura e
Algoritmo de Risch ¢ Kissia Carvalho. - Campina Grande,
1996.

117 f. : il.

Dissertacao (Mestrado em Informatica) - Universidade
Federal da Paraiba, Centro de Ciencias e Tecnologia.

1. Sisztemas de Software Algebrico 2. Computacao
Algebrica 3. Operacoes Aritmeticas 4. Algoritmo de Risch 5.
Dissertacao I. Hattori, Mario Toyotaro, M.Sc. II. Queiroz,
Bruno Correia da MNobrega, M.5c. III. Universidade Federal
da Paraiba - Campina Grande (PB)} IV. Titulo

(DU 884.41(@43)




PARECER FINAL DO JULGAMENTO DA DISSERTACAO DA MESTRANDA

KISSIA CARVALHO

TITULO: "COMPUTACAO ALGEBRICA: SISTEMAS DE SOFTWARE, ESTRUTURA E

ALGORITMO DE RISCH".

COMISSAO EXAMINADORA

T e et

CONCEITO

PROF. MARIO TOYOTARO HATTORL, M.S¢
- Presidente -

o

A:/’lzg/\)—awa—ff—h

PROF. BRUNO CORREIA DA NOBREGA QUEIROZ, M.Sc
- Examinador -

/m/mm @ﬂ Lol Apﬂ/ﬂv

ﬁ%n i\OL/aqu

M‘//mao[e_

PROF. CLAUDIANOR'DE OLIVEIRA ALVES, Dr.
~ Examinador -

/\r\"/\\.\ U+u\u\

PROF. MAURO CAVAICANTE PEQUENO, Dr..
- Examinador -

Campina Grande, 12 de julho de 1996



Computacao Algébrica: Sistemas de Software,
Estrutura e Algoritmo de Risch

Kissia Carvalho

Dissertacao de Mestrado aprovada em 12/07 /1996

Mario Tovotaro Hattori
Orientador

Bruno Correia da Nobrega Queiroz
Co-orientador

Mauro Cavalcante Pequeno
Componente da Banca

Claudianor Oliveira Alves
Componente da Banca

Campina Grande, Paraiba. Brasil. Julho/1996



“Estou certo de que minha mae vira visitar-me e dar-me os seus conselhos.
revelando-me o que nos espera na vida futura”

Santo Agostinho

Ao meus pais Heélio e Rita.

11



Agradecimentos

Agradeco inicialmente a Deus que me possibilitou reencarnar para que eu bus-
casse a simplicidade de coracao e a humildade de espirito.

Agradeco aos meus pais Hélio e Rita. irmas Kenia e Nyvania. meus cunhados.
sobrinhos e minha avo Percila.

A Romero. pela sua compreensao e companhia em meus momentos dificeis. e
sua familia.

As minhas grandes amigas (em ordem alfabética) Joseana. Katia e Magna pelo
apoio durante o meu dia a dia.

A minha primeira professora “Tia Marilita™. com quem aprendi a gostar de
estudar.

Agradeco a Mendes, Ernesto. José Luiz. Marcos Aurélio e especialmente ao
professor Braulio que me iniciou nos caminhos da algebra. professores do Departamento
de Matematica e Estatistica da UFPb.

Aos meus colegas de curso Adna. Aldenor. Carlos. Edjander, Elane. Gilson,
Reginaldo. Robson. Victor Hugo e Washington. cuja ajuda foi de fundamental im-
portancia na conclusao deste trabalho.

Aos professores, principalmente meus orientadores Mario T. Hattori e Bruno
Queiroz. e aos funcionarios. especialmente a Aninha. que fazem a COPIN.

Ao professor da UF(C. Mauro Pequeno.

A UFPb e ao CNPq.

E finalmente a mais linda das campinas. Campina Grande.



Resumo

Os problemas de matemadtica aplicada, em particular os ligados 2 modelagem. sio
em geral apresentados em palavras. sem formulas. Isso sigumifica fazer/escolher as
hipoteses fisicas a serem levadas em conta. ou seja. verificar quais sao os igridientes
relevantes do problema. Atualmente. pode-se usar o computador. como meio eficiente
para experimentacao e verificacao no estudo da solucao destes problemas. A tendencia
atual é procurar construir ambiéntes integrados para a solucao de problemas {ASP s)
de matematica. o que exige a coperagao de muitos especialistas. Ha um grande interesse
na busca da imtegracao da computacao algébrica. computagao numeérica e compulacao
grafica. o que conduz a idéia de conceber um sistema de software algébrico organizado
em modulos.

Para evitar os crros de arredondameno. os sistemas de software algébricos exe-
cutam a operagoes aritmeticas basicas por software. Por isso e necessario escolher
estruturas de dados adquadas para representar os objetos (inteiros e polindmios) bem
como algoritmos que executem essas operacoes eficientimente. Os numeros reais podem
ser represeitados de forma a aproveitar os algoritmos e estrutura de dados utilizada
para inteiros.

Um sistema de software algébrico deve oferecer recursos de simplificagao e recur-
sos para obtengao de primitiva de uma funcao. Constantes progressos sao obtides. no
campo da integracao e na busca do desenvolvimento de um “sistema expert” em in-
tegracao. combinando conhecimentos de computagao numérica. computacao algébrica
e inteligéncia artificial. O algoritmo de Risch contribuiu significativamente na busca
da solugao do problema de obtencao de uma primitiva em sua forma fechada. Neste
trabalho o algoritmo de Rischi é analisado afim de mostrar e compreender detalhes do
seu funcionamento.

Na verdade. este traballio tem a visao moderna segundo a qual. se pode/deve moti-
var a teoria recorendo-se a situacdes praticas. fazendo uso do computador. Procurou-se
organizar conhecimentos basicos de Computacao algébrica para servir de orientagac
a quem deseja implementar um sistema de computagao algébrica ou queira utilizar
racionalmente algum sistema existe.

PALAVRAS CHAVES: Sistemas de Software Algébrico. Computagao Algébrica.
Operagoes aritméticas. Algoritmo de Risch.
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Abstract

Aplicad mathematics problems. specificaly related to modeling. are generally pre-
sented in words. without formulas. This means to do/to choose the physical hypotheses
to be taken in account or to verify which are the problem main ingredients, Nowadayvs
the computer can be used as an efficient way for experimenting and verification in
the study of these problems. The current tendency is looking for building integrated
enviroments for the solution of mathematics problems (ASP 's] what demands many
experts cooperation. There is a great interest in searching the integration of algebric.
numerical and graphic computation that leads the idea of conceiving and algebraic
software sistem organized in modules.

To avoid rounding up errors, the algebraic software sistems perform the basic arith-
metical operations by software. Is necessary then. to choose data structures apropriated
to represent the objects {wholes and polinomes) as well as algoritthms that perform
these operations efficiently. Real numbers can be represented in order to utilize the
algorithms and data structures used for wholes numbers.

An algebraic software sistem must offer recourses of simplification and recousers to
obtain the primitive of a function. A continuous progress is obtained in the field of
interaction and in searching to develop an * ‘expert sistem ~ in interaction. combining
numerical computation knowledge. algebraic computation and artificial intelligence.
Risch algorithm contributed significantly to find out a solution for the problem of
getting a primitive in its closed pattern. In this work Risch algorithm is analysed in
order to show and understand details in this functioning.

In reality, this work has a modern view in which you can/must motivate the theory
using practical situations applyving the computer. It was tried to organize hasic knowl-
edges of algebraic computation to serve as orientation to whom desires to implement
an algebraic computation sistem or wants to use rationaly some existent sistem.

IKEY WORDS: Algebraic Software Sistems. Algebraic Comprtation. Arithmetical
Operations. Risch Algorithm.
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Capitulo 1

Computacao Algébrica

1.1 Introducgao

Ao tentar explicar fendomenos da natureza procurando uma relagéo entre causas e efeitos
surgem os problemas de matematica. Busca-se uma explicagao para o fenomeno para
poder prever o comportamento futuro desse fendémeno. O fendémeno é modelado ma-
tematicamente, estabelecendo uma relacdo entre as possiveis causas e efeitos. Nessa
modelagem surgem os problemas de matematica. Dado um problema de matematica,
no sentido amplo. para encontrar sua solucao existem diversos métodos [1]:

1. Método dedutivo, quando se trata de provar alguma verdade matematica.
2. Método analitico, que procura obter uma relagao analitica entre as variaveis
independentes e variaveis dependentes satisfazendo alguma(s) condigao(gdes).

3. Método numeérico, que procura obter valores da solugao (varidvel dependente)
de um problema para valores discretos das variaveis independentes, quando uma
solucao procurada for uma fungao ou os valores numéricos de variaveis que satis-
fazem alguma condigao.

4. Método grafico. para exibir graficamente o comportamento de um problema ou
mesmo de sua solugao. cuja inspegao pode fornecer informagdes importantes sobre
o problema e sua solucio.
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Com o desenvolvimento da tecnologia de informatica (hardware e software), atual-
mente pode-se usar o computador na aplicagdo dos métodos 2 a 4. O método 1 pode
se beneficiar da utilizagdo do computader porque aplicando os métodos 2 a 4 pode-se

obter um discernimento (insight) sobre o problema e este pode sugerir caminhos para
se chegar a uma prova.

1.2 Terminologia

Jonh Rice cunhou o termo software matematico (ver definicio 1.2.1) em 1969. ao
convidar pesquisadores para participarem de um simpodsio na Purdue University em
abril de 1970[2]. O software matematico teve um desenvolvimento extraordinario na
década de 70. Ja no fim da década de 70 a comunidade de software matematico comec¢ou
a tomar consciéncia de que se preocupou demasiado em criar produtos e se preucupou
de menos com os usuarios destes produtos.

Com o advento de novos recursos graficos de hardware e o barateamento das
maquinas de uma forma geral. a comunidade de software matematico reavaliou todo
o esforgo despendido no desenvolvimento de software numérico (ver definigao 1.2.2) e
chegou a conclusao de que o computador poderia desempenhiar um papel muito mais
abrangente do que o desempenhado até entao. na solugio de problemas de matematica.
Hoje o software matematico é considerado como uma disciplina (assunto para ensino
e pesquisa).

A terminologia usada € introduzida a seguir:

Definigao 1.2.1 [1): Software matemaitico é um ramo da engenharia de software

que concebe. implementa. testa e mantém software para solu¢io de problemas de
matematica. O

Definicao 1.2.2 [I1]: Software numérico é um software cuja finalidade é a solugdo
numeérica de problemas de matematica.O

Definigao 1.2.3 [1]: Software algébrico € um software cuja finalidade é a obtengao
de formulas matematicas como solucio analitica de um problema de matemdtica ou
resultado de qualquer manipulagado algébrica. O
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Nada impede que um software algébrico obtenha resultados numeéricos. Porém, ao
contrario do software numérico, um resultado numérico é encontrado obtendo primeiro
uma solugdo analitica que ¢ avaliada a seguir. Um software que seja a0 mesmo tempo

numeérico e algebrico poderia ser qualificado de matematico, o que de fato ocorre na
literatura.

Um software combina diversos algoritmos para que cumpra suas finalidades.
Definicao 1.2.4 [1]: Algoritmo bésico é aquele definido matematicamente.0d

Definigao 1.2.5 [1): Algoritmo computacional (numérico. algébrico. ou gréfico} é aquele
obtido de um algoritino basico ou de uma combinacao deles. levando em conta as ca-
racteristicas do computador com a finalidade de executar uma sequencia de operagoes
para resolver um problema.d

Definicao 1.2.6 [1]: Computacao numérica é a resolucao numérica de problemas de
matemdtica utilizando o computador.0

Definigao 1.2.7 [1): Computacao algébrica ou Manipulacio Simbdlica é a resolugdo
analitica de problemas de matematica utilizando o computador.0

Defini¢ao 1.2.8 [1]: Computacao gréfica € a geragao de graficos pelo computador e
o estudo de algoritmos, técnicas e métodos para essa geragio.O

O software matemadtico precisa combinar os conhecimentos de ciéncia da com-
putacao, da computacao numérica e da engenharia, sem mencionar os da matematica
que perineia toda as trés areas.

U'm software matematico pode se apreseniar como:

e Um pacote: colecio de programas para resolver uma classe ou uma grande sub-
classe de uma classe de problemas:

¢ Uma biblioteca: colegdo de programas para resolver diversas classes de programas
de matematica:

e Um sistemas de software: constituido de um pacote ou de uma biblioteca mais
uma interface do usuario.
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Um software para computagao algébrica em geral se enquadra na classificacio de
um sistema de software. E composto de um elenco de recursos e de uma linguagem para
manipular esses recursos. Por conveniéncia um sistema de software para computagio
algébrica, serd chamado aqui como sistema algébrico ou sistema de software algébrico. '

1.3 Computacao Algébrica

Hamming [3] afirma que *A finalidade da computacao ¢ o discernimento. nao nimeros”.
O discernimento raramente ¢ obtido a partir de uma grande quantidade de mimeros;
graficamente € a forma mais comum de obté-lo. Existem outras maneiras de se obter o
discernimento - o uso da manipula¢ao simbolica pelo computador (também conhecida
comao computagao algébrica).

Na verdade. a 1déia de que qualquer procedimento analitico exato poderia ser exe-
cutado por um computador foi expressa em 1844 por Lady Lovelace (Ada Augusta).
a filha de Lord Byron e patronesse do matematico inglés Charles Babbage. Em 1833
Babbage desenvolveu uma "maquina analitica™. que era uma espécie de maquina de
calcular progamavel com aritmética e dispositivos de memoria. Cem anos mails tarde, as
propriedades da maquina de Babbage tornaram-se os fundamentos dos computadores
modernos [4]. A primeira tentativa bem sucedida para executar uma operacao nao
numérica simples, em um computador ocorreu em 1955: a diferenciagao [5. 6]. O
proximo e importante passo nessa diregao - o desenvolvimento da algebra polinomial -
necessitou de outros 10 anos de desenvolvimento de tecnologia de hardware, de novos
algoritmos [7]. e a criacdo de linguagens de programacio.

Nos anos 60 a idéia de manipulacdo algébrica, que usa varidveis ao invés de nimeros,
marcou o nascimento de uma area de especializacio, chamado Compulacdo Algébrica
ou Manipulagdo Simbolica. Observou-se que um computador pode auxiliar um cien-
tista ou engenheiro. ndo s6 em operagdes com numeros, mas também analisando o
comportamento desses problemas.

A manipulagio simbdlica pode ajudar a resolver problemas de trés maneiras [8]:

¢ fornecendo uma resposta completa:
o fornecendo uma aproximacao simbolica;

¢ auxiliando na previsao de uma resposta numeérica:
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Muitas pessoas se supreendem ao saber que os computadores sao capazes de exe-
cutar manipulagao algébrica tao bem quanto operagdes numéricas. A surpresa ocorre

porque geralmente o computador é visto como uma ferramenta destinada para com-
putacdo numerica.

Na computagao numérica. os simbolos que sio usados representam nimeros, e o0s
resultados obtidos também sio mimeros. Com sistemas algébricos, por outro lado.
é possivel usar computadores para executar analiticamente operagdes como diferen-
ciagao. simplificacio de expressoes (coletar termos similares). substituicdo de simbolos
Ou expressoes por outras expressoes. etc.

Um programa de computagao algébrica apresenta algumas vantagens em relagao
aos programas de computagao numérica. A primeira delas é a economia de tempo de
computagao. quando uma expressao algébrica for simplificada antes de ser avaliada
numericamente. A segunda vantagem é a obtencao de solucdes, quase sempre exatas.
em contraste com as solugoes numeéricas que sao a priort aproximadas. Um exemplo
pratico é a diferenciacao nimerica que tem muitas desvantagens comparada com a di-
ferenciacio simholica [9). Note-se que um resultado na forma algébrica pode facilitar
sua analise e interpretagao.

Varios algoritmos foram concebidos para diferenciagao, integracdo e expansao de
expressoes algébricas. A Computacao Algébrica se desenvolve para fazer com que os
recursos do computador se tornem disponivels e acessivels para o mundo educacional.
cientifico e industrial {10]. executando as tarefas necessarias da matematica com mais
eficiéncia ou que eram impossiveis manualmente. Um software de computacao algébrica
€ uma ferramenta que permite ao usuario ter acesso aos conhecimentos de matematica
de forma natural, e a cada dia de forma mais intuitiva, devido a evolugao das interfaces
entre usuario e computador.

Como o computador é programado para realizar as manipulacdes algébricas? A
idéia é fazer com que o computador siga um rigoroso procedimento que especifique todos
0s passos a serem seguidos. No desenvolvimento de um algoritmo para computagao
algébrica nem sempre se segue o procedimento que seja o mais eficiente manualmente.
Procura-se construir um algoritmo que represente uma expressao da forma mais simples
possivel. Entretanto. pessoas discordam sobre o que constitui a forma mais simples de
uma expressao. porque a utilidade de uma forma particula'r depende das circunstancias
em que o usuario se encontra. Por isso, a construgao de um algoritmo geral para
simplificacao é impossivel.

E importante observar que sistemas algébricos nao devem ser empregados apenas
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em calculos complexos, isto é, cdlculos que envolvem expressdes com muitos termos e
varias fun¢oes matematicas. Problemas relativamente simples abordados por manipu-
lagdo algébrica podem contribuir para tornar a avaliagio numérica mais simples.

1.4 Aplicacoes

A computagao algébrica tem aplica¢bes em vdrias areas: economia. geometria algébrica.
mecanica dos fluidos. fisica. engenharia. etc [11. 12]. cujos especialistas dessas areas
devem contar com uma ferramenta adequada.

Um exemplo classico do auxilio da computacao algébrica ocorre na teoria do movi-
mento da Jua. que fornece a posicao da lua como funcao do tempo. A solucao foi obtida
manualmente em 1867. pelo astronomo {rancés Charles Delauney. que levou 10 anos
para sua conclusao e mais 10 para verifica-lo. Em 1970 trés erros foram detectados
apos 20 horas de processamento. por um programa escrito por André Deprit. Jacques
Henrard e Arnold Rom. cientistas dos Boeing Scientific Research Laboratories em Seat-
tle. Apesar da computacao algébrica ter sido responsavel pela exposicac do erro de
Delaunuay. a tabela por ele construida. que relaciona a posi¢ao da lua com o tempo.
tem servido de parametro para os novos sistemas de computacao algébrica {11].

A Computagao algébrica pode ser aplicada na computacao numérica para diminuir
o tempo de processamento com a simplificacao algébrica de uma expressao antes de ser
avaliada numericamente. O exemplo a seguir ilustra a aplicagao de métodos de solugao
de problemas de matematica.

Para encontrar a soma dos 100 primeiros inteiros numericamente usam-se 198
adicoes separadas (ver Figura 1.1). Um algoritmo empregado por um programa de
computagao algébrica resolve o problema considerando que a soma dos n primeiros
inteiros é um polinémio do segundo grau em n. Da mesma forma, o algoritmo pode
encontrar a soma dos quadrados dos n primeiros inteiros. construindo um polinomio do
terceiro grau como funcao de n. Apesar desse algoritmo ser eficaz. nao é a forma mais
rapida de resolver o problema de somar os n primeiros inteiros. Existe, por exemplo,
o método proposto por Gauss. que percebeu que os inteiros de 1 a 100 poderiam ser
agrupados em 50 pares cuja soma € igual a 101. restando apenas fazer o produto 101
x 50. mas é um método que nao serve para encontrar a soma de quadrados. cubos ou
altas poténcias de inteiros enquanto que o algoritmo de computacao algébrica pode.

Pela bibliografia. verifica-se que o campo de aplicagdo da computagao algébrica ¢
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S:=1
I=1
while 1< 100
I:=1+! 99 adigdes
> 2x99
§:=S+1 99 adigdes
endwhile

Figura 1.1: Algoritmo para o calculo da soma dos 100 primeiros inteiros

amplo. Apesar da computagao algébrica ter conseguido resolver problemas em muitas
aplicacdes importantes. nao se pode dizer que as pesquisas na area estejam esgotadas.

1.5 Objetivos da Dissertagao

A dissertagao procura organizar conhecimentos hasicos de Computacao Algébrica para
servir de orientacao a quem deseja implementar um sistema de computagao algébrica
ou queira utilizar racionalmente algum sistema existente.

Estuda os algoritmos para computagao algébrica e tenta classifica-los em grupos,
especificando:

o Que grupos de algoritmos sao indispensaveis em qualquer sistema de manipulagao
algébrica.

¢ Quais os algoritmos que realizam as operacoes aritméticas basicas.

¢ Estuda o algoritmo de Risch {para obtencao de primitivas) e faz algumas conside-
racoes sobre a maneira de colocd-lo de uma forma que seja possivel implementa-lo.

1.6 Organizacao da Dissertagao

A dissertagao foi assim organizada:
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Capitulo 2 - Sistemas de Software para computagdo Algébrica. Levantamento

histérico, classificacao, propriedades, aplicacbes de sistemas algébricos, enfati-
zando a simplificagdo algébrica. Tendéncias atuais da integracdo da computagio
numérica, computagio algébrica e computagio grafica sao também discutidas.

Capitulo 8 - Organizacdo de um Sistema de Software Algébrico. Apresenta uma
arquitetura de um Sistema de Software Algébrico. em que sado identificadas as
operagoes necessarias para a construcao de modulos de um sistema. além de uma
breve analise sobre os atributos da interface do usudrio e da linguagem a ser
utilizada por um sistema.

Capitulo § - Operagoes Aritmeticas Basicas. Sao apresentados e discutidos os al-
gorilmos para execugao de operagoes aritméticas basicas com inteiros e polinomios
em precisao arbitraria. E também discutida a manipulagao dos nimeros reais.

Capitulo 5 - Algorilmo de Risch. Uma breve descriao sobre integragio simbélica.
O algoritmo de Risch (para encontrar primitivas) é analisado a fim de mostrar e
compreender os delallhes do seu funcionamento. colocando-o de uma forma que
seja possivel implementa-lo. Além disso. é apresentado um breve estudo compar-
alivo de como alguns sistemas algébricos que tratam do problema de integragao,

Capitulo 6 - Conclusées. Sao apresentadas algumas conclusoes e sugestoes para
trabalhos futuros.



Capitulo 2

Sistemas de Software para
Computacao Algébrica

Desde meados da década de 60 mais de 30 sistemas foram desenvolvidos. Os sistemas
de software algébrico podem simplificar expressdes que sao grandes {contém muitos
termos) e complexas. A simplificacdo é a mals interessante e controvertida operagio
na manipulagao algébrica. e é importante saber que essa operagao troca a forma e nao
o valor de uma expressao.

Este capitulo apresentara um Jevantamento histérico, uma classificacéo. proprieda-
des. aplicagoes de sistemas de software algébrico enfatizando a simplificagac algébrica.

2.1 Conceitos Basicos

Na década de 60, houve duas abordagens na construcao de sistemas algébricos, que
geraram sistemas que podem ser classificados em dois grandes grupos [1. 13]:

o Sistemas com finalidade geral desenvolvidos para executar manipulagao algébrica
de modo gera}. Nessa abordagem foram descobertas as limita¢des do computador
para realizar as manipulacdes e indentificada a maioria dos problemas de imple-
mentacao. Os clentistas engajados nessa abordagem procuraram resolver esses
problemas.
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o Sistemas destinados a solugao de problemas especificos, especializados em resolver
classes de problemas como os de fisica tedrica, astronomia e quimica. Os cientistas
que adotaram essa abordagem estavam interessados em resolver os seus problemas
€ nao o problema mais geral de computagao algébrica. Nesse grupo a computagio
algébrica foi considerada como uma ferramenta, ao contrario do grupo anterior
que tinha como objetivo resolver os problemas de computagao algébrica sem se
preocupar com problemas especificos.

Exemplos do primeiro grupo sao o REDUCE que tem versao até para PC. MAC-
SYAA que tem versdao para VAX chamado VANXIMA e SCRATCHPAD desenvolvido
pela IBM. No segundo grupo os exemplos mais conhecidos sao ASHMEDAI para
eletrodinamica quantica. CAMAL para teoria lunar e da relatividade geral. SCOON-
CHIP para fisica de alta energia, SHIP para manipulagao de tensores e TRIGMAN
para mecanica celeste.

Os dois grupos aprenderam um com o outro e continuam aprendendo. Cada um
desenvolveu seus sistemas: atualmente nado existem sistemas algébricos que tenham
sucesso em lodas as areas de especializagao; por isso o aprendizado dos grupos e
continuo.

Os sistemas algebricos podem ser classificados em trés grupos principais que refletem
o desenvolvimento histérico [11]. Os sistemas do primeiro grupo sao descendentes dos
sistemas concebidos no inicio da computagao algébrica: eles foram concebidos para
resolver problemas especificos em determinadas dreas da matematica. fisica e quimica.
Os sistemas do segundo grupo sao de finalidade geral. incluindo as quatro operagoes
aritméticas. calculo de integrais definidas e indefinidas, resolugao de equagdes, inclusive
equacoes diferenciais ordinarias, expansao de uma funcio em série de Tavlor, etc. A
ultima geracao tem a adicao de recursos graficos e se preocupa com a comunicagao entre
o usudrio e o computador. Essa geracao foi viabilizada pelo barateamento e avanco da
tecnologia de hardware.

Por indmeras razoes leva-se um longo tempo para o desenvolvimento de programas
de manipulagao de expressoes algébricas. A dificuldade mais dbvia encontrada € a
inadequagao do hardware do computador para manipulacao de expressoes algébricas e,
consequentemente. operagoes f{aceis com adigao e multiplicagao devem ser executadas
por programa.

O controle de expressoes intermediarias [14]. conhecido como “explosao™. é outro
problema. Tobey descreve o problema como "o inchaco da expressdo intermediaria”
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[15]. Quando uma expressio algébrica for escrita em um papel nao serd sempre do
mesmo tamanho. Da mesma forma, quando as expressdes forem representadas na
memoria do computador naoc ocupardo o mesmo espago. Qualquer caso simples en-
volvendo manipulacdo de expressdes, comeca e termina com expressdes simples, mas
freqlientemente envolve expressoes intermediarias de complexidade arbritraria. Se a
memoria nao puder ser alocada para expressoes intermediarias, a execucio do pro-
grama nao podera ser concluida. Por exemplo, um autovalor de uma matriz cujos
elementos sao polinomios pode ser um nimero. Entretanto. a fim de obté-lo. é preciso
obter analiticamente o determinanie dessa matriz que pode ser uma expressao muito
complicada.

Na computacao numeérica existe uma forma racional de distribuir os dados na
memoria e prever a possivel demanda de espaco pelos dados de saida. antes de iniciar
a execugao do programa. Para o manipulacao algébrica as vezes é impossivel alocar
antecipadamente memoria para armazenar expressoes, ou determinar quanta memoria
sera necessaria em passos intermediarios. Uma forma de resolver esse problema é usar
alocagao dinamica de memoria nos passos intermediarios do processamento. Os dados
gue nao forem necessarios adiante. sao descartados. e a memoria torna a ser usada para
armazenar novos dados.

A distingao principal entre a manipulagao simbdlica e a computacao numeérica esta
na grande complexidade das operacbes elementares (adicao. multiplicagao, etc.). Na
manipulacao simbolica as operacoes elementares sao normalmente executadas por pro-
grama. fazendo com que as instrucdes necessarias para um controle de entrada e saida
dos dados sejam mais complicadas.

Em alguns casos a manipulagao simbdlica pode ser executada fazendo uso direto
de numeros que sao facilmente armazenados na meméria do computador em codigo
binario. Por exemplo o polinémio 54/7r3y=?%, nas variaveis r,y.z,w, pode ser re-
presentado de uma maneira clara pelo conjunto de nimeros 34. 7. 3. 1. 2. 0. Essa
representacao é uma forma simples de desenvolver um sistema compacto e rapido, mas

quando se trabalha com operagoes simbdlicas como diferenciagao o programa apresenta
dificuldades.

Quatro métodos foram usados para executar manipula¢io simbdlica no computador
[12):
Primeiro. Meétodo - Os dados de entrada sao armazenados na memdria de forma

compacta como {oi descrita acima e o programa necessario para a manipulagao desses
dados sao escritos em linguagem de baixo nivel. E comumente usado para resolver uma
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pequena por¢io de problemas. E a base para muitos programas de sistemas algébricos
que sao compactos e simples. U'm exemplo é o sistema SCHOONSCHIP.

Segundo Método - Aqui os dados também siao armazenados de forma compacta, mas
os programas para manipulagao desses dados sdo escritos em linguagem de alto nivel
ou em forma de subprogramas. Alguns subprogramas sao escritos em linguagens de
alto nivel e outros em linguagem de baixo nivel. Esses subprogramas sio ativados em
uma linguagem de alto nivel. Um exemplo é o sistema SAC-I.

Terceiro Mctodo - As operaches necessarias sao programadas diretamente em lin-
guagens de alto nivel. O armazenamento de dados e sua manipulagao sao executados
de arcordo com um conjunto de regras definido por uma linguagem particular. Neste
método a representagao interna dos dados nao é necessariamente compacta.

Quario Mclodo - E a base para a maioria dos sistemas algébricos sofisticados. Este
método envolve o uso de um conjunto de subprogramas de manipulagao escritos em
qualquer linguagem de manipulagao simboélica (por exemplo LISP). O sistema incorpora
um grande numero de funcdes especiais. que sao implementadas independentemente.
Os dados de entrada e o programa de controle sao escritos numa linguagem especial.
desenvolvida com o resto do sistema. Essa linguagem deve ser a mais conveniente para
o0 usudrio, entre outras coisas. Um exemplo ¢ o sistema REDUCE-2 [16].

Observe os quadros 2.1, 2.2, 2.3 e 2.4 [12]. que fornecem algumas informagdes sobre
os sistemas citados como exemplos na classificacao acima.

Quadro 2.1: Propriedades gerais de sistemas algébricos

Sistemas SCHOONSCHIP | CLAM | REDUCE-2
versao(ano) 1977 1972 1973
computador CDC-6500 CDC-6300 | CDC-6500

linguagem de implementacao Assembler Assembler LISP
linguagem externa - LISP ALGOL
aplicagoes primarias QFT GTR Universal

Linguagem especiais dos sistemas:
a)QFT (Quantium Field Theory - Teoria Quantica dos Campos);
b)GTR (General Theory of Relativity - Teoria geral da relatividade):

¢)CM (Celestial Mechanics - Mecanica Celeste):
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Quadro 2.2: Propriedades gerais de sistemas algébricos (continuagio)

Sistemas SYMBAL | CAMAL | MACSYMA |
versao(ano) 1970 1975 1977
computador CDC-6500 { EC-1040 | DECPDP-10

linguagem de implementacao | Assembler BCPL LISP
linguagem externa ALGOL - ALGOL
aplicacoes primarias GP CM e GTR Universal

d)MP (Mathematical and Physics - Matematica e Fisica):
e)}GP (General Pourpose - Finalidade geral).

Suponha que as manipulacoes algebricas foram concluidas no computador. Agora é
preciso que o usuario seja capaz de compreender a resposta. 0 que constitui um outro
tipo de problema: como o resultado da manipulacao algébrica pode ser apresentado ao
usuario utilizando os periféricos disponiveis no computador? Além disso. o significado
de uma expressao depende do contexto em que o usuario se encontra; por exemplo.
a expressio v', em algumas areas da malematica significa o i-ésimo componente do
vetor v. em outro significa v elevado a poténcia i. Progressos significativos foram
feitos na resolugao do problema de ajuste ao contexto. mas esse problema nao foi ainda
completamente resolvido. Nao se espera que as dificuldades de usar sistemas algébricos
venham a desaparecer por completo. Os usuarios a cada dia vao exigir mais clareza e
os engenheiros de software vao tentar aperfeicoar suas criagoes.

2.2 Simplificacao Algébrica

Os sistemas algébricos podem simplificar expressoes que sdo grandes e complexas. Tais
expressoes podem conter nao apenas funcoes elementares como trigonométricas. log-
aritmicas e polinomiais. mas também fun¢des mais complexas envolvendo derivadas
e fungdes especiais como as de Bessel. O usuario do sistema algébrico pode também
definir sua funcdo. especificar suas propriedades e impor regras de simplificagao apro-
priadas: na verdade, o computador pode, as vezes, ser empregado para encontrar tais
regras.

Simplificacio é a mais interessante operagao na manipulagao simbdlica. E tambem
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Quadro 2.3: Objetos matematicos e operacoes com eles que foram incorporados nos

sistemas do quadro 2.1

Sistemas SCHOONSCHIP CLAM REDUCE-2
Fungoes elementares Nao Muitas Algumas
Funcodes racionais Nao Sim Sim

Maximo divisor comum Nao Nao Sim

Diferenciacao Nao Sim Sim
Integracao Nao Néo Nao
Numeros complexos Sim Nao Sim
Nimeros racionals Sim Sim Sim
Aritmética de numeros flutuantes

e decimais Rapido Nao Lenta

Séries de poténcia Néo Nao Moderado
Séries de Fourler Nao Nao Nao
Vetores e tensores Moderados Alguns tipos Bom
Algebra de matrizes Excelente Nao Bom
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Quadro 2.4: Objetos matematicos e operagdes com esses objetos que foram incorpora-
dos nos sistemas do quadro 2.2

Sistemas SYMBAL CAMAL MACSYMA
Funcoes elementares Poucas Muitas Todas
Funcoes racionais Sim Sim Sim

AMaximo divisor comum Néo Casos simples Sim
Diferenciacao Sim Sim Sim
Integracao (Casos simples | Casos simples Sim
Nimeros complexos Sim Sim Sim
Numeros racionais Sim Sim Sim
i Aritmeética de numeros flutuantes
e decimais Nao Rapido Répido
Séries de poténcia Excelente Bom Excelente
Séries de Fourjer Tipos especiais Excelente Bom
Vetores e tensores Moderado Moderado Excelente
Algebra de matrizes Nao Nao Nao
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a mals controvertida. Entretanto, existe uma propriedade, com a qual usudrios e

engenheiros de software concordam. A simplificacdo troca a forma ou a representagao
de uma expressao mas nao o seu valor.

Historicamente, a simplificacdo {oi exigida dos sistemas de manipulagio simbdlica

para que produzisse resultados mais naturais ao usuario. Por exemplo, o resultado da
« . -~ 2 - ~ . - ,
diferenciagao de az + ze™ em relagio a z, de forma nao simplificada é

U-.r+a-]+]-6r2+.’r-612-2-r.

Simplificando. a expressao acima se torna:

O problema de representacao de uma expressao algébrica é um caso especial da
manipulagao simbdlica porque existern muitas formas. Irequentemente uma dessas

formas equivalentes é mais usada que ouira e nao é um problema trivial reconhecer
essa equivalencia.

Os projetistas preferem sistemas nos quais os passos da simplificacio sao os mesmos
em qualquer contexto. Usuarios preferem um sistema que produza uma expressao
simplificada que lhe forneca uma informacao contextual.

Alguns usudrios estao apenas interessados no resultado final da execucido de um
programa. Para tals usuarios o problema de simplificacdo se reduz a obter uma ex-
pressao de forma a otimizar o uso do espago de memoria e do tempo de computagao.
Por exemplo. para aqueles que usam a diferenciacao stmbodlica como uma ferramenta
para obtenc¢ao do valor de uma derivada, sé interessa a forma final da fun¢éo derivada.

Qutros usuarios, desejam observar algumas propriedades de um fenémeno através
da manipulacio do modelo matematico, procurando uma interpretacao fisica. Por e-
xemplo. quando ele esta interessado na maneira como o valor de uma expressao varia
com uma de suas variaveis.

E mais facil para o usuario compreender e responder questdes sobre expressdes. com
poucos termos do que sobre expressoes com muitos termos. o que faz supor que a meta
da simplificacao é produzir expressdes com poucos termos. E. de fato a maioria das sim-
plificacdes usuais produz expressdes com menos termos. Entretanto. ha simplificacoes
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que produzem expressdes com mais termos. por exemplo; (2 +1)° — 23+ 322+ 3z +1
e outras produzem expressoes com menos termos r + 2z ~ 3z. Muitos sistemas sé
executam tais transformacgoes se o usuario desejar.

2.3 Classificagao dos Sistemas Algébricos de acordo
com a Simplificagao

A simplificacdo é de tanta importancia em um sistema algébrico. que quando um en-
genheiro de software decide como vai representar as expressoes. quais as mudancas que
o sistema podera fazer automaticamente. guais dessas mudancas vao ser permitidas
ao usuario ignorar e modificar. e quais as facilidades adicionais para simplificar ex-
pressoes que o sistema ira ler. restar-lhe-ao poucas decisoes importantes a tomar. A
simplificagao é tao importante que pode ser usada para classificar sistemas de software
algébrico.

Antes de prosseguir com a classificacio é razodvel que se defina. o que seja a forma
canonica de uma expressao. Observa-se que nao existe uma definicao geral de forma
candnica de uma expressao. Cavinness [17] faz consideracbes sobre a forma canénica
de uma expressao com respeito a simplificacao algébrica.

Obter uma classe de expressoes £ significa obter um conjunto de regras para deter-
minar uma “bem-definida™ expressao da classe. As expressoes devem ser consideradas
como um conjunto de simbolos atémicos. no qual um subconjunto é designado por
varidvets. Qualquer membro de £ que nao contenha uma variavel ¢ chamado uma
E-constante. A expressao passa a ser interpretada como fungao sobre algum dominio

D.

Se E, e E; forem membros de uma classe de expressoes £. E) é idéntica a E; se
e somente se E; e E, possuirem o mesmo string de simbolos atdémicos. Essa relagao
¢ denotada por £} = E,. E, e E; sao cquivelentes. se para todos os valores em D
atribuidos as suas variaveis a mesma resposta para £ e E; é obtida: denota-se por

E] = EQ.

A defini¢do de forma canénica e forma normal de uma expressao é dada aqui ex-
clusivamente como condic¢oes suficientes para sua existéncia.
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(i) f[(E)=E. e
(ii) Se E =0, f(E) = 0.0

Definicao 2.3.2 [17]: Umaforma f-candnica é uma forma f-normal com a propriedade
adicional de que para todo E) e E; em £ tém-se E, = E, e f(E,) = f(E;).0

Se em particular f for transparente ao contexto ou f for arbitrdria. usa-se apenas
a forma canénica (normal) ao invés de forma f—canénica (normal).

Definigao 2.3.3 [17]: Uma classe de expressées é chamada classe canonica (normal)
se existe uma forma candnica {normal) para ela.O

Para uim dado conjunto de expressdes £ e uma forma candnica (normal) f para £.
os membros do conjunto f(&) de uma expressao candnica vao ter uma certa forma em
comum. Por exemplo. uma forma canénica para polindmios com coeficientes racionais
mapeia cada polindmio para a forma rg + ryr 4+ ...+ r, 1", onde os r; ‘s sdo nimeros
racionais na forma canénica.

A classificagao é baseada no seguinte critério: o nivel em que o sistema troca a
representacao fornecida pelo usuario. Eles sao classificados em [13]:

Radicais

Os sistemas radicais podem manipular uma bem definida classe de expressoes (por
exemplo. polindomios. fun¢odes racionais. séries de poténcias). As expressoes nesse caso
sao representadas na forma candnica. isto €, quaisquer expressdes equivalentes sao
internamente representadas de maneira idéntica. Isso significa que o sistema muda
totalmente a expressdo fornecida pelo usudrio a fim de obter a expressao em sua forma
candnica. A vantagem desse sistema esta na realizagao de trabalho baseada em um bem
definido e eficiente algoritmo de manipulagdo. Uma desvantagem esta na expansao de
expressoes como (x + 1)'%%, cuja obtencao da primitiva ou derivada, por exemplo, é
muito malis facil sem expandi-la. Exemplos de sistemas radicais sao SAC-1 e 0 ALPAK
[18. 19].

Deixa a nova expressao (New Left)

Esses sistemas superam algumas dificuldades causadas pela expansao automatica
de expressoes obtidas ou fornecidas pelos sistemas radicais. O usuario do new left pode
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especificar quando uma expansio de uma expressao deve ser realizada. Esse sistema
pode simplificar uma variedade de expressées com grande facilidade, mas nio tio efi-

cientes quanto os sistemas radicais. Exemplos de sistemas new left sio o REDUCE e
o ALTRAN [20, 21]. :

Os Liberais

Os sistemas liberais contam com uma variedade de representacdes de expressdes
e usam regras de simphficacao manual. Esses sistemas executam simplificacdo usual.

organizando somas e poténcias de produtos. aplicando regras em relacao a coeficientes
0 e 1 e removendo operadores redundantes.

A grande desvantagem desse sistema esta na representagao de uma informacao que
requer de duas ou trés vezes mais espaco de meméria que num sistema radical e a
manipulacao torna-se bastante lenta em algumas situacoes. A vantagem é a capaci-
dade de expressar problemas de maneira mais natural ao usuario que os dois sistemas
anteriores. FORMAC [22] é um exemplo de sistema liberal.

Os Conservadores

Os sistemas conservadores procuram nao so executar simplificagdes. mas tambhém
se adequar a ocasioes. Os engenheiros de software o conceberam para possibilitar ao
usuario construir suas simplificacdes e muda-las quando necessario. Esses sistemas sao
ainda mais lentos que os liberais.

A importancia dos sistemas conservadores esta na filosofia que eles implementam
[23]. A simplificacdo de uma expressao deve ser determinada pelo contexio. Os en-
genheiros de software entendem que o sistema deve ser capaz de se ajustar a natureza

particular do problema. FAMOUS e FORMULA ALGOL {23, 24] sdo exemplos de tais
sistemas.

Os Cadticos

Os sistemas caoticos usam mais de uma representacao para uma expressao e fornece
mais de uma abordagem para a simplificagdo. A idéia basica é admitir que se uma
técnica nao funciona a outra deve funcionar. O usudrio deve ser capaz de escolher
qual das simplificagoes fornecidas ¢ adequada em cada caso. Os projetistas do sistema
caético enfatizam a habilidade de resolver uma grande variedade de problemas. Eles
procuraram fornecer ao usuario a eficiéncia e a forca dos sistemas radicais e a atencao
ao contexto dos sistemas conservadores. A desvantagem dos sistemas caoticos € a sua
organizacao e seu tamanho. Eles sio necessariamente maiores que os outros sistemas.
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Um exemplo desse tipo de sistema é 0o SCRATCHPAD [25), atualmente conhecido como
AXIOM, que tem quatro simplificadores.

2.4 Aplicagoes dos Sistemas Algébricos

Existem mais de 500 publica¢des sobre a utilizagio de sistemas algébricos em fisica e
matematica [12]. Os sistemas algébricos. no entanto. podem ser usados nas areas mais
nusitadas. ja que antes de tudo os projetistas dos sistemas algébricos tém por objetivo
fazer com que o usuario obtenha discernimento sobre o problema de matematica
estudado. Em hidrodinamica e em muitos outras areas da matematica aplicada ¢
necessario resolver sistemas complicados de equagdes diferenciais parciais. Os sistemas
algébricos podem ajudar a resclver essas equagoes [12].

O algoritmo de Euclides. é um método sistematico para encontrar o maximo divi-
sor comum de dois elementos de um dominio euclidiano (ver definigio no Apéndice).
E possivel que na aplicao desse método haja um crescimento dos resultados inter-
mediarios. Por essa razao os objetos. ou seja. os elementos do dominio euclidiano.
devem ser armazenados no computador. em uma estrutura dinamica que permita que
esses objetos cresam arbitrariamente. Geralmente um numero armazenado no comi-
putador usa um espago fixo na memdéria. mas em um sistema de manipulacgao algébhrica
a alocagao fixa nao pode ser usada. Matematicos que estudam as propriedades dos

grandes numeros foram seduzidos por essa caracteristica dos sistemas algébricos [11].

O matematico George David Brikhoff da Universidade de Harvard demonstrou. em
1923, um teorema declarando que a teoria geral da relatividade exclul a propagagao
no espaco de pulsos gravitacionais cuja energia conceitualmente é gerada pela pulsagao
radial da matéria na estrela. Devido a nenhum pulso ter sido detectado e devido ao
resultado de Brikhofl contrariar as teorias de Newton e de Einstein, a exclusao de
pulsos passou a ser desconsiderada em qualquer teoria gravitacional. Era cansativo e
lento determinar quando a teoria da gravidade satisfaz ou nao o teorema de Birkhofl: a
teoria gravitacional elaborada por C. N. Yang da Universidade de New York em Stony
Brook mostrou a utilidade do sistema algébrico para testar a validade do teorema de
Birkhoff [14].
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2.5 A Tendéncia Atual de Integragao da Computacao
Algébrica, Computacao Numeérica e Computacgao
Grafica

Como foi dito no capitulo 1, ha métodos diferentes de atacar a solucio de um problema

de matematica. Em geral. esses métodos niao sao usados isoladamente em ciéncia e
tecnologia.

Em meados da década de 1930 [26. 27] comecaram os esforcos para acoplar pro-
cessamento numérico com simholico (técnicas de inteligéncia artificial). Esses esforgos
1ém por objetivo aperfeigoar os mecanismos de adaptabilidade presentes em software de
equacoes diferenciais ordinarias e software de quadratura inventados na década de 1970.
O que se procura é acompanbar criticamente a execucao de um algoritmo numeérico
e, dependendo da solucao intermediaria ou parcial. alterar um ou mais parametros do
algoritmo ou ainda mudar de algoritmo.

Os especialistas chegram a conclusao de que um computador poderia auxiliar um
cientista ou engenheiro nao s6 com cdlculos numéricos. manipulando formulas ou exi-
bindo graficamente o comportamento de um problema. mas orientando-o na execucgao
de suas tarefas. ou seja. poderia embutir alguma “ineligéncia™ de modo gue o com-
portamento do sistema dependesse das decisdes do usuario [1]. A idéia por tras de um
ambiente de solugao de problemas é de que os sistemas que ajudam a resolver proble-
mas de matematica devem integrar os recursos de computagao numérica, computagao
algébrica e computacao grafica e além de incorporar subsistemas de inferéncia e de
banco de dados diversos. Além disso, a eliminacao da tarefa de programar a solugao
de um problema de matematica numa linguagem tradicional é altamente desejdvel.

O conceito de um ambiente de solugao de problemas (ASP) de matematica ainda
nao esta totalmente estabelecido. Sabe-se razoavelimente o que se quer que um ASP
faga. mas ainda nao estd claro como integrar num sistema as tecnologias de computagao
numérica, computacao algébrica e computagao grafica com as tecnologias de inteligéncia
artificial. banco de dados e de linguagens de programacao. Questoes como aproveitar o
software existente nas diversas areas ou inventar uma nova linguagem de programagao
para viabilizar o desenvolvimento de ASP ‘s ainda precisam ser respondidas.

Para gue um sistema seja considerado um ASP:

o deve apresentar uma aparéncia integrada e unificada ao usuario:
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¢ deve conter um subsistema de raciocinio automatico;

o as diversas ferramentas que o compdem devem se comunicar de forma clara ou
mesmo transparente ao usuario; e

o deve se apresentar ao usuario com a estrutura de um sistema especialista.
As vantagens que um ASP pode trazer sao as seguintes:

o reflete de modo natural a metodologia de modelagem usada em ciéncia e tecnolo-

aia;

¢ serve de arcabougo para pesquisa cientifica;

» assiste um pesquisador em sua experimentacao: e

e amplia os conhecimentos de uma area € a0 mesmo tempo permite detetar falhas
na maneira de pensar.

Se ha vantagens em se construir e utilizar ASP s ha também desvantagens:

¢ Nio se sabe como construi-los e mesmo como defini-los adequadamente.

¢ O tempo necessario para descobrir como cria-los e como usa-los € provavel que
seja substancial e cada ASP podera ser arbitrariamente diferente de outro e nao
ser portatil (compilavel e executavel em um grande numero de ambientes de
computacao sem nenhuma alteragao).

o Desenvolver software colaborativo (em dois sentidos: um software que ajuda outro
e participacao de varios especialistas) de alta qualidade é muito dificil.

e O sucesso no desenvolvimento e utilizagao de ASP’s dependera da disponibilidade
de informacdes de qualidade e de documentagao para que todas as partes do ASP
sejaim usadas.

Os usuarios de ASP’s serdo cientistas. engenheiros. matematicos. estudantes e ou-
tros. Diferentes usuarios procurando acesso a um ASP o desejarao por diferentes razoes.
Ha contudo. certas caracteristicas que todos esperam de um ASP. Tals caracteristicas
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se referem principalmente aos aspectos de assisténcia. geréncia, manutengao e confiabil-

idade. Esses aspectos constituirdao um fator relevante na adogao ampla e na utilizagao
de um ASP.

A matematica necessaria deve atender a ajustamento de curvas e superficies com
exibicao grafica. estatistica e manipulagéo simbdlica. Algoritmos numéricos constituem
requisitos gerais em computagao usada em ciéncia e tecnologia.

Um aspecto deve distinguir um ASP de outros programas de aplicagao. Deve ser
uma ferramenta para ajudar a resolver problemas novos. respondendo a questoes dos
usuarios que normalmente sao dificeis e nao rotineiras. Questoes de eficiencia do sis-
tema sao importantes. mas frequentemente subordinadas a otimizagao do esforco e
tempo gastos pelo usuario.



Capitulo 3

Organizacao de um Sistema de
Software Algébrico

No capitulo 2 foram apresentados um levantamento histérico. uma classificagdo. pro-
priedades ¢ aplicacoes de sistemas algebricos. enfatizando a simplificagao algebrica.
Destacou-se tamhém a tendéncia atual em integrar a computagao algébrica. com-
putagao numérica e computacao grafica. Neste capitulo sera apresentado um projeto
de arquitetura de uin sistema de software algébrico. considerando a possivel integragao
das trés areas da computagao. Sao identificados os algoritmos que sao indispensaveis
em qualquer sistema algébrico. agrupando-os em mddulos que permitem alcancar maior
clareza na estrutura logica do software. Também sido feitas consideragdes sobre a 1n-
terface do usuario e a linguagem de um sistema de software algébrico. '

3.1 Modelo de Arquitetura de um Sistema de Soft-
ware Algébrico

Os programas de computagao algébrica sao ferramentas para solugao de problemas de
matematica. Os passos envolvidos na construgao de um sistema algébrico (definido
no capitulo 1) podem ser descritos em termos gerais. Todo sistema tem caracteristicas
especiais para atender os seus usuarios. A medida que crescem o tamanho e a complexi-
dade da aplicacao. as consideragbes sobre o procedimento para construgao do software
tornam-se mais importantes.
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Em uma visio geral, pode-se dizer que os sistemas sic comumente divididos em
(ver Figura 3.1):

¢ micleo, onde estao as rotinas que controlam a operacio do sistema e executam
as operagoes basicas e as aritméticas;

¢ a interface. que controla a comunicagao com o usuario; e

¢ banco de fun¢des ou modulos que contém procedimentos para execugao de operagdes

mais complexas como diferenciacao e simplificagao de expressoes.

A interface é um conjunto de programas que manipula varios aspectos da interagao
do sistema com o usuario. Permite que o usuario especifique um problema que deseja
resolver usando uma liguagem: a especificacio é interpretada no micleo que ativa os
modulos necessarios para a solucao do problema e finalmente a solucao do problema é
encaminhada a iuterface que se responsabiliza em exibi-la para o usuario.

Comandos Banco

Imerface Nucleo de
Fungdes

Resultados

Figura 3.1: Divisao de Sistemas Algébricos

A abordagem estruturada de conceber solugoes de problemas conduz naturalmente
a modularizacao do software. Os mddulos implementam funcdes bem definidas e per-
mitem alcan¢ar maior clareza na estrutura logica do software. A idéia de modular-
izacao esta associada a idéia de isolar operacbes ou conjunto de operagoes e de usar
parametros em um software. A parametrizagio de um software pode ser usada para
coletar parametros de hardware e de software que sao usados em diferentes unidades
de programa e tornar flexiveis as representacdes de dados. O isolamento de operagoes
e sua implementacao em um mddulo permite executar essas operagdes em diferentes
unidades de programa apenas ativando o médulo correspondente. Além disso. é possivel
conceber o sistema de forma incremental. pela adicado de mais recursos. ou seja. novos
médulos. podendo até tornar o sistema um especialista numa determinada area. O
sistema de software MAPLE foi concebido de forma incremental e hoje conta com mais
de 900 fungoes.
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No desenvolvimento de programas é preciso langar mao de todos os recursos para
aumentar a produtividade e a qualidade do software desenvolvido. Para ilustrar a idéia
exposta, de modelo de arquitetura de um software algébrico é apresentado na figura 3.3
(n&o se sabe se é possivel construir). Pelo menos conceitualmente é mais facil visualizar
o sistema composto de modulos; para facilitar a compreensao, o modelo foi dividido
em trés niveis:

o Nivel 1.

0O modulo interface do usuario. deve permitir a utilizacio de uma variedade
eclética de hardware de entrada e saida incluindo o tradicional teclado. resposta
audivel. voz. mousc. digitalizador. pena magnética. video a cores de alia res-
olugao. tragador de graficos a cores. etc. Também deve dispor de uma linguagem
de comunicagao com o sistema (comandos do sistema} e uma linguagem de es-
pecificacido de problemas com o qual o usudrio vai dizer ao sistema qual é o seu
problema. onde estao os dados. como eles serao fornecidos e como quer a saida.

As operagoes que dependem do ambiente devem ser agrupadas em um mesno
modulo (modulo de interface do usudrio). As rotinas devem ser arganizadas em
camadas, uma camada com fungoes especificamente para cuidar da parte fisica
da maquina. Como é mostra a figura 3.2, as rotinas de aplicagao fazem chamadas
a um conjunto de fungdes de interface que devem executar tarefas especificas do
equipamento.

Rotinas de Aplicagio

de Interface de dispositivos

i
Rotinas genéricas Rotinas dependctes \

Figura 3.2: Funcoes dependentes de equipamento abordadas com o conceito de camadas

Ainda no mesmo nivel encontra-se o que pode ser chamado de interpretador
de linguagem. que deve ter recursos para entender e interpretar corretamente
a linguagem utilizada pelo usudrio para especificar um problema.

e Nivel 2.

Contém o niicleo formado pelo gerenciador de maddulos. cuja fungao é iden-
tificar o problema do usuario e selecionar métodos baseados nas caracteristicas



Organizagdo de um Sistema de Software Algébrico 27

desse problema e assim acionar os modulos adequados. Para isso deve-se embutir

alguma inteligéncia no gerenciador para que ele possa executar corretamente suas
atividades.

Devido as limitagoes do hardware, um sistema algébrico precisa realizar as ope-
racOes aritméticas por meio de software; o mddulo que realiza essas operacdes
(mdédulo basico) e o modulo que armazena os objetos (mddulo de armazena-
mento) para realizacao dessas operacoes devem também estar no nucleo, comu-
nicando-se entre eles e com o gerenciador de médulos.

Deve conter 0 banco de moédulos. formado a partir de pequenos modulos (de-
scritos na secao 3.2). composto de funcoes que serao ativadas de acordo com
as especificacoes do problema. E comum o usuario programar o seu trabalho
usando uma linguagem de alto nivel. Esse programa possivelmente devera ser
traduzido para um programa em uma linguagem de nivel mais baixo e para isso
havera necessidade de um gerador de programas baseado em gabaritos armazena-
dos em um banco de gabaritos e em transformacoes (precisa de um banco de
transformagoes). O usuanio podera querer aproveitar o que ja programou ante-
riormente em linguagem de alto nivel ou mesmo executar novamente numa tarefa
que ja esta programada. Para isso, deve ter acesso ao banco de histérico.

¢ Nivel 3.

Finalmente, o programa sera compilado, ligado (link-edifed) e executado.
Resultados gerados por outros programas poderao servir de dados para um novo
programa. o que exige que os resultados obtidos pelo usuario sejam mantidos em
um banco de resultados.

O capitulo 2 discutiu a tendéncia atual de integrar recursos de computagio grafica,
computacao numeérica e computagao algébrica. Sistemas de software para manipulagao
algébrica como o Mathematica e o MAPLE, tratam a computagao grafica. avaliacao
de Tuncdes e computacao algébrica de maneira unificada. Por exemplo. a fim de cal-
cular uma derivada de uma funcao f(r) para um determinado valor a do seu dominio,
primeiro encontra a derivada de f(z) (f'(x)). usando manipulagao simbolica e a seguir
calcula-se o valor numérico f(a). Algumas vezes é desejavel obter o seu grafico.

Para que seja possivel promover a integragao entre a computacao grafica. a com-
putacao numérica e a computagao algébrica. esses recursos devem:
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Figura 3.3: Modelo da arquitetura de um sistema de software algébrico
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¢ Na computacao numérica:
o Manusear numeros de qualquer precisao.
o Fazer calculos matematicos ndo apenas com nimeros mas também com objetos
como vetores e matrizes.
e Na computagao simbdlica:
o Manipular formas algébricas.
¢ Realizar expansao e simplificacao de expressoes,

o Obter solucdes analitlicas.

¢ Na computacgao grafica :

o Produzir graficos de fungoes. bem como visualizacao de dados e resultados.

3.2 Moébdulos de um Sistema

Um software combina diversos algoritmos para que alcance seu objetivo. As fungoes
usadas podem ser agrupadas de acordo com a sua finalidade. Existem algumas operagoes
que sao necessarias para todos os demais trabalhos. como as quatro operagoes com in-
teiros e polindmios. Assim. havera o que se pode chamar de médulo basico ou grupo
de algoritmos basicos. aquele que devera conter as rotinas que executam as operagoes
hasicas seja qual for a aplicagao.

O grupo basico pode ser assim descrito:

Médulo dos Polinémios e Inteiros ou Médulo Basico
a) Inteiros e Polinémios de uma varidvel
Os inteiros e polindmios de uma varidvel podem ser representados como um so-

En:ﬂ,'b{.

=0

matorio

Faz sentido manipula-los da mesma forma. As operacoes sao:

e Adigiao/Subtracao:
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Multiplicagao;

Divisao (Resultados inteiros, Notagao: adivb);

Obtencao do resto (Notagic.): a mod b);

Potenciagao;

Obtencao do maximo divisor comum (MDC);

b) Polinémios

Para polinomios de grau g em n varaveis deve-se executar operagoes estruturais,
que podem ser consideradas como simplificacao de polinomios:

e Expansao:
¢ Organizagao. isto é, associagao e adi¢ao dos termos comuns:

e Fatoracao em relacao a uma dada variavel;
Ainda podem ser executadas operagoes:

e Adicao/Subtracao:

e Multiplicagao;

e Divisao;

e Operacao modular:

¢ Avaliagao polinomial;

e Obtencao das raizes de um polinomio;

e Obtencao do maximo divisor comum (MDC);

E possivel organizar do médulo basico da maneira como esta disposto na figura
3.4. Os dados sao armazenados no modulo de armazenamento. utilizando rotinas para

armazenamento de dados. de acordo com a estrutura escolhida para a representagao
dos objetos. Os objetos sao transmitidos ao médulo basico onde sao executadas as
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Figura 3.4: Dependéncia das operagoes no modulo basico
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operagdes estruturais e aritmeéticas, ao final da operacao o modulo de armazenamento
libera os dados para serem manipulados pelo sistema.

Os algoritmos para execugéo das operagdes de adigao, subtragao, multiplicagao e
divisao serao estudados no capitulo 4.

Outros médulos podem ser adicionados ac banco de médulos. Alguns médulos sao
descritos para ilustrar a jdéla da composigao desses mddulos.

Moédulo para nimeros € polindmios racionais

Os racionais podem ser representados como guociente de dois somatorios.

P a; b

oo
T

1=ny

Qualquer operacao com racionais pode. entéo. ser realizada com o auxilio do médulo

basico.

Para polindmios racionais. independente do nimero de variaveis e do grau. existem
operacoes que executam a simplificacao:

¢ Expansio e fatoracao do denominador;

¢ Expansao e fatoracdo do numerador;

e Simplificacao do numerador e do denominador.

As operacoes aritméticas que podem ser executadas sao:

¢ Adicao/Subtragao:

e Multiplicacao;

¢ Divisao:

e Potenciagao;

e Obtencao do reciproco.

e Extracao de raiz.
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Modulo dos niimeros irracionais

Os numeros irracionais nao podem ser representados com o numero finito de digitos
em um computador. A idéia é trabalhar, sempre que possivel. com esses nimeros
simbolicamente (e, 7, \/‘E). Caso isso nio seja possivel sera usado o arredondamento
(veja nota de rodapé no capitulo 4). O arredondamento deve ser feito de modo que
garanta que o erro seja o menor possivel.

As operagoes aritméticas a serem executadas serdo as quatro operacdes bésicas.

Como o conjunto dos numeros reais contém inteiros. racionais e irracionals, o
module dos nmimeros reais é obtido através da integragao dos trés modulos {inteiros.
racionais e irracionais). A secao 4.9 do capitulo 4 discutira as operacoes aritméticas
hasicas com os numeros reais. introduzindo o conceito de representagao em ponfo firo
para um mimero real.

Moédulo de aritmética complexa

Os nimeros complexos podem ser considerados como o produto de um numero
real por i com i = —1. somado a outro numero real. As opera¢bes aritméticas a
serem executadas serao as qualro operagoes basicas. além da obtencao do conjugado.
da partes real e imagindria de um nimero complexo.

Médulo para diferenciagao

O modulo para diferenciagio devera conter as seguintes regras basicas:

¢ da Constante;

e da ldentidade:

e da Poténacia:

s da Homogenidade:
e da Soma:

e do Produto:

e do Quociente;

e da Poténcia para expoentes inteiros.
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Regras que usam as regras basicas:

e da Cadeia;

da Fungao inversa;

da Raiz:

da Poténcia para expoentes racionais.
Devera diferenciar funcoes especiais. como:

e Trigonométricas e suas inversas:

Logaritmicas:

Exponenciais;

Hiperbélicas.

Utilizando as regras de diferenciacao e a diferenciacao de fungoes especiais, o modulo
deve posibilitar o calculo das derivadas parciais e derivadas de ordem superior de
polindmios e de fungoes especiais.

Moédulo para obtengao de primitivas

Devera conter as regras basicas, da soma, da constante, etc, e deve obter a primitiva
de fungoes especiais como

e Trigonométricas e suas inversas:

e Exponencias e logaritmicas:

Hiperbdlicas;

Fungdes que envolvem produtos de poténcias de fungdes trigonmétricas:

e Funcoes racionais.

Deve executar as técnicas de integragao:
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e Por substituigao trigonométrica;

e Por partes.

Devem obter a solugao de integrais multiplas.

O capitulo 5 apresentara um algoritmo para obtencao de primitivas e fara uma
breve comparagio de como alguns sistemas algébricos atuais tratam a obtengao de
primitivas.

Moédulo para problemas envolvendo vetores e matrizes

Devera realizar operacoes com vetores (que podem ser considerados como matriz
linha ou matriz coluna):

e Adicao:
e Mutilplicacdo por um escalar:

Produto interno:

e Norma e distancia em C™ (Espaco vetorial com n componentes complexos);

- o Produto tensorial.

Operagoes com matrizes:

Adigao;

Multiplicagao por um escalar;

Multiplicagao:

Transposigao:

Inversao;

Obtencao do determinante.



Organizagio de um Sistema de Software Algébrico 36

Para executar operagbes como diferenciacao e integragio de determinadas fungoes
€ preciso que o sisterna de computagao algébrica possa trabalhar com as propriedades
e identidades dessas fungdes; assim é conveniente que o sistema possua médulos que
manipulem essas identidades e propriedades.

Modulo para fungoes trignométricas e suas inversas

¢ ldentidades trigonomeétricas:
¢ Funcoes trigonométricas inversas:

¢ [dentidades envolvendo fungoes trigonométricas inversas.
Moédulo para fungdes logaritmicas, exponenciais e hiperbélicas

e Propriedades da funcao exponencial:
e Propriedades das funcoes logaritmicas:
o (onversao de base para logaritimos:

o Relacoes entre fungoes hiperbolicas.

6) Mddulos para algumas fungdes especiais e operagoes especiais

e Funcdes de Bessel;
e Transformada de Fourier;
e Transformada de Laplace;

e Funcoes Zeta. etc.

Como ja foi dito. o gerenciador de médulos (ver Figura 3.3) devera ativar os modulos
necessarios a solucao do problema fornecido pelo usudrio. Por exemplo. para diferenciar
a fungao tan r cos r. além dos médulos que se encontram no micleo deverao ser ativados
os modulos de diferenciagao e de fungdes trignométricas e suas inversas.

No médulo de fungdes especiais nada impede que as funcdes presentes sejam agru-
padas de uma outra forma. E conveniente também a adigido de um médulo de estatistica
e de um modulo para que possibilite o calculo de autovalor. transformacoes lineares,

elc,
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3.3 Interface

A interface do usudrio deve funcionar como um elo entre o programa de aplicagao e

o usudrio, permitindo que esse personalize a exibicdo das informagdes de acordo com
suas preferéncias pessoais.

A concepgao de interfaces de sistemas com os usuarios vem merecendo a atencao de
muitos especialistas desde o inicio da década de 80 [1]. Ainda néo foram estabelecidos
principios gerals que possam nortear a construgao de interfaces com o usuario. embora
o bom senso indique que alguns requisitos devem ser satisfeitos. U'm desses requisitos
¢ a interface ser amigavel. A dificuldade esta no fato de que uma interface amigavel
para um usuario pode nao sé-lo para outro ou um mesmo usuario que considera uma
interface amigavel quando comega a usar um sistema pode considera-la nao amigavel
quando se torna experiente ua utilizagao do sitema.

Uma interface ideal é aquela que se adapta as necessidades do usuario. Para um
novato deve fornecer muita orientacao na utilizacdo de um sistema. mas para um vete-
rano deve apenas evitar uma utilizacao erronea. U'ma interface deve ser inerentemente
interativa e possibilitar um didlogo continuo e dinamico entre usuario e aplicacao.
Deve ser controlada por eventos. com as acoes do usuario criande ou destruindo as
informacgoes exibidas. Quando a aplicagao muda de modo. o método que a aplicagao

~. usa para comunicar-se com o usudrio deve permanecer 0 mesmo. A consisténcia de

comandos reduz a quantidade de detalhes a ser memorizada para que o usuario opere
o sistema. tornando o programa mais facil e agradavel de usar. Um dialogo amistoso
constante com o usuario deve ser mantido através de uma combinagio de janelas e
menus. Finalmente. deve-se usar uma interface e linguagem comum com a gual novas
aplica¢des possam ser facilmente desenvolvidas e testadas.

Como conceber uma interface com tais caracteristicas é a questao. Embora seja
evidente a necessidade de utilizar técnicas de inteligéncia artificial. nao é nada evidente
em que conhecimentos deve se hasear.

Questdes mais concretas no desenvolvimento da interface do usuario sao a ex-
ploracao racional de novos recursos de software. como X-Windows, a utilizacao de
novos recursos de hardware de entrada. como tendéncia atual para eliminar o tradi-
cional teclado. e a portabilidade do sistema resultante.
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3.4 Linguagem

Uma outra questao que se apresenta € a da linguagem que o usuario usara para es-
pecificar o seu problema e fornecer os dados necessarios. O ideal ¢ uma linguagem
que seja a mais préxima daquela usada na area; se a area for restrita essa exigéncia
pode ser satisfeita razoavelmente: se a drea for ampla as dificuldades podem crescer
muito. Mesmo em uma area restrita como por exemplo a algébra linear numérica ja
deve apresentar uma diversidade de recursos. De qualquer maneira ao usuario sempre
resta o encargo de aprender uma nova maneira de especificar os problemas de sua édrea.

A questao ¢ facilitar. de maneira economica. o trabatho do usuario em suas ativi-
dades. Para facilitar o trabalho do usudrio é necessario uma documentacao. clara e
objetiva.

e Manual do usudrio: um ou mais volumes contendo inforimacdes variadas. como
por exemplo a descrigao detalhada dos parametros que devem ser fornecidos como
dados de um problema e a possivel resposta obtida.

¢ Um sistema de ajuda on-line: a documentacao é disponivel em um terminal
ou saida impressa em resposta a comandos emitidos pelo usuario.

Em um sistema algébrico ha dificuldade em alcancar a uniformidade de linguagen,
principalmente porque os sistemas algébricos sao utilizados em diversas areas e. como
ja foi dito, a notacdo matematica depende muito do contexto em que esta sendo usada.

Em um software matematico (ver definicdo 1.1.1) é preciso distinguir a linguagem
usada no desenvolvimento do software numeérico ou algébrico (ver definigao 1.1.2 e
1.1.3) e a linguagem usada pelo usudrio. Claro que o usuario precisa dispor de uma
linguagem para dizer ao sistema o que deseja fazer. se o requisito dispensa programagao
precisa ser satisfeito, O ideal é que essa linguagem seja a mais proxima possivel da
forma como os problemas de matematica sao enunciados e solucionados em ciéncia
e tecnologia. Como o método de solugao pode ser algébrico. grafico ou numérico. a
linguagem deve fornecer recursos para especificar qual o método a ser usado. Ao criar
uma interface ha necessidade de inventar uma liguaguem de especificagao de problemas

de matematica {LAPEM).

Uma LAPEM deve ter recursos para

o criar objetos matematicos como vetores e matrizes:
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® operar com objetos matematicos criados, como somar vetores ou escalares, mul-

tiplicar uma matriz por um vetor ou multiplicar matrizes gerando novos objetos
Ou nao; e

e resolver problemas, como obter o vetor que satisfaz um sistema linear Az = bem

que a matriz .4 e o vetor b sao conhecidos (a solugio podendo ser algébrica ou
numeérica).

A linguagem usada pelo usudrio em um software algébrico difere das linguagens
convencionais. principalmente com respeito aos valores das varidveis (ou vetores ou
matrizes} declarados no programa que sao expressoes algébricas representadas formal-
mente na memoria do computador. Quando um programa contém a instrucao para
executar a soma de duas variavels. as expressoes simbdlicas que sao os valores dessas
variaveis sao adicionadas de acordo com as regras tradicionais da algebra. O resultado
da soma é também uma expressao contendo letras, digitos. parénteses, etc.

Deve existir uma preocupagao em como o usuario vai dizer o que fazer e como exibir
os resultados. pois qualquer expressao algebrica pode ser representada em mais de uma
forma: por exemplo. 3r pode ser representado como r + ¥ + &. As representagoes
no computador nao devem ser ambiguas; geralmente sao usadas fungoes com nomes
de operagao ou de simbolos usuais da matematica abreviados e com parametros bem
definidos. Por exemplo. GCDJ.... ... ] para maximo divisor comum e SUM[.... ... ... ]
para somatorio.

Alguns sistemas também numeram suas entradas e saidas permitindo que o usuario
se refira a expressao pelo nimero ou use comandos que indiquem a expressao de in-
teresse do usuario. Em alguns sistemas, fungdes nao disponiveis no sistema podem
ser implementadas pelo usuario usando uma linguagem de programagao embutida no
software,



Capitulo 4
Operacoes Aritméticas Basicas

No capitulo 3 foi apresentada uma organizacao de um sistema algébrico e foi discutida
a sua modularizacao. A dependéncia das operacdes no modulo basico foi apresentada.
Neste capitulo serao discutidos algoritmos para a execucao das quatro operagoes ar-
itméticas, incluindo uma estrutura de dados para representar inteiros e polinomios
¢ finalmente os requisitos de uma linguagem para a implementagao desses algorit-
mos. O capitulo pressupde conhecimentos de transformada de Fourier, de relagao de
equivaléncia e de algumas estruturas algébricas. O apéndice trata desses assuntos de
forma suscinta e sugere referéncias bibliograficas.

4.1 Inteiros e polindmios de uma variavel.

Em um sistema de software algébrico é inadmissivel introduzir erros na computagao
com numeros. Quando operagoes séo realizadas em ponto flutuante os resultados nao
sdo exatos. ja que frequentemente precisam ser arredondados para o ponto flutuante
mais proximo [28].

Um sistema de software algébrico deve extrapolar a capacidade de armazenamento
do computador. trabalhando com precisao arbitrdria. Todas as operagoes aritméticas
precisam ser executadas pelo proprio sistema e nao pelo hardware. E necessaria a
implementacao de programas que executem essas operagoes.

A semelhanca entre inteiros positivos e polindomios de uma variavel esta na repre-
sentacao de amhos como um somatério Y7oy a;r'. No caso dos inteiros. os a;'s podem
ser escolhidos do conjunto {0..... B — 1} e r = B. em que B ¢ a base na qual o inteiro

40 .



Operagoes Aritméticas Basicas 41

é representado. No caso dos polindmios, os a;'s podem ser escolhidos de um conjunto
de coeficientes e r € uma incognita [29).

Outra semelhanga de fundamental importancia, é o fato de que ¢ conjunto dos
inteiros Z e o conjunto A’[z] de polinémios de uma variavel sobre o corpo A", serem
dominios euclidianos (ver defini¢ao no Apéndice). Por isso o estudo desses dois objetos
pode ser unificado.

A 1déia sobre a representagao de inteiros na base B encontra uma aplicagdo na
seguinte forma: O hardware do computador pode executar operagdes com inteiros cujo
tamanho nao excede o tamanho da palavra {(w) da maquina. Para acomodar inteiros de
tamanho maior que 1. sao necessarios recursos de manipulacao e uma representacgao que
possibilite o armazenamento do inteiro em uma palavra. Assim torna-se interessante
representar o inteiro na forma chamada de preeisdo arbitrdria. ou scja, para um inteiro
. escreve-se:

a = (ﬂn—l--- GIGO)B

em que B8 < w.

Dada uma base fixa B. se 0 numero de digitos de um inteiro @ = @,-y... ayay for
1. entdo a € um inteiro de n digitos ou tem comprimento n. Claramente a < B". Da
mesma forma se a < B™, entao a tera no maximo n digitos.

4.2 Adigao e subtracao

A bibliografia pesquisada sugere que para executar adicao e subtraciao de dois inteiros
a e b, se for necessario. deve-se acrescentar digitos a esquerda de um deles para que a e
b possuam o mesmo comprimento. Assume-se que os numeros envolvidos neste estudo
sejam positivos.

U'ma analise dos algoritmos mostra que geralmente é melhor usar rotinas diferentes
para realizar as operacoes de adigdo e subtracdo a fim de minimizar o numero de
operac¢des aritméticas [30].

Para a =Y.'y a,B' e b= Y"") b;B'. em que B ¢é a base. tém-se:

a+b= I3 +b)B.
a=b=33 (0~ b)B.
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Dados a e b pertencentes a um dominio euclidiano (ver defini¢ao no Apéndice), com
b # 0, pode-se dividir a por b e obter g e r tais que a = gb+ r, para 0 < r < v(b),
em que v(b) é a funcdo do dominio euclidiano . O processo de obtencao de g e r é
conhecido como algoritmo de diviséo, que se supde conhecido.

Adicao
Para encontrar a soma a + b, note que pelo algoritmo de divisdo, existem inteiros
(' e so tal que

(f0+b0:(‘UB+SO' OSSQCB.

'y € o Iransporie e so pode assumir o valor 0 ou 1.

Se o algoritmo for aplicado recursivamente, é possivel encontrar (; e s; para 1 <
1 < n —1 de maneira que

e+ b+ Ca=CB+s <5< B

Finalmente. tem-se s, = C,_;. ja que a soma de dois inteiros de n digitos tem no
maximo n + 1 digitos. obtendo-se entao a + b = (s,8,-1...815)B.

Algoritmo 1: A adi¢ao de dois inteiros nao negativos a = (a@n-y.....a0)B. € b =
(B e DG N

€ =0:1=0
while i1 < n do
s[7] 1= resto(ali] + b[1] + C, B)
C =2 La|: +bi|+CJ T
: = i
i:=1+4+1

endwhile O

Subtracao

!Se r é um numero real:
¢ || = maior inteiro menor ou igual a x

¢ [2] = menor inteiro maior ou igual a r
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Para encontrar a diferenca, a —b, a > 0 e b > 0 com a > b, usa-se o fato de que no
algoritmo de divisao existem inteiros P, e dy tais que
ao—bc':PoB-i-do‘ OSdo<B

Py é o empréstimo e s6 pode ter valor 0 ou —1.

Se o algoritmo for aplicado recursivamente. é possivel encontrar P; e d; para 1 <
1 < n — 2 de maneira que

(1,—b;+}),‘_]=.P.'B+d.‘_ 0_<_d,<B

Finalmente. tem-se P,_; = 0. desde de que a > b, obtendo-se entdo a — b =
(dp-1...drdo) .

Algoritmo 2: Subtracao de dois inteiros nao negativos a = (a,-j.....a0)B. ©
b= (by-1.....00)B. com a > b.
i =0 Pi=0

while 7 < n do
if ali] < b[7]
d[i] := resto(a[i]+ B — b[i] + P. B)
P:.=- [EBL?M]:
else
d[1] := resto(a[i] — b1]] + P. B)
p - |sigier).
endif
1:=1+1
endwhile O

E interessante observar que a maioria dos algoritmos discutidos aqui é essencial-
mente uma mecanizagao do procedimento manual. Esses algoritmos serao chamados
de algoritmos convencionais.
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Knuth [30] e Kenneth [31] apresentam algoritmos basicos para inteiros; Lipson
[32} estende o estudo também para polinémios de uma variavel. Obviamente essas

abordagens nao tém diferenga. A complexidade computacional desses algoritmos, ¢
estabelecida pela seguinte proposicao: '

Proposicao 4.2.1 [32]: Seja A(m.n) o tempo necessdrio para somar ou subtrair dois
polinémios tendo graus m e n. Entao A(m.n) = O(max{m.n)). O

4.3 Multiplicacao

Convencional

Chama-se dcslocamento para esquerda. a multiplicacéo de (a,-;...a;ag)g por B".
onde é necessario apenas deslocar a expressao para esquerda n posi¢des. completando
o espaco aberto com n digitos iguais a zero.

E interessante discutir a multiplicagao de um inteiro de n digitos por um inteiro de
um digito. Para multiplicar (a,_,... a1a0)g por (b)g. usa-se novamente o algoritmo de

divisao

apb=qgoB+m, 0<pmp<B-1lel<g<B-2

ja que 0 < agb < (B —1)%. Usando novamente a recursividade tem-se

ab+ga=gB+p 0<p<B-1lel<qg<B-2.

Quando p,, = g,—;. obtém-se (ayn_y...q160)B (b)B = {PnPr=1... P10}B-

Para multiplicar dois inteiros de n digitos.
w=ab=a[TiZ] b, B = T2 (ab)) B,

Para cada j multiplica-se a pelo digito b,. e entao desloca para esqueda j digitos. e
finalmente adiciona as n parcelas obtidas. para encontrar o produto.
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Knuth propoe um algoritmo em que a operacao de deslocamento nao é necessaria,
acumulando as parcelas assim que sdo obtidas. Tem a vantagem de dispensar o ar-
mazenamento dos produtos parciais.

Para facilitar o entendimento do algoritmo, os indices dos algarismos de a e b sao
trocados para (am—_1-.. a1a0)g = (@j... @m)B € (bu-1... bibo)s = (b;... by)B.

Algoritmo 3: Dados dois inteiros nao negativos a = (... a,)g € b = (b;... b,)B.
este algoritmo calcula ab = (w;... wp4, )5 . Sem perda de generalidade suponha m > n.

s:=m+1:
while s < m + n do (este loop atribui o valor zero aos termos wy, 41 ... Wy4n)
wls] := 0:
S 8-k 1
endwhile
t i=
while 7 > 0 do
if «[:] =0 then
w|i] := 0;goto M1
else J :=n;
g := 0: (Carry)
endif
while 7 > 0 do
t = (afi] x bj]) + w[i + 5] + ¢
w(i + j] := resto(t. B);
q:= |5k
jr=ji=lz
endwhile
wli):=gq:
Ml:i:=7-1:

endwhile O
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Proposigao 4.3.1 [32]: Seja M(m,n) o tempo necessario para multiplicar um inteiro
de m digitos por um inteiro de n digitos. Entao AM(m,n) = O(mn). O

O algoritmo 3 nao é a mais rapida maneira de obter o produto, apesar da vantagem
de sua simplicidade. Por exemplo. quando m = n = 4. é possivel executar a multi-
plicagdo em menos tempo que o tempo requerido pelo algoritmo 3 [30]. Outro método
sera discutido em seguida.

O Algoritmo da Transformada Rdpida de Fourier

A transformada de Fourier ¢ usualmente definida sobre o conjunto dos numeros
complexos. Entretanto. aqui a transformada de Fourier sera definida sobre um anel
comutativo (ver defini¢do no Apéndice) arbitrario (R.+.-.0.1}.

Definicdo 4.3.1 [29]: Um elementow de R tal que:

3. ZJ‘;(} =0 parad<p<n

¢ chamado raiz principal da unidade. Os elementos u°.u'.....w""7 540 as raizes n-

ésimas da unidade. O -

Por exemplo. ¢ 5 . onde i = /=1 é a principal raiz n-ésima da unidade no anel dos
mimeros complexos.

Definicao 4.3.2 [29]: Seja @ = [ap.q).....an_1)7 um vetor de n componentes de R.
Assuma que o inteiro n tenha inverso multiplicativo em R e que R tenha uma raiz
n-ésima da unidade . Seja A uma matrizn xn tal que Aji.j) =« . para 0 < i.j < n.
O vetor Fl{a) = Aa. cujo i-ésimo componente é b; = Y p-d ap® para 0 < 7 < n.
chama-se Transformada Discreta de Fouricr de a. O

A matriz 4 é ndo singular. 47! existe e seu 7j-ésimo elemento é da forma {(1/7)o7").

Definigao 4.3.3 [29]: O vetor F~'(a} = A7 a. cujo i-ésimo componente 0 <1 < n é
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é a Inversa da Transformada Discreta de Fourier de a. Claramente tem-se F~(F(a)) =
a. O

’

A transformada de Fourier é usada em muitas areas da ciéncia e engenharia. E
usada na engenharia elétrica na teoria dos codigos. processamento digital de sinais.
etc. Em muitas dessas aplicacdes é conveniente transformar um problema em um
outro problema mais facil. Um exemplo é o cédlculo do produto de dois polinomios.

Seja.
plo) =Yg air’

um polinomio de grau n — 1. Esse polinomio pode ser unicamente determinado de duas
formas: pela lista de seus coeficientes ag a;.....a,_; ou por uma lista de valores em n
pontos distintos p(xq). p(x1)..... p(Z5-1). porque a partir desses valores é possivel obter
os coeficientes do polinomio por uma interpolacao polinomial.

Calcular a transformada de Fourier de um vetor [ag.a;. ....a,,_l]T, é equivalente a
converter a representacio dos coeficientes de um polinémio Y75) a;2' para a sua rep-
resentagao pelos valores nas n-ésimas raizes da unidade, «? ....w""1. Da mesma forma

a transformada inversa de Fourier, é equivalente a obter um polinémio interpolante
conhecidos seus valores nas n raizes da unidade.

Definicao 4.3.4 [29]: Sejam.
a = [(10. 1 e Gn_llT eb= [bg, bl- ....bn_]]r

dois vetores coluna. A convolucio de a e b. denotada por a @ b é o vetor ¢ =
[co. €12 ....c,,_,]T. onde ¢ = }‘;& a;b;—; (Tomando a = by =0 sek <0ouk 2n)0

Os c's da definicao 4.3.4 tém a forma:
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co = agbg,
c1 = agby + ay by,

c2 = agbz + a,b; + azby,

......

Note que ¢, = 0; esse termo é incluido apenas por simetria.

Para motivar o estudo da convolucao. considere novamente a representacao de um
polinémio por seus coeficientes. O produto de dois polinémios de grau n — 1.

plr)=TiS e’ e gla) =55 b

¢ um polinémio de grau 2n —2

plr)g{x) = .2202[ -Oab'-J] .

Os coeficientes do produto sao exatamente os componentes da convolucao do vetores
cocficientes [ag.ay.....a,—1]7 e [bob;.....0,-1)7 dos polindémios originais se desprezar
Cam—1. que € zero. lIsso sugere que a convolucao de dois vetores @ e b seja a trans-
formada inversa do produto da transformada de dois vetores. Simbolicamente ¢ 0 b =
F=Y(F(a) -F(b)). Existe um algoritmo eficiente para convolucao usando a Transformada
rapida de Fourier e usando a definicao de convolugio pode-se executar multiplicagao
simbolica de polinémios e multiplicacao de inteiros de forma mais eficiente.

Avaliar F(a) é equivalente a avaliar o polindmio p(r) = ¥/=4 a,r' nos pontos
WP, ....w" . Como a avaliagio de um polindmio p(z) no ponto a ¢ equivalente a en-
contrar o resto da divisao de p{r) por = — a (escrevendo p(z) = (r — a)g(2) + c. onde
¢ é uma constante. entiao p(a) = ¢). A avaliacao da transformada de Fourier se reduz
a encontrar os restos da divisao de um polinémio p(x) = 57" a,2* de grau n — 1 por

r=r=-utl -

A divisao de p{r) por cada um dos r — «' tem um custo O(n?). Para obter um
algoritmo mais rapido multiplicam-se os 1 — w’’s dois a dois. repetindo o processo com
os n/2 polinémios resultantes. e assim por diante até obter dois polindmios. g; e ga.
cada um dos quais € o produto da metade dos r ~ ' “s. Depois. divide-se p(x) por ¢
e por g;. obtendo os restos ry(r) e ry(z). respectivamente. cada um com grau maximo
(n/2) — 1. Para cada u" para o qual  — . € fator de ¢;. encontrar o resto da divisao
de p(x) por r — &' é equivalente a encontrar o resto da divisao de r (r) por + — «'.
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Um procedimento similar deve ser seguido para cada w' tal que z — w' seja um fator de
g2- Calcular o resto de p(z) quando dividido por cada um dos z — w' ’s é equi\alente
a calcular os restos de r;(z) e rp(z) quando dividido por cada um dos n/2 r — &'
's apropriados. Escolhendo adequadamente a ordem dos z — &', é possivel obter os
produtos resultantes na forma r’ — &', reduzindo o tempo para multiplicar e dividir
polinomios.

Seja ¢g.cy.....cn—; uma permutacao de w® «!.....w,_,. Defina os polinomios g .

para 0 < m < k e [ um inteiro multiplo de 2" no intervalo 0 < [ < 2¥ — 1. da seguinte
forma:

[+27 =1

Qm = 1—_[ [ =~ CJ)‘

j=l

go.x € 0 produto (x — ¢o)(x — ¢1)...(T — €u—1). € qio €. em geral.

giom = qim=-19142m=1 m=1-

A meta ¢é calcular o resto de p(z)/qo(7) para cada [. Para fazer isso, calculam-se

os restos de p(r)/q.m () para cada ¢,,(z) comegando em m = k — 1 e terminando em
m = 0.

Suponha que o polindmio resto de p(z)/q.(x) de gxau 2™ — 1, 7. tenha sido

calculado. Desde de que g;,, = ¢'q". onde q = Glm-1 € ¢" = Qyom+1 m—1, Observa-se
que p(z)/q'(xr) tem o mesmo resto 1, /¢ (z) e que o mesmo acontece para ¢"(r).

E possivel obter os restos de p(z)/q'(x 7)/q"(z) dividindo o polinémio. 7,

k=m

de grau 2 — 1 por ¢'(7) e ¢"(z). mais ra.pldo do que dividindo o polinémio. p(r).

de grau 2¥ — 1 por ¢'(z) e ¢"(z). Escolhendo uma ordenagao em que cada ¢; € uma
poténcia de w, é possivel garantir que cada polinémio g, ¢ da forma '™ — W para

algum s

O lema seguinte mostra que escolhendo s =rev(j). isto é. se j tiver uma repre-
sentacao binaria [dod, ...dx—,] entdo s é o nimero cuja representagao binaria € [diy...drdo).

entao seja possivel obter ¢;,, da forma P ¥,

Lema 4.3.1 [29]: Seja n = 2* e seja « a n-ésima raiz principal da unidade. Para
0 < j < 2*. seja [dyd,...dy_,] a representacdo bindria do inteiro j e seja rev(j) o inteiro
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08. end for
09.end for
10.for | = 0 until n — 1 do b, ):=r100

Para calcular a transformada inversa, basta trocar w por w™!, e entao, dividir brev()
por n.

Exemplo 4.3.1

Dado um vetor a. onde n = 8 = 23, logo k = 3. sera encontrado F(a) = b
. ~ , e 5 3
transformada de Fourier de a. A lista ¢g.cy. .. .. cs éigual a uP ot 0 W8t et w
respectivamente. O ¢, estao ilustrados na figura 4.1.

-

| x8 .0
/\
x4.w0 s 8
/\ /\ J
xZ.w0 x2-w x2.w? x2.wb
x-w0 x-w? x-w? x-wb x-w! x-wd x-w? x-w7

Figura 4.1: Ilustragao de ¢ ,, do exemplo ]

Os qi.m sao usados para calcular os restos que se seguem.

Inicialmente avaliam-se rq 5 € r4 5. 0s restos de p(z)/(x* —&%) e p(x)/(2* = <*). onde
plx) = ):}-_—o a;r’.

Para m = 2 o laco nas linhas 3-7 é executado apenas para [ = 0. Na linha 4,
Fou = Z:?:o a;zr’. Na linha 5. s € 0. E nas linhas 6 e 7.

ros = (asz+a:)x®+ (az + ag)r® + (ay + as)x + (ag + a4)

rys = (as+wlas)r® + (a2 4+ ...:406).1'2 + (ay + wtas)r + (ao + waq)
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on
(8]

Agora avaliam-se rg,; e 1y, os restos da divisdo de rg por (z2
41 € Te.1. 0s Testos da divisao de ry5 por (22 — w?) e (22 — W°).

—uwl)e(z2-wi)e

Para m =1 o lago nas linhas 3-7 é executado inicialmente para [ = 0. Na linha 5,
se0. Enaslinhas6e7.

o1 = (ay+az+as+ar;)r+ (ap+ a2+ aq+ ag)

ran = (ay +wlaz +as + wlaz)r + (ap + waz + ay + wAag).

Ainda para m = 1 o laco nas linhas 3-7 é executado para [ = 4. Na linha 5. s ¢ 2.
E nas linhas 6 e 7.

6 2 4 6
rag = (a) +«laz +otas + Bas)r + (ap + Pag + wlay + wOag)

3 2 ;
raa = (ay + «%as + wlas + faz)r + (ap + Stintwbay +wtas):

Finalmente avaliam-se rggo. 71.0. T2.0s -- .. T7.0. Onde rgg. 10 Sa0 0s restos de rg;

divido por (z — %) e (r — w*), ra0 € r30. Os restos de ry; dividido por (z — w?) e
(z — w®), e assim por diante.

Para m = 0 o laco nas linhas 3-7 é executado para [ = 0.2.4.6.

Quando ! = 0. nas linhas 6 e 7.

roo = a+az+az+aq+as+ag+as+as
mo = (a4 asz+as+a7)e +as+az+ aq+ ao.
Quando [ = 2, nas linhas 6 e 7.
rao = (a4 + ao) + (a1 + as)w? + (a6 + az)e* + (a3 + a7)"

Tag = ((ll + (15) + (07 + (]3)-.&'4 + (04 -+ au)u-‘ﬁ + (ﬂ'(i + 0'2)&-'-
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Quando ! = 4, nas linhas 6 e 7.

= 2 3 4 T
rao = ao+ ay, +aw’ + a3w’ + agw + asw® + agw® + azw

Tsp = AQp + G]Us + c‘.l’gl..n.‘2 + 03&0‘ - a4..u4 - 05w9 - aswe -+ G,-w”,

como « € uma raiz da unidade, % = 1. e

rso = dg + al.;.‘s + Ggu.'z + (13.;." + a4u.'4 + [T + aG-ﬁ-‘G + (17""3-

Quando !/ = 6. nas linhas 6 e 7.

6 7 5
Teo = dgp-+ (I]u,'s + ae + 03...»'9 + (14«»‘4 4+ asw’ 4+ ﬂ(;u.‘z +a;w,

3 G 4 T 9 5
= Qg+ a1 + 0 + Adaw + Qg + Az’ + Qg™ + A7

7 6 13 1 2 9
rro = Qo+ aw' + ae® + azw’ + a0t + ase’! + age’ + s,

7 6
= @g+ mw’ + 02w’ + a3w® + ag? + azu® + agw? + asw

Na linha 10, para [ = 0 até 7 tém-se
brev(0) = To.0 €ntao. by = ro,.
brev(1) = T1,0 €ntao, by =7y 0.

brev(2) = 2.0 €ntao, by = ryp.

b,-“.(;;) = T3g entéo. bg 3.0-
brev(a) = 4.0 €ntao. by = rqp.
brev(s) = 5.0 €ntao, by = rs.
b,.ﬂ.(g) = 10 €ntao, by = r¢o.
brn'(T) =T70 entao, b7 = o

Assim. F(a) = [bo.b;. by. ba. by. bs. b, b:]T = [ro.0.T4,0- 72.0- T6.0- 1.0 T5.0- '3.0- r70)7 O

O problema de calcular o produto de polinémios de uma unica variavel é realmente
o mesmo de calcular a convolugao de duas sequéncias.
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n-1_ 1 n-1 = 2n-2
( Ly a,:r') (ZJ_O b;x ) = et na”,

onde ¢; = Y7 ambimm.

Como antes, a, e b, sao iguais a zero se p < 0 ou p > n. Também ¢;,-; deve ser
zero. Observa-se que o coeficiente do produto de dois polinémios de grau n pode ser
calculado em O(n log n) operagoes.

No préximo exemplo é feito o produto de dois polinomios utilizando método manual
e depois aplicando o FFT.

Exemplo 4.3.2

Sejam p(x) = 2* +2xr + 1 e g(x) = 52® + 2* polinémios de grau 3, n = 4 = 2? como
n é potencia de dois (22). tem-se k = 2
e b=1[0.0.1.5]

. Os vetores dos coeficientes sao a = [1.2.0.1]
Usando método manual tem-se:

pla) - gla) = (Ti5 aix') - (520 bja?) = Ti26% (Ti=o @k - bj—ka?)

Para 7.7 > 3, considera-se a;, = 0 e b; = 0.

O produto para n =4 é,

2n-2 3
p(x)-gq(z) = D (D ax-bj- n")——z Z“& k).
=0 k=0 7=0 k=0

Para j =0, Tt bk = alio=1-0= 0,
7=l Ticoar-bj—r =aohy +a1bp=1-0+2-0=0,
1=2 2 par-bj_x=agby+arhy+aby=1-14+2-0+0-0=0.
7=3.33 sar-bj_x = agbsa+ ayby +azby +azbp=1-542-140-0+1-0=17.

j — Zi:ﬂ Gk'bj_k = agb4+alba+agb2+a3b;+a4bo = 10+25+01+10+00 =
10.
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J =3, Tioak - bj—k = aobs + a1bs + asbs + azb, + asb +asbo=1-0+2-0+
0-5+1-14+0-040-0=1,

J =6, 2§=oak ~bj_x = agbs + a1bs + azby + azby + aghy + ash, + agby =
1-0+2-0+0:-04+1-54+0-140-0+0-0=05.

Portanto.

6

plr)-gx) = (3 ap-b4a?)

1=0 k=0
= 0°4+0s' + 1224+ 7234102 4+ 12° 4+ 52°
= 0+r+224723 4102 + 2° + 528
= 5:°4+2° 4102 + T3+ 2% 4+ 2.

Os vetores dos coeficientes sao p = [1,2,0,1.0.0.0.0] e ¢ = [0,0,1.5.0.0.0.0].
observe que para 7. j > 3. completam-se a; e b; com zeros. O produto de dois polinomios
usando o FFT. obtido através da convolucao p = g = F~!(F(p).F(gq)).onde F(p). F(q)
sao as transformadas discretas de Fourier dos vetores coeficientes de p(r) e g(x). res-
pectivamente. Usando o algoritmo FFT. obtém-se:

A 143e* 1 +207 + 08240 + w6, 1 + 2w+ 1+ 27 + 0,
1 +w+ 2714+ 0° + 277

F(p)

F(g) = [6,1+5u%w'+ 5w®, w? + 5wt w? + 5w, w? + 5w, w + Wb, 5W° + u-‘G]T.

Usando o teorema da convolugao calcula-se:

F(p)-F(q) = [24.16 + Tw*. 10 + &% 4 6w + 7056 + Tw? + 10w* + &°,
w? + Tw® 4w 4+ 100! 4 50°, 10w + w? + 100 + 5wb + TwT,
3w 4+ w? + %' + 0 4w, w? + 0?4+ 100* + Tw5 + )7,

Calcula-se a transformada inversa de Fourier. F~!(F(a) - F(b)). fazendo uso do

algoritmo FFT. substituindo no algoritmo « por w~! e na linha 10 divide-se byev(1) por
{5
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Obtém-se assim o vetor;

F~Y(F(p)- F(q))=[0,1,1,7,10,1,5,0)T

que ¢é exatamente o vetor dos coeficientes do produto de p(z) por g{(r).0

Mais detalhes sobre o FFT. podem ser encontrados em Horowitz e Sahni [33] e
Baase [34].

4.4 Divisao

Sejam « e b inteiros na base B tendo m e n digitos. respectivamente . Dividindo-se a
por b, no algoritmo de divisao obtém-se g e r tais que:

a=bg+r 0O0Zr<b (4.1)

Se a < b entao nenlium calculo € necessario: ¢ = 0 e r = « satisfaz o algontmo de
divisdo. Entao considere a > b .

Observando a figura 4.2. no primeiro passo da divisdo polinomial (algoritmo con-
vencional) obtém-se ¢m.. = b;'a, para calcular o ¢; 's. Sendo necessarias n + 1
multiplicagoes e n subtracbes para calcular o d; ‘s. Esse passo é repetido para cada um
dos m —n -1 digitos de g(r). resultando um total de (14 1)(m —n +1) multiplicagoes.
n{m — n + 1) subtracoes e uma adicao para calcular b]'. Dessa analise resulta:

Bm v By e Bylp | bt by
c c
m

m-n qm-n
dy - s

Figura 4.2: Célculo do quociente para divisdo de inteiros

Proposicao 4.4.1 [32]: Seja D(m.n) o tempo necessdrio para dividir um polinémio
de grau m por um polinémio de grau n (m 2 n) a fim de encontrar o quociente de
grau m — n e um resto de grau < n. Entdo D{m.n) = O(n(m —n)).0
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Para encontrar os ¢;'s do quociente ¢ = (Gn-1Gn-2.--¢1qo)5 na divisdo polinomial,
foram selecionados dois métodos.

Kenneth [31] sugere o seguinte método:

Deseja-se encontrar o ¢ da equacao 4.1. Se ¢ for {g,—1Gn-2..-G1G0 ) B, €ntao

n-2
a==b qu_,-BJ +r. 0<r<b (4.2)

+=0

O lado direito da equacao 4.2 nao € apenas positivo. mas também € menor do que

bB™'. Assim

0<a-bg,B" ! <bB* .

permite concluir que,

a

onde {r] é a fungao maior inteiro menor ou igual a ..

E possivel obter g,_; subtraindo sucessivamente bB"~! de a até que o resultado
obtido seja negativo. Entao ¢,—; sera o nuimero de subtragdes menos um.

Para encontrar os outros digitos de g. define-se uma seqiiéncia de restos parciais r;
por

ro=a e r;=ri_1—bg._ B’

para i =1.2....n..com 0 < r; < b. Cada digito g,.; serd dado por

Ti-1
LBr=il’
Esse algoritmo executa a divisao de um inteiro de 2n digitos por um inteiro de n
digitos em Q(n?) operagdes. Na verdade o numero de operagbes necessario para uma

divisao inteira se aproxima do nimero de operacoes necessario para a multiplicagao
inteira realizada durante o processo de divisao. O seguinte teorema fornece a complex-
idade computacional da divisao. de acordo com o numero de multiplicagoes.
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Teorema 4.4.1 [31]: Existe um algoritmo para encontrar o quociente ¢ = |a/bj, de
um inteiro a de 2n digitos por um inteiro b nido tendo mais que n digitos, usando
O(M(n)) operagoes, onde M(n) é o mimero de operagées necessarias para multiplicar
dois inteiros de n digitos. O '

Um segundo método de obtengao dos ¢;’s é estudado por Knuth(30}.

Para dividir um inteiro de m+n digitos por um inteiro de n digitos. 0 método manual
de divisao requer uma certa heuristica. Observe que no processo de divisao. o problema
é desmembrado em problemas mais simples. onde em cada passo ¢ executada a divisao
de um inteiro u de n + 1 digitos por um inteiro r* de n digitos. onde 0 < v/e < B. O

resto. menor do que v. ¢ usado no passo seguinte.

Uma estimativa de ¢ baseada nos digitos mais significativos de v e v, é ¢ =
: tgbduy 1y .
min(] - .8 -1).

Teorema 4.4.2 [30): Se § = min([ﬁﬁt—]"l-'lj. B-1)entaiog>gq. O
Teorema 4.4.3 [30]: Sev; 2 ||, entdo g—2< ¢ < gO

A importancia do teorema 4.4.3 é garantir que a estimativa ¢ seja independente de
B: nao importa o valor de B. a estimativa do quociente § nunca vai ter um erro major
que duas unidades. O algoritmo 4 usa a escolha de § garantindo que g = gou g — 1.

Algoritmo 4: Dados dois inteiros nao negativos (v uz...Un4m }g € {V102...00 ) B. cOM
vy # 0 en > 1, obtém o quociente |u/v| = (goq1g2...qgm)B € O Testo 7 = (r,72... T )B-
Se n = 1. um algoritmo simples de divisao pode ser usado.

d:= L.j]J (Normalizagao)

if d =1 then uy=0:

else

UQUL v Upn 5= U U Upym X
V4T, Ty 1= U109, 05 X d;
endif

j=0

while ; < m do
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if u; =v, then §:= B—1else §:= [53—:"-’*—’] endif
while vy § > (u;B + uj41 — qu;)B + u;42 do §:= § — l;endwhile
U U gy oo Ujpn 1= UjUjp1 o Ujgn — (§ X U102...05)
g =7
if w;ujs1...254n < 0 then
g; = q; — 11 U1 U 1= U U1 U + Qv ety
else j := j + 1 endif
endwhile

r = (r,72... y)B ¢ obtido dividindo v u 4...u;4, por d O

O tempo de processamento pode ser estimado considerando as seguintes variaveis:
Al onde Af +1 é o numero de digitos no quociente:

N ¢ o numero de digitos no divisor:

E o tempo necessario para ¢ ser ajustado no laco do segundo while:

K e K"’ os tempos gaslos nos ajustes nos {ransportes feitos durante os lagos de
subtra¢ao e multiplicagao.

Se assumir que A + A" seja aproximadamente igual a (N + 1)(}M +1). e E aprox-
imadamente igual a %M , 0 tempo total gasto no processamento, sera em torno de
J0MN 430N +91Af + 113 vezes 67N +235M +4sed > 1.

4.5 A Escolha da Base

Como ja foi dito antes. a representacao posicional de inteiros esta intimamente rela-
cionada com polindmios. A notacao polinomial (posicional) pode ser generalizada para
qualquer base B > 2. O nimero de m digitos na base B é (am_)...a;a0)p. onde cada
@; escrilo na base B é 1al que 0 < a, < B.

Os algoritmos apresentados acima sao destinados a uma base arbitraria B > 1.
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Adicao e Subtracao

Sejam a e b inteiros positivos na base B de comprimentos m e n, respectivamente.
Sem perda de generalidade pode-se assumir que m > n . Sejac = a+ b. Como a
e b < B™. segue-se que ¢ < 2B™. O comprimento de ¢ sera < m + 1, onde m € o
comprimento maximo das parcelas e o 1 deve-se ao possivel transporte.

Para executar operacdes de adicao e subtragio basta escolher B = w — 1. onde
w é o maior inteiro representavel em complemento de 2, numa palavra: seu valor é
w=011...1; = 2*>1 — 1, onde k é o mimero de bits de uma palavra.

Multiplicacao

Sejam a e b inteiros positivos na base B de comprimentos m e n, respectivamente.
Sem perda de generalidade pode-se assumir que m > n . Seja ¢ = ab. Como a < B" e
b < B™. segue-se que ¢ < B"*". O comprimento de ¢ sera < m + n.

Para executar operacoes de multiplicacao deve-se escolher uma base tal que

Havera uma perda de espaco. Entretanto. essa perda sera compensada pelo fato
do resultado da multiplicagao de dois digitos ser representdvel em uma palavra. o que
implica na possibilidade de usar a operacao de multiplicagao disponivel em hardware.

Divisao
Sejam a e b inteiros positivos na base B de comprimentos m e n. respectivamente.
Dividindo-se a por b obtém-se g e r satisfazendo o algoritmo de divisdo. Se a < b,

nenhum calculo é necessario. Sem perda de generalidade pode-se assumir que m 2> n e
assim a > b.

Para limitar o comprimento do quociente q. sabe-se que B™™! < a< B™ e B""! <
b < B". segue-se que

q S G/b< Bm/Bu—l = Bm—n+]_

Logo. o comprimento de ¢ sera < m —n + 1.
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A divisao é executada por meio de multiplicagoes e subtracoes. Para o produto
de dois inteiros a base escolhida deve ser B < 23-, que ¢ adequada também para a

operagao de divisao. ja que o comprimento de ¢ nao excede o comprimento de c.

Assim. a base escolhida para representar um inteiro e realizar as quatro operagoes
.. ) E_
basicas sera B < 2271,

4.6 Aritmetica Modular

Existem certas aplicacbes nas quais € conveniente realizar a aritimética com inteiros na
notacao modular (ver definicdo no Apéndice). Ao invés de representar um inteiro pelos
digitos numa hase. representa-se pelos restos da divisao desse nimero pelos elementos
de um conjunto de nimeros primos entre si. Se pg. pi..... pp-y forem inteiros primos
entre si e p = II!2)pi. entdo pode-se representar qualquer inteiro u. 0 < u < p.
unicamente por um conjunto de restos ug, uj.....u;.; onde u, = u modulo p,. para
0 <i¢ < k. Quando py. py..... pi-y Torem conhecidos escreve-se u «—3 (wg. ty. ... tpy).

E facil executar a adicio. subtracao e multiplicacio de tal forma que os resultados
continuem entre 0 e p — 1. Sejam.

t 3 (Ug. Up. s Upoy) € 0 =3 (Vg Uya e Uiy )-

Entao.

u + v +— (wg. wy. ... wioy ). onde w; = (u; + v;) mod p;;
u — v ¢— {To. T1,.... T3-1), onde r; = (u; — v;) mod p;;
ut* < (Yo. Y1.---- Ya—1). onde y; = (u;2;) mod p,.

Entretanto. nao ¢ claro como executar a divisao usando a aritmética modular. Nem
sempre u/v é necessariamente um inteiro, e se for. nao é sempre possivel encontrar sua
representacao modular calculando (u;/v;) mddulo p; para cada 7. De fato. se p; nao
for um primo. pode haver muitos inteiros w entre 0 e p; — 1 tais que u;/v; modulo p;
satisfaca we; = u; médulo p;. Por exemplo, se p; = 6. v; = 3 e v, = 3. entao w pode ser
1.23. jaquel x3=3x3=5x3=3mod6. Assim (u,/r;) modp; ndo tem sentido.

Uma vantagem da aritmética modular é poder implementd-la utilizando menos
operacoes de hardware que a necessaria para a aritmética convencional. Nao ha ne-
cessidade de {ransporte. Infelizmente problemas para executar a divisao e detectar
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overflow aparecem constantemente, razao porque as operacdes com aritmética modular
sao raramente implementadas.

Para usar a aritmética modular sédo necessarios algoritmos para converter da notagao
posicional para modular e virce-versa.

Considere o problema de converter um inteiro na notagac modular para notagao
posicional. Sejam pg. p;. ..., pn—) 0s modulos relativamente primos e sejam tg. Uy, ... Up—1
os residuos. em que n = 2' ({ inteiro): deseja-se encontrar o inteiro u tal que u «—
(2. Uy eees Uy ) E possive]l executar essa conversao com os inteiros por uma formula

analoga a fdrmula de interpolagio de Lagrange para polindmios, de acordo com o
seguinte lema.

Lema 4.6.1 [29]: Seja ¢; o produto de todos os p;’s. exceto p; {¢; = p/p; onde p =
I'[f;é p;). Sejad; = ¢! médulo p,. isto €. dic; = 1 modp;. e 0 < d; < p;. Entdo

-1
= z c;d;u; mod p. | (1.3)
1=0
Observando que v = f;(} c;d;u; mod p, nota-se que os termos ¢;d;u; tém muitos

divisores em comum para 0 < 7 € n — 1. Por exemplo. e;d,u; tem po.pi..... prszy-1
como um divisor para i > k/2. e tem pya. Pr/2)41- - Pi—y como um divisor se ¢+ < k/2.
Assim é possivel escrever a equagao 4.3 como

u = (SE7 ddiws) x T2 g0 71+ (S5l crdiws) x TG ™ pi

onde ¢ é o produto pop:...piks2)-1 excluindo p;. e ¢ é o produto pyjaprs241---Pr-1 €x-
cluindo p;. sugerindo que seja o calculado o produto:

— 2
qi,j - Hmzf pm
e. em seguida. sejam calculados os inteiros
_ sl
Si.j - ZT'n:i qudmum/pm-

Se j = 0. entao s;¢ = d;u,. Se j > 0. calcula-se s, ; pela formula.
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8ij = 8ij-1Qig=1 jo1 T Sigw=1 jo1Giyw-1 j-1-

Finalmente calcula-se sp; = u, onde 2' é o0 numero de termos.
O exemplo 4.6.1, ilustra bem a conversao da aritmética modular para aritmética
inteira.
Exemplo 4.6.1

Sejam pg.pi.p2.ps iguais a 2. 3. 5. 7, e seja (ugp.uj.uz.uz) igual a (1. 2. 4. 3).
n=4=2 logot =2 Entdo go = p para0 <7 < 4. gog = 6. g21 = 35. e
qo.2 = p = 210.

Note que.

do=(3x5x7)""mod2=1.jaquel x105=1mod 2.

dy=(2x5%x7)""mod3=1.jaquel x70=1mod 3,

d2=(2x3x7)""mod5=3.jaque3 x42 =1mod 5.

1

d3=(2x3x5)""mod7=4.jaqued x30=1mod 7.

Entao calcula-se,

SQ.Q=1X]=1.SIU=1X2 2.

Il

12.

32_{;:3)(4:12,3]0:4)(3

Para j=1e1=0e 2, calculam-se,

‘n

00 =S00Xquo+S10XQo=1x3+2x2=T,

n

2.1 = 820 X Q3o+ S30 X G20 = 12 x 7412 x5 =144.

Para j = 2. 1 assume apenas o valor 0. Obtém-se,

n

02 =801 X Qa1+ 821 Xqo1=7x354+144 x 6 =1109 = v.0
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4.7 Polinémios de Varias Varidveis

Adigao e Multiplicagao com Polinémio de Virias Varidveis

Um polinémio de r variaveis a(z..... 7,) sobre um corpo F pode ser visto como um
polinémio a(zj..... 7,) = ¥, a;r' de uma variavel z, cujos coeficientes a; sio polindmios
€m &y .... T,_1. isto é, a; = a(xy.... r,_y). Em resumo € possivel enxergar um polinémio
de r variaveis como membro de Flz;....x,_ 1}z,

As formulas para adigao e multiplicagao.

clry=alr)+br) S cr=a,+ b e

cla) = a(x)b(zr) & ¢f = iy mn @ibse
podem ser consideradas extensdes recursivas dos algoritmos classicos para polinomios
de uma variavel. Se os coeficientes a;, by acima forem polinomios em r > 0 variaveis.

entdo a soma e o produto dos coeficientes podem ser obtidos por recursao: se r = 0
entao essas operacoes com coeficientes se reduzem a operacoes no corpo F.

Sejam a{xy.....o,.) e b{r,....z,) polindmios de r variaveis e graus n e m. respectiva-
mente. cada um com r variaveis. Percebe-se que um polinémio a(r,..... .} de grau m
com r variaveis tem (m + 1)" termos e pode ser expandido na forma:

a(ry. ) = Teene @iy a2t

onde N7 é a r-upla (€;.€3..... €. ).
Adigao

O tempo para calcular a(z;....x,) £ b(z; ..., z,) ira crescer ndo mais que o mimero
maximo de termos de a{r;....,x.) ou b(x;.....x.).

Proposicao 4.7.1 [32): Seja A(m.n.r) o tempo para adicionar (subtrair} dois polinomios
com graus m e n e cada um com r varidveis. Entdo A(m.n.7) = O(max(m.n)").0

"Multiplicagae

O tempo para calcular a(z).....7,) b(xy..... ;) vai ser essencialmente o tempo para
multiplicar cada um dos (m+1)" termos de a(r;..... a,) por cada um dos (n+1)" termos
de b(ry....xp).
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Proposigao 4.7.2 [32]: Seja M({m,n,r) o tempo necessirio para multiplicar dois
polinémios de graus m e n e cada um com r variaveis. Entao M{m,n,r) = O((mn)"}.0

Representagao € Manipulagao de Polinédmios de Varias Varidveis

Collins [35] discute a representagao de polindémios de r variaveis, considerando-os
como elementos de Z[r;....7,] onde Z é o conjunto dos inteiros. Como Z{r,....7,)
é isomorfo (ver definicdo no Apéndice) a Z[z,].....[x,] é possivel considera-lo como
polindmio de uma varidvel principal. r.. com coeficientes que sao polindmios nas
variaveis r; com 1 < 7 < r — 1. Essa idéia sugere duas diferentes formas de repre-
sentar e operar com polinomnios.

Na primeira forma. escreve-se o polindémio P(r; ... x ) naforma ) cnv oy 157,07
onde «; ¢ um inteiro nao nulo e representa P por uma lista {a,..... a,) em que cada a, é
uma lista que representa o i-ésimo termo a;x7" r52...r5". Essa representagao € usada no
ALPAK {36.37. 38]). Na segunda forma. escreve-se P(ry....r,) = 312, P(r) ..o o))
onde P; ¢ um polinémio nao nulo em x;....,2,-;. € entdo usa inducao sobre r. P é re-
presentado pela lista ({a;.3)).....(@m- I )).em que a; é uma lista representando P;. e
J; € uma representa¢ao na variavel r, e seu expoente ¢,. Esse é o método usado no
Programa para executar operagoes com polinémios de varias variaveis com coeficientes
inteiros no sistema PM . [33].

A adigao. a subtragao. a multiplicagdo e a divisao de polinémios em PM sdo
operacoes recursivas. O coeficientes inteiros sao representados em precisdo arbitrarnia.
Cada polinémio é representado de maneira iinica na forma candnica (ver defini¢ao
Capitulo 2) escolhida de maneira eficiente pelo programa. Para executar as operagoes,
o sistema manipula os polinémios de maneira que os dois polindmios a serem operados
tenham a mesma estrutura, isto é, contenham as mesmas variaveis, na mesma ordem.
Collius [35. 39] apresenta mais detalhes sobre as opera¢des com polindémios.

4.8 Estrutura de dados

Na implementacao precisam ser resolvidos problemas como o de representar e ar-
mazenar objetos. Considerando as semelhancas entre polinémios de uma variavel e
inteiros. bem como o interesse em manipular os inteiros em precisao arbitraria. uma
estrutura de dados para representar esses objetos é sugerida.

Inteiros e Polinéimios de uma Variavel
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Lista encadeada, com os seguintes elementos, estruturados como mostra a figura
4.3

¢ Cabeca de lista, contendo o sinal do inteiro, o tamanho da lista, apontador para
o inicio da lista e apontador para o final da lista.

e N0 de lista. contendo o apontador para o né de dado e o apontador para o préximo
no.

o N6 de dado. contendo um coeficiente do termo do somatdrio e o expoente do
ternio do somatorio correspondente a esse coeficiente.

lS‘T PF.PI PIN | PP | clE
|
a) Cabega de lista b No de lista ¢} Né de dado
5. Sinal do inteiro PIN- Apomador para o no de dado C - Cocficiente dotermo
) o ) do somalorio
T- Tamanho da Lista PP- Aponiador para 0 proximo né E- Expoenie do lermo
PF. Aponiader para o final da lista do somatorio

P1- Apontador para o inicio da lista

Figura 4.3: Elementos de uma lista para o armazenamento de inteiros

O inteiro z = Y1, a, B' escrito como um somatdrio ou o polindomio p(r) = 3_7_; a;x'
podem ser representados na lista como mostra a figura 4.4.

S| T | PF| Pl —={PIN| PP —=|PIN| PP PIN {FIM
g | i 4., ! g | 0

Figura 4.4: Lista para armazenar Inteiros e Polindmios de uma variavel

Polinémios de Varias Varidveis
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Lista encadeada, com os seguintes elementos, estruturados como na figura 4.5:

o Cabeca da lista, contendo o tamanho da lista principal, o nimero de variaveis e

o grau do polindmio, apontador para o inicio da lista e apontador para o final da
lista.

e No principal da lista. contendo o sinal de coeficiente, o tamanho de lista dos
coeficientes. o apontador para o inicio da lista dos coeficientes, o apontador para
o final da lista dos coeficientes. a lista de expoentes e 0 apontador para o proximo

no.
LT [N GP|PF|PI !Ls T,PICPFC%EX PP
. ! -
at Cabeca de lista principal b} Mo principal da lista
T- Tamanho da Lista s Sinal do coeficiente '
NV - Numeros de Variaveis T- Tamanho da lista de coeficientes

GP- Grau do Polindmio PIC- Apontader para o Inicio da lista de coeficienies

PF - Apomador para o final da ista PFC- Apantador para o 1im da lisia de coeficienies
PI- Apontador para o inicio da lista EX- Lisia de expoenies '

PP . Apontador para o proximo no

Figura 4.5: Elementos da lista para o armazenamento de polinémios de varias variaveis

Cada né principal tem apontadores para o primeiro e o ultimo né da lista que
contém o coeficiente de cada termo do polinémio, ficando disposto como na figura 4.6.

O elemento EX da lista apresentada na figura 4.5 pode ser representado de duas
formas:

¢ Se os expoentes forem numéricos o EX deve apontar para uma lista que contera
ordenadamente os expoentes de cada variavel (ver Figura 4.7).

e Se os expoentes forem expressoes algébricas o EX deve apontar para uma lista
que por sua vez tera apontadores para as estruturas em arvores.
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i

Lista para representacdo do coeficiente
das vaniaveis contidas em EX

Figura 4.G: Lista de listas para o armazenamento de polinémios de varias variaveis

Pl | PF ) T | PIC { PFC

-l
o

At 7

B
l;

Figura 4.7: Armazenamento dos expoentes para polinomios de varias variaveis



Operagées Aritméticas Bdsicas ' 69

A ordemn das variaveis podera ser apresentada no cabegalho que teria um apontador
para uma lista cuja func@o seria armazenar as variaveis. Na mesma ordem, seriam
armazenados os expoentes a partir de uma lista apontada pelo EX do N6 dado.

Polinémios com coeficientes e expoentes generalizados

Para polindmios cujos coeficientes e expoentes sao expressoes algébricas, a repre-
sentagio exige um pouco mais de sutileza. O N6 da lista deve conter um apontador
para uma estrutura em arvore. que represente o coeficiente. O EX por sua vez apon-
tara para uma lista que ordenadamente apontara para estruturas em avore. ou nos de
lista. dependendo dos coeficientes serem expressoes algébricas ou numeéricas. respecti-
vamente.

Pavelle [11] sugere representagdes para polindmios de varias variaveis. caso sejam

considerados como foi citado no programa PM [35]. e para fungoes algébricas. Na figura
4.8 é ilustrada essa representacao.

PP

s T { MC ! PFC

»Dz;l]—m
.
L

7 —
>
=

4(B+Cr+ A-3E)

Figura 4.8: Armazenamento dos expoentes para polindmios de varias varidveis
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4.9 Numeros Reais

Na matematica supoe-se que os numeros reais (Re) formam um conjunto em que
sao definidas algumas operagdes e uma relagao de ordem. Tanto a relagao quanto
as operacoes satisfazem alguns axiomas ou postulados a partir dos quais outras pro-
priedades sao deduzidas.

O axioma da continuidade implica que existem alguns nimeros reais. cuja repre-
sentacao em alguma base B. requer um numero infinito de digitos. Por exemplo. V2
é um numero real. mas nao tem representacio decimal finita. Num computador a re-
presentacao dos nimeros reais so é possivel com um namero finito de digitos. No caso

dos reais essa representagao viola 0 axioma da continuidade. gerando erros e violando

outros axiomas.

O numeros reais sao representados no computador imitando a notagao cientifica
a x B°. armazenando a e ¢, como mostra a figura 4.9. O séosinaldea. Oaeoe
sao representados nas bases B e B’ respectivamente. em que B’ nao € necesariamente
é igual a B. a é um nimero real com virgula decimal implicita a esquerda ou a direita
e € € wm inteiro relativo.

K

Figura 4.9: Representagao de reais em ponto flutuante

Essa maneira de representar os niimeros reais chama-se representagao em ponto
flutuante e constitui um modelo real do conjunto de numeros reais (abstrato). A
informacio a é conhecida como mantissa e ¢ como o expoente. Nem todo nimero
real pode ser representado em ponto flutuante. pois a quantidade de digitos que pode
ser armazenada em a e € ¢ finita.
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O conjunto de nimeros em ponto flutuante € caracterizado pelas grandezas, B.m, M,
t, em que:

e B é a base utilizada na representagao da mantissa;
e 1 é 0 nimero de digitos, na base B, da mantissa, chamado precisao;
e  é o0 menor expoente representivel na base B';

o A é o maior expoente representdvel na base B'.

Assim um sistema de ponto flutuante pode ser identificado usando a notagao
PF(B.t.m. ). cujos parametros B.1,m. M sao dependentes do hardware de um sis-
tema de computacao.

Seja PF(B.t.m. M) um sistema de ponto flutuante, e F o conjunto de nimeros
rcais que pode ser representado nesse sistema. A diferen¢a fundamental entre executar
operagoes aritméticas em F' e em Re esta no fato de que em F as operagoes nao sao
fechadas, 1sto é. se n; e ng estiverem em F.ny 4+ ny . ny — no. ny X 0y € 1y /ny podem
nao pertencer a F. o que ocorre nos seguintes casos:

1. In| > @ = (1 — BB neste caso ¢ > M e ocorre o que se conhece como
overflow (transbordamento);

v

0 < [n| < ¢ = B™"': neste caso e < m e ocorre o que se conliece como underflow
(termo intraduzivel)

3. ¢ < |n] € @, mas a representagao de n na base B requer mais de { digitos na
mantissa.

A situacdo 3 € remediada aproximando n por n' € F.

Chama-se arredondamento a aproximagao de n por n’ e a maneira como n’ é
detérminado chama-se método de arredondamento. A diferenga n — n’ chama-se
erro de arredondamento. Para evitar que um erro de arredondamento cometido na
representacao de um numero real n seja ampliado em operagdes aritméticas € interes-
sante transformar a representacao n’ em ponto flutuante para inteiro e entao executar
operacoes aritmeéticas. Isso garante que as operagdes aritméticas nao produzam €rros
além do cometido na representagao de n’.
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Se o numero real estiver armazenado em ponto flutuante, entio ele pode ser con-
vertido para a forma fracionaria p/q, ¢ # 0, e operado nesta forma, para que os erros
de arredondamento nao sejam ampliados. O REDUCE trabalha com esse formato. Se
o numero real nao estiver armazenado em ponto flutuante ou caso o usuario opte pela
forma na notagao posicional (rrrzx, fff), sugere-se neste trabalho que as operagoes
aritméticas basicas sejam executadas internamente usando aritmética de ponto fizo.

Um nimero real pode ser representado internamente em um computador com erro,
quando tem uma representagao infinita. ou sem erro. quando a representagao for finita.
Serao discutidas duas formas de manipular numeros reais. admitindo que os numeros
fornecidos como operando das operacoes tenham representacao exata.

4.9.1 Notagao Racional

Os racionais sao quocientes de nimeros inteiros (notacao racional) e podem ser mani-
pulados aproveitando as operagoes definidas para inteiros.

Adotando a notacao:

0 k
"\?B = Ty} Tp-2...T}T0. f1f2---fk - ZI:'-IB' + zfiB_'a

i=n i=1

onde B > 1, é possivel multiplicar e dividir Ng por B*, em que k é o nimero de digitos
depois da virgula. Por exemplo, se

Np = z,.11000...1170, f1f2f3,

entao € possivel multiplicar e dividir por B* para obter,

3
N — I 2120- fifafs X B . Tn_1Tn_z.. 212701 f2--f3
Ng = Tn_1Tn-2..-T1T0- J1J2]3 B3 = B3 -
Com isso o niimero real na notacio posicional passa a ser escrito na notagao racional.
{p/q). e com ele executar as operacdes aritmeéticas.
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4.9.2 Aritmética de Ponto Fixo

Se um usuario fornecer numeros reais na notagdo posicional, espera obter resultados
exatos de operagoes aritméticas com esses numeros. Um resultado exato significa todos
os digitos corretos, inclusive aqueles da parte fracionaria. Como uma mudanga de base
para representar fragoes nem sempre é exata, um sistema de computagao algébrica niao
deve usar a representagao em ponto flutuante disponivel no Hardware. Para evitar
conversao de fragdes o sistema deve dar um tratamento especial aos numeros reais
fornecidos pelos usuario na notagao posicional. Esse tratamento usa uma representagao
especial chamada ponfo firo. que permite administrar exatamente a parte fracionaria
resultante de operagdes aritméticas, exeto no caso de uma operagao de divisao nao
cxala.

Definigao 4.9.1 Dado um ndmero real qualquer N. ele pode ser representado pela
tripla (D: f.5). onde D é uma n-upla com os digitos de N. f é o mimero de digitos
depois da virgula. e S o sinal do mimero real N. essa representacio chama-se repre-
sentacao em ponto fixe.0d

Exemplo 4.9.1 Para

N = Tn-1 '"Tafzflfo-flfzfa"‘fma

na notagao (D; f: 8}, tem-se :

D=gzny-m3tanizofifafs - fm ; f=me S=+.

Definicao 4.9.2 O comprimento de N. denotado por comp(N'). é o nimero de digitos
de D. O,

No exemplo acima comp(N) =n + m.

Dados dois nimeros N; = (Dy; f;:.5:) e Ny = (Dj: fo: §3) representados em ponto
fixo. para obter a soma. a diferenca. o produto e o quociente desses nimeros. D) e
D, sao considerados inteiros positivos e ai € possivel usar os algoritmos que executam
as quatro operacdes basicas da secdo 4.1. Para isso o alinhamento das virgulas para
Dy e D, é feito na base 10. para entao converter esses nimeros para base B < 25-1
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e armazenar em listas encadeadas. para executar operagdes aritméticas. O resultado
da operagao sera convertido para base 10. Isso evitard a introdugio de novos erros de
arredondamento devido a conversao de base.

Adicao e Subtragao

Sejam Ny = (D1: f1:5)) e Ny = (Dy: f5; S,) dois mimeros reais em sua repre-
sentacao em ponto fixo. Para executar a adicao ou subtracdo entre N, e N, e obter
Na=(Da:fa:54) e Ng = (Ds: fs: Ss) respectivamente, deve-se alinhar as virgulas.
de acordo com as regras ahaixo.

e Se fi> fr.entao Dy = Dy x 10F. onde k= fy — fae fy = fyou fs= f.
» Se fy < fr.entdao Dy :=Dy x10F. onde k= f,— fie fa= faou fs = fa

e Se f) = f;. entdo as virgulas ja estao alinhadas e f4 = f, ou fs = fs.

NI L fll‘:f_‘fdfs ) ‘_SI}
Na = ¥ 3a¥¥e¥ shely -EjFa Moo= Uyprpvangy g 12 18)
IS TR S LU R

——

Moo= (ypavprey vt 82000 15383

Figura 4.10: Alinhamento das virgulas para operagoes de adi¢do e subtragao com

numeros reais

Na figura 4.10 N; é um numero real com 5 casas decimais e \; é um numero real
com 2 casas decimais. depois de comparado os f's, 0 D3 é multiplicado por 10° e as
virgulas sdo alinhadas. Entao f; = f; = 5.

A base utilizada é a base decimal razao porque. para o alinhamento multiplica-se
por 10%,
Alinhadas as virgulas. é necessario saber qual a operacgao a ser efetivamente execu-

tada. Para isso é feito um estudo na relacao dos sinais de A} e N,.

Sera adotada a notagao S; x S, para indicar o sinal resultante numa multiplicagao
ou divisao. tendo valor + se 5; = S; e valor — se 8] # 5;.
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e Adigao - O usudrio deseja obter N; + N,

- Se 51 X Sz = 4, tem-se Sl = Sg, entao DA = D1 -+ Dg e S_q = Sl.

— Se S; x S; = —, tem-se S; # S,, entao Dy := | D, — D,| e outro teste devera
ser feito:

*x Se D1 > Dz entao SA = Sl.
* Se D, < D, entao S_.1 = 52.

e Subtracao - O usuario deseja obter N} — \;

— Se §; x (=S;) = +.tem-se S} # S;.entao Dg:= D, + Dy e Sy = S,.
- Se 5§, x (=5;) = —, tem-se S; = S;.entao Ds := |D, — D,| e outro teste
devera ser feito:
* Se D; > D; entao S5 = S,.
* Se D, < D; entao Ss = —S,.

O teste dos sinais descrito acima. indica qual a operagao a ser efetivamente execu-
tada. ficando a determinacao da operacao efetiva transparente ao usuario. Quando o
usario desejar obter Ny + N, D4 sera indicado como Soma(D;, D;). e quando o usuario
desejar obter N} — N,, Dg sera indicado como Diferenca(D;. D;).

Exemplo 4.9.2
Para se obter Ny + N; = Ny = (D4; fa;S4), com Ny = (Dy,3,4) e Na = (D3:2;+),

devem ser executados os seguintes passos:

1. Teste de alinhamento das virgulas: Como f; > f; . calcula-se k := f; — fa =
3—2=1,D,;:=D; x10 e adota-se f4 := f;.

(8%

: Calcula Dy := Dy + Dy e 84:=85

3. Na=(Dy+ Dy: f1:5)0

Exemplo 4.9.3

Para obter N; = N; = Ng = (Ds: fs:Ss). com N}, = (Dy.3.4) e N; = (D3:2;4),
devem ser executados os seguintes passos:
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1. Teste de alinhamento das virgulas; Como f; > f,, calcula-se k := f; — f, =
3—2=1,D2 :=Dz X IOCfA :=f1.

[Sv]

Calcula Dg := |D; — D,|
3. Como D, < D, entao Ss := -5,

4. Ng = (lD] = D2|§f1:_52) 0

Assim. na notagao de ponto fixo é possive] representar a adicao e a subtragao como:

N1+ N; = (Soma(D,,D,); max{f;.f,};S4)
Ny = N; = (Diferenga(D,;, D;); max{fi. f2}: Ss),

Multiplicagao

A multiplicacao é a operacao mais facil de ser executada. Para os numeros reais
em ponto fixo Ny = (Dy: [1:51) e Ny = (Ds: f2:S3). o produto Ny x N = Np =
(Dp: fp: Sp). pode ser obtido da seguinte forma:

Dp := Dy x D,, executada usando um dos algoritmos de multiplicagao da secao
4L fp=fi+ faseSp=5 x5,

Assim:
Np =Ny x Ny = (D) x Dy; fi + f2; 51 x S2)

Divisao

Dados N, = (Dy; f1:51) e Na = (Ds: f2; S3) deseja-se encontrar, N}/N; = Np =
(Dp: fp: Sp), com Dp = D,/D,, em que D, ou D, é ajustado de acordo com a regra
abaixo deixando N; e N; com o mesmo nimero de digitos na parte fracionaria.

e Se fi > fi. calcula-se k = f; — fo, D, := D, x 10*.

e Se fi < f,. calcula-se k = fo — f1, Dy := Dy x 10*.

e Se fi = f;. entao os digitos de D; e D, ja estao ajustados.
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E possivel entender a utilidade da regra acima observando os seguintes exemplos:

Exemplo 4.9.4
(a) Para B=10

N = T=(T:0:4). D, =700=7x10%
A 0.14 = (14:2: 4).

Il

O valor do quociente obtide na divisao 700/14 é igual ao valor obtido na divisao
7/0.14.

(b) Para B =10

Ny o= 1245 = (1245: 2 4).
Ny = 83=(8%:1:4) D, =83 x10.
O valor do quociente obtido na divisao 1245/830 é igual ao valor obtido na divisao
12.45/8.3.0
A divisdo de dois nimeros reais pode ser exata ou nao. Muitas vezes se a divisdo
prosseguir com mais digitos que os fornecidos pelos usuarios é possivel capturar todos
os digitos do quociente. Quando 7.5 é dividido por 2, é possivel obter a resposta exata
prosseguindo com a divisao além das casas decimais {orcecidas pelo usuario.

Devido a esse problema. arbitrou-se f = max{ fmim. /iy + f2}. desta forma é possivel

fornecer ao usario uma resposta com no minimo f.m digitos na parte fracionaria.

Calcula-se Dy := D; x 10/*!, para permitir que o quociente seja obtido com um
digito a mais que a precisao desejada. a fim de possibilitar um arredondamento.

Observe que Dy e D, estao na base 10. Para usar o algoritmo da divisao da segao
4.1. D; e D, devem ser convertidos para a base B < 251, obtendo um quociente Qg
na base B.

O algoritmo da divisdo calcula o quociente de dois nimeros inteiros digito a digito.
Assim o iltimo digito de Qg ¢ examinado para aplicar a regra de arredondamento para
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-1
oD

0 mais préximo?, antes de ser descartado. Depois do arredondamento Qg é convertido
para base 10 (Q10).
Assim,
M

Np =
N,

= {Qo; [; 51 x S2).

Os exemplos seguintes ilustram os procedimentos para obter o quociente de dois
numeros reais utilizando aritmética de ponto fixo. Para facilitar o entendimento. nos
exemplos. adimite-se que todo o processo de divisao ocorre em base 10.

Exemplo 4.9.5
Para B =10

_‘\"’1 =
N

5:15+4)
220:4) Dy:=2x10=20

-1

[
Lo S L

(
(

O valor do quociente obtido na divisao 75/20 ¢ igual ao valor obtido na divisao
T.9/2.

Neste caso f = max{3.1+ 0} = 3. D, := 75 x 10/*} = 750000.

O valor do quociente (2 = 750000/20 sera 37500. @ ¢é obtido com 5 digitos, um

digito a mais que a precisao desejada. Usando a regra do arredondamento para o mais
proximo encontra-se () = 3750.

?Arredondamento é um processo para represeniar um niimero com T + 7 digitos por uma aprox-
imacao de 1 digitos. Para isso precisa-se descarlar os 7 digitos mais a direita. Para minimizar o erro,
de arredondamento na representagao obtida. o arredondamento para o mais proximo € usado:

¢ Se e o digito! + 1 for menor que B/2. apenas descartam-se os digitos 14+ 1. f+2, ... .

e Quando o digito 1 + ] for exatamente B/2, depois de descartar os digitos {1 +1,1+2, ... soma-se
] ou néao ao digito ! para que o nimero obtido seja par.

e Se o digito t + 1 for maior que B/2 soma-se 1 ao digito {. antes de descartar os digitos { + 1,
t+2. ...

Para se efetuar um arredondamento para o mais préximo é indispensavel pelo menos um digito
extra. além dos t digitos de precisdo. porque precisa-se saber qual é o valor do digtto  + 1. Esse digito
extra é chamado digito de guarda.
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Assim,
N
Np = \—‘ = (3750;3;+) = 3,7500
Ng
Exemplo 4.9.6
Para base B = 10

Ny
A,

20 = (20:0: =) D, := 20 x 10 := 200
3.3=(33:1:4)

O valor do quociente obtido na divisao 200/33 ¢ igual ao valor obtido na divisao

20/3.3.
Neste caso f = max{3.1+ 0} = 3. D, := 200 x 10/+! = 2000000.

O valor do quociente Q = 2000000/33 sera 60606. Q é obtido com 5 digitos, um
digito a mais que a precisao desejada. Usando a regra do arredondamento para o mais
proximo encontra-se Q = 6061.

Assim.

—_
Np = r\_l ~ (6061,3; —) ~ —6,6010
N2

Exemplo 4.9.7
Para base B = 10

Ny =35
.Ng = 3.

Neste caso f = max{3.0 + 0} = 3, obtendo D, := 5 x 10/*! = 50000.

O valor do quociente Q = 50000/3 sera 16666. Q ¢é obtido com 5 digitos. um digito a
mais que a precisao desejada. -Usando a regra do arredondamento para o mais proximo
encontra-se Q = 1667.

Assim.
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T

A
Np = i—‘ ~ (1667,3; =) = —1,6670
2

Os nimeros transcendentais podem ser manipulados simbolicamente, como e e 7.
O problema surge quando seus valores numeéricos sao necessarios. Para calcular seus
valores numeéricos existem muitos algoritmos. Para o calculo de 7. por exemplo. o
algoritmo de Borwein e Borwein [40] pode calcular o valor com a precisao de 1.000.000
digitos. Esses algoritmos podem ser usados nos sistemas algébricos.

4.10 Linguagem de Pogramacao

Alguns dos requisitos mais desejaveis de uma linguagem de programacéo a ser usada
na implementagao de um sistema de software algébrico estao relacionados a seguir:

<t

6.

Deve ser padronizada por instituicoes internacionalmente reconhecidas como 150.
para que os programas escritos nessa linguagem possam ser compilados e execu-
tados em qualquer ambiente de computacao que disponha de um compilador para
a linguagem. Equivale a exigir que os programas sejam portateis; essa exigéncia
pode ser impossivel de ser satisfeita por todos os programas do sistema, mas a
maioria deve satisfazer.

Deve permitir trabalhar com um nimero razoavel de tipos de dados e agregados
de um ou mals desses tipos. Além disso, deve permitir ao programador definir
tipos de dados de sua conveniéncia.

. Deve possuir boa estrutura de controle.

Deve permitir a criaciao de funces e procedimentos com regras bem definidas de
passagern de parametros e sem efeitos colaterais.

Deve permitir uma alocagido dinamica de espago de memdria para facilitar a
utilizacao de estruturas de dados dinamicas.

Deve ter recursos usuais para manipular cadeias de caracteres.



Capitulo 5

Algoritmo de Risch

No capitulo 3 foram descritos alguns médulos de um sistema algébrico. entre eles
o modulo para obtencao de primitivas. No decorrer da dissertacao foi destacada a
dificuldade em obter um algoritmo para encontrar a primitiva de uma funcao. Obter
func¢oes primitivas € muito mais dificil do que obter fungdes derivadas. Para obtencao de
func¢oes derivadas. existem procedimentos sistematicos que usam regras bem definidas.
Para obter fungoes primitivas. entretanto, nao existe procedimento sistematico. Exis-
tem alguns principios gerais. mas muitas integrais nao podem ser solucionadas usando
esses Principios.

A integragao simbdlica, historicamente. foi um dos grandes desafios da computagao
algébrica. O algoritmo de Risch, baseado no teorema de Liouville. é discutido neste
capitulo a fim de mostrar e compreender os detalhes do seu funcionamento. sugerindo
a sua possivel implementagao. Também sera apresentada uma visao geral de como
alguns sistemas tratam a integragao.

5.1 Terminologia

Antes de iniclar o capitulo é conveniente definir alguns termos.

Definigao 5.1.1 : Seja F(r) tal que a sua derivada F'(r) = f(r). Entao F(x) é uma
primitiva de f(r). O

Definigao 5.1.2 : A operacao inversa da diferenciacdo é a integracao. que consiste
em dada f{x). obter F(x) tal que F(x) seja a primitiva de f(zrj. [

. 81
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Aqui sera usado o termo integragao ou integracdo simbolica para a operagac que
obtém a primitiva de uma fungao.

Definigdo 5.1.3 : Dizer que [ f(z)dr = F(z)+c em I, onde I é um subconjunto dos
reais, (ou para r em I) significa que F € uma antiderivada (primitiva) de f em 1. Por
causa da natureza arbitriria da fungao c, [ f(z)dr € chamada integral indefinida. O

Para verificar uma afirmativa da forma [ f{z)dr = F(x) + ¢. é necessario apenas
verificar que F’'(r) = f(r) para todos os valores no dominio de f .

Definigdo 5.1.4 : Seja f uma funcdo definida no intervalo fechado [a.b]. A expressdo
Iy f(x)dr é chamada integral definida de a até b de f(x). Se [ for uma func¢io continua

sobre o intervalo fechado [a.b) e se { f(z)dr = F(r)4c. entao [ f{x)dr = F{b)— F(a).
0

Para [ f(z)dx (definida ou indefinida). f{r) é chamado integrando. O termo inte-
gral se refere ao resultado da integragao definida.

Observe que ao se calcular [ f(r)dr obtém-se uma fungao. a primitiva de f(r),
enquanto que ao calcular [;! f{r}dr obtém-se um nimero como resposta.

A relacao entre integral indefinida e definida € a seguinte: Se F(r) for a primitiva

de [ f(x)dr entao [, f(x)dxr = F(b) — F(a).

5.2 Integracao Simbdlica

Até o inicio da década de 60 apenas seres humanos eram capazes de encontrar a fungao
primitiva numa integracao indefinida. A solucao do problema de integragao é um pouco
ambigua. razdo porque a avaliacdo da integral indefinida por computador era conside-
rada até entao inviavel devido a necessidade de heuristica, conhecimento e inteligéncia
para determina-la. No entanto. por volta do final da década existiam programas mais
rapidos e por vezes superando a capacidade dos seres humanos. Nos dias de hoje. os
avancos permitiram. finalmente. que se implementassem programas com mujto mais
capacidade que qualquer ser humano [41].

Trés principais abordagens na integracao simbdlica podem ser destacadas na década

de 60 [13]:
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1. A abordagem da Inteligéncia Artificial.

12

. Abordagem da Manipulagao Algébrica.

3. O tratamento Matematico.

A seguir sera dado maiores detalhes sobre estas abordagens.

5.2.1 A Abordagem da Inteligéncia Artificial

Um representante desta abordagem ¢ o programa pioneiro SAINT (Symbolic Auto-
matic INTegrator) escrito por Slagle [42] em liguagem LISP. que fazia uso de técnicas
correntes de simplificacdo de integrais e de uma tabela de integrais basicas. O outro
é programa SIN (Symbolic INtegrator) escrito por Moses [43] posteriormente incor-
porado aos sistemas gerais de manipulagao algébrica MACSYMA e SCRATCHPAD.
também escrito em LISP. contém além dos métodos tradicionais de solucao. uma versao
do algoritmo de Risch para integracao de fungoes elementares (sera definida posterior-
mente).

Pode-se pensar num programa para integragao como sendo um “programa para
solugao de problemas”™. Tem-se um problema bem definido e uma variedade de métodos

- de solugdo. alguns mais eficientes que outros. Deve-se implementar um programa que

vise dois objetivos hasicos:

(1) Encontrar a solugao do problema de obten¢ao de uma primitiva de uma fungao
de uma maneira eficiente.

(1) Obter a solugao cuja forma seja semelhante a forma do integrando, isto é, que
contenha fungdes presentes no integrando.

A estratégia utilizada pelo programa SIN ilustra a abordagem adotada. O problema
é tratado em tres estagios:

I. Procura resolver o problema proposto por um método geral e pouco dispendioso.
que consiste em verificar se a integral dada é da forma:

/kf(u(a'))u'(:r)dr.

€1 que.
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& € uma constante;

u(z) é uma func¢io qualquer de z;

u'(x) € a derivada da fungdo u(x) em relagio a r;

f(z) é uma fungio elementar, podendo ainda representar u{z), u(z)? e d**),
em que d é uma constante.

O sistema deve ser capaz de comparar e relacionar o integrando do problema com
um integrando disponivel em uma tabela de fung¢des; se forem iguais substitui-se
T por u(r) na expressao da tabela.

II. Este estagio contém onze métodos para solucionar o problema de integragao ¢ que
podem ou nao ser aplicavels dependendo do tipo de iutegral proposta. Para
1sso é embutida uma inteligéncia no programa que o torna capaz de examinar
o integrando e dependendo de sua forma e de que funcdes aparecam em sua
expressao. escolhe um meétodo a ser aplicado,

II1. Se nao for possivel resolver por nenhum desses métodos, aplica-se um método geral
de solugao. Neste estagio é aplicado um procedimento que é um subconjunto do
algoritmo de Risch. ja mencionado e ao qual sera dada uma malor atencgao em
uma secao posterior.

5.2.2 Abordagem da Manipulagao Algébrica

Um representante desta abordagem ¢ o programa MATHLARB desenvolvido por Manove.
Bloom e Engenman [44] para integracao de funcdes racionais. Os trabalhos teéricos de
Tobey {41] e Horowitz [45] serviram de base para o programa MATHLAB.

Em programas de manipulacido algébrica é enfatizada a necessidade de grande
eficiéncia nas operacgbes relativamente comuns. O algoritmo de integracdo de fungdes
racionais (razoes entre polinomios) pode ser considerado como o mais comum den-
tre os algoritmos nao triviais para integracao. Embora o algoritmo nao apresente
maijores dificuldades matematicas, sua implementagao em computador apresenta con-
sideraveis dificuldades. Inicialmente, foi construida uma versao desse algoritmo no
sistema MATHLAB. Esse algoritmo é o mais poderoso dos métodos do estagio dois do
programa SIN.
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5.2.3 O Tratamento Matematico

O tratamento matemitico é representado pelos trabalhos de Richardson [46] sobre a
indecidibilidade da integracao de certas classes de funcdes e pelos trabalhos de Risch
[47] a respeito de procedimentos para determinacao de fun¢des elementares.

A busca de resultados gerais sobre o problema de integragao tem origem no século
XIX. Laplace langou a conjectura de que a primitiva de uma funcao algébrica (ver
defini¢ao no Apéndice ) contém apenas as fungdes algébricas presentes no integrando.
Mais tarde a validade dessa conjectura foi provada por Abel. Liouville examinou a
forma da mtegral de uma fungao elementar (ver definicao 5.3.1) numa série de trabalhos
publicados entre 1830 e 1840 [13]. O teorema Principal de Liouville foi a base para a
maior parte dos trabalhos recentes em integracao.

Os trabalhos de Richardson e principalmente de os Risch levaram & concepcéo de
um algoritino. baseado no teorema de Liouville, que verifica se uma dada integral de
fungao clementar pode ser expressa como combinagao de funcoes elementares e constroj
a solucao em caso afirmativo,

5.3 Teorema de Liouville

#

E possivel uma primitiva de uma fun¢iao de uma variavel sempre ser obtida em sua
forma fechada ou em um nimero finitos de termos? Quem estabeleceu regras para
obter primitivas em forma-de uma expressao finita foi Joseph Liouville cujos trabalhos
nesse assunto foram publicados no periodo 1833-1841 [47]. O teorema de Liouville em
sua forma simples afirma que se uma funcao algébrica (ver definicdo no Apéndice ) tiver
como primitiva uma funcao elementar. entao uma primitiva é uma fungao algébrica adi-
cionada a uma combinagao de logaritmos de fungdes algébricas. Ostrowski generalizou
o Teorema de Liouville para uma ampla classe de fungdes meromérficas (ver definicao
5.3.2) definidas em regides do plano complexo e J. F. Ritt trata desse assunto em [48].

Para uma melhor comprensao deste capitulo é preciso estar familiarizado com con-
hecimentos de algebra abstrata e de analise complexa. Alguns conceitos basicos e
referéncias sobre o assunto sao fornecidos no Apéndice. cuja leitura é recomendada.
Alguns termos serao definidos a seguir.

Definicao 5.3.1 [{7/: Uma funcéo elementaré usada aqui para designar fungées cons-
truidas a partir de funcées racionais usande apenas fungées exponenciais. logaritmicas.
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trigonométricas, trigonométricas inversas e operagbes algébricas (adicao, subtragao,
multiplicagao e divisao).O

A primitiva de uma funcédo racional de uma variavel real é elementar se ela for uma

combinagao linear de logaritmos, fungao inversa da fungao tangente e funcdes racionais.

Defini¢ao 5.3.2 [{9]: Uma fungcio meromérfica sobre uma regido do plano complexo
é uma fungao cujos valores sdo niimeros complexos. comn a propriedade de que suficien-
temente perto de qualquer ponto z¢ da regido do plano complexo. a fung¢do é dada por
uma série de Laurent em = — 2. isto é. uma série de poténcias convergente em = — =q.
com a possivel adicao de um nimero finito de nimeros de poténcia negativa.O

Definigao 5.3.3 [{9]: Um anel diferencial é um anel comutativo R (ver definigao no
Apéndice) junto com uma operagao unaria {opera com apenas um elemento do dominio)
de derivagao definida em R com valores em R. isto 6. uma funcdo de R — R denotada
por u — u' satisfazendo duas regras:

a){u+rv) =u+2
b) (uv) =v'v 4+ v O

Um corpo diferencial é um anel diferencial que é um corpo. Se u e v forem elementos
de um corpo diferencial e v # 0 entao {u/v) = (u'v — uv')/v’. Em um anel. (v") =
nu*"ly’ para n = 1,2.3... . Em particular. se u =1 e n = 2 entao v’ = 0. Elementos
cujas derivadas sao nulas sao chamados de constantes, e a totalidade das constantes
constitui o subcorpo das constantes.

Se u e v forem elementos de um corpo diferencial tal que v # 0 e v’ = 2'/v. entao
v € um logaritmo de v e v é uma exponencial de v, em que u e v 530 1inicos a Menos
de uma constante.

Definigao 5.3.4 [/9]: Uma extensio diferencial de corpos de um corpo diferencial é
elementar se existir uma torre (ver defincao no Apéndice) finita de corpos diferenciais
intermedidrios. tal que cada corpo seguinte depois do primeiro. seja obtido do seu
predecessor pela jungio de um elemento que seja logaritmo ou exponencial de um
elemento sobre o corpo anterior.d
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Teorema 5.3.1 (Teorema de Liouville)[49]: Seja F um corpo diferencial com
um subcorpo algebricamente fechado (ver definicao no Apéndice) K. Seja f € F e g

elementar sobre ¥ com ¢’ = f. Entao existem vo, vy, ..., vy em F € ¢y, €3, ..., ¢x em K
tal que: )

Lo
f= v(')-}-z:c,-l—".l:l

Em outras palavras. a integral de uma funcao em um corpo de funcdes elementares
¢ um membro do corpo somado a uma combinacédo linear de logaritmos de elementos
do corpo.

A generalizagao do teorema de Liouville por Ostrowski esta contida no seguinte
resultado [48):

Teorema 5.3.2 [{&]: Sejam F um corpo diferencial de caracteristica zero (ver definigao
no Apendice). e o € F. Se a equagao y' = a tiver uma solugdo em alguma extensdo
diferencial de F tendo o mesmo subcorpo de constantes, entao. existem constantes ¢;.
€. ... ¢n € F e elementos ug. uy, ..., uy. v em F tal que:

u
a =un_l- +¢.0
4

5.4 Primitiva de uma Func¢ao na Forma de uma Ex-
pressao Finita

Dada uma funcao integrando constituida por uma combinacao de outras fungdes, a
primitiva pode conter fungdes que nao aparecem na composicao da fun¢ao integrando.
Dai. o porqué dos matematicos considerarem o problema de integracao indefinida
tao dificil de solucionar. Exemplos de primitivas que nao contém o integrando sao

fsinrdr = —cosre | (\/1 - J‘z)hl =sin"! r.

Algoritmos para resolver um problema de integragio indefinida vém despertando o
interesse dos matematicos por trés séculos. Eles buscavam um algoritmo para decidir
quando uma fungao elementar tem uma integral indefinida e encontra-la. caso exista.
Até 1905 pensava-se que todos problemas de integragao eram insoliveis por algoritmos.
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Hard um famoso matematico, provou que o problema nao tinha solucio para um sub-
conjunto de fungdes elementares. R. Rich [47. 49, 50] provou em 1970 que a conjectura
de Hardy era falsa. Risch obteve um algoritmo para determinar quando uma integral
de uma fungdo elementar existe em forma fechada e encontra-la caso exista [?].

Deseja-se um algoritmo que transforme um integrando (entrada) em uma primitiva
(saida). Entao deve-se contar com a existéncia de diferentes funcdes que aparecem na
primitiva mas que nao aparecem no integrando. As vezes héd uma grande diferenca
entre as fungbes do integrando e da primitiva. que possivelmente estao ligadas por
alguma relagao matematica. Para os exemplos citados no inicio desta secao. tém-se:

sin4cos?=1e

sin"!r =ilog (ir + V1= .1'2).

A ideia basica é expressar o integrando e a primitiva em termos de funcoes algebri-
camente independentes. isto €. funcdes que nao possuem uma relacao polinomial nao
trivial entre clas. A utilidade das fungoes algebricamente independentes esta ligada ao
desenvolvimento do corpo diferencial. Aproximagdes modernas de integrais indefinidas
usam o artificio da algébra diferencial.

Na algebra diferencial as funcdes racionais em x. R{x). formam um corpo fechado
sob diferenciacao. Um corpo diferencial. R(r.e") que contém fungdes racionais em €7
cujos coeficientes sio polindomios ou funcdes racionais € uma extensao do corpo R(z).
Note que € € R(z.€%): basta observar que €2 = (¢7)2. Por outro lado ¢ ¢ R(z,€”).
R(x.€".¢*’) é uma extensdo nio trivial de R(z.€”). E possivel representar

r?log(log v + €7)
€ —log(z+ 1)’

como um membro de R(x.log z.log(x +1).¢". log(log r + ¢7)). Note que as funcdes ele-
mentares podem ser consideradas como extensio do corpo de algumas fungdes racionais.
em que cada extensao é formada a partir de um novo logaritmo. exponencial ou fungao
algébrica.

O problema de como obter a primitiva de uma fungao na forma de uma
expressao finita Se f(r) € R{z.hi{x)..... fu(r)) for uma extensao do corpo dos
racionais. onde os h;(r) sdo logaritmos. exponenciais e fungdes algébricas e se f(r)
tiver uma primitiva g{r) que seja uma funcao elementar. entao qual o tipo de extensoes
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necessaria para obter uma extensao de corpos que contenha g(r)}? A resposta: apenas

extensoes logaritmicas sao necessarias; é consequéncia do Teorema de Liouville, ja
discutido na secido anterior.

5.5 Algoritmo de Risch

Seja D um corpo diferencial de caracteristica zero (ver definicao no Apéndice). que
possui um subcorpo X, chamado de corpo de constante de D). ou seja. K é o conjunto
de todos os a € D tal que o’ = 0.

Definicao 5.5.1 [{9]: Se D for um subcorpo diferencial de F. entiao F (e qualquer
[ € F) é elementar sobre D se F=D(6,.....0,). em que cada 0, satisfaz pelo menos
uma das condicoes que se segue:

1. 8, algébrico sobre D (8,.....8,) (ver definicdo no Apéndice ).

)

. 80,/8, =f para algum [ € D (6,.....8,) (caso de exponencial).

L)

. [/ ] =6; para algum [ € D(6,.....6,) (caso de logaritmo}. O

Definicao 5.5.2 [{9]: Se na definicao 5.4.1. em 2 ou 3. 6; for transcendental (ver
definicao no Apéndice ) sobre D(6,.....0;,_1) e o corpo constante de D(6,,...,8,_,) for
o mesmo que o de D(8,....,8;). entao 8; é um monomial sobre D(#,.....0,_,). Se cada

.8; for também algébrico ou monomial sobre TN#,.....8,,) entdo F é uma funcdo é

elementar regular sobre 1.0

5.5.1 A Idéia Basica do Algoritmo

Dado um corpo diferencial do tipo F = (=, 8, 8. .... §,)) em que A é o corpo das
constantes de F. A’ algebricamente fechado e transcendental de grau finito sobre &
(conjunto do Racionais). Se = = 1 com F elementar sobre A'(z}. o algoritmo de
integracao fornece um método para determinar quando uma dada fun¢ao f € F pode
ser representada na forma f = vy + Z:c,-f:'.‘l. para v; sem F e¢; sem k.

O algoritmo prossegue por indugéo sobre o nimero de monomiais usados na con-
strugao da torre de A’(=) para . Seja D elementar sobre K (=) onde m — ] monomiais
sao usados na torre de X ()} para D. A hipotese de inducao garante que é possivel
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decidir se os elementos de D possuem primitivas elementares e também se a equagao
diferencial linear de primeira ordem com coeficientes em D, com certos parametros
constantes, tem uma solugao em D.

Agora seja § um monomial sobre D, e w um elemento algébrico sobre D(8) e f €
F. F = D(8.«). Examina-se a equagdo f = v{ + }:c,-%"- em um conjunto finito
(determinado por f) na construgao de D para F. Usando a hipétese de indugao, certas
condic¢oes sao necessarias para que os v’'s ocorram de acordo com a representacao de
Liouville em F, isto é. a parte principal do sistema para vy e divisores §,. 1 = 1..... k tal
que (v;} seja poténcia de 4;. O v's. se existirem. podem ser determinados por elementos
aditivos ou multiplicativos de D. Entao o problema ¢ reduzido a estudar a equagao
hH=dy+ % c,-:-:k. com [, ed,’s em D.

5.5.2 Desenvolvimento do Algoritmo de Risch

Sera apresentada agora. uma idéia de como seria uma possivel implementacio do al-
goritmo de Risch.

I. Seja F' o conjunto de {uncoes elementares. Inicialmente converte-se o mntegrando

para a forma P(r)/Q(r) em que P e @ sdo polindomios com coeficientes racionais
em r. sendo z um elemento do conjunto F.

Seja N o numero de elementos do conjunto F. Pode-se escrever entao:
F=(I‘1.J‘2,...,In), (51)
em que os r; sao estruturas do tipo x, €%, log T, etc.

II. De acordo com o teorema de Liouville pode-se escrever a primitiva a ser encontrada
na forma:

Plr), Ulzya..... ) N | | -
/Q(I)d.r = 5 + ;c x log Q. (5.2)

em que.
" é um polinémio desconhecido:

¢, sao constantes correspondentes aos fatores @; do tipo exponencial. sao nulas.
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N f; é o nimero de fatores irredutiveis do polinémio Q;

os Q; sao fatores irredutiveis do polinémio @ ; logo pode-se escrever:

Npi
Q=1I@s {3.3)
=1
o polindémio @), é da forma:
NJe Nfj=Nfe :
Q=Il07x I o (54)
=1 i=

Na equagao (3.4) os fatores Q); do primeiro produtério sao elementos de F do
tipo exponencial: N f. é nimero de funcoes elementares exponenciais; os fatores
@, do segundo produtdrio correspondem aos demais fatores irredutiveis de Q ; e
n; ¢ o numero de vezes que os fatores (); ocorre em Q.

IT1. Diferenciando a equacao (5.2) obtém-se uma equacao diferencial linear de primeira
ordem no polindémio U,

IV. Considera-se o polinémio {7 como sendo a soma:

INF  INF _ . _
U(ry.re... .00 ta)= ey U oxal xa x o xR (5.3)
IN=0 ;=0
e substituindo a equacao {5.5) na equacao diferencial obtida no passo III pode-se
obter relagoes de recorréncia para os coeficientes U/}, ;..

V. Determina-se, utilizando as relacdes de recorréncia encontradas, qual o termo da
soma (5.5) tem a maior poténcia j; + ...+ jn. Separa-se o termo correspondente
na integral original da equagao (3.1) e encontram-se novas relagoes de recorréncia
para a parte restante do polindmio.

VI. Repetem-se os passos IV e V reduzindo sucessivamente a poténcia da parte des-
conhecida da soma (5.5), escolhendo arbitrariamente ¢;. se for necessario.

Finalmente. completa-se o calculo do polinémio {7 e dos parametros ¢, da equagio
(5.1). isto é. encontra-se a solugao. Caso a integral nao possa ser colocada na
forma (5.1). o Teorema de Liouville garante que ela nao pode ser expressa em
termos de fung¢oes elementares do conjunto F.
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A fundamentagdo matematica se encontra em [47, 51] e exemplos sao encontrados
em [43]. Alguns exemplos classicos sao apresentados a seguir.

O primeiro exemplo é um problema ficil que pode ser resolvido usando integragao
por partes. Embora o método do algoritmo de Risch aparente gastar muito mais tempo
que o metodo tradicional, o exemplo ilustra muito bem a idéia usada no algoritmo.

Exemplo 5.5.1
Considere a seguinte integral. [ log rdxr.

Claramente Jog r € R{z.Jog(+)). O integrando ¢ um polinémio em log(r) de grau
1. Uma vez que a integral deve ser elementar. entao ela sera no maximo de grau dois.

f]og rdr = Ba(x)log?{r) + By(z)log r + Bo(z) + ZC; log 1;{2) (5.6)

CIIT que.
BU. B]. Bg € R(.T}.
Vi(r} € R(r.log ),
¢; constante.

Note que os B;’s nao envolvem log  e. portanto, estdo no corpo R(z).

Diferenciando ambos os membros de (5.6) em relacdo a x, resulta:

st
V;

2B B
log z = Bi{z)log*(r) + (73 + B')logr + (Tl + By )+ Zcfﬁ.

(5.7)

L3 . . 2
Como os B;’s sao independentes de log r, os coeficientes de log” r e log r devem ser
iguals em ambos os membros da equagao.

Assim:

28,

Biz)=0 ¢ T+B;=1

Integrando ambos os membros de 2—?3 + B} = 1. e substituindo 2B; por b; obtém-se

J Bidr = B+ constante.
J éIld.r = b;log r+ constante.
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Desta forma, b;log r + B; = z+ constante. Logo.
b2=DeBl =.‘L‘+b1.

Substituindo esses resultados no coeficiente de (log r)?, tem-se:

B,

vv. !
U = —+BG+ZC,'I—‘.
o (4
b o
0 = T+ 1+B£]+ZC';1_‘
i vy
b U
-1 = ?1+B(',-§-ZC,-%.

que é a uma forma fechada. Integrando ambos os membros
—x+ constante = bylogx + By + 2 c¢;log v
Como b, e todos os ¢; sao nulos. entao By = —r+ constante. Finalmente,

jlog rdr = rlogr — 1 4 constanie.D

Exemplo 5.5.2
Considerere a integral [ = dz.

2 2 . , i . 2
Claramente ¢ € R(x.e™ ). O integrando ¢ um polinémio em €* de grau 1. As
propriedades de diferenciacao da exponencial garantem, portanto. que se a derivada
existir como uma funcao elementar, o grau permanece o mesmo.

w
o
S

fe’zd.r 55 J".?l(.'z')fan - Zc,- log v;(x). (5.

em que,’
B] € R(J‘)
vi(r) € R(x.e%).
¢; constante.
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Diferenciando ambos os membros da equagao (5.8) em relagao a z:

z2 f z? ;! -
e” = (B; +2zB))e” + ZC‘T (5.9)

Assim,
Bl +2rB, =1.

Note que B é uma funcao racional. Se ela tiver um denominador nao constante.
o grau do denominador de B| sera maior do que o grau do denominador de B;. nao
podendo ser cancelado. Por exemplo. considerando B; como sendo um polinémio em
x. de grau n. entao o grau de By é n — 1. o grau de 2r B, é n + 1. o grau da constante
1 € igual a 0. Os termos deveriam ser caicelados. e isso ¢ uma contradigao para

2 - - -
n 2 0. Logo [ €™ dr nao pode ser expresso em termos de {fungoes elementares. como ja
¢ conhecido.O

5.6 Abordagens de alguns Sistemas Algébricos no
Tratamento de Integrais

Integragao simbolica. historicamente. foi uin dos grandes desafios da computagao al-
gébrica. A invengao da calculadora e do computador toernou a integragdo numeérica
mais facil para cientistas e engenheiros. Muitos outros estudos encontraram algoritmos
para obter primitivas de funcdes algébricas [52, 53, 54}, e de fungdes que podem ser
representadas como fungdes elementares transcendentais de fungdes algébricas [55] ou
raizes n-ésimas de fun¢des algébricas transcendentais [56).

A seguir sio apresentados os recursos de integragao oferecidos pelo REDUCE,
MAPLE e Mathematica [57. 58. 59].

REDUCE

A funcdo INT(EE. X) obtém a integral indefinida da expressao EE em relacao a
variavel X. se for possivel. Se nao for possivel encontrar a solugio: 1)}Retorna a entrada
INT(....... ):2) Retorna a expressao envolvendo INT de alguma outra expressao (as vezes
mais complicada que a original}).
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MAPLE

Calcula integrais definida e indefinida usando a fungéo int, cuja sintaxe pode ser
int{f, x), int(f, x= a...b) ou int(f. x=a...b, cont), onde “f” é qualquer expressao algébrica
em X. “x~ variavel independente, “a...b” intervalo e “cont”(opcional) indica que a
funcao é continua.“int” calcula a integral definida ou indefinida de “f” em relacao a
variavel x. A integracdo indefinida é calculada se o segundo argumento for apenas
x. Nenhuma constante de integracido aparece no resultado. A integral definida é
encontrada se o segundo argumento for "x = a...b”. onde "a” e “b” sdo o limites de
integragao.

Se nao for possivel encontrar a primitiva. retorna a func¢ao de chamada. ou seja. a
funcao integrando. fornecida pelo usuario.

Uma integral definida de f(x) é encontrada obtendo-se primeiro a primitiva F(xr)
e depois avaliando F(b) — F(e): caso a primitiva nao possa ser encontrada. o valor da
integral e obtido numericamente.

Mathematica

E possivel integrar qualquer expressao racional (razao entre polinomios). A sintaxe
é a seguinte: int[f. x] {integral indefinida). int{f. {X, Tmin, Tmar}} (integral definida em
relagao a x). int[f. {X, Tmin: Tmaz}: {3 Ymin- Ymar}) (integral definida multipla).

Divide as integrais em 3 classes: Integrais simples que podem ser resolvidas por
métodos simples. Integrais na forma fechada para uma fungao particular. Integrais
cuja primitivas nao podem ser expressas usando fungées simples ou especiais. Se nao
for possivel encontrar a solucao. entao a fungao de chammada é retornada em sua forma
simbolica. Uma integral definida de f(x) é encontrada obtendo-se primeiro a primitiva
F{(«) e depois avaliando F(a)— F(b): caso a primitiva nao possa ser encontrada, o valor
da integral é obtido numericamente.

E possivel adicionar regras para certos tipos de integrais.



Capitulo 6

Conclusoes

6.1 Conclusoes

Em geral o modelo matematico sera resolvido utilizando um método numérico ou um
método algébrico. Esses métodos funcionam como uma “sonda™ que vai navegando por
um espago desconhecido e que esta equipada para enviar informagoes inferessantes so-
bre um espago jamais naveagado. A partir destas informagoes. adquire-se uma intuigao
mais apurada desse novo “territorio explorado ~ e possivelmente {azer descobertas de
cunho tedrico ou pratico. Uma das fases mais importantes de um projeto de matematica
computacioanal é a validagdo. A computagaoc algébrica auxilia oferecerecendo resulta-
dos numeéricos em menos tempo e obtendo solucoes quase sempre exatas. hem como
proporcionando discernimento a investigagao cientifica.

O desenvolvimento de softwares para computagao algébrica, apresentam muitas
dificuldades; A inadequagao do hardware disponivel é uma delas.

A explosao de operagdes intermediarias. nao permite que as operagoes basicas sejam
executadas por hardware. sendo necessario recorrer a softwares desenvolvidos apenas
com esse objetivo. Além disso os periféricos disponiveis para entrada e saida de dados
nao atendem a necessidade do usuario de software de computacao algébrica. A esses
problemas é edicionada a dificuldade de desenvolver uma liguagem e uma inerface
"universal”. isto é. que sejam compreendidas por todos os tipos de usudrios do software,
independente da aplicacao do software e de qual for o nivel de interagao do usuario ao
software.
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A solugdo seria oferecer ao usuario maior grau de liberdade para manipular as ex-
pressoes. o que implicaria em maijores preocupacdes com a concep¢ao da interface, com
a linguagem a ser utilizada pelo usuario, e acarretaria a necessidade de mais memoria.
Também seria interessante o desenvolvimento de novos periféricos que facilitassem a
entrada e saida de dados.

Como a tendéncia atual é procurar construir ambientes integrados de solucdo de
problemas (ASP’s) de matematica, a cooperacao de diversos especialistas é indis-
pensavel. Um ASP é um produto que deve incorporar uma tecnologia avancada de
computacao. a sua produgao val requerer uma geréncia sofisticada e a contribuigao
de muitos especialistas. Possivelmente havera necesidade de muita pesquisa em quase
todas as areas de especializacao envolvidas antes de emergir uma metodologia para o
desenvolvimento de ASP’s. A integracao de recursos de computacao algébrica a um
ASP é complicada: parece demandar ainda muito trabalho para se tornar uma tarefa
racionalmente tratavel.

Pelo menos conceitualmente é possivel pensar em um sistema de software algébrico
organizado em modulos. Os modulos devem implementar funcoes bem definidas para
que se possa alcangar maior clareza na estrutura do software. E possivel executar
operagoes apenas ativando o mddulo correspondente a operagao desejada. Para isso é
necessario embutir alguma inteligencia no sistema.

Para resolver o problema de explosao das expressoes intermediarias. o sitema de
software algébrico devera conter um médulo (maddulo basico) responsavel pela execugao
das operacoes com inteiros e polindbmios. As operacdes poderdo ser executadas em
precisao arbitraria. usando listas encadeadas e/ou arvores como estrutura de dados
destes objetos.

Os algoritmos para executar as operagdes basicas utilizam a notagao posicional para
qualquer base B > 1. A base adequada para a execugao das quatro operacdes basicas
¢ B < 2(5/2-1 FEssa escolha tem a desvantagem de perder espago. na representagao
de um inteiro. mas o produto de dois digitos pode ser representado em uma palavra e
pode ser obtido pela execucao da multiplicacao disponivel em hardware.

Para evitar a propagacao dos erros de arredondaniento. as operagdes com nuneros
reais podem ser executadas através de software;

1. Utilizando da notagao racional.

2. Utilizando a aritmética de ponto fixo. N = (D: f: §):Na notacao de ponto fixo.
o produto de N, e \; pode ser obtido sem majores problemas. A operagao de
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adi¢ao e subtragdo exige maiores cuidados com o alinhamento das virgulas e a
relacio entre os sinais. Para obter o quociente. a multiplicagao por ponténcias
de 10 foi utilizada como artificio para capturar os digitos da parte fracionaria

do quociente. Isso foi possivel porque o algoritmo de a divisao de dois inteiros
calcula o quociente digito a digito.

3. E manipulando os nameros transcendentais simbolicamente.

As vantagens destas representacdes para o numero real. é a possibilidade de a-
proveitar os algoritmos e as estruturas de dados utilizadas para a manipulagao com
inteiros.

O problema de integracao simbolica merece um tratamento mais cuidadoso em
computacao algébrica porque para implementa-la é necessaria uma certa heuristica.
Baseado no Teorema de Liouville. o algoritmo de Risch nao é dificil de implementar
no computador para casos que envolvem apenas funcdes logaritmicas e exponenci-
als. O caso em que se trabalha com funcdes que nao sdo algebricamente indepen-
dentes exige mais cuidado. necessitando de conhecimento matematico amplo e variado
(algébra abstrata. analise complexa. algebra linear. topologia. etc), bem como disposi-
tivos periféricos mais avangados.

Os progressos que redundaram nos computadores eletrénicos atuais, descendentes
dos antigos instrumentos de calculo mecanicos simples, contam entre as facanhas
matematica mais importantes do século XX. Particurlamente revolucionaria foi a idéia
de uma madquina que além de operar com dados armazenasse um programa de in-
strugao. Ao final do século XX. busca-se inserir inteligéncia em computadores. afim de
torna-los cada vez mais independentes da agao humana.

Observa-se que os modelos matematicos mais recentes sao bem mais complexos e
exigem um esfor¢o computacional maior. Por isso, a concepgao de software matematico
torna-se bastante complexa. o que vem exigindo cada vez mais a formagao de especia-
listas que possam conceber produtos necessarios a ciéncia e tecnologia. A necessidade
de especialistas ja pode ser detectada. em varias dreas como; Engenharia de Software.
Inteligéncia artificial. Computagao algebrica e etc.

Pode haver alguns poucos pontos sobre os quais talvez se possa prognosticar um
futuro. com alguma seguranga:

1. O desenvolvimento da computagao eletronica do século XX devera prosseguir
. no futuro por algum tempo. levando a uma velocidade nos calculos e aplicagoes
dificeis de imaginar hoje.
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2. A linha divisoria entre a matematica pura e a matematica aplicada devera se
enevoar cada vez mais. Por outro lado é possivel entender 2 matematica toda

como uma matematica aplicada, pois a aplicacao €, a vezes, uma questao de
tempo. )

3. A computacao algébrica apresentar-se-a como uma feramenta poderosa e in-
dispensavel a ciéncia e tecnologia: principalmente porque a tendencia dos soft-
weres de computagao algébrica. utilizados atualmente. é integrar a computagao
numerica. computagao algebrica e a computacao grafica. Alguns softwares sao
concebidos com uma organizacao em modulos e permitem que o usuario programe
em uma linguagem propria do software e armazene dados e programas caso haja
necessidade de reutiliza-los. garantido assim um ganho de tempo e eficiéncia.

Com os sitemas de software algébricos. o usuario ganhou em tempo e na precisao
dos dados. é claro que saber hoje a previsio de tempo de ontem nao faz sentido. a
nao ser do ponto de vista académico. ou seja. para validar o modelo em questao. Vale
resaltar que o avanco tecnoldgico dos computadores tem permitido o uso de modelos
cada vez mais sofisticados. o que permite simular uma gama maior de fenémenos.

6.2 Sugestoes para trabalhos futuros

e Utilizacao de orientacao a objetos para:

- Implementacao das demais operacoes do modulo basico e operagoes com
racionais. citadas no Capitulo 3, usando a estrutura de dados propostas e
os algoritmos estudados no capitulo 4 deste trabalho;

— Implementacao do algoritmo de Risch.

— Implementagao das quatro operagdes basicas para polindmios de uma variavel
em GF (Galois Fields - Campo de Galois), utilizando os algoritmos e as es-
trutura de dados estudadas no capitulo 4.

e Elahoracao de um tutorial sobre a utilizagao da computacao algébrica como uma
ferramenta para modelagem matematica.

¢ Eleboracio de um tutorial sobre o papel da computacdo algébrica na educagao
matematica.




Apéndice A

Conceitos de Matematica

A.1 Estruturas Algébricas

Nesta secao serao revistos alguns conceitos de algebra abstrata. especialmente de grupos
¢ corpos. Serao citados alguns resultados sem provas. Maiores detalhes se encontram

em [GO. 61. 62].

Algebra abstrata € um sistema formado por um conjunto S de elementos e um certo
mimero de operagoes e relagdes sobre S [60]. -

Definicao A.1.1 [32]: Um sistema algébrico (algebra, Q-dlgebra) é um par [A; Q] em |
que

(1) A é um conjunto:

(2) Q é uma colecao de operagées definidas em A: cada operagdo é executada por
uma funcio que mapeia A" — A. levando operandos a;.....a, € A emw(ay.....a,) € A,
em que o indice n de w é um inteiro nao negativo que depende de ., isto é, n = n(w).
]

Definigao A.1.2 [32): Um grupdide (G.-) é um sistema algébrico com uma operagao
bindria -: (r.y) v 1y (x -y também é denotado por ry)

U'm grupdide é multiplicativo ou aditivo se a operagdo binaria for multiplicagao ou
adicao. respectivamente. O ‘

100
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Definigao A.1.3 [32): Um semigrupo (S,-) é um grupdide que satisfaz a lei associa-
tiva: x{yz) = (ry)z.0

- L - . -
Exemplos: Considere os conjuntos definidos como se segue, munidos das operagées
usuals de adicdo e multiplicacéo.

(a) {(Z3:4); (b) {Z3;-); em que Z} € o conjunto dos inteiros positivos sem
o zero
{c) {R:+): (d) (R:+:-): em que R é o conjunto dos reais.
(e) ({0.1}:-) .0
Grupos

Definicao A.1.4 [60]: Um grupo é um conjunto nao vazio de elementos S com uma
operacgdo bindria definida sobre S. aqui denotada poro. que satisfaz os axiomas seguintes:

{1) a operacgao o € assoclativa: para cada tripla (a.b.c) de elementos de 5. ( a 0 b}
oc = ac{ boc)

(2} § possui um elemento identidade a direita na operagao ( o ) existe um elemento
e € S. tal que. para cadaa € S.aoe = a:

(3) para o elemento identidade a direita €, existe para cada a € S pelo menos um

-1

elemento inverso a direita a™!, tal queaoa™! = ¢.0

Se a operagao o for comutativa. isto é , para cada dupla (a,b) de elementos de S,
aob=boa.entao 5 é um grupo abeliano.

Um subconjunto nao vazio S de um grupo {G. o) é chamado um subgrupo de G’ se
S for fechado sob o e se (5.0} for um grupo.

Um subgrupo S de G é normalem GG se go § = S0 g para todo g € G.
Anéis

Definicac A.1.5 [60]): Um anel {4.+,-) é um conjunto nao vazio de elementos A com
duas operacées bindrias definidas sobre A. aqui denotada por {+) e {-}. tais que:

(1) (A.+) é um grupo abeliano.
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(2) (-} é associativa, isto é. se (A.-) for um semigrupo.

(3} Valem as leis distributivas: para todas as triplas (e, b, ¢) de elementos de A,
a-(bt+ec)=(a-b)+{a-c)e (b+c)-a=(b-a)+(c-a).0

Seguir-se-d a convengao de usar 0 para indicar a identidade (elemento neutro) de
(A.+): (+) é adigdo. (-) é multiplicagio.

Um anel € chamado anel com identidade se o semigrupo (A.-) tiver uma identidade,
isto é. se existir um elemento ¢ tal que. a- ¢ = ¢-a = ¢ para todo ¢ € A. Usar-se-a 1
para indicar. caso exista. a identidade de (4.:).

Um anel é comufativo se o semigrupo {4.-) for comutativo.

Um anel é chamado and! de integridade se for um anel comutativo com identidade
no qual se ¢ - b=0.emao a =00u b=0.

Um anel é um anel de divisdo se os elementos nao nulos de A formam um grupo
sob ()

U anel é chamado corpo se os elementos nao nulos de A formam um grupo comu-
tativo sob (-).
Um subconjunto nao vazio S de um corpo A é um subcorpo de K, se § com as

operacoes de A’ formam um corpo.

Um subconjunto S de um anel {4, +.) é chamado um subanc! de .4 se S for fechado
sob (+) e (-) e se forma um anel sob essas operagdes.

E comum o uso da notagao. {4.+.-,0.1). para anel comutativo, onde 0 e 1 sdo a
identidades da operagoes +, - respectivamente.

Definicdo A.1.6 [60]: Um subcorpo nio-vazio R de um anel {A.+.-) é chamado um
ideal se R for um subanel e para todor e Rea€ d.ar € Rera€ RO

Exemplo: Sejam 4 um anel comutativo.a € de (a) = {ra+na:r € dene Z}.
E facil verificar que {a} é um ideal de .4: é de fato o menor ideal contendo A. {(a) €
chamado ideal principal.

Definicao A.1.7 [62]: Seja A" um corpo. P é chamado subcorpe primo de I se P for
um subcorpo de todos os subcorpos de h'.0
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Definicio A.1.8 [62]: A caracteristica de um corpo k' é um inteiro associado a K™ da
maneira seguinte.

1. Se o corpo primo de K for (ZT), a caracteristica de K é p.

2. Se o corpo primo de K for @), a caracteristica de A é 0, onde Z é o conjunto dos
inteiros e () é o conjunto dos racionais.t

Freqlientemente denota-se por car(h’) a caracteristica de I'. Se car(h’) = p # 0,

entao pr = 0. para todo x € K. Se car(h')=0. entao para quaisquer a.b € ' com
a# 0. ab=01mplicad = 0.

Definicao A.1.9 [60]: Um Dominio Euclidiano (D, +.-.v) é um Dominio de Integri-
dade (D.+.-) e uma funcdo v dos elementos nao nulos de D no conjunto dos inteiros
nao negativos. chamada funcao euclidiana. tal que:

(1} Para todos os pares a. b de elementos de D para os quais b # 0 existem ge r
em D. tais que:

a=bg+7e0=rouvib)<via)
(2) Para todos os pares a e I de elementos de D para os quaisa # 0 eb#£ 0
via) < v(ab) O

Exemplo: Os inteiros. com as operagbes de adigio e multiplicacao usual formam
um dominio Euclidiano onde v(a) = |a|.

Se K for um corpo. entio h'[r] é um dominio euclidiano no qual o grau de um
polinontio é uma funcao euciidiana 1.0

Definicao A.1.10 [61]: Uma fungao »: {A;,+.-) = {A2.P.O). é chamada homo-
morfismo se para todo a. b € A:

(1) pla +b) = o(a) B »(b):
(2) pla-b) = 2(a) O »(b).0

Se - {or bijetora. entao  é um isomorfismo e denota-se por .4; = Az, Se A; = A,.
entao. .4; e .4, se comportam da mesma forma em relagao as suas operagoes.
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Extensao de Corpos

Teorema A.1.1 [60]: Seja K um corpo. Se p(z) for um polinémio nao escalar de K[z ],
existe um corpo F 2 K no qual p(z) tem uma raiz.0

Definigdo A.1.11 [60/: Sejaa € F 2 K. a é transcendente sobre K se K{a) = K(z)
e a € algébrico sobre K de grau n se a for raiz de um polinémio irredutivel p(r) € K|z}
de grau n.0O

Definicao A.1.12 [60]: F D K é uma extensio algébrica de K se cada elemento de
F for algébrico sobre K. Se F ndo for extensdo algébrica entio F é uma extensio
transcendente de k.0

Note que se F for uma extensao transcendente de A entao F contém pelo menos

um elemento gue é transcendente sobre . Aqui F pode ter ou nao outros elementos
além dos de A" que sao algébricos sobre A,

Exemplo: Cada elemento de I\ é algébrico sobre L. porque se a € K'. entao a é
urta raiz de r — a. A maioria dos numeros reais é transcendental sobre os racionais,
entre estes estao « e €.0

Definigdo A.1.13 [60]: Umna extensdo F 2 K é uma extensdo finita de N de grau n
se F' for um espaco vetorial de dimensao finita n sobre, k. Caso contrario F é uma
extensao infinita de I'. Escreve-se [F : K] para designar o grau de F sobre K'.0

U'ma consequéncia da definicao implica que se F for uma extensao finita de grau n,
entio existe um conjunto {a;..... a,} C Ftal que F = K(ay.....a.).

Se D for uma extensao finita de F. e F uma extensao finita de /\', é conveniente
usar um diagrama para ilustrar as extensoes de caorpos, D fica no topo. como pode ser
observado na figura A.1. Assim é possivel usar a terminologia sem nenhuma definicao
precisa de “Torre de Corpos™.

Definigao A.1.14 [60]: Um corpo F é algebricamente fechado se F nao tiver extensoes
algébricas proprias.0
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Fix.y)
O F
Fix) F(v)
oK g

Figura A.1: Estrutura de torre para extensoes de corpos

Exemplo: O corpo dos mimeros complexos é algebricamente fechado. E uma con-
seqiieéncia do Teorema 1.1 e do Teorema Fundamental da Algebra. que assegura que
cada polinomio com coeficientes complexos tem uma raiz complexa. que por sua vez
implica que somente polinomios lineares sao irredutiveis.O

Teorema A.1.2 [60]: Seja F uma extensao algébrica de K. As condi¢oes seguintes sio
equivalentes.

1. F é algebricamente fechado.

2. Cada polinémio irredutivel de F|z] é linear. O

A.2 A Transformada Discreta de Fourier e sua In-
versa

Serao apresentados alguns conceitos sobre a transformada discreta de Fourier necessarios
ao entendimento do algoritmo FFT.

Os resultados sao apenas citados. sem apresentar nehuma prova formal. Sugestoes
bibliograficas sao fornecidas.
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A transformada de Fourier é usualmente definida sobre o conjunto dos nimeros
complexos. Aqui ela sera definida sobre um anel comutativo (R.+.-.0,1). Conforme

definigoes 4.3.1 e 4.3.4, neste Apéndice sao apresentados alguns resultados e definigoes
adicionais. 1

Teorema A.2.1 [29]: Seja N = 2n e w a N-ésima raiz primitiva da unidade. entao
- = 0O

Teorema A.2.2 [29]: Seja N = 2n e w a N-ésima raiz primitiva da unidade. entao
—&* € a n-ésima raiz primitiva da unidade.O

Uma das aplicacoes da transformada de Fourier pode ser encontrada no célculo da

convolucao de dois vetores. conceitualmente pela definiccao 4.3.4.

Teorema A.2.3 [29]: Sejama = [ag.a.....a,-1.0.....0)]T eb = [bg.b......b,,_l.(l.....O]T.
vetores colunas de 2n componentes. Seja F(a) = [a}. d).....d,,_,]T e F(b) = [b}.b]. ....
V,,_;]7 suas transformadas de Fourier. Entao a . b= F~'(F(a)- F(b)). F(a)- F(b)
¢ a operacao chamada de produto das transformadas de Fourier. que resulta no vetor

¢ = [00. U1 coes Upme e V2 )T . €m que cada v; = @b} O

A convolucao de dois vetores de n componentes é um vetor de 2n componentes.
Por isso no Teorema A.2.3. é necessario completar com n zeros os vetores a e b. Para
evitar isso. pode-se usar a convolucao “camuflada”.

Definicio A.2.1 [29): Sejam a = [ag.ay.....an_1])T € b= [bo.by.....b,—1]T dois vetores
de n componentes. A convolugao positiva de a e b é o vetor ¢ = [cp. (1. .... cn-1)T. em
que:

— i n-1 .
Ci = Lj=0 “JbJ-i + 2 =i+] “an+f—1' -

Definicao A.2.2 [29]: A convolugio negativa de a e b é o vetor d = [dy.d,. W
em que:

i n—1
d; = z_,zu a;bj-i — zj=i+1 a;byyi-;. O
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Teorema A.2.4 [29]: Sejam a = [ag.a;.....an-1])7 € b= [bo.b;.....b,_;]T dois vetores
de n componentes. Seja w a n-ésima raiz da unidade e seja (v*)? = w. Supondo que n
tem inverso multiplicativo,

1. A convolugao positiva de a e b é dada por F~'(F(a).F(b)).

2. Sejad = [dy.d,.....d,_,)T a convolugdo negativa de a e b. Sejam a.b e d respecti-
vamente iguais a [ag. v'ay. ... v a, )7, [bo. by, ... "0, )T €[dp. Vds - v )T
Entaod = F~'(F(a)- F(b)). comv™" = =1. D

E possivel avaliar dois polinémios de grau n nas n-ésimas raizes da unidade e multi-
plicar os pares de valores das raizes correspondentes. Isso fornece 1 valores com os quais
se obtém um unico polindémio de grau 2n. O vetor dos coeficientes do polindmio obtido
¢ exatamente a convolucao positiva dos vetores dos coeficientes dos dois polinomios

originais [63].

A.3 Congruéncia Mdédulo m

A propriedade da divisao de inteiros garante que para a.m € Z (Conjunto dos Inteiros).
m # 0. existe um unico quociente g e um resto r tal que

a=mqg+r (0 <r<m).

Se r,,(a) = 0 (o resto da divisao de @ por m). entao m divide a e denota-se por
m | a. ou seja.

m | a <= a = km para algum k € Z.

Definicao A.3.1 : Sejam a e b dois inteiros. a é congruente a b médulo m se m |
(a —b) & a = km+bpara algum k € Z. ou seja. rp,(a) = b. ou ainda. rp(a —b) = 0.
Representa-se por a = b(mod m).0

\erifica-se que a congruéncia modulo m é uma relagao de equivaléncia. ou seja.
valem as seguintes propriedades:

a) a = a(mod m). a relacao é reflexiva:
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) se a = b(mod m) entao b = a(mod m). a relacdo é simetrica:

c) se a = b(mod m) e b = ¢(mod m). entdo a = c{mod m). a relagao é transitiva.
As congruéncias gozam. ainda. de duas outras propriedades:

d) se a = b(mod m) e se - € um inteiro. az = bz(mod m): e

e) se a = b{mod m) e se ¢ = d(mod m). entao ac = bd{mod m) e ainda mais
a+c=b+dimod m).

Sabendo que a congruéncia modulo m é uma relagao de equivaléncia entao faz
sentido definir:

(lasse de equivaléncia de @ como @ = {x € Z tais que a = r(mod m)}

Conjunto quociente. como o conjunto de todas as classes de equivalencia de Z por
m. L= 2, = {ﬁTE vttt — 1}

Essa relacao divide o conjunto dos inteiros em subconjuntos cujos elementos estao
relacionados pelo resto que deixam ao serem divididos por m. Por exemplo. definem-se
os inteiros pares como sendo aqueles congruentes a 0 mod 2. Assim. 1 é par se ¢ somente
se. existe um inteiro m tal que » = 2m. Os inteiros ‘mpares sao todos os mteiros que
nao sao pares. Pode-se mostrar que um inteiro impar n pode ser escrito na forma
2+ 1. para algum inteiro m. O conjunto quociente para m = 2 é Z; = {0.T}[G4].

A.4 Analise Complexa

Nesta se¢do serao vistos alguns conceitos de analise complexa utels para a compreensao
do capitulo 5. Para maiores detalhes consultar [63).

Quando se trabalha sobre o conjunto dos nimeros complexos é possivel considerar
quatro tipos de funcdes: funcoes reais de variavels reais. funcoes reais de variaveis
complexas. fungoes complexas de variaveis reais e funcoes complexas de varidaveis com-
plexas. As letras = e w sao usadas para denotar variaveis complexas e para denotar
uma funcao complexa usa-se w = f{:z).

A classe de funcoes analiticas é formada por fungdes complexas de variaveis com-
plexas diferenciaveis em todo o seu dominio. O termo fung¢do holomdrfica é usado com
significado idéntico.

A soma e o produto de duas fun¢oes analiticas sao também Tungdes analiticas. O

mesmo ocorre com o quociente. f{z1/g(z). desde que g(z) nao se anule no seu dominio.
Nos casos gerais € necessario excluir os pontos em que g(z) = 0.



Conceitos de Matematica 109

Considere o polinomio.

P(z) =ap+ ayz + asz® + ... + a,z"

com a, # 0. Entao P(z) tem grau n. Paran > 0, a equagao P(z) = 0. tem pelo menos
uma raiz. Se P(a;) = 0. em que a; é um elemento do dominio de P(:). é possivel
escrever P(z) = (z—a;)P(z). em que P,(z) é um polinémio de grau n — 1. A repetigao
desse processo. completa a fatoracao

P(z) = ay(z—a;)z=03)...(z—0,)

onde a;.0s5.....a, Nao sao necessariamente distintos.

Se a; ocorre h vezes. entao a; é uma raiz de P(z) de ordem ou multiplicidade h.
Entao é possivel escrever P(z) = (z — a;)" Py (z). onde Py (z) £ 0

Considere um funcao racional.

obtida pelo quociente de dois polindomios. Assume-se que P(z) e (=) nao tenham
fatores em comum. R(z) assume valor oc nas raizes de Q(z). As raizes de (J(z) sao
chamadas polos de R(:z). e a ordem do polo é por definicao igual a ordem da raiz
correspondente de Q(z).

Definigao A.4.1 [65]: Uma funcgio complexa f(z) é analitica em uma regiao Q se ela
for definida e tiver derivada de primeira ordem. em cada ponto de Q. Umafuncao é
analitica em cada ponto arbitrario de A se ela for analitica em alguma regiao 4.0

Considere a funcao f(z) analitica na vizinhanca de a. exceto no proprio a. Em
outras palavras. f(z) é analitica na regiao 0 < |z — a| < 4. O ponto a é chamado
singularidade isolada de f(:z). Desde de que seja possivel calcular f(a). f(z) se torna
analitica no disco [z — a| < 4.

Se lim.,, f(z) = . o ponto é um polo de f(z). e escreve-se f(a) = oc. Existe

um ¢’ < 6 tal que f(z) # 0 para 0 < |z — a| < &'. Nessa regiao a fungao g(z) = %
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¢ definida e analitica. Mas a singularidade de g(z) em a é removivel. e g(=) tem uma
extensao com g(z) = 0. Desde que g(z) nio se anule e a raiz em ¢ seja de ordem finita,
é possivel escrever g(z) = (= — a)?gi(z) com gi({a) # 0. O nimero h é a ordem do polo
e f(z) tem a representacao f(z) = (z — a)~"fu(z) em que fr(z) = —1= ¢ analitica e

grls)
nao nula em uma vizinhanga de a. Observe que a idéia de polo é a mesma usada para

funcoes racionats.

Definigao A.4.2 [63]: Uma funcao f(z) que é analitica em uma regiao 1. exeto nos
seus polos. é meromdérfica em Q. Mais precisamemne. Va € 1. deve existir uma vizin-
hanca |z — | < & comida em Q. 1al que toda f(z) é anlitica em toda a vizinhanga. ou
seja. f{z) e analitica para 0 < |z — a| < 6. e a. uma singularidade isolada. € un polo.
Observe yue os polos das fungées meromarficas sao isolados pela propria construgao da
funcao.C

O quociente % de duas funcoes analiticas em € é uma funcao meromorfica em €.
desde de gue g{z) # 0. Ox possiveis polos sao as raizes de ¢g(2). 1nax ax raizes comuns
de g{z) ¢ f(2) podem ser singularidades removiveis. A soma. o produto ¢ o quociente
de duas fungoes meromdéficas sao também meromorficas. O caso do denominador que
sc aproxima de zero pode ser excluido. a menos que considere o¢ como uma funcao

meromorfica.

Definicao A.4.3 : Elemento de funcao ou célula é o par (f.Q). em que f{z) ¢ funcao
analitica e §). o dominio de f. O

Dois pares (f;. ) e (f2.8;) constituem uma continuacao analitica direta uma da
outra se 0, N Q, for ndo vazia e fi(z) = f2(z) em Q, N Q,. E possivel considerar
cadeias de elementos de Tuncoes (f;. ). (2. Q). ... ([ ) tal que (fi. ) seja uma
continuacao analitica direta de {f;_,. Q) os elementos da cadeia sao continnagao
analitica direta um do outro.

Definicao A.4.4 [63]: Uma funcao analitica global é um conjunto nao vazio f de
elementos de funcées (f.€1). tais que quaisquer dois elementos em f siao continuacao
analitica um do outro formando uma cadeia que une os elementos de £, Uma funcao
analitica completa e uma fungdo analitica global que contém todas as continuagoes de
todos us elementos de f. O
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A equacao da forma P(z.w) = 0. em que P é um polinémio em duas variaveis. tem
para cada : um numero finito de solugoes wy(z), wo(z). ..., wx(2).

Definigao A.4.5 [65]: Uma funcdo analitica completa f é uma fungao algébrica se
todos os seus elementos de funcées (f,(). satisfizerem a relagao P(f(z).z) = 0 em Q.
em que P(w.:) é um polinomio nao nulo.0
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