
UNIVERSIDADE FEDERAL DA PARAlBA 

CENTRO DE CIÊNCIAS E TECNOLOGIA 

DEPARTAMENTO DE SISTEMAS E COMPUTAÇÃO 

OTIMIZAÇÃO DA ALOCAÇÃO DE DISCIPLINAS 

ÃS SALAS DE AULA 

POR 

EVILSON DE ARAÜJO BARROS 

CAMPINA GRANDE - PARAÍBA 

AGOSTO - 19 78 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



C O O R D E N A Ç Ã O S E T OR I A L DE P O S - G R A D U A Ç Ã O 

P A R E C E R F I N A L DO J U L G A ME N T O DA D I S S E R T A Ç Ã O DO H E S T R A N D O 

E V I L S ON DE A R A U J O B A R R OS 

T í t u l o :  " O T I MI Z A Ç Ã O DA A L O C A Ç Ã O DE D I S C I P L I N A S AS S A L A S DE A U L A
1 

-  P r e s i d e n t e -

S I M I N J A L A L I  R.  R A B B A N I  -  M . S c .  

E D U A R D O A N D R A D E V E L O S O -  M . S c .  

C a mp i n a G r a n d e ,  0*4 d e a g o s t o d e 1 9 7 8 .  



A meus p a i s e irmãos, p e l o i n c e n t i v o 

e a p o i o sempre demonstrado. 



A minha q u e r i d a esposa Mércia, pela 

a j u d a , compreensão e c a r i n h o dedica 

do em todos os momentos. 



AGRADECIMENTOS zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

O a u t o r agradece: 

Ao seu o r i e n t a d o r e amigo P r o f . Ph.D JEAN CLAUDE PICARD, 

p e l o i n c e n t i v o , atenção e amizade na orientação deste t r a b a l h o e 

mais ainda p e l o grande impulso dado na área de P.O. do Curso de 

Mestrado. 

Ao P r o f . M.Sc. EDUARDO ANDRADE VELOSO, Coordenador do 

Curso de Põs-Graduação em Engenharia de Sistemas. 

Ao P r o f . M.Sc. ERATÓSTENES EDSON RAMALHO DE ARAUJO, Che 

fe do Departamento de Sistemas e Computação e aos demais colegas 

deste Departamento. 

Aos funcionários do DSC do NPD e C o n t r o l e Acadêmico pe 

l a expontânea colaboração. 



RESUMO zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Este t r a b a l h o d i z r e s p e i t o a um problema de A d m i n i s t r a 

ção Acadêmica: A OTIMIZAÇÃO DA ALOCAÇÃO DE DISCIPLINAS AS SALAS DE 

AULA para uma Un i v e r s i d a d e ou Escola. Dado o horário de d i s c i p l i 

nas para um período l e t i v o , o problema é e n c o n t r a r o número mínimo 

de s a l a s que satisfaça ao horário pré-definido e, ao mesmo tempo 

t e n t a r m i n i m i z a r o espaço físico t o t a l . Usando otimização em redes, 

uma metod o l o g i a f o i d e s e n v o l v i d a e a p l i c a d a ã U n i v e r s i d a d e Federal 

da Paraíba, campus de Campina Grande. Esta técnica mostra um melho 

ramento s u b s t a n c i a l na utilização das s a l a s em comparação com a 

metodol o g i a atualmente usada nesta U n i v e r s i d a d e . 



ABSTRACT 

T h i s work i s c o n c e r n e d w i t h a Problem of Academic 

A d m i n i s t r a t i o n : THE OPTIMIZATION OF ALLOCATION OF CLASS ROOMS f o r 

an u n i v e r s i t y or a s c h o o l . G i v e n the time t a b l e f o r a s c h o o l term, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

the problem i s t o f i n d the minimum number of rooms t o s a t i s f y the 

time t a b l e e s t a b l i s h e d and, a t the same t i m e , t o t r y t o minimize 

the t o t a l p h y s i c a l space. Using o p t i m i z a t i o n i n networks, a 

methodology has been developed and a p p l i e d t o the Federal U n i v e r s i t y 

of Paraíba i n Campina Grande. T h i s approach shows s u b s t a n t i a l 

improvements i n the room u t i l i z a t i o n i n comparison w i t h t he 

methodology p r e s e n t l y being used by t h i s U n i v e r s i t y . 
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CAPITULO I zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

I NT RODUÇÃO zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A Pesquisa O p e r a c i o n a l como d i s c i p l i n a Científica sur 

g i u logo após a segunda g u e r r a mundial e tem s i d o d e s e n v o l v i d a mui_ 

t o rápida, p r i n c i p a l m e n t e no s e t o r p r i v a d o . Ela sempre pode ser 

a p l i c a d a quando se quer e n c o n t r a r a melhor e n t r e d i v e r s a s soluções 

de um determinado problema, de acordo com os o b j e t i v o s a serem a l 

cançados. 

Nesses últimos anos esforços maiores têm s i d o d i r i g i d o s 

para aplicação da Pesquisa O p e r a c i o n a l ao s e t o r público, e graças 

as novas técnicas d e s e n v o l v i d a s e as d i s p o n i b i l i d a d e s de recursos 

computacionais e s t a l i n h a de pesquisa está tomando um novo impul_ 

so. 

Neste t r a b a l h o é apresentado uma aplicação da P.O. a 

administração acadêmica de U n i v e r s i d a d e , no t o c a n t e a otimização 

da alocação de d i s c i p l i n a s as s a l a s de a u l a e são abordadas a l g u -

mas idéias de automatização do horário de d i s c i p l i n a s e alocação 
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de p r o f e s s o r e s as d i s c i p l i n a s . 

Para cada período l e t i v o , a Administração Acadêmica do 

Centro de Ciências e T e c n o l o g i a da U n i v e r s i d a d e da Paraíba, onde 

f o i a p l i c a d o e s t e t r a b a l h o , faz uma previsão de vagas e de d i s c i 

p l i n a s / t u r m a s a serem o f e r e c i d a s , baseada em levantamento estatís 

t i c o s de períodos a n t e r i o r e s , no índice de aprovação, em créditos 

s o l i c i t a d o s , créditos a d q u i r i d o s , solicitações de d i s c i p l i n a s para 

o semestre s e g u i n t e , e t c . De posse dessas informações são d e f i n i _ 

das as d i s c i p l i n a s que deverão ser o f e r t a d o s , número de turmas va 

gas para cada turma e f i n a l m e n t e são montados os horário das d i s c i _ 

p l i n a s , a v i s t a das s a l a s de a u l a s disponíveis. 

Convém s a l i e n t a r que, até então e s t e processo é f e i t o 

manualmente. Após longos d i a s de t r a b a l h o , obviamente se chega a 

uma solução para o horário das d i s c i p l i n a s e suas r e s p e c t i v a s sa 

l a s de a u l a . Tendo em v i s t a que o processo de formulação dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA h o r a 

r i o é baseado apenas em experiência prática e senso de cada pes-

soa, certamente não se pode g a r a n t i r que a solução encontrada s e j a 

boa, podendo-se d i z e r tão somente que f o i encontrada uma solução. 

Desde que as d i s c i p l i n a s a serem o f e r e c i d a s , o número 

de alunos por turma em função do espaço físico disponível, ou se 

j a : p o s s i v e l m e n t e algumas d i s c i p l i n a s deixam de ser o f e r e c i d a s ou 

o número de vagas por turma é r e d u z i d o d e v i d o a limitação do espa 

ço físico. Desta forma se faz necessário uma otimização na u t i l i _ 

zação do espaço físico o que certamente v a i dar condições para um 

melhor atendimento às solicitações e uma melhor formulação de horá 

r i o das d i s c i p l i n a s . 

Face a essas necessidades f o i d e s e n v o l v i d o e s t e t r a b a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

t  
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l h o que, p a r t i n d o - s e das d i s c i p l i n a s a serem o f e r e c i d a s e seus 

r e s p e c t i v o s horários e números de vagas, encontra-se o menor núme 

r o de s a l a s necessário a alocação ótima das d i s c i p l i n a s as s a l a s 

de a u l a s u j e i t o a várias restrições, onde para cada c o n j u n t o de 

restrições é apresentada a solução ótima e em alguns casos, a me 

l h o r solução possível. 

As Técnicas da T e o r i a dos Grafos u t i l i z a d a s foram: 0 

Problema de Casamento; 0 Problema de Designação e Fluxo Máximo a 

Custo Mínimo. 

No Capítulo V é apresentado uma comparação dos r e s u l t a 

dos o b t i d o s através da implementação e processamento, no sistema 

IBM/370-145-VS1 na linguagem de programação COBOL, das d i s c i p l i n a s 

o f e r e c i d a s no período 781 p e l o Centro de Ciências e T e c n o l o g i a da 

U n i v e r s i d a d e F e d e r a l da Paraíba com a solução e x i s t e n t e o que d e i 

xa bem c l a r o a v a l i d a d e do t r a b a l h o . 



CAPITULO I I zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

DE F I NI ÇÃO DO P ROBL E MA 

Durante a vigência do Regime Seriado na Univer 

si d a d e , o problema de alocação de d i s c i p l i n a s às s a l a s de a u l a 

e x i s t i a em menor e s c a l a , i s t o porque, normalmente e r a alocada uma 

ou duas s a l a s para cada série (ou turma) de cada curso de gradu 

ação. Então, d u r a n t e todo o período l e t i v o as d i s c i p l i n a s r e f e r e n 

t e s aquele c u r s o eram alocadas (ou o f e r e c i d a s ) numa mesma s a l a e 

e nesse caso o problema f i c a v a r e d u z i d o a alocação das turmas às 

s a l a s de a u l a . Convém lembrar que o c o n j u n t o das turmas de um de 

terminado c u r s o é bem menor que o c o n j u n t o das d i s c i p l i n a s do mes 

mo. 

Com a Reforma Universitária, uma mesma d i s c i _ 

p l i n a é o f e r e c i d a para alunos de vários cursos d i f e r e n t e s , d i s s o l 

vendo assim, as turmas de cada curso que antes e x i s t i a no regime 

s e r i a d o . E o c o n j u n t o de elementos a ser alocado passou a ser 

muitas vezes maior que o a n t e r i o r , p o i s ao Invés de se f a z e r a a 

locação de turmas ãs s a l a s , o que deve ser f e i t o é alocação de 

d i s c i p l i n a s 5.s s a l a s de a u l a . E h o j e pode-se d i z e r que 0 P ROBE L MA 

DE AL OCAÇÃO DE DI S CI P L I NAS AS S AL AS DE AUL A sempre e x i s t e em toda 
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U n i v e r s i d a d e ou Unidade de Ensino, e seu grau de complexidade au 

menta a medida que cresce o número de d i s c i p l i n a s . Este problema 

está intimamente l i g a d o ãzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA F ORMUL AÇÃO DO HORÁRI O DE DI S CI P L I NAS E 

AL OCAÇÃO DE P ROF E S S ORE S AS D I S C I P L I N A S .  Ele f a z p a r t e do gênero 

de problemas de designação. E x i s t e um problema de designação quan 

do c e r t o s elementos ( a u l a , ordens, e t c ) devem ser coordenados a 

o u t r o s elementos ( s a l a , tempo, máquinas, homens, e t c ) de t a l manei 

ra que sejam observadas c e r t a s condições (uma s a l a não pode ser 

u t i l i z a d a ao mesmo tempo por mais de uma d i s c i p l i n a , e t c ) e que um 

ou vários critérios de q u a l i d a d e (horário, eficiência, c u s t o , l u 

c r o , e t c ) sejam r e a l i z a d o s de maneira ótima ou da melhor maneira 

possívelzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 5 j ' 

Considerando que es t e problema também e x i s t e 

na U n i v e r s i d a d e F e d e r a l da Paraíba, propõe-se a a p r e s e n t a r , como 

sugestão, várias soluções o t i m i z a d a s ou as mais viáveis p o s s l 

v e i s . Para s o l u c i o n a r t a l problema, a Coordenação de Administração 

Acadêmica deverá t e r em mãos os s e g u i n t e s dados: 

- D i s c i p l i n a s a serem o f e r e c i d a s no período l e t i v o ; 

- Número de vagas o f e r e c i d a s por d i s c i p l i n a s / t u r m a ; 

- ^jraçào das au l a s de cada d i s c i p l i n a ; 

- Capacidade e equipamentos e s p e c i a i s de cada s a l a de a u l a ; 

- localização das s a l a s de a u l a ; 

- 'quipamento e s p e c i a l u t i l i z a d o por cada d i s c i p l i n a ; 

- Tempo disponível de cada s a l a de a u l a em cada t u r n o da semana. 

A coordenação deverá atender p e l o menos, ãs s e g u i n t e s condições: 

- As d i s c i p l i n a s deverão ser alocadas em s a l a s que tenham equipa 

mentos e capacidades compatíveis; 

- Km cada s a l a dê aula deverá haver, no máximo, uma aula ao mesmo 

tempo; 
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- Um mesmo p r o f e s s o r não poderá d a r , ao mesmo tempo, mais que uma 

a u l a ; 

- Uma d i s c i p l i n a com n alunos não poderá ser alocada a uma s a l a 

com capacidade i n f e r i o r a n. 

Além dessas, e x i s t e m o u t r a s condições que, apesar de não serem ab 

solutamente obrigatórias, devem ser a t e n d i d a s , na medida do possí 

v e l , por exemplo: 

- Quando f o r necessário um p r o f e s s o r dar au l a s imediatamente se 

gu i d a s , então,a distância e n t r e as s a l a s de a u l a não devem u l 

t r a p a s s a r um l i m i t e prê-fixado; 

- P r i o r i d a d e s de horários de au l a s dos p r o f e s s o r e s . 

A medida que forem sendo a t e n d i d a s essas condições não a b s o l u t a 

mente obrigatórias, ê muitas vezes tomada como critério de a v a l i a 

ção da eficiência da Formulação do Horário de D i s c i p l i n a s , Aloca 

ção de P r o f e s s o r e s às D i s c i p l i n a s e Alocação de D i s c i p l i n a s às Sa 

l a s de A u l a . S o l u c i o n a r t a l problema é difícil, e mais ainda quan 

do se t e n t a f a z e - l o manualmente, d e v i d o ao grande número de v a r i a 

v e i s e restrições do problema, n e c e s s i t a n d o de várias pessoas e de 

b a c a n t e tempo. 

Convém s a l i e n t a r que e s t e problema tem várias 

soluções viáveis tornando-se m u i t o difícil e n c o n t r a - l a s por p r o 

cessos manuais e impossível de e n c o n t r a r e n t r e e l a s , a melhor so 

lução. 

Na fase i n i c i a l deste t r a b a l h o , manteve-se con 

t a c t o com a Coordenação de Administração Acadêmica do Centro de 

Ciências e T e c n o l o g i a da U n i v e r s i d a d e F e d e r a l da Paraíba, a res 

p e i t o da formulação do horário de d i s c i p l i n a s automatizado, o que 

t e r i a s i d o o p r i m e i r o o b j e t i v o deste t r a b a l h o . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

U N I V ERSI D A D E F E D E R A L DA P A RA l BA 

Pr 6- Rei t or i a Par a Assunt os d o I nt er i or  

Co o i d e n o ç ã o Set or i al  d e T ó s - Gr a d u a ç ã o 

B u a Apr í gi o Ve l os o.  8 8 2 - Te l  ( 083 )  3 2 1 - 7 2 2 2 - H 3 5 5 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

58.100 - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Campi na Gr ande -  Paraíba 
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A idéia g e r a l e r a a formulação automática do 

horário de d i s c i p l i n a s para, a p a r t i r das p r i o r i d a d e s de horários 

dos p r o f e s s o r e s e dos al u n o s , p r i o r i d a d e s de horário de algumas 

d i s c i p l i n a s , d i s c i p l i n a s o f e r e c i d a s e sala s com r e s p e c t i v a s capa 

c i d a d e s , o b t e r um horário o t i m i z a d o que atendesse, na medida do 

possível, essas p r i o r i d a d e s . Obviamente, em cada período se encon 

t r a r i a um horário d i f e r e n t e do a n t e r i o r , tendo em v i s t a que os da 

dos de e n t r a d a do sistema ( p r i o r i d a d e s ) , seriam d i f e r e n t e s . Essa 

idéia f o i abandonada p e l o s motivos c i t a d o s a s e g u i r : 

Embora a idéia fosse m u i t o boa, não i r i a encon 

t r a r aceitação por p a r t e dos órgãos a d m i n i s t r a t i v o s da U n i v e r s i d a 

de . I s s o porque já era pensamento dos órgãos competentes, desen 

v o l v e r e i m p l a n t a r um horário padrão obedecendo a f i l o s o f i a de ho 

rário l i n e a r . Este horário padrão ê c a r a c t e r i z a d o p e l o f a t o de não 

v a r i a r no d e c o r r e r dos períodos l e t i v o s , (semestres) o que propor 

c i o n a condições para o alu n o p l a n e j a r e d e c i d i r q u a i s as d i s c i p l i 

nas e em que semestre o mesmo deverá c u r s a - l a s . 

Além do mais a idéia do horário l i n e a r i r i a a 

te n d e r a algumas condições impostas p e l o Sistema Automático de Con 

t r o l e Acadêmico, o r a im p l a n t a d o nesta U n i v e r s i d a d e . 

Mas, embora o problema de Formulação do Hora 

r i o e s t i v e s s e p o s s i v e l m e n t e r e s o l v i d o com o advento do horário l i _ 

near padrão, o u t r o problema de mesma importância e b a s t a n t e r e l a 

cionado com o problema do horário, c o n t i n u a v a sem solução ou p e l o 

menos sem uma boa solução. A alocação das d i s c i p l i n a s ao espaço 

físico ( s a i a s ) . T a l problema vem se agravando a proporção que o 

número de alunos aumenta, uma vez que, com o aumento do número de 

a 1 mos, aumenta a demanda de solicitação de d i s c i p l i n a s , aumenta 

o número de turmas por d i s c i p l i n a s , consequentemente aumenta a ne 

cessidade de espaço físico, e é sabido que espaço físico não au 

méfifcà na meama proporção-
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2.1 OBJETIVOS DO TRABALHO 

Pelo exposto a n t e r i o r m e n t e e levando-se em con 

sideração a pretenção de se f a z e r um t r a b a l h o que t i v e s s e a p l i c a 

çâo i m e d i a t a na Administração Acadêmica, o problema teve o seguin 

t e equacionamento: 

P a r t i n d o - s e dos s e g u i n t e s dados i n i c i a i s : 

- D i s c i p l i n a s que serão o f e r e c i d a s no período l e t i v o e seus r e s 

p e c t i v o s horários; 

- Vagas o f e r e c i d a s por d i s c i p l i n a s / t u r m a . 

PropÕe-se a: 

- Determinar o menor número de s a l a s necessário para a l o c a r todas 

as disciplinas/horário o f e r e c i d a s (minimização do número de sa 

l a s ) . 

- Determinar e n t r e as várias soluções, uma alocação ótima das d i s 

c i p l i n a s , para esse menor número de sa l a s encontrado, com o me 

nor número de c a d e i r a s , necessário; 

- Determinar uma alocação ótima (com menor número de sa l a s e ca 

d e i r a s ) das d i s c i p l i n a s o f e r e c i d a s , com restrições de horário 

sem variação do número de alunos por s a l a ; 

- Determinar uma alocação ótima (com menor número de sa l a s e ca 

d e i r a s ) das d i s c i p l i n a s o f e r e c i d a s , com restrição de horário e 

variação do número de alunos por s a l a não s u p e r i o r a 20; 

- Determinar uma alocação ótima (com menor número de s a l a s e ca 

u e i r a s ) das d i s c i p l i n a s o f e r e c i d a s , com restrição de horário e 

variação do número de alunos por s a l a , não s u p e r i o r a 40; 

- Determinar uma alocação ótima (com menor número de s a l a s e ca 

d e i r a s ) das d i s c i p l i n a s o f e r e c i d a s , com restrição do horário e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

nem restrição do número de alunos por s a l a . 

Este t r a b a l h o poderá ser u t i l i z a d o p e l a Admi 
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nistração Acadêmica da U n i v e r s i d a d e , em projeção f u t u r a de espa 

ço físico necessário para atender ao seu c r e s c i m e n t o com relação 

ao aumento do número de a l u n o s , criação de novos c u r s o s , e t c . 0 

r e s u l t a d o d e s t a aplicação será a determinação do número mínimo de 

s a l a s necessário com suas r e s p e c t i v a s capacidade, e alguns dados 

para sua localização, bem como, o número mínimo de c a d e i r a s . 

2.2 VIABILIDADE DO TRABALHO 

Este t r a b a l h o está completamente implementado 

em computador eletrônico na Linguagem de ProgramaçãozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA COBOL ,  l i n 

guagem essa que é u t i l i z a d a p or, aproximadamente, 80% das Unida 

des de Ensino que têm Administração Acadêmica automatizada. Sua 

aplicação é i m e d i a t a e o tempo de processamento m u i t o pequeno (em 

t o r n o dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 5 m i n u t o s / t u r n o ) . Está compatível com as metas do Depar 

tamento de Sistemas e Computação por ser prático e aplicável e 

mais ainda por ser uma t e n t a t i v a de melhorar o funcionamento de 

órgãos da própria U n i v e r s i d a d e F e d e r a l da Paraíba, no caso a Coor 

denação de Administração Acadêmica, e o u t r o s s e t o r e s A d m i n i s t r a t i 

vos da U n i v e r s i d a d e . 



CAPITULO I I I zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

CONCE I T OS E AL GORI T MOS 

3.1 GRAFOS 

Um g r a f o é um c o n j u n t o não v a z i o de pontos ou 

vértices (ou nós)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA X izyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ,  x
2

,  . . . ,  x
n
 (denotado p e l o c o n j u n t o X), e 

um c o n j u n t o de l i n h a s a j , a 2 , . .., a m (denotado p e l o c o n j u n t o A)  u 

nindo todos ou alguns desses pontos. 

0 g r a f o G é então completamente d e s c r i t o e denotado p e l o par. ( X,  

A ) . Se as l i n h a s em A tem uma direção, que é usualmente represen 

taao p o r uma s e t a , e l a s são chamadas arcos e o g r a f o r e s u l t a n t e é 

chamc.do g r a f o d i r e c i o n a d o F i g .  3 . 1 a .  Se as l i n h a s não tem direção 

el-.s são chamadas .-ramos e o g r a f o é chamado não d i r e c i o n a d o F i g .  

3 . 1 b .  

No caso onde G * ( X, A)  é um g r a f o d i r e c i o n a d o mas desejamos des 

p r e z a r a direção dos arcos em A ,  o complemento não d i r e c i o n a d o pa 

ra G será e s c r i t o como 6 = ( X , Â ) .  E n t r e t a n t o , quando um arc o é 

Jenotado p e l o par de seus vértices i n i c i a l e f i n a l ( i s t o é, por 

sens vértices t e r m i n a i s ) sua direção será assumida do p r i m e i r o 

vértice para o segundo. P o r t a n t o na F i g .  3 . 1 a ( x i ,  x
2

)  se r e f e r e 

ao _ r c o a i  e ( x
z
> x j  )  se r e f e r e m ao arco a 2 • 
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Uma maneira, t a l v e z mais prática, de se descrê 

ver um g r a f o d i r i g i d ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA G,  é p e l a especificação do c o n j u n t o X dos 

vértices e uma correspondência T que i n d i c a como os vértices são 

r e l a c i o n a d o s com os o u t r o s , r  é chamado relação do c o n j u n t o X em 

X e o g r a f o ê denotado por G = ( X,D. Na F i g .  3 . 1 a têm-se: 

r ( x ! > -  í x 2 }  

F i g .  3 . 1 - Grafo D i r e c i o n a d o , Não D i r e c i o n a d o e 

M i s t o 

No caso de um g r a f o não d i r e c i o n a d o ou de um 

orai.'o n ã o d i r e c i o n a d o de um g r a f o m i s t o , a correspondência r será 

assumida como sertão de um g r a f o d i r e c i o n a d o onde cada ramo será 

substituída por d o i s arcos com direções opostas. Pontanto para o 

grSÍÒ dá Ft í j .  Ít)C tem-se { 
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r zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( X 3 ) = { X 2 , X 5 } zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

r ( x j = íx 3, x 5 ) 

3.1.1 CAMINHOS 

Um caminho em um g r a f o d i r e c i o n a d o ê una se 

quência de arcos com a mesma direção, que partem de uma vértice i  

para qualquer vértice j de modo que o vértice f i n a l de um s e j a o 

vértice i n i c i a l do s e g u i n t e . Na F i g .  3 . 1 . 1 as sequências abaixo 

todas são caminhos: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ai  ,  a 3/  azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA b i  azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 8 , ã\  0 

a 3 /  a $ ,  a ? 

a s /  a 6 ,  a ii  ,  a 8 /  ai  o 

Dois arcos a^, a., que possuem um vértice t e r 

mi n a i comum são chamados a d j a c e n t e s . Na F i g .  3 . 1 . 1 os arcos ai e 

a 2 são a d j a c e n t e s . 

F i g .  3 . 1 . 1 - Caminhos 
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3.1.2 PESO OU TAMANHO DE UM CAMINHO 

Um número c^. pode algumas vezes ser associado 

a um arco (x^ , x j ) • Esse número é chamado peso, tamanho ou c u s t o 

e o g r a f o é chamado de g r a f o com arcos ponderados. Um peso ou uma 

capacidade também pode ser associado a um vértice x i e o g r a f o 

r e s u l t a n t e é um g r a f o com vértices ponderados. Se um g r a f o tem 

arcos e vértices com peso, e l e ê simplesmente chamado ponderado. 

Um g r a f o que tem arcos e/ou vértices ponderados é também chamado 

de rede ( n e t w o r k ) . 

Considerando um caminhozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA l  representado p e l o s 

arcos (ai , a 2 , a 3 , ... a^) o tamanho (ou c u s t o ) do caminho T U) é 

dado p e l a soma dos pesos dos arcos que aparecem em l ,  i s t o é: 

T U ) = 

3.1.3 CARDINALIDADE 

A c a r d i n a l i d a d e de um caminhozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA í é k, i s t o é, o 

número de arcos que aparecem no caminho. 

3.1.4 TIPOS DE GRAFOS 

Um g r a f o G = (X,A) é d i t o completo se para t o 

do par vértice x i e x.. e X e x i s t i r um ramo ( x ^ , x..) em 

£ = (X zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA, Ã)  i s t o é, deve e x i s t i r p e l o menos um arco l i g a n d o todo 

par de vértices. 

Um g r a f o (X,A) é d i t o simétrico sempre que um 

arco ( x i ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA X j ) c A e seu oposto ( x ^ , x^) e A. 

Um g r a f o é d i t o anti-simétrico sempre que um 

a i c o ( x i ( . x.) c A e seu oposto ( x ^ , x^ )  { A. 
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Um g r a f o nao d i r e c i o n a d o , é d i t o ser b i p a r t i d o 

se o c o n j u n t ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA X de seus vértices pode ser p a r t i c i o n a d o em d o i s 

s u b - c o n j u n t o X
AzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
 e X

B

 t a l que todos os ramos tenham um vértice t e r 

mi n a i em X
A

 e o u t r o em X*
3

.  Um g r a f o d i r e c i o n a d o G é d i t o ser bi_ 

p a r t i d o se seu complemento não d i r e c i o n a d o G ê b i p a r t i d o . 

TEOREMA 1. Um g r a f o não d i r e c i o n a d o G é b i p a r t i d o , se e somente 

s e , e l e não contém c i c l o s de c a r d i n a l i d a d e Impar. 

Um g r a f o b i p a r t i d o pode s e r denotado por 

G = ( X
A

 U X
B

,  A ) .  Ê d i t o s e r completo se p a r a todos os d o i s v e r t i 

ceszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x i  c  X e c X e x i s t i r um ramo (x.., x.) em G = ( X,  A) 

ILUSTRAÇÃO zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

U N I V E RSI D A D E F E D F P A L DA P A RA l BA zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
P r ó - K e i t o r i a P a r a A s s u n t o s  d o  I n t e r i o r zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Co o r d e n a ç ã o Set or i al  d e Pó s - Gr a d u a ç ã o 

Bua Apr í gi o Ve l os o.  8 8 2 -  Tel  ( G83 )  3 2 1 - 7 2 2 2 - K 3 5 5 

68. 100 -  Campi na Gr ande -  Par aí ba 

Grafo Simétrico Grafo Anti-simétrico 



Cr *fb Bíp a i r t H é zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
Grafo B i p a r t i d o Completo 
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} .ü DEPMIIÇÍO MIÍCIAL DE1GMF0 

Dado um g r a f o G = (X,A), sua m a t r i z adjacência 

D (denotada por D = [ d^^ ] ) é dada por 

d.. = 1 se ( x . , x.) e x i s t e em G zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
1 3  1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA D 

' x j 
) não e x i s t e em G 

na F i g . 3 . 1 .5 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

X l x 2 x 3 
X i , X s x 6 

0 1 0 1 0 0 

x 2 
0 0 1 0 0 0 

XzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 3 0 0 1 0 1 0 

X * 0 0 1 0 0 0 

X s 0 0 0 1 1 1 

x 6 
1 0 1 0 0 0 

F i g . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 3 . 1.5 M a t r i z Adjacência 

A m a t r i z adjacência d e f i n e completamente a es 

t r u t u r a de um g r a f o . Podemos v e r i f i c a r que o c o n j u n t o das colunas 

qu2 tem 1 na l i n h a x. é a correspondência r ( x . ) e analogamente o 

c o n j u n t o das l i n h a s que tem 1 na coluna x.̂  é a correspondência i n 

versa r "
1
 (x,) . 

Dado um g r a f o G = (X,A) de n vértices e m ar 

cos, a m a t r i z incidência B (denotado por B = C b ^ ] é uma m a t r i z 

n x m d e f i n i d a como se segue: 

j = 1 se x^ é o vértice i n i c i a l do arco a^. 

b.. =-1 se x. é o vértice f i n a l do arco a.. 
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da por: 

b. . = 0 se x. não é um vértice t e r m i n a l do ar zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
1 3  1 

co a. ou se a. e um laço 
1 D Y 

Assim a m a t r i z incidência da F i g . 3.1.5 ê da 

ai a 2 azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 3 a,. a 5 afj a 7 a i a. a 1 0 a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

X l 1 0 0 0 0  0  0  -1 1 0  0  

x 2 
-1 1 0 0 0  0 0  0  0  0  0  

X 3 0 -1 0 -1 0 0  0  0  0  -1 1 

Xg 0 0 0 1 -1 0  0  0  -1 0 0 

x 5 0 0 0 0 1 0 1 0  0  0 -1 

x 6 
0 0 0 0 0 0  -1 1 0  1 0  

M a t r i z Incidência zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3.2 PROBLEMA DE FLUXO MAXIMO 

Seja um g r a f ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA G • (X,A) e um número ĉ .. asso 

c i a d a a cada arco que r e p r e s e n t a a capacidade do mesmo. Então o 

f l u x o enviado através de um caminho s, xj , t será menor ou zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

íavnl a menor capacidade dos arcos do caminho. A quantidade t o t a l 

de f l u x o ^ f . que s a i de s e i g u a l a quantidade t o t a l de 
i e T (s) S 1 

f l u x o ^ > f, . que chega em t . A quantidade de f . . deve 
k E r 1 ( t ) k t 1 3 

ser menor ou i g u a l a capacidade c ^ j C 3 ]  .  

Como exemplo, c o n s i d e r e o problema de t r a n s p o r 

t e de c e r t o t i p o homogênio de merca d o r i a , de um ponto específico 

chamado origem (s) para o u t r o ponto chamado d e s t i n o ( t ) . Ver F i g . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3 . 2 : 



3.2.1 FLUXO MAXIMO EM UMA REDE DIRECIONADA 

Em uma rede G c u j o s vértices são conectados 

por arcos que l i g a m um vértice i a um vértice j , sempre é possl^ 

v e l e n v i a r um f l u x o f ^ . de i a j de modo que esse f l u x o s e j a me 

nor ou i g u a l a capacidade de c^. do arco em questão. Ver F i g .zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 3.2 

onde a cada arco está associado um par (c^j» f ^ • ) • 

Suponhamos que s s e j a o vértice de origem do 

f l u x o e t o vértice de d e s t i n o . A quantidade não n e g a t i v a f ^ . é 

chamada de f l u x o em rede se s a t i s f i z e r as s e g u i n t e s restrições: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAL 
x. c r i x . ) 
3 i 

f , . - f. . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
Í 1 r . - lzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I  \ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA X I 

J x, cr 1 (x.) 
k í 

v se x. = s 
í 

\ O s e x ^ / s o u t 

-v se x. = t 
1 

(1) 

0 f 1 3 L c A j V ( x i f x. ( 2)  

Onde v é uma quantidade não n e g a t i v a e chama 

da v a l o r do f l u x o , (1) r e p r e s e n t a a equação de conservação do f l u 
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xo ou s e j a : a quantidade de f l u x o que e n t r a num vértice 

X i ' X i ^ S O U t < > ® i g u a l a que s a i . 0 mesmo acontece com o f l u x o 

que s a i do vértice s e chega no vértice t . A equação (2) e s t a b e l e 

ce que o f l u x o num arco não pode ser n e g a t i v o e seu v a l o r máximo 

não deve ser s u p e r i o r a capacidade do a r c o . Por exemplo o f l u x o 

( f = c = 5) F izyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA g .  3.3 . 
xi , x 2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Xi  , x 2 

0 o b j e t i v o é e n c o n t r a r um f l u x o t a l que: 

x. f r ( s ) S D x,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Ír 1 ( t ) K t 

3 *  

s e j a máxima, onde r e p r e s e n t a o f l u x o do vértice s para x^ e 

f, o f l u x o x, para t 
K Tl  K 

Como já f o i v i s t o . A máxima quantidade de f l u 

xo que se pode e n v i a r através de um caminho s, X ] ,  x . ,  t  de 

uma rede, sempre é l i m i t a d a , obviamente p e l o arco que tem a menor 

capacidade que todos os o u t r o s do caminho. Este arco é chamado 

" b o t t l e n e c k " . 

Considerando o caminho s, x,, x . , t , F i g . 3.2 

v e r i f i c a m o s que o arco que tem menor capacidade é ( x i , x ? ) = 5. 

Aqui será i n t r o d u z i d o o c o n c e i t o de c o r t e ( c u t ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

[ 2 ] . Se os vértices de um g r a f o não d i r e c i o n a d o G = ( X,A) são par 

t i c i o n a d o em d o i s subconjuntos X
0
 e X

0
 (onde X

c
.  -  X e X

0
 é o 

complemento de X
0
 em X) ,  então o c o n j u n t o dos ramos ( x ^ , y.) com 

x i c X o e y . E X o e um c o r t e ( X
Q

,  Xo ) .  Um c o r t e de separação e n t r e 

s e t é um c o n j u n t o de ramos ( Xo ,  Xo )  onde s 1 X
t
 e t  É X

:
 . A 

capacidade ou o v a l o r de um c o r t e ( X
0

,  X
0
)  denotada por C ( X

0
.  X

0
)  

—' 
é ^ > c < - ' N a F i g . 3.2, X

c
 = i s , x ! (  x 7 ,  x } e 

( > t i , MzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA . )  c (Xo Xo) 1 3 



X0 = ( x 2 , t }, então os arcos (x, , x 2 ) , ( x 3 , x.),(x.. , x.) o (x,. , t ) 

formam o c o n j u n t o de c o r t e ( c u t - s e t ) e capacidade C(X :, X,-) = 5 + zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 •zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 11zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA5 = 10 quê a o valor do flUXO IMliO.  

TEOREMA 1 (Maximal f l o w minimal c u t ) . O v a l o r do f l u x o máximo 

de s para t é i g u a l ao v a l o r do c o n j u n t o mínimo de 

c o r t e (X 0 - Xo) separando s de t . 

O f l u x o máximo tem um sem número de aplicações 

na Pesquisa O p e r a c i o n a l . Pode-se c o n s i d e r a r como um exemplo o ca 

so de uma fábrica que tem seus depósitos de prod u t o s em várias c i 

dades. Cada depósito s o l i c i t a determinada quantidade de p r o d u t o e 

o t r a n s p o r t e desses pr o d u t o s é l i m i t a d o p e l a capacidade do meio 

de condução. 

O que se deseja saber é a quantidade de p r o d u t o que deve ser produ 

z i d a de modo que s e j a s a t i s f e i t a a demanda. 

Um a l g o r i t m o b a s t a n t e e f i c i e n t e para o p r o b l e 

ma do f l u x o máximo será mostrado a s e g u i r . 
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3.2.2 ALGORITMO DE 'FORD-FULKERSON' [ 4 ] 

A - Processo de Rotulagem 

Neste processo, um vértice só poderá e s t a r em um dos 

três estados: 

- Rotulado e Processado ( i s t o é: e l e tem um rótulo e 

todos os vértices a d j a c e n t e s já foram processados); 

- Rotulado e Não Processado ( i s t o é: e l e tem um rótulo 

mas não foram processados todos seus vértices adjacen 

t e s ) ; 

- Não Rotulado ( i s t o é: e l e não tem rótulo); zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0 rótulo de um vértice x i é composto de duas p a r t e s : zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

( + Xj  , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Y )  OU ( - x j ' Y)• Na p a r t e +X.. do p r i m e i r o t i p o 

de rótulo i m p l i c a que o f l u x o ao longo do arco (x_.,x^) 

pode ser incrementado. Na p a r t e -x. do segundo t i p o de 

rótulo i m p l i c a que o f l u x o ao longo do arco (x^,x..) po 

de ser decrementado.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA y r e p r e s e n t a , em ambos os casos, 

a quantidade máxima de f l u x o e x t r a que pode ser e n v i a 

do de s para x^ ao longo da cadeia que está sendo cons 

t r u i d a . 

I n i c i a l m e n t e todos os vértices estão sem rótulo. 

PA "CO 1 R o t u l e s com (+s, Y ( S ) = °°) . Agora s está r o t u l a d o e 

não processado e todos os o u t r o s vértices estão sem ró 

t u l o . 

PASSO 2 Escolha q u a l q u e r vértice x^ ,  com rótulo e não processa 

do e Ssíponha que seu rótulo é Ux^, y ( x . ) ) . 

(a) Para todos os vértices x. c r (x.) que estão sem ró 
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t u l o , para os quais f i . < c\ . coloque o rótulo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

( +x^ , YzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( X j ) , onde 

Y(x ) - Min [ Y ( x i ) , C A J - t ^ .  

-í 
(b)Para todos os vértices x.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA E T ( x ^ que estão sem 

rótulo, para os q u a i s f > 0, coloque o rótulo 

( - * í  i  Y ( * j ) ) > onde 

Y(x ) - MinzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA í Y(x.) , f j l j  

O vértice x^ está agora r o t u l a d o e processado e os vér 

t i c e s X.. r o t u l a d o s por (a) ou (b) acima, mas não p r o 

cessados. 

PASSO 3 R e p i t a o PASSOzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2 até que ou t é r o t u l a d o e nesse caso 

processe o PASSO 4, ou t não é r o t u l a d o e nenhum rõtu 

l o mais pode ser colocado e nesse caso o a l g o r i t m o t e r 

mina com f como o f l u x o máximo. 

3 - Processo de Aumento do Fluxo 

PASSO 4 FaçazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x » t e vã para o PASSO 5. 

PASSO 5 (a) Se o rótulo em x é da forma (+z , Y ( zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAX ) ) , t r o q u e o 

f l u x o ao longo do arco (z , x) de f para 

f z x + ^ ( t ) ' 

(b) Sc o rótulo am x é da forma {-z, Y ( x ) ) , t r o q u e o 

i l u x o ao longo do arco (x , z) de f para 
X 2 

t KZ -  Y ( t ) . 

PA§SO 6 Sé í  -- s apague todos os rótulos e r e t o r n e ao PASSO 1 
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para r e p e t i r o processo de rot u l a g e m i n i c i a n d o a p a r t i r 

do novo f l u x o melhorado no PASSO 5. 

Se z / s faça x = z e r e t o r n e ao PASSO 5. 

I 

Exemplo: Considere a rede da F i g .zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 3 . 2 . 2 a .  

A capacidade de cada arco ê dada p e l o número associado 

a e l e , e pede-se c a l c u l a r o f l u x o máximo que poderá ser 

enviado de s para t (representados também por x g e x 

r e s p e c t i v a m e n t e ) . 

F i g . 3 . 2 . 2 a - Rede com Capacidade nos Arcos 

1 - Iteração: 

PASSO 1 Rotu l e s com (+s , °°) 

PASSO 2 ( £ )  ü con-junto dos vérticeszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA { x . | x. e T ( s ) , f . < c . 
j  j

 S
JzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA S

J 

e X j não r o t u l a d o ) é { x i , x 3 } . 

R o t u l e x i cGIT, (+x , Min O, (7 - 0 ) ] ) , i . e., com 
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( + x s , 7) . 

Rotul e x 3 com (+x , Min [°°,(5 - 0 ) ] ) , i . e., com 
5 

( + x g , 5 ) ; 

(b) O c o n j u n t o dos vértices { x . l x. ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA r  (x ) , f  .  > 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
3 3 szyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA j s 

e x. não r o t u l a d o } ê v a z i o . 
3  

Então s está r o t u l a d o e processado e os vértices x 2 e x 3 

estão r o t u l a d o s por (a) mas não processados, e os o u t r o s 

vértices estão não r o t u l a d o s . 

PASSO 3 Repetindo o PASSO 2 e tomandozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Xi para processar p r i m e i 

r o tem-se: 

(a) O c o n j u n t o dos vértices { x . l x. e r ( x i ) , f < c . e 
3 3  í 3  í 3  

X j não r o t u l a d o } é { x i , x j . 

R o t u l e x 2 com ( + Xi , Min [ 7 , ( 5 - 0 ) ] ) , i . e., com 

(+x,, 5 ) . 

Rot u l e com ( + X j , Min [ 7 , ( 1 - 0 ) ] ) , i . e., com 

(+Xx , 1) . 

O próximo vértice s e r i a x 3 , mas e l e já está r o t u l a d o co 

- í 
mo também os vértices dos c o n j u n t o s f e r 

Tomando o vértice x 2 para processá-lo temos: 

(a) O c o n j u n t o dos vértices { x . | x. e T ( x 2 ) , f , < c 
2 3  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA] 

e não r o t u l a d o } é { t } 

R o t u l e t com ( + x 2 , Min [ 5 , (9 - 0 ) ] ) , i . e., com 

( + x 2 , 5) como t f o i r o t u l a d o , então vá para o PASSO 4. 

PASSO 1 X •zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA C Í 
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PASSO 5 (a) O rótulo de x é da forma ( + z,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA y ( x) )  ,  então t r o q u e 

o f l u x o ao longo do arco ( x 2 , t ) de 0 para (0 + 5 ) ; 

PASSO 6 zzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f< s então faça x = z e v o l t e PASSO 5. 

Quando z = s apague todos os rótulos e v o l t e para o 

PASSOzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1. 

A F i g . 3.2.2b mostra a situação, do f l u x o o rótulos, a 

té o f i n a l da 1- iteração. 

F i g . 3-. l?;?C » f i t t t t O Máximo. 
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Repita o algoritmo atézyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA que não possa mais r o t u 

l a r nenhum vértice e t não f o i r o t u l a d o . Nesse c a s o o f l u x o a t u a l 

ê máximo e o p r o c e s s o t e r m i n a . A F i g . 3 .2.2c r e p r e s e n t a o f l u x o 

máximo (V = 10) p a r a o exemplo dado. 0 par de números a s s o c i a d o s a 

cada a r c o são os v a l o r e s de ( c ^ . , f ^ ^ ) . Podemos n o t a r que o f l u x o 

V = 10 que s a i de s, i , e., ( f + f = 6 + 4 = 10) é i g u a l ao 
SXl sxzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 3 J 

f l u x o que chega em t ( f . + f = 8 + 2 = 10). 
XzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2 t X i« t 

3.3 ACOPLAMENTO 

Um acoplamento em um g r a f o g e r a l não d i r e c i o n a 

do G =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( X , A)  é um c o n j u n t o M do c o n j u n t o A de ramos de G t a l que 

não h a j a d o i s ramos a d j a c e n t e s ( i s t o é, vértice t e r m i n a l comum). 

Daqui em d i a n t e o termo "acoplamento" será subs 

t i t u i d o por "matching" por s e r mais c o n h e c i d o . 

No c a s o e s p e c i a l de um g r a f o b i p a r t i d o 

G = ( X
a U X

b
, A )  onde os vértices em X a e X b r e p r e s e n t a m d i f e r e n 

t e s t i p o s de e n t i d a d e s (p. e. homens x mulheres; homens x t a r e f a s ; 

t a r e f a s x máquinas; d i s c i p l i n a s x s a l a s de a u l a , e t c ) e se p r e t e n 

de formar p a r e s ou casamentos das e n t i d a d e s , o problema de casamen 

t o é d e t e r m i n a r um matching de c a r d i n a l i d a d e máxima. No c a s o dum 

g r a f o b i p a r t i d o e s s a c a r d i n a l i d a d e máxima < Min (|X a|, | X b | ) . Se 

um g r a f o tem n vértices a c a r d i n a l i d a d e máxima é sempre menor ou 

i g u a l a ( n / 2 ) . 

Na F i g . 3.3a a s l i n h a s mais e s c u r a s r e p r e s e n t a m um matching e a 

c a r d i n a l i d a d e máxima é 5 (5 < (11/2). 

C o n s i d e r e o problema que se tem quando d i v e r 

aos indivíduos são c a p a z e s de e x e c u t a r um c e r t o número de t a r e f a s 

e se d e s e j a s a b e r q u a l o maior número de p e s s o a s que pode s e r de 

s i a n a d o pára as t a r e f a s . 
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F i g . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 3.3azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - Matching F i g .  3.3b - Fluxo Máximo 

E s s e problema pode s e r r e p r e s e n t a d o através de zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

c izyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA t )  c l 

um g r a f o b i p a r t i d o G = (X U X , A ) , onde X corr e s p o n d e ao con 

j u n t o de i n d i v i d u o s , X b o c o n j u n t o das t a r e f a s e x̂ ^zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA t X a é r e l a 

c i o n a d o por um a r c o com y . e X , desde que um i n d i v i d u o i p o s s a 

e x e c u t a r uma t a r e f a j . E s s e problema pode s e r v i s t o como um pro 

blema de casamento (a m a t c h i n g ) . 

E s s e problema de maximal matching pode s e r r e 

s o l v i d o , f a c i l m e n t e , como um problema de f l u x o máximo ( v e r F i g .  

3.3b) b astando a c r e s c e n t a r ao g r a f o i n i c i a l G um vértice s l i g a d o 

a todos os vértices do c o n j u n t o X a, por a r c o s com c a p a c i d a d e i 

g u a l a 1, e um vértice t l i g a d o a todos os vértices do c o n j u n t o 

X
b

,  por a r c o s com c a p a c i d a d e também, i g u a l a 1. A c a p a c i d a d e de 

cada a r c o ( x . , y.) poderá s e r °°. A p l i c a n d o o a l g o r i t m o de F o r d -

F u l k e r s o n encontramos um f l u x o máximo de v a l o r V que é i g u a l a 

c a r d i n a l i d a d e dum maximal matching |M| (V = |M|) [ 5 ] . 

0 problema de matching está d i r e t a m e n t e l i g a d o 

ao problema dd B l o c k i n g . 

a b 
Chama-se b l o c k i n g um s u b c o n j u n t o B de X U X 
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a b 

t a l que para todo arco dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( X U X , A)  p e l o menos um tem um v e r t i 

ce t e r m i n a l em B. A remoção do c o n j u n t o b l o c k i n g destruirá todos 

os caminhos (cadeias) de X
a
 para X

b
.  

O problema de b l o c k i n g é d e t e r m i n a r um conjun 

t o B c u j a c a r d i n a l i d a d e | B|  e minima. 

TEOREMA de Kõnig, Egarvary 

Min b l o c k i n g = Max. matching [ l ] ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA [ 2 ]  

Outra apresentação desse teorema é algumas ve 

zes dado em termo de uma t a b e l a com n l i n h a s e m colunas c u j o s e 

lementos (ou células) são chamados de admissíveis ou inadmissí_ 

v e i s , (a p a r t i r d e ste ponto essa t a b e l a será chamada de M a t r i z de 

Células Admissíveis). Essa m a t r i z é formada a p a r t i r de um g r a f o 

b i p a r t i d o G composto dos vértices: 

X
3
 =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA { Xl  ,  X2 , ..., x } 

n zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

x • í y i , y j » . . . » y j  

e dos arcos ( x ^ , y.) correspondentes ãs células admissíveis. Uma 

célula é d i t a admissível se e somente se, houver um arco de 

„a v b x ^ c X para y , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA E X .  

Se um c o n j u n t o de r e t a s traçado sobre as l i _ 

nhãs e colunas de m a t r i z c o b r i r , p e l o menos uma vez, o c o n j u n t o 

de células admissíveis, esse c o n j u n t o de r e t a s é chamado 1 c o b e r t u 

r a ' . 

Um c o n j u n t o de células é d i t o independente se 

não e x i s t i r mais que uma célula do c o n j u n t o , na mesma l i n h a e na zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

m e s m a c o l u n a . 

Pode-se v e r que os pares de notação " c o n j u n t o 

independente de células admissíveis" e a " c o b e r t u r a " correspondem 

a ''mâtchlna" e ''blocking", r e s p e c t i v a m e n t e . 

O processo de ro t u l a g e m para construção do f l u 
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xo máximo poderá ser usado para e n c o n t r a r o c o n j u n t o independente 

máximo de células admissíveis e o c o n j u n t o de c o b e r t u r a mínima das 

l i n h a s e colunas da m a t r i z de células admissíveis. 

3.4 PROBLEMA DE DESIGNAÇÃO 

0 problema de designação e x i s t e quando se quer 

d e t e r m i n a r a melhor designação possível de d i v e r s o s t r a b a l h a d o r e s 

para um i g u a l número de t a r e f a s . Suponha n t r a b a l h a d o r e s ( 1 , 2, 

n) e n t a r e f a s ( 1 , 2, ..., n ) . A eficiência de cada t r a b a l h a 

dor ou cada t a r e f a pode ser medida, q u a n t i t a t i v a m e n t e , e re p r e s e n 

tada por um número. Note que esses números t a n t o podem represen 

t a r uma eficiência, em c u j o caso deve-se e n c o n t r a r uma solução f i 

n a l com o maior v a l o r possível, como podem r e p r e s e n t a r um c u s t o , 

onde deve-se e n c o n t r a r uma solução f i n a l com o menor v a l o r possí^ 

v e l . E n t r e t a n t o , c o n s i d e r e que esses números representam c u s t o s . 

TAREFAS 

1 2 3_ 

1 4 5 2* 

TRABALHADORES 2 3* 8 7 

3 1 4* 6 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

F i g .  3.4 - Um Problema de Designação 

Considere o exemplo da F i g .  3 .4 em que se pre 

tende e n c o n t r a r s melhor designação possível, ou s e j a , aquela que 

tenha o menor ctlãto. Por exemplo, para d e s i g n a r o segundo t r a b a 

lhadòr para a p r i m e i r a t a r e f a c u s t a r i a três unidades monetária 

t@füzeiros por semana, d o l l a r s por d i a , e t c ) . Para d e s i g n a r o mes 
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mo t r a b a l h a d o r para as o u t r a s duas t a r e f a s c u s t a r i a m o i t o e s e t e . 

A princípio a designação do segundo t r a b a l h a d o r para a p r i m e i r a 

t a r e f a s e r i a a mais viável, mas pode-se n o t a r que se fosse desig_ 

nado o t e r c e i r o t r a b a l h a d o r para a p r i m e i r a t a r e f a o c u s t o s e r i a 

apenas um. 0 problema de d e s i g n a r os três t r a b a l h a d o r e s para as 

três t a r e f a s , de modo que uma t a r e f a não possa ser r e a l i z a d a por 

mais de um t r a b a l h a d o r , p o d e r i a ser i n i c i a d o da s e g u i n t e maneira: 

0 p r i m e i r o t r a b a l h a d o r p o d e r i a ser designado para qualquer das 

três t a r e f a s . Se fosse e s c o l h i d a a p r i m e i r a t a r e f a para o primei_ 

r o t r a b a l h a d o r os o u t r o s d o i s t r a b a l h a d o r e s poderiam, cada um, 

ser designado para a segunda ou a t e r c e i r a t a r e f a , de modo que 

se t e r i a s e i s possíveis designações d i f e r e n t e s (1 x 2 x 3 = 6 ) , ou 

s e j a , f a t o r i a l de 3 ( 3 1 ) . Se o número de t r a b a l h a d o r e s e t a r e f a s 

fosse q u a t r o t e r i a - s e 24 designações possíveis (41 = 24 ) . Obvia 

mente para n t r a b a l h a d o r e s e n t a r e f a s t e r i a - s e n l designações 

possíveis. Como se sabe a função f a t o r i a l cresce rapidamente e 

com i s s o a i m p o s s i b i l i d a d e de se e n c o n t r a r as soluções possíveis 

e e n t r e e l a s a melhor. Essa i m p o s s i b i l i d a d e , ou grau de complexi_ 

dada e b a s t a n t e e v i d e n t e e p r i n c i p a l m e n t e quando se t e n t a encon 

t r a r a solução por processos manuais. 

Certamente a solução ótima (de c u s t o mínimo) pa 

ra e s t e problema s e r i a a designação marcada com *, como mostra a 

F i g . 3.4, c u j o c u s t o é 9 (2 + 3 + 4 = 9 ) . 

3.5 CONSTRUÇÃO DE UM CONJUNTO INDEPENDENTE MÁXIMO DE CÉLULAS AD 

MISSlVEIS 

Seja i = 1, 2, ..., n os índices das l i n h a s e 

j * 1 , 2, m) os índices das colunas da m a t r i z que r e p r e s e n t a 

um g r a f o b i p a r t i d o G = ( X a UX b, A ) . O c o n j u n t o máximo de casamen 

t o s (MaXimal Matching) ou o f l u x o máximo (maximal f l o w ) é enc o n t r a 
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Sa be - s e  q u e  o c o n j u n t o de  c o b e r t u r a  mí n i ma de  

l i n h a s  c o n s i s t e  d a s  l i n h a s  n ã o r o t u l a d a s  e  c o l u n a s  r o t u l a d a s .  No 

e x e mp l o da  F i g .  3 .  5d a s  l i n h a s  r o t u l a d a s  s ã o ( 2 ,  3,  4 )  c o n s e q u e n 

t e me n t e  a s  l i n h a s  c o b e r t a s  s ã o ( 1 ,  5 ) ,  e n q u a n t o q u e  a s  c o l u n a s  

n ã o r o t u l a d a s  s ã o ( 1 ,  3,  5)  e  a s  c o l u n a s  c o b e r t a s  s ã o ( 2 ,  4 ) .  Lo 

g o ,  a  s oma d a s  l i n h a s  e  d a s  c o l u n a s  c o b e r t a s  ( 2 + 2 = 4 )  f o r ma m o 

c o n j u n t o de  c o b e r t u r a  mí n i ma q u e ,  o b v i a me n t e ,  é  i g u a l  a o v a l o r  do 

f l u x o má x i mo ( F i g .  3 . 5 b ) ,  o q u e  p o d e  s e r  c o mp r o v a d o p e l o c a s a mé n 

t o má x i mo na  l e t r a  ( a )  da  mes ma  f i g u r a .  

3. 6 PROBLEMA DE DECOMPOSI ÇÃO EM CADEI A 

Ou t r o p r o b l e ma  c o mb i n a t ó r i o que  pode  s e r  t r a t a  

do em t e r mo s  da  t e o r i a de  c a s a me n t o ( o u t e o r i a do f l u x o má x i mo ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA é  

o p r o b l e ma de  o r d e n a ç ã o p a r c i a l .  S e j a  Z um c o n j u n t o f i n i t o que  

c o n t e n h a  uma  o r d e n a ç ã o p a r c i a l ,  i s t o é ,  uma  r e l a ç ã o " <"  que  é  

t r a n s i t i v azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (zi < z2 e z2 < z j  •* zx < z 3 ) . 

Do i s  e l e me n t o s  de  Z s ã o d i t o s  c o mp a r á v e i s  s e zx < z.  o u z2 < zx , 

de  o u t r a  f o r ma  e l e s  s ã o d i t o s  i n c o mp a r á v e i s .  Uma  c a d e i a  é  um s u b 

c o n j u n t o de  Z c u j o s  e l e me n t o s  n ã o mu t u a me n t e  c o mp a r á v e i s .  Em ou 

t r á s  p a l a v r a s  e l a  é  um c o n j u n t o d e  e l e me n t o s  que  pode m s e r  o r d e n a  

d o s  numa  s e q u ê n c i a  a s c e n d e n t e  Z]  < z 2 < z j . < . . .  < z ^ .  De s t a  f o r  

ma re uma  c a d e i a  t e m ma i s  q u e  um e l e me n t o ,  c o r r e s p o n d e a  um c a n ú 

nhc  n a  r e d e  c u j o s  v é r t i c e s  p e r t e n c e m a o c o n j u n t o Z e  c u j o s  a r c o s  

s ã o o s  p a r e s  ( u ,  v )  t a l  q u e  u < v .  

3 . 6 . 1 0 PROBLEMA DE DECOMPOSI ÇÃO 

Uma  d e c o mp o s i ç ã o em c a d e i a  de  Z é  a  a l o c a ç ã o 

de  c a d e i a s  d i s j u n t a s  c u j a  u n i ã o é  Z.  0 p r o b l e ma é  e n c o n t r a r  uma  

decor i í pos i ção D p a i a  o q u a l  | D|  ( o n ú me r o de  c a d e i a s )  é  mí n i mo .  
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Ex e mp l o :  S e j azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Z um c o n j u n t o de  d i s c i p l i n a s  c om s e u s  r e s  

p e c t i v o s  h o r á r i o s  ( I n i c i o e  d u r a ç ã o ) .  A r e l a  

ç ã ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA zx < z7 d i z  que  a  d i s c i p l i n a z 2 p o d e r á  i n i  

c i a r  l o g o a p ó s  o t é r mi n o de  z , .  

Uma  c a d e i a  é  e n t ã o ,  um c o n j u n t o de  d i s c i p l i n a s  

que  n ã o t e m c o i n c i d ê n c i a  de  h o r á r i o ( nã o f a z e m 

o v e r l a p no t e mp o )  p o d e n d o s e r  d e s t a  f o r ma ,  a l o 

c a d a s  numa mes ma  s a l a .  

O p r o b l e ma de  d e c o mp o s i ç ã o em c a d e i a s  é  e n c o n 

t r a r  o me nor  n ú me r o de  s a l a s  n e c e s s á r i o p a r a  

a l o c a r  t o d a s  a s  d i s c i p l i n a s .  

3. 6. 2 TRANSFORMAÇÃO DO PROBLEMA DE DECOMPOSI ÇÃO EM CADEI AS NO PRO 

BLEMA DE CASAMENTO 

S e j a  U e  W d u a s  c ó p i a s  de  c o n j u n t o Z.  A c ó p i a  

em U de  um e l e me n t o z  c  Z s e r á  d e n o t a d o p o r  z ' ,  e n q u a n t o que  a  

c o p i a  em W s e r á  d e n o t a d o p o r  z " .  O p a r  ( z 1 ,  z " )  s e r á  d i t o c ompa t j L 

v e l  num g r a f o b i p a r t i d o s e  e  s o me n t e  s e ,  a  c o r r e s p o n d ê n c i a  d o s  e  

l e i a t - n t o s  Zi  e  z 2 em Z s a t i s f a z a  r e l a ç ã o zx < z 2 .  Um c a s a me n t o M 

c o r r e s p o n d e  e n t ã o a o c o n j u n t o de  p a r e s  c o mp a r á v e i s  em Z,  t a l  que  

um e l e me n t o z  n ã o a p a r e ç a  ma i s  que  uma  v e z ,  c omo p r i me i r o e l e me n 

t o de  um p a r ,  o u c omo s e g u n d o e l e me n t o .  

Os  p a r e s  do c o n j u n t o M pode m s e r  e s c r i t o s ,  p a r a  f o r ma r  a s  c a d e i a s  

d i c j u n t a s  p e l a  i d e n t i f i c a ç ã o d o s  e l e me n t o s  c omuns .  Os  e l e me n t o s  

r e s t a n t e s  de  Z que  n ã o f o r ma r a m p a r e s  s e r ã o c o n s i d e r a d o s  c omo c a  

d e i a s  de  t a ma n h o u n i t á r i o e  d e s t a  ma n e i r a  o b t e mo s  um d e c o mp o s i ç ã o 

em c a d e i a s  D.  Po r  e x e mp l o s e  Z ê  c o n s t i t u i d o de  9 e l e me n t o s  e  o 

ma t c h i n g ê :  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(  I I  I  I I  I  l i  I  l i  I  I I  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
M - { 11 , Z 2 ) , ( Z 2 ,  Z 3 )  ,  ( Zn ,  Z 5 )  , ( 2 S /  Z 7 )  ,  (  Z 7 ,  Z |  )  



3 6 

t e m- s e :  

Zi  < z 2 < z 3 ,  < z 5 ,  z 6 < z 7 < z 8 

e  c o n s e q u e n t e me n t e  a  d e c o mp o s i ç ã o em c a d e i a s  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

D = { z l 7 z 2 ,  z 3 } ,  { Zi , ,  z 5 ) ,  { z 6 ,  z 7 ,  z 8 } ,  í z 9 } 

Po r  o u t r o l a d o c a d a  d e c o mp o s i ç ã o em c a d e i a s  D i mp l i c a na  de t e r i r ü 

n a ç ã o de  um c a s a me n t o M ú n i c o .  

Ob s e r v e  a i n d a  q u e ,  s o b e s t a  c o r r e s p o n d ê n c i a ,  c a d a  c a d e i a  em D de  

t a ma n h o m c a u s a  o a p a r e c i me n t o de  m- 1 p a r e s  em M.  En t ã o s e  c : , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA c2 

. . .  c,  s ã o c a d e i a s  em D,  t e mo s :  
k 

M = ( I Ci  I  - 1 )  + . . .  + (  | c k l  - 1 )  

* ( | c ,  | )  + . . .  + ( | c k | )  - k = | Z|  -  I DI  

I s t o mo s t r a  q u e  e x i s t e  uma  c o r r e s p o n d ê n c i a  de  um- pa r a - um e n t r e  a  

d e c o mp o s i ç ã o em c a d e i a  D de  Z e  o ma t c h i n g M,  t a l  que  

| 0|  + | M|  = | Z|  

A s o l u ç ã o do p r o b l e ma  ma t c h i n g f o r n e c e uma  s o 

l u ç ã o p a r a  o p r o b l e ma de  d e c o mp o s i ç ã o em c a d e i a ,  p o r q u e  ma x i mi z a r  

| M|  é  e q u i v a l e n t e  a  mi n i mi z a r  | D| .  

3. 7 ALGORI TMO PARA SOLUÇÃO DO PROBLEMA DE DESI GNAÇÃOzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA [ 9 ] 

0 o b j e t i v o d e s t e  a l g o r i t mo é  e n c o n t r a r  um f l u 

x o má x i mo a  c u s t o mí n i mo e  q u e  p o d e r á  s e r  u s a d o n e s t e  c a s o '  p a r a  

e n c o n t r a r  a  a l o c a ç ã o d e  s a l a s  ma i s  e f i c i e n t e  ( o u de  me nor  c u s t o ) .  

Uma  a p l i c a ç ã o d e s t e  a l g o r i t mo p o d e  s e r  v i s t a  no p r o b l e ma  r e p r e s e n 

t a d o p e l a  F i g .  3. 4 o n d e  f o i  e n c o n t r a d a  uma  d e s i g n a ç ã o ó t i ma ( a  

c u s t o mí n i mo ) .  Os t r a s  a p l i c a ç õ e s  p o d e r ã o s e r  v i s t a no Ca p i t u l o 

I V.  

S e j a  uma  ma t r i z  C c o mp o s t a  d a s  l i n h a s  i ( i  = 1 ,  

2,  n )  e  d a s  c o l u n a s  j ( j  = 1 ,  2,  n ) ,  o n d e  c .  é  o c u s t o 
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( o u p e n a l i d a d e ,  ou e f i c i ê n c i a )  de  um e l e me n t o ( home m,  d i s c i p l i n a  

e t c )  i  s e r  d e s i g n a d o p a r a  o u t r o e l e me n t o ( t a r e f a ,  s a l a  e t c )  j .  Um 

a l g o r i t mo mu i t o e f i c i e n t e  p a r a  e s t e  p r o b l e ma é  d a d o c omo s e  s e g u e :  

S e j a  C* uma  c ó p i a  da  ma t r i z  C 

PASSO 1 S u b t r a i a  de  c a d a  l i n h a i  s e u me nor  e l e me n t o ;  

s u b t r a i a  de  c a d a  c o l u n a  j  s e u me nor  e l e me n t o e  vá  p a r a  

o PASSO 2;  

PASSO 2 Co n s t r u a  uma  ma t r i z  M* ( n x n )  de  c é l u l a s  a d mi s s í v e i s  

a  p a r t i r  de  C* de  modo que  m. .  s e r á  a d mi s s í v e l  s e  c , .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
*  1 3 1 3 

d a  ma t r i z  C* f o r  z e r o ,  c a s o c o n t r á r i o m.  .  s e r á  i n a d mi s  
t j  

s í v e l .  Vá  p a r a  o PASSO 3;  

PASSO 3  En c o n t r e  o f l u x o má x i mo ( p o d e  s e r  u s a d o o a l g o r i t mo 3 .  

5. 1)  ou o c o n j u n t o de  c é l u l a s  i n d e p e n d e n t e s ,  a  p a r t i r  

da  ma t r i z  M*;  

PASSO 4 Se  o v a l o r  V do f l u x o má x i mo f o r  i g u a l  a n o p r o c e s s o 

t e r mi n a .  

Se  o v a l o r  de  V f o r  me nor  que  n v á  p a r a  o PASSO 5.  

T̂ SSO 5 En c o n t r e  o me nor  e l e me n t o .  n ã o c o b e r t o a  p a r t i r  da  

ma  t  r  i  z  C * ;  

PASSO 6 S u b t r a i a  e s s e  me nor  e l e me n t o c^. .  d a s  c o l u n a s  n ã o c o b e r  

t a da  ma t r i z  C* e  a d i c i o n e  e s s e  me nor  e l e me n t o c  

l i h ü a s  c o b e r t a  de  C* e  v á  p a r a  o PASSO 2.  

i 3  
a s  



CAPI TULO I V 

METODOLOGI A 

Ne s t e  Ca p i t u l o s e r ã o a p r e s e n t a d a s  a l g u ma s  t é c  

n i c a s  d e  o t i mi z a ç ã o d a  T e o r i a  d o s  Gr a f o s  e  Pr o g r a ma ç ã o L i n e a r ,  que  

s ã o v a r i a n t e s  da  P e s q u i s a  Op e r a c i o n a l  a s  q u a i s  f o r a m u t i l i z a d a s ,  

n e s t a  Te s e ,  a  f i m d e  s e  o b t e r  a l g u ma s  s o l u ç õ e s  p a r a  o p r o b l e ma de  

Al o c a ç ã o de  Di s c i p l i n a s  à s  S a l a s  d e  Au l a s .  

Como j á  f o i  d i t o no Ca p í t u l o I I ,  e s t e  t i p o d e  

p r o b l e ma  e s t á  s e mp r e  p r e s e n t e  na  Un i d a d e s  de  En s i n o e  t o r n a - s e  

c a d a  v e z  ma i s  d i f í c i l  d e  s e  e n c o n t r a r  s u a s  s o l u ç õ e s  v i á v e i s ,  a  me  

d i d a  q u e  a  Un i d a d e  d e  En s i n o c r e s c e  e  p r i n c i p a l me n t e  q u a n d o a s  

d i s p o n i b i l i d a d e de  e s p a ç o f í s i c o s ã o b a s t a n t e  l i mi t a d a s ,  c omozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA é  o 

c a s o d a  ma i o r i a  d a s  u n i v e r s i d a d e  b r a s i l e i r a s .  Po r  o u t r o l a d o ,  s e  

n ã o e x i s t e  e s c a s s e z  d e  e s p a ç o f í s i c o mas  s e  d e s e j a  e n c o n t r a r  uma  

s o l u ç ã o o t i mi z a d a ,  o p r o b l e ma d e  a l o c a ç ã o ,  a b o r d a d o a c i ma ,  e s t á  

p r e s e n t e .  

Se r á  a p r e s e n t a d a  a  s e g u i r  a  me t o d o l o g i a  a p l i c a  

d a  p a r a  c a d a  t i p o d e  s o l u ç ã o e n c o n t r a d a .  
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4 . 1 DETERMI NAÇÃO DO NUMERO Ml NI MO DE SALAS 

S e j a  um c o n j u n t o de  d i s c i p l i n a s  x j  ,  x ? ,  x 

( d e n o t a d o p e l o c o n j u n t o X)  ,  com s e u s  r e s p e c t i v o s  h o r á r i o s  de  i n i ^ 

c i o b^ ,  d u r a ç ã o d^ e  n ú me r o d e  v a g a s  v .  = ( i  = 1 ,  2,  . . . ,  n ) .  0 

p r o b l e ma é  e n c o n t r a r  um me nor  n ú me r o de  s a l a s  p a r a  a l o c a ç ã o d a s  

d i s c i p l i n a s ,  de  modo q u e  s e j a m r e s p e i t a d o s  o s  h o r á r i o s ,  i s t o é ,  

e s s e  n ú me r o mí n i mo d e  s a l a s  d e v e  s e r  t a l  q u e  e x i s t a  p e l o me nos  

uma  s o l u ç ã o em q u e  n ã o h a j a  c o i n c i d ê n c i a  de  h o r á r i o c om a s  d i s c i ^ 

p l i n a s  de  uma  mes ma  s a l a .  

Pa r a  r e s o l v e r  e s t e  p r o b l e ma  d e v e - s e  t e r  em men 

t e q u e ,  q u a n t o ma i o r  f o r  o n ú me r o de  d i s c i p l i n a s  a g r u p a d a s  p a r a  

uma  mes ma  s a l a ,  me nor  s e r á  o n ú me r o de  s a l a s .  Em o u t r a s  p a l a v r a s ,  

d e v e - s e  e n c o n t r a r  a g r u p a me n t o s  ( o u c a d e i a s )  c omo o ma i o r  n ú me r o 

p o s s í v e l  d e  e l e me n t o s  que  é  o mes mo q u e  e n c o n t r a r  um ma t c h i n g de  

c a r d i n a l i d a d e  má x i mazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA | M| .  ( Ve r  c o n c e i t o s  no § 3 . 3  e  3 . 4 ) .  De  p o s s e  

de  M f a z - s e  a  d e c o mp o s i ç ã o em c a d e i a s  ( § 3 . 6 )  e  o b t e m- s e  

D -  [ { c j } ,  { c ,  } ]  ,  o n d e  o s  c . ! s  s ã o a s  c a d e i a s  de  D,  e  k é  o 
K,  3 1 

n ú me r o d e  c a d e i a s ,  q u e  c o r r e s p o n d e a o n ú me r o mí n i mo de  s a l a s  p a r a  

a l o c a r  a s  n d i s c i p l i n a s .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

D ^ordenaçãozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Seforfoín I" d ° , m p r i o r 
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Pa r a  ma i o r  c l a r e z a  no d e s e n v o l v i me n t o do p r o 

b l e ma ,  c o n s i d e r e  um g r a f o b i p a r t i d o G = ( X U X , A)  r e p r e s e n t a d o 

p e l a  t e r mi n o l o g i a  G = ( X U Y, A) .  

De s e n v o l v i me n t o do p r o b l e ma -  a  p a r t i r  da  F i g .  

4. 1a  c o n s t r o e - s e  um g r a f o b i p a r t i d o G = ( X U Y, A)  com o s  v é r t i c e s  

( i  = 1 ,  2,  9)  e  y .  ( j  = 1 ,  2,  9 ) .  Ha v e r á  uma  l i n h a  

( x . ,  x . )  p a r a  i , j  = 1 ,  2,  n s e e  s o me n t e  s e  b.  > g ,  .  Po r  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
* 3 D * 

e x e mp l ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA X j s e r á  l i g a d o a  y ^ ,  y 5 ,  y 9 p o r q u e  b „ ,  b 5 ,  b 9 

s ã o _> g j  .  

Es t e  p r o b l e ma  p o d e r á  t e r  ma i s  de  uma  s o l u ç ã o ó t i ma .  A F i g .  4 . 1b 

i l u s t r a d a  d o i s  t i p o s  d i f e r e n t e s  de  c a s a me n t o s  ó t i mo s .  0 p r i me i r o 

e s t á  r e p r e s e n t a d o p e l a s  l i n h a s  ma i s  f o r t e s  (  )  e  o s e g u n d o p e l a s  

l i n h a s  t r a c e j a d a s  (  ) .  

En t ã o p a r a  o p r i me i r o c a s o t e m- s e  o s  s e g u i n t e s  c a s a me n t o s :  

Mi  = { ( x i  ,  y . , ) , ( x 2 ,  y s )  ,  ( x í (  y s ) # ( x „ ,  y 7 ) , ( x s ,  y 8 ) , ( x 6 ,  y ? ) } 

o u M,  = { ( x ,  ,  y j  (  ( x n ,  y 7 ) , ( x 2 ,  y s ) r ( x s > y e ) » ( x 3 (  y e ) , ( x 6 » y<») } ( D 

Te n d o em v i s t a  q u e  X e  Y r e p r e s e n t a m c o n j u n t o s  de  mes mo t i p o de  

e l e me n t o s  ( n e s t e  c a s o ,  d i s c i p l i n a s )  p o d e - s e  r e p r e s e n t a r  e s s e s  do 

i s  c o n j u n t o s  p e l o t e r mo comum Z c u j o s  e l e me n t o s  s ã o Zi  ,  . .  . ,  z 9 .  

En t ã o Mi  p o d e r á  s e r  e s c r i t o da  s e g u i n t e  f o r ma :  

Mj  •  { ( Z i  ,  z „ ) , ( z M,  z 7 ) , ( z z ,  ZzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 5 ) ,  ( z  s ,  z 8 ) , ( z 3 ,  z 6 ) , ( z 6 ,  z 9 ) } ( 2 )  

Fa z e n d o a  d e c o mp o s i ç ã o em c a d e i a s  ( § 3 . 6 ) ,  t e m- s e :  

Z i < Z M < Z 7 ;  Z 2 < Z 5 < Z 8 ,  Z 3 < Z s  < Z i  

En t ã o :  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

D * { Zi f Z* , * z 5 } , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA {Zi , Zs ,  z 8 } ,  { z 3 ,  z c ,  z 9 } ( 3 )  



| D|  = 3 q u e  é  o me nor  n ú me r o de  s a l a s  p r o c u r a d o s .  

F i g .  4 . 1c  -  F l u x o Má x i mo 

F i g .  4 . 1 d -  Ma t r i z  de  Cé l u l a s  Ad mi s s í v e i s  
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An a l o g a me n t e  p a r a  o s e g u n d o t i p o de  c a s a me n t o ,  t e m- s e :  

M2 = í  ( x i  ,  y 5 ) / ( x 2 ,  y < . ) , ( x 3 ,  y 7 ) , ( x M ,  y 6 ) , ( x 5 ,  y 9 ) , ( x 7 ,  y 8 ) )  

ou M2 = { ( x i  ,  y 5 ) , ( x 5 ,  y < ) ) , ( x 2 ,  y J ,  ( x ^ ,  y 6 ) , ( x 3 ,  y 7 ) , ( x 7 ,  y 8 ) } 

S u b s t i t u i n d o x .  e  y .  p e l o t e r mo comum z . ,  t e m- s e :  
1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 i  c í  

M2 = { ( Zi  ,  Z 5 ) , ( Z 5 ,  z 9 ) , ( z 2 ,  z j  ,  ( z ^ (  z f c ) , ( z 3 ,  z 7 ) , ( z 7 ,  z 8 ) } 

Fa z e n d o a  d e c o mp o s i ç ã o em c a d e i a s ,  t e m- s e :  

Zl  < z 5 < z ,  ,  Z2 < Zi ,  < z 6 ,  z  3 < z 7 < z 8 

| D|  = { z i , z 5 ,  z 9 } ,  { z 2 , z , . ,  z 6 } ,  { z 3 , z 7 ,  z 8 } ( 4 )  

| D|  = 3 

Onde  a  c a r d i n a l i d a d e de  D ( | D|  = 3)  r e p r e s e n t a  o n ú me r o mí n i mo de  

s a l a s  p r o c u r a d a .  

Es t e  p r o b l e ma  i l u s t r a d o na  F i g .  4 . 1 a  p o d e r á  

s e r  r e s o l v i d o f a c i l me n t e  a t r a v é s  do f l u x o má x i mo em r e d e s ( § 3 . 2 . 1 )  

c om a p l i c a ç ã o d i r e t a  do a l g o r i t mo de  F o r d - F u l k e r s o n ( § 3 . 2 . 2 ) ,  

c omo s e  s e g u e :  

Ad i c i o n e  a o g r a f o b i p a r t i d o da  F i g .  4 . 1 b um 

v é r t i c e  i n i c i a l  ( s )  c om a r c o s  l i g a n d o e s s e  v é r t i c e s  a o s  v é r t i c e s  

de  X,  e  um v é r t i c e  t e r mi n a l  ( t )  com a r c o s  l i g a n d o v é r t i c e s  de  Y a  

e s s e  v é r t i c e .  Fa ç a  i g u a l  a l a  c a p a c i d a d e  de  c a d a  um d e s s e s  a r c o s  

e  i g u a l  a  °°  o s  a r c o s  ( x ^ ,  x ^ ) .  Ag o r a  pode  s e r  e n v i a d o o f l u x o mãxi _ 

mo de  s  p a r a  t  c om o a u x i l i o do p r o c e s s o de  r o t u l a g e m de  F o r d -

F u l k e r s o n .  A F i g .  4 .  1 c  i l u s t r a a  s i t u a ç ã o f i n a l  do a l g o r i t mo 

com a s  mes mas  s o l u ç õ e s  ó t i ma s  com o v a l o r  má x i mo do f l u x o i g u a l  a  

6 .  Pa r a  s e  o b t e r  o me nor  n ú me r o de  s a l a s  é  b a s t a n t e  f a z e r  a  de c om 
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p o s i ç ã o em c a d e i a s  j á  mo s t r a d a  a n t e r i o r me n t e .  

Ou t r a  ma n e i r a  de  s e  e n c o n t r a r  o me nor  n ú me r o 

de  s a l a s  p a r a  a s  d i s c i p l i n a s ,  c omo i n d i c a d a s  na  F i g .  4 . 1 a  é  a t r a  

v é s  d a  ma t r i z  de  Cé l u l a s  a d mi s s í v e i s  ( v e r  § 3 . 5 ) .  S e j a  uma  ma  

t r i z M* c o mp o s t a  d a s  l i n h a s  i ( i  =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1, 2,  n )  e  d a s  c o l u n a s  

j ( j  •  1, 2 , n )  ,  onde  c a d a  e l e me n t o nu. ,  ( c é l ul a )  s e r á  d i t o 

a d mi s s í v e l  o u i n a d mi s s í v e l .  Ne s t e  p r o b l e ma uma  c é l u l a  m,  .  s e r á  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
1 3 

d i t a  a d mi s s í v e l  s e  o i n i c i o b_.  da  d i s c i p l i n a j  f o r  ma i o r  o u i g u a l  

a o t é r mi n o g i  da  d i s c i p l i n a  i ,  i s t o é ,  s e  a  d i s c i p l i n a j  p o d e r  

s e r  i n i c i a d a  l o g o a p ó s  o t é r mi n o da  d i s c i p l i n a  i ,  c a s o c o n t r á r i o 

s e r á  d i t a  i n a d mi s s í v e l .  Na  F i g .  4 . 1 d a s  c é l u l a s  com f u n d o p r e t o 

s ã o i n a d mi s s í v e i s .  Ap l i q u e  o a l g o r i t mo 3 . 5 .1 p a r a  e n c o n t r a r  o f l u 

x o má x i mo .  

0 p r o c e s s o i n i c i a l i z a com a  c o l o c a ç ã o de  1*8 

n a s  c é l u l a s  a d mi s s í v e i s ,  de  modo que  n ã o h a j a  ma i s  que  um 1 numa  

mes ma  l i n h a o u c o l u n a  d a  ma t r i z  M*.  0 p r o c e s s o de  r o t u l a g e m do 

a l g o r i t mo i n f o r ma s e  é  o u n ã o p o s s í v e l  a u me n t a r  o n ú me r o de  l ' s  

( i .  e . ,  o f l u x o ) .  Se  f o r  p o s s í v e l ,  o f l u x o s e r á  i n c r e me n t a d o de  

1 n a  c é l u l a  i n d i c a d o p e l o r ó t u l o e ,  f e i t o i s t o ,  s e r ã o a p a g a d o s  t o 

doe:  o s  r ó t u l o s  e  a p l i c a d o n o v a me n t e  o p r o c e s s o de  r o t u l a g e m a t é  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

qv& n ã o s e j a  ma i s  p o s s í v e l  a u me n t a r  o f l u x o ,  q u a n d o e n t ã o ,  o f l u 

x o a t u a l  5 má x i mo .  

Ne s t e  mé t o d o ,  c omo no f l u x o má x i mo p o d e - s e  o b 

t e r  v á r i a s  s o l u ç õ e s  ó t i ma s .  Na  F i g .  4 . 1 d s ã o a p r e s e n t a d a s  d u a s  s o 

l u ç ü e s  ó t i ma s ,  uma  r e p r e s e n t a d a  p o r  "1" n a s  c é l u l a s  a d mi s s í v e i s  

c  o - ' t i r a  r e p r e s e n t a d a  p o r  " I " ,  e  c omo s e  p o d e  v e r ,  o n ú me r o má x i mo 

de  i ' s  o u I ' s  é  i g u a l  a  6 ,  que  ê  o v a l o r  do f l u x o má x i mo e  t a mb é m 

i gi - i ül  a o c o n j u n t o df e  c o b e r t u r a s  mí n i ma s .  Na  f i g u r a  em q u e s t ã o o 
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c o n j u n t o de  c o b e r t u r a  mí n i ma  é  d a d o p e l a s  l i n h a s  n ã o r o t u l a d a s  

( 1 e  2)  e  p e l a s  c o l u n a s  r o t u l a d a s  ( 6 ,  7,  8 e  9)  e  e s t á  r e p r e s e n t a  

do p o r  l i n h a s  t r a c e j a d a s  (  ) .  

A p a r t i r  d o s  c a s a me n t o s  d a s  l i n h a s  i  com a s  c o 

l u n a s  j  a p l i c a - s e  o p r o c e s s o de  d e c o mp o s i ç ã o em c a d e i a s ,  c omo f o i  

f e i t o n o p r i me i r o mé t o d o d e s s a  i l u s t r a ç ã o ma t c h i n g e  e n c o n t r a - s e  

o me nor  n ú me r o de  s a l a s  que  s e r á  i g u a l  a  3.  

4. 2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ALOCAÇÃO ÓTIMA DAS DISCIPLINAS COM MESMO NÚMERO DE ALUNOS 

P/SALA 

0 o b j e t i v o p r i n c i p a l  d e s t e  p a r a g r a f o é  e n c o n 

t r a r  uma  a l o c a ç ã o ó t i ma  p a r a  um n ú me r o n de  d i s c i p l i n a s  com s e u s  

r e s p e c t i v o s  h o r á r i o s  ( I n i c i o e  d u r a ç ã o )  e  n ú me r o de  v a g a s  o f e r e c i  

d a s  ( a l u n o s  ma t r i c u l a d o s ) .  Ob v i a me n t e ,  d u a s  d i s c i p l i n a s  q u a i s q u e r  

( i  e  j )  s e r ã o a l o c a d a s  p a r a  uma mes ma  s a l a  s e  e  s o me n t e  s e  s a t i s  

f i z e r e m a s  s e g u i n t e s  r e s t r i ç õ e s :  

I n i c i o b,  de  j  > t é r mi n o g i  de  i  ( 1 )  

v a g a s  de  j  = v a g a s  v .  de  i  ( 2 )  

i ,  j  = 1 ,  2,  n 

Onde  ( 1 )  d i z  q u e  n ã o d e v e  h a v e r  c o i n c i d ê n c i a  

de  h o r á r i o e n t r e  a s  d i s c i p l i n a s  i  e  j ;  ( 2 )  d i z  que  n ã o d e v e  h a v e r  

d i f e r e n ç a  e n t r e  o s  n ú me r o s  de  v a g a s  ( a l u n o s )  e n t r e  d u a s  d i s c i p l i _ 

n a s  i  e  j  .  

Es t e  p r o b l e ma  t a mb é m é  um p r o b l e ma  de  c a s a me n 

t o e  p o d e r á  s e r  r e s o l v i d o p o r  f l u x o má x i mo ou c é l u l a s  a d mi s s í v e i s  

{ Ve r  § 3. 2 e  § 3 . 5 ) ,  c om a p l i c a ç ã o de  d e c o mp o s i ç ã o em c a d e i a s  



4 6 

( § 3 . 6 )  na  s o l u ç ã o de  q u a l q u e r  d o s  d o i s  mé t o d o s .  De v i d o a  s eme  

l h a n ç a  de  p r o c e s s a me n t o d e s t e  p r o b l e ma  c om o a b o r d a d o no § 4 . 1 

s e r á  i l u s t r a d o a p e n a s ,  a  s o l u ç ã o a t r a v é s  da  ma t r i z  de  c é l u l a s  a d 

mi s s l v e i s ,  q u e  é  o p r o c e s s o q u e  s e  a p r o x i ma  ma i s  c om a  i mp l e me n t a  

ç ã o em c o mp u t a d o r .  Pa r a  me l h o r  e n t e n d i me n t o e  c o mp a r a ç ã o d o s  r e  

s u l t a d o s ,  s e r á  u s a d o o mes mo p r o b l e ma  a b o r d a d o na  i l u s t r a ç ã o do 

§ 4 . 1 .  

De s e n v o l v i me n t o do p r o b l e ma :  A p a r t i r  da  F i g .  

4 . 1 a  c o n s t r o e - s e  a  ma t r i z  M* ,  .  de  c é l u l a s  a d mi s s í v e i s ,  s e n d o 
( n x n )  

q u e  n e s t e  c a s o o n ú me r o de  c é l u l a s  i n a d mi s s í v e i s  s e r á  i g u a l  a o d o 

p r o b l e ma  do § 4 . 1 ma i s  a s  c é l u l a s  i n a d mi s s í v e i s  r e f e r e n t e  a  r e s  

t r i ç ã o ( 2 )  d e s t e  p a r a g r a f o .  P o i s  d e v e - s e  l e mb r a r  q u e ,  n e s t e  c a s o ,  

uma  c é l u l a  s e r á  d i t a  a d mi s s í v e l  s e  e  s o me n t e  s e  s a t i s f i z e r  a s  r e s  

t r i ç õ e s  ( 1 )  e  ( 2 )  c i t a d a s  a n t e r i o r me n t e .  

A F i g .  4 . 2 a  i l u s t r a  a  ma t r i z  ( 9 x 9)  c om c ê l u 

l a s  a d mi s s í v e i s .  0 c o n j u n t o de  c é l u l a s  i n a d mi s s í v e i s  s e r á  r e p r e  

s e n t a d o p o r  um "X"  e  a s  o u t r a s  s e r ã o a d mi s s í v e i s .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

í 2 3 4 5 6 7 8 9 

1 X X X X X X X X 1 

2 X X X X X X X X X 

3 X X X X X X X 1 X 

4 X X X X X X X X X 

5 X X X X X X X X X 

6 X X X X X X X X X 

7 X X x X X X X X X 

e X X X X X X X X X 

X X zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
1 

X X X X X X X 

Solos Disciplinas/ Alunos 
Cao. Sola*  
Cn?cod»iras) 

1 1 / 8 0 , 9 / 8 0 8 0 

2 3 / 2 0 , 8 / 2 0 2 0 

3 2 / 4 0 4 0 

4 4 / 3 0 J0 

5 5 / 7 0 7 0 

6 6 / 5 0 5 0 

7 7 / 1 0 1 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

T 9 /  4 0 0 3 0 0 

T O T AI S 

r  i  g .  4 2 a  Ma t r i z  de  Cé l u l a s  

Ad mi s s í v e i s  

F i g .  4 . 2 b -  So l u ç ã o do 

Pr o b l e ma  

Ap l i c a n d o o a l g o r i t mo 3. 2. 2 na  ma t r i z  4 . 2 a  e n 
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c o n t r a - s e  o s  s e g u i n t e s  c a s a me n t o s ,  de  a c o r d o com ( 2 )  do § 4 . 1 :  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

( ( 2 , , U ,  l l „  2 . ) ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

M| = 2 

Fa z e n d o a  d e c o mp o s i ç ã o em c a d e i a  ( § 3 . 6 ) ,  t e m 

- s e  :  

Zj  < z 9 ,  z 3 < z 8 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

| D | = { z j ,  z 9 } ,  { z 3 ,  z e ) ,  í z 2 } /  ( z j ,  { z 5 } ,  { z 6 } ,  { z 7 l  

I D I = 7 

Como j á  f o i  v i s t o ,  a  c a r d i n a l i d a d e  de  Z é  i _ 

e l e me n t o s  de  uma  o r d e n a ç ã o ,  n e s t e  c a s o | Z|  = 9 

p r o b l e ma de  d e c o mp o s i ç ã o em c a d e i a  ( § 3 . 6)  t e m 

| D | + | M | = | Z|  

De s t a  f o r ma ,  p o d e - s e  c o n c l u i r  que  p a r a  o p r o 

b l e ma em q u e s t ã o h a v e r á ,  c o i n c i d e n t e me n t e ,  uma  s o l u ç ã o ú n i c a  c om 

o n ú me r o mí n i mo de  s a l a s  i g u a l  a  7 e  de  c a d e i r a s  i g u a l  a  300 e  a  

l o c a ç ã o d a s  d i s c i p l i n a s  c omo me s t r a  a  F i g .  4 . 2 b .  

Co n v é m s a l i e n t a r  que  p a r a  e s t e  t i p o de  p r o b l e  

ma  o n ú me r o de  s a l a s  é  e v i d e n t e me n t e  mí n i mo ,  c omo t a mb é m o n ú me r o 

de  c a d e i r a s .  

g u a l  a o n ú me r o de  

e  de  a c o r d o com o 

- s e  :  

4. 3zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ALOCAÇÃO DAS DISCIPLINAS C/ DIFERENÇA DO NUMERO DE ALUNOS P/ 

SALA NÃO SUPERIOR A 20 

O o b j e t i v o p r i n c i p a l  d e s t e  p a r a g r a f o é  e n c o n 
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t r a r  uma  a l o c a ç ã o me l h o r  p o s s í v e l  ( q u e  p o d e r á  s e r  ó t i ma )  p a r a  ur a  

n ú me r o n de  d i s c i p l i n a s  c om s e u s  r e s p e c t i v o s  h o r á r i o s  ( í n i c i o ,  du 

r a ç ã o )  e  o n ú me r o de  v a g a s  o f e r e c i d a s  ( a l u n o s  ma t r i c u l a d o s ) ,  de  

modo que  d u a s  d i s c i p l i n a s  q u a i s q u e r  ( i  e  j )  s e r ã o a l o c a d a s  p a r a  

uma  mes ma  s a l a  s e  e  s o me n t e  s e  s a t i s f i z e r e m a s  s e g u i n t e s  r e s t r i  

ç õ e s :  

í n i c i o b.  de  j  > t é r mi n o g .  de  i  

v a g a s  v ^ de  i  -  v a g a s  v .  de  j  |  _< 20 

i , j  = 1 ,  2,  n 

( 1 )  

( 2 )  

Onde  ( 2 )  d i z  que  o mó d u l o da  d i f e r e n ç a  e n t r e  

a s  v a g a s  de  i  e  j  d e v e  s e r  me nor  o u i g u a l  a  20 .  

Se r á  t a mb é m u s a d o n e s t e  p a r a g r a f o o mes mo p r o 

b l e ma  a b o r d a d o na  i l u s t r a ç ã o d o § 4 . 1 .  

Como j á  f o i  d i t o ,  e s t e  t i p o de  p r o b l e ma t e m vá  

r i a s  s o l u ç õ e s  v i á v e i s .  Uma  ma n e i r a  de  s e  f a z e r  com que  o p r o c e s s o 

s e mp r e  t e n d a  p a r a  a  s o l u ç ã o ó t i ma e  a t r a v é s  de  p e n a l i d a d e  ( o u c u s  

t o ) .  Es s e  c u s t o v a r i a  de  z e r o a  i n f i n i t o e  é  s e mp r e  r e f e r e n c i a d o 

a  um p a r  de  d i s c i p l i n a s .  Ob v i a me n t e ,  q u a n t o me nor  f o r  a  d i f e r e n ç a  

de  v a g a s  e n t r e  c a d a  p a r  de  d i s c i p l i n a s ,  me nor  s e r á  o c u s t o e  i s t o 

f a z c om q u e  e s s a s  d i s c i p l i n a s  f i q u e m a g r u p a d a s  na  s o l u ç ã o f i n a l  e  

p o r  o u t r o l a d o ,  e v i t a  q u e  um p a r  de  d i s c i p l i n a s  com ma i o r  d i f e r e n 

ç a  de  v a g a s  s e j a m a g r e g a d a s .  Po r  e x e mp l o ,  na  F i g .  4. 1a  a s  d i s c i  

p l i n a s  ( 2 ,  3,  4 ,  7 )  t ê m ( 4 0 ,  2 0 ,  3 0 ,  10)  v a g a s  r e s p e c t i v a me n t e .  

Se  f o s s e m a l o c a d a s  a s  d i s c i p l i n a s  ( 2 ,  3 ) ,  que  t ê m uma  d i f e r e n ç a  

d e  v a g a s  i g u a l  a  2 0 ,  p a r a  uma  mes ma  s a l a ;  e  a s  d i s c i p l i n a s  ( 4 ,  7)  

q u e  t ê m uma  d i f e r e n ç a  de  v a g a s  i g u a l  a  2 0 ,  p a r a  o u t r a  s a l a s ,  s e r i a m 
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n e c e s s á r i o d u a s  s a l a s  com ( 4 0 ,  30)  c a d e i r a s ;  a o p a s s o q u e  s e  f o r  

a l o c a d a  a s  d i s c i p l i n a s  ( 2 ,  7)  e  ( 3 ,  4)  em d u a s  s a l a s ,  s e r á  n e c e s  

s á r i o ( 20 + 40)  c a d e i r a s  o q u e  d a r i a  um s a l d o de  10 c a d e i r a s .  De s  

t a  f o r ma  p o d e - s e  v e r  que  o a l g o r i t mo s e mp r e  v a i  p r o c u r a r  uma  s o l u 

ç ã o a  c u s t o mí n i mo .  

O c r i t é r i o de  p e n a l i d a d e  ou c u s t o a d o t a d o n e s t e  t r a b a l h o f o i  o s e  

g u i n t e :  

Se  d u a s  d i s c i p l i n a s  q u a i s q u e r  ( i  ,  j )  s a t i s f a z e m a s  r e s t r i ç õ e s  ( 1 )  

e  ( 2 ) ,  s ua  p e n a l i d a d e  ( o u c u s t o )  .  s e r á  d a d o p e l a  e q u a ç ã o a b a i _ 

x o :  

Cj .  = ( ( v a g a s  de  i  -  v a g a s  de  j ) / 1 0 ) 7 ( 3 )  

Se  n ã o s a t i s f a z e m a  p e l o me nos  uma  d a s  d u a s  r e s t r i ç õ e s ,  s e u c u s t o 

é  d a d o p o r :  

c .  .  = <*> ( p a r a  e f e i t o de  c á l c u l o c o n s i d e r o u -

s e » = l o o )  ( 4 )  

De r d e  q u e  a s  c é l u l a s  a d mi s s í v e i s  t ê m um c u s t o d a d o p o r  ( 3 )  e  

i n a d mi s s í v e i s  t ê m c u s t o d a d o p o r  ( 4 )  o p r o b l e ma  a b o r d a d o t o r n a  

um p r o b l e ma  de  f l u x o má x i mo a  c u s t o mí n i mo o u um p r o b l e ma  de  

s i g n a ç ã o ( As s e g n me n t  P r o b l e m)  v e r  § 3. 4.  

De s e n v o l v i me n t o do P r o b l e ma :  A p a r t i r  do p r o 

b l e ma  da  F i  g .  4. 1a  c o n s t r u a  a  ma t r i z  c u s t o C.  .  F i g .  4 . 3a  de  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
( 9 X 9 ) 

a c o r d o com a s  p e n a l i d a d e s  ( 3 )  o u ( 4 ) .  

Co r t e  C* a  p a r t i r  de  C ( A ma t r i z  c u s t o C* é  de  t r a b a l h o e  a  ma  

t r i z  C d e v e  s e r  g u a r d a d a  p a r a  c a l c u l a r  o c u s t o f i n a l ) .  Ve r  ma  
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t r i z C* na  F i g .  4 . 3 a  .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

i 2 3 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA* 9 6 7 8 9 

1 1 0 0 too 100 100 1 100 100 1 0 0 
1 

0 

2 1 0 0 100 1 0 0 1 1 0 0 1 100 4 I0 O 

, 
3 1 0 0 1 0 0 100 100 100 1 0 0 1 o 100 

•i 1 0 0 100 1 0 0 1 0 0 1 0 0 4 4 1 1 0 0 

a  1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 100 100 100 _ l _ 

e 100 100 100 1 0 0 100 100 1 0 0 1 0 0 100 

7 1 0 0 1 0 0 100 100 I0 O 1 0 0 100 1 100 

a 1 0 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
—— 
1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 100 1 0 0 100 1 0 0 

g I0 O 1 0 0 1 0 0 100 100 100 1 0 0 1 0 0 1 0 0 

Ma t r i z  Cu s t o - c  

F i g .  4 .  3 a  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-

1 2 3 4 3 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA•  7 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAa •  
1 100 100 100 100 100 100 100 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

? ™1 100 1 0 0 1 too 1 100 4 1 0 0 

3 100 100 1 0 0 1 0 0 1 0 0 

— t — 4 — — <  

1 0 0 1 0 1 0 0 

4 1 0 0 1 0 0 100 (0 0 100 4 4 1 too 

9 100 100 100 100 100 100 C O 100 1 

a 1 0 0 100 100 100 too 100 100 1 0 0 . 0 0 

7 100 100 100 ' 100 too 100 100 1 100 

a 1 0 0 100 1 0 0 100 too too too too 

a IO0 100 1 0 0 j 100 too 100 100 Too" too 

Có p i a  da  Ma t r i z  Cu s t o -  C* 

e s  Cu s t o 

Ap l i q u e ã  ma t r i z  c u s t o C* o a l g o r i t mo 3 . 7 ( a i  

g o r l t mo p a r a  s o l u ç ã o do p r o b l e ma de  d e s i g n a ç ã o ) ,  a  p a r t i r  do PAS 

SO 1 p a r a  e n c o n t r a r  uma  d e s i g n a ç ã o ó t i ma  ou a  ma i s  e f i c i e n t e  des i çr  

n a ç ã o d a s  d i s c i p l i n a s  à s  s a l a s  de  a u l a .  De v i d o a  s e me l h a n ç a  de  p r o 

c e s s a me n t o ,  o a c o mp a n h a me n t o d e s s e  a l g o r i t mo s ó s e r á  v i s t o n o 

§ 4 . 5 .  Na  F i g .  4.  3 b p o d e  s e r  v i s t o a  ma t r i z  de  c é l u l a s  a d mi s s l ^ 

v e i s  M*.  Com d u a s  s o l u ç õ e s  a  c u s t o mí n i mo uma  r e p r e s e n t a d a  p o r  l ' s  

n a s  c é l u l a s  a d mi s s í v e i s  e  a  o u t r a  r e p r e s e n t a d a  p o r  * ' s .  

1 2 3 4 3 e 7 8 9 

, X X X X 1* X X X 

2 X X X i *  X X X X 

3 X X X X X X 1* X X 

4 X X X X X 1* X X 

1 X X X X X X X X * 
1 

c 1 * X X 

7 X X X X X X X 1* X 

1 *  1 X X 

3 1 X X 

SA L A S D I SC I PLI N A / A LU N O S 

C APAC. 

S A L A S 

Nt CADEIRA 

]  1 / 8 0 , 3 / 7 0 , 9 / 8 0 8 0 

2 2 / 4 0 , 4 / 3 0 , « / 3 0 3 0 

3 3 / 2 0 , 7 / 1 0 , 8 / 2 0 2 0 

3 9 / 4 0 0 1  3 0 

T O T A I S 

Ma t r i z  M* c om s o l u ç ã o So l u ç ã o d o Pr o b l e ma 4 . 3 

F i g . 4 . 3 b -  So l u ç õ e s  

[HW/zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBABIBLIOTECA/ i  
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O c u s t o d e s s a  d e s i g n a ç ã o p o d e  s e r  c a l c u l a d o a  

t r a v é s  d a  s oma  d o s  c u s t o s  c .  .  e  C de  c a d a  e l e me n t o m,  .  ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA M* i n d i  
i j  l j  

c a d o c om um 1 o u c om *,  ou s e j a :  

= c  + c  + c  
I •zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 9 5 •  9 2 • ' 

= 1 + 1 + 1 + 4 + 1 

= 8 

+ c  + c  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
•  6 7 - 8 

Com o s  r e s u l t a d o s  mo s t r a d o s  a c i ma ,  p o d e - s e  c o n 

c l u i r  q u e ,  p a r a  a l o c a r  a s  d i s c i p l i n a s  em q u e s t ã o com d i f e r e n ç a  do 

n ú me r o de  a l u n o s  p o r  s a l a  n ã o s u p e r i o r  a  2 0 ,  s e r ã o n e c e s s á r i o 3 s a  

l a s  c om c a p a c i d a d e s  i g u a i s  a  ( 8 0 ,  50 e  20 )  e  c o n s e q u e n t e me n t e  um 

t o t a l  mí n i mo de  c a d e i r a s  i g u a l  a  150 o q u e  r e p r e s e n t a  me nos  da  me  

t a d e  de  r e c u r s o s  f í s i c o s  da  s o l u ç ã o do p r o b l e ma do § 4. 2 .  A a l o 

c a ç ã o d a s  d i s c i p l i n a s  d e v e r á  s e r  c omo mo s t r a  a  F i g .  4 . 3 b .  

A s o l u ç ã o a c i ma  e n c o n t r a d a ,  na  r e a l i d a d e  é  ót _i  

ma  e  é  o q u e  a c o n t e c e  em q u a s e  10% d o s  c a s o s  r e a i s  de  a l o c a ç ã o 

de  d i s c i p l i n a s .  I s t o p o d e  s e r  c o mp r o v a d o no Ca p í t u l o V o n d e  e s t e  

a l g o r i t mo f o i  a p l i c a d o ã s  d i s c i p l i n a s  o f e r e c i d a s  no p e r í o d o 7 8 1 

p e l o Ce n t r o de  Ci ê n c i a s  e  Te c n o l o g i a  da  UFPb.  Mas  o b s e r v e  o que  

a c o n t e c e r i a  s e  p.  e .  q u a t r o d i s c i p l i n a s  ( 1 ,  2,  3 ,  4)  c u j o s  h o r a  

r i o s  f o s s e m c o mp a t í v e i s  e  t i v e s s e m ( 2 0 ,  4 0 ,  6 0 ,  80)  v a g a s  r e s p e c  

t i v a me n t e  c omo na  F i g .  4 . 3 c  a b a i x o :  

K O R Á R I O 
VA OA 5 

S A L A D I SC I PL I N A S ( V A « A S ) 

IN ICIO DUCACio T ÉR M I N O 

VA OA 5 
1 2 s 4 1 2 5 4 

1 1 1 2 2 0 1 X 1 X X ( 2 0 ) ( 4 0 ) (6 0 1 ISOJ 

2 f zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA\  S 4 0 2 X X 1 X 1 se 2 0 

3 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA» 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAA 0 0 S X X X 1 ^ 4 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

•  
4 1 9 •  0 4 X X X X 3 e 8 0 

Ho r á r i o de  Di s c i p l i n a s  F l u x o Má x i mo Al o c a ç ã o de  Di s c i p l i n a s  

F i g .  4 . 3 c  -  Ex e mp l o de  uma  i mp o s s i b i l i d a d e  de  

s o l u ç ã o ó t i ma  
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Ne s t e  c a s o ,  a  s o l u ç ã o ú n i c a  d o p r o b l e ma de  c a s a  

me n t o s e r i a :  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

M  = { ( z ,  ,  z 2 )  ,  ( z 2 ,  z  3 )  ,  ( z  3 ,  z„  )  } 

| M | = 3 

Fa z e n d o a  d e c o mp o s i ç ã o em c a d e i a ,  t e m- s e :  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Z j < z 2 < z  3 < z u 

D = [ ( z ,  } ,  { z 2 } ,  { z  3 } ,  { z u } ]  

| D | = 1 

En t ã o |M | +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I D I •  | Z | é  v e r d a d e i r o .  

I s t o s i g n i f i c a q u e  s ó s e r á  n e c e s s á r i o uma  úni ^ 

c a  s a l a  p a r a  a l o c a r  a s  q u a t r o d i s c i p l i n a s ,  o que  s e r i a  uma  c o n t r a  

d i ç ã o a  r e s t r i ç ã o ( 2 )  d o § 4 . 3 .  Ve r  F i g .  4.  3c  ( a l o c a ç ã o de  Di s c i  

c i p l i n a s ) .  

En t ã o p o d e - s e  c o n c l u i r  que  a  s o l u ç ã o ó t i ma do 

p r o b l e ma de  a l o c a ç ã o d e  d i s c i p l i n a s ,  onde  em c a d a  s a l a  s ó d e v e  e  

x i s t i r  d i s c i p l i n a s  c u j a  d i f e r e n ç a  e n t r e  o s  n ú me r o s  mí n i mo s  e  máxi _ 

mo d o s  a l u n o s  n ã o d e v e  s e r -  > 20 é  um p r o b l e ma  mu i t o d i f í c i l .  Mui ^ 

t o e mb o r a  n e s t e  p r o c e s s o t e n h a m s i d o u t i l i z a d o s  mé t o d o s  e f i c i e n t e s ,  

e l e  n ã o d e i x a r á  de  s e r  um p r o c e s s o h e u r í s t i c o q u e  p r o c u r a  um n ú me  

r o mí n i mo d a s  s a l a s  c om um e s p a ç o f í s i c o q u e  s e r á  ma i s  o u me nos  

mí n. i mo.  

4. 4 ALOCAÇÃO DAS DI SCI PLI NAS C/  DI FERENÇA DO NUMERO DE ALUNOS NÃO 

SUPERI OR A 40 

O o b j e t i v o d e s t e  p a r a g r a f o é  o mes mo do § 4 . 3 ,  
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s e n d o q u e  n e s t e ,  a s  d i s c i p l i n a s  a l o c a d a s  p a r a  uma  mes ma  s a l a  de ve m 

s a t i s f a z e r  a s  s e g u i n t e s  r e s t r i ç õ e s :  

i n i c i o de  j  > t é r mi n o g^ de  i  ( 1 )  

| va ga s  v ,  de  i  -  v a g a s  v .  d e  j |  < 40 ( 2 )  

i ,  j  = 1 ,  2,  n 

De s e n v o l v i me n t o do Pr o b l e ma :  A p a r t i r  do p r o 

b l e ma d a  F i g .  4.  l a  c o n s t r u a  a  ma t r i z  c u s t o C.  .  ( F i g .  4.  4 )  de  

a c o r d o c om a s  p e n a l i d a d e s  ( 3 )  o u ( 4 )  do § 4 . 3 .  Te n d o em v i s t a que  

o p r o c e s s o u s a d o n e s t e  p a r a g r a f o é  o mes mo do p a r a g r a f o a n t e r i o r  

e ,  p o r  c o i n c i d ê n c i a  a  s o l u ç ã o e n c o n t r a d a é  t a mb é m i g u a l  a  a n t e r i o r ,  

n ã o s e r ã o d e s e n v o l v i d o s  o p r o c e d i me n t o s  n e s t e  p a r a g r a f o .  Nã o o b s  

t a n t e ,  s e r á  d a d a  a  ma t r i z  c u s t o C,  q u e ,  c omo d a d o s  de  e n t r a d a ,  d i  

f e r e da  ma t r i z  a n t e r i o r  p o r  c a u s a  da  mo d i f i c a ç ã o da  r e s t r i ç ã o ( 2 )  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 2 3zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 4 5 6 7 8 9 

100 100 100 u 100 100 0 

100 too 100 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA• 9 9 4 16 

100 too too 100 too zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA• • 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAtoo 

100 100 

100 

100 ,00 • 4 100 

100 100 00100 100 100 100 

cozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA rr 
100 ICO I0O 100 K » .00 100 9 9 

IO0 100 100 too 100 CO cr T Jo o 

CO 100 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1 
100 

100 

too 

too 

100 

too 

100 

100 

.00 

100 100 

O0 | ioo I0O 100 too 

100 

too 

too 

100 

too 

100 

100 

.00 

100 100 

O0 | ioo 

F i g .  4. 4 -  Ma t r i z  Cu s t o C 

4. 5 ALOCAÇÃO DE DI SCI PLI NAS SEM VARI AÇÃO DO NUMERO DE ALUNOS P/  

SALA 

0 o b j e t i v o p r i n c i p a l  d e s t e  p a r a g r a f o é  e n c o n 

t r a r  uma  á i d c a ç ã o ó t i ma  p a r a  um n ú me r o n de  d i s c i p l i n a s  c om s e u s  
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r e s p e c t i v o s  h o r á r i o s  ( i n i c i o e  d u r a ç ã o )  e  n ú me r o d e  v a g a s  o f e r e c i  

d a s  ( a l u n o s  ma t r i c u l a d o s ) ,  de  ma n e i r a  q u e ,  d u a s  d i s c i p l i n a s  i  e  j  

s e r ã o a l o c a d a s  p a r a  uma  mes ma  s a l a  s e  s o me n t e  s e ,  s a t i s f i z e r e m a  

s e g u i n t e  r e s t r i ç ã o :  

I n i c i o b.  de  j  > t é r mi n o g.  de  i  ( 1 )  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
3 — i  

i , j  = 1 ,  2,  n 

No p r o b l e ma do § 4 . 1 f o i  c o n s t r u í d a  uma  ma  

t r i z o n d e  a s  c é l u l a s  o u e r a m a d mi s s í v e i s  o u i n a d mi s s í v e i s  e  f o i  

r e s o l v i d o o p r o b l e ma de  f l u x o má x i mo ( o u c o n j u n t o i n d e p e n d e n t e  má  

x i mo de  c é l u l a s  a d mi s s í v e i s ) ,  e  c omo f o i  v i s t o s e mp r e  ê  p o s s í v e l  

e n c o n t r a r  v á r i a s  s o l u ç õ e s  com o mes mo v a l o r  do f l u x o má x i mo .  Ne s  

t e  p a r a g r a f o ,  c a d a  c é l u l a  t e r á  um v a l o r  a s s o c i a d o a  e l a ,  que  r e  

p r e s e n t a  o c u s t o de  uma  d i s c i p l i n a j  s e r  a l o c a d a  na  mes ma  s a l a  c om 

a  d i s c i p l i n a  i ,  e  o p r o b l e ma  a g o r a  é  e n c o n t r a r  um f l u x o má x i mo 

c om c u s t o mí n i mo .  

Ob s e r v e  a  F i g .  4 . 1 b ,  o n d e  s ó e x i s t e  um a r c o 

y j )  de  x^zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA E X p a r a  y. .  e  Y s e  e  s o me n t e  s e  b_.  >_ g^ .  No p r o 

b l e ma  d e s t e  p a r a g r a f o ,  h a v e r á  s e mp r e  um a r c o ( x ^ ,  y ^ )  l i g a n d o t o 

d o s  v é r t i c e s  x^ e  X,  a  t o d o s  o s  v é r t i c e s  y .  e  Y,  com um c u s t o a s s o 

c i a d o .  A F i g .  4. 5a  i l u s t r a o e x e mp l o do p r o b l e ma  a b o r d a d o no I n i  

c i o d e s t e  c a p i t u l o ( v e r  F i g .  4 . 1 a ) ,  o que  ve m a  s e r  um p r o b l e ma  

d e s i g n a ç ã o ( As s i g n me n t  P r o b l e m) .  

Onde ,  

= w s e  < g .  ( 2 )  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

C L J = Y s e  b.  > g i f Y = (  ( v -  v ^ / 1 0 ) 2 ( 3 )  



(a) Pr o b l e m a de D e si g n a çã o (b ) M ot r iz Cust o 



De s e n v o l v i me n t o d o P r o b l e ma :  A p a r t i r  da  F i g .  

4. 1a  e  de  a c o r d o c om ( 2 )  e  ( 3 ) ,  c o n s t r u a a  ma t r i z  Cu s t o C,  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
( 9 x  9 )  

( F i g .  4 .  5b) .  

Ap l i q u e o a l g o r i t mo 3. 7 ( a l g o r i t mo p a r a  s o l u 

ç ã o d o p r o b l e ma de  d e s i g n a ç ã o )  ,  p a r a  e n c o n t r a r  uma  d e s i g n a ç ã o e f  i ^ 

c i e n t e  d a s  d i s c i p l i n a s  ã s  s a l a s  de  a u l a .  O a c o mp a n h a me n t o d e s s e  a l _ 

g o r í t mo s e r á  e s c r i t o a b a i x o ,  a  p a r t i r  da  1 -  i t e r a ç ã o ,  e  s e r ã o f e i _ 

t a s  r e f e r ê n c i a s  a s  f i g u r a s  d a  i l u s t r a ç ã o q u e  s uc e de m e s t e  p r o c e d i  

me n t o .  

1 -  I t e r a ç ã o :  

PASSO 1 S u b t r a i a  de  c a d a  l i n h a i  e  d e  c a d a  c o l u n a j  o s e u me  

n o r  e l e me n t o c o r r e s p o n d e n t e .  Ve r  i l u s t r a ç ã o ( a )  v ã  pa  

r a o PASSO 2.  

PASSO 2 Cr i e  uma  ma t r i z  de  c é l u l a s  a d mi s s í v e i s  M* .  .  a  p a r  
\ 9zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 9 )  — 

t i r  da  ma t r i z  C*,  de  modo q u e  m̂..  s e r á  a d mi s s í v e l  s e  

c ^ j  f o r  z e r o ,  c a s o c o n t r á r i ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ITK . .  s e r á  i n a d mi s s í v e l .  

Ve r  i l u s t r a ç ã o ( b ) .  Vá  p a r a  o PASSO 3.  

PASSO 3 En c o n t r e  o f l u x o má x i mo o u o c o n j u n t o de  c é l u l a s  i n d e  

p e n d e n t e s  a  p a r t i r  da  ma t r i z  M* ( a p l i q u e o a l g o r i t mo 

3 . 5 . 1 ) .  Vá  p a r a  o PASSO 4 .  

PASSO 4 Como p o d e  s e r  v i s t o na  i l u s t r a ç ã o ( b ) ,  o v a l o r  d o f l u 

x o má x i mo V ê  i g u a l  a  5 ( o u s e j a ,  5 f o i  o ma i o r  n ú me r o 

d e  l ' s  que  s e  p o d e  c o l o c a r  em M* } .  De s de  q u e  e s t e  v a l o r  

é  me nor  q u e  n ( n = 9 ) ,  Vã  p a r a  o PASSO 5.  



57 

PASSO 5 En c o n t r e  o me nor  e l e me n t o n ã o c o b e r t o da  ma t r i z  c u s t o 

C*,  a  v i s t a da  ma t r i z  de  c é l u l a s  a d mi s s í v e i s  M*,  n e s s e  

c a s o o me nor  e l e me n t o é  i g u a l  azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1. Ve r  i l u s t r a ç ã o ( a )  

e l e me n t o c i  5 .  

PASSO 6 S u b t r a i a  o me nor  e l e me n t ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA [c: 5 •= 1)  d a s  c o l u n a s  n ã o c o 

b e r t a s  e  a d i c i o n e  e s s e  me nor  e l e me n t o c j 5 ã s  l i n h a s  c o 

b e r t a s  de  C*.  Ve r  i l u s t r a ç ã o ( c )  e  v ã  p a r a  o PASSO 2.  

( 2 -  i t e r a ç ã o )  

2-  I t e r a ç ã o :  

PASSO 2 Ve r  i l u s t r a ç ã o ( d )  c o r r e s p o n d e n t e  a  e s s e  p a s s o .  

PASSO 3 Ve r  i l u s t r a ç ã o ( d )  ,  n e s s e  c a s o o v a l o r  do f l u x o mãxi ^ 

mo é  7 .  

PASSO 4 7 = V < n.  

PASSO 5 O me nor  e l e me n t o é  2.  Ve r  i l u s t r a ç ã o ( c )  e l e me n t o c  

PASSO 6 Ve r  i l u s t r a ç ã o ( e )  c o r r e s p o n d e n t e  a  e s s e  p a s s o .  

3-  I t e r a ç ã o :  

PASSO 2 Ve r  i l u s t r a ç ã o ( f )  c o r r e s p o n d e n t e  a  e s s e  p a s s o .  

PASSO 3 Ve r  i l u s t r a ç ã o ( f ) ,  n e s s e  c a s o o v a l o r  do f l u x o má x i mo 

é  8 

PASSO 4 8 = V < n 
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PASSO 5 O me nor  e l e me n t o é  32 .  Ve r  i l u s t r a ç ã o ( e )  e l e me n t o c  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
5 •  7 

PASSO 6 Ve r  i l u s t r a ç ã o ( g )  c o r r e s p o n d e n t e  a  e s s e  p a s s o 

4 -  I t e r a ç ã o :  

PASSO 2 Ve r  i l u s t r a ç ã o ( h )  c o r r e s p o n d e n t e  a  e s s e  p a s s o .  

PASSO 3 Ve r  i l u s t r a ç ã o ( h ) ,  n e s s e  c a s o o v a l o r  do f l u x o má x i mo 

é  8.  

PASSO 4 8 = V < n 

PASSO 5 0 me nor  e l e me n t o é  8.  Ve r  i l u s t r a ç ã o ( g )  e l e me n t o c  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
3 • 6 

PASSO 6 Ve r  i l u s t r a ç ã o ( i )  c o r r e s p o n d e n t e  a  e s s e  p a s s o ,  

5-  I t e r a ç ã o 

PASSO 2 Ve r  i x u s t r a ç ã o ( j )  c o r r e s p o n d e n t e  a  e s s e  p a s s o .  

PASSO 3 Ve r  i l u s t r a ç ã o ( j ) ,  n e s s e  c a s o o v a l o r  do f l u x o má x i mo 

é  8.  

PASSO 4 8 = V < n 

PASSO 5 0 me nor  e l e me n t o é  4 8 .  Ve r  i l u s t r a ç ã o ( i )  e l e me n t o c  
6 •  1 

PASSO 6 Ve r  i l u s t r a ç ã o ( k )  c o r r e s p o n d e n t e  a  e s s e  p a s s o .  

Ul t i ma  I t e r a ç ã o :  

PASSO 2 Ve r  i l u s t r a ç ã o ( 1 )  c o r r e s p o n d e n t e  a  e s s e  p a s s o .  

P/ . SSO 3 Ve r  i l u s t r a ç ã o ( 1 ) ,  n e s s e  c a s o o v a l o r  d o f l u x o má x i mo 

é  9;  

fAtítíozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 4 9 » v = n ( Fi m d o p r o c e s s o )  .  
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Ilustração 

Abaixo estão i l u s t r a d a s as m a t r i z e s c u s t o (Figs zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

a » C,  e ,  g, i ,  k )  e as m a t r i z e s de células admissíveis ( F i g s . b, 

d ,  f ,  h ,  j , 1 )  para acompanhamento de solução do problema do § 4.3 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

i zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2 3 4 5 6 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAa 9 1 2 3 4 3 6 7 s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA9 1 2 3 4 3 e r 8 9 
1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA:/ XX 100 2 5 9 4 9 3 . 0 1 X X X X X X X zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA« L 9 1 M 99 99 2 4 0 a 4 « 3 6 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA— 
2 9 9 9 « 9 » 0 • 0 • 3 13 — t X X X 1 X X X X — 2 9 « 9 » 9 9 0 • 0 8 4 16 — 
3 100 100 » 0 IV, 9 1 0 3 « 3 X X X X X X X 1 * • 3 M 9 9 9 . 9 9 9 9 • 0 0 3 6 

4 M 9 9 9 9 9 « 3 3 0 1 4 4 X X X X X X X X * 4 M 9 8 9 8 
ü 

ss 

z  0 2 4 

S 9 9 • 9 9 9 9 9 9 9 9 . 3 3 2C 0 5 X X X X X X X X 3 9 « 9« 9 . !>« 9 8 ss 3 4 2 4 0 

e  S I • 1 • 1 91 • 1 .. 91 0 0 6 X X X X X X X zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA* 8 9 0 9 0 9 0 •* 9 0 9 0 9C 0 0 

r  Yè 9 9 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA» 9 9 9 9 9 9 9 9 0 4 « 7 X X X X X X X X 7 M 9 « 9 8 9 8 9 8 9 6 9 6 0 4 8 

• 0 0 0 0 0 0 0 0 0 — • 1 • 0 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA• 0 0 0 0 1 1 — 
• 0 0 0 0 0 0 or 0 0 — t 1 9 0 0 o 0 0 0 0 1 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 1 4 

1 
3 

1 1 1 

4 3  

1 X X X X 1 X X X 1 9 9 9 9 9 9 2 4 0 a 4 8 3 8 2 _ 
2 X X X 1 X X X X — 2 9 9 9 9 9 9 • 0 8 6 i a 

3 X X X X X X 1 X — 3 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 8 0 2 ;» 

4 X X X X X X X 1 X 8 4 9 6 9 6 9 6 9 « 9 6 0 0 0 2 4 — 
5 X X X X X X X X 1 9 5 9 6 9 6 9 6 9 6 9 6 9 6 ~2 2 4 0 

6 X X X X X X X 4 6 3 8 8« 8 8 e«.  88 a a 88 0 

7 X X X X X X X X zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA« 7 9 6 9 6 9 6 9 6 9 6 • 6 9*5 0 4 8 

8 1 X X - 8 
°  o 

0 0 0 0 3 3 

9 1 X X — 9 o 1 0 

• 
0 0 

° 
0 J 

( d ) ( e )  

1 X !L 
x X 1 X X X X 

2 X X X ~ r X X X X 

3 X X L?L X X X 1 X X — 
4 X X x X X 1 X 

5 X X X X X X X X 1 9 

6 X X X X X X X 1 a 

7 X X X X X X X X zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA« 

1 1 X X 

9 1 X X — 

( f ) 

1 í 3 4 3 6 7 • 9 1 2 3 4 3 6 7 a 9 1 2 3 4 6 7 1 9 

1 9 9 ©9 9 9 2 4 0 • 4 6 7 0 3 4 — 1 X X X X 1 X X X X i 9 9 9 9 9 9 2 4 0 _ a 3 6 7 8 4 2 

2 9 9 9 9 9 9 0 8 0 a 3a 5 0 2 X X X 1 X X X X — 2 9 9 9 9 9 9 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA'• 0 16 4 6 3 8 

3 • 9 9 » 9 9 9 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA' • • j  w 0 3 4 7 0 3 X X X X X X 1 X X 7 J 1 91 91 91 91 0 0 1 « 7 0 

4 9 « 9 « 9 6 9 6 9 6 0 0 3 2 5 6 — 4 X X X X X 1 X X 4 9 6 9 6 9 « 9 6 M 0 6 4 0 6 4 

3 6 4 _ 6 4 C 4 6 4 6 4 6 4 0 2 4 0 5 X X X X X X X 1 9 3 3 6 3 6 3 6 3 « 3 6 5 6 0 ? 4 0 

• 3 6 5 « 3 6 5 6 5fc M 56 0 0 e  X X X X X X X 1 a 6 5. 4 8 4 8 4 4 4 6 4 8 3 6 C 0 

7 6 4 6 4 6 4 6 4 6« 6 4 6 4 0 4a 7 X X X X X X X X • 7 3 6 3 6 3 6 g i 3 6 6 4 0 4 8 

• 2_ JL 0 0 0 0 0 3 5 3 3 — • 1 X X — 8 O i 0 0 0 0 a 4 3 4 3 

• 0 0 0 0 0 35 3 3 — • 1 X X 9 o i  
• 

8 4 3 4 3 

(g) ( h ) ( i ) 

i 2 3 4 3 6 7 6 9 i 2 3 4 5 6 7 8 9 1 2 3 4 3 6 7 a 1 

1 X X X X 1 X X X X — i 99 99 99 2 4 c 3 6 104 126 9 0 1 X X X X X X X 1 

2 X X X 1 X X X X — 2 99 99 99 0 a 4 8 6 4 9 4 10« 2 X X X ,* x _ X X X X 

i X X X X X i X X a 3 4 3 4 3 4 3 4 3 4 3 0 0 3 4 7 0 3 X X X X X A i * X X a 

4 X X X X X X X X 4è 4 4 8 4 8 4 6 4 8 4 « 0 8 4 C 6 4 4 X X X X X J ? X X X X 
5 X X X X X X 1 X 7 5 6 • a 8 • 56 0 2 4 0 5 1 X X X X X X X 1 * r  

e  X X X X X X X 1 9 a 0 0 0 0 0 4 « 56 0 0 6 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA#  X X 

7 X X X X X X X zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA! X a 7 • • a • 8 5 6 6 4 0 4 6 7 X X X X X X X :* X 

e 1 X X X — a 0 0 0 0 0 4 8 3 6 9! 9 1 8 • 1 X x_^ X X 

1 1 X X X — 9 0 0 0 0 0 4 8 3 6 91 91 » * 1 X X X X 

l i . t f I I 
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A p a r t i r da ilustração (1) e levando-se em con 

sideraçãozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( 2 )  do § 4.1 obtem-se os s e g u i n t e s casamentos: 

- Para a solução representada por 1 nas células 

admissíveis, tem-se: 

M = { ( z j , z 5 ) , ( z 5 , z 9 ) , ( z 2 , z„),(z„, z 6 ) , ( z 3 , z 7 ) , ( z 7 , z B ) } ( 4 )  

|M|= 6 

Fazendo a decomposição em cadeia (§ 3 . 6 ) ,  tem 

•se: 

z, < z 5 < z 9 , z 2 < z„ < z 6 , z 3 < z 7 < z„ 

D = ( z j ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Z 5 , Z 9 } ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA {7.2 1 ZÍ, , Z j } , (z 3 , z 7 , Z e ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

I D I = 3 

Como já f o i v i s t o , a c a r d i n a l i d a d e de Z é 

gu a l ao número de elmentos de uma ordenação, neste caso | Z|  = 9 

e de acordo com o problema de decomposição em cadeia (§ 3 . 6 ) ,  tem 

-se : 

O cu s t o desta designação pode ser c a l c u l a d a a 

través da soma dos c u s t o s c..zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e C de cada elemento m.. e M* i n d i 

cado com um " 1 " na ilustração ( 1 ) , ou s e j a : 

Para e n f a t i z a r a eficiência do a l g o r i t m o 3. 7 u 

t i i i z a d o na solução do problema de designação compare a solução 

( 4 ) acima com a solução ( 3 )  encontrada no § 4 .1, na p r i m e i r a s o l u 

ção o número mínimo de c a d e i r a s e 150 e para segunda solução se 

r i o necessário 2 3 0 c a d e i r a s . Agora compare e s t a mesma solução ( 4 )  
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acima com a solução (4) do § 4.1 e comprove que são i g u a i s . I s t o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

s i g n i f i c a que, O problema de e n c o n t r a r o menor número de cadei 

r a s , como é o caso do § 4.1, é um problema que poderá ser r e s o l v i 

do, simplesmente, p e l o método de f l u x o máximo que determina um va 

l o r V, enquanto que, neste p a r a g r a f o o que se pretende é e n c o n t r a r 

o f l u x o de v a l o r V com custo mínimo (ou a designação mais e f i c i e n 

t e ) . 

A solução do problema deste p a r a g r a f o , que por 

coincidência é i g u a l a dos § 4.3 e 4.4, está i l u s t r a d a na Fíg. 

4.3b. E pode-se c o n c l u i r que serão necessário 3 s a l a s com capacida 

des i g u a i s a (80, 50, 20) e consequentemente, um número mínimo 

de c a d e i r a s i g u a l a 150. 

Como f o i v i s t o , os c i n c o t i p o s de problemas a 

bordados neste capítulo foram i l u s t r a d o s com o exemplo da F i g . 

4.1a. Uma aplicação r e a l , usando os dados da Administração Aca 

dêmica do Centro de Ciências e Te c n o l o g i a da U n i v e r s i d a d e F e d e r a l 

da Paraíba, poderá ser v i s t a no capítulo V. 



CAPITULO V zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

RESULTADOS COMPUTACI ONAI S 

E 

COMP ARAÇÕE S 

Esta Tese f o i implementada no Sistema IBM/370 

145-VS1, na linguagem de programação COBOL (ver l i s t a g e n s do pro 

gramas no ANEXO I ) . A f i m de que se podesse f a z e r algumas compa 

rações dos r e s u l t a d o s o b t i d o s através de metodologia mostrada no 

C a p i t u l o IV, com a r e a l i d a d e , foram u t i l i z a d o s os dados f o r n e c i d o s 

p e l a Administração Acadêmica do Centro de Ciências e Tecno l o g i a 

da u n i v e r s i d a d e F e d e r a l da Paraíba, r e l a t i v o s ao semestre próximo 

passado (período 781). 

Como já f o i d i t o , o processamento dos dados é 

f e i t o com às d i s c i p l i n a s correspondentes a cada t u r n o . 

No quadro da F i g . 5.0 (composto de s e i s b i o 
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cos) são apresen tados os r esu lt ad os ob t id os e a alocação f e i t a 

p e l a Coordenação Acadêmica. As três colunas do p r i m e i r o b l o c o re 

presentam os d i a s da semana, t u r n o e número de d i s c i p l i n a s em ca 

da t u r n o . 

Nos q u a t r o blocos s e g u i n t e s são apresentados 

os r e s u l t a d o s para cada critério de alocação de d i s c i p l i n a s e o 

último bl o c o mostra a alocação f e i t a p e l a Coordenação Acadêmica. 

Como pode ser v i s t o , na s e g u n d a - f e i r a de manhã 

foram o f e r e c i d a s 77 d i s c i p l i n a s , para as q u a i s serão necessário, 

no p r i m e i r o critério, 51 s a l a s , 2763 c a d e i r a s e r e s t a r i a 73 s a l a s / 

hora o c i o s a s ; para o segundo critério s e r i a necessário 36 s a l a s , 

1988 c a d e i r a s e r e s t a r i a 28 s a l a s / h o r a o c i o s a ; e, 36 s a l a s , 1990 

c a d e i r a s para os t e r c e i r o e q u a r t o critérios como também, 36 sa 

l a s / hora o c i o s a s ; enquanto que para a alocação f e i t a p e l a Coorde 

nação foram necessário 44 s a l a s e 51 s a l a s / h o r a o c i o s a s . I s t o sig_ 

n i f i c a que (compare os d o i s últimos bl o c o s ) a solução encontrada 

neste t r a b a l h o é b a s t a n t e mais económica do que a solução da Coor 

denação, p o i s na s e g u n d a - f e i r a de manhã 8 s a l a s f i c a r i a m completa 

mente disponíveis, ã t a r d e 12 s a l a s , e a n o i t e 2, com relação a 

cada solução da Coordenação. 

0 número máximo de s a l a s u t i l i z a d a s p e l a Coor 

denação f o i 48 (terça t a r d e ) e o encontrado f o i 43 (terça manhã), 

pode-se d i z e r que dur a n t e todos os t u r n o s , p e l o menos 5 s a l a s f i 

cariam l i v r e s , ou s e j a , seriam necessário 5 sala s a menos que a 

solução adotada. 

Para cada t u r n o da semana f o i e m i t i d o q u a t r o 

t i p o s de relatório, correspondendo aos q u a t r o critérios (ou os 
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q u a t r o t i p o s de solução a que se propõe e s t e t r a b a l h o ) . A escolha 

de um dos t i p o s de solução depende ünica e e x c l u s i v a m e n t e , do usu 

ãrio. Estes relatórios (ver ANEXO I I ) podem também ser u t i l i z a d o s 

para possíveis mudanças de horário de d i s c i p l i n a s , p o i szyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ê m u i t o 

fácil de ver qu a i s são os horários vagos. Estas mudanças (ou a l t e 

rações) podem ser f e i t a s manualmente, t a n t o para atender as s o l i 

citações das Coordenações de c u r s o , como para dar melhor balan 

ceamento do número de d i s c i p l i n a s e n t r e os t u r n o s , de modo a dimi^ 

n u i r o máximo dos mínimos números de s a l a s necessário. Se houver 

mu i t a s alterações, de modo a d i f i c u l t a r o processamento manual das 

modificações, então devem ser f e i t a s as modificações nos dados e 

processa r o programa (ANEXO I ) para se o b t e r , a cada 5 minutos uma 

solução para cada t u r n o . 
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CO N CL U SÕ ES EX T EN SÕ ES E SU G EST Õ ES 

6 . 1 CONCLUSÕES E EXTENSÕES 

Como se sabe, o campo de aplicação da Pesquisa 

O p e r a c i o n a l é m u i t o v a s t o e sendo assim, uma boa idéia s e r i a t e n 

t a r a j u d a r a alguns órgãos da administração da própria U n i v e r s i d a 

de, através da aplicação de alguns métodos da P.O., e i s t o f o i f e i 

t o na Administração Acadêmica, para quem f o i formulado um algorít 

mo que encontrasse uma solução ótima para o problema de alocação 

de d i s c i p l i n a s ãs s a l a s de a u l a , problema e s t e que vem se tornando 

cada vez mais grave nas Unidades de Ensino e p r i n c i p a l m e n t e naque 

l a s onde e x i s t e escarcez de espaço físico, como é o caso do Centro 

de Ciências e T e c n o l o g i a da U n i v e r s i d a d e F e d e r a l da Paraíba. 

Este a l g o r i t m o poderá ser a p l i c a d o , cada semes 

t r e , ao horário prévio das d i s c i p l i n a s que deverão ser o f e r e c i d a s 

no próximo período (semestre) e, a p a r t i r dos r e s u l t a d o s , ser fe.i 

t a uma análise da distribuição das d i s c i p l i n a s e do número de sa 

l a s neceí tsãrio com suas r e s p e c t i v a s capacidades. Se essa solução 
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não f o r compatível com as d i s p o n i b i l i d a d e s e x i s t e n t e s , então pode 

rá ser f e i t a algumas alterações nos horários e números de vagas 

o f e r e c i d a s e processar novamente o a l g o r i t m o com os dados m o d i f i c a 

dos. Este procedimento poderá ser r e a l i z a d o t a n t a s vezes quanto ne 

cessãrio, tendo em v i s t a que o tempo de execução do a l g o r i t m o ê 

b a s t a n t e r e d u z i d o (= 5 m i n u t o s / t u r n o ) . Desta forma será o b t i d o uma 

solução ótima ou a melhor solução, quando então poderá ser p u b l i c a 

do o horário das d i s c i p l i n a s e suas r e s p e c t i v a s s a l a s de a u l a . 

Uma o u t r a aplicação deste a l g o r i t m o poderá ser 

f e i t a p e l a administração, a p a r t i r da história do cresc i m e n t o da 

Unidade de Ensino, com relação a c u r s o s , d i s c i p l i n a s , número de a 

lu n o s , vagas o f e r e c i d a s , e t c , onde através de um processo e s t a 

tístico s e j a p r o j e t a d a essa demanda para o f u t u r o , (p. e, 5 anos) 

es t e a l g o r i t m o encontrará soluções o t i m i z a d a s com relação ao nume 

r o mínimo de s a l a s e suas r e s p e c t i v a s capacidades ã v i s t a de um de 

terminado horário. Essas informações poderão ser de s u b s t a n c i a l im 

portância quando da formação do p r o j e t o de ampliação do espaço fí 

s i c o da Unidade de Ensino. 

Para que se tenha uma idéia da diminuição de 

custos será f e i t o abaixo um cálculo .sumário dos cu s t o s de uma s a l a 

de aul a (70m 2) com capacidade para 50 al u n o s , e a s e g u i r será ca_l 

culado o cu s t o para as 5 sa l a s de a u l a que foram desnecessários co 

mo f o i v i s t o no CAPITULO V: 

1 s a l a (70m 2) x Cr$ 2.000,00/m2 = Cr$140.000,00 

50 c a d e i r a s x " 230,00/u = " 11.500,00 

1 bureau x " 3.000,00/u - " 3.000,00 

154.000,00 

5 x Cr$ 154,000 = 772.500,00 
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P e l o e x p o s t o acima pode-se c o n c l u i r que p e l o 
menos Cr$ 772.500,00 p o d e r i a t e r s i d o economizado, i s t o sem se f a 

l a r em o u t r a s despezas a d i c i o n a i s . 

Este a l g o r i t m o também poderá ser útil quando da 

alocação das d i s c i p l i n a s ãs s a l a s de a u l a , onde se deseja que numa 

mesma s a l a não deva e x i s t i r d i s c i p l i n a s com d i f e r e n t e s números de 

alunos, ou que não deva e x i s t i r d i s c i p l i n a s com diferença do núme 

ro de alunos s u p e r i o r a 20 ou o u t r o critério semelhante. 

Por o u t r o lado e l e é de grande v e r s a t i l i d a d e p o i s os problemas que 

aparecem no d i a - a - d i a , as modificações p a r c i a i s para preencher os 

c l a r o s das s a l a s de aula ou o u t r a s modificações de horário, podem 

ser r e s o l v i d a s manualmente, quando em pequena e s c a l a ou com o pro 

cessamento em computador, dos dados com r e s p e c t i v a s alterações, 

quando as modificações são em l a r g a e s c a l a . 

6.2 SUGESTÕES 

Tendo em v i s t a que o problema dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A L OCA ÇÃ O DE 

DI SCI PL I N A S AS SALAS DE AULA está i n t r i n s i c a m e n t e l i g a d o ao pro-

blema do H O RÁ RI O DAS DI SCI PL I N A S e A L OCA ÇÃ O DE PROFESSORES AS DI S 

CI PL I N A S sugere-se que sejam d e s e n v o l v i d o s e s t e d o i s grandes tõpi_ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

cos que formarão um sistema completo na Administração Acadêmica que 

atualmente está m u i t o c a r e n t e de otimização. Muitas idéias a res 

p e i t o destes tópicos foram estudados e algumas d e s e n v o l v i d a s antes 

co desenvolvimento deste t r a b a l h o apresentado. Algumas informações 

sumárias foram apresentadas no CAPITULO I I . 
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PROGRAMAS 

Os programas apresentados neste anexo estão implementa 

do no sistema IBM/370-145-US1 na linguagem de Programação COBOL. 








































































































































