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RESUMO

As transformagboes de Fourier s&3o usadas com frequéncia em
Analise Numérica e no processamento digital de sinais & uma
ferramenta 1indispensdvel de anilise e sintese de dispositivos
como filtros digitais. A avaliagdo de transformadas discretas de
Fourier usando diretamente a sua defini¢do & um processo
computacionalmente dispendioso; felizﬁente existem algoritmos que
permitem tornar o processo mais eficiente, conhecidos como
algoritmos de transforma¢do rapida de Fourier, aos quais nos
referimos pelas suas iniciais em inglés FFT, de Fast Fourier

Transform.

Motivados pelos fatos acima e também pela utilizagdo de FFT

na computag¢do eficiente da convolug¢adao, neste trabalho

a) fizemos um estudo dos fundamentos matematicos das
transformag¢goes rapidas;

b) analisamos as diversas formula¢bes de algoritmos de
transformag¢do rapida, em particular, FFT, transformada de

Mersenne e o teorema do resto chinés;



c)

d)

estudamos e realizamos a implementagado de alguns
algoritmos de transforma¢dao rapida para avaliar as
diferengas entre os algoritmos definidos matematicamente

e as suas implementacbes como um software robusto,

eficiente e portatil; e
estudamos e realizamos a 1mplementag¢ao de alguns

algoritmos de computag¢do rapida de convolugdes.
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ABSTRACT

The Fourier transforms are often used in Numerical Analysis
and 1in Digital Signal Processing they are fundamental tools for
analysing and synthesizing devices as digital filters. Evaluation
of discrete Fourier transforms using its definition directly is a
compufationally expensive process; fortunately, there exist
algorithms that allow the process to Become more efficient, known

as fast Fourier transforms, to which we refer as FFT.

Motivated by the above facts and also by the use of FFT in

efficiently computing convolutions, in this work:

a) we have studied the mathematical foundations of fast
transforms;

b) we have analized different formulations of fast transform
algorithms, in particular, FFT, Mersenne transform and

the Chinese Remainder Theorem;

X111



c)

d)

we have studied and i1mplemented some fast transform
algorithms 1in order to evaluate the differences between
algorithms defined mathematically and their
implementations as robust, efficient, and portable
software; and

we have studied and implemented some fast convolution

algorithms.

xXiii



CAPITULO I

INTRODUCAO

Qualquer solugdoc computacional dﬁda a um problema matematico
deve levar em consideracdo dois fatores importantes: o tempo de
computagdo e o espago de memdria necessario. Por 1isso s vezes,
resolver um simples problema de matemdtica pode significar
resolver um complexo problema de computag¢do. A raz3ao disso & gue
nem sempre a linguagem de programa¢ado escolhida facilita a
implementacéo desejada. Por exemplo, a linguagem de programagao
FORTRAN ndo possul recursividade, muito embora frequentemente
precisemos dela, como veremos na implementagdo do algoritmo de
Bruun (cap. 6). A necessidade de algoritmos rapidos pode ser
justificada observando-se que se computassemos uma Transformada
Discreta de Fourier (DFT), Ek de N termos, diretamente pela

- . . 2
definigao (cap. 3), o tempo de computagdo seria proporcional a N



enquanto que os algoritmos de transforma¢3do rapida (FFT - Fast
Fourier Transform), computam a mesma DFT ik num tempo
proporcional a Nloqu. gque significa uma redug¢do drastica do

tempo quando comparamos N2

com NlogoN. Para N = 1024 essa redugdo
é quase de 200 para 1. Em 1965, Cooley & Tukey [4] publicaram um
algoritmo FFT para computagdo da transformada discreta de

Fourier, aplicavel quando N & um ntimero composto, 1isto &, N & o

produto de dois ou mais inteiros.

A DFT constitul uma ferramenta matematica poderosa para
resolver diversos problemas da fisica que envolvem relagdes entre
o dominio do tempo e o dominio da frequéncia. Como na
representagdo de um sinal discreto. Além disso, uma das
principals aplica¢bes da DFT & a computagdo de convolugdes
discretas e essas convolug¢des por sua vez, constituem uma classe
de ferramentas muito utilizada por engenheiros de comunicag¢ées,

por duas razoes [3]:

I) a convolugdao & um modelo dos processos filsicos que

se tornam ativos em um sistema linear.

II) a convolugado auxilia no entendimento das relagdes

entre o dominio do tempo e o dominio da frequéncia.

0 principal objetivo deste trabalho & a computag3o rapida e
eficiente da transformada de Fourier e convolu¢des, haja vista a
grande 1mport&ncia de suas aplicag¢bes praticas. Por 1isso,

selecionamos e implementamos alguns algoritmos para computa¢do da



DFT e convolu¢des com algumas restri¢des. Alguns requisitos foram
obedecidos a fim de que tal implementagdo viesse a constituir-se
em um software cientifico transportidvel. Em virtude dos varios
assuntos envolvidos e para uma melhor compreensdaoc do trabalho,

adotamos o seqguinte desenvolvimento:

l - Uma revisao da aritmética modular (aritmeética
residual) onde abordamos o teorema do resto chinés
e suas aplicag¢oes praticas, bem como os nimeros de

Mersenne e os nlmeros de Fermat.

2 - Definimos as transformadas continua e discreta de
Fourier onde procuramos fazer um paralelo entre
ambas. Definimos também as convolugdes continua
(integral) e discreta. Mostramos a diferenga entre

a convolugd3o linear e a convolugado circular.

3 - Fizemos um estudo de alguns algoritmos de
trénsformacﬁes rapidas [2] e [13], detalhando
completamente o algoritmo FFT de Cooley-Tukey e o
algoritmo de Bruun. Relacionamos alguns algoritmos

de transforma¢des multidimensionails.

4 - Fizemos um estudo detalhado de trés algoritmos gque

computam convolug¢des rapidas:

I) computag¢do de convolugdo atraveés do

teorema do resto chinés,



II) computagao da convolugdo através de

transformadas de Mersenne e

ITI) computag3o da convolugdo através de

algoritmos Fast Fourier Transform - FFT.

5 - Apesar dos programas de computador, implementados
em linguagem FORTRAN, n3o constarem agui, damos uma
vis3ao geral do procedimento computacional desses

algoritmos (*).

6 - Por fim, apresentamos resultados numéricos, as

conclusoes e sugestoes.

(*) - o8 programas a Qgque nés nos referimos, encontram-se a
digposigdoc dos interessados, na biblioteca de subrotinas
FORTRAN no NPD - UFPb - CAMPUS II, qgque tem como reponsavel

o Prof. Mario Toyotaro Hattori.



CAPITULO II

ARITMETICA RESIDUAL

2.1) - Divisibilidade, maximo divisor comum e algoritmo de
Euclides
Sejam a e b dois inteilros, com b positivo. A divisdo de a

por b & definida por a = bgq + r, 0 < r < b, onde qgq & chamado o
quociente e r & chamado o resto. Quando r = 0, b e g s3o fatores
ou divisores de a, e neste caso, dizemos que b divide a e
denotamos por b/a. Quando a ndo possul outros divisores além de

+l e +a, dizemos que a ¢ primo, caso contrdrio dizemos que a &

composto.

Quando a & composto, podemos sempre fatorar a em um produto
C.

de poténcias de nimeros primos pil » onde c; & um inteiro

positivo, com



0O teorema fundamental da aritmética, garante que esta

fatoragao & tnica [13].

0 maior inteiro positivo d qgque divide dois inteiros a e b é

chamado o maximo divisor comum entre a e b e & denotado por

d = (a,b)

Quando d = (a,b) =1, dizemos que a e b 830 mutuamente

primos ou primos entre si.

De acordo com o0 algoritmo de Euclides [12], dados a,b
inteiros nao nulos, existe um tUnico par (qg,r) de numeros inteiros

tal que:

a =bqg +r com O 3 |r] < |b|

2.2) - Congruencias e residuos

Seja E um conjunto ndo vazio e seja R uma relagdo de

equivaléncia sobre E [12]. Para todo elemento a de E o conjunto

a = {x € E/x a mod R}

& denominado classe de equivaléncia mdédulo R determinada pelo



elemento a e este elemento, por sua vez, & chamado representante
da classe de equivaléncia a. Assim, para todo ntimero inteiro a o

conjunto

a ={reZ/r = a mod m}

onde Z é o conjunto dos nimeros inteiros [11§. é a classe de
equivaléncia determinada por a segundo a rela¢do de congruéncia
médulo m; diremos neste caso, gque a &€ a classe de equivaléncia
médulo m determinada pelo inteiro a, ou, que a & a classe de

restos médulo m determinada pelo inteiro a [12].

Dois inteiros a e b pertencentes a mesma classe de
equivaléncia sdo ditos congruentes médulo m e tal equivaléncia &

denotada por

a = bmod m .

Assim, dois inteiros a e b sdo congruentes médulo m se m/(a-

b) [10].

a mod b significar3d que r & o resto

Para nés, a relagao r

da divisdo de a por b [13].



2.3) - Polin6mios

Definigdo 1:

Proposig¢3o 1:

Definigdo 2:

2.4) - A fungao ¢

N

onde N &

inteiros

Definigdo 3:

N - N

qu)(m) =S’

cCom m.

cicloténicos

Uma raiz da unidade no conjunto dos ntmeros
complexos €& um niimero w tal que wn = 1 para

algum inteiro n.

n . 3 :

X -1 tem n zeros distintos em C, 0 conjunto dos
n

nimeros complexos. Os zeros de X -1 sdo as n-

ésimas raizes da unidade [5].
Um polinbmio cujos zeros sdo precisamente as
raizes n-ésimas da unidade & chamado o n-ésimo
polindmio ciclotbémico.

de Euler e o teorema de Euler

a fungd3o ©® de Euler ¢(m) [9] & definida como

segue:

o conjunto dos niumeros naturais e s & o nimero de

positivos menores ou iguais a m e relativamente primos



Ex.:9(10) = 4 pois, os inteiros menores ou iguais a 10 s3o

1,2,3,4,5,6,7,8,9 e 10. E o8 menores ou iguais a 10

relativamente primos com 10 s30 1,3,7 e 9. Logo &(10) = 4.

O teorema de Euler [6]:

Sejam a e m niimeros inteiros e positivos. 8e (a,m) =

entdo

aQ(m) = 1T modm .

2.5) O teorema do resto chinés

Sejam m;, e k inteiros positivos maiores que 1 com (mi, mj)

e

1l para i # j. O conjunto de congruéncias lineares X = r. moédulo

e i

mi{i 2 1. on el tgm uma tnica solugdo médulo M com

onde, k & o nimero de congruéncias lineares.

Prova: a prova do teorema & estabelecida usando-se as relagdes

k
X = I
i=1

(M/mi)riTi mod M (2.1)

(M/mi)Ti = 1 mod m, . ' (2:2)



A equagdo (2.2) define k congruéncias lineares. Como os m;
sdo relativamente primos, (m, , (M/mi)} = 1 e cada uma dessas
congruéncias tem uma tYnica solugdo Ti qgque pode ser computada pelo
algoritmo de Euclides ou pelo teorema de Euler. Vamos agora
reduzir x em (2.1) médulo m, exceto para M/m_ ., todas as
expressdes M/my contéem m, como um fator e portanto, s3o iguais a

zero médulo m,- Consequentemente, (2.1) reduz-se a
X = (M/mu)rmTl.1 mod mu (2.3)
e, jJ4 que (2.2) implica gque (M/m_)T_= 1 mod mu (2.3) torna-se

L G ) e

X = r mod m , para todo u. Portanto, a equag¢ao (2.1) &

a solugd3o do teorema.

Exemplo 2.1

Como ilustragcdo do teorema, vamos encontrar a solugdo do

conjunto de congruéncias lineares

X = 2 mod 3
Xx = 1 mod 4
X = 3 mod 5

10



Solugdo: temos que r1 = 2, r2 =1, r3 = 3 m1 = 3, m2 = 4, m, = 5,
M= 3.4.5 = 60, M/m1 = 20, M/mb = 15 e M/m3 = 12. As
congruéncias 1 = 20T1 mod 3, 1= 15'1‘2 mod 4 e 1 = 12T3

mod 5 sdo resolvidas respectivamente por ‘I‘1 = 2, T2 = 3

e T g 3. Consequentemente, .

»
|

{(20.2.2 + 19.1:3 + 12.3.3) mod 60

0 gque implica x = 53.

2.5.1) - Aplicag¢dbes

O teorema do resto chinés também é& frequentemente usado para
transformar uma sequéncia'de dados X de M pontos unidimensionais
para um conjunto de dados k-dimensional (também com M pontos).

Isto é& dado observando-se que se n & definido mbédulo M, com n =

0,...M-1, podemos redefinir n pelo teorema do resto chinés como
k
n :'Z (M/mi)niTi mod M (2.4)
3=
onde ni e 1 assumem o8 valores 0,-...mi-1. Este mapeamento s6 &
possivel quando M for um produto de fatores m, relativamente
k
primes (M= [ m ). Este mapeamento & muito importante para a
s

computagdo da transformada discreta de Fourier e convolug¢des

[13).
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Exemplo 2.2

Supondo qQue M = 6, vamos fazer uma aplica¢3o da equacdo

(2.4). Neste caso, m1 =2 e m, = 3. Logo n1 = 0,1 e n2 =0,1,2. A
sequéncia n & dada por {0.1.2.3,4,5l: Por (2.2), concluimos que
T1 =1 e T2 = 2. Por (2.4), temos que

(3n

(o
1l

1 * 4n2) mod 6 ,

7 n2 assume sucessivamente os valores

{(olo)! (1,0), (0'1)l (lll)| (0,2), (lvz)lv a sequéncia n torna-

de modo qQue, quando o par n

se {0,3,4,1,2,5}.

2.6) - Nimeros de Mersenne e numeros de Fermat

O0s ntimeros de Mersenne sdo definidos por M = Zp -1, com
P > 2 primo. Enquanto que os nimeros de Fermat s3o definidos por
t -
2

Ft =2° 4+ 1, onde t & qualquer inteiro positivo [13].

2.7) - Algebra polinomial

A idlgebra polinomial fornece uma importante regra no
processamento digital de sinais, pois a convolugdo e outras
extensdes e transformadas discretas de Fourier, podem ser

expressas em termos de operag¢des sobre os polinémios [13].

12



2.7.1) - A convolugdo

Consideremos a convolugdo de duas sequéncias xm e hn de N

termos
N=-1

Fin = Zohnxr_n ¢ T = Oyewe;2N—2 (2.5)
n= .

Suponhamos gque o8 N elementos de x, e hn representem os

coeficientes dos polinémios X(z) e H(z) de grau N-1 na wvaridvel

z. Temos
N-1 ii N-1 &
X{z) = & X 2 e H{(z) = £ h_z= .
m=0 m=0 ™
Se nés multiplicarmos H(z) por X(z), o© resultado sera um

polinémio Y(z) de grau 2N-2, Jja que H(z) e X(z) tem grau N-1.

Assim,

Y(z) = H(z)X(z) =
r

Na multiplicagdo polinomial cada coeficiente a_ de z -]

‘obtido somando-se todos os produtos hnxm tais que n+ m = I,

Consequentemente, m = r-n e

N-1
agp = Yy -niohnxr_n e, wvportanto,
2N-2 -
Y(z) = L y.2 . (2.6)
r=0
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A equagao (2.6) mostra que a convolu¢do de duas sequéncias
pode Ber tratada como a multiplica¢d3o de dois polinfémios. Além
disso, 8e a convolugdo definida por (2.5) for circular, os
indices r, m e n B3o definidos médulo N. Assim, em uma convolugdo
circular nés temos N 0 (o resto da _divis3o de N por N & zero).
Isto 1implica que zN = 1 e portanto, a convolugdo circular pode
ger vista como o produto de dois polinbmios médulo o polindmio
z -1 [13], isto é&:

N

¥iz) H(z)X(z) mod (2 -1).

2.8) 0 Teorema do Resto Chinés

2 s
S8eja H(z) = a, + a,z + a, z o IO ay_1% e suponhamos que
P(z) & o produto de d polinémios P (z) ndo tendo fatores comuns,
igto é&:

P(z) = 1 P.(z) comP, e P , # u,
i=1 1 i u

relativamente primos, entdo [13]

d
H(z) = i=1Si(z)Hi(z) mod P (z)
onde Hi(z) Z H(z) mod Pi(z) e, para cada valor u de i tem-sge:
Su(z) = 0 mod P, (z), i # u,

14



Su(z)

1 mod Pu(z)

d
8 (z) =T (z) I P,(z) mod P(z)
u P il
i=1
ifu
Com Tu(z) definido por
d
Tu(z).n Pi(z) = it #ed Pu(z) s
i=1
i#u

15



CAPITULO III

TRANSFORMACOES DE FOURIER E CONVOLUQOES

3.1) - Transforma¢tes de Fourier

As transforma¢does de Fouriler proporcionam uma representag¢ao
alternativa, no dominio da frequéncia, para sinais e sistemas
normalmente descritos no dominio do tempo, facilitando assim a

‘andlise de varios fendémenos fisicos (ex. tratamento e transmissao

de sinais elétricos) estudados em engenharia. Entram na analise
de estabilidade de muitos métodos numéricos, especialmente no
método das diferengas finitas, aplicado aos problemas de wvalor

iniclal em equa¢oes diferenciais parciais [15], e também usado na
solugao de problemas de valores inicial e de fronteira (PVIF) em

equa¢oes diferenciais parciais [7].



3.1.1) - A integral de Fourier

Definig¢d3o: a integral de Fourier & definida pela expressio

H(f) = fwh(t)e_:’hft dat , 3j = /=1 . (3.1)

Se a integral em (3.1) existir para éada valor do pardametro
f entdo a eqpacéo (3.1) define H(f), a transformada de Fourier de
h(t) [2]. Nas aplica¢des praticas, h(t) & considerada uma fung¢ado
da wvariavel tempo (t) e, H(f) & considerada uma fungdo da

variavel frequéncia (f).

Em geral, a transformada de Fourier & um nimero complexo da

forma

H(f) = R(f) + JI(f)

onde, R(f) & a parte real da transformada de Fourier e I(f) & a

parte imagindria da transformada de Fourier.

Definigcd3o: A transformada inversa de Fourier [2] & definida

como

% j2nft
h(t) = / H(fle’ = af ¢ 3= /A1 . (3.2)
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fungdes h(t) e H(f) si3o relacionadas pelas equagoes

Se as

3.1y B €3.2); as duas fun¢des s3o consideradas um par de
transformadas de Fourier e, nés indicamos esta relagcdoc com a
notagao
h(t) < H(f).
Algumas propriedades da transformada de Fourier
1) Linearidade
e H(E)

h(t) tem transformadas de Fourier X (f)

Se x(t) e
regpectivamente, entd3o a soma x(t) + h(t) tem transformada de

Fourier X(f) + H(f). Consequéncia 1imediata da definigao.

Notagdo: x(t) + h(t) < X(f) + H(f).

11) Simetria

de transformadas entdo

Se h(t) e H(L) s30 um par

H(t) & h(-f). Consequéncia imediata da definig¢do.
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iii) Escalonamento do tempo

Suponhamos k € R, o conjunto dos nimeros reais, k > 0. S8Se

transformada de Fourilier de h(t) & H(f) entdo

h(kt) < %H(f/k}

- Prova: Fazendo a substitui¢do T = kt, tem-se
ar _ ar _
o = k e portanto T dt .
3 T
e s © -j2nf-
f hixt)e 2™t 5t - h(me 4T lagm .
obs.: se k < 0, temos
1
hikt) & |— H(f/k)
k|
3.1.2) - A transformada discreta de Fourier

Definig3o: Dada a sequéncia xm de N termos de niumeros reais

ou complexos, a transformada discreta de Fourier

(DFT) ik da sequéncia x & definida por

}\k—Z'XW ;k=0,--.;1\|-11
m=0
W e g2 o 5T (3.3)
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Uma das propriedades mais importantes da DFT & que Xy © ik
estd3o inequivocamente relacionadas, constituindo o que se chama
um par de transformadas discretas de Fourier (ou par discreto de
Fourier), com a transformada direta definida por (3.3) e a

transformada inversa definida por

N-1
-mk

x =1 1xwW ™, m=0,...,N-1 .
m N k=0 k -

A relagdo entre -a seqguéncia X, e sua transformada §k é
denotada por
{xm}<=>{xk}-
Propriedades

Em wvirtude do grande ntimero de propriedades, enunciaremos
agui apenas as principais. As demonstra¢dtes das propriedades

.

agqul relacionadas e as demalis propriedades e suas respectivas

demonstragoes podem ser encontradas em [13].

1) A DFT de uma sequéncia permutada

}

{xpm}¢=9{qu

Nés assumimos gQue a segquéncia xm ¢ permutada, com m
substituide por pm médulo N, onde p &€ um inteiro relativamente

primo com N [13].
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i1) A correlagd3o de sequéncias reais

x ik}' onde H¥ € o complexo conjugado de ﬁk :

11i1) - O teorema de Parseval

N-1
i = x2
m=0 ™

; N-1
} e (= & |X

|2
N x-o

k!l 3

DFTs de Sequéncias Reails

Na maioria das aplica¢des praticas, a sequéncia de entrada

p 8 & uma sequéncia real, isto &, os elementos de X sdo niimeros
reals. Como ka = cos (2mmk/N) - 3 sen (2mmk/N), a DFT §k de
N N

X torna-se
m

N- N-1

1
X =L » ka = F X (cos(2ﬂkm) - jsen(zﬂkm)
k m m N N
m=0 m=0
N-1 N-1
=% x cos(zﬁfm) -3 Iz sen(zﬁfm) ) (3.4)
m=0 . m=0 =
Como xm é real, (3.4) implica que a parte real Rel§k1 de ik
& par e a parte imaginaria Imlikl de ik é¢ impar e portanto, temos
1) ReiX,} = Re{X_,}
11) Im{Xy) = -Im{X_y]}
111) 1% | = 1% .
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De modo analogo, se xm for

imaginarios puros, entao

L[}

iv) nelﬁkn - ReiX_

x!

v) Ilekl

Im[X_kl

vi) |X

kl= Xl

uma Ssequéncila de nlimeros

As propriedades 1) a vi) podem ser usadas para computar

simultaneamente as transformadas Xk [

de N pontos xm e hn' com um sSimples

Hk de duas sequéncias reais

DFT complexo [13], isto &,

: = + ] nt nte Y. = X. + 3H. .
seja Ym xm Jhn e consequenteme Yk Kk J K
DFTs de sequéncias pares e sequéncias 1Impares
Se x for uma sequéncia real e par, entdao x = x .
m m —-m
Consequentemente,
e i Ol Stk
T ¥ senl{eir) = I, (x -% Ymen(SEE) = p .,
m=0 m N m=0 m -m N =

Logo, a DFT i de xm & uma sequéncia real e também par, 1isto

k
é,
N-1
Koo = BX cos(zﬂmk)_
k m=0 m
Se xm for uma sequéncia real impar, entao xm = =R E facil

ver que a DFT X, de x & uma sequéncia de numeros 1maginarios
m

k
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puros e impar, isto é&,

N-1
X = -j I x sen(2™mK) |
k m=0 m
3.1.3) - As transformadas continua e-discreta de Fourier
Na definigdo (3.3), a sequéncia X_ representa, por exemplo,

m

N amostras consecutivas Xx(mT) de um certo sinal continuo x(t) no

dominio do tempo, engquanto Que a sequéncia Xk representa N
amostras consecutivas ?(kf) no dominio da frequéncia, onde T & o
espacamento entre as amostras x(mT) e X(f) & a transformada de

Fourier de x . Assim, 8ob certas condig¢bes, a DFT fornece uma
m

aproximagdao da transformada continua de Fourier de uma fung¢do

[13].

3.2) - Convolugoes

A convolugdo de duas fungbSes & um conceito fisico
significante em diversos campos cientificos. Em particular, o
teorema da convolugdo proporciona um tipo de relacgdo de
transformada de Fourier de grande importancia na analise de

sinals e sistemas.
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3.2.1) - Definigcdo e aplicagdes

Definig¢do: consideremos as fun¢Ses continuas x(t) e h(t), a

convolugdo y(t) de x(t) com h(t) & definida por

(2]

y(t) = x(t) h(t) = / x(1)h(t-1)drT. (3.5)

AplicagOes

Uma das nossas principais preocupagdes coﬁ fun¢des do tempo
(t) ou sinais, & estudar como elas sdao afetadas ao passarem por
sistemas flsicos tais como filtros elétricos. A palavra "sistema”
significard para ndés qualquer dispositivo gque excitado pela
"fungdoc” de entrada x(t) apresenta na sua salda a "fung¢do” do
tempo vy(t). Em particular, para a classe de sistemas 1lineares
estacionarios, v(t) & obtido através da convolugdo de x(t) com a
resposta ao impulso h(t). Por isso, as principais aplicag¢des da
convolu¢do estdo no estudo do comportamento de sistemas lineares

estaciondrios no dominio do tempo.

'3.2.2) — Impulso unitario

A equagdo (3.5) mostra que a convolugdo de duas fungdes &
uma nova fungdo, no entanto, quando uma das fun¢des & a fungao
delta de Dirac §(t) ou impulso unitlrio, fazendo a convolugdo de
uma fung3o, por exemplo h(t), com um impulso, simplesmente

reproduz esta fun¢do, 1sto &
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h(t)x6(t) = h(t) .

Realmente, §(t) n3o é& uma funcéo do ponto de vista
estritamente matemdtico. Contudo, S {E) pertence A& classe

especial conhecida como fun¢des generalizadas ou distribui¢des

[2):

3.2.3) - A convolugdo integral

A férmula (3.5) define a convolugdo integral vy(t) das

fungoes x(t) e h(t).

O teorema da convolugdo: Sejam x(t) e h(t) duas fun¢Ses cujas
transformadas de Fourier sdo dadas por X(L) e H(f)
respectivamente. A convolugdo x(t) * h(t) tem a transformada de

Fourier X(f) H(f) [2].

Notagd8o: x(t) * h(t) & X(£f)H(L)
0 teorema da convolug3o da frequéncia: consideremos x(t), h(t),
X(f) e H(f) nas condi¢des do teorema acima. A transformada de

Fourier do produto x(t)h(t) & igual a convolugdo X(f) * H(f) [2].

Notagdo: =x(t)h(t) & X(f) * H(f)
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3.2.4) - A convolugdo periddica discreta

Sejam X(m) e h(n) sequéncias periddicas com periodo N,

% (m) x(m + kN)

h(n) = h(n + kN)

definimos a convolugdo periddica discreta de ;(m) e E(n) por

N-1_

y(n) = I x(i)h(n-1i)
i=0

ou

y(n) = x(m) * h(n) .

E interessante observar que o produto das duas sequéncias
também ¢é& periddico, e que a somatdria & efetuada apenas em um

periodo, de duragdo N.

26



3.2.5) - A convolug3o linear e convolug¢do circular

Consideremos duas sequéncias de dados Xn © hn' ambas com

N pontos.

Definigdo: A convolu¢d3o linear de x_ com hn & definida

m

- pPor

N-1

vy, = niohnxr'n , r=20,...,2N=2 (3.7)

Definigdo: A convolugdo circular , de X, com hn é

definida por

N-1

= r = Dipa gy N=] .
Yr n=0hnxr_n r T r ’ (3.8)

onde (r — n) & definido mdédulo N.

Pode-se observar que se xm e hn correspondem a um periodo

das sequéncias periddicas X(m) e h(n) respectivamente, entdo a

-convolugdo circular y corresponde a um periodo da convolugdo
r

periddica y(n).
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De (3.7) concluimos que a convolug¢d3o linear de duas
sequéncias de comprimento N & uma sequéncia de comprimento 2N - 1
e, de (3.8) conclulmos que a convolugdo circular de duas

sequéncias de comprimento N & uma seguéncia de comprimento N.

Em geral, a convolugdo linear & possivel mesmo que as
sequéncias xm e hn tenham comprimentos diferentes, por exemplo M
e N e, neste caso, a convolugdo linear de X, com hn & uma
sequéncia de comprimento M + N - 1. Por outro lado, a convolucdo
circular sdé serd possivel, se ambas as sequéncias hn e X_ tiverem

m

o mesmo comprimento.

A convolu¢gd3o 1linear pode ser obtida da convolug¢do
circular, bastando para 1sso, apenas completar com zeros os
elementos da sequéncia gQue possulr menor comprimento. Como osB

algoritmos que computam a convolugcdo rapida (cap. 4) exigem gue O

comprimento N de .cada sequéncia xm e hn seja poténcia de 2, as
vezes, & necessdrio completar com zeros os elementos de ambas as
sequéncias, até que se tenha um valor de N convenliente, sem que

isto cause nenhum prejulzo tanto do ponto de vista matemdtico ou

computacional, como também, do ponto de vista de aplicagao.
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3.2.6) - A convolugdo continua e a convolug3o discreta

S8e considerarmos somente fun¢des periddicas representadas
por fungbes impulso l1gualmente espag¢adas, a convolug¢do continua e
a convolug3o discreta relacionqm-se identicamente e
equivalentemente. No entanto, & possivel aproximar a convolugdo
continua de uma forma de onda geral através da convolugdo

discreta [2].
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CAPITULO IV

ALGORITMOS DE TRANSFORMACAO RAPIDA DE FOURIER

Vamos calcular a DFT ¥, de uma sequéncia xm de N termos com

k
- - =
N =NN, =2° §=1,2,3,..., e,
= H=1 k j2m/N
sz)lxmwm;k=0,...,N—‘t;W=e_J ; 5 = /=T, (4.1)
m=0

4.1) - O Algoritmo de Cooley-Tukey

Para justificar intuitivamente o algoritmo, usaremos
fatoragdo de matrizes. As matrizes fatoradas, s3o representadas
alternadamente por um sinal grafico. Para esses graficos, nds

construiremos a lédgica de um programa de computador.



4.1.1) - Notag¢do matricial

Por conveniéncia, usaremos a DFT (4.1) com a formulacido

N-1 Kk

X(n) = 1 xo(k)wn i B = Dips esgll=1
k=0

onde, W = e~J2W/N

E facil ver que a equagdo (4.1’') pode ser escrita na
‘de N equa¢des lineares. Faremos o desenvolvimento para N

equagdo (4.1'), pode ser escrita na forma:

X(0) = x4 (0)W0 + xo (NW + x5 (2000 + x; (3)W°
X(1) = x (0% + x (MW + xy ()W + xy ()W
X(2) = x5 (W + xp (W + x,(2)W" + x5 (3)W°
X(3) = %y ()W + x, (W + x5 ()W + x,(3)W

cuja representa¢do matricial é:

X(0) | w? Wl wl Wl [ x,10)
X(1) w w! w? W x5 (1)
x2) | | w0 w?w? w xg (2)
_){(3)_J _wo wo w® wg_ . _x0(3}_

ou mais compactadamente,

W x ()

X(n)
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Ji& gque W é complexo e possivelmente 50 i
2

multriplicagcbes e N(N-1) adig¢des

examinando (4.2)

vemos dgue Sdo necessarias N
complexas para computarmos o X desejado. Contudo, pode-se reduzir
o nimero de multiplica¢des e adi¢bOes necessarias a4 computacdo de

(4.2) [2]).

4.1.2) - Fatoragdo de matriz

Para ilustarmos o algoritmo, €& conveniente escolher um

ntmero de pontos de amostras de xo(k) de acordo com a relagdo

N = 26, = 1,2,... Para a equagdo (4.2) nés temos N = 4 = 2‘S = 2%
Observamos dque wnk = Wnk e o e entdo podemos reescrever (4.2)
na forma:
x(0)7] I S T TR _xo(O)_
X(1) 1 Wl w2 w3 xO(T)
X(2) 17 W W W x0(2)
.3 2 1
1 X(3 1 W W W X (3)
B BN 3 4 1%
Podemos fatorar a matriz quadrada de (4.3) de modo gque
x(0) ] 1w 0 o 10w o %, (0) |
X(2) + W00 010 W xg (1)
1 2 (4.4)
X(1) = 00 1 W 1 0w 0 x0(2)
3 2
_XB)_ _ 00 1 W_j | 010 W] hﬁow)_

Este método de fatorag3do ¢ baseado no desenvolvimento

tedbrico do algoritmo [2].
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Se nés multiplicarmos as matrizes quadradas em (4.4)
encontraremos a matriz quadrada de (4.3), observando-se apenas
que as linhas 1 e 2 aparecem permutadas entre si (as colunas sdo
permutadas de 0 a N-1). Esta permuta também fez com que as linhas
1l e 2 da matriz do lado esquerdo de (4.4) sejam permutadas entre

s1. Consideremos agora um novo vetor

e
X(2)

Y(n) = (4.5)
X(1)

| X(3)_

E ficil ver que a equagao (4.4) reproduz a equagao (4.3) a
menos das linhas 1 e 2 que aparecem permutadas entre si. Esta

fatoragcdo, & a chave da eficiéncia do algoritmo FFT.

Passamos a examinar o numero de multiplica¢bes necessarias
para computar (4.4). Em primeiro lugar, consideremos x1(k) como
sendo o produto das duas matrizes qgue estdo mais 4 direita em

(4.4), isto é&:

", (0)] 10 wo | [x,00)]
xq (1) o 1 0 w x, (1)
= ) (4.6)
x4 (2) 1 0 w2 o xg (2)
[x,3)] 0 1 0 w? | BN
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0 elemento x1(0) é computado com uma multiplica¢d3o complexa
e uma adi¢do complexa (WO nao deve ser reduzido & unidade no caso

de desenvolvimento generalizado), entdo

x, (0) = x,(0) + w°x0(2) ) (4.7)

0 elemento x1(1) também sera computado com uma multiplicagdo
complexa e uma adi¢3o complexa. Somente uma adi¢d3o complexa &
necessaria para computar x1(2). Isto seqgue do fato de que

0 2
W = -W e, consequentemente,

I

2
x,l (2) xO(O) +Wx0(2)

]

0
XO(O) - W x0(2),

onde a multiplicag¢dao complexa w0x0(2) ja havia sido computada na
determinagdo de x1[0). equagcdoc (4.7). Pela mesma razac x1(3) e
computada por uma Unica adigdao complexa. Logo, o vetor
intermedidrio x{(k) é entdo determinado por 4 adi¢des complexas e

duas multiplica¢des complexas.

Continuando a computagcdo de (4.4) tem—-se:

T X(0) T x,(0)7] 1 wlo o X, (0)7]
X(2) x, (1) 1 w2o o x, (1)
X(1) x2(2) 0 0 1 w x1(2)

y 3 !
| X(3) | [ 3,30 [0 0 1w ] |x,03) |
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0 termo x2(0) e determinado por uma adi¢do complexa e uma

multiplicag¢dao complexa

x2(0) = x1(0) + W0x1(1).

0 termo X, (1) &€ computado com uma tinica adi¢3o complexa em

. 0 2 '
virtude de W = -W'. De modo andlogo ao que fol explicado acima,
tem-se que: x2(2) ¢ determinado por uma multiplica¢do complexa e

uma adig¢do complexa e x2(3} é determinado com apenas uma adigdo

complexa.

A computagdo de Y (n) por meio da equagdo (4.4) requer um
total de 4 multiplica¢des complexas e 8 adi¢bGes complexas.
Enquanto que a computa¢do de X (n) por meio da equagao (4.2)
requer 16 multiplica¢bes complexas e 12 adi¢Oes complexas.
Notemos que o processo de fatoragdo da matriz, introduz a matriz
fatorada e, como resultado reduz o niumero de multiplicag¢des. Para
N = 4, o processo de fatoragao da matriz reduz o nimero de
multiplicagcoes por um fator de 2. Como o tempo de computagdao é
proporcional ao niumero de multiplica¢des envolvidas, esta ¢é a
razdo da eficiéncia desse algoritmo.

Para qualquer N = 26, § = 1,2,..., o procedimento do
algoritmo & sempre o mesmo, observando-se apenas que a fatoracgao
da matriz N Xx N & feita sempre em § matrizes N x N, tal que cada
matriz fatorada tem a propriedade especial de minimizar o nimero
de multiplica¢des complexas e o niumero de adi¢des complexas. Para

2
N = 2(S = 2 =4, o algoritmo requer N&§/2 = 4 multiplicagdes
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complexas

e NJ§ = 4.2 = 8 adigbes complexas. Enquanto que o

método direto pela equa¢do (4.3), requer N2 multiplica¢dbes

complexas

tempo de

entdo a
algoritmo
N&/2 )

e N(N-1) adig¢bes complexas. Se nés assumirmos que o
computagdo & proporcional ao nimero de multiplicag¢des,
razdo aproximadamente direta do tempo de computagdo do

sera dada por [2]

A figura (4.1) ilustra a relagdo entre o nlmero de

multiplicagctes utilizada neste algoritmo pelo o© nlimero de

multiplicag¢tes utilizadas no método direto.
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( x 1000)

MULTIPLICAGOES

DE

.

NUMERO

1024

Cdicule direto

Si2

256 /

- : - —Algoritimo FFT
128 \

64 ‘(
8 A

64 128 256 512 1024

N (numero de pontos por omostra)

Figura 4.1 - Comparagdo do numero de multiplica¢bes
necessarias pelo calculo direto e o

algoritmo de Cooley-Tukey (o FFT).
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4.1.3) - Implica¢oes da fatoracdo de matriz

O procedimento da fatoragcdo de matriz produz um pequeno
problema na computagcdo de (4.4) pois, ele produz Y(n) em lugar de

Xx(n), isto &,

[x(0)7] [ x(0) |
X(2) | X(1)
Y(n) = em .lugar de X(n) = ,
X(1) X(2)
| X(3) | X(3)_]

porém esse reordenamento é inerente ao processo de fatoragdo da
matriz e n3o constitui um problema, poils, é possivel a
generalizagao de uma técnica para obtengdc de Y (n) e,

consequentemente, obteremos X(n) de Y(n).

4.1.3.1) - Obtengdo de X(n) a partir de Y (n)

Vamos escrever os argumentos de Y(n) em bindrio com ¢ = 2

"bits, 1isto &,

[ x(0) | % (00) ]
X(2) X(10)
torna-se (4.9)
X(1) X(01)
| X(3) | L X(11) |
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Se revertermos a posig3o dos bits em (4.9) ou seja: 00

torna-se 00, 10 torna-se 01, 0l torna-se 10 e 11 torna-se 11,
entado
X (00) ] %(00) "
X(10) ) X(01)
Y(n) = sera mudado para = X{n) (4.10)
X(01) X(10)
| X(11)_ | X(11)_

A eguagao mais a direita em (4.10) mostra que o

desenvolvimento geral direto, resulta de uma mudanga do FFT [2].

4.1.4) - Representagdo grafica e sua interpretagao

Para N maior que 4 torna-se muito trabalhoso descrever o
processo de fatoragao da matriz, andlogo ao da equagdo (4.4). Por
essa razao vamos‘interpretar (4.4) através de um grafico. Usando
essa formulagdo grafica, podemos descrever com generalidade
suficiente para o desenvolvimento grafico de um programa de

‘computador.

Vamos converter a equagdo (4.4) para um grafico, como
jlustra a figura (4.2). Como observamos, o vetor de dados ou

conjunto x. (k) & representado por uma coluna vertical de nodos a

0
esquerda do grafico. O segundo conjunto vertical de nodos & o
vetor x1(k) computado na equa¢do (4.6), e o préximo conjunto

vertical corresponde ao vetor xz(k) = yv(n), equag¢dao (4.8). Em
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geral, existirdo 6 conjuntos computacionais onde, N =

CONJUNTOS COMPUTACIONAIS

2

S

A
. R
Conj. de Dados Conj. 1 ’ Conj. 2
x,(K) x(K) x,(K)

‘0(9’

xo(1)

Xo (2)

Xo (3)

Figura 4.2 - Representagdo grafica, N =

algoritmo de Cooley-Tukey.

Chamemos de nodos os pontos x1(0)....,x1 (N),
X5 (N). Todos os nodos sdo interpretados da mesma

exemplo, da equagdo (4.7) temos que

x, (0) = x5(0) + Wx((2)

e isto, & o que mostra a Figura (4.2).
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OQutro exemplo: x1(2) = xO(O) + w2x0(2).
4.2) - 0 Algoritmo FFT BASE-2

8
Vamos escolher N, = 2 e N2 =|2 -1. Isto & equivalente a

1
dividir a sequéncia de entrada xm de N pontos em duas sequéncias
e

de N/2 pontos x2m

x2m+1, correspondendo respectivamente &s

amostras pares e lmpares de xm. Nestas condi¢des a equagao (4.1)

torna-se

N/2-1

N/2-1

ik = I szWka Wk z X, 1W2mk

m=0 m=0 m+

) N/2
e, Ja gque W = -],

N/2-1 omk . x N/2-1 2mk
Kostiyz = % Fpl — W B Hg a8
m=0 m=0

k=0,...,N/2-1.

Essa abordagem & chamada decimag¢do no tempo [14], e neste

caso, a DFT de N - pontos ¢é& representada por 2 DFTs de
k

comprimentos N/2 mais N adigbes e N/2 multiplica¢des por W . Com

o mesmo procedimento, podemos representar as 2 DFTs de

comprimentos N/2 por 4 DFTs de comprimentos N/4 mais N adig¢des e

N/2 multiplica¢des. A aplicag3do sistematica deste método, computa

a DFT de comprimento 26 em & = 1002N est3gios onde cada estagio

converte 2l DFTs de comprimentos 2(5"l para 21+1 DFTs de
§—3.—1 . . »

compr imentos 2 = mais N adigdes e N/2 multiplicag¢des.

Consequentemente, o nimero de multiplica¢des complexas M e o
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niimero de adi¢ées complexas A para computar a DFT de comprimento

N pelo algoritmo Base-2 é& [13]

A segunda forma desse alqoritm5 pode ser obtida por uma
simples divisdo da sequéncia de entrada X de N pontos, em duas

sequéncias de N/2 pontos xm e correspondendo

Xm+N/2
respectivamente Aas N/2 primeiras amostras e as N/2 amostras
seguintes de xm. Essa abordagem & chamada decima¢do na frequéncia

[14] e, neste caso, a equagdo (4.1) torna-se

N/2-1

—_— NK/2 k
X, = mio (xm + W xm+N/2)Wm

Vamos computar separadamente o nimero de amostras pares e

impares, isto é&:

N/2-1

= 2mk
Xop = m§0 (xm+xm+N/2)W o3& par,- T i B 2 (4.17)
e
N/2-1
- 2mk z B "
X4 mEO {xm—xm+N/2)W W ; k Impar, k=0,...,N/2=1 . (4.12)
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Assim, ik é computada por (4.11) e (4.12) em termos de 2
DFTs de comprimento N/2, porém, com uma premultiplica¢do por W
da sequéncia de entrada X, em (4.12). Logo, a computa¢do da DFT
de N termos ¢é representada por 2 DFTs de N/2 termos mais N

adi¢Oes complexas e N/2 multiplica¢des complexas [13].

Podemos ver dque oS algoritmos de decima¢do no tempo e na
frequéncia tém a mesma estrutura, diferindo apenas nos

coeficientes [13].

4.3) - 0 Algoritmo FFT BASE-4

§=2

Vamos escolher N1 = 4 e N2 = 2 . Isto & equivalente a

dividir os N pontos da sequéncia de entrada xm em 4 sequéncias de

N/4 pontos correspondendo a Xgm'  Xams1® Fame2 © Xapes Para
m=0,..., N/d-1. Com esta partigdo a equagdo (4.1l) torna-se:
3 N/4-1
ik = & wrk z x4m+rW4mk
r=0 m=0
4 .
e, Ja que WN/ = =}
3 N/4-1
- o oA
X N = I (-3 W= x4m+rw4mk
4 r=0 m=0
3 N/4-1
- r Y
X, N =2 (-1)'wW g - s
2 I‘=0 I'ﬂ=0 r
- . T Tk Wg" Amk
Xk+3N/4 © J Xoms+r » k=0,...,N/4-1.
r=0 m=0 .
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Consequentemente, o algoritmo Base-4, transforma uma DFT de
N pontos em 4 DFTs de N/4 pontos [13]. O mesmo procedimento pode
ser aplicado recursivamente em §/2 estagios, reduzindo as
dimensoes das DFTs por um fator de 4. Assim a DFT & computada
pelo algoritmo Base-4 com N§/2 multiplica¢tes complexas e 3N §/2
adi¢bes complexas. Esse nimero &€ mais elevado do que aquele do
Base-2. No entanto, a complexidade computacional pode ser
didsticamente reduzida, levando-se em consideracdo as simetrias

das fun¢des seno e cosseno [13].

A tabela 4.1 mostra que o algoritmo Base-4 reduz o nimero
de multiplica¢cdes em até 25% em compara¢do com o algoritmo Base-
2, enquanto que o nimero de adig¢des & aproximadamente o mesmo. O
nimero de multiplica¢des pode ser diminuido ainda mals se usarmos

os algoritmos Base-8 ou Base-16 [13].

Tabela 4.1 - Nimero de opera¢des reais nao triviais para os

algoritmos FFTs Base-2 e Base-4.

___________ +______._____.._....—.——-—-.--.—--.-__.......+_._.._...____________.______.....____
i FFT Base-2 ! FFT Base-4
e B e

N | !
b nimero de numero H numero de nimero
i multipli- de i mutlipla= de
! cagdbes adig¢des H cagoes adigoes
___________ e ——————————
4q i 0 16 ] 0 16
16 | 24 152 ! 20 148
64 | 264 1032 i 208 976
256 i 1800 5896 i 1392 5488
1024 i 10248 30728 i 7856 28336
4096 H 53256 151560 i 40624 138928
___________ e ———————————— e
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4.4) - 0 Algoritmo FFT de Rader-Brenner

A avaliagdo de DFTs pelos algoritmos FFT anteriormente
mencionados requer multiplicagdes complexas. N&s veremos agora
que uma sSimples modificag¢do do algoritmo FFT substitui essas
multiplicagbes complexas por multiplica¢des de um nlimero complexo
por um nUumero real ou um nlmero imaginario puro [13]. Isto é&
feito computando-se a DFT definida em (4.1) através do algoritmo

de decimac¢do na frequéncia Base-2, férmulas (4.11) e (4.12).

08 cllculos da DFT definida em (4.12) serado simplificados se

nds definirmos uma sequéncia auxiliar ap de N/2 pontos por

a = (x

L : m-xm+N/2)/[ZCos(2nm/N)], m# 0, N/4

e computarmos sua DFT Ek de N/2 pontos [13].

A Tabela 4.2, quando comparada & Tabela 4.1, mostra que
0 algoritmo de Rader-Brenner reduz o nimero de multiplicag¢des dos
algoritmos Base-2 e Base-4, engquanto requer 10% a mais no numero

de adigbes [13].
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Tabela 4.2 - Nfimero de multiplica¢des reais nao triviais, para

computar DFTs complexos pelo método Rader-Brenner.

N ntimero de nimero de
multiplicagdoes reais adi¢bes reais

8 4 52
16 20 148
32 68 424
64 - 196 1104
128 516 2720
256 1284 6464
312 3076 14976
1024 7172 34048
2048 16388 76288

4.5) - 0 Algoritmo de Bruun

Este algoritmo possuil uma grande importdncia e significagao
pratica, visto que, dada uma segquéncia X de dados reais com N

S

pontos, N = 2 , § = 1,2,3,... podemos computar sua DFT ik quase

que 1inteiramente com aritmética real, simplicando assim a
implementagdo de DFTs de sequéncias de dados reais. Agquil, seréa
apresentada uma versdo do algoritmo original, a qual permite
‘computar a DFT ik de x através de divisdo polinomial.
m
A fim de desenvolvermos o algoritmo, wusaremos (4.1) com uma

representag¢do polinomial da DFT definida pelas duas equa¢les

seguintes:
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X E & = 4" mod (zN-1) (4.13)
m=0

e

X () = X(z)  mod (z-w") . (4.14)

AB equagbes (4.13) e (4.14) s3o equivalentes a equagdo
k
(4.1). A definig3o de (4.14) mddulo (z-W ) significa que podemos
representar z por wk em (4.13). Nestas condi¢des a definigdo de
(4.13) mbdulo.(zN-l) n3o & necessaria, contudo, esta definigdo &
) N kN kN :
valida porque z =W =1 (W = cos(217k) - 3sen(27k) = 1). E

. 5 N = k
ficil ver que as N raizes complexas de 2z -1 sdo dadas por W ,

k=0,...,N-1, com
. N-1
z2h-1 = I (z~Wk).
k=0
Além disso, como N = 26, podemos expressar zN-l como um

produto de dois polinémios de N/2 termos em z, isto é:

a1 = (24548 241)
com
N/2-1
221 = 1 (W, ko= 0,...,N/2-1
k=0
1
e
N/2-1
zN/2+1 = Il (z—W2k1+1), k1 =0,...,N/2-1.
k=0
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Consequentemente, para k par, todos os wvalores de Wk

N/2
correspondem ao polindmio z / -1 e, podemos representar (4.13) e

(4.14) por

N/2-1
x1(z) = mio (xm+xm+N/2)zm = X(z) nmod (ZN/2—1) (4.15)
e

X1(z) mod (z~Wk), k par

P
N
]

. (4.16)

k
De modo andlogo, para k Iimpar, todos os valores de W ,

N/2
correspondem ac polinfmio z +1 e, podemos representar (4.13) e

(4.14) por

Xz(z) = N;§;1(xm5xm+N/2)zm = X(z) mod (ZN/2+T) (4.17)
e

%, (2) = X,(2) mod (z-W*), k Impar . (4.18)

As férmulas (4.15) e (4.16) representam uma DFT par de N/2
termos enquanto que (4.17) e (4.18) representam uma DFT impar de
N/2 termos. De modo que as férmulas (4.15) a (4.18) podem ser
vistas como sendo o primeiro estagio da decomposig¢ao do FFT de
decimagdo na frequéncia. Nos prdéximos estagios, nds usaremos o
fato de que qualquer polinémio da forma z4q <+ azzq + ol onde a

é um nimero real qualquer, fatora-se em dois polinbémios reais,
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z4q + az2q + 1 = (22q + /2-a z9 + 1)(z2q - f3=a Z3 ¢ 1)

portanto, isto implica que:

zN/2+1 = (zN/4 + V2 zN/8+1)(zN/4 i zN/8+1),
com
2k, +1
."..N/4 + V2 ZN/8+ = o (z - W 1 )
k1sB1
e
2k +1
zN/4 - W2 zN/8 + 1 = 1 (z-W 1 ) .
k1EB2 :
2k +1
onde B1 ¢ o0 conjunto de N/4 valores de k1 tais que W 1 ¢ uma
. N/4 N/8 _
raiz de z . =i V2 2 + 1 e, B2 ¢ o conjunto de N/4 outros
valores de k1. Nestas condig¢does, a DFT impar representada por

(4.17) e (4.18) pode ser substituida por

X3(z) = Xz(z) mod (zN/4 + V2 zN/8 # 1Y 3

2k1+1
(z) ), k.,eB, ,

171

x2k1+1 X3(z) mod (z - W
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x4(z) = Xz(z) mod {zN/4 —_ zN/B « 1) ,

w2k +1

(z) = X4(z) mod (z - 1Y &

x2k1+1

0 mesmo processo de decomposigcdo pode ser representado

. . : . . 4
sistematicamente para expressar um polindémio da forma z q +:

az2q + 1 como um produto de dois polinfbmios reals de grau 2q, até
que os polindmios sejam reduzidos para grau 2. Os termos de saida
das duas DFTs s3ao obtidos por cada polinémio de grau 2,
representando 2z com as duas raizes complexas do polindmio. Esse
processo & resumido na Figura 4.3 para uma DFT de 8 termos.

Neste diagrama, cada retdngulo representa uma redu¢do médulo o

polinémio nele indicado.
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- Zz-n-V-Z-ZH

ol Z'-\/2 241

|
.

Figura 4.3 - Computagao da DFT de 8 pontos pelo

algoritmo de Bruun.
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4.5.1) - Desenvolvimento completo do algoritmo para N = 16

Da trigonometria, sabemos que

X 1+cosx
cos 75 =V'—*—§*— (4.19)
e
X _./1-cosx
sen 35 -|/———§—— . (4.20)
Como W = e—Jzﬂ/N e N =16, temos que W = i L que
implica que g - enjkﬂ/s. ou seja:
Wk = cos(kn/8) - jsen(kn/8), k = 0,...,15 . (4.21)
Como mostra a Figura 4.3, a salda da DFT satisfaz a uma
determinada ordem. Para determinarmos essa ordem, para N = 16,

vamos fatorar todos .05 polindmios que aparecem no pentltimo

estigio (polindmios de grau 2).

4.5.1.1) - Fatoragdo dos polinf6mios de grau 2

2221 = (z=1) (z41) = (z=W") (z-WD)

z7+1 = (2=3) (z+]) = (z—W12)(z—W4)

224/Z241 = (2= (Z24372)) (2= (~2-322)) = 4z-w'0) (z-w®)
2% /3241 = (z-(/z_ 3/2_ (z—(/_—g/z_ = (z-w'?) (z-w?)
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22 Va-v3241 = (z-(-’/2 2, ‘/2”_))( -(-’/2 /2_ 1/25‘/7))=(z_w”)(z_wS)
Vo-VEz41 = (z- 12572, ‘/2”_)){ B T R TR e
22 V3 Bz = (2- (- 2225122 ) (5 ‘/2;_“’_ L2272) ) - (2-w%) (2-w")

V2+/_ V@ V2 V?+/_ VZ V2

22-V2+/fz+1 (z—(

)) (2= (

))=(z- w )(z-w1).

4.5.1.2) CAlculo dos Wk

Esses calculos s3oc efetuados utilizando-se as férmulas
(4.19) a (4.21) e, levando-se em consideragadao a sSimetria das

fun¢bes seno e cosseno, como i1lustra a Figura 4.4.

Fazendo ©@ = k7/8 em (4.21) entd3o, basta calcular os valores

de sen® e cosO para k = 0,1,2,3.

i 4

V2+v2 V22
2 T2 ¢

1) Se k = 0, entdo W’ = cos0 - jsen0 = 1 - 03

ii) Se k = 1, entdoc W! = cos(w/8) - jsen(n/8)

poilis, por (4.19), temos que:

GG 77 5] =]/1+CO§(N/4) =]/2:EZ - 2;/5 :

e, por (4.20) temos que:

— /1—c0§(n/4) =]/Zi{§ _ 25/7 .
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2
iii) Se k = 2, entdao W = cos(n/4) - jsen(n/4) = —2/2 - j—/2—2_-
Por (4.19) temos que:
cos (31/8) =1/1+cog(311/8) =]/1-co§(ﬂ/4._) ) 2;/2 ;

e por (4.20) temos que:

sen (37/8) =1/1—co§(3-n/8) =.|/1+co§(7r/4) _ 2;./7 ; oge

iv) Se k = 3, entao W3 = cos(3n1/8) - jsen(31/8)

2 2 -
k - : : .
Os wvalores de W, k =4,5,...,15 B30 obtidos por simetria

das fun¢des seno e cosseno sobre o circulo trigonométrico, como

ilustra a Figura 4.4.
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Figura 4.4 - Simetria das fun¢gdes trigonométricas seno

e cosseno, para N = 16.
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Z% 1

Figura 4.5

o i

ran\V P =Y

- Computagao

Z-1 —---—pg;}
Za—l -
' Z+1 %,
" Z=1 ™ X2
e —
Z* ] X,
W X
z22\/2 z+1
> oz - wt ==K
z-w" _H
Z2\[z" z4+1 H
» Z-w ey,
z-w' %
2% \V2Nz 241
z-w —b'fs
z - w?—x,
z{AJzyz Z4
3
z- W —»3x,
z-w >3
9
2
ZH\/ 2Nz Z+1 [
z-w |—»%x
T
Z - w" — X
2 15
Z- 2+Vz Z+1
Z-w —*X
DFT de 16 pontos pelo

algoritmo de Bruun.
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4.6) - DFTs Multidimensionais

A transformada de Fourier multidimensional € uma extensdo

direta da transformada de Fourier unidimensional [6].
Relacionaremos a sSegulr, alguns algoritmos ou métodos [13]
de computag¢do- de DFT multidimensionais e, também alguns FFT

unidimensionais.

Consideremos primeiro, uma DFT bidimensional de tamanho N

X N2. com
Hy=1 851 mk,  mk,
X I I x_. W W ;
kirKy 20 m.=0 MMy ] 2
1 2
_ =j2n/N _ _=j27/N _ _
W1 = e j W2 = e 2 ; k1 = 0,...,N1 1
e k2 = 0,...,N2—1 = _ (4.22)
A fim de avaliarmos essa DFT, primeiro reescrevemos (4.22)
como
N1_1 m1k1 N,-1 m k.
i = % W )X X W2 "
k1’k2 m,=0 1 m2=0 ey v

Inicialmente, nés avaliamos os N1 DFTs in, k2 de comprimento
1

N2 que corresponde a N1 valores distintos de m,i
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xk k é ent3o obtido, calculando-se N2 DFTs de comprimento

1472
N. das N, sequéncias Y correspondendo a N, valores distintos
1 2 mi'k2 2
de kz
_ N1-1 B m1k2
X =

I % W :
1752 m=0 Mk

Essa abordagem & chamada método 1linha-coluna porque &
possivel organizarmos os dados de entrada em linhas e colunas em
um conjunto de tamanho N1 X N, , computando-se primeiro a
sequéncia de DFTs das colunas e depois a sequéncia de DFTs das
linhas. Com essa técnica, uma DFT bidimensional & mapeada por Nj
DFTs de N, termos mais N, DFTs de N1 termos, respectivamente. Se
N, e N, sdo poténcias de 2, as DFTs unidimensionais de
compr imento N1 e N2 podem ser avaliadas por qualquer um dos FFTs
j& mencionados. O mapeamento de DFTs multidimensionais para DFTs
unidimensionais obtido por esse método ¢ bom. No entanto, o
algoritmo DFT reduzido, usado para computar DFTs

multidimensiocnais por transforma¢des polinomiais € melhor que

este.

0 método 1linha-coluna também se aplica a mais de duas
dimensdes, de modo que wuma DFT d-dimensional de tamanho

NxNxNx...xN é calculada com dN DFTs de comprimento N.

Se N=poulN=p com p primo, p # 2, podemos computar uma

DFT de N termos através dos algoritmos de Rader.
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Se N & o produto de d fatores mutuamente primos, isto &,
N = N1N2...Né com (Ni. Nj) = 1 para i # 3J, podemos utilizar a
técnica do FFT Fator Primo, proposta por Good [13], que tem como
objetivo computar grandes DFTs de tamanho N por combina¢des dos
varios DFTs de tamanho N .....Né. obtidos através do teorema do

1

resto chinés. O algoritmo de Fatores Primos Separados, mostra que

uma DFT de - tamanho N, pode ser mapeada para uma DFT
multidimensional de tamanho N1 b4 N2 X=X Nd' enquanto que, o

algoritmo Nesting de Winograd, além de computar DFTs de tamanho
N1 X N2 XX Nd‘ pode também computar qualguer DFT

multidimensional de tamanho N1 x N2 X...N onde os fatores Ni

d’l

s3do mutuamente primos entre si.

4.7) - Resumo

0 algoritmo de Cooley-Tukey & computado, wutilizando-se o
processo de fatorag¢do de matrizes. Os algoritmos Base-2, Base-4 e
Rader-Brenner, utilizam na sua computacdo, o processo de partigdo
da sequéncia de entrada, enquanto que, o algoritmo de Bruun, &

computado utilizando-se restos de divisdo de polinfmios.

Apesar dos diferentes procedimentos computacionais, todos os
FFTs aqul mencionados, podem ser implementados com aritmética
real, com um tempo proporcional a NlogzN, em vez de a N2 pela
defini¢cd3o (4.1), computande assim, eficientemente, uma DFT de N
pontos e, produzindo o mesmo resultado. Além disso, esses

algoritmos unidimensionais, sdo utilizados pelos métodos e ou
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algoritmos de computacdo da transformada discreta de Fourier

multidimensional.
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CAPITULO V
A CONVOLUGCAO RAPIDA
5.1) - Computagdo da Convolugdo Através do Teorema do Resto
Chinés
Nosso objetivo € minimizar o nimero de multiplica¢des na
computagdo da convolugdo circular, o que & possivel, utilizando-

gse o0 Teorema do Resto Chinés. Consideremos a convolugadao circular

Yr de N termos

y, = I h x , ¥=0,...,N-1, com (r-n) definido médulo N,

onde X, © hn s3o as duas sequéncias de entrada de comprimento N.

N
Yy pode ser vista como um produto polinomial médulo (z -1), 1isto
&, se
N-1 i
X(z) = L Xz,

m=0



N-1
H(z) = I h 2z
n=0 B

n
’

Y(z) = X(z)H(z) mod (2-1),

N-1 -
e portanto, 7¥(z) = Z v_.z .
r=1 &

Para coeficientes no corpo dos nilimeros racionais zN—l é o
produto de d polinémios ciclotdédmicos Pi(z). onde d & o niumero de

divisores de N, incluindo 1 e N, ou seja:

Y(z) & computado reduzindo-se primeiro os polinémios de

entrada X(z) e H(z) médulo sz). isto &
X;(z) = X(z) mod P, (2),

Hi(Z)

H(z) mod Pi(z).

Y(z) serd obtido computando-se os d produtos polinomiais
X(z) H(z) mod Pi(z) e usando-se o teorema do resto chinés, como
mostra a Figura 5.1, para N primo. A reconstru¢do Y(z) dos

produtos mddulo sz) é feita por

4 N
Y(z) = Z Si(Z)Xi(Z)Hi(z) mod (z -1),
i=1
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onde, para cada valor u de 1i,

Su(Z) = 0 mod Pi(z}, i# d,
Su(z) = 1 mod Pu(z)
e

- N
s,(z) = T (z)/R, (z) mod (z"-1)

d d N

([ I Pi(z)]/{{ 1 Pi(z)]rmod Pu(z)}) mod (z -=1). {5:1)
i=1 i=1
i#u ifu
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X

l

ORDENAGAO
X(z) | POLINOMIO DE N TERMOS
| }
REDUGAO REDUGAO
MODULO MODULO
(ZN-n/sez-n) (z-1)
1 X,(Z) l X,
MULTIPLICAGAO MULTIPLICAGAO
POLINOMIAL < H,(Z) /R, (Z) le——H, /R,
MODULO " ESCALAR
(ZN—l)/(z-IJ
y!,r yl,l
RECONSTRUGAO DO
RESTO CHINES
Y(Z)
REORDENAGAD
Ye
Figura 5.1 Computagdo da convolugdo circular de
comprimento N através do teorema do resto
chinés. N primo.
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Para N primo, d & igual a 2 e zN—l € 0o produto de dois

N-1 N-2
z

polinémios ciclotémicos P1(z) =z - 1e Pz(z) =z + +

z + 1. 1Isto significa que as redu¢des mddulo Pi (z) e a
reconstru¢do de Y(z) pelo teorema do resto chinés s3o obtidos sem
multiplica¢bes e com um nimero limitado de adigdes. X, e X5 (z)

sao computados com N - 1 adi¢bes por

N-1 N-1
X, = £ x e X.{z2) =2 £ (x —x )z
2 m=0 M N-1

m

De modo analogo, computamos I-l-I e Hz(z).

Da equagdo (5.1), podemos ver que §,(z) = T, (2) /R, (2), onde
1/RL1 (z) & definido mddulo Pu(z). Assim a multiplicag¢dao por
1/Ru (z) pode ser combinada com a multiplicagdo xu(z)Hu(z) mddulo
Pu(z). Além disso, em muitos casos praticos, uma das sequéncias
de entrada hn. & fixa. Esse algoritmo sdé funciona para essa
situa¢doc, e, neste caso, Hu(z)/Ru(z) pode ser precomputada, isto
é, 0= H (2) mod R, (z). Para N primo, X1H1/R1 é& um escalar Yy oq oo
enquanto que xz(z)Hz(z)/Rz(z) mod P, (z) é¢ um polinémio de N -1
termos com os coeficientes de z" dados por Y2,r . Assim, a
reconstrugdo pelo resto chinés & obtida neste caso com 2(N-1)

adi¢coes por

N-2

N=1 - + I - ) o
T P10 AR T T L
=1

Y (z) )z

= yq,1%Y3 n-2

E facil de ver que o niumero de adi¢bes necessdrias em cada

reducdo médulo os varios polinémios ciclotbdmicos &€ o mesmo. Esse
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resultado é geral e se aplica a qualquer convolucgcdo circular,

quando uma das sequéncias de entrada for fixa [13].

5.2) - Computag3o da convolugdo atrgyéu de algoritmos FFT

Sejam xm-e hn as sequéncias de entrada, de N termos, com

é =

N=2, ¢§=1,2,3,... e sejam Xk = ﬁk as transformadas discretas

de Fourier de X, € hn respectivamente.

A convolu¢3o linear, também pode ser obtida através da DFT,

conforme subsecg3o 3.2.5.
5.2.1) - Sequéncias reais qQuaisquer

A convolugao circular Yr das sequéncias xm com hn & dada
pela transformada 1inversea diecreta de Fourier do produto das
transformada discreta de Fourier de cada sequéncia [13]. Isto &,

a convolugdao circular Yr de X, com hn & dada por

onde o produto ikﬁk ¢ calculado termo a termo. Neste caso, a
computag3do da convolugdo & feita com 3 aplica¢bes de FFT, como

mostra a Figura 5.2.
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Xm

| I

TRANSFORMADA . TRANSFORMADA
DE FOURIER DE Xm DE FOURIEER DE h n
Xk o X | Hx
XK HK
TRANSFORMADA

INVERSA DE FOURIER
DA  SEQUENCIA X, H,

l

n=1
r-_-i hn b S =0 ,...,N-I
n:O

Figura 5.2 - Computagao

da convolug3o real em 3 passos
de FFT.

5.2.2) - Sequéncias reais pares

Como vimos na secgdo 3.1.2, a DFT de uma sequéncia real par,
& uma sequéncia real par. Portanto, para computarmos a convolugao
circular de duas sequéncias reais pares sd necessitamos de duas
aplicagoes de FFT. Para 1isso,

formemos a sequéncia auxiliar
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complexa Vo = Ry + jhn- A DFT de ¥y & dada por gk = ik + jﬁk onde

Xk ¢ a DFT de X € H

convolugdo circular Yr de xm com hn. basta calcularmos a DFT

K ¢ a DFT de hn [13]. Para obtermos a

inversa do produto i ﬁ :
k k

5.3) - Computagdo da convolugdo através de transformadas de

Mersenne

A computagdo da convolugdo circular , das sequéncias X, ©
hn de p pontos, utilizando transformadas de Mersenne de p pontos
definida mdédulo (29—1). P primo, serd obtida com 3 passos de

transformadas de Mersenne como 1lustra a Figura 5.3
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Xm hp,

| 1

TRANSFORMADA ' TRANSFORMADA
DE  MERSENNE DE MERSENNE

- TRANSFORMADA INVERSA DE MERSENNE

™

— . p
Yo =M X -ddulo (27-1)
n:O
Figura 5.3 - Computag¢do da convolug¢do circular de
comprimento P médulo (2p =1) por

transformadas de Mersenne.
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Os nimeros de Mersenne 29—1, crescem muito rapidamente. Por
exemplo, no IBM-4341 sé é& possivel trabalharmos com p = 31. Para
resolvermos esse problema, precisamos desenvolver uma aritmética
especifica para podermos operar com esses nlmeros. Mesmo sem
desenvolvermos essa aritmética, apresentaremos o procedimento, a
seguir, da computagdo da convolué&o circular através de

transformadas de Mersenne.

5.3.1) - Computag3o da transformada de Mersenne ik de X, -

mk

Definigdo: X, = I x 2 mod (2P-1) ,

kom0, 0w BT, (5.2)

A equag3o (5.2) pode ser reescrita na forma matricial

s | | 50 0 0 0 T [ 7

X, 5% ¢ 3 cssn 2 -

% g g R oo x
1 1

£ 0 2 4 2(p-1)

X, ¢ 7* 3 ieny B %,

% | 2% 23 2% ... 231 % (5.3)
. - : , :

% 20 ok 2k 5(p-1) x

el - _  Lp-1]

onde cada g. é definido modulo (2p—1).
1
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Qualquer nimero do tipo ka é definido médulo (2p~1) se e
somente se mk for definido mdédulo p [13]. Logo, (5.3) pode ser

reescrita na forma

B — = _
X i T TR 1 B
0 i XO
X 1 R
1 : X1
X2 1_ g x2
X = 1 .
4 5 X3 ‘ (5.4)
X 1 ... Mk mod p )
_1 L ! s e e " s s e 8 88 X
| "p-1 ] 4| Ry |
Se chamarmos de A a primeira matriz do 1lado direito de
(5.4), ent3d3o na implementa¢do, A nao precisa ser construida

explicitamente conforme o trecho de programa seguinte:

for I.= l top

beain
k:=I-1
for J=11top
begin (5.5}
m:=J-1 mk mod p
A(I,J) :=2
end
end

Matematicamente a transformada de Mersenne ik de xm sera
obtida resolvendo-se a equagcao matricial (5.4) 3

computacionalmente levando-se em consideragadao (5.5).
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5.3.2) - Computagcdo da transformada de Mersenne Hk de hn'

ﬁk & obtida de modo analogo a §k'

5.3.3) - Computagdao da transformada inversa de Mersenne do
produto Ekﬁk
P=1_ _
Definicdo: y, = p-1 I X H 2 Ik od (2P-1) ,
k=0
r = 0,..e,p {(5.6)
onde: p-1 = 2P-1 - (2P-2)/p mod (2P-1) = 1nvVP,
2~1 = 2P moa (2P-1) = mv2 e
Yy € a convolucao circular de x ~com hn {131
Portanto, podemos reescrever (5.6) da seguinte forma:
p-1 _
yp = I (INVP)Xka(INVZ)rk mod (2P-1),
k=0
E = 0w pp=lr on ainda:
p-1
= 71 £ (Inv2)TX mea  (2P-1),
T = k
: k=0
7)

Y = 0,.-.,N—1 ’ (5-
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onde tk= (INVP)ikﬁk e, ikiké um produto termo a termo.

A computagdo de (5.7) & semelhante & computagdo de (5.2).
Assim, a convolugdo circular de comprimento p & computada com
trés transformadas de Mersenne mais p multiplica¢Bes conforme a
Figura 5.3. Porém, quando uma das sequéncias de entrada & fixa,
por exemplo hﬂ' entdo sua transformada ﬁk pode ser precalculada e
combinada com multiplicagdes por p_1 correspondente a

transformada inversa. Neste caso, apenas duas transformadas de

Mersenne precisam ser avaliadas.

5.4) - Diferenga entre a convolugd3o linear e a convolug¢do

circular

Consideremos duas sequéncias X, € hn de N termos com hn fixa
e, suponhamos N = 4. A figura 5.4 mostra como sdo obtidos os
elementos da convolugdo linear ¥ de x ~com hn . Os elementos
diferentes de zero de ¥ sdo obtidos fazendo coincidir
inicialmente xo com hO e a segulr, desloca-se a sequéncia Xy

.sobre a sequéncia hn' de um em um termo, até coincidir xm_1 com

hn 1 Por outro lado, para se obter os elementos diferentes de
zero da convolugdo circular Yr de xm com hn , constroi-se
inici cia a = (x o s 3 x e i e a
inicialmente a sequén ks ( 1" Xy - i 1)

seqguir, a obtengdo dos elementos da convolugao circular e
idéntica & obtencd3o dos elementos da convolugdo linear, conforme

a figura 5.5.
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5.4.1) - Computag¢do da convolugdo linear v de X com h .
r m

n

Xy h,
Xa L h, h,
X, Xg Xy h° h, h’
Xo ho X, ho X, | Ny Xy ho Xy hu Xy h! Xy h;
h, Xo| h, x, | h X, | h, X, h, X, | hy Xy
hy h, Xy | Dy x, | hy X | hy X, X,
hy h, h, X, | hy X, X, Xg
Yo= %o Mo =X, h Yp= %o N ¥s= X5 Mg Y,=%g h Ys= X3 Ny Ye=X5 hy
+Xx, h, x, h X, h, +x, h, hy
+Xg hp +Xx, hy +x, h
+X, Ny Yan-2
Figura 5.4 - Ilustragdo da computagdo da convolugao

linear.
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5.4.2) - Computagdo da convolugdo circular ¥y de X, com hn'

x. X. x'
X2 Xg X | he
X, X, | hy X, | h
Xo | ho [ Xo| Xo | he
xs | by Xy | hy Xg | hy
Xy | hy Xy | hy Xg
X, h3 xl X,
Yo=Xgp ho+X3 h, Yy, = X ho"' Xy h, Y= Xp hg+ X, h,
Figura 5.5 - Ilustragcdo da computagdo da
circular.
5.5) - Produtos de Polindmios

Xs | ho
Xg |
X, | he
Xo| D3
X3
Xg
X,

Y5 = X5 Do+ X, h,
+X ha+Xxohy

Y N-1

convolugdo

0 problema de computar o produto de dois polinémios de uma

variavel, & exatamente o mesmo de computar a convolugdo linear de

duas sequéncias [1]. Isto &,

N-1 v N-1 - 2N-2 K
(Zax)(Zbx") = I C X "
n=0 = m=0 = k=0
N-1
onde ¢, =L a_b "
k i< m k-m
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CAPITULO VI

IMPLEMENTACOES

Nesta secgdo sdo relacionados os algoritmos implementados e
serao descritos alguns detalhes de implementag¢do de dois
algoritmos em linguagem FORTRAN. Uma wvisao macro desses
algoritmos & dada pelas figuras inseridas nos capitulos 4 e 5. No
entanto, procuramos mostrar alguns detalhes de implementa¢3o dos

algoritmos FFT de Cooley-Tukey e Bruun.

No trabalho foram implementados:

1) Computag¢do da convolugdo circular de N termos, N primo,

usando o teorema do resto chinés.

2) Computagdao da convolugdo circular de N termos, N primo,

usando as transformadas de Mersenne.

3) 0 algoritmo FFT de Cooley—-Tukey.



4) Computagdac da convolugdo circular usando algoritmos FFT.

4.1) - Com 3 passos de FFT - sequéncias reais quaisquer.
4.2) - Com 2 pagsos de FFT - Bequéncias reais
pares.

5) 0 algoritmo de Bruun.

A seguir daremos alguns detalhes de 1implementag¢do dos

algoritmos FFT de Cooley-Tukey e Bruun.

Implementag¢do
6.1) O Algoritmo FFT de Cooley-Tukey .

Seja .= XR + jXI uma sequéncia complexa de N termos e seja
X (n) = XR 4+ jXI a transformada discreta de Fourier de Xn onde

8
N=2, 6=1,2,3,4,-..

Algoritmo: Computa transformada discreta de Fourier X(n) de N

pontos

N—1
X(n) = xo(k)wnk s n=20,...,N-1;

n=0

e j = V=1, (6.1)
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de uma sequéncia xm de numeros reals ou complexos,

utilizando fatorag¢3o de matriz conforme secgdo 4.1.
6.1.1) - Obteng3o dos elementos de X(n) - Equag¢do (4.4)
A fatorag3o da matriz N x N em ¢ matrizes N x N e

consequentemente, a solugdo das 8 equa¢des matriciais, é feita

conforme o trecho do programa abaixo:

§l:=6-1
N2:=N/2
K:=0
for L =110 6
begin
while(K < N) do
begin
for I = 1 to N2
beain 81
M:=Valor inteiro de (K/2 )
:=IBR (M)
T:=W x(K + N2)
X(K + N2):= x(K) - T
X(K):=x(K) + T
K:=K + 1
end
K:=K + N2
end
K:=0
§1:=61 - 1
N2:=N2/2
end

e, observando-se gue,

x (k) = x (K} +# Wx _(k + N2} (6.2)
r r-1 r-1
e
x (k + 8/27) = x (k) - Wwx_ _(k +N/20),
r r-1 r-1
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pois WP = WP+N/2

0 sistema de equagdes:

x1(0) = XO(O) + W x0(2)
2. (1) = 201 # Woeai3)
1 0 0
(2} = x.00) + Wom(2)
X1 = Xo + XO
(3) = %.(1) + Wox.(3)
X1 = XO + XO

é o sistema de equagbGes (6.2) com N = 4, r=1, k=0o0ouk-=1,

o
N/2 = 2 e N/J2 = 2. Enquanto que, o sistema de equa¢des:

x,(0) = x,(0) + W0x1(1)

2,01} = x, (0] + W, (1)
2 1 1

-x2(2) = x1(2) + W1x1(3)

%, 13) = % (2) + Wx,(3)
2 1 1

& 0 sistema de equagbes (6.2) com N =4, r =2, k =0o0uk-= 2,

N/2 = 2 e N/2¥ = 1.
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6.1.2) - Reordenamento dos elementos da DFT X(n)

E feito de acordo com o trecho de programa seguinte:

for K=1 1o N
begin
1f(IBR(K)) > K) then
beain -
R:=x(K)
x (K) :=x(IBR(K))
x(IBR(K)) i=R
end
end

6.1.3) - Obteng3o dos elementos da DFT inversa, quando for o caso

Basta chamar a rotina com X(n) no lugar de xo(k) e -k no

lugar de k na equacdo (6.1) e, dividir cada elemento por N.
6.1.4) - Fun¢do IBR
A funcao IBR dada pelo trecho de programa seguinte:

for I =1 o

begin
J:=M/2
IBR:=2*%IBR+ (M-2*J)
M:=J

end

& wutilizada para determinar o valor de p na equag¢do (6.2) e
também & utilizada no reordenamento da DFT em 6.1.2, onde Y(n) &

mudado para X(n) conforme a equagdo (4.10).
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6.2) - 0 Algoritmo de Bruun

Consideremos uma seqguéncia real x de N termos, N = 26.

§ = 4,5,6,7,..., e seja §k = ¥XR + 3jXI a transformada discreta de

Fourier de X -

Algoritmo: Computa transformada discreta de Fourier ik de N pon-

tos
_ N-1 Kk
X, = E 2 W™ ko= Bpses Mg
m=0
W = g J2TLE e j = V-1, (6.3)

de uma sequéncia Xn de niimeros reails, utilizando

restos de divisdo polinomial conforme secgdo 4.5.

6.2.1) - Obtengdo do vetor de raizes (VR)

Na figura 6.3, cada retangulo contém um polinémio da forma
_z4q + azzq+ l, onde a & um nimero real. VR contera os valores de
a de todos os retangulos, onde cada segmento i de VR esta
associado ao nivel i da arvore gerada pelo algoritmo. O primeiro
e o segundo segmentos de VR s3o obtidos em separado, conforme
figqura 6.1. O terceiro segmento de VR ¢ obtido do segundo
segmento de VR da seguinte forma: a primeira metade é& constituida
pelos elementos do segundo segmento e a segunda metade do

terceiro segmento & obtida da segunda metade do segundo segmento,
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observando-se a indicag¢ao das setas conforme a figura 6.1, ou
seja: cada elemento a da segunda metade do segundo segmento, da&
origem a dois elementos b e -b da segunda metade do terceiro
segmento onde b & obtido como segue, b= vY2-a . De modo analogo
obtém-se o quarto segmento de VR a partir do terceiro segmento e
assim sucessivamente. A implementag¢do de VR foi feita de acordo

com as explica¢oes acima.

2% SEGMENTO DE VR

[ I\ \

ol o olo (V|2 o |o Vz“-VE‘Vz-va“‘Nz-\/?Vzn??—\/éWi{

h g | N N
— 2% SEGMENTO DE VR

I* SEGMENTO DE VR ‘ — e

32 SEGMENTO DE VR

Figura 6.1 - Situag¢do do vetor de raizes (VR), para

N = 16 - Algoritmo de Bruun.

E importante observar o processo de dicotomia existente no

algoritmo de Bruun.
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N3o foi possivel localizar nenhum tipo de referéncia
bibliografica, que pudesse ajudar nessa i1mplementagc3o e por isso,
fol necessario muitas horas de trabalho e testes com programas
de computador para que pudessemos concluir integralmente a

implementagdo do algoritmo de Bruun.“

6.2.2) - Obtengdo da matriz de apontadores (para VR)

A figura 6.2 ilustra a situag¢do inicial para o caso em que
N = 32, da matriz de apontadores IAP, que tem como objetivo
localizar os elementos de VR. A primeira coluna de IAP, contém o
inicio de cada segmento de VR, em ordem decrescente, enquanto
que, a segunda coluna de IAP, fornece a quantidade de posigdes
utilizadas em cada segmento de VR. Assim as posigdes de VR, em
cada segmento a serem utilizadas.r s3o obtidas somando-se os

contefidos das colunas 1 e 2 da matriz de apontadores IAP.

15 0
T 0
3 ©
l o)

~Figura 6.2 - Situagdo 1inicial da matriz de apontadores

IAP, para N = 32 - Algoritmo de Bruun.
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6.2.3) - Caminha,

6.2.3.1)

- Caminha:

empilha, obtém wvalores finais e desempilha

Como o algoritmo de Bruun possui uma
estrutura de Aarvore binaria completa, esse
trecho do alqoritmo nos permite caminhar
conveniente e eficientemente na Aarvore gerada
pelo algoritmo. Isto significa calcular os
coeficientes dds restos intermedidrios
obtidos nas divisdes polinomiais e guarda-los
em um vetor até que se possa obter os
elementos correspondentes da DFT. Para
ilustrar essa situag¢do, escolhemos o caso em
que N = 8. As dificuldades aumentam a medida
que N cresce. Para se obter a generalizagdo
do procedimento, foi necessario desenvolver o
algoritmo para N = 4,8,16,32,64 e 128. Além
disso, notou-se que era necessario fazer o
caminhamento em duas etapas. Na primeira,
obtém—-se todos os elementos pares da DFT e na
segunda, obtém-se todos os elementos impares
da DFT. O controle do desempilhamento dos
restos intermediarios & feito através do

parametro ”"m” conforme a subrotina "DPILHA”"
do programa de computador 7ZEBRUUN", que se
encontra na biblioteca de subprogramas

FORTRAN do NPD-UFPb.
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A

figura 6.3 i1lustra o procedimento de como obter os restos

intermedi3rios e consequentemente os valores correspondentes dos

elementos da DFT. O procedimento & o seguinte:

1)

2)

3)

4)

5)

6)

obtém-se e guardam-se R, e R,

com R11 obtém-se XO e X4 .

e X

volta-se a R, e obtém-se R e, consequentemente §6 2°

1 12

volta-se ao inicio xm. Obtém-se e guardam-se R2 e R21.

com R21 obtém-se XS € X3.

volta-se a R2 e obtém-se R22 e, consequentemente §7 e §1.
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Figura 6.3 - Diagrama do algoritmo de Bruun para N = 8.
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6.2.3.2) - Empilha: Obtém restos intermedidrios e armazena-os em

uma pilha (vetor de trabalho).

6.2.3.3) - Obtém valores finais: Obtém os elementos da transfor-

mada‘-discreta de Fourier ik'

6.2.3.4) - Desempilha: Quando obtemos um par de valores finais,
| um determinado resto 1intermediario deve

ser eliminado da pilha (vetor de

trabalho). Aquil, selecionamos o préximo

resto, para reiniciar o caminhamento na

arvore.

6.2.4) - Rotina rapida de divis3o: Restos de divisdo de poliné-

mios, no algoritmo de Bruun.

Consideremos a equagac polinomial

Dix) = dix)0(x) = rix). (6.4)
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Os coeficientes de r(x) em (6.4) podem ser obtidos
rapidamente explorando a forma especial de d(x) no caso do

algoritmo de Bruun. Para N = 8 tem-se:

D(x) = d7x7+d6x6+dsx5+d4x4+d3x3+d2x2+q1x+d0..
4 2 -
d(x) = x +ax " +1, onde a € um dos elementos de VR.
3 2
Q(x) = gyx"+g,X"+q,X+q, -
_ 3 2
r{x) = LaX™ 4T X +r1x+r0 "

Nosso objetivo & determinar os coeficientes de r(x) no caso
em que a # 0 pois, 8se a = 0 existe uma maneira de calcular
rapidamente os coeficientes de r(x) [13].

Resolvendo a equag¢do polinomial (6.2) obtem-se:

Co2
ry = (d, - ads) + (a° - 1)d7

____________________________ (6.5)
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A generalizac¢do da rotina com a# 0, sd foi possivel mediante
os resultados obtidos para N = 16 e para N = 32 e, 1isso levou
muito tempo em virtude dos graus dos polinémios envolvidos
tornarem-se muito elevados. A partir dal, observou-se entdo que
os coeficientes de r(x) seriam obtidos em duas etapas, conforme
{6.3) . Na primeira etapa, obtémiée a primeira metade dos
coeficientes de r(xX) e na segunda etapa, obtém-se a segunda
metade dos coeficientes de r(x). E bom lembrar que (o]:]
coeficientes de r(x) estdo em ordem decrescente das poténcias de

Xx. Tem—se, assim:

N/4-1 1
rix) = izo (d; - dj.n/2 * 294 n/24n/8) % #
N/4-1 2 K
+ k=§/4(dk - adk+N/4 + (a _1)dN/2+N/4)x .

Se considerarmos os polinémios D(x), d(x) e Q(x) escritos em
poténcias decrescentes de x, os coeficientes de r(X) serao

modificados. Essa modificag3o fol necessaria na implementagdo do

2
xN/

algoritmo, haja vista os casos em que d(x) = - 1 ou

xN/2

d(x) = + 1 [131.

Observe na figura 6.3 que d(x) & sempre o polinémio contido

em cada retdngulo.
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6.2.5) - Obtengdo da DFT ik de x_

Na subsecgdo 6.2.3, nés determinamos os valores dos

elementos da sequéncia xk v 86 Qque esses valores aparecem
desordenados. Para reordenar eases_yalores na ordem correta, foi
necessario gerar os indices dos elementos da sequéncia ik . de
acordo com o-diaqrama apresentado na figura 6.3. Esses 1indices
foram gerados inicialmente para N = 4,8,16 e 32. A seguir, foi
feita a generaliza¢do para qualquer N. A figura 6.4, 1ilustra o
procedimento para obtermos os indices dos elementos da sequéncia
ik de N termos, a partir dos indices dos elementos da sequéncia
ik de N/2 termos.

A generalizagdo da obtengdo desses indices s6 foi possivel
apés desenvolvermos na Integra o. algoritmo, para as quatro
situagcdes acima. A partir dal, observou-se que os indices da DFT
de 8 pontos poderiam ser obtidos dos indices da DFT de 4 pontos.
De modo anéloqo. os iIndices da DFT de 16 pontos poderiam ser
obtidos dos indices da DFT de 8 pontos e também, os indices da
DFT de 32 pontos poderiam ser obtidos dos indices da DFT de 16
" pontos. Com isso, verificou-se que se tivermos os indices de uma
DFT de N/2 pontos, podemos obter os indices da DFT de N pontos da
seguinte forma: o primeiro indice & sempre 0 e o segundo é& sempre
N/2, o tiltimo indice & sempre 1 e o peniultimo & sempre N-1. A
partir dal, os demais indices da DFT de N pontos s3o obtidos
conforme a figura 6.4, observando-se que exceto o primeiro e o

filtimo indices da DFT de N/2 pontos, cada um dos demais Indices 1

da DFT de N/2 pontos gera dols indices i e k na DFT de N pontos.
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Um desses 1Indices i é& igual ao indice da DFT de N/2 pontos e
outro indice k satisfaz a relagdo k = N-i. Como vemos, os indices
da DFT de N pontos s3o sempre gerados de dois em dois. Como ndo
havia dividas de como obter os indices dos elementos das DFTs de
8, 16 e 32 pontos a partir dos indices dos elementos da DFT de 4
pontos, utilizamos a partir dal o computador, onde foram feitas
centenas de teéstes com um programa computéndo a DFT diretamente
pela definigdo (6.3) e outro o programa, computando a mesma DFT
pelo algoritmo de Bruun. Muito tempo fol necessario para comparar

tais resultados.
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e N=8 N =16 N=32

] . B
. \ ‘] —: ;:]
: —

Figura 6.4 - obtengdo dos indices dos elementos de uma
DFT de N pontos a partir dos indices dos
elementos de uma DFT de N/2 pontos

Algoritmo de Bruun.
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CAPITULO VII

RESULTADOS NUMERICOS, CONCLUSOES E SUGESTOES

7.1 ) - Resultados

Além da 1mplementag¢do do algoritmo de anlay—Tukef o7 [
mencionada na sec¢ao 6.1, wutilizamos o mesmo algoritmo com outra
implementa¢do [8], bem diferente desta. De modo que foi possivel
comparar o tempo de execugdo do algoritmo de Bruun com as duas
versées do algoritmo de Cooley-Tukey. A tabela 7.1 relaciona o
tempo de execugdo, em segundos, dos trés algoritmos, executados
em WATFIV num computador IBM-4341 com o© sistema operacional
08/VS1 num ambiente VM para valores de N entre 16 e 1024. Para
cada wvalor de N os programas foram executados quatro vezes e em
seguida, feita a média aritmética desses gquatro tempos. Para se
obter tais tempos, eliminaram-se a entrada e a salda de dados. Os
dados de entrada foram gerados aleatoriamente e colocados em uma

declaragdao DATA e por 1sso, infelizmente, sé foi possivel



executar os programas em WATFIV até N = 1024. Para N = 2048 usou-
se o0 mesmo procedimento acima, porém, o8 programas foram
compilados e executados em FORTRAN VS, também no IBM-4341 e,
verificou-se que o tempo de execu¢do neste caso & 1insignificante
(da ordem de centésimos de segundos) para qualquer um dos
algoritmos. Adotando a seguinte convengdo:

TBRUUN - Tempo do algoritmo de Bruun,
TCTUKEY1l - Tempo do algoritmo de Cooley-Tukey [2],
TCTUKEY2 - Tempo do algoritmoc de Cooley-Tukey [8],

a tabela 7.1 exibe os tempos médios obtidos em quatro execug¢des

para todos os algoritmos.

Tabela 7.1 - Tempo de exXecugdo, em segundos, dos algoritmos de
Bruun e Cooley-Tukey (média de 4 execugOes para cada

N, com sequéncias reais).

+
I
I
|
|
I
]

- +
|
I
I
I
I
]
|

- +
I
I
I
I
I
I
I
|

-+
I
I
I
I
I
I
I
I

g

i N TBRUUN |TCTUKEY1liTCTUKEYZ2!
dm————— B e o ——— +
i 16 4 0.17% ¢ 0.205 ¥ 0.222 |
H 32 &% 0.267 ¢ 0.272 V¥ 0.292 |
H 64 | 0.467 | 0.552 | 0.455 H
v 128 1 0.810 | 1.142 | 0.837 H
i 25%6 | 1.677 |\ 2.507 i1 1.707 |
] B12 | 3.480 1 5.707 i 3.522 i
i 1024 | 7.060 | 12.882 | 7.690 |
$—————= o Fmmm————— fmm +

Para verificar se de fato o tempo de computagdo (execugao)

em qualquer um dos algoritmos FFT implementados & realmente
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proporcional a Nloqu, foram usados os tempos obtidos em todas as
execu¢gdes (quatro vezes para cada N) numa regressdo linear do
tempo T em fungdo de Nloqu. isto &: T = aNloqu + § + erro, para
cada um dos algoritmos. Constatou-se que em qualquer uma das
situagdes, o coeficiente de determ}nacéo Rz €& maior que B80% e,
isto garante, de acordo com a metodologia utilizada na regressdo

linear, que a proporcionalidade & boa.
A tabela 7.2 mostra a estatistica referente aos algoritmos

de Bruun (BRUUN), de Cooley-Tukey (CTUKEYl) primeira versdo [2] e

(CTUKEY2) segunda versao [8].

Tabela 7.2 - Resultados da regressdo linear do tempo em fungao de

NlogzN.

e ettt o o e
i ALGORITMO | o ' B H R H
o o ———— e —— Fm————— +
i BRUUN i 0.0017 ¢ 0.0012 | 99,8% |
e F-m————— o ————— t-—————— +
! CTUKEY1l i1 0.0031 1 =-0.3316 | 99,52 !
| Smms - s A Fom————— +
i CTUKEYZ 1 0.0018 | -0.0373 | 99,6% |
e ——— e ————— e fm—————— +

Comentdrios sobre os resultados relacionados na tabela 7.2.

BRUUN : Sé aritmética real mas tem overhead das divisdes

polinomiais (calculo do resto).
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CTUKEY1l : Opera com parte real e imaginadria mas ndo tem calculo
de resto de divisdo de polinbmios. A implementac¢3oc deve
ter sido muito direta. Embora obedegca T = aNloqu + B

+ erro os tempos s3o substancialmente maiores conforme

tabela 7.1.

CTUKEY2 : Opera com parte real e imagindria mas n3o tem calculo
de restos de divis3o de polindémios, o que pode explicar
a taxa de crescimento do tempo de execugdo com Nloqu

gquase 1igual ao do algoritmo de Bruun.
7.2) - Conclussdes

Os algoritmos relacionados nas sec¢goes 6.1 e 6.2 mostram que
existem pelo menos duas maneiras diferentes de computar a
convolugado circular de N termos, com N primo, produzindo o mesmo

resultade. Além disso, o algoritmo mencionado na subsecg3o 6.4.1

mostra gque a convolugdo circular de N termos com N = 25 A § =
1,2,3,... pode ser computada utilizando-se qualquer um dos FFTs
mencionados nas secgoes 4.1 a 4.5. 1Isso demonstra que diferentes

métodos computacionais podem resolver eficientemente o mesmo
problema matematico. Por outro lado, as arlica¢des do teorema do
resto chinés e do algeritmo de Bruun mostram a grande importdncia
da A&lgebra (aritmética residual), na resolugdao de problemas

ligados & Engenharia Elétrica.
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Com relagdo a parte de implementa¢do, podemos observar que
nem tudo que matematicamente ¢é simples sera simples de
implementar. Um exemplo disso, & a implementa¢do do algoritmo de
Bruun. Por outro 1lado, a maneira de 1implementar um mesmo
algoritmo tem influéncia na eficiéq;ia da rotina computacional
(v. comparagao das taxas de varia¢do do tempo com Nlog_N nas duas

2
implementagbes do algoritmo de Cooley-Tukey).

7.3) - 8Sugestoes

Sugerimos como assunto para trabalhos adicionais,

i) 0 estudo completo, aplica¢bes e 1implementa¢des dos
algoritmos mencionados na secg¢do 4.6
i1) Implementar a convolugadao circular de p pontos, p primo,
através de transformadas de Mersenne, para qualquer p.
11i) Implementar a convolugdo circular de N termos através do
teorema .do resto chinés para N = N1 X N2. com N1 e N2
mutuamente primos.
iv) Estudar uma 1implementa¢d3o eficiente da transformada de

Mer senne (a nossa foi uma implementa¢do direta, com

ntimero de multiplica¢des proporcional a pz).
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