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RESUMO 

As transformações de F o u r i e r são usadas com frequência em 

Análise Numérica e no processamento d i g i t a l de s i n a i s è uma 

f e r r a m e n t a indispensável de análise e s i n t e s e de d i s p o s i t i v o s 

como f i l t r o s d i g i t a i s . A avaliação de t r a n s f o r m a d a s d i s c r e t a s de 

F o u r i e r usando d i r e t a m e n t e a sua definição ê um processo 

computacionalmente d i s p e n d i o s o ; f e l i z m e n t e e x i s t e m a l g o r i t m o s que 

permitem t o r n a r o processo mais e f i c i e n t e , conhecidos como 

a l g o r i t m o s de transformação rápida de F o u r i e r , aos q u a i s nos 

r e f e r i m o s p e l a s suas i n i c i a i s em inglês FFT, de Fast F o u r i e r 

T r a n s f o r m . 

Motivados p e l o s f a t o s acima e também p e l a utilização de FFT 

na computação e f i c i e n t e da convolução, ne s t e t r a b a l h o 

a) f izemos um estudo dos fundamentos matemáticos das 

transformações rápidas; 

b) analisamos as d i v e r s a s formulações de a l g o r i t m o s de 

transformação rápida, em p a r t i c u l a r , FFT, t r a n s f o r m a d a de 

Mersenne e o teorema do r e s t o chinês; 

x 



estudamos e r e a l i z a m o s a implementação de alguns 

a l g o r i t m o s de transformação rápida para a v a l i a r as 

diferenças e n t r e os a l g o r i t m o s d e f i n i d o s matematicamente 

e as suas implementações como um s o f t w a r e r o b u s t o , 

e f i c i e n t e e portátil; e 

estudamos e r e a l i z a m o s a implementação de al g u n s 

a l g o r i t m o s de computação rápida de convoluções. 

x i 



ABSTRACT 

The F o u r i e r t r a n s f o r m s are o f t e n used i n Numerical A n a l y s i s 

and i n D i g i t a l S i g n a l P r o c e s s i n g t h e y are fundamental t o o l s f o r 

a n a l y s i n g and s y n t h e s i z i n g d e v i c e s as d i g i t a l f i l t e r s . E v a l u a t i o n 

o f d i s c r e t e F o u r i e r t r a n s f o r m s u s i n g i t s d e f i n i t i o n d i r e c t l y i s a 

c o m p u t a t i o n a l l y expensive p r o c e s s ; f o r t u n a t e l y , t h e r e e x i s t 

a l g o r i t h m s t h a t a l l o w t h e process t o become more e f f i c i e n t , known 

as f a s t F o u r i e r t r a n s f o r m s , t o w h i c h we r e f e r as FFT. 

M o t i v a t e d by t h e above f a c t s and a l s o by t h e use o f FFT i n 

e f f i c i e n t l y computing c o n v o l u t i o n s , i n t h i s work: 

a) we have s t u d i e d t he m a t h e m a t i c a l f o u n d a t i o n s o f f a s t 

t r a n s f o r m s ; 

b) we have a n a l i z e d d i f f e r e n t f o r m u l a t i o n s o f f a s t t r a n s f o r m 

a l g o r i t h m s , i n p a r t i c u l a r , FFT, Mersenne t r a n s f o r m and 

t h e Chinese Remainder Theorem; 

x i i 



c) we have s t u d i e d and implemented some f a s t t r a n s f o r m 

a l g o r i t h m s i n o r d e r t o e v a l u a t e t h e d i f f e r e n c e s between 

a l g o r i t h m s d e f i n e d m a t h e m a t i c a l l y and t h e i r 

i m p l e m e n t a t i o n s as r o b u s t , e f f i c i e n t , and p o r t a b l e 

s o f t w a r e ; and 

d) we have s t u d i e d and implemented some f a s t c o n v o l u t i o n 

a l g o r i t h m s . 

x i i i 



CAPITULO I 

INTRODUÇÃO 

Qualquer solução c o m p u t a c i o n a l dada a um problema matemático 

deve l e v a r em consideração d o i s f a t o r e s i m p o r t a n t e s : o tempo de 

computação e o espaço de memória necessário. Por i s s o às vezes, 

r e s o l v e r um s i m p l e s problema de matemática pode s i g n i f i c a r 

r e s o l v e r um complexo problema de computação. A razão d i s s o é que 

nem aempre a linguagem de programação e s c o l h i d a f a c i l i t a a 

implementação dese j a d a . Por exemplo, a linguagem de programação 

FORTRAN não p o s s u i r e c u r s i v i d a d e f m u i t o embora frequentemente 

precisemos d e l a , como veremos na implementação do a l g o r i t m o de 

Bruun (cap. 6 ) . A necessidade de a l g o r i t m o s rápidos pode ser 

j u s t i f i c a d a observando-se que se computássemos uma Transformada 

D i s c r e t a de F o u r i e r (DFT), X k de N termos, d i r e t a m e n t e p e l a 

2 
definição (cap. 3 ) , o tempo de computação s e r i a p r o p o r c i o n a l a N 



enquanto que os a l g o r i t m o s de transformação rápida (FFT - Fast 

F o u r i e r T r a n s f o r m ) , computam a mesma DFT X k num tempo 

p r o p o r c i o n a l a N l o g 2 N , que s i g n i f i c a uma redução drástica do 

tempo quando comparamos N com Nl o g 2 N . Para N • 1024 essa redução 

è quase de 200 para 1. Em 1965, Cooley 8. Tukey [ 4 ] p u b l i c a r a m um 

a l g o r i t m o FFT para computação da t r a n s f o r m a d a d i s c r e t a de 

F o u r i e r , aplicável quando N é um número composto, i s t o é, N ê o 

pr o d u t o de d o i s ou mais i n t e i r o s . 

A DFT c o n s t i t u i uma f e r r a m e n t a matemática poderosa para 

r e s o l v e r d i v e r s o s problemas da f i s i c a que envolvem relações e n t r e 

o dominio do tempo e o dominio da frequência. Como na 

representação de um s i n a l d i s c r e t o . Além d i s s o , uma das 

p r i n c i p a i s aplicações da DFT è a computação de convoluções 

d i s c r e t a s e essas convoluções por sua vez, c o n s t i t u e m uma c l a s s e 

de f e r r a m e n t a s m u i t o u t i l i z a d a por e n g e n h e i r o s de comunicações, 

por duas razões [ 3 ] : 

I ) a convolução è um modelo dos processos f i s i c o s que 

se tornam a t i v o s em um s i s t e m a l i n e a r . 

I I ) a convolução a u x i l i a no ent e n d i m e n t o das relações 

e n t r e o dominio do tempo e o do m i n i o da frequência. 

O p r i n c i p a l o b j e t i v o d e s t e t r a b a l h o è a computação rápida e 

e f i c i e n t e da t r a n s f o r m a d a de F o u r i e r e convoluções, h a j a v i s t a a 

grande importância de suas aplicações práticas. Por i s s o , 

selecionamos e implementamos a l g u n s a l g o r i t m o s para computação da 

2 



DFT e convoluções com algumas restrições. Alguns r e q u i s i t o s foram 

obedecidos a f i m de que t a l implementação v i e s s e a c o n s t i t u i r - s e 

em um s o f t w a r e c i e n t i f i c o transportável. Em v i r t u d e dos vários 

assuntos e n v o l v i d o s e para uma melhor compreensão do t r a b a l h o , 

adotamos o s e g u i n t e d e s e n v o l v i m e n t o : 

1 - Uma revisão da aritmética modular (aritmética 

r e s i d u a l ) onde abordamos o teorema do r e s t o chinês 

e suas aplicações práticas, bem como os números de 

Mersenne e os números de Fermat. 

2 - D e f i n i m o s as t r a n s f o r m a d a s c o n t i n u a e d i s c r e t a de 

F o u r i e r onde procuramos f a z e r um p a r a l e l o e n t r e 

ambas. D e f i n i m o s também as convoluções c o n t i n u a 

( i n t e g r a l ) e d i s c r e t a . Mostramos a diferença e n t r e 

a convolução l i n e a r e a convolução c i r c u l a r . 

3 - Fizemos um estudo de al g u n s a l g o r i t m o s de 

transformações rápidas [ 2 ] e [ 1 3 ] , d e t a l h a n d o 

completamente o a l g o r i t m o FFT de Cooley-Tukey e o 

a l g o r i t m o de Bruun. Relacionamos a l g u n s a l g o r i t m o s 

de transformações m u l t i d i m e n s i o n a i s . 

4 - Fizemos um estudo d e t a l h a d o de três a l g o r i t m o s que 

computam convoluções rápidas: 

I ) computação de convolução através do 

teorema do r e s t o chinês, 

3 



I I ) computação da convolução através de 

t r a n s f o r m a d a s de Mersenne e 

I I I ) computação da convolução através de 

a l g o r i t m o s Fast F o u r i e r TranBform - FFT. 

5 - A p e s a r dos programas de computador, implementados 

em linguagem FORTRAN, não constarem a q u i , damos uma 

visão g e r a l do pr o c e d i m e n t o c o m p u t a c i o n a l desses 

a l g o r i t m o s ( * ) . 

6 - Por f i m , apresentamos r e s u l t a d o s numèricoB, as 

conclusões e sugestões. 

(*) - os programas a que nós nos r e f e r i m o s , encontram-se a 

disposição dos i n t e r e s s a d o s , na b i b l i o t e c a de s u b r o t i n a s 

FORTRAN no NPD - UFPb - CAMPUS I I , que tem como reponsàvel 

o P r o f . Mário T o y o t a r o H a t t o r i . 

4 



CAPITULO I I 

ARITMÉTICA RESIDUAL 

2.1) - D i v i s i b i l i d a d e , máximo d i v i s o r comum e a l g o r i t m o de 

E u c l i d e s 

Sejam a e b d o i s i n t e i r o s , com b p o s i t i v o . A divisão de a 

por b è d e f i n i d a por a = bq + r , 0 < r < b, onde q è chamado o 

q u o c i e n t e e r è chamado o r e s t o . Quando r = 0, b e q são f a t o r e s 

ou d i v i s o r e s de a, e neste caso, dizemos que b d i v i d e a e 

denotamos por b/a. Quando a não p o s s u i o u t r o s d i v i s o r e s além de 

+1 e +a, dizemos que a é pr i m o , caso contrário dizemos que a è 

composto. 

Quando a ê composto, podemos sempre f a t o r a r a em um p r o d u t o 

de potências de números primos p^ , onde c^ è um i n t e i r o 

p o s i t i v o , com 



c. 
a =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n p 1 

i i 

O teorema fundamental da aritmética, g a r a n t e que e s t a 

fatoração è única [ 1 3 ] . 

0 maior i n t e i r o p o s i t i v o d que d i v i d e d o i s i n t e i r o s a e b é 

chamado o máximo d i v i s o r comum e n t r e a e b e è denotado por 

d = (a,b) 

Quando d - (a,b) = 1, dizemos que a e b são mutuamente 

primos ou pr i m o s e n t r e s i . 

De acordo com o a l g o r i t m o de E u c l i d e s [ 1 2 ] , dados a,b 

i n t e i r o s não n u l o s , e x i s t e um único par ( q , r ) de números i n t e i r o s 

t a l que: 

a = bq + r com 0 < | r | < |b| 

2.2) - Congruências e r e s i d u o s 

Seja E um c o n j u n t o não v a z i o e s e j a R uma relação de 

equivalência sobre E [ 1 2 ] . Para todo elemento a de E o c o n j u n t o 

ã = { x E E/x E a mod R} 

ê denominado c l a s s e de equivalência módulo R determinada p e l o 
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elemento a e e s t e elemento, por sua vez, è chamado r e p r e s e n t a n t e 

da c l a s s e de equivalência a. Assim, p a r a t o d o número i n t e i r o a o 

c o n j u n t o 

ã = { r EZ/r = a mod m} 

onde Z é o c o n j u n t o dos números i n t e i r o s [ 1 1 ] , é a c l a s s e de 

equivalência determinada por a segundo a relação de congruência 

módulo m; diremos neBte caso, que a é a c l a s s e de equivalência 

módulo m determinada p e l o i n t e i r o a, ou, que a è a c l a s s e de 

r e s t o s módulo m determinada p e l o i n t e i r o a [ 1 2 ] . 

Dois i n t e i r o s a e b p e r t e n c e n t e s a mesma c l a s s e de 

equivalência são d i t o s c ongruentes módulo m e t a l equivalência é 

denotada por 

azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 5 b mod m . 

Assim, d o i s i n t e i r o s a e b são c o n g r u e n t e s módulo m se m/(a-

b) [ 1 0 ] . 

Para nós, a relação r E a mod b significará que r é o r e s t o 

da divisão de a por b [ 1 3 ] . 

7 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

/  



2.3) - Polinómios ciclotônicos 

Definição 1: Uma r a i z da unidade no c o n j u n t o dos números 

complexos é um número w t a l que w n = 1 para 

algum i n t e i r o n. 

Proposição- 1: x n - l tem n zeros d i s t i n t o s em C,o c o n j u n t o dos 

n 

números complexos. Os zeros de X - 1 são as n-

èsimas r a i z e s da unidade [ 5 ] . 

são pr e c i s a m e n t e as 

è chamado o n-èsimo 

Definição 2: Um polinómio c u j o s zeros 

r a i z e s n-êsimas da unidade 

polinómio ciclotômico. 

2.4) - A função $ de E u l e r e o teorema de E u l e r 

Definição 3: a função $ de E u l e r $(m) [ 9 ] ê d e f i n i d a como 

segue: 

N N 

m H- $ (m) = s, 

onde M é o c o n j u n t o dos números n a t u r a i s e s è o número de 

i n t e i r o s p o s i t i v o s menores ou i g u a i s a m e r e l a t i v a m e n t e primos 

com m. 
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Ex.:$(10) = 4 p o i s , os i n t e i r o s menores ou i g u a i s a 10 são 

1,2,3,4,5,6,7,8,9 e 10. E os menores ou i g u a i s a 10 e 

r e l a t i v a m e n t e p rimos com 10 são 1,3,7 e 9. Logo $(10) = 4. 

0 teorema de E u l e r [ 6 ] : 

Sejam a e m números i n t e i r o s e p o s i t i v o s . Se (a,m) = 1, 

então 

*(m) _ . -
a - 1 mod m 

2.5) 0 teorema do r e s t o chinês 

Sejam m̂  e k i n t e i r o s p o s i t i v o s m aiores que 1 com (m^, m^) = 

1 para i ^ j. O c o n j u n t o de congruências l i n e a r e s x = r ^ módulo 

m ^ ( i = l , . . . , k ) tem uma única solução módulo M com 

k 
M =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n m. 

i = 1 1 

onde, k è o número de congruências l i n e a r e s . 

Prova: a prova do teorema é e s t a b e l e c i d a usando-se as relações 

k 

xzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I (M/m.)r.T. mod M (2.1) 

(M/m i)T i = 1 mod . (2.2) 9 



A equação (2.2) d e f i n e k congruências l i n e a r e s . Como os 

são r e l a t i v a m e n t e p r i m o s , ( n ^ , (M/m^)) = 1 e cada uma dessas 

congruências tem uma única solução que pode ser computada p e l o 

a l g o r i t m o de E u c l i d e s ou p e l o teorema de E u l e r . Vamos agora 

r e d u z i r x em (2.1) módulo m u e x c e t o para M/mu, todas as 

expressões M/m̂  contem como um f a t o r e p o r t a n t o , são i g u a i s a 

zero módulo mu.~ Consequentemente, (2.1) reduz-se a 

x = (M/m ) r T. mod m (2.3) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
u u  u  u  

e, já que (2.2) i m p l i c a que (M/m,.)T„zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA -  1 mod m (2.3) t o r n a - s e 

x = r mod , para t o d o u. P o r t a n t o , a equação (2.1) é 

a solução do teorema. 

Exemplo 2.1 

Como ilustração do teorema, vamos e n c o n t r a r a solução do 

c o n j u n t o de congruências l i n e a r e s 

x = 2 mod 3 

x = 1 mod 4 

x E 3 mod 5 

10 



Solução: temos que = 2, = 1 , r 3 = 3, = 3, m2 = 4, m̂  = 5, 

M = 3.4.5 = 60, M/m1 = 20, M/m2 = 15 e M/m3 = 12. As 

congruências 1 EzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2QT^ mod 3, 1 = 15T 2 mod 4 e 1 = 12T 3 

mod 5 Bão r e s o l v i d a s r e s p e c t i v a m e n t e por = 2, T 2 = 3 

e TzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 3= 3. Consequentemente, ... 

x = (20.2.2 + 15.1.3 + 12.3.3) mod 60 

o que i m p l i c a x = 53. 

2.5.1) - Aplicações 

0 teorema do r e s t o chinês também é frequentemente usado para 

t r a n s f o r m a r uma sequência de dados x m de M pontos u n i d i m e n s i o n a i s 

para um c o n j u n t o de dados k - d i m e n s i o n a l (também com M p o n t o s ) . 

I s t o è dado observando-se que se n ê d e f i n i d o módulo M, com n = 

0....M-1, podemos r e d e f i n i r n p e l o teorema do r e s t o chinês como 

k 

n = I (M/m.)n.T. mod M (2.4) 
" i - 1 1 1 1 

onde n. e i assumem os v a l o r e s 0,...,m.-l. Este mapeamento sò è zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
í í 

possível quando M f o r um p r o d u t o de f a t o r e s m^ r e l a t i v a m e n t e 
k 

primoB (M =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n m ) . Este mapeamento è m u i t o i m p o r t a n t e para a 
i - 1 1 

computação da t r a n s f o r m a d a d i s c r e t a de F o u r i e r e convoluções 

[ 1 3 ] . 
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Exemplo 2.2 

Supondo que M = 6, vamos f a z e r uma aplicação da equação 

( 2 . 4 ) . Neste caso, = 2 e m2 = 3. Logo n = 0,1 e = 0,1,2. A 

sequência n è dada por {0,1,2,3,4,51. Por ( 2 . 2 ) , c o n c l u i m o s que 

T 1 • 1 e T 2 • 2. Por ( 2 . 4 ) , temos que 

nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 5 ( 3 n i + 4 n 2 ) mod 6 , 

de modo que, quando o par n^ , n 2 assume sucessivamente os v a l o r e s 

{ ( 0 , 0 ) , ( 1 , 0 ) , ( 0 , 1 ) , ( 1 , 1 ) , ( 0 , 2 ) , ( 1 , 2 ) 1 , a sequência n t o r n a -

se {0,3,4,1,2.51. 

2.6) - Números de Mersenne e números de Fermât 

Os números de Mersenne são d e f i n i d o s por M • 2 ^ - 1 , com 

p > 2 primo. Enquanto que os números de Fermât são d e f i n i d o s por 

F. = 2 + 1 , onde t è q u a l q u e r i n t e i r o p o s i t i v o [ 1 3 ] . 

2.7) - Álgebra p o l i n o m i a l 

A álgebra p o l i n o m i a l f o r n e c e uma i m p o r t a n t e r e g r a no 

processamento d i g i t a l de s i n a i s , p o i s a convolução e o u t r a s 

extensões e t r a n s f o r m a d a s d i s c r e t a s de F o u r i e r , podem ser 

expressas em termos de operações sobre os polinómios [ 1 3 ] . 
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2.7.1) - A convolução 

Consideremos a convolução v de duas sequências x e h de N 
r m n 

termos 

N-1 
y = E h x r = 0,...,2N-2 (2.5) 

n=0 n n 

Suponhamos que os N elementos de e h re p r e s e n t e m os 

c o e f i c i e n t e s dos polinómios X(z) e H(z) de gra u N-1 na variável 

z. Temos 

N-1 N-1 
X(z) =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I x z m e H ( z ) = £ h z n 

n m „ n 
m=0 m=0 

Se nós m u l t i p l i c a r m o s H(z) por X ( z ) , o r e s u l t a d o será um 

polinómio Y(z) de grau 2N-2, já que H(z) e X(z) têm gra u N-1. 

Assim, 

2N-2 
Y(z) = H ( z ) X ( z ) = E a z . 

• r=0 

r 
Na multiplicação p o l i n o m i a l cada c o e f i c i e n t e a r de z è 

o b t i d o somando-se to d o s os p r o d u t o s h x t a i s que n + m = r . 
n m 

Consequentemente, m • r - n e 

N-1 
av = Vv = E h x e, n o r t a n t o , 
í J r

 A n r - n 
n=0 

2N-2 

Y(z) = E y r z
r . (2.6) 

r=0 
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A equação (2.6) mostra que a convolução de duas sequências 

pode ser t r a t a d a como a multiplicação de d o i s polinómios. Além 

d i s s o , se a convolução d e f i n i d a por (2.5) f o r c i r c u l a r , os 

I n d i c e B r , m e n Bão d e f i n i d o s módulozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA N . AsBim, em uma convolução 

c i r c u l a r nÔB temos N 0 (o r e B t o da divisão de N por N é z e r o ) . 

I B Í O i m p l i c a que z N = 1 e p o r t a n t o , a convolução c i r c u l a r pode 

ser v i B t a como o p r o d u t o dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA d o i B polinómios módulo o polinómio 

z - 1 [ 1 3 ] , i s t o è: 

Y (z) = H ( z ) X ( z ) mod ( z N - 1 ) . 

2.8) 0 Teorema do Resto Chinês 

2 N-1 

Seja H(z) = a 0 + a. z + a 2 z +....+ a N _ 1 z e Buponhamoa que 

P(z) é o p r o d u t o de d polinómios P (z) não tendo f a t o r e s comuns, 

i s t o è: 

P(z) =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n P. (z) com P. e P , / u, 
1=1 i í u 

r e l a t i v a m e n t e p r i m o s , então [ 1 3 ] 

d 
H(z) - Z S . ( z ) H . ( z ) mod P(z) 

" i = 1 1 1 

onde ^ ( z ) = H(z) mod P i (z) e, para cada v a l o r u de i tem-se: 

S u ( z )zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 5 0 mod P ± ( z ) , i u. 
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S (z) = 1 mod P,(z) 
u u 

e 

S (z) 
u 

E T (z) 
d zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
n 

i = 1 
P. (z) 
1 

mod P(z) 

Com T (z) d e f i n i d o por 

T (z) II P.(z) = 1 mod P (z) 
u i = 1 1 U 

i ^ u 
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CAPITULO I I I 

TRANSFORMAÇÕES DE FOURIER E CONVOLUÇÕES 

3.1) - Transformações de F o u r i e r 

As transformações de F o u r i e r p r o p o r c i o n a m uma representação 

a l t e r n a t i v a , no domínio da frequência, pa r a s i n a i s e s i s t e m a s 

normalmente d e s c r i t o s no domínio do tempo, f a c i l i t a n d o assim a 

análise de vários fenômenos físicos (ex. t r a t a m e n t o e transmissão 

de s i n a i s elétricos) estudados em e n g e n h a r i a . Entram na análise 

de e s t a b i l i d a d e de m u i t o s métodos numéricos, e s p e c i a l m e n t e no 

método das diferenças f i n i t a s , a p l i c a d o aos problemas de v a l o r 

i n i c i a l em equações d i f e r e n c i a i s p a r c i a i s [ 1 5 ] , e também usado na 

solução de problemas de v a l o r e s i n i c i a l e de f r o n t e i r a (PVIF) em 

equações d i f e r e n c i a i s p a r c i a i s [ 7 ] . 



3.1.1) - A i n t e g r a l de F o u r i e r 

Definição: a i n t e g r a l de F o u r i e r é d e f i n i d a p e l a expressão 

H ( f ) =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA F h ( t ) e " j 2 ^ f t d t , j = /TT . (3.1) 

Se a i n t e g r a l em (3.1) e x i s t i r para cada v a l o r do parâmetro 

f então a equação (3.1) d e f i n e H ( f ) , a t r a n s f o r m a d a de F o u r i e r de 

h ( t ) [ 2 ] . Nas aplicações práticas, h ( t ) ê c o n s i d e r a d a uma função 

da variável tempo ( t ) e, H ( f ) ê c o n s i d e r a d a uma função da 

variável frequência ( f ) . 

Em g e r a l , a t r a n s f o r m a d a de F o u r i e r ê um número complexo da 

forma 

H ( f ) = R ( f ) + j l ( f ) 

onde, R ( f ) ê a p a r t e r e a l da t r a n s f o r m a d a de F o u r i e r e I ( f ) è a 

p a r t e imaginária da t r a n s f o r m a d a de F o u r i e r . 

Definição: A t r a n s f o r m a d a i n v e r s a de F o u r i e r [ 2 ] ê d e f i n i d a 

como 

j 2 i r f t , 
h ( t ) = / H ( f ) e d f , j = /=T 

(3.2) 
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Se as funções h ( t ) e H ( f ) são r e l a c i o n a d a s p e l a s equações 

(3.1) e ( 3 . 2 ) , as duas funções são c o n s i d e r a d a s um par de 

t r a n s f o r m a d a s de F o u r i e r e, nôs indicamos e s t a relação com a 

notação 

h ( t ) <=> H ( f ) . 

Algumas p r o p r i e d a d e s da t r a n s f o r m a d a de F o u r i e r 

i ) L i n e a r i d a d e 

Se x ( t ) e h ( t ) tem t r a n s f o r m a d a s de F o u r i e r X ( f ) e H ( f ) 

r e s p e c t i v a m e n t e , então a soma x ( t ) + h ( t ) tem t r a n s f o r m a d a de 

F o u r i e r X ( f ) + H ( f ) . Consequência i m e d i a t a da definição. 

Notação: x ( t ) + h ( t ) ^ > X ( f ) + H ( f ) . 

i i ) S i m e t r i a 

Se h ( t ) e H ( f ) são um par de t r a n s f o r m a d a s então 

H ( t ) <=> h ( - f ) . Consequência i m e d i a t a da definição. 
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i i i ) Escalonamento do tempo 

Suponhamos k e R, o c o n j u n t o dos números r e a i s , k > 0. Se a 

t r a n s f o r m a d a de F o u r i e r de h ( t ) è H ( f ) então 

h ( k t ) ^ H ( f / k ) 

Prova: Fazendo a substituição T = k t , tem-se 

dTzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA v , . , dT ,, 
= k e p o r t a n t o = d t . 

T 
r un^-x - j 2 i r f t , ,, m,

 J k dT 1 
/ h ( k t ) e J d t = / h ( T ) e = r 

_ 0 0 k - k~ H ( f / k ) 

obs.: se k < 0, temos 

h ( k t ) H ( f / k ) 

3.1.2) - A t r a n s f o r m a d a d i s c r e t a de F o u r i e r 

Definição: Dada a sequência x de N termos de números r e a i s 

ou complexos, a t r a n s f o r m a d a d i s c r e t a de F o u r i e r 

(DFT) X k da sequência x m è d e f i n i d a por 

N-1 mk 
X k = Z x_W ; k = 0,...,N-1; 

m=0 m 

W = e " ^ 2 7 T / N e jzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = vCT . . (3.3) 
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Uma das p r o p r i e d a d e s mais i m p o r t a n t e s da DFT é que e X k 

estão inequivocamente r e l a c i o n a d a s , c o n s t i t u i n d o o que se chama 

um par de t r a n s f o r m a d a s d i s c r e t a s de F o u r i e r (ou par d i s c r e t o de 

F o u r i e r ) , com a t r a n s f o r m a d a d i r e t a d e f i n i d a por (3.3) e a 

t r a n s f o r m a d a i n v e r s a d e f i n i d a por 

N-1 . 
i -mk 

x = - Z X W , m = 0,...,N-1 . 
m N k=0 k -

A relação e n t r e a Bequência x m e sua t r a n s f o r m a d a X^ ê 

denotada por 

{ x m } í = > { x k } 

Propriedades 

Em v i r t u d e do grande número de p r o p r i e d a d e s , enunciaremos 

aqui apenas as p r i n c i p a i s . As demonstrações das p r o p r i e d a d e s 

a q u i r e l a c i o n a d a s e as demais p r o p r i e d a d e s e suas r e s p e c t i v a s 

demonstrações podem ser en c o n t r a d a s em [ 1 3 ] . 

i ) A DFT de uma sequência permutada 

pm qk 

Nós assumimos que a sequência x é permutada, com m 
m 

s u b s t i t u i d o por pm módulo N, onde p è um i n t e i r o r e l a t i v a m e n t e 

primo com N [ 1 3 ] . 
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i i ) A correlação de sequências r e a i s 

N-1 

í E h n X 1 + n ^ * HV X l c ^ ' o n d e K Í ® ° complexo conjugado de i i . 

i i i ) - 0 teorema de P a r s e v a l zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

N -1 9 , N -1 9 

m=0 m w k=0 K 

DFTs de Sequências Reais 

Na m a i o r i a das aplicações práticas, a sequência de e n t r a d a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

XJJJ è uma sequência r e a l , i s t o ê, os elementos de x m são números 

r e a i s . Como W m k = cos (2Timk/N) - j sen (2iTmk/N) , a DFT X k de 
N N  

x t o r n a - s e 
m 

N -1 , N -1 ~ , ~ , 
„ TTmk „ , .27Tkm, . ,2-iTkm. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

X, = T. x W = E x ( c o s ( — r r — ) - ] s e n ( X T ) = 
k A m A m N  N 

m=0 m=0 

N -1 o  i N -1 0 . 
= I x cos (—-—) -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i  l x sen (—-—) . (3.4) 

A m N
 J „ n m N  

m=0 m=ü 

Como x é r e a l , (3.4) i m p l i c a que a p a r t e r e a l ReJX.} de X. 
m K K 

é par e a p a r t e imaginária ImlX^} de X^ è impar e p o r t a n t o , temos 

i ) Re(X k) = Re(X_ k) 

i i ) I m { X k ) = - I m l X _ k l 

i i i ) l x k l = íx_kl . 
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De modo análogo, se x f o r uma sequência de números 
m 

imaginários p u r o s , então 

i v ) Re{X kJ = - Re{X zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA_ k J 

v)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ImiX 1 = I m { X _ k ) 

v i ) |Xk|= |X_k| . 

As p r o p r i e d a d e szyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1) a v i ) podem ser usadas para computar 

simultaneamente as t r a n s f o r m a d a s X k e H k de duas sequências r e a i s 

de N pontos x e h , com um s i m p l e s DFT complexo [ 1 3 ] , i s t o è, 
m n 

s e j a y = x + j h e consequentemente Y, = X, + jH. . 
m m n k k k 

DFTs de sequências pares e sequências impares 

Se x f p r uma sequência r e a l e p a r , então x x 
m m -m 

Consequentemente, 

N-1 • N/2-1 
„ , 2 TTiiik v „ . . . 2 TTmk > A 

E x sen( ) = E (x -x ) sen ( ) = 0 . 
m=0 m N m=0 m -m N 

Logo, a DFT X de x ê uma sequência r e a l e também p a r , i s t o 
k m 

è, 

N-1 „ , 
,2 iTmk. 

X. = Z x cos ( ) . 
k m=0 m N 

Se x f o r uma sequência r e a l impar, então x = -x . E fácil 
m m -m 

ver que a DFT X de x è uma sequência de números imaginários 
k m 

22 



puros e impar, i s t o è, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

N -1 

X = - j £ x sen ( 2 T r m k ) . 
k m=0 m N  

3.1.3) - As t r a n s f o r m a d a s c o n t i n u a e d i s c r e t a de F o u r i e r 

Na definição ( 3 . 3 ) , a sequência x m r e p r e s e n t a , por exemplo, 

N amostras c o n s e c u t i v a s x(mT) de um c e r t o s i n a l c o n t i n u o x ( t ) no 

dominio do tempo, enquanto que a sequência X r e p r e s e n t a N 

amostras c o n s e c u t i v a s X ( k f ) no dominio da frequência, onde T è o 

espaçamento e n t r e as amostras x(mT) e X ( f ) é a t r a n s f o r m a d a de 

F o u r i e r de x . Assim, sob c e r t a s condições, a DFT f o r n e c e uma 

m 

aproximação da t r a n s f o r m a d a c o n t i n u a de F o u r i e r de uma função 

[ 1 3 ) . 

3.2) - Convoluções 

A convolução de duas funções é um c o n c e i t o f i s i c o 

s i g n i f i c a n t e em d i v e r s o s campos científicos. Em p a r t i c u l a r , o 

teorema da convolução p r o p o r c i o n a um t i p o de relação de 

t r a n s f o r m a d a de F o u r i e r de grande importância na análise de 

s i n a i s e s i s t e m a s . 
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3.2.1) - Definição e aplicações 

Definição: consideremos as funções c o n t i n u a s x ( t ) e h ( t ) , a 

convolução y ( t ) de x ( t ) com h ( t ) é d e f i n i d a por zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0 0 

y ( t ) = x ( t ) h ( t ) = / x ( T ) h ( t - T ) d x . (3.5) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
_  oo  

Aplicações 

Uma das nossas p r i n c i p a i s preocupações com funções do tempo 

( t ) ou s i n a i s , è e s t u d a r como e l a s são a f e t a d a s ao passarem por 

sistem a s físicos t a i s como f i l t r o s elétricos. A p a l a v r a " s i s t e m a " 

significará para nôs qu a l q u e r d i s p o s i t i v o que e x c i t a d o p e l a 

"função" de e n t r a d a x ( t ) a p r e s e n t a na sua s a l d a a "função" do 

tempo y ( t ) . Em p a r t i c u l a r , para a c l a s s e de si s t e m a s l i n e a r e s 

estacionários, y ( t ) è o b t i d o através da convolução de x ( t ) com a 

r e s p o s t a ao impulso h ( t ) . Por i s s o , as p r i n c i p a i s aplicações da 

convolução estão no eBtudo do comportamento de siste m a s l i n e a r e s 

estacionários no domínio do tempo. 

3.2.2) - Impulso unitário 

A equação (3.5) mostra que a convolução de duas funções è 

uma nova função, no e n t a n t o , quando uma das funções é a função 

d e l t a de D i r a czyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 6 ( t ) ou impulso unitário, fazendo a convolução de 

uma função, por exemplo h ( t ) , com um i m p u l s o , simplesmente 

reproduz e s t a função, i s t o é 
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h(t)*ó ( t ) = h ( t ) 

Realmente,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 6 ( t ) não é uma função do ponto de v i s t a 

e s t r i t a m e n t e matemático. Contudo, ô(t) p e r t e n c e á c l a s s e 

e s p e c i a l conhecida como funções g e n e r a l i z a d a s ou distribuições 

[ 2 ] . 

3.2.3) - A convolução i n t e g r a l 

A fórmula (3.5) d e f i n e a convolução i n t e g r a l y ( t ) das 

funções x ( t ) e h ( t ) . 

0 teorema da convolução: Sejam x ( t ) e h ( t ) duas funções c u j a s 

t r a n s f o r m a d a s de F o u r i e r são dadas por X ( f ) e H ( f ) 

r e s p e c t i v a m e n t e . A convolução x ( t ) * h ( t ) tem a t r a n s f o r m a d a de 

F o u r i e r X ( f ) H ( f ) [ 2 ] . 

Notação: x ( t ) * h ( t ) «=> X ( f ) H ( f ) 

0 teorema da convolução da frequência: consideremos x ( t ) , h ( t ) , 

X ( f ) e H ( f ) nas condições do teorema acima. A t r a n s f o r m a d a de 

F o u r i e r do p r o d u t o x ( t ) h ( t ) è i g u a l a convolução X ( f ) * H ( f ) [ 2 ) . 

Notação: x ( t ) h ( t ) «=> X ( f ) * H ( f ) 
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3.2.4) - A convolução periódica d i s c r e t a 

Sejam x(m) e h ( n ) seqüências periódicas com período N, 

x(m) = x (m + kN) 

k E Z 

h(n ) = h ( n + kN) 

d e f i n i m o s a convolução periódica d i s c r e t a de x(m) e h ( n ) por 

N-1 

y ( n ) =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I x ( i ) h ( n - i ) 
i = 0 

ou 

y ( n ) = x(m) * h ( n ) . 

E i n t e r e s s a n t e o b s e r v a r que o p r o d u t o das duas sequências 

também è periódico, e que a somatória è e f e t u a d a apenas em um 

período, de duração N. 
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3.2.5) - A convolução l i n e a r e convolução c i r c u l a r 

Consideremos duas sequências de dados e h n , ambas com 

N pontos. 

Definição: A convolução l i n e a r y r de x m com h n é d e f i n i d a 

por 

N-1 

Z h x , r = 0 , . . . , 2 N - 2 (3.7) 
r n=0 n r " n 

Definição: A convolução c i r c u l a r y r de x m com h n é 

d e f i n i d a por 

N-1 

y = Z h x , r = 0 , . . . , N - 1 (3.8) 
r n=0 n r ~ n 

onde ( r - n) è d e f i n i d o módulo N. 

Pode-se ob s e r v a r que se x e h correspondem a um período 
m n 

das sequências periódicas x(m) e h ( n ) r e s p e c t i v a m e n t e , então a 

convolução c i r c u l a r y corresponde a um período da convolução 
r 

periódica y ( n ) . 
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De (3.7) concluímos que a convolução l i n e a r de duas 

sequências de comprimento N è uma sequência de comprimento 2N - 1 

e, de (3.8) concluímos que a convolução c i r c u l a r de duas 

sequências de comprimento N è uma sequência de comprimento N. 

Em g e r a l , a convolução l i n e a r é possível mesmo que as 

sequências x e h tenham comprimentos d i f e r e n t e s , por exemplo M 
m n 

e N e, n e s t e caso, a convolução l i n e a r de x com h é uma 
m n 

sequência de comprimento M + N - 1. Por o u t r o l a d o , a convolução 

c i r c u l a r só será possível, se ambas as sequências h e x t i v e r e m 
n m 

o mesmo comprimento. 

A convolução l i n e a r pode ser o b t i d a da convolução 

c i r c u l a r , bastando para i s s o , apenas c o m p l e t a r com zeros os 

elementos da sequência que p o s s u i r menor comprimento. Como os 

a l g o r i t m o s que computam a convolução rápida (cap. 4) exigem que o 

comprimento N de .cada sequência x e h s e j a potência de 2, às 

m n 

vezes, é necessário complet a r com zeros os elementos de ambas as 

sequências, até que se tenha um v a l o r de N c o n v e n i e n t e , sem que 

i s t o cause nenhum prejuízo t a n t o do ponto de v i s t a matemático ou 

co m p u t a c i o n a l , como também, do ponto de v i s t a de aplicação. 
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3.2.6) - A convolução c o n t i n u a e a convolução d i s c r e t a 

Se c o n s i d e r a r m o s somente funções periódicas r e p r e s e n t a d a s 

por funções im p u l s o i g u a l m e n t e espaçadas, a convolução c o n t i n u a e 

a convolução d i s c r e t a r e l a c i o n a m - s e i d e n t i c a m e n t e e 

e q u i v a l e n t e m e n t e . No e n t a n t o , é possível aproximar a convolução 

c o n t i n u a de uma forma de onda g e r a l através da convolução 

d i s c r e t a [ 2 ] . 
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CAPITULO IV 

ALGORITMOS DE TRANSFORMAÇÃO RÁPIDA DE FOURIER 

Vamos c a l c u l a r a DFT X, de uma sequência x de N termos com 
k m 

N = N ^ 2 = 2 Ô ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 6 = 1,2,3,..., e, 

X. = Y x W™*; k = 0 N-1; W = e ^ 2 7 T / N 

ra=0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
; j =  A T . (4.1 ) 

4.1) - O A l g o r i t m o de Cooley-Tukey 

Para j u s t i f i c a r i n t u i t i v a m e n t e o a l g o r i t m o , usaremos 

fatoração de m a t r i z e s . As m a t r i z e s f a t o r a d a s , são r e p r e s e n t a d a s 

a l t e r n a d a m e n t e por um s i n a l gráfico. Para esses gráficos, nos 

c o n s t r u i r e m o s a lógica de um programa de computador. 



4.1.1) - Notação m a t r i c i a l 

Por conveniência, usaremos a DFT (4.1) com a formulação 

N-1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
j i k 

X(n) = E x (k)W , n = 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA, . . . , N - 1 , 

k=0 u 

(4.1 ') 

onde, W = e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
- J 2 T T / N 

E fácil v e r que a equação (4.1') pode s er e s c r i t a na forma 

de N equações l i n e a r e s . Faremos o d e s e n v o l v i m e n t o para N = 4. A 

equação ( 4 . 1 ' ) , pode ser e s c r i t a na forma: 

X(0) = x 0(0)W° + x 0(1)W° + x 0(2)W° + x 0(3)W° 

X(1) = x 0(0)W° + x 0 ( 1 ) W
1 + x Q ( 2 ) W

2 + x Q ( 3 ) W
3 

X(2) = x 0(0)W° + x 0 ( 1 ) W
2 + x Q ( 2 ) W

4 + x A ( 3 ) W
6 

X(3) = x Q(0)W° + x A ( 1 ) W
3 + x Q ( 2 ) W

6 + x Q ( 3 ) W
9 

c u j a representação m a t r i c i a l é: 

- 1 

T T 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAT7 o T1 o 
X (0) w w w w 

X(1 ) w°  w1 w 2 w 3 

X(2) w°  w 2 w 4 w 6 

X (3 ) w°  w 3 w 6 w 9 

x 0 ( 0 ) 

x 0 ( 1 ) 

x Q ( 2 ) 

x Q ( 3 ) 

(4.2) 

ou mais compactadamente, 

X(n) = W n K x 0

( k ) 
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Já que W é complexo e p o s s i v e l m e n t e x , examinando (4.2) 

o 

vemos que são necessárias N multriplicaçoes e N(N-l) adições 

complexas para computarmos o X d e s e j a d o . Contudo, pode-se r e d u z i r 

o número de multiplicações e adições necessárias á computação de 

(4.2) [ 2 ] . 

4.1.2) - Fatoração de m a t r i z 

Para i l u s t a r m o s o a l g o r i t m o , c o n v e n i e n t e e s c o l h e r um 

N = 2 ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 6= 1,2, 

número de pontos de amostras de x 0 ( k ) de acordo com a relação 

6 2 
Para a equação (4.2) nós temos N = 4 = 2 = 2 . 

nk nk mod N , 
Observamos que W = W e então podemos r e e s c r e v e r (4.2) 

na forma: 

X(0) 1 1 1 1 

X(1 ) 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAw1 w 2 w 

X(2) 1 w 2 w°  w 

X(3) 1 w 3 w 2 w 

x 0 ( 0 ) 

x 0 ( 1 ) 

x 0 ( 2 ) 

x 0 ( 3 ) 

Podemos f a t o r a r a m a t r i z quadrada de (4.3) de modo que 

(4.3) 

X(0) 

X(2) 

X(1 ) 

X(3) 

1 W° 0 o 

1 w o o 

0 0 1 w 
1 

0 0 1 w 

1 o w°  o 

0 1 0 w 

1 o w o 

0 1 0 w 

o 

x 0 ( 0 ) 

x 0 ( 1 ) 

x 0 ( 2 ) 

x 0 ( 3 ) 

(4.4) 

Este método de fatoração è baseado no desenvolvimento 

teórico do a l g o r i t m o [ 2 ] . 
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Se nós m u l t i p l i c a r m o s as m a t r i z e s quadradas em (4.4) 

encontraremos a m a t r i z quadrada de ( 4 . 3 ) , observando-se apenas 

que as l i n h a s 1 e 2 aparecem permutadas e n t r e s i (as c o l u n a s são 

permutadas de 0 a N - l ) . Esta permuta também f e z com que as l i n h a s 

1 e 2 da m a t r i z do la d o esquerdo de (4.4) sejam permutadas e n t r e 

s i . Consideremos agora um novo v e t o r 

Y(n) = 

X(0) 

X(2) 

X(1 ) 

X(3) 

(4.5) 

E fácil v e r que a equação (4.4) reproduz a equação (4.3) a 

menos das l i n h a s 1 e 2 que aparecem permutadas e n t r e s i . Esta 

fatoração, è a chave da eficiência do a l g o r i t m o FFT. 

Passamos a examinar o número de multiplicações necessárias 

para computar ( 4 . 4 ) . Em p r i m e i r o l u g a r , consideremos x ^ ( k ) como 

sendo o p r o d u t o das duas m a t r i z e s que estão mais á d i r e i t a em 

( 4 . 4 ) , i s t o è: 

"x 1 (0) 

x 1 (1 ) 

1 0 W° 0 

0 1 0 W 

x 0 ( 0 ) 

x n 0 ) 

x 1 (2) 

x 1 (3) 

1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA o w 2 0 

0 1 o w 2 

0 

x 0 ( 2 ) 

x Q ( 3 ) 

(4.6) 
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O elemento x (0) é computado com uma multiplicação complexa 

e uma adição complexa (W^ não deve ser r e d u z i d o á unidade no caso 

de d e s e n v o l v i m e n t o g e n e r a l i z a d o ) , então 

x 1 (0) = x Q (0) + W°x 0 (2) . (4.7) 

0 elemento x ^ ( 1 ) também será computado com uma multiplicação 

complexa e uma adição complexa. Somente uma adição complexa é 

necessária para computar x^ ( 2 ) . I s t o segue do f a t o de que 

0 2 
W = -W e, consequentemente, 

x 1 (2) = x Q (0) + W x Q (2) 

= x Q (0) - W x Q (2) , 

0 

onde a multiplicação complexa WzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA XQ(2) já h a v i a s i d o computada na 

determinação de x ^ ( 0 ) , equação (4.7) 

Pela mesma razão x . ( 3 ) 
1 

computada por uma única adição complexa Logo, v e t o r 

intermediário x^ík) é então determinado por 4 adições complexas e 

duas multiplicações complexas. 

Continuando a computação de (4.4) tem-se 

~ X ( 0 ) ~ - x 2 < 0 > - 1 w° 0 0 
~ x 1 

( 0 ) ~ 

X(2) x 2 ( 1 ) 1 w 2 0 0 
x 1 

(1 ) 

X(1 ) x 2 ( 2 ) 0 0 1 w1 

x 1 
(2) 

X(3) 
: x 2 ( 3 ) _ 

0 0 1 w 3_ 
_ x 1 

(3) 

(4.8) 
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O termo (0) è de t e r m i n a d o por uma adição complexa e uma 

multiplicação complexa 

x 2 (0) = X l (0) + W ° X l (1 ) . 

0 termo x 2 ( 1 ) è computado com uma única adição complexa em 

0 2 

v i r t u d e de W "= -W . De modo análogo ao que f o i e x p l i c a d o acima, 

tem-se que: x 2 ( 2 ) é determinado por uma multiplicação complexa e 

uma adição complexa e x 2 ( 3 ) é determinado com apenas uma adição 

complexa. 

A computação de Y (n) por meio da equação (4.4) r e q u e r um 

t o t a l de 4 multiplicações complexas e 8 adições complexas. 

Enquanto que a computação de X(n) por meio da equação (4.2) 

requer 16 multiplicações complexas e 12 adições complexas. 

Notemos que o processo de fatoração da m a t r i z , i n t r o d u z a m a t r i z 

f a t o r a d a e, como r e s u l t a d o reduz o número de multiplicações. Para 

N = 4, o processo de fatoração da m a t r i z reduz o número de 

multiplicações por um f a t o r de 2. Como o tempo de computação è 

p r o p o r c i o n a l ao número de multiplicações e n v o l v i d a s , e s t a è a 

razão da eficiência desse a l g o r i t m o . 

Para q u a l q u e r N = 2 , ô = 1,2,..., o p r o c e d i m e n t o do 

a l g o r i t m o è sempre o mesmo, observando-se apenas que a fatoração 

da m a t r i z N x N è f e i t a sempre em ô m a t r i z e s N x N, t a l que cada 

m a t r i z f a t o r a d a tem a p r o p r i e d a d e e s p e c i a l de m i n i m i z a r o número 

de multiplicações complexas e o número de adições complexas. Para 

N = 2 = 2 = 4 , o a l g o r i t m o r e q u e r Nô/2 = 4 multiplicações 
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complexas e N ô = 4.2 = 8 adições complexas. Enquanto que o 

2 

método d i r e t o p e l a equação ( 4 . 3 ) , r e q u e r N multiplicações 

complexas e N ( N - l ) adições complexas. Se nós assumirmos que o 

tempo de computação é p r o p o r c i o n a l ao número de multiplicações, 

então a razão aproximadamente d i r e t a do tempo de computação do 

a l g o r i t m o será dada por [2] 

N 2 _ 2N 

Nô/2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 6 

A f i g u r a (4.1) i l u s t r a a relação e n t r e o número de 

multiplicações u t i l i z a d a n e s t e a l g o r i t m o p e l o o número de 

multiplicações u t i l i z a d a s no método d i r e t o . 
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F i g u r a 4.1 - Comparação do número de multiplicações 

necessárias p e l o cálculo d i r e t o e o 

a l g o r i t m o de Cooley-Tukey (o FFT). 
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4.1.3) - Implicações da fatoração de m a t r i z 

0 procedimento da fatoração de m a t r i z produz um pequeno 

problema na computação de (4.4) p o i s , e l e produz Y (n) em l u g a r de 

X ( n ) , i s t o è, 

Y(n) = 

X(0) 

X(2) 

X(1 ) 

X(3) 

em l u g a r de X(n) = 

X(0) 

X(1 ) 

X(2) 

X(3) 

porém esse reordenamento é i n e r e n t e ao processo de fatoração da 

m a t r i z e não c o n s t i t u i um problema, p o i s , é possível a 

generalização de uma técnica para obtenção de Y(n) e, 

consequentemente, obteremos X(n) de Y ( n ) . 

4.1.3.1) - Obtenção de X(n) a p a r t i r de Y (n) 

Vamos e s c r e v e r os argumentos de Y(n) em binário com ô = 2 

b i t s , i s t o è, 

X(0) 

X(2) 

X(1 ) 

X(3) 

t o r n a - s e 

X(00) 

X(10) 

X(01 ) 

X(1 1 ) 

(4.9) 
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Se r e v e r t e r m o s a posição dos b i t s em (4.9) ou s e j a : 00 

t o r n a - s e 00, 10 t o r n a - s e 0 1 , 01 t o r n a - s e 10 e 11 t o r n a - s e 1 1, 

então 

Y(n) = 

X(00) 

X(10) 

X(01 ) 

X(11 ) 

será mudado pa r a 

X(00) 

X(01 ) 

X(10) 

X(11 ) 

= X(n) (4.10) 

A equação mais a d i r e i t a em (4.10) mostra que o 

d e s e n v o l v i m e n t o g e r a l d i r e t o , r e s u l t a de uma mudança do FFT [ 2 ] . 

4.1.4) - Representação gráfica e sua interpretação 

Para N maior que 4 t o r n a - s e m u i t o t r a b a l h o s o descrever o 

processo de fatoração da m a t r i z , análogo ao da equação ( 4 . 4 ) . Por 

essa razão vamos i n t e r p r e t a r (4.4) através de um gráfico. Usando 

essa formulação gráfica, podemos d e s c r e v e r com g e n e r a l i d a d e 

s u f i c i e n t e para o d e s e n v o l v i m e n t o gráfico de um programa de 

computador. 

Vamos c o n v e r t e r a equação (4.4) para um gráfico, como 

i l u s t r a a f i g u r a ( 4 . 2 ) . Como observamos, o v e t o r de dados ou 

c o n j u n t o x (k) è r e p r e s e n t a d o por uma c o l u n a v e r t i c a l de nodos a 

esquerda do gráfico. 0 segundo c o n j u n t o v e r t i c a l de nodos é o 

v e t o r x (k) computado na equação ( 4 . 6 ) , e o próximo c o n j u n t o 
1 

v e r t i c a l c orresponde ao v e t o r x 2 ( k ) = Y ( n ) , equação ( 4 . 8 ) . Em 
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g e r a l , existirão ôconjuntos c o m p u t a c i o n a i s onde, N = 2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

CONJUNTOS COM PUTACIONAIS zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

x 0<2) 

x 0 (3) x 2(3) 

F i g u r a 4.2 - Representação gráfica, N = 4, para o 

a l g o r i t m o de Cooley-Tukey. 

Chamemos de nodos os pontos x ^ ( 0 ) , . . . , x ^ (N), x 2 ( 0 ) , . . . , 

x 2 (N). Todos os nodos são i n t e r p r e t a d o s da mesma forma. Por 

exemplo, da equação (4.7) temos que 

X l (0) = x 0 (0) + W x 0 (2) 

e i s t o , è o que mostra a F i g u r a (4.2) 
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Outro exemplo:zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x^(2) = x Q ( 0 ) + W
2 x Q ( 2 ) . 

4.2) - 0 A l g o r i t m o FFT BASE-2 

6 

Vamos e s c o l h e r N 1 = 2 e N 2 = 2 - 1 . I s t o é e q u i v a l e n t e a 

d i v i d i r a sequência de e n t r a d a x m de N pontos em duas sequências 

de N/2 pontos x_ e x„ ,, correspondendo r e s p e c t i v a m e n t e às 

2m zm+1 

amostras pares e impares de x^. Nestas condições a equação (4.1) 

t o r n a - s e 
N / 2 ~ 1 N/2-1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

x. =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA izyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x0 w 2 m k
 + w k z x 0 l W

2 m k 

kzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n 2m r . 2m+1 
m=0 m=0 

N/2 
e, já que W = - 1 , 

N/2-1 0 . . N/2-1 _ . 
- „ T72mk T 7k v T72mk 
k+N/2 „ n 2m n 2m+1 

m=U m=U 

k = 0 ,...,N/2-1. 

Essa abordagem ê chamada decimação no tempo [ 1 4 ] , e neste 

caso, a DFT de N pontos é r e p r e s e n t a d a por 2 DFTs de 

k 

comprimentos N/2 mais N adições e N/2 multiplicações por W . Com 

o mesmo pr o c e d i m e n t o , podemos r e p r e s e n t a r as 2 DFTs de 
comprimentos N/2 por 4 DFTs de comprimentos N/4 mais N adições e 

N/2 multiplicações. A aplicação sistemática d e s t e método, computa 

a DFT de comprimento 2 em ô = l o g 2 N estágios onde cada estágio 

c o n v e r t e 2""" DFTs de comprimentos 2 ^ - Í para 2 i + 1 DFTs de zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

6-1-1 

comprimentos 2 mais N adições e N/2 multiplicações. 

Consequentemente, o numero de multiplicações complexas M e o 
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número de adições complexas A para computar a DFT de comprimento 

N p e l o a l g o r i t m o Base-2 è [13] 

M = y e A = N i 

A segunda forma desse a l g o r i t m o pode ser o b t i d a por uma 

si m p l e s divisão da sequência de e n t r a d a de N p o n t o s , em duas 

sequências de N/2 pontos x e x „ correspondendo 

m m+N/2 
r e s p e c t i v a m e n t e às N/2 p r i m e i r a s amostras e as N/2 amostras 

s e g u i n t e s de x . Essa abordagem é chamada decimação na frequência 
m 

[ 1 4 ] e, n e s t e caso, a equação (4.1) t o r n a - s e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3L = N / z ~ \ xzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA + w N k / 2 x M / 9 ) w m } 

k n m m+N/2 
m= U 

Vamos computar separadamente o. número de amostras pares e 

impares, i s t o é: 

N / 2 _ 1 2mk 
X 2 k = \ < Xm + Xm +N/2

) W ' k ? a r • k = ° N / - 2 " 1 ( 4 ' 1 1 ) 

m=u zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

N / 2 " 1 TTL 2mk 

Z (x -x . . . J Á , k Impar, k=0 , . . . ,N/2-1 . (4.12) X 2 k + 1 ' " n

 v"m ^m+N/2 
m=u 
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A s s i m,  X
k
 é  c o mp u t a d a p o r  ( 4 . 1 1 )  e  ( 4 . 1 2 )  e m t e r mo s  d e  2 

DF T s  d e  c o mp r i me n t o N/ 2 ,  p o r é m,  c o m u ma p r e m u l t i p l i c a ç ã o p o r  w"
1 

d a s e q u ê n c i a d e  e n t r a d a J C ^ e m ( 4 . 1 2 ) .  L o g o ,  a  c o mp u t a ç ã o d a DF T 

d e  N t e r mo s  ê  r e p r e s e n t a d a p o r  2  DF T s  d e  N/ 2  t e r mo s  ma i s  N 

a d i ç õ e s  c o mp l e x a s  e  N/ 2  m u l t i p l i c a ç õ e s  c o mp l e x a s  [ 1 3 ] .  

P o d e mo s  v e r  q u e  o s  a l g o r i t mo s  d e  d e c i m a ç ã o n o t e mp o e  n a 

f r e q u ê n c i a t ê m a  me s ma e s t r u t u r a ,  d i f e r i n d o a p e n a s  n o s  

c o e f i c i e n t e s  [ 1 3 ] .  

4 . 3 )  -  0  A l g o r i t mo F F T BAS E- 4 

6 - 2 
Va mo s  e s c o l h e r  = 4 6 ^ = 2 .  I s t o é  e q u i v a l e n t e  a  

d i v i d i r  o s  N p o n t o s  d a  s e q u ê n c i a d e  e n t r a d a x  e m 4  s e q u ê n c i a s  d e  
m 

N/ 4 p o n t o s  c o r r e s p o n d e n d o a  x
4 m

,  x
4 m + 1

 , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA * - 4 m + 2

 e  x

4
m +

3 P
a r a 

m = 0 , . . . ,  N/ 4 - 1 .  Co m e s t a p a r t i ç ã o a  e q u a ç ã o ( 4 . 1 )  t o r n a - s e :  

X,  =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA l W
r k N

E
4

"
1

x
4
 W

4 mk 

k

 r = 0 m=0
 4 m + r  

e ,  j à  q u e  W = - j  

3 „ .  N/ 4 - 1 „  .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
5

k +
NzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA -  i  c-d zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAV *  i  *

4 m t r
w

4 m k 

K +

4 r = 0 m=0
 4 m + r  

X.  N = l  ( - 1 )
 r

w
r k

 \ .  W
4 mk 

k+~-  ^
 n n

 4 m+ r  
2 r = 0 m=0 

3
 r  r k

 N/ 4 - 1
 4 m k 

X

k
+

3 N/ 4
 =

 \ Í
 W

 \
 x

4 m
+

r
W

 .
 k

 =
 0  N

/
4

" 1 
r = 0 m=0 
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C o n s e q u e n t e me n t e ,  o  a l g o r i t mo B a s e —4 ,  t r a n s f o r ma uma DF T d e  

N p o n t o s  e m 4 DF T s  d e  N/ 4 p o n t o s  [ 1 3 ] .  0  me s mo p r o c e d i me n t o p o d e  

s e r  a p l i c a d o r e c u r s i v a me n t e  e m 6 / 2  e s t á g i o s ,  r e d u z i n d o a s  

d i me n s õ e s  d a s  DF T s  p o r  um f a t o r  d e  4 .  A s s i m a DF T è  c o mp u t a d a 

p e l o a l g o r i t mo B a s e - 4 c o m N ô / 2 m u l t i p l i c a ç õ e s  c o mp l e x a s  e  3 N 6 / 2 

a d i ç õ e s  c o mp l e x a s .  E s s e  n ú me r o è  ma i s  e l e v a d o d o q u e  a q u e l e  d o 

B a s e - 2 .  No e n t a n t o ,  a  c o mp l e x i d a d e  c o mp u t a c i o n a l  p o d e  s e r  

d i à s t i c a me n t e  r e d u z i d a ,  l e v a n d o - s e  e m c o n s i d e r a ç ã o a s  s i m e t r i a s  

d a s  f u n ç õ e s  s e n o e  c o s s e n o [ 1 3 ] .  

A t a b e l a 4 . 1  mo s t r a q u e  o  a l g o r i t mo B a s e - 4 r e d u z  o  n ú me r o 

d e  m u l t i p l i c a ç õ e s  e m a t é  2 5 1 e m c o mp a r a ç ã o c o m o a l g o r i t mo B a s e -

2 ,  e n q u a n t o q u e  o  n ú me r o d e  a d i ç õ e s  è  a p r o x i ma d a me n t e  o me s mo .  0 

n ú me r o d e  m u l t i p l i c a ç õ e s  p o d e  s e r  d i mi n u i d o a i n d a ma i s  s e  u s a r mo s  

o s  a l g o r i t mo s  B a s e - 8 o u B a s e - 1 6 [ 1 3 ] .  

T a b e l a 4 . 1 -  N ú me r o d e  o p e r a ç õ e s  r e a i s  n ã o  t r i v i a i s  p a r a o s  

a l g o r i t mo s  F F T s  B a s e - 2 e  B a s e  - 4 .  

i  
i  

i  •  
•  i  F F T B a s e - 2 

•  •  F F T B a s e - 4 

N 
i  •  
•  i  n ú me r o d e  n ú me r o n ú me r o d e  n ú me r o 

i  
i  

mu 1 1 i  p 1 i -

c a ç õ e s  

d e  

a d i ç õ e s  

m u l t i p l i -

c a ç õ e s  

d e  

a d i ç õ e s  

4 

1 6 

6 4 

2 5 6 

1 0 2 4 

4 0 9 6 

i  
i  i  
•  i  

•  
i  
i  i  

1  

0 

2 4 

2 6 4 

1 8 0 0 

1 0 2 4 8 

5 3 2 5 6 

1 6 

1 5 2 

1 0 3 2 

5 8 9 6 

3 0 7 2 8 

1 5 1 5 6 0 

0 

2 0 

2 0 8 

1 3 9 2 

7 8 5 6 

4 0 6 2 4 

1 6 

1 4 8 

9 7 6 

5 4 8 8 

2 8 3 3 6 

1 3 8 9 2 8 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+ + 

4 4 



4 . 4 )  -  O A l g o r i t mo F F T d e  R a d e r - B r e n n e r  

A a v a l i a ç ã o d e  DF T s  p e l o s  a l g o r i t mo s  F F T a n t e r i o r me n t e  

me n c i o n a d o s  r e q u e r  m u l t i p l i c a ç õ e s  c o mp l e x a s .  N ô s  v e r e mo s  a g o r a 

q u e  uma s i mp l e s  m o d i f i c a ç ã o d o a l g o r i t mo F F T s u b s t i t u i  e s s a s  

mu l t i p l i c a ç õ e s  c o mp l e x a s  p o r  m u l t i p l i c a ç õ e s  d e  um n ú me r o c o mp l e x o 

p o r  um n ú me r b r e a l  o u um n ú me r o i ma g i n á r i o p u r o [ 1 3 ] .  I s t o è  

f e i t o c o mp u t a n d o - s e  a DF T d e f i n i d a e m ( 4 . 1 )  a t r a v é s  d o a l g o r i t mo 

d e  d e c i ma ç ã o n a f r e q u ê n c i a B a s e - 2 ,  f ó r mu l a s  ( 4 . 1 1 )  e  ( 4 . 1 2 ) .  

Os  c á l c u l o s  d a DF T d e f i n i d a e m ( 4 . 1 2 )  s e r ã o s i m p l i f i c a d o s  s e  

n ô s  d e f i n i r mo s  u ma s e q u ê n c i a a u x i l i a r  a
m
 d e  N/ 2 p o n t o s  p o r  

a = ( x - x „ , „ )  /  [ 2 c o s  ( 2- i Tm/ N)  ]  ,  mzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA + 0 ,  N/ 4 
m m m+N/ z  

a

0
 =

 °
 6  a

N/ 4
 =

 °  •  

e  c o mp u t a r mo s  s u a DF T d e  N/ 2 p o n t o s  [ 1 3 ] .  

A T a b e l a 4 . 2 ,  q u a n d o c o mp a r a d a á T a b e l a 4 . 1 ,  mo s t r a q u e  

o a l g o r i t mo d e  R a d e r - B r e n n e r  r e d u z  o n ú me r o d e  m u l t i p l i c a ç õ e s  d o s  

a l g o r i t mo s  B a s e - 2 e  B a s e - 4 ,  e n q u a n t o r e q u e r  1 0 1 a ma i s  n o n ú me r o 

d e  a d i ç õ e s  [ 1 3 ] .  
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*  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

T a b e l a 4 . 2 -  Nu me r o d e  m u l t i p l i c a ç õ e s  r e a i s  n ã o  t r i v i a i s ,  p a r a 

c o mp u t a r  DF T s  c o mp l e x o s  p e l o m é t o d o R a d e r - B r e n n e r .  

N n ú me r o d e  

m u l t i p l i c a ç õ e s  r e a i s  

n ú me r o d e  

a d i ç õ e s  r e a i s  

8  4 5 2 

1 6 2 0 1 4 8 

3 2 6 8 4 2 4 

6 4 1 9 6 1 1 0 4 

1 2 8 5 1 6 2 7 2 0 

2 5 6 1 2 8 4 6 4 6 4 

5 1 2 3 0 7 6 1 4 9 7 6 

1 0 2 4 7 1 7 2 3 4 0 4 8 

2 0 4 8 1 6 3 8 8 7 6 2 8 8 

4 . 5 )  -  0  A l g o r i t mo d e  B r u u n 

E s t e  a l g o r i t mo p o s s u i  u ma g r a n d e  i mp o r t â n c i a e  s i g n i f i c a ç ã o 

p r á t i c a ,  v i s t o q u e ,  d a d a u ma s e q u ê n c i a x d e  d a d o s  r e a i s  c o m N 

p o n t o s ,  N = 2 ,  6 = 1 , 2 , 3 , . . .  p o d e mo s  c o mp u t a r  s u a DF T X,  q u a s e  

q u e  i n t e i r a me n t e  c o m a r i t mé t i c a r e a l ,  s i mp l i c a n d o a s s i m a 

i mp l e me n t a ç ã o d e  DF T s  d e  s e q u ê n c i a s  d e  d a d o s  r e a i s .  A q u i ,  s e r á 

a p r e s e n t a d a u ma v e r s ã o d o a l g o r i t mo o r i g i n a l ,  a  q u a l  p e r mi t e  

c o mp u t a r  a DF T X d e  x  a t r a v é s  d e  d i v i s ã o p o l i n o m i a l .  
k m 

A f i m d e  d e s e n v o l v e r mo s  o  a l g o r i t mo ,  u s a r e mo s  ( 4 . 1 )  c o m u ma 

r e p r e s e n t a ç ã o p o l i n o mi a l  d a DF T d e f i n i d a p e l a s  d u a s  e q u a ç õ e s  

s e g u i n t e s :  
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N- 1 

X ( z )  = £ x
m
z ;  mo d ( z  - 1 )  ( 4 . 1 3 )  

m=0 

X
R

( z )  = X ( z )  mo d ( z - W
k

) .  ( 4 . 1 4 )  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

AB e q u a ç õ e s  ( 4 . 1 3 )  e  ( 4 . 1 4 ) . s ã o e q u i v a l e n t e s  á  e q u a ç ã o 

( 4 . 1 ) .  A d e f i n i ç ã o d e  ( 4 . 1 4 )  mó d u l o ( z - W )  s i g n i f i c a q u e  p o d e mo s  

r e p r e s e n t a rzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA z  p o r  W e m ( 4 . 1 3 ) .  N e s t a s  c o n d i ç õ e s  a  d e f i n i ç ã o d e  

N -  .  
( 4 . 1 3 )  mó d u l o ( z  - 1 )  n ã o è  n e c e s s á r i a ,  c o n t u d o ,  e s t a d e f i n i ç ã o è  

N k N k N 
v á l i d a p o r q u e  z  = W = 1 ( W = c o s ( 2 i r k )  -  j s e n ( 2 7 r k )  = 1 ) .  E 

N k 
f á c i l  v e r  q u e  a s  N r a i z e s  c o mp l e x a s  d e  z  - 1 s ã o d a d a s  p o r  W ,  

k = 0 , . . . , N- 1 ,  c o m 

z  - 1 = n ( z - w ) .  

k = 0 

6 N 
A l é m d i s s o ,  c o mo N = 2 ,  p o d e mo s  e x p r e s s a r  z  - 1 c o mo um 

p r o d u t o d e  d o i s  p o l i n ó mi o s  d e  N/ 2 t e r mo s  e m z ,  i s t o é :  

Z

N

_ 1
 =

 ( z
N / 2

- 1 ) . ( z
N / 2

 +
 1 )  

c om 

N/ 2
 N / 2 _ 1

 2 k 
z

W /

 - 1  = H ( Z—W 1 ) /  k = 0 , . . . , N/ 2 - 1 

N/ 2 - 1 ~ ,  ^ 

z
N /

 +1 = n ( z - W
2 K

1
+ l

) ,  k
1
 = 0 , . . . , N/ 2 - 1 
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C o n s e q u e n t e me n t e ,  p a r a k p a r ,  t o d o s  o s  v a l o r e s  d e  W 

, •  .  N/ 2 

c o r r e s p o n d e m a o  p o l i n ó mi o z  - 1 e ,  p o d e mo s  r e p r e s e n t a r  ( 4 . 1 3 )  e  

( 4 . 1 4 )  p o r  

N/ 2 - 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

V Z ) =
 m

Z

Q

 ( x

m
+ X

m
+
N/ 2

) z i n E X ( Z )  t ood ( z

 "
1

 > <
4

-
1 5

> 

X
R

( z )  = X
1
 ( z )  mo d ( z - V ^ ) ,  k p a r  .  ( 4 . 1 6 )  

De  mo d o a n á l o g o ,  p a r a k i mp a r ,  t o d o s  o s  v a l o r e s  d e  W ,  

N/ 2 

c o r r e s p o n d e m a o  p o l i n ó mi o z  +1 e ,  p o d e mo s  r e p r e s e n t a r  ( 4 . 1 3 )  e  

( 4 . 1 4 )  p o r  

N/ 2 - 1 .  

X
2

( z )  E E
 ( x

m"
X

m+ N/ 2
) z m

 =
 X ( Z )  m o d ( Z + 1 )

 ( 4 . 1 7 )  
m=0 

-  k 
X

k
( z )  = X

2
( z )  mo d ( z - W ) ,  k i mp a r  .  ( 4 . 1 8 )  

As  f ó r mu l a s  ( 4 . 1 5 )  e  ( 4 . 1 6 )  r e p r e s e n t a m uma DF T p a r  d e  N/ 2 

t e r mo s  e n q u a n t o q u e  ( 4 . 1 7 )  e  ( 4 . 1 8 )  r e p r e s e n t a m u ma DF T i mp a r  d e  

N/ 2 t e r mo s .  De  mo d o q u e  a s  f ó r mu l a s  ( 4 . 1 5 )  a  ( 4 . 1 8 )  p o d e m s e r  

v i s t a s  c o mo s e n d o o  p r i me i r o e s t á g i o d a  d e c o mp o s i ç ã o d o F F T d e  

d e c i m a ç ã o n a  f r e q u ê n c i a .  No s  p r ó x i mo s  e s t á g i o s ,  n ó s  u s a r e mo s  o 

4 q 2 q 

f a t o d e  q u e  q u a l q u e r  p o l i n ó mi o d a  f o r ma z  + a z  + 1 ,  o n d e  a 

é  um n ú me r o r e a l  q u a l q u e r ,  f a t o r a - s e  e m d o i s  p o l i n ó mi o s  r e a i s .  
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z
4 q

 +
 a z

2

^ + 1 = ( z
2 q

 +
 / 2 = ã z

q

 +
 1 ) ( z

2 (

3 . ^ z ^
 +

 1 )  

p o r t a n t o ,  i s t o i m p l i c a q u e :  

z
N

'
2

+
1 = ( z

N / 4

 •  / 2  z
N / 8

+
1 ) ( z

N

/
4

 -  / 2  z
N / 8

 +
 1 ) ,  

c o m 

z
N/ 4

 +
 ^

 z
N/ 8

+ 1 = n ( z
 _  / V

1

}  

k

1
£ B

1 

z
N/ 4 _ ^

 z
N/ 8

 +
 i  _  j i  ( z ^ l *

1

)  .  

k

1
£ B

2 

2 k +1 

o n d e  B é  o  c o n j u n t o d e  N/ 4 v a l o r e s  d e  k t a i s  q u e  W 1 é  u ma 

N/ 4 _ N/ 8 

r a i z  d e  z  +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA V2 z  + 1 e ,  B
2
 è  o  c o n j u n t o d e  N/ 4 o u t r o s  

v a l o r e s  d e  k^ .  N e s t a s  c o n d i ç õ e s ,  a  DF T i mp a r  r e p r e s e n t a d a p o r  

( 4 . 1 7 )  e  ( 4 . 1 8 )  p o d e  s e r  s u b s t i t u i d a p o r  

X
3

( z )  = X
2

( z )  mo d ( z
N / 4

 + / 2 z
N / 8

 + 1 )  ,  

2 k +1 

X

2 k + 1
{ z ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - X

3
( z )  m o d ( z

 "
 W }

'
 k

1
e B

1 '  
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e  

X , ( z )  = X , U )  mo d ( z
N / 4

 -  / 2  z
N / 8

 + 1 )  ,  

X

2 k +1
 ( Z )

 -
 X

4
( z )  m o d ( z

 "
 w 2 k

1
+ 1

)  

0 me s mo p r o c e s s o d e  d e c o mp o s i ç ã o p o d e  s e r  r e p r e s e n t a d o 

4 q 
s i s t e ma t i c a me n t e  p a r a e x p r e s s a r  um p o l i n ó mi o d a f o r ma z  + 

2 q 

a z  + 1 c o mo um p r o d u t o d e  d o i s  p o l i n ó m i o s  r e a i s  d e  g r a u 2 q ,  a t é  

q u e  o s  p o l i n ó m i o s  s e j a m r e d u z i d o s  p a r a g r a u 2 .  Os  t e r mo s  d e  s a i d a 

d a s  d u a s  DF T s  s ã o o b t i d o s  p o r  c a d a p o l i n ó mi o d e  g r a u 2 ,  

r e p r e s e n t a n d o z  c o m a s  d u a s  r a i z e s  c o mp l e x a s  d o p o l i n ó m i o .  E s s e  

p r o c e s s o è  r e s u mi d o n a F i g u r a 4 . 3 p a r a u ma DF T d e  8 t e r mo s .  

N e s t e  d i a g r a ma ,  c a d a r e t â n g u l o r e p r e s e n t a u ma r e d u ç ã o mó d u l o o 

p o l i n ó mi o n e l e  i n d i c a d o .  
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Z - I zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

x_ —• -

Z + I 

z - w 

4 
Z 4  I 

z ' + W z+ i 

z  -  w* 

z - w 

z f - V ã z+i 

*
3 

z - w 

F i g u r a 4 . 3 -  C o mp u t a ç ã o d a DF T d e  8 p o n t o s  p e l o 

a l g o r i t mo d e  B r u u n .  
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4 . 5 . 1 )  -  D e s e n v o l v i me n t o c o mp l e t o d o  a l g o r i t mo p a r a N •  1 6 

Da t r i g o n o me t r i a ,  s a b e mo s  q u e  

X / 1 + C O S X 
C O S

 2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = V 2 — ( 4 . 1 9 )  

x  ,  / 1  - c o s x .  .  _  _ .  
s e n ^ = ] /  2— •  ( 4. 20)  

Co mo W = e  ^ 2 TT/ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAN  FI ^. _ t e mo s  q u e  W = e
 l T

- ' / 8
 Q g u e  

i mp l i c a q u e  w = e
 J

 ,  o u s e j a :  

W
k

 = c o s ( k 7 T / 8 )  -  j s e n ( k T r / 8 ) ,  k = 0 , . . . , 1 5 .  ( 4 . 2 1 )  

Co mo mo s t r a a  F i g u r a 4 . 3 ,  a  s a i d a d a DF T s a t i s f a z  a  u ma 

d e t e r mi n a d a o r d e m.  P a r a d e t e r mi n a r mo s  e s s a o r d e m,  p a r a N = 1 6 ,  

v a mo s  f a t o r a r  t o d o s  . o s  p o l i n ó m i o s  q u e  a p a r e c e m n o p e n ú l t i mo 

e s t á g i o ( p o l i n ó mi o s  d e  g r a u 2 ) .  

4 . 5 . 1 . 1 )  -  F a t o r a ç ã o d o s  p o l i n ó m i o s  d e  g r a u 2 

z
2

- 1 = ( z - 1 ) ( z + 1 )  = ( z - W° ) ( z - W
8

)  

z
2

+ 1 = ( z - j ) ( z + j )  = ( z - W
1 2

) ( z - W
4

)  

z
2

 +
 / 2 z

 +
 1 = ( z - ( - ^

+
j ^

2

2

) )  ( z - ( - ^ - j ^ ) )  = ( z - W
1 0

)  ( z - W
6

)  

z
2

- / 2 z
 +

 1 = ( z - ( ^
+

j ^ ) )  ( z - ^ - j ^ ) )  = ( z - W
1 4

)  ( z - W
2

)  
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z
2

+
/ 2T72z

+
i  -  , z - , .  ^ ^ 2 )  i  (

2
- 1 . ^ 3 . ^ ,

 ) = ( 2
V i  i z - » ' )  

z
2

- v ^ T 7 f z
+

i  .  , z - , ^ 5 * ^ ,  ]  « z -  , 1 ^ - i ! ^ ,  ,  =
 ( 2

- » '
5

.  i z - w
1

, .  

4 . 5 . 1 . 2 )  C á l c u l o d o s  W
k 

E s s e s  c á l c u l o s  s ã o e f e t u a d o s  u t i l i z a n d o - s e  a s  f ó r mu l a s  

( 4 . 1 9 )  a  ( 4 . 2 1 )  e ,  l e v a n d o - s e  e m c o n s i d e r a ç ã o a  s i m e t r i a d a s  

f u n ç õ e s  s e n o e  c o s s e n o ,  c o mo i l u s t r a a  F i g u r a 4 . 4 .  

F a z e n d o 0 = KT T / 8 e m ( 4 . 2 1 )  e n t ã o ,  b a s t a c a l c u l a r  o s  v a l o r e s  

d e  s e n O e  c o s G p a r a k = 0 , 1 , 2 , 3 .  

i )  S e  k = 0 ,  e n t ã o W°  = c o s O -  j s e n O = 1 -  0 j  = 1 

x « i  i  - ~ „ 1 ,
 / 0

> ,
 / 0

, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA V2 + / 2 . 1 / 2 - / 2 
l i )  S e  k = 1 ,  e n t ã o W = C O S ( T T / 8 )  -  j s e n ( 7 r / 8 )zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = — ^ — - j

l

— ^ — 

p o i s ,  p o r  ( 4 . 1 9 ) ,  t e mo s  q u e :  

.  / 1  + c o s  ( TT/ 4 )  ,  /2  + /2 V2 + /2 
c o s  ( TT/ 8 )  =

n 

e ,  p o r  ( 4 . 2 0 )  t e mo s  q u e  

/ 1 - c o s  ( TT/ 4 )  -  / 2-/ 2 V2-/ 2 
s e n ( TT/ 8 )  '  

5 3 



2 / 2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA / 2 
i i i )  S e  k = 2 ,  e n t ã o W = C O S ( T T / 4 )  -  j s e n ( i T / 4 )  •  "g " -  1~2 

P o r  ( 4 . 1 9 )  t e mo s  q u e :  

c o s ( 3 7 T
/ 8 )

 = 1
/ 1 * c o s ( 3 i r / 8 )  ^ 1 - c o s  ( TT/ 4 . )

 =
 ^ 

e  p o r  ( 4 . 2 0 )  t e mo s  q u e  

/ o ,  -  / 1 - c o s  ( 3 Í T / 8 )  ,  / 1  + c o s  ( TT/ 4 )  i / 2 + / 2 
s e n ( 3 f T / 8 )  = 1/ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ^ - — -  =y  ~- - —' -  = ^ — ,  l o g o 

i v )  S e  k = 3 ,  e n t ã o W
3

 = C OS ( 3 T T / 8 )  -  j s e n ( 3 T T / 8 )  = ^
2

~/
2

 -  j ^
2

* ^ 

Os  v a l o r e s  d e  W ,  k = 4 , 5 , . . . , 1 5 s ã o o b t i d o s  p o r  s i m e t r i a 

d a s  f u n ç õ e s  s e n o e  c o s s e n o s o b r e  o  c i r c u l o t r i g o n o m é t r i c o ,  c o mo 

i l u s t r a a  F i g u r a 4 . 4 .  
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. 3 )  -  Di a g r a ma c o mp l e t o p a r a N = 1 6 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

z - i 

4 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
~Z - I 

Z84- I 

z4 + I 

J z4 + VTz f 4 i 

«. z z+. 

Z - I — 

Z* + I -

4 I zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

zz-VFz 4 I 

*  z zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAV \ / £ v F z h 

z* At t vr *  z 4i -

z-t Vz^/ r ^ z+ i 

Z 4- I 

*  Z - J 

Z 4- j  

z - w 10 

z - w" 

* z - w 

*  z - w 

z - w 

fr z - w s 

-*•  x .  

• * x .  

• 4» X . 

10 

14 

• X.  

z w' 3 z w' 3 

z - w 3 z - w 3 

'13 

z - w 9 z - w 9 

z w 7 z w 7 

*
 X

7 

z W
B 

z W
B 

z - w z - w 
•  

'13 

F i g u r a 4 . 5 -  C o mp u t a ç ã o d a DF T d e  1 6 p o n t o s  p e l o 

a l g o r i t mo d e  B r u u n .  
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4zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA. 6 )  -  DF T s  Mu i t i d i me n s i o n a i s  

A t r a n s f o r ma d a d e  F o u r i e r  mu l t i d i me n s i o n a l  é  u ma e x t e n s ã o 

d i r e t a d a t r a n s f o r ma d a d e  F o u r i e r  u n i d i me n s i o n a l  [ 6 ] .  

R e l a c i o n a r e mo s  a  s e g u i r ,  a l g u n s  a l g o r i t mo s  o u m é t o d o s  [ 1 3 ]  

d e  c o mp u t a ç ã o -  d e  DF T mu i t i d i me n s i o n a i s  e ,  t a mb é m a l g u n s  F F T 

u n i d i me n s i o n a i s .  

C o n s i d e r e mo s  p r i me i r o ,  uma DF T b i d i me n s i o n a l  d e  t a ma n h o N 

1 
x N

2
,  c o m 

N-1 N„ -1 , , 
1 2

 m

i
k

i
 m

?
k

? 
X, . =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA l  l  x , n W-, 1 W-

1' 2 m1=0 m2=0 1 2 

W1 = e-^ 2 T T / N1, W2 = e -^ 2 T T / N 2 , ^ = 0 N.,-1 

e k 2 = 0 , . . . ,N2-1 . (4.22) 

A f i m d e  a v a l i a r mo s  e s s a DF T,  p r i me i r o r e e s c r e v e mo s  (4.22) 

c o mo 

N-1 , N--1 . 
1 m k 2 m„k_ 

X, , = Z W ' I x W, 
12 m̂ =0 m 2 = U 12 

I n i c i a l m e n t e ,  n ó s  a v a l i a mo s  o s  N.  DF T s  Y ,  k „ d e  c o mp r i me n t o 

1 i r ^ 2 
N

2
 q u e  c o r r e s p o n d e  a  v a l o r e s  d i s t i n t o s  d e  m̂  

N 2" 1 m_k_ 

m1' k2 m2=0  m1'm2 2 
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^ k ^ , k
2
 *  e n t ã o o b t i d o ,  c a l c u l a n d o - s e  N

2
 DF T s  d e  c o mp r i me n t o 

N- |  d a s  N
2
 s e q u ê n c i a s  Y

m
 ^ c o r r e s p o n d e n d o a N

2
 v a l o r e s  d i s t i n t o s  

d e  k
2 

NzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA--1 i  

X, . =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA l  Y . W. ' . 
k 1

, K

2 m 1=0
 m l ' * 2 1 

E s s a a b o r d a g e m è  c h a ma d a mé t o d o l i n h a - c o l u n a p o r q u e  é  

p o s s í v e l  o r g a n i z a r mo s  o s  d a d o s  d e  e n t r a d a e m l i n h a s  e  c o l u n a s  e m 

um c o n j u n t o d e  t a ma n h o x N
2
 ,  c o mp u t a n d o - s e  p r i me i r o a 

s e q u ê n c i a d e  DF T s  d a s  c o l u n a s  e  d e p o i s  a  s e q u ê n c i a d e  DF T s  d a s  

l i n h a s .  Co m e s s a t é c n i c a ,  u ma DF T b i d i me n s i o n a l  è  ma p e a d a p o r  N- |  

DF T s  d e  N
2
 t e r mo s  ma i s  N

2
 DF T s  d e  N. .  t e r mo s ,  r e s p e c t i v a me n t e .  S e  

N- j  e  N
2
 s ã o p o t ê n c i a s  d e  2 ,  a s  DF T s  u n i d i me n s i o n a i s  d e  

c o mp r i me n t o N̂  e  N
2
 p o d e m s e r  a v a l i a d a s  p o r  q u a l q u e r  um d o s  F F T s  

j à me n c i o n a d o s .  0 ma p e a me n t o d e  DF T s  mu l t i d i me n s i o n a i s  p a r a DF T s  

u n i d i me n s i o n a i s  o b t i d o p o r  e s s e  mé t o d o é  b o m.  No e n t a n t o ,  o  

a l g o r i t mo DF T r e d u z i d o ,  u s a d o p a r a c o mp u t a r  DF T s  

mu l t i d i me n s i o n a i s  p o r  t r a n s f o r ma ç õ e s  p o l i n o mi a i s  é  me l h o r  q u e  

e s t e .  

0  mé t o d o l i n h a - c o l u n a t a mb é m s e  a p l i c a a ma i s  d e  d u a s  

d i me n s õ e s ,  d e  mo d o q u e  u ma DF T d - d i me n s i o n a l  d e  t a ma n h o 

d-1 
Nx Nx Nx . . . x N é  c a l c u l a d a c o m dN DF T s  d e  c o mp r i me n t o N.  

S e  N = p o u N = p c o m p p r i mo ,  p 4 2 ,  p o d e mo s  c o mp u t a r  uma 

DF T d e  N t e r mo s  a t r a v é s  d o s  a l g o r i t mo s  d e  R a d e r .  
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S e  N é  o p r o d u t o d e  d f a t o r e s  mu t u a me n t e  p r i mo s ,  i s t o é ,  

N = N^ ^ . - . N^ c o m ( N. ^,  N.  )  = 1 p a r a i  ^ j ,  p o d e mo s  u t i l i z a r  a 

t é c n i c a d o F F T F a t o r  P r i mo ,  p r o p o s t a p o r  Go o d [ 1 3 ] ,  q u e  t e m c o mo 

o b j e t i v o c o mp u t a r  g r a n d e s  DF T s  d e  t a ma n h o N p o r  c o mb i n a ç õ e s  d o s  

v á r i o s  DF T s  d e  t a ma n h o N̂  ,  . .  . , N^,  o b t i d o s  a t r a v é s  d o t e o r e ma d o 

r e s t o c h i n ê s .  0  a l g o r i t mo d e  F a t o r e s  P r i mo s  S e p a r a d o s ,  mo s t r a q u e  

u ma DF T d e  " t a ma n h o N,  p o d e  s e r  ma p e a d a p a r a u ma DF T 

mu l t i d i me n s i o n a l  d e  t a ma n h o N.  x N_ x . . . x  N, ,  e n q u a n t o q u e ,  o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

i z a 

a l g o r i t mo N e s t i n g d e  Wi n o g r a d ,  a l é m d e  c o mp u t a r  DF T s  d e  t a ma n h o 

N̂  x N
2
 x . - . x  N^ ,  p o d e  t a mb é m c o mp u t a r  q u a l q u e r  DF T 

mu l t i d i me n s i o n a l  d e  t a ma n h o N.  x N~ X. . . N, ,  o n d e  o s  f a t o r e s  N.  

1 z a í 
s ã o mu t u a me n t e  p r i mo s  e n t r e  s i .  

4 . 7 )  -  Re s u mo 

0 a l g o r i t mo d e  C o o l e y - T u k e y é  c o mp u t a d o ,  u t i l i z a n d o - s e  o 

p r o c e s s o d e  f a t o r a ç ã o d e  m a t r i z e s .  Os  a l g o r i t mo s  B a s e - 2 ,  B a s e - 4 e  

R a d e r - B r e n n e r ,  u t i l i z a m n a s u a c o m p u t a ç ã o ,  o p r o c e s s o d e  p a r t i ç ã o 

d a s e q u ê n c i a d e  e n t r a d a ,  e n q u a n t o q u e ,  o a l g o r i t mo d e  B r u u n ,  è  

c o mp u t a d o u t i l i z a n d o - s e  r e s t o s  d e  d i v i s ã o d e  p o l i n ó m i o s .  

A p e s a r  d o s  d i f e r e n t e s  p r o c e d i me n t o s  c o mp u t a c i o n a i s ,  t o d o s  o s  

F F T s  a q u i  me n c i o n a d o s ,  p o d e m s e r  i mp l e me n t a d o s  c o m a r i t mé t i c a 

2 

r e a l ,  c o m um t e mp o p r o p o r c i o n a l  a N l o g
2

N ,  e m v e z  d e  a N p e l a 

d e f i n i ç ã o ( 4 . 1 ) ,  c o mp u t a n d o a s s i m,  e f i c i e n t e m e n t e ,  u ma DF T d e  N 

p o n t o s  e ,  p r o d u z i n d o o me s mo r e s u l t a d o .  A l é m d i s s o ,  e s s e s  

a l g o r i t mo s  u n i d i me n s i o n a i s ,  s ã o u t i l i z a d o s  p e l o s  m é t o d o s  e  o u 
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a l g o r i t mo s  d e  c o mp u t a ç ã o d a t r a n s f o r ma d a d i s c r e t a d e  F o u r i e r  

mu l t i d i me n s i o n a l .  
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CAP I TULO V 

A C O N V O L U Ç Ã O R Á P I D A 

5 . 1 )  -  C o m p u t a ç ã o d a C o n v o l u ç ã o A t r a v é s  d o T e o r e ma d o R e s t o 

C h i n ê s  

No s s o o b j e t i v o è  mi n i mi z a r  o  n ú me r o d e  mu l t i p l i c a ç õ e s  n a 

c o mp u t a ç ã o d a c o n v o l u ç ã o c i r c u l a r ,  o  q u e  è  p o s s í v e l ,  u t i l i z a n d o -

s e  o  T e o r e ma d o R e s t o C h i n ê s .  C o n s i d e r e mo s  a  c o n v o l u ç ã o c i r c u l a r  

y d e  N t e r mo s  
r  

N- 1 

y
r
 = £

 h

n

X

r - n '
 r  =

 0 , . . . , N- 1 ,  c o m ( r - n )  d e f i n i d o mó d u l o N,  
n = 0 

o n d e  x ^ e  h
n
 s ã o a s  d u a s  s e q u ê n c i a s  d e  e n t r a d a d e  c o mp r i me n t o N.  

N 

y
r
 p o d e  s e r  v i s t a c o mo um p r o d u t o p o l i n o mi a l  mó d u l o ( z  - 1 ) ,  i s t o 

è ,  s e  

N- 1 

X ( z )  = Z x z
r a

 ,  

m=0 



N- 1 

H( z )  = I  h z
n

 ,  

n = 0
 n 

Y ( z )  = X ( z ) H ( z )  mo d ( z  - 1 ) ,  

N- 1
 r  

e  p o r t a n t o ,  Y ( z )  = I  y z  

r = i
 r  

N 

P a r a c o e f i c i e n t e s  n o c o r p o d o s  n ú me r o s  r a c i o n a i s  z  - 1 é  o 

p r o d u t o d e  d p o l i n ó mi o s  c i c l o t ô m i c o s  P . ( z )  ,  o n d e  d è  o n ú me r o d e  

d i v i s o r e s  d e  N,  i n c l u i n d o 1 e  N,  o u s e j a :  

N
 d 

z  - 1 = n p ( z ) .  
i = 1

 1  

Y ( z )  é  c o mp u t a d o r e d u z i n d o - s e  p r i me i r o o s  p o l i n ó mi o s  d e  

e n t r a d a X ( z )  e  H( z )  mó d u l o P ^ z ) ,  i s t o è  

X.  ( z )  = X ( z  )  mo d P
j L

 ( z )  ,  

( z )  = H( z )  mò d P
±

( z )  .  

Y ( z )  s e r á o b t i d o c o mp u t a n d o - s e  o s  d p r o d u t o s  p o l i n o mi a i s  

X ( z )  H( z )  mo d P- ^ ( z )  e  u s a n d o - s e  o t e o r e ma d o r e s t o c h i n ê s ,  c o mo 

mo s t r a a F i g u r a 5 . 1 ,  p a r a N p r i mo .  A r e c o n s t r u ç ã o Y ( z )  d o s  

p r o d u t o s  mó d u l o P . ( z )  è  f e i t a p o r  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

í 

d 

Y ( z )  =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA l  S .  ( z ) X .  ( z ) H .  ( z )  mo d ( z  - 1 )  

i = 1
 1  1 1 
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o n d e ,  p a r a c a d a v a l o r  u d e  i ,  

S
u

( z )  = 0 mo d P
i
 ( z )  ,  i zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA , t  u ,  

S ( z )  = 1 mo d P ( z )  

S
u

( z )  z  T ( z ) / R ( z )  mo d ( z
N

- 1 )  

d d 

E ( I  n P .  ( z ) ] / {  [  n P .  ( z ) ]  mo d P ( z )  } )  mo d ( z  - 1 )  .  ( 5 . 1 )  

i = 1
 1

 i = 1
 1  U 

i / u i ^ u 
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'  m zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ORD EN A ÇÃ O 

X ( Z ) I P OL I N ÓM I O DE N TER M OS 

R ED UÇÃ O 

M ÓD UL O 

( Z N - I ) / ( Z - I ) 

X 2 ( Z ) 

M UL TI P L I CA ÇÃ O 

P O L I N O M I A L 

M OD ULO 

( Z N - D / ( Z - I ) 

H 2 ( Z ) / R 2 ( Z ) 

R ECON S TR UÇÃ O DO 

R ES TO CH I N ÊS 

Y ( Z ) 

REORDENAÇÃO 

R ED UÇÃ O 

M ÓD UL O zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

( Z - I J 

i 

M U L TI P L I CA ÇÃ O 

E S C A L A R 
H|  / R . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

F i g u r a 5 . 1 -  C o mp u t a ç ã o d a c o n v o l u ç ã o c i r c u l a r  d e  

c o mp r i me n t o N a t r a v é s  d o t e o r e ma d o r e s t o 

c h i n ê s .  N p r i mo .  
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N 
P a r a N p r i mo ,  d ê  i g u a l  a  2 e  z  - 1 é  o  p r o d u t o d e  d o i s  

N- 1 N- 2 

p o l i n ó mi o s  c i c l o t ô mi c o s  P^ ( z )  = z  -  1  e  P
2

( z )  -  z  + z  + . . . + 

z  + 1 .  I s t o s i g n i f i c a q u e  a s  r e d u ç õ e s  mó d u l o P^ ( z )  e  a 

r e c o n s t r u ç ã o d e  Y ( z )  p e l o t e o r e ma d o r e s t o c h i n ê s  s ã o  o b t i d o s  s e m 

mu l t i p l i c a ç õ e s  e  c o m um n ú me r o l i mi t a d o d e  a d i ç õ e s .  e  X
2
 ( z )  

s ã o c o mp u t a d o s  c o m N - 1 a d i ç õ e s  p o r  

N- 1 N- 1 

X-  = I  x e  X „ ( z )  = E ( x - x ) z
m 

1

 m=0
 m 2

 m=0
 m 

De  mo do a n á l o g o ,  c o mp u t a mo s  H-|  e  H
2
 ( z )  

Da e q u a ç ã o ( 5 . 1 ) ,  p o d e mo s  v e r  q u e  S
u

( z )  = T
u
 ( z ) / P ^ ( z )  ,  o n d e  

1 / P^ ( z )  é  d e f i n i d o mó d u l o P
u

( z ) .  A s s i m a  mu l t i p l i c a ç ã o p o r  

1 / R
u
 ( z )  p o d e  s e r  c o mb i n a d a c o m a mu l t i p l i c a ç ã o X

u
( z ) H

u
( z )  mó d u l o 

P ( z )  .  A l é m d i s s o ,  e m mu i t o s  c a s o s  p r á t i c o s ,  u ma d a s  s e q u ê n c i a s  

d e  e n t r a d a h
n

,  è  f i x a .  E s s e  a l g o r i t mo s ó  f u n c i o n a p a r a e s s a 

s i t u a ç ã o ,  e ,  n e s t e  c a s o ,  H
u

( z ) / R ^ ( z )  p o d e  s e r  p r e c o mp u t a d a ,  i s t o 

é ,  0  = H
u

( z )  mo d R
u

( z ) .  P a r a N p r i mo ,  X̂  / R^ è  um e s c a l a r
 1

 ,  

e n q u a n t o q u e  X
2

( z ) H
2

( z ) / R
2

( z )  mo d P
2
 ( z )  è  um p o l i n ó mi o d e  N -  1 

r  

t e r mo s  c o m o s  c o e f i c i e n t e s  d e  z  d a d o s  p o r  y „ .  A s s i m,  a 

r e c o n s t r u ç ã o p e l o r e s t o c h i n ê s  é  o b t i d a n e s t e  c a s o c o m 2 ( N- 1 )  

a d i ç õ e s  p o r  

.  N- 1
 N

"
2

 r  

Y ( z )  = ( Y
1 í l

+ Y
2 / N

_ 2
) z  +

 Y l , r Y
2

, 0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
 {

* 1  , 1  ^2 ,  r
+Y

2 ,  r - 1
 )  2

 •  

E f á c i l  d e  v e r  q u e  o  n ú me r o d e  a d i ç õ e s  n e c e s s á r i a s  e m c a d a 

r e d u ç ã o mó d u l o o s  v á r i o s  p o l i n ó m i o s  c i c l o t ô mi c o s  é  o me s mo .  E s s e  
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r e s u l t a d o è  g e r a l  e  s e  a p l i c a a q u a l q u e r  c o n v o l u ç ã o c i r c u l a r ,  

q u a n d o u ma d a s  s e q u ê n c i a s  d e  e n t r a d a f o r  f i x a [ 1 3 1 .  

5 . 2 )  -  C o mp u t a ç ã o d a c o n v o l u ç ã o a t r a v é s  d e  a l g o r i t mo s  F F T 

S e j a m x ^ - e  h
n
 a s  s e q u ê n c i a s  d e  e n t r a d a ,  d e  N t e r mo s ,  c o m 

ô
 — — 

N = 2 ,  6  = 1 , 2 , 3 , . . .  e  s e j a m e  a s  t r a n s f o r ma d a s  d i s c r e t a s  

d e  F o u r i e r  d e  x ^ e  h
n
 r e s p e c t i v a me n t e .  

A c o n v o l u ç ã o l i n e a r ,  t a mb é m p o d e  s e r  o b t i d a a t r a v é s  d a DF T ,  

c o n f o r me  s u b s e c ç ã o 3 . 2 . 5 .  

5 . 2 . 1 )  -  S e q u ê n c i a s  r e a i s  q u a i s q u e r  

A c o n v o l u ç ã o c i r c u l a r  y d a s  s e q u ê n c i a s  x c o m h é  d a d a 
r  m n 

p e l a t r a n s f o r ma d a i n v e r s a d i s c r e t a d e  F o u r i e r  d o p r o d u t o d a s  

t r a n s f o r ma d a d i s c r e t a d e  F o u r i e r  d e  c a d a s e q u ê n c i a [ 1 3 ] .  I s t o è ,  

a  c o n v o l u ç ã o c i r c u l a r  y
r
 d e  x ^ c o m è  d a d a p o r  

y
r
 = D F T "

1

[ X
k

H
k

J 

o n d e  o p r o d u t o X
k

H
k
 è  c a l c u l a d o t e r mo a t e r mo .  N e s t e  c a s o ,  a 

c o mp u t a ç ã o d a c o n v o l u ç ã o è  f e i t a c o m 3 a p l i c a ç õ e s  d e  F F T ,  c o mo 

mo s t r a a F i g u r a 5 . 2 .  
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TRANSFORMADA 

DE FOURIER DE X zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
m 

'n 

TRANSFORMADA 

DE FOURIER DE h 
n 

TRANSFORMADA INVERSA DE FOURIER 

DA SEQUENCIA X K H K 

n - I 

Y rzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

 S]T h n  X r - n t r = O . . . . , N -l 

n^O 

F i g u r a 5 . 2 -  C o mp u t a ç ã o d a c o n v o l u ç ã o r e a l  e m 3 p a s s o s  

d e  F F T .  

5 . 2 . 2 )  -  S e q u ê n c i a s  r e a i s  p a r e s  

Co mo v i mo s  n a s e c ç ã o 3 . 1 . 2 ,  a  DF T d e  u ma s e q u ê n c i a r e a l  p a r ,  

ê  uma s e q u ê n c i a r e a l  p a r .  P o r t a n t o ,  p a r a c o mp u t a r mo s  a  c o n v o l u ç ã o 

c i r c u l a r  d e  d u a s  s e q u ê n c i a s  r e a i s  p a r e s  s ò  n e c e s s i t a mo s  d e  d u a s  

a p l i c a ç õ e s  d e  F F T .  P a r a i s s o ,  f o r me mo s  a  s e q u ê n c i a a u x i l i a r  
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c o mp l e x a Y
n
 = x

m
 + j h

n
-  A DF T d e  y

n
 è  d a d a p o r  = + j H ^ o n d e  

X,  è  a DF T d e  x e  H,  é  a DF T d e  h [ 1 3 ] .  P a r a o b t e r mo s  a 
k m k n 

c o n v o l u ç ã o c i r c u l a r  y
r
 d e  x ^ c o m h

n
,  b a s t a c a l c u l a r mo s  a DF T 

i n v e r s a d o p r o d u t o X H .  
k k 

5 . 3 )  -  C o mp u t a ç ã o d a c o n v o l u ç ã o a t r a v é s  d e  t r a n s f o r ma d a s  d e  

Me r s e n n e  

A c o mp u t a ç ã o d a c o n v o l u ç ã o c i r c u l a r  y
r
 d a s  s e q u ê n c i a s  Xj ^ e  

h d e  p p o n t o s ,  u t i l i z a n d o t r a n s f o r ma d a s  d e  Me r s e n n e  d e  p p o n t o s  
n 

p 

d e f i n i d a mó d u l o ( 2 - 1 ) ,  p p r i mo ,  s e r á o b t i d a c o m 3 p a s s o s  d e  

t r a n s f o r ma d a s  d e  Me r s e n n e  c o mo i l u s t r a a F i g u r a 5 . 3 .  
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•m zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

TRANSFORMADA 

DE MERSENNE 

" r  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 
TRANSFORMADA 

DE MERSENNE 

H» 

X

K
H

K 

TRANSFORMADA INVERSA DE MERSENNE 

H P - ]  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

modulo ( 2-1) 

n = 0 

F i g u r a 5 . 3 -  C o m p u t a ç ã o d a c o n v o l u ç ã o c i r c u l a r  d e  

c o mp r i me n t o p mó d u l o ( 2 ^ - 1 )  p o r  

t r a n s f o r ma d a s  d e  Me r s e n n e .  

6 9 



Os  n ú me r o s  d e  Me r s e n n e  2 ^ - 1 ,  c r e s c e m mu i t o r a p i d a me n t e .  P o r  

e x e mp l o ,  n o I BM- 4 3 4 1 s ô è  p o s s í v e l  t r a b a l h a r mo s  c o m p = 3 1 .  P a r a 

r e s o l v e r mo s  e s s e  p r o b l e ma ,  p r e c i s a mo s  d e s e n v o l v e r  u ma a r i t mé t i c a 

e s p e c i f i c a p a r a p o d e r mo s  o p e r a r  c o m e s s e s  n ú m e r o s .  Me s mo s e m 

d e s e n v o l v e r mo s  e s s a a r i t m é t i c a ,  a p r e s e n t a r e mo s  o p r o c e d i me n t o ,  a 

s e g u i r ,  d a c o mp u t a ç ã o d a c o n v o l u ç ã o c i r c u l a r  a t r a v é s  d e  

t r a n s f o r ma d a s  d e  Me r s e n n e .  

5 . 3 . 1 )  -  C o mp u t a ç ã o d a t r a n s f o r ma d a d e  Me r s e n n e  X^ d e  x
m 

D e f i n i ç ã o :  X.  = E x 2 mo d ( 2 ^ - 1 )  ,  
k

 n
 m 

m=0 

k — 0 ^ 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAf • • • i  p - 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA•  ( 5 

A e q u a ç ã o ( 5 . 2 )  p o d e  s e r  r e e s c r i t a n a f o r ma m a t r i c i a l  

* 0 ~ 2 °  2 °  2 °  .  . . . 2 °  
x

o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

h 2 °  
2 2

2

 .  2
P

"
1 

X

1 

x
2 2 °  

2
2 

2
4

 .  2
2 ( P - D 

X

2 

h zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
= 2 °  2

3 

2
6

 .  2
3 ( p - 1 )  

X

3 
( 5 

X .  
p - 1 

2 °  2
k 

2
2 k 

2
 ( P - 1 )

2 
x

 1  p - 1 

o n d e  c a d a X é  d e f i n i d o m ó d u l o ( 2 - 1 ) .  
i  
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Qu a l q u e r  n ú me r o d o t i p o 2 è  d e f i n i d o mó d u l o ( 2 " - l )  s e  e  

s o me n t e  s e  mk f o r  d e f i n i d o mó d u l o p [ 1 3 ] .  L o g o ,  ( 5 . 3 )  p o d e  s e r  

r e e s c r i t a n a f o r ma 

x .  

X,  

X.  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 1 

1 

1 

1 

1 1 

( 5 . 4 )  

X 
p -1 

1
 2

m kzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA m o ã

 P 

P -1 

S e  c h a ma r mo s  d e  A a p r i m e i r a ma t r i z  d o l a d o d i r e i t o d e  

( 5 . 4 ) ,  e n t ã o n a i mp l e me n t a ç ã o ,  A n ã o p r e c i s a s e r  c o n s t r u í d a 

e x p l i c i t a m e n t e  c o n f o r me  o t r e c h o d e  p r o g r a ma s e g u i n t e :  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

l ar .  I  = 1 t u p 

b e a i n 

k : = I - l  

£  o x J = 1  t o.  P 

b_ e . g i n ( 5 . 5 )  
m : = J

~
1

 mk mo d p 
A ( I , J ) : = 2 

ena 
e n d .  

Ma t e ma t i c a me n t e  a t r a n s f o r ma d a d e  Me r s e n n e  X,  d e  x s e r á 
K m 

o b t i d a r e s o l v e n d o - s e  a e q u a ç ã o m a t r i c i a l  ( 5 . 4 )  e  

c o mp u t a c i o n a l me n t e  l e v a n d o - s e  e m c o n s i d e r a ç ã o ( 5 . 5 ) .  
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5 . 3 . 2 )  -  C o mp u t a ç ã o d a t r a n s f o r ma d a d e  Me r s e n n e  H
k
 d e  h

n
-

è  o b t i d a d e  mo d o a n á l o g o a X^ 

5 . 3 . 3 )  -  C o mp u t a ç ã o d a t r a n s f o r ma d a i n v e r s a d e  Me r s e n n e  d o 

p r o d u t o X^H^ 

P "
1

_ _ _ r k o 
D e f i n i ç ã o :  y „ = P- 1 Z

 x

v

H

v
2 m o d ( 2

 "
1 )

 '  r

 k = 0
 K K 

r  = 0  ,  .  .  . , p - 1 ( 5 . 6 )  

o n d e :  p - 1 = 2
P

- 1 -  ( 2
P

- 2 ) / p mo d ( 2
P

- 1 )  = I NVP ,  

2
 1

 = 2
P 1

 mo d ( 2
P

- 1 )  = I NV2 e  

y „ é  a  c o n v o l u ç ã o c i r c u l a r  d e  x c o m h [ 1 3 ]  u

 i  m n 

P o r t a n t o ,  p o d e mo s  r e e s c r e v e r  ( 5 . 6 )  d a  s e g u i n t e  f o r ma :  

P- 1 _
 r k n 

y = £  ( I NVP ) X.  H,  ( I NV2 )  mo d ( 2
P

- 1 ) ,  
r

 k = 0
 K K 

r  s  0 , . . . , p zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-1; o u a i n d a :  

p

~
1

 r k o 
y 5 E t ,  ( I N V 2 )

I K

 mo d ( 2 P - 1 ) , 
r

 k = 0
 X 

r  = 0 , . . . , N- 1 ,  ( 5 . 7 )  
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o n d e  t ,  = ( I N V P ) ^ ! ! ^ e ,  X ^ H ^ è  um p r o d u t o t e r mo a t e r mo .  

A c o mp u t a ç ã o d e  ( 5 . 7 )  ê  B e me l h a n t e  á c o mp u t a ç ã o d e  ( 5 . 2 ) .  

A s s i m,  a c o n v o l u ç ã o c i r c u l a r  d e  c o mp r i me n t o p é  c o mp u t a d a c o m 

t r ê s  t r a n s f o r ma d a s  d e  Me r s e n n e  ma i s  p m u l t i p l i c a ç õ e s  c o n f o r me  a 

F i g u r a 5 . 3 .  P o r é m,  q u a n d o u ma d a s  s e q u ê n c i a s  d e  e n t r a d a è  f i x a ,  

p o r  e x e mp l o h e n t ã o s u a t r a n s f o r ma d a H,  p o d e  s e r  p r e c a l c u l a d a e  

nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA JC 

- 1 

c o mb i n a d a c o m m u l t i p l i c a ç õ e s  p o r  p c o r r e s p o n d e n t e  a 

t r a n s f o r ma d a i n v e r s a .  N e s t e  c a s o ,  a p e n a s  d u a s  t r a n s f o r ma d a s  d e  

Me r s e n n e  p r e c i s a m s e r  a v a l i a d a s .  

c o n v o l u ç ã o l i n e a r  e  a c o n v o l u ç ã o 

C o n s i d e r e mo s  d u a s  s e q u ê n c i a s  x ^ e  h
n
 d e  N t e r mo s  c o r a h

R
 f i x a 

e ,  s u p o n h a mo s  N = 4 .  A f i g u r a 5 . 4 mo s t r a c o mo s ã o o b t i d o s  o s  

e l e me n t o s  d a c o n v o l u ç ã o l i n e a r  y d e  x c o m h .  Os  e l e me n t o s  

r  m n 

d i f e r e n t e s  d e  z e r o d e  y
r
 s ã o o b t i d o s  f a z e n d o c o i n c i d i r  

i n i c i a l m e n t e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA X Q c o m h g e  a s e g u i r ,  d e s l o c a - s e  a s e q u ê n c i a x
m 

s o b r e  a s e q u ê n c i a h ,  d e  um e m um t e r mo ,  a t é  c o i n c i d i r  x -  c o m 

nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA m—l  
h „ .  P o r  o u t r o l a d o ,  p a r a s e  o b t e r  o s  e l e me n t o s  d i f e r e n t e s  d e  

n - 1 

z e r o d a c o n v o l u ç ã o c i r c u l a r  y d e  x c o m h ,  c o n s t r o i - s e  
r  m n 

i n i c i a l m e n t e  a s e q u ê n c i a a = ( x . . . . . . x » ,  x , , . . . , » . )  e  a 
m m- 1 u m- i  i  

s e g u i r ,  a  o b t e n ç ã o d o s  e l e me n t o s  d a c o n v o l u ç ã o c i r c u l a r  é  

i d ê n t i c a à o b t e n ç ã o d o s  e l e me n t o s  d a c o n v o l u ç ã o l i n e a r ,  c o n f o r me  

a f i g u r a 5 . 5 .  

5 . 4 )  -  D i f e r e n ç a e n t r e  a 

c i r c u l a r  
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5 . 4 . 1 )  -  C o mp u t a ç ã o d a c o n v o l u ç ã o l i n e a r  y d e  x c o m h .  
r  m n zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

o o 
4 - x 0 h , 

y , =
 x

0
 J o 

+ x, h, 

+ x 0 h E 

V x 3 ? o 
+ x 2 h , 

4 -x, h e 

+ X 0 h 3 

h 0 

x s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAh, 
x 2 h 8 

x, h , 

y 4 = x
8 h 0 

+ X,  h
g 

+ x, h . 

y 8 = x
szyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA N 

+ x 8 h , 

h 0 

h 8 

h 3 

- y , = x , h 3 

• y* N-t 

F i g u r a 5 . 4 -  I l u s t r a ç ã o d a c o mp u t a ç ã o d a c o n v o l u ç ã o 

1 i n e a r .  
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5 . 4 . 2 )  -  C o mp u t a ç ã o d a c o n v o l u ç ã o c i r c u l a r  y- ^ d e  x ^ c o m zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

y0 = x0 h 0 + x3 h, 
+ x2 hg + x, h 3 

x

l  

X 2 x2 h o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

X , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA\  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

x

.  h, 

x 0 h. x o hi 

X 3 h 2 X S 

x 2 h s 

X

« 

X

.  X

« 

y, = x, h 0 + x 0 h, 
+ x5 h 2 + x2 h . 

y2 _ x2 h 0 

+ x 0 h 2 

X 3 

\  
x

.  

x o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

x
* 

X 8 

X

.  

r y 3 = x 3  h o + x 2  h i 

+.X, h 2 + x 0 h 3 

7 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAN - I 

F i g u r a 5 . 5 -  I l u s t r a ç ã o d a c o mp u t a ç ã o d a c o n v o l u ç ã o 

c i r c u l a r .  

5 . 5 )  -  P r o d u t o s  d e  P o l i n ó m i o s  

0  p r o b l e ma d e  c o mp u t a r  o  p r o d u t o d e  d o i s  p o l i n ó mi o s  d e  u ma 

v a r i á v e l ,  è  e x a t a me n t e  o me s mo d e  c o mp u t a r  a  c o n v o l u ç ã o l i n e a r  d e  

d u a s  s e q u ê n c i a s  [ 1 ] .  I s t o è ,  

N- 1 N- 1 2 N- 2 

(  Z a x
n

)  (  Z b x
m

)  = Z c .  x
K

 ,  
n
 n _ n m ,

n
K 

n =0 m=0 k = 0 

N- 1 

o n d e  c .  = Z a b .  
k

 n
 m k- m 

m=0 
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CAP I TULO V I  

I MP L E ME N T A Ç Õ E S 

N e s t a s e c ç ã o s ã o r e l a c i o n a d o s  o s  a l g o r i t mo s  i mp l e me n t a d o s  e  

s e r ã o d e s c r i t o s  a l g u n s  d e t a l h e s  d e  i mp l e me n t a ç ã o d e  d o i s  

a l g o r i t mo s  e m l i n g u a g e m F ORTRAN.  Uma v i s ã o ma c r o d e s s e s  

a l g o r i t mo s  è  d a d a p e l a s  f i g u r a s  i n s e r i d a s  n o s  c a p í t u l o s  4 e  5 .  No 

e n t a n t o ,  p r o c u r a mo s  mo s t r a r  a l g u n s  d e t a l h e s  d e  i mp l e me n t a ç ã o d o s  

a l g o r i t mo s  F F T d e  C o o l e y - T u k e y e  B r u u n .  

1 )  C o mp u t a ç ã o d a c o n v o l u ç ã o c i r c u l a r  d e  N t e r mo s ,  N p r i mo ,  

u s a n d o o t e o r e ma d o r e s t o c h i n ê s .  

2 )  C o mp u t a ç ã o d a c o n v o l u ç ã o c i r c u l a r  d e  N t e r mo s ,  N p r i mo ,  

No t r a b a l h o f o r  a m i mp l e me n t a d o s :  

u s a n d o a s  t r  a n s f o r ma d a s  d e  Me r s e n n e .  

3 )  0  a l g o r i t mo F F T d e  C o o l e y - T u k e y .  



4 )  C o mp u t a ç ã o d a c o n v o l u ç ã o c i r c u l a r  u s a n d o a l g o r i t mo s  F F T .  

4 . 1 )  -  Co m 3 p a s s o s  d e  F F T -  s e q u ê n c i a s  r e a i s  q u a i s q u e r .  

4 . 2 )  -  Co m 2 p a s s o s  d e  F F T -  s e q u ê n c i a s  r e a i B 

p a r e s .  

5 )  0  a l g o r i t mo d e  B r u u n .  

A s e g u i r  d a r e mo s  a l g u n s  d e t a l h e s  d e  i mp l e me n t a ç ã o d o s  

a l g o r i t mo s  F F T d e  C o o l e y - T u k e y e  B r u u n .  

I mp l e me n t a ç ã o 

6 . 1 )  0  A l g o r i t mo F F T d e  C o o l e y - T u k e y .  

S e j a x
m
 = XR + j X I  uma s e q u ê n c i a c o mp l e x a d e  N t e r mo s  e  s e j a 

X ( n )  = XR + j X I  a  t r a n s f o r ma d a d i s c r e t a d e  F o u r i e r  d e  J t _ o n d e  

6 
N = 2 ,  6 = 1 , 2 , 3 , 4 , . . .  

A l g o r i t mo :  Co mp u t a t r a n s f o r ma d a d i s c r e t a d e  F o u r i e r  X ( n )  d e  N 

p o n t o s  

N

"
1

 n k 
X ( n )  = £ x ( k ) W ;  n = 0 , . . . , N- 1 ;  

n = 0
 u 

k = 0 , . . . , N- 1 ;  W =
 e

"
j 2

^
/ N

 e  j  = / = T ,  ( 6 . 1 )  
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d e  u ma s e q u ê n c i a x
m
 d e  n ú me r o s  r e a i s  o u c o mp l e x o s ,  

u t i l i z a n d o f a t o r a ç ã o d e  ma t r i z  c o n f o r me  s e c ç ã o 4. 1.  

6. 1. 1)  -  O b t e n ç ã o d o s  e l e me n t o s  d e  X ( n )  -  E q u a ç ã o ( 4. 4)  

A f a t o r a ç ã o d a ma t r i z  N xzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA N e r a 6  r aat r i z e s  N x N e  

c o n s e q u e n t e me n t e ,  a  s o l u ç ã o d a s  6  e q u a ç õ e s  m a t r i c i a i s ,  é  f e i t a 

c o n f o r me  o t r e c h o d o p r o g r a ma a b a i x o :  

ô l : = 6 - l  

N2 : =N/ 2 

K: =0 

f  ox L = 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1q 6 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

heain 
Wh Ü Ê Í K < N) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA âQ 

bf i gi n 
f o r  i  = 1  t a  N2 

M: = Va l o r  i n t e i r o d e  ( K/ 2 )  

P : = I BR( M)  

T: =W x ( K + N2 )  

x ( K + N2 )  : = x ( K)  -  T 

x ( K)  : = x ( K)  + T 

K: =K + 1  
S.QÚ 

K: =K + N2 

e n d 

K: =0 

ô l : = ô l  -  1  

N2 : = N2 / 2 

ÊDd .  

e ,  o b s e r v a n d o - s e  q u e ,  

x ( k )  = x ( k )  + ^ x ( k + N/ 2
r

)  ( 6 . 2 )  

b£3 i n 6 1 

r  r - 1 r  

e  

x  ( k + N/ 2
r

)  -  x  
r - 1 

( k )  -  W x 
r - 1 

( k + N / 2
r

) ,  
r  
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p o i s  W
P

 = W
P + N/ 2 

0 s i s t e ma d e  e q u a ç õ e s  

x ,  ( 0 )  = x
0

( 0 )  + W° x
0

( 2 )  

x
1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (1 )  = x

Q
 (1 )  + W° x

0
 ( 3 )  

X l
 ( 2 )  = x

Q
( 0 )  + W

2

x
Q

( 2 )  

X l
 ( 3 )  = X0 ( 1) + W

2

x
Q
 ( 3 )  

é  o  s i s t e ma d e  e q u a ç õ e s  ( 6 . 2 )  c o m N = 4 ,  r = l ,  k = 0  o u k = 1 ,  

r  

N/ 2 = 2 e  N/ 2 = 2 .  E n q u a n t o q u e ,  o  s i s t e ma d e  e q u a ç õ e s :  

x
2

( 0 )  =
 X l

 ( 0 )  + W °
X l

 (1 ) 

x
2
 (1) = x

1
 ( 0 )  + w 2

X l (1 ) 

x
2

( 2 )  =
 X l

 ( 2 )  + W
1

Xl
 ( 3 )  

x
2

( 3 )  =
 X l

 ( 2 )  + W
3

Xl
 ( 3 )  

è  o  s i s t e ma d e  e q u a ç õ e s  ( 6 . 2 )  c o m N = 4,  r  = 2 ,  k = 0  o u k = 2 ,  

N/ 2 = 2 e  N/ 2
r

 = 1.  
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6 . 1 . 2 )  -  Re o r d e n a me n t o d o s  e l e me n t o s  d a DF T X ( n )  

E f e i t o d e  a c o r d o c o m o t r e c h o d e  p r o g r a ma s e g u i n t e :  

f o r  K = 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA t o.  N 

h e a i n 

i f ( I B R ( K ) )  > K)  I b f i n 

h Ê f l i n -

R: = x ( K)  

x ( K)  : = x ( I B R ( K) )  

x ( I B R ( K )  )  : =R 

ena 
f i nd 

6 . 1 . 3 )  -  O b t e n ç ã o d o s  e l e me n t o B d a DF T i n v e r s a ,  q u a n d o f o r  o  c a s o 

B a s t a c h a ma r  a  r o t i n a c o m X ( n )  n o l u g a r  d e  x ^ ( k )  e  - k n o 

l u g a r  d e  k n a e q u a ç ã o ( 6 . 1 )  e ,  d i v i d i r  c a d a e l e me n t o p o r  N.  

6 . 1 . 4 )  -  F u n ç ã o I B R 

A f u n ç ã o I B R d a d a p e l o t r e c h o d e  p r o g r a ma s e g u i n t e :  

f o r  i  = 1 t e  
be ai n 

J : =M/ 2 

I B R: = 2 * I B R+ ( M- 2 * J )  

M: =J 

end.  

ê  u t i l i z a d a p a r a d e t e r mi n a r  o  v a l o r  d e  p n a e q u a ç ã o ( 6 . 2 )  e  

t a mb é m é  u t i l i z a d a n o r e o r d e n a me n t o d a DF T e m 6 . 1 . 2 ,  o n d e  Y ( n )  é  

mu d a d o p a r a X ( n )  c o n f o r me  a e q u a ç ã o ( 4 . 1 0 ) .  
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6 . 2 )  -  O A l g o r i t mo d e  B r u u n 

C o n s i d e r e mo s  u ma s e q u ê n c i a r e a l  x  d e  N t e r mo s ,  N = 2 ,  

6 = 4 , 5 , 6 , 7 , . . . ,  e  s e j a X^ -  XR + j x i  a  t r a n s f o r ma d a d i s c r e t a d e  

F o u r i e r  d e  ^ .  

A l g o r i t mo :  Co mp u t a t r a n s f o r ma d a d i s c r e t a d e  F o u r i e r  X^ d e  N p o n -

t o s  

N"
1

 mk 
X.  = E x W ,  k = 0 ,  , N- 1 ;  

m=u 

T T
 - J 2 T T / N . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA r - T-

W = e
 J

 e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA j  -  / - 1 ,  ( 6 . 3 )  

d e  u ma s e q u ê n c i a x
m
 d e  n ú m e r o s  r e a i s ,  u t i l i z a n d o 

r e s t o s  d e  d i v i s ã o p o l i n o mi a l  c o n f o r me  s e c ç ã o 4 . 5 .  

6 . 2 . 1 )  -  O b t e n ç ã o d o v e t o r  d e  r a i z e s  ( VR)  

Na f i g u r a 6 . 3 ,  c a d a r e t â n g u l o c o n t é m um p o l i n ó mi o d a f o r ma 

z ^ + a z ^ + 1 ,  o n d e  a é  um n ú me r o r e a l .  VR c o n t e r á o s  v a l o r e s  d e  

a d e  t o d o s  o s  r e t â n g u l o s ,  o n d e  c a d a s e g me n t o i  d e  VR e s t á 

a s s o c i a d o a o  n i v e l  i  d a  á r v o r e  g e r a d a p e l o a l g o r i t mo .  0  p r i me i r o 

e  o  s e g u n d o s e g me n t o s  d e  VR s ã o o b t i d o s  e m s e p a r a d o ,  c o n f o r me  

f i g u r a 6 . 1 .  O t e r c e i r o s e g me n t o d e  VR ê  o b t i d o d o s e g u n d o 

s e g me n t o d e  VR d a s e g u i n t e  f o r ma :  a  p r i m e i r a me t a d e  è  c o n s t i t u í d a 

p e l o s  e l e me n t o s  d o s e g u n d o s e g me n t o e  a  s e g u n d a me t a d e  d o 

t e r c e i r o s e g me n t o è  o b t i d a d a s e g u n d a me t a d e  d o s e g u n d o s e g me n t o .  
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o b s e r v a n d o - s e  a  i n d i c a ç ã o d a s  s e t a s  c o n f o r me  a  f i g u r a 6 . 1 ,  o u 

s e j a :  c a d a e l e me n t o a d a s e g u n d a me t a d e  d o s e g u n d o s e g me n t o ,  d á 

o r i g e m a d o i s  e l e me n t o s  b e  - b d a s e g u n d a me t a d e  d o t e r c e i r o 

s e g me n t o o n d e  b é  o b t i d o c o mo s e g u e ,  b = / 2 - a .  De  mo d o a n á l o g o 

o b t é m- s e  o  q u a r t o s e g me n t o d e  VR a p a r t i r  d o t e r c e i r o s e g me n t o e  

a s s i m s u c e s s i v a me n t e .  A i mp l e me n t a ç ã o d e  VR f o i  f e i t a d e  a c o r d o 

c o m a s  e x p l i c a ç õ e s  a c i ma .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2 « S EGM EN TO OE VR zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA- MT V2T 

3Z 

V 2 « SEGM EN TO D E V R 

I » S EGM EN TO DE VR *  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3 « S EGM EN TO DE VR 

F i g u r a 6 . 1 -  S i t u a ç ã o d o v e t o r  d e  r a i z e s  ( V R ) ,  p a r a 

N -  1 6 -  A l g o r i t mo d e  B r u u n .  

E i mp o r t a n t e  o b s e r v a r  o  p r o c e s s o d e  d i c o t o mi a e x i s t e n t e  n o 

a l g o r i t mo d e  B r u u n .  
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N ã o f o i  p o s s í v e l  l o c a l i z a r  n e n h u m t i p o d e  r e f e r ê n c i a 

b i b l i o g r á f i c a ,  q u e  p u d e s s e  a j u d a r  n e s s a i mp l e me n t a ç ã o e  p o r  i s s o ,  

f o i  n e c e s s á r i o mu i t a s  h o r a s  d e  t r a b a l h o e  t e s t e s  c o m p r o g r a ma s  

d e  c o mp u t a d o r  p a r a q u e  p u d é s s e m o s  c o n c l u i r  i n t e g r a l me n t e  a  

i mp l e me n t a ç ã o d o a l g o r i t mo d e  B r u u n .  

6 . 2 . 2 )  -  O b t e n ç ã o d a ma t r i z  d e  a p o n t a d o r e s  ( p a r a VR)  

A f i g u r a 6 . 2  i l u s t r a a  s i t u a ç ã o i n i c i a l  p a r a o  c a s o e m q u e  

N = 3 2 ,  d a ma t r i z  d e  a p o n t a d o r e s  I A P ,  q u e  t e m c o mo o b j e t i v o 

l o c a l i z a r  o s  e l e me n t o s  d e  VR.  A p r i m e i r a c o l u n a d e  I A P ,  c o n t ê m o 

i n i c i o d e  c a d a s e g me n t o d e  VR,  e m o r d e m d e c r e s c e n t e ,  e n q u a n t o 

q u e ,  a  s e g u n d a c o l u n a d e  I A P ,  f o r n e c e  a  q u a n t i d a d e  d e  p o s i ç õ e s  

u t i l i z a d a s  e m c a d a s e g me n t o d e  VR.  A s s i m a s  p o s i ç õ e s  d e  VR,  e m 

c a d a s e g me n t o a  s e r e m u t i l i z a d a s ,  s ã o  o b t i d a s  s o ma n d o - s e  o s  

c o n t e ú d o s  d a s  c o l u n a s  1 e  2 d a ma t r i z  d e  a p o n t a d o r e s  I A P .  

1 5 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA0 

7 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

~x 
o O 

1 0 

F i g u r a 6 . 2 -  S i t u a ç ã o i n i c i a l  d a  ma t r i z  d e  a p o n t a d o r e s  

I A P ,  p a r a N = 3 2 -  A l g o r i t mo d e  B r u u n .  
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6 . 2 . 3 )  -  Ca mi n h a ,  e mp i l h a ,  o b t ê m v a l o r e s  f i n a i s  e  d e s e mp i l h a 

6 . 2 . 3 . 1 )  -  Ca mi n h a :  Co mo o a l g o r i t mo d e  B r u u n p o s s u i  u ma 

e s t r u t u r a d e  á r v o r e  b i n á r i a c o mp l e t a ,  e s s e  

t r e c h o d o a l g o r i t mo n o s  p e r mi t e  c a mi n h a r  

c o n v e n i e n t e  e  e f i c i e n t e me n t e  n a á r v o r e  g e r a d a 

p e l o a l g o r i t mo .  I s t o s i g n i f i c a c a l c u l a r  o s  

c o e f i c i e n t e s  d o s  r e s t o s  i n t e r me d i á r i o s  

o b t i d o s  n a s  d i v i s õ e s  p o l i n o mi a i s  e  g u a r d á - l o s  

e m um v e t o r  a t é  q u e  s e  p o s s a o b t e r  o s  

e l e me n t o s  c o r r e s p o n d e n t e s  d a DF T .  P a r a 

i l u s t r a r  e s s a s i t u a ç ã o ,  e s c o l h e mo s  o  c a s o e m 

q u e  N = 8 .  As  d i f i c u l d a d e s  a u me n t a m a me d i d a 

q u e  N c r e s c e .  P a r a s e  o b t e r  a  g e n e r a l i z a ç ã o 

d o p r o c e d i me n t o ,  f o i  n e c e s s á r i o d e s e n v o l v e r  o  

a l g o r i t mo p a r a N = 4 , 8 , 1 6 , 3 2 , 6 4 e  1 2 8 .  A l é m 

d i s s o ,  n o t o u - s e  q u e  e r a n e c e s s á r i o f a z e r  o  

c a mi n h a me n t o e m d u a s  e t a p a s .  Na p r i m e i r a ,  

o b t é m- s e  t o d o s  o s  e l e me n t o s  p a r e s  d a DF T e  n a 

s e g u n d a ,  o b t é m- s e  t o d o s  o s  e l e me n t o s  i mp a r e s  

d a DF T .  0  c o n t r o l e  d o d e s e mp i l h a me n t o d o s  

r e s t o s  i n t e r me d i á r i o s  è  f e i t o a t r a v é s  d o 

p a r â me t r o "m" c o n f o r me  a  s u b r o t i n a " DP I LHA" 

d o p r o g r a ma d e  c o mp u t a d o r  " ZEBRUUN" ,  q u e  s e  

e n c o n t r a n a  b i b l i o t e c a d e  s u b p r o g r a ma s  

FORTRAN d o NP D- UF P b .  
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A f i g u r a 6 . 3  i l u s t r a o  p r o c e d i me n t o d e  c o mo o b t e r  o s  r e s t o s  

i n t e r me d i á r i o s  e  c o n s e q u e n t e me n t e  o s  v a l o r e s  c o r r e s p o n d e n t e s  d o s  

e l e me n t o s  d a DF T .  0 p r o c e d i me n t o é  o  s e g u i n t e :  

1)  o b t é m- s e  e  g u a r d a m- s e  R̂  e  R^,  

2 )  c o m R̂  o b t é m- s e  X
Q
 e  X^ ,  

3 )  v o l t a - s e  a R„ e  o b t é m- s e  R . „ e ,  c o n s e q u e n t e me n t e  X,  e  X 

1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \  2.  b 

4 )  v o l t a - s e  a o  i n i c i o x  .  O b t é m- s e  e  g u a r d a m- s e  R-  e  R
0 1

,  
m z  z  i  

5 )  c o m R, ^ o b t é m- s e  X, _ e  X^ ,  

6 )  v o l t a - s e  a R „ e  o b t é m- s e  R
0 0

 e ,  c o n s e q u e n t e me n t e  X- ,  e  X 
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«•  N Í VEL zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2 « N Í VEL 3 » NÍVEL zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Z -  I zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

z
4

- .  

z 1 -. 

Z +  l 

Z - I 

zV . 

x_ — 

Z + I 

z - w 

4 
Z + I 

z2+Vi~ z+i zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA'2 I 

z - w 

z - w 

z 2 -Vi " z+ i 
[22 

z - w 

F i g u r a 6 . 3 -  Di a g r a ma d o a l g o r i t mo d e  B r u u n p a r a N = 8 .  
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6 . 2 . 3 . 2 )  -  E mp i l h a :  O b t é m r e s t o s  i n t e r me d i á r i o s  e  a r ma z e n a - o s  e m 

u ma p i l h a ( v e t o r  d e  t r a b a l h o ) .  

6 . 2 . 3 . 3 )  -  O b t é m v a l o r e s  f i n a i s :  O b t é m o s  e l e me n t o s  d a t r a n s f o r -

ma da -  d i s c r e t a d e  F o u r i e r  X^ .  

6 . 2 . 3 . 4 )  -  D e s e mp i l h a :  Qu a n d o o b t e mo s  um p a r  d e  v a l o r e s  f i n a i s ,  

um d e t e r mi n a d o r e s t o i n t e r me d i á r i o d e v e  

s e r  e l i mi n a d o d a p i l h a ( v e t o r  d e  

t r a b a l h o ) .  A q u i ,  s e l e c i o n a mo s  o  p r ó x i mo 

r e s t o ,  p a r a r e i n i c i a r  o  c a mi n h a me n t o n a 

á r v o r e .  

6 . 2 . 4 )  -  R o t i n a r á p i d a d e  d i v i s ã o :  R e s t o s  d e  d i v i s ã o d e  p o l i n ó -

mi o s ,  n o a l g o r i t mo d e  B r u u n .  

C o n s i d e r e mo s  a  e q u a ç ã o p o l i n o mi a l  

D( x )  = d ( x ) Q ( x )  + r ( x ) .  ( 6 . 4 )  
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Os  c o e f i c i e n t e s  d e  r ( x )  e m ( 6 . 4 )  p o d e m s e r  o b t i d o s  

r a p i d a me n t e  e x p l o r a n d o a  f o r ma e s p e c i a l  d e  d ( x )  n o c a s o d o 

a l g o r i t mo d e  B r u u n .  P a r a N = 8  t e m- s e :  

D ( x )  = d
7

x + d
6

x + d ^ x + d ^ x + d ^ x + d
2

x + d . j X+ d
0 

4zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2 
d ( x )  = x + a x +1- ,  o n d e  a e  um d o s  e l e me n t o s  d e  VR.  

3 2 
Q( x )  -  q

3
x + q

2
x 

/ x 3 2 
r ( x )  = r ^ x + ^

2
x + r ^ x + r ^ 

No s s o o b j e t i v o è  d e t e r mi n a r  o s  c o e f i c i e n t e s  d e  r ( x )  n o c a s o 

e m q u e  azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f  0  p o i s ,  s e  a = 0  e x i s t e  u ma ma n e i r a d e  c a l c u l a r  

r a p i d a me n t e  o s  c o e f i c i e n t e s  d e  r ( x )  [ 1 3 ] .  

R e s o l v e n d o a  e q u a ç ã o p o l i n o mi a l  ( 6 . 2 )  o b t é m- s e :  

2  
r

3
 =

 *
d

3 "
 a d

5 *
 +

 *
a

 -
 1

)
d

7 

r
2
 = ( d

2
 -  a d

4
)  + ( a

2

 -  1  ) d
g 

r
1
 = ( d

1
 -  d

5
)  + a d

7 

r

0
 = ( d

0 "
 d

4
}  + a d

6 

( 6 . 5 )  
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A g e n e r a l i z a ç ã o d a r o t i n a c o m a ^ 0 ,  s ô f o i  p o s s í v e l  me d i a n t e  

o s  r e s u l t a d o s  o b t i d o s  p a r azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA N •  1 6 e  p a r a N -  3 2 e ,  i s s o l e v o u 

mu i t o t e mp o e m v i r t u d e  d o s  g r a u s  d o s  p o l i n ó m i o s  e n v o l v i d o s  

t o r n a r e m- s e  mu i t o e l e v a d o s .  A p a r t i r  d a i ,  o b s e r v o u - s e  e n t ã o q u e  

o s  c o e f i c i e n t e s  d e  r  ( x )  s e r i a m o b t i d o s  e m d u a s  e t a p a s ,  c o n f o r me  

( 6 . 5 ) .  Na p r i m e i r a e t a p a ,  o b t é m- s e  a p r i m e i r a me t a d e  d o s  

c o e f i c i e n t e s  . de  r  ( x )  e  n a s e g u n d a e t a p a ,  o b t é m- s e  a s e g u n d a 

me t a d e  d o s  c o e f i c i e n t e s  d e  r ( x ) .  E bo m l e mb r a r  q u e  o s  

c o e f i c i e n t e s  d e  r  ( x )  e s t ã o e m o r d e m d e c r e s c e n t e  d a s  p o t ê n c i a s  d e  

x .  T e m- s e ,  a s s i m:  

N/ 4 - 1 

r ( x )  = ^ ( d .  -  d .
+ N / 2 +

 a d .
+ N / 2 + N / 4

) x
 + 

N/ 4 - 1
 2  k 

+

 k = N / 4
( d k

 "
 a d k + N / 4 + U

 "
1 ) d

N / 2
+

N / 4
) x 

S e  c o n s i d e r a r mo s  o s  p o l i n ó mi o s  D ( x ) ,  d ( x )  e  Q( x )  e s c r i t o s  e m 

p o t ê n c i a s  d e c r e s c e n t e s  d e  x ,  o s  c o e f i c i e n t e s  d e  r ( x )  s e r ã o 

mo d i f i c a d o s .  E s s a m o d i f i c a ç ã o f o i  n e c e s s á r i a n a i mp l e me n t a ç ã o d o 

NzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA/2 
a l g o r i t mo ,  h a j a v i s t a o s  c a s o s  e m q u e  d ( x )  •  x  -  1  o u 

d ( x )  = x
N / 2

 + 1 [ 1 3 ]  

Ob s e r v e  n a f i g u r a 6 . 3 q u e  d ( x )  é  s e mp r e  o p o l i n ó mi o c o n t i d o 

e m c a d a r e t â n g u l o .  
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6 . 2 . 5 )  -  O b t e n ç ã o d a DF T X,  d e  x 
k m 

Na s u b s e c ç ã o 6 . 2 . 3 ,  n ó s  d e t e r mi n a mo s  o s  v a l o r e s  d o s  

e l e me n t o s  d a s e q u ê n c i a X
k
 ,  s ô q u e  e s s e s  v a l o r e s  a p a r e c e m 

d e s o r d e n a d o s .  P a r a r e o r d e n a r  e s s e s  v a l o r e s  n a o r d e m c o r r e t a ,  f o i  

n e c e s s á r i o g e r a r  o s  Í n d i c e s  d o s  e l e me n t o s  d a s e q u ê n c i a X,  ,  d e  

a c o r d o c o m o - d i a g r a ma a p r e s e n t a d o n a f i g u r a 6 . 3 .  E s s e s  Í n d i c e s  

f o r a m g e r a d o s  i n i c i a l m e n t e  p a r a N = 4 , 8 , 1 6 e  3 2 .  A s e g u i r ,  f o i  

f e i t a a  g e n e r a l i z a ç ã o p a r a q u a l q u e r  N.  A f i g u r a 6 . 4 ,  i l u s t r a o 

p r o c e d i me n t o p a r a o b t e r mo s  o s  Í n d i c e s  d o s  e l e me n t o s  d a s e q u ê n c i a 

X
k
 d e  N t e r mo s ,  a  p a r t i r  d o s  Í n d i c e s  d o s  e l e me n t o s  d a s e q u ê n c i a 

X.  d e  N/ 2 t e r mo s ,  
k 

A g e n e r a l i z a ç ã o d a o b t e n ç ã o d e s s e s  Í n d i c e s  s ó f o i  p o s s í v e l  

a p ô s  d e s e n v o l v e r mo s  n a i n t e g r a o  a l g o r i t mo ,  p a r a a s  q u a t r o 

s i t u a ç õ e s  a c i ma .  A p a r t i r  d a i ,  o b s e r v o u - s e  q u e  o s  Í n d i c e s  d a DF T 

d e  8 p o n t o s  p o d e r i a m s e r  o b t i d o s  d o s  í n d i c e s  d a DF T d e  4 p o n t o s .  

De  mo d o a n á l o g o ,  o s  Í n d i c e s  d a DF T d e  1 6 p o n t o s  p o d e r i a m s e r  

o b t i d o s  d o s  Í n d i c e s  d a DF T d e  8 p o n t o s  e  t a mb é m,  o s  Í n d i c e s  d a 

DF T d e  3 2 p o n t o s  p o d e r i a m s e r  o b t i d o s  d o s  í n d i c e s  d a DF T d e  1 6 

p o n t o s .  Co m i s s o ,  v e r i f i c o u - s e  q u e  s e  t i v e r mo s  o s  Í n d i c e s  d e  u ma 

DF T d e  N/ 2 p o n t o s ,  p o d e mo s  o b t e r  o s  Í n d i c e s  d a DF T d e  N p o n t o s  d a 

s e g u i n t e  f o r ma :  o p r i me i r o Í n d i c e  è  s e mp r e  0 e  o s e g u n d o é  s e mp r e  

N/ 2 ,  o  ú l t i mo Í n d i c e  ê  s e mp r e  1 e  o  p e n ú l t i m o è  s e mp r e  N - l .  A 

p a r t i r  d a i ,  o s  d e ma i s  Í n d i c e s  d a DF T d e  N p o n t o s  s ã o o b t i d o s  

c o n f o r me  a f i g u r a 6 . 4 ,  o b s e r v a n d o - s e  q u e  e x c e t o o p r i me i r o e  o 

ú l t i mo í n d i c e s  d a DF T d e  N/ 2 p o n t o s ,  c a d a um d o s  d e ma i s  Í n d i c e s  i  

d a DF T d e  N/ 2 p o n t o s  g e r a d o i s  í n d i c e s  i  e  k n a DF T d e  N p o n t o s .  
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Um d e s s e s  Í n d i c e s  i  é  i g u a l  a o  Í n d i c e  d a DF T d e  N/ 2 p o n t o s  e  

o u t r o Í n d i c e  k s a t i s f a z  a  r e l a ç ã o k = N - i .  Co mo v e mo s ,  o s  Í n d i c e s  

d a DF T d e  N p o n t o s  s ã o s e mp r e  g e r a d o s  d e  d o i s  e m d o i s .  Co mo n ã o 

h a v i a d u v i d a s  d e  c o mo o b t e r  o s  Í n d i c e s  d o s  e l e me n t o s  d a s  DF T s  d e  

8 ,  1 6 e  3 2 p o n t o s  a  p a r t i r  d o s  Í n d i c e s  d o s  e l e me n t o s  d a DF T d e  4 

p o n t o s ,  u t i l i z a m o s  a  p a r t i r  d a i  o  c o mp u t a d o r ,  o n d e  f o r a m f e i t a s  

c e n t e n a s  d e  t e s t e s  c o m um p r o g r a ma c o mp u t a n d o a DF T d i r e t a me n t e  

p e l a d e f i n i ç ã o ( 6 . 3 )  e  o u t r o o  p r o g r a ma ,  c o mp u t a n d o a me s ma DF T 

p e l o a l g o r i t mo d e  B r u u n .  Mu i t o t e mp o f o i  n e c e s s á r i o p a r a c o mp a r a r  

t a i s  r e s u l t a d o s .  
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N " 4 
N •  8 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

4  J 

O zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

] zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

] 

N « 16 

1 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

]  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 4 

] 

1 3 

• j  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

"3 

N » 3 2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

°]  

" 8
J 

2°]  

]  

3 
] 

2 8 " 

4 -

2 2 -

•  l( 

2 6 -

2 7 " 

5-

3 -

2 3 -

9 -

2 7 " 

• a 

F i g u r a 6 . 4 -
O b t e n ç ã o d o s  Í n d i c e s  d o s  e l e me n t o s  d e  u ma 

DF T d e  N p o n t o s  a  p a r t i r  d o s  Í n d i c e s  d o s  

e l e me n t o s  d e  u ma DF T d e  N/ 2 p o n t o s  -

A l g o r i t mo d e  B r u u n .  
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CAP I T UL O V I I  

RES ULTADOS N U MÉ R I C O S ,  C O N C L U S Õ E S E S U G E S T Õ E S 

7 . 1 )  -  R e s u l t a d o s  

A l é m d a i mp l e me n t a ç ã o d o  a l g o r i t mo d e  C o o l e y - T u k e y [ 2 ] ,  

me n c i o n a d a n a s e c ç ã o 6 . 1 ,  u t i l i z a m o s  o me s mo a l g o r i t mo c o m o u t r a 

i mp l e me n t a ç ã o [ 8 1 ,  be m d i f e r e n t e  d e s t a .  De  mo do q u e  f o i  p o s s í v e l  

c o mp a r a r  o  t e mp o d e  e x e c u ç ã o d o  a l g o r i t mo d e  B r u u n c o m a s  d u a s  

v e r s õ e s  d o  a l g o r i t mo d e  C o o l e y - T u k e y .  A t a b e l a 7 . 1  r e l a c i o n a o  

t e mp o d e  e x e c u ç ã o ,  e m s e g u n d o s ,  d o s  t r ê s  a l g o r i t mo s ,  e x e c u t a d o s  

e m WATF I V num c o mp u t a d o r  I BM- 4 3 4 1 c o m o s i s t e ma o p e r a c i o n a l  

0 S / VS 1 num a mb i e n t e  VM p a r a v a l o r e s  d e  N e n t r e  1 6 e  1 0 2 4 .  P a r a 

c a d a v a l o r  d e  N o s  p r o g r a ma s  f o r a m e x e c u t a d o s  q u a t r o v e z e s  e  e m 

s e g u i d a ,  f e i t a a  mé d i a a r i t mé t i c a d e s s e s  q u a t r o t e mp o s .  P a r a s e  

o b t e r  t a i s  t e mp o s ,  e l i mi n a r a m- s e  a  e n t r a d a e  a  s a i d a d e  d a d o s .  Os  

d a d o s  d e  e n t r a d a f o r a m g e r a d o s  a l e a t o r i a me n t e  e  c o l o c a d o s  e m u ma 

d e c l a r a ç ã o DATA e  p o r  i s s o ,  i n f e l i z m e n t e ,  s õ f o i  p o s s í v e l  



e x e c u t a r  o s  p r o g r a ma s  e m WATF I V a t é  N = 1 0 2 4 .  P a r a N = 2 0 4 8 u s o u -

s e  o me s mo p r o c e d i me n t o a c i ma ,  p o r é m,  o s  p r o g r a ma s  f o r a m 

c o mp i l a d o s  e  e x e c u t a d o s  e m FORTRAN VS ,  t a mb é m n o I BM- 4 3 4 1 e ,  

v e r i f i c o u - s e  q u e  o t e mp o d e  e x e c u ç ã o n e s t e  c a s o è  i n s i g n i f i c a n t e  

( d a o r d e m d e  c e n t é s i mo s  d e  s e g u n d o s )  p a r a q u a l q u e r  um d o s  

a l g o r i t mo s .  Ad o t a n d o a  s e g u i n t e  c o n v e n ç ã o :  

TBRUUN -  Te mp o d o a l g o r i t mo d e  B r u u n ,  

TCTUKEY1 -  Te mp o d o a l g o r i t mo d e  C o o l e y - T u k e y ( 2 ] ,  

TCTUKEY2 -  Te mp o d o a l g o r i t mo d e  C o o l e y - T u k e y [ 8 ] ,  

a  t a b e l a  7 . 1  e x i b e  o s  t e mpo s  mé d i o s  o b t i d o B em q u a t r o  e x e c u ç õ e s  

p a r a t o d o s  o s  a l g o r i t mo s .  

T a b e l a 7 . 1 -  Te mp o d e  e x e c u ç ã o ,  e m s e g u n d o s ,  d o s  a l g o r i t mo s  d e  

B r u u n e  C o o l e y - T u k e y ( mé d i a d e  4  e x e c u ç õ e s  p a r a c a d a 

N,  c o m s e q u ê n c i a s  r e a i s ) .  

!  N ! TBRUUN ! TCTUKEY1 ! TCTUKEY2 !  

!  1 6 !  0 . 1 7 5 !  0 . 2 0 5 !  0 . 2 2 2 !  

!  3 2 !  0 . 2 6 7 !  0 . 2 7 2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I 0 . 2 9 2 !  

!  6 4 !  0 . 4 6 7 !  0 . 5 5 2 !  0 . 4 5 5 !  

- 5 —1 2 8 !  0 . 8 1 0 !  1 . 1 4 2 !  0 . 8 3 7 !  

!  2 5 6 !  1 . 6 7 7 !  2 . 5 0 7 !  1 . 7 0 7 !  

!  5 1 2 !  3 . 4 8 0 !  5 . 7 0 7 !  3 . 5 2 2 !  

!  1 0 2 4 !  7 . 0 6 0 !  1 2 . 8 8 2 !  7 . 6 9 0 !  

P a r a v e r i f i c a r  s e  d e  f a t o o  t e mp o d e  c o mp u t a ç ã o ( e x e c u ç ã o )  

e m q u a l q u e r  um d o s  a l g o r i t mo s  F F T i mp l e me n t a d o s  è  r e a l me n t e  
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p r o p o r c i o n a l  a  N l o g
2

N,  f o r a m u s a d o s  o s  t e mp o s  o b t i d o s  e m t o d a s  a s  

e x e c u ç õ e s  ( q u a t r o v e z e s  p a r a c a d a N)  n u ma r e g r e s s ã o l i n e a r  d o 

t e mp o T e m f u n ç ã o d e  Nl o g
2

N,  i s t o è :  T -  a N l o g
2

N + 3 + e r r o ,  p a r a 

c a d a um d o s  a l g o r i t mo s .  C o n B t a t o u - s e  q u e  e m q u a l q u e r  u ma d a s  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2 

s i t u a ç õ e s ,  o  c o e f i c i e n t e  d e  d e t e r m i n a ç ã o R é  ma i o r  q u e  8 0 * e ,  

i s t o g a r a n t e ,  d e  a c o r d o c o m a me t o d o l o g i a  u t i l i z a d a n a r e g r e s s ã o 

l i n e a r ,  q u e  a  p r o p o r c i o n a l i d a d e  è  b o a .  

A t a b e l a 7 . 2  mo a t r a a  e B t a t i s t i c a  r e f e r e n t e  a o B a l g o r i t mo s  

d e  B r u u n ( BRUUN) ,  d e  C o o l e y - T u k e y ( CT UKE Y1 )  p r i m e i r a v e r s ã o [ 2 ]  e  

( CTUKEY2 )  s e g u n d a v e r s ã o [ 8 ] .  

T a b e l a 7 . 2 -  R e s u l t a d o s  d a r e g r e s s ã o l i n e a r  d o t e mp o e m f u n ç ã o d e  

N l o g
2

N .  

!  ALGORI TMO !  a !  

!  BRUUN !  0 . 0 0 1 7 !  

!  CTUKEY1 !  0 . 0 0 3 1 !  

!  CTUKEY2 !  0 . 0 0 1 8 !  

C o me n t á r i o s  s o b r e  o s  r e s u l t a d o s  r e l a c i o n a d o s  n a  t a b e l a 7 . 2 .  

BRUUN :  S ó a r i t mé t i c a r e a l  ma s  t e m o v e r h e a d d a s  d i v i s õ e s  

p o l i n o mi a i s  ( c á l c u l o d o  r e s t o ) .  

0 . 0 0 1 2 !  9 9 , 8 t  !  

- 0 . 3 3 1 6 !  9 9 , 5 %zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I 

- 0 . 0 3 7 3 !  9 9 , 6 % !  
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CTUKEY1 :  Op e r a c o m p a r t e  r e a l  e  i ma g i n á r i a ma s  n ã o t e m c á l c u l o 

d e  r e s t o d e  d i v i s ã o d e  p o l i n ó m i o s .  A i mp l e me n t a ç ã o d e v e  

t e r  Bi d o mu i t o  d i r e t a .  Emb o r a o b e d e ç a T = a Nl o g
2

N + B 

+ e r r o o s  t e mp o s  s ã o s u b s t a n c i a l me n t e  ma i o r e s  c o n f o r me  

t a b e l a 7 . 1 .  

CTUKEY2 :  Op e r a c o m p a r t e  r e a l  e  i ma g i n á r i a ma s  n ã o t e m c á l c u l o 

d e  r e s t o s  d e  d i v i s ã o d e  p o l i n ó m i o s ,  o  q u e  p o d e  e x p l i c a r  

a t a x a d e  c r e s c i me n t o d o t e mp o d e  e x e c u ç ã o c o m Nl o g ^ N 

q u a s e  i g u a l  a o d o a l g o r i t mo d e  B r u u n .  

7 . 2 )  -  C o n c l u s õ e s  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

• 

Os  a l g o r i t mo s  r e l a c i o n a d o s  n a s  s e c ç õ e s  6 . 1 e  6 . 2 mo s t r a m q u e  

e x i s t e m p e l o me n o s  d u a s  ma n e i r a s  d i f e r e n t e s  d e  c o mp u t a r  a 

c o n v o l u ç ã o c i r c u l a r  d e  N t e r mo s ,  c o m N p r i mo ,  p r o d u z i n d o o me s mo 

r e s u l t a d o .  A l é m d i s s o ,  o  a l g o r i t mo me n c i o n a d o n a s u b s e c ç ã o 6 . 4 . 1 

mo s t r a q u e  a c o n v o l u ç ã o c i r c u l a r  d e  N t e r mo s  c o m N = 2 ,  6  = 

1 , 2 , 3 , . . .  p o d e  s e r  c o mp u t a d a u t i l i z a n d o - s e  q u a l q u e r  um d o s  F F T s  

me n c i o n a d o s  n a s  s e c ç õ e s  4 . 1 a 4 . 5 .  I s s o d e mo n s t r a q u e  d i f e r e n t e s  

mé t o d o s  c o mp u t a c i o n a i s  p o d e m r e s o l v e r  e f i c i e n t e me n t e  o me s mo 

p r o b l e ma m a t e m á t i c o .  P o r  o u t r o l a d o ,  a s  a p l i c a ç õ e s  d o t e o r e ma d o 

r e s t o c h i n ê s  e  d o a l g o r i t mo d e  B r u u n mo s t r a m a g r a n d e  i mp o r t â n c i a 

d a á l g e b r a ( a r i t mé t i c a r e s i d u a l ) ,  n a r e s o l u ç ã o d e  p r o b l e ma s  

l i g a d o s  á E n g e n h a r i a E l é t r i c a .  
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Co m r e l a ç ã o a  p a r t e  d e  i m p l e m e n t a ç ã o ,  p o d e mo s  o b s e r v a r  q u e  

n e m t u d o q u e  ma t e ma t i c a me n t e  é  s i mp l e s  s e r á s i mp l e s  d e  

i mp l e me n t a r .  Um e x e mp l o d i s s o ,  è  a  i mp l e me n t a ç ã o d o a l g o r i t mo d e  

B r u u n .  P o r  o u t r o l a d o ,  a  ma n e i r a d e  i mp l e me n t a r  um me s mo 

a l g o r i t mo t e m i n f l u ê n c i a n a e f i c i ê n c i a d a r o t i n a c o mp u t a c i o n a l  

( v .  c o mp a r a ç ã o da B t a x a s  d e  v a r i a ç ã o d o t e mp o c o m Nl o g ^ N n a s  d u a s  

i m p l e m e n t a ç õ e s  d o a l g o r i t mo d e  C o o l e y - T u k e y ) .  

7 . 3 )  -  S u g e s t õ e B 

S u g e r i mo s  c o mo a s s u n t o p a r a t r a b a l h o s  a d i c i o n a i s ,  

i )  0  e s t u d o c o mp l e t o ,  a p l i c a ç õ e s  e  i mp l e me n t a ç õ e s  d o s  

a l g o r i t mo s  me n c i o n a d o s  n a s e c ç ã o 4 . 6 .  

i i )  I mp l e me n t a r  a  c o n v o l u ç ã o c i r c u l a r  d e  p p o n t o s ,  p p r i mo ,  

a t r a v é s  d e  t r a n s f o r ma d a s  d e  Me r s e n n e ,  p a r a q u a l q u e r  p .  

i i i )  I mp l e me n t a r  a  c o n v o l u ç ã o c i r c u l a r  d e  N t e r mo s  a t r a v é s  d o 

t e o r e ma d o r e s t o c h i n ê s  p a r a N = x ,  c o m e  

mu t u a me n t e  p r i mo s ,  

i v )  E s t u d a r  u ma i mp l e me n t a ç ã o e f i c i e n t e  d a t r a n s f o r ma d a d e  

Me r s e n n e  ( a  n o s s a f o i  u ma i mp l e me n t a ç ã o d i r e t a ,  c o m 

2 
n u me r o d e  m u l t i p l i c a ç õ e s  p r o p o r c i o n a l  a  p ) .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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