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[ M ] Matriz de massa efetiva 

[Fk ] Vetor forca de excitacao efetivo no tempo k generico, k: (/; t+At) 

[ K ] Matriz de rigidez efetiva 

0 Parametro de estabilidade do metodo de Wilson 0 



x Incremento no tempo 

a Parametro de estabilidade do metodo de Newmark zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

5 Parametro de estabilidade do metodo de Newmark zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

K„\, KnA Coeficientes angulares extremos do metodo de Runge-Kutta 

KzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA„2, Ktl3 Coeficientes angulares medios do metodo de Runge-Kutta 

h Passo de integracao do metodo de Runge-Kutta 

M Massa do sistema 

K Coeficiente de rigidez do sistema 

C Coeficiente de amortecimento do sistema 

SDOF Single-Degree-of-Freedom Systems 

MDOF Multiple- Degree-of-Freedom Systems 

F(t) Forca de excitacao externa 

Dt Intervalo de tempo de discretizacao 

Kxx, Kyy Coeficientes diretos linearizados de rigidez do filme de oleo 

Kxy, Kyx Coeficientes acoplados linearizados de rigidez do filme de oleo 

Cxx, Cyy Coeficientes diretos linearizados de amortecimento do filme de oleo 

Cxy, Cyx Coeficientes acoplados linearizados de amortecimento do filme de 

oleo 

Ksx, Ksy Coeficientes de rigidez do suporte segundo as direcoes x e y 

Bn Comprimento finito das series temporais 

au Coeficientes de auto-correlacao 

(j)n Angulos de fase 

§ Matriz e/ou vetor dos parametros 

b Matriz e/ou vetor de entrada (excitacao) 

[A] Matriz do sistema 

s Matriz e/ou vetor dos erros 

<|>Me Estimador por minimos quadrados 

X Deslocamento, vetor de estado 

[B] Matriz de distribuicao 



[/] Matriz Identidade zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Y Deslocamento zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Fx Forca de excitacao na direcao x 

Fy Forca de excitacao na direcao y 

Xcn ,X'n Coeficientes de Fourier do vetor deslocamento na direcao x 

Ycn ,Y'H Coeficientes de Fourier do vetor deslocamento na direcao y 

Fxl ,Fx'n Coeficientes de Fourier do vetor forca de excitacao na direcao x 

Fy°,Fy'n Coeficientes de Fourier do vetor forca de excitacao na direcao y 

N, Nt Niimero de pontos no tempo 

Nf Niimero de pontos em frequencia 

| .F(A-)},{F(7)} Vetor forca de excitacao estimado 

[ M | Matriz e/ou coeficiente de massa estimado zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

[cl Matriz e/ou coeficiente de amortecimento estimado 

Matriz e/ou coeficiente de rigidez estimado zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Dt Intervalo de tempo de discretizacao estimado 

Kxx,Kyy Coeficientes diretos de rigidez do filme de oleo estimados 

Kxy,Kyx Coeficientes acoplados de rigidez do filme de oleo estimados 

Cxx,Cyy Coeficientes diretos de amortecimento do filme de oleo estimados 

Cxy,Cyx * Coeficientes acoplados de amortecimento do filme de oleo estimados zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

j Vetor forca de excitacao na direcao x estimado 

JFy(£)} Vetor forca de excitacao na direcao y estimado 

Fo Amplitude da forca de excitacao 

NPI Relacao entre as frequencias natural e fundamental do sistema 

con Frequencia natural 

©o Frequencia fundamental zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

C Fator de amortecimento 

FFT Transformada Rapida de Fourier 

KeSt, Cest Coeficientes de rigidez e amortecimento estimados 

EKes,, E c e s t Erros ou residuos na estimacao da rigidez e do amortecimento 



RESUMO zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Neste trabalho investigam-se os metodos de integracao numerica: 

Diferenca Central, Houbolt, Wilson 9 e Newmark, comparando-os com os 

resultados do metodo de Runge-Kutta de 4§ ordem. Em seguida, utiliza-se o vetor de 

estado (em termos de aceleracao, velocidade e deslocamento) no processo de 

identificacao de parametros e identificacao de perturbacoes externas (forcas) no 

dominio do tempo e no dominio da frequencia em sistemas mecanicos, aplicando o 

estimador dos minimos quadrados para os metodos avaliados. Alguns aspectos no 

processo de busca para monitorar o melhor metodo de resolucao, tambem serao 

investigados, quais sejam: criterio para escolha otima do passo de integracao, 

niimero de ponto adotados no tempo, escolha do sinal de excitacao, dentre outros. 

Deste modo, procura-se avaliar a eficiencia destes metodos e verificar aquele de 

melhor desempenho no processo de simulacao numerica. Neste trabalho, foram 

processadas identificacoes de forcas em dois sistemas mecanicos: um sistema 

convencional SDOF (massa-mola-amortecedor) e um sistema MDOF de dois graus 

de liberdade, constituido do conjunto eixo-mancal hidrodinamico. Para tanto, duas 

formulacoes foram utilizadas no processo de identificacao, a versao discreta no 

espaco de estado e a versao continua no dominio do tempo proposta e sugerida pelo 

professor orientador (Oliveira, N. V.). Dos resultados apresentados, fica bastante 

evidenciada a possibilidade de aplicacao dos metodos de Newmark, Diferenca 

Central - com destaque pelos seus resultados apresentados -, Houbolt e Wilson 9 no 

processo de obtencao numerica dos vetores de estado para aplicacao na 

identificacao de parametros e de forcas em sistemas dinamicos, considerando que 

para uma bom desempenho destes metodos fatores como: o melhor criterio para 

escolha otima do intervalo de tempo de discretizacao, propriedades dinamicas do 

sistema e condicao de estabilidade numerica do metodo, nao podem ser 

desprezados. 



ABSTRACT zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

In this work, the Central Difference, Houbolt, WilsonzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 6 and Newmark 

types of numeric integration methods are applied in the simulation process of 

mechanical systems and the results are used in a identification process, which is 

used to verify and compare their performance with the 4th order Runge Kutta 

method. Those methods have been applied in the simulation of the physical 

behavior of a Single Degree of Freedom (SDOF) system, which is represented by a 

mass-spring-damper system, and a Multi Degree of Freedom (MDOF) system, 

which is represented by the two degree of freedom axis-plain cylindrical journal 

bearing system. To better analyze the performance of the simulation method, during 

the search of the best solution for the problem, some internal variables were 

investigated and analyzed, such as: the integration time-step, the number of points, 

the choice of the excitment signal, and so on. On the other hand, two types of 

formulations for the identification process were used: a discrete and a continuous 

version of the state-space approach. The attained results have shown that the 

simulation accuracy and performance of the Newmark, Central Difference, Houbolt 

and Wilson 9 methods, when comparing the identified parameters and excitment 

forces with the ones of the model, are dependent upon the choice of the integration 

time-step, dynamical properties of the system and numerical stability of the method. 



CAPITULO I 

INTRODUCAO 

1.1 Introducao Geral zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A integracao numerica da equacao diferencial que rege o 

comportamento dinamico de sistemas mecanicos para a obtencao da resposta em 

termos de deslocamento, velocidade e aceleracao, e feita por diversos integradores. 

Aqui serao analisados os resultados de identificacao de parametros e identificacao 

de perturbacoes externas no dominio do tempo e da freqiiencia em sistemas 

mecanicos, pela aplicacao dos algoritmos das aceleracoes generalizadas: Diferenca 

Central, Houbolt, Wilson 0 e Newmark na solucao numerica desta equacao 

diferencial, por apresentarem algumas vantagens: 

• Esses metodos estao sendo largamente aplicados atualmente na area de 

dinamica estrutural (Clough, 1993; Bathe, 1982; Craig, 1981; Bathe e 

Wilson, 1976); 
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• Sao de facil implementacao computacional; 

• Nao requerem a reducao da equacao diferencial a forma de estado. 

A escolha do metodo que melhor se adapta ao processo de simulacao 

para validacao dos metodos de identificacao depende essencialmente de 

determinados fatores como: escolha do passo de integracao; problemas de 

consistencia e estabilidade do metodo; efeito das propriedades dinamicas do 

sistema, do niimero de graus de liberdade e da natureza dos sinais de excitacao a 

serem utilizados. 

Esses fatores apresentam efeitos cruciais na simulacao do sistema e 

em particular no que se refere ao problema de identificacao de parametros e 

identificacao de perturbacoes externas. 

Se o metodo de resolucao numerica escolhido nao consegue retratar os 

vetores solucao do sistema de forma suficientemente exata, os coeficientes 

identificados podem ser inconsistentes. O que e valido tanto para a identificacao de 

sistemas no dominio do tempo como no dominio da frequencia. 

Os dados da resposta dinamica (deslocamento, velocidade e 

aceleracao) do sistema podem ser empregados nas variadas tecnicas de identificacao 

de parametros e identificacao de perturbacoes externas no dominio do tempo e no 

dominio da frequencia para efeito de monitoramento das condicoes de operacao e 

diagnostico de falhas em maquinas, equipamentos e estruturas. Neste contexto, a 

identificacao de sistemas mecanicos tern elevada importancia nas areas de 

Manutencao Preditiva, Otimizacao e Controle. 
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Atualmente o problema de identificacao de falhas mediante o 

monitoramento das respostas dinamicas tern sido alvo de grande interesse, tanto do 

ponto de vista teorico quanto do das aplicacoes praticas (Natke & Cempel, 1991). 

1.2 Objetivo do Trabalho 

Neste trabalho analisa-se a eficiencia dos metodos de integracao 

numerica: Diferenca Central, Houbolt, Wilson 9 e Newmark nos processos de 

identificacao de parametros e de identificacao de perturbacoes externas (forcas) no 

dominio do tempo e no dominio da frequencia em sistemas dinamicos. Foi aplicado 

o estimador dos minimos quadrados, cujos resultados foram comparados com os 

valores produzidos pelo metodo de Runge-Kutta dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A- ordem, considerado um dos 

mais eficientes metodo de integracao numerica e em geral um dos mais utilizados na 

literatura. 

1.3 Descricao do Trabalho 

Este trabalho em linhas gerais podera ser descrito da seguinte forma: 

• O primeiro capitulo apresenta o objetivo do trabalho e uma introducao geral onde 

se descreve sucintamente a importancia dos metodos numericos - especificamente 

os metodos das aceleracoes generalizadas - no desempenho das tecnicas de 

identificacao de sistemas mecanicos. 



O segundo capitulo apresenta uma revisao bibliografica sobre o processo de 

identificacao de sistemas mecanicos, focalizando aspectos importantes 

intrinsecamente ligados a esta area como: tecnicas de estimacao empregadas; 

natureza das fontes de perturbacoes em sistemas mecanicos; tecnicas de deteccao 

de falhas em estruturas mecanicas; importancia dos mancais hidrodinamicos nas 

estruturas mecanicas rotativas e sua caracterizacao dinamica via tecnicas de 

identificacao; importancia dos metodos de integracao numerica na eficiencia das 

tecnicas de identificacao e ainda, uma breve consideracao sobre os sinais de 

excitacao utilizados. 

No terceiro capitulo faz-se um resgaste dos metodos de integracao numerica das 

aceleracoes generalizadas: Diferenca Central, Houbolt, WilsonzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 9 e Newmark e 

ainda do metodo de Runge-Kutta dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 4~ ordem, apresentando suas formulacoes 

matematicas. 

No quarto capitulo apresenta-se os modelos fisicos e matematicos dos sistemas 

mecanicos selecionados, consideracoes sobre o sinal de excitacao (Schroeder) 

escolhido, propriedades do estimador dos nrmimos quadrados e as formulacoes 

matematicas para os processos de identificacao de parametros e de perturbacoes 

externas no dominio do tempo e da frequencia usando o espectro da excitacao e 

da resposta para cada modelo selecionado. 
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• No quinto capitulo tem-se os resultados de simulacao digital das formulacoes 

matematicas dos processos de identificacao e discussoes desses resultados. 

• No sexto capitulo apresenta-se a conclusao geral do trabalho e sugestoes para 

trabalhos futuros. 

• Por ftm, tem-se os apendices, que se constituent de resultados preliminares de 

identificacao de parametros usando pontos intermediarios, resultados de 

estimacao de parametros e estimacao de forcas no dominio da freqiiencia, 

graficos de resposta em frequencia dos sistemas SDOF e MDOF e ainda, de 

trabalhos publicados em congressos e simposios. 



CAPITULO II 

REVISAO BIBLIOGRAFICA 

2.1 Introducao zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

O suporte bibliografico necessario ao amadurecimento em torno da 

area de interesse desta pesquisa, objetivando o seu futuro desenvolvimento, 

envolveu referencias importantes e recentes de autoria de pesquisadores nacionais e 

estrangeiros colhidas em fontes especializadas. Isso abrangeu diversas areas afins a 

este estudo, como: caracterizacao de sistemas; tecnicas de identificacao de 

parametros e de forcas/perturbac5es externas em sistemas mecanicos; origem e 

namreza das fontes de perturbacoes geradoras de vibracao; tecnicas de deteccao e 

diagnose de falhas em sistemas mecanicos; caracterizacao do comportamento 

dinamico de mancais hidrodinamicos; metodos das aceleracoes generalizadas e 

principals sinais de excitacao em sistemas dinamicos. 



7 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2.2 Identificacao de Sistemas Mecanicos 

Um dos problemas basicos da ciencia e a tarefa de se explanar 

observacSes fisicas a partir de equacoes matematicas. A area relacionada a 

identificacao de sistemas esta sendo largamente utilizada e existe uma preocupacao 

evidente em escolher equacoes matematicas que descrevam adequadamente relacoes 

entre os dados de entrada e saida para sistemas reais (Oliveira, 1991). A relacao 

entre a entrada e saida de um sistema dinamico pode ser expressa matematicamente 

atraves de quatro diferentes formas para sistemas lineares: resposta ao impulso, 

funcao de transferencia, equacao diferencial e decomposicao ortogonal (Arnold e 

Narenda, 1975). Qualquer uma das quatro caracterizacoes podem ser usadas para 

descrever um sistema fisico. 

Em muitas situacoes, nem todos os parametros do sistema sao 

conhecidos e, em alguns sistemas mecanicos, mesmo com o conhecimento previo de 

um modelo matematico que retrate aproximadamente o seu comportamento 

dinamico, em dadas situacoes, e praticamente impossivel obter-se parametros 

destes modelos de forma direta (rigidez e amortecimento de um filme de oleo, por 

exemplo) (Lacerda e Oliveira, 1996). Nestes casos, recorre-se a tecnicas de 

identificacao ou estimacao de parametros que objetivam a determinacao dos valores 

desconhecidos a partir dos sinais de entrada (excitacao) e de saida (resposta) do 

sistema (Rade e Steffen Jr., 1989). 

O problema de identificacao consiste essencialmente na busca de um 

modelo que determine a relacao que existe entre os sinais de entrada e saida 
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segundo algum criterio (Beck, 1978). Logo, partindo-se do pressuposto que o 

modelo matematico e conhecido, a identificacao e um processo de determinar os 

parametros intrinsecos do sistema. Este trabalho esta concentrado na caracterizacao 

do modelo atraves de equacoes diferenciais. Os modelos considerados consistem 

num sistema de equacoes diferenciais de segunda ordem. 

Existem, atualmente, inumeros metodos de identificacao conhecidos, 

cada um mais adequado a determinado tipo de analise, podendo trabalhar no 

dominio do tempo ou da frequencia, aplicaveis a sistemas lineares e nao lineares. 

Certamente, as tecnicas de estimacao de parametros mais conhecidas e utilizadas 

hoje em dia sao: minimos quadrados e seus derivados, variaveis instrumentais e 

maxima verossimilhanca (Dias Jr., 1987). 

Os metodos dos minimos quadrados, das variaveis instrumentais e da 

estimacao sequential foram amplamente discutidos e aplicados por Silva (1992) 

num processo de identificacao de perturbacoes externas no dominio da frequencia 

em sistemas mecanicos, alcancando resultados consistentes. 

0 estimador por minimos quadrados foi utilizado por Sahinkaya et al. 

(1984) numa tecnica de identificacao dos coeficientes do filme de oleo de mancais 

hidrodinamicos no dominio da frequencia. Esse estimador tambem foi aplicado por 

Fritzen (1985) na identificacao das matrizes de massa, amortecimento e rigidez de 

sistemas mecanicos, cujos resultados foram comparados com os obtidos pelo 

metodo das variaveis instrumentais. 

O efeito da conjuncao entre o Filtro de Kalman e o estimador das 

variaveis instrumentais foi abordado por Lacerda (1994) num processo de estimacao 
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de parametros e de sistemas mecanicos no dominio do tempo, apresentando uma 

nova tecnica na area de identificacao de sistemas com resultados promissores. 

Neste trabalho, o estimador por minimos quadrados se enquadra 

perfeitamente nos seus objetivos, tornando-se o escolhido para aplicacao. 

As diversas tecnicas de estimacao existentes na literatura apresentam 

determinadas restricoes que, dependendo da natureza e da dinamica do sistema, 

podem redundar em resultados bastante diferentes daqueles do sistema real. Estes 

metodos podem, sem perda de generalidade, serem adaptados e adequadamente 

utilizados para identificacao de perturbacoes externas (forcas) e de parametros em 

sistemas mecanicos (Mariano e Oliveira, 1997). 

As vibracoes provocadas por estas perturbacoes sao de diversas 

naturezas. Geralmente, as vibracoes que ocorrem nas maquinas e estruturas sao 

indesejaveis, nao somente por causa dos movimentos desagradaveis, o ruido e as 

tensoes dinamicas, que causam fadiga e conseqiiente falha na estrutura, mas tambem 

pelas perdas de energia e a reducao do desempenho que acompanham as vibracoes 

(Almeida, 1987). 

As perturbacoes mais comuns encontradas nas diversas maquinas 

rotativas em geral, sobretudo as de grande porte como turbinas a vapor, 

hidrogeradores e turbogeradores, sao de origem mecanica, hidraulica, eletrica e 

magnetica, ou a combinacao entre elas. Dependendo da sua natureza, estas se 

apresentam na forma de excitacoes harmonicas, transientes ou perturbacoes 

aleatorias, e sao transmitidas para os mancais, estruturas e fundacoes. 
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As forcas de excitacao mecanica sao originadas, principalmente, 

devido ao desbalanceamento das massas rotativas, defeitos de alinhamento ou 

centragem nas unioes entre as partes, atrito interno no material do eixo e atrito seco 

nos mancais ou interferencia entre partes rotativas e estacionarias (Nascimento, 

transversals consideradas mais significativas sao forcas hidraulicas, 

desbalanceamento mecanico e desbalanceamento magnetico. Tambem, de origem 

magnetica, podem surgir forcas com frequencia igual ao dobro da frequencia de 

rotacao devido a ovalizacao do rotor do gerador. As excitacoes de origem hidraulica 

aparecem na turbina e podem ser consideradas como funcoes aleatorias com um 

espectro de frequencia de banda larga (Pavanello et al., 1985). 

1987). 

No caso de um hidrogerador, conforme a figura (2.2.1), as excitacoes zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

* X 

- 4 — Desbalanceamento Mecanico 
GERADOR 

Forpas Magneticas 

Mancal de Guia do Gerador 

Mancal de Guia da Turbina 

Forcas Hidraulicas 

Z « 

Figura (2.2.1) - Modelo Fisico de um Hidrogerador 
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A necessidade crescente de maior confiabilidade e seguranca dos 

componentes mecanicos. maquinas e estmturas permitiu o desenvolvimento de 

novas tecnicas de deteccao de falhas em sistemas mecanicos submetidos a 

carregamentos dinamicos. Dai, tern sido dada elevada importancia a identificacao de 

perturbacoes externas e de parametros de sistemas mecanicos nas areas de 

Manutencao Preditiva, Otimizacao e Controle. Melo e Steffen Jr. (1996) utilizaram 

um metodo de identificacao para a deteccao de falhas baseando-se na expansao das 

funcoes de excitacao e de resposta do sistema em termos de Series de Fourier, cujos 

principios teoricos e praticos foram analisados por Steffen Jr. e Rade (1991) num 

processo de identificacao de parametros no dominio do tempo de sistemas de 

multiplos graus de liberdade, com resultados que demonstram a eficiencia do 

metodo. 

A diagnose de falhas atraves de observadores de estado em sistemas 

com parametros desconhecidos, foi objeto de estudo de Melo e Pederiva (1997), que 

tambem aplicaram as Series de Fourier no dominio do tempo para a identificacao 

destes parametros e consequents monitoramento do sistema analisado, objetivando a 

deteccao e isolacao das falhas presentes. 

Rade e Silva (1996) acrescentam que essas falhas, que podem ser 

definidas como desvios geometricos ou das propriedades dos materials, podem 

comprometer o funcionamento e a seguranca dos sistemas mecanicos, podendo 

levar, nos casos extremos, ao colapso da estrutura. Afirmam tambem, que o 

problema de identificacao de falhas mediante o monitoramento das respostas 

dinamicas tern despertado grande interesse, tanto do ponto de vista teorico quanto 
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do das aplicacoes praticas. Afirmam ainda, que esses metodos sao baseados no fato 

de que as falhas estruturais levam a alteracoes da massa e/ou da rigidez e/ou do 

amortecimento da estrutura, ocasionando, em conseqiiencia, modificacoes nas 

respostas dinamicas. 

Entre os componentes principals de todas as maquinas, encontram-se 

os mancais, que exigiram aperfeigoamento quanto a construcao e manutencao a 

medida que as velocidades de rotacao e as cargas dinamicas foram aumentando. Os 

mancais podem ser suportes ou guias das partes moveis de maquinas, motores, 

transmissoes, etc., sendo geralmente do tipo hidrodinamico (deslizamento) ou de 

rolamento. No caso do estudo de mancais hidrodinamicos, o grande problema 

consiste em se caracterizar o comportamento dinamico do filme de oleo que separa 

as partes solidas do sistema eixo-mancal. 

Na familia dos mancais hidrodinamicos registram-se freqiientemente 

altas amplimdes de vibracao sob certas combinacoes de carregamento e velocidade. 

Forcas de grandes amplimdes sao transmitidas as fundacoes do sistema, ou parte dos 

seus componentes (Oliveira, 1991). 

A caracterizacao dos mancais hidrodinamicos e concomitantemente do 

filme de oleo visa, desta maneira, fornecer suporte numerico e computacional para a 

quantificacao das forcas transmitidas do eixo a fundacao, causadas por eventuais 

desbalanceamentos deste, ou por forcas de excitacao externas (Uemura et al., 1996). 

A obtencao experimental dos coeficientes linearizados dinamicos de 

rigidez e amortecimento que caracterizam o mancal hidrodinamico e de fundamental 

importancia no estudo da dinamica de rotores. 
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O conhecimento das propriedades elasticas de rigidez e das funcoes de 

dissipapao de energia do filme de oleo em mancais hidrodinamicos, tern se 

constituido num dos grandes problemas no estudo do comportamento dinamico de 

rotores. A determiriacao exata da velocidade critica do eixo para permitir a 

antecipacao do comportamento dinamico na vizinhanca dessa velocidade, depende 

em grande parte das propriedades elasticas e das funcoes de dissipacao de energia 

do filme de oleo (Oliveira e Arruda, 1987). 

A eficiencia dos metodos de identificacao de parametros e de 

perturbacoes externas nos mancais hidrodinamicos e noutros sistemas mecanicos 

com o objetivo de caracteriza-los, depende do metodo de integracao numerica a ser 

utilizado. Os Metodos das Aceleracoes Generalizadas: Diferenca Central, Houbolt, 

Wilson 0 e Newmark, sao, hoje, bastante empregados na pratica em problemas de 

dinamica estrutural (Clough, 1993; Bathe, 1982; Craig, 1981; Bathe e Wilson, 1976; 

Newmark, 1959). 

Um algoritmo para a solucao de problemas dinamicos nao lineares 

utilizando o metodo de Newmark foi apresentado por Silva et al. (1996), cujos 

resultados quando comparados com o metodo Alfa, demonstraram boa precisao. 

Os metodos de integracao numerica das acelerac5es generalizadas 

foram aplicados num processo de identificacao de perturbacoes externas em 

sistemas mecanicos, cujos resultados apresentados foram bastante satisfatorios, com 

destaque para o metodo de Newmark pela consistencia dos seus dados (Mariano e 

Oliveira, 1997). 



14 

0 metodo de Newmark, mesmo sendo um integrador 

incondicionalmente estavel e apresentar concordancia entre os valores maximos e 

minimos de amplimdes correspondentes da solucao numerica em relacao a solucao 

exata, pode-se comprovar que existe um erro no periodo de vibracao, e que e funcao 

do intervalo de tempo de discretizacao usado. Do exposto, pode-se de certo modo 

concluir que no metodo de Newmark e introduzida uma compressao na escala do 

tempo ficticia no sinal, alterando, deste modo, a frequencia ou as frequencias 

naturais do sistema. No metodo de Wilson, por razoes analogas, e introduzido 

amortecimento ficticio no sistema, conduzindo ao mesmo problema do metodo de 

Newmark, e mais o fato de um achatamento nos picos de amplitude maxima do sinal 

no dominio da frequencia. Estas e outras questoes ligadas a precisao e estabilidade 

dos metodos de integracao direta, foram amplamente analisadas por Nickell (1973) 

eNickell(1971). 

Estes erros podem constituir problemas cruciais no processo de 

estimacao de parametros e na identificacao de perturbacoes externas em sistemas 

mecanicos, tornando os valores identificados, tendenciosos. Entretanto, um fator, 

por demais importante, que ainda nao foi levado em consideracao em tais 

conclusoes, e a aplicacao de um adequado intervalo de tempo de discretizacao, que 

pode ser alcancado por um criterio eficiente que nao despreze a relevancia dos 

parametros da dinamica do sistema, permitindo a obtencao de um passo de 

integracao otimo. 

Quanto mais eficiente for este criterio, mais precisas serao as respostas 

dinamicas procedentes dos integradores numericos e em decorrencia mais 
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consistentes serao os resultados de identificacao, como fica evidenciado pelo 

criterio desenvolvido por Oliveira (1997) que unindo a um outro criterio (Oliveira, 

1988) em conjuncao com o teorema de Nyquist, alcancou relevantes resultados, 

tornando-se num ferramental imprescindivel para a simulacao dinamica de sistemas 

mecanicos. Isto, provavelmente, promovera uma melhoria no desempenho de tais 

metodos de integracao numerica, condicionando-os a aplicacao nos processos de 

estimacao de parametros e na identificacao de perturbacoes externas em sistemas 

mecanicos. 

A escolha otima do passo de integracao numerica e fator primordial 

para uma boa performance dos resultados obtidos pelos metodos analisados e 

conseqiiente consistencia dos valores de identificacao de parametros e de forcas em 

sistemas dinamicos; deixando bastante evidente que este passo esta intrinsecamente 

relacionado com a dinamica do sistema e nao pode ser tornado como um valor 

aleatorio qualquer (Mariano e Oliveira, 1997). 

A selecao de um sinal de excitacao adequado e outro fator importante 

para um bom desempenho dos metodos de integracao numerica no processo de 

resolucao do sistema de equacoes diferenciais que regem o comportamento 

dinamico de sistemas mecanicos em geral e nos problemas de identificacao de 

parametros e de perturbacoes externas destes sistemas. 

Dentre os sinais de excitacao, que normalmente sao utilizados, podem 

ser citados: Excitacao Harmonica, Excitacao Impulsional e Excitacao Aleatoria que 

foram discutidos e empregados por Treiguer e Kurka (1993) e Kurka et al. (1991). 
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Uma caracteristica indispensavel num sinal de excitacao, no processo 

de identificacao de sistemas, e a manutencao das condicoes de excitacao persistente 

(Eykhoff, 1974). Esta, dentre outras vantagens, pode ser obtida pela aplicacao do 

sinal de excitacao sintetizado do tipo periodico com as mesmas propriedades 

estatisticas de um ruido branco (Schroeder, 1970). Este sinal foi utilizado por 

Sahinkaya et al. (1984), Dias Jr. (1987), Oliveira (1997) e Mariano e Oliveira 

(1997) em trabalhos de pesquisa, que o validaram como uma fonte de excitacao 

eficiente nos processos de identificacao de sistemas mecanicos. Flower et al. 

(1978), utilizou o sinal de Schroeder no estudo do comportamento dinamico de um 

reator nuclear, concluindo pela seu bom desempenho, o que demonstra a sua 

importancia em situacoes praticas. 



CAPITULO III 

APRESENTACAO E FORMULACAO MATEMATICA DOS METODOS DE 

INTEGRACAO NUMERICA ABORDADOS 

3.1 Introducao zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Este capitulo descreve uma equacao diferencial generica 

representativa da resposta dinamica de sistemas mecanicos, abordando a 

importancia de sua solucao via metodos de integracao direta, cujos fundamentos 

basicos tambem sao apresentados. 

Os metodos das aceleracoes generalizadas: Diferenca Central, 

Houbolt, Wilson 0 e Newmark, bem como o integrador de Runge-Kutta de 4~ 

ordem, sao apresentados em termos de formulacoes matematicas, algoritmos e 

parametros de estabilidade incondicional. 
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3.2 Solucao das Equacoes de Equilibrio em Analise Dinamica 

A equacao diferencial generica representativa da resposta dinamica de 

um sistema mecanico pode ser dada por, 

[M]{1} + [C]{X}+[^]{^} = { F } (3.2.1) 

ondezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA [M], [C]e [K] representam as matrizes de massa, amortecimento e rigidez 

respectivamente, {F} e o vetor forca de excitacao; {x}e {x} sao os vetores 

aceleracao, velocidade e deslocamento do sistema, respectivamente. Esta equacao, 

ainda pode ser reescrita da seguinte forma, 

FI{t) + FA{t) + FE{t) = F(t) (3 .2 .2 ) 

onde Fj(t) sao as forcas de inertia, F 7 ( / ) = [ M ] | A J ; FA(t) sao as forcas 

amortecedoras, F4(r) = [ C ] | x | e FE{t) sao as forcas elasticas, representativas da 

rigidez do sistema, FE{t) = [K]{x] , nas quais se percebe a dependencia no tempo /. 

Matematicamente, (3.2.1) representa um sistema de equacoes 

diferenciais lineares de segunda ordem, com coeficientes constantes, que pode ser 

solucionado numericamente atraves da utilizacao de algoritmos de integracao. As 
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equacoes do movimento de sistemas mecanicos comzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n graus de liberdade, podem 

ser resolvidas no dominio do tempo por metodos de integracao numerica tais como: 

Diferenca Central, Houbolt, Wilson 9, Newmark e Runge-Kutta de 4s e 5§ ordens, 

entre outros, onde somente este ultimo requer a transformacao do sistema de 

equacoes diferenciais na forma de estado. Uma outra alternativa para se determinar 

o conjunto de solucoes em termos do vetor de estado seria o de utilizar a teorizacao 

da analise modal. Porem, ainda assim, o calculo da resposta dinamica nao dispensa 

a utilizacao dos metodos de integracao numerica acima citados. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3.3 Metodos de Integracao Direta (Bathe, 1982) 

Nos algoritmos de integracao direta, a equacao (3.2.1) e solucionada 

usando um procedimento numerico passo-a-passo; o termo direto significa que, para 

se efetuar a integracao numerica, nenhuma transformacao das equacoes em uma 

outra forma e necessaria. Em essentia, a integracao numerica direta esta baseada em 

duas ideias. Primeira, em vez de resolver (3.2.1) a qualquer tempo t, procura-se 

soluciona-la somente a intervalos de tempo At discretos, separadamente. Isto 

sigmfica que, basicamente, o equilibrio dinamico que inclui o efeito das forcas de 

inertia e de amortecimento e tornado a pontos discretos dentro do intervalo de 

solucao. A segunda ideia na qual o metodo de integracao direta e baseado, e a 

variacao de deslocamentos, velocidades, e aceleracoes em cada intervalo de tempo 
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At. Como se depreende, e a forma como os deslocamentos, velocidades e 

aceleracoes variam em cada intervalo de tempo de discretizacao, que determina a 

precisao, estabilidade, e custo do procedimento de solucao. 

A seguir, assume-se que os vetores deslocamento, velocidade e 

aceleracao no tempo 0 (zero), denotados respectivamente por JA'0}, \ X° \ e {^°}, 

sao conhecidos, e que a solucao para (3.2.1) seja requerida desde o tempo 0 ao 

tempo T. Na solucao, o espaco de tempo em consideracao, T, e subdividido em n 

intervalos de tempo iguais a At (isto e At = T/n), e o esquema de integracao 

empregado estabelece uma solucao aproximada nos tempos 0, At, 2At, 3At,. . .,t, 

t + At,. . .,T. Considerando que um algoritmo calcula a solucao no proximo tempo 

requerido, a partir das solucoes nos tempos anteriormente considerados, os 

algoritmos desenvolvidos assumem que as solucoes nos tempos 0, At, 2At, 3At,. . 

. , /sao conhecidas, para que a solucao no proximo intervalo de tempo t + At seja 

obtida. A seguir sao apresentados alguns metodos de integracao direta efetivamente 

usados. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3.3.1 Metodo da Diferenca Central 

Se a relacao de equilibrio (3.2.1) e estimada como um sistema de 

equacoes diferenciais com coeficientes constantes, implica que algumas 
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convenientes expressoes de diferencas finitas para aproximar as aceleracoes e 

velocidades em termos de deslocamentos podem ser usadas. Um procedimento que 

pode ser muito eficaz na solucao de alguns problemas e ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Metodo da Diferenga 

Central, no qual e assumido que, 

[X,} = -^;{X,-Lt -2X' (3.3.1.1) 

[X'} = —{- + X,+&t} (3.3.1.2) 

A solucao para o deslocamento no tempo t + At e obtida considerando 

(3.2.1) no tempo t, ou seja, 

[M]{X! } + [C}{x-}+[K]{X' } = {F'} (3.3.1.3) 

Subsntuindo as relacoes para {x'} e ( X ' J em (3.3.1.1) e (3.3.1.2), 

respectivamente, na equacao (3.3.1.3), obtemos, 

( i rM + ^[c]){^}={F '}- (M-^[M]){z '}-

VAf2L J 2 A rzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA V 1 ) 

(3.3.1.4) 



22 

a qual pode solucionada parazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA {X'~A'zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA J. 

A tabela (3.1) resume o esquema de integracao numerica no tempo e a 

sua forma de implementacao em computador digital. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Tabela (3.1) - Solucao numerica passo-a-passo usando o Metodo da Diferenca Central 

A. Cdlculos Iniciais: 

1. Montar a matriz de rigidez [K], matriz de massa [Ml , e matriz de 

amortecimento | C | . 

3. Selecionar o passo de integracao At, At < Atcr, e calcular as constantes de 

2. Inicializar {x0}, {x°}e {x0}. 

integracao 

1 1 
a2 - 2 a 0 ; a3 — 

a2 

2 ' a, = 2At ; 

At 

5. Formar a matriz de massa efetiva \M = a0 [M] + ax [C]. 

B. Para Cada Intervalo de Tempo: 

1. Calcular a forca de excitacao efetiva no tempo / : 

2. Resolver para os deslocamentos no tempo t + At: 
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LDLT{X'^} = {F'} 

3. Se for requerido, avaliar as aceleracoes e velocidades no tempozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA l : 

{x'} = a0({X'^}-2{X'}+{X'^}) 

{x'} = a,(-{x'»} + {X^}) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3.3.2 Metodo de Houbolt 

O esquema do Metodo de Integracao de Houbolt e algo parecido com 

o metodo da diferenca central apresentado anteriormente, no qual as expressdes 

padroes de diferencas fmitas sao usadas para aproximar as componentes da 

aceleracao e da velocidade em termos das componentes do deslocamento. As 

seguintes expressoes de diferencas fmitas sao empregadas no metodo de integracao 

de Houbolt: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

, + A , } = J _ { 2 X - SX' + AX-A' - X'-:A'} (3.3.2.1) 

{X'+*'\ = — \\\X'+* - 1 8 * ' + 9X""-2X'-2"} (3 .3 .2 .2 ) 
1 > 6 A / 1 ' 
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Para a obtencao da solucao no tempo / + sera considerada (3.2.1) no tempo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

t + At (e nao no tempo / conforme o metodo da diferenca central), a qual torna-se, 

[ M ] { l ' + A ' } + [ C ] { 1 ' + A ' J T " } = {F"" } (3.3.2.3) 

Substituindo (3.3.2.1) e (3.3.2.2) em (3.3.2.3) e arranjando todos os membros 

conhecidos no lado direito da equacao, obtem-se para a solucao de | x ' + A ' } , 

A tabela (3.2) resume o esquema de integracao numerica no tempo e a 

sua forma de implementacao em computador digital. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Tabela (3.2) - Solucao numerica passo-a-passo usando o Metodo de Houbolt 

A. Cdlculos Iniciais: 

1. Montar a matriz de rigidezzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA [K], matriz de massa [ M ] , e matriz de 

amortecimento [C]. 

2. Inicializar {x0}, {x°}e {x0}. 

3. Selecionar o passo de integracao e calcular as constantes de integracao 



4. Usar o procedimento especial de inicializacao para calcularzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA [X* } e [X2 

5. Calcular a matriz de rigidez efetivazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \K] = [K]+a0[M]+ax[C]. 

6. Triangularizar [K\\K] = LDLT. 

B. Para Cada Intervalo de Tempo: 

1. Calcular a forca de excitacao efetiva no tempo t + At: 

{ F < - } = {F-} +[M](a2 {X-}+a4 {x"> } + a6 {X"™ }) + zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

[c] ( f l i{jr ' }+a s{^}+f l T{jr^}) 

2. Resolver para os deslocamentos no tempo f+Af: 

3. Se for requerido, avaliar as aceleracoes e velocidades no tempo t: 

{X' + A <} = a0 }-a2{x'}-a< { J T * } - a6 [x*** } 

{X^'} = ax { X ' + A ' \-a\X{\- a, { X ' " A ' }-a7 { X ' " 2 A ' } 
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3.3.3 Metodo de Wilson G 

OzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Metodo Wilson 6 e essencialmente uma extensao do metodo da 

aceleracao linear no qual e assumido uma varia9ao linear da aceleracao desde o 

tempo t ate o tempo t+At. Para o metodo tornar-se incondicionalmente estavel e 

necessario adotar o parametro 9 > 1.37, e usualmente toma-se 0 = 1.40 (Bathe, 

1982). Denotando x o incremento no tempo, onde 0<x <0A/, tem-se que para o 

intervalo de tempo t a t + QAt, 

{Jt'+l} = {X'} + ~ { X - X'} (3.3.3.1) 

Integrando (3.3.3.1) em rela9ao a x , obtem-se zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

{x-}-{X'},{x^ ^ {x--X-} (3.3.3.2) 

{x»'}={x-}+{X-}^ \{X-y^ >{X»~-X-} (3.3.3.3) 

Tomando (3.3.3.2) e (3.3.3.3) no tempo t+QAt, 

{X '+6A'} = {X •} + ̂ - { X + X1} (3.3.3.4) 
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{X"6A'} = {x,} + QAt{x} + ^~-{x'-^ + 2X'} (3.3.3.5) 

as quais podem ser solucionadas para | J r ' 6 A ' | e | j t " * 6 A ' | em termos de | x " 6 i ' | : zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

e {x""'} = -^{x1^'-X'}-2{X'}-—{X'} 

Para obter a solucao para os deslocamentos, velocidades e aceleracSes no tempo 

t + At, considera-se a equacao (3.2.1) no tempo t + 6 At . 

[M]{X'*6A'} + [C]{X"BAI} + [K]{X'-6A' } = {F - E I ' } (3.3.3.8) 

onde : 

{ F
, T 6 A

' } = {F'}zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA + Q{F'^' -F'} (3.3.3.9) 

Substituindo (3.3.3.6) e (3.3.3.7) em (3.3.3.8), uma equacao e obtida na qual 

{ X ' + 6 A ' } pode ser resolvido. A substituicao de | z ' " 6 A ' | em (3.3.3.6) permite a 

determinacao de | z " e A ' | que e usado em (3.3.3.1), (3.3.3.2) e (3.3.3.3), todos 

avaliadosem i = Ar para calcular {x"A'}, {x"A'} e {x'^A'}. 

A tabela (3.3) resume o esquema de integracao numerica no tempo e a 

sua forma de implementaijao em computador digital. 

(3.3.3.6) 

(3.3.3.7) 
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Tabela (3.3) - Solucao numerica passo-a-passo usando o Metodo Wilson 8 

A.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Cdlculos Iniciais: 

1. Montar a matriz de rigidezzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \K\, matriz de massa \M\, e matriz de 

amortecimento [Cl . 

2. Inicializar {x0}, {x°}e {x0}. 

3. Selecionar o passo de integrac^ao e calcular as constantes de integrai^ao, 0 = 1.4. 

6 3 _0At _a 0 

a o = ( 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA^ f ;
 a , =

 0At
;
 a 2 = ~ a , ;  a 3 = T ;

 a 4 =

0
; 

-a , 3 At At 2 
a< — , a,. —1 , a7 — , a. 

5

 0
 6

 0
 7

 2 6 

4. Calcular a matriz de rigidez efetiva [£]: [ j n = [ .K]+a 0 [M]+a,[C] 

5. Triangularizar [ £ } [ £ ] = LDLT. 

B. Para Cat/a Inten>alo de Tempo: 

1. Calcular a forca de excitacao efetiva no tempo t + At: 

[C](a3{X'}+a5{x'-}+a7{x'-^}) 

2. Resolver para os deslocamentos no tempo t + At: 

LDLT{X"*} = {P'^} 

3. Se for requerido, avaliar as acelerafoes e velocidades no tempo t : 
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} = a0 }-a2 {X'} -a4 {x™ }-a6 {x™ } 

} = a, {X^ }-a3 {X-}-as {x"*}-a, [x-*» } zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3.3.4 Metodo de Newmark 

O Metodo de Integragdo de Newmark tambem pode ser 

compreendido como uma extensao do metodo da aceleracao linear. As seguintes 

equacoes sao usadas, 

onde a e 8 sao parametros que podem determinar precisao e estabilidade no 

processo de integracao numerica. O metodo de Newmark originalmente proposto e 

um algoritmo incondicionahnente estavel para o caso em que a = 1/4 e 5= 1/2. As 

equacoes (3.3.4.1) e (3.3.4.2), para solucao dos deslocamentos, velocidades e 

aceleracdes no tempo t+At, empregadas na equacao de equilibrio (3.2.1) neste 

tempo considerada fica, 

(3.3.4.1) 

[X,+u} = [X'} + [X' }At - a){x'} + a { 2 '
+ A

' }]A*
 2 

(3.3.4.2) 
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[M}{x'+*} +[C]{X""zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA} +[K]{Xt+"} = {F'-"} (3.3.4.3) 

resolvendo (3.3.4.2) para { J f ' + A < } em termos de { x ' ^ A ' } , e entao substituindo para 

A"~A '}em (3.3.4.1), nos obtemos equacoes para { i f " A ' } e | A r ' + A ' | , cada qual em 

termos unicamente de deslocamentos Estas duas equacoes para |Jf ' A ' | e 

A"' A ' |sao substituidas em (3.3.4.3) para se determinar | a " + a ' | , cujo valor e 

aplicado em (3.3.4.1) e (3.3.4.2) para a determinacao de { x ' + * } e { x ' + A ' } . 

O algoritmo completo do metodo de integracao numerica no 

tempo de Newmark e dado na tabela (3.4) para a sua devida implementacao em 

computador. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Tabela (3.4) - Solu<pao numerica passo-a-passo usando o Metodo de Newmark 

A. Cdlculos Initials: 

1. Montar a matriz de rigidez [K], matriz de massa [Af] , e matriz de amortecimeto 

[C]. 

2. Inicializar {x0}, {x°}e {x0}. 

3. Selecionar o passo de integracao e calcular as constantes de integracao a =.0.25; 
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4. Calcular a matriz de rigidez efetiva [ ^ ] : [^"] = [Ar] + a 0 [M]+(7 1 [C] . 

5. Triangularizar [ £ } [ £ ] =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA LDLT 

B. Para Cada Intervalo de Tempo: 

1. Calcular a forca de excitacao efetiva no tempo t + At: 

} = {F-} +{M](a0 {x'}+a2 {x' }+a, [x'}) + 

[C]{a\x'}+a4{x'}+ai{x<}) 

2. Resolver para os deslocamentos no tempo t + At: 

LDLT {X"*} = {F"A'} 

3. Calcular as aceleracoes e velocidades no tempo t + At: 

} = a0({X"* ~X'}-a2{X'}-a,{X'}) 

{X'^} = {x'}-ai{x,}-a7{x'^} zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3.3.5 Metodo de Runge-Kutta de 4~ Ordem 

Considerando que as formulas de Taylor desenvolvidas para ordens 

superiores a tres tornam-se nao manipulaveis, devido a necessidade de calculo das 

derivadas parciais de / , Carl Runge (1856-1927) e M. W. Kutta (1867-1944) 
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desenvolveram formulas "equivalentes" as formulas das series de Taylor com a 

vantagem de nao envolverem as derivadas parciais da funcao / . 

A formula de Runge-Kutta classica e equivalente a uma formula de 

Taylor de cinco termos que envolve uma media ponderada dos valores de / zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA( t ,y) 

tornados em diferentes pontos do intervalo tn<t< tn+l. E dada por zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

^ =^ +7( ^ +2^ +2^ 3+^ ) , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
o 

(3.3.5.1) 

onde 

Knl=f(tn,yn), 

Kn2=f(tn+l/2h,yn+\/2hKnl), 

Kn3=f(tn+l/2h,yn+\/2hKn2), 

(3.3.5.1a) 

(3.3.5.1b) 

(3.3.5.1c) 

Kn4=f(tn+h,yn+hKn3). (3.3.5.Id) 

A soma (Knl +2Kn2 + 2Kn, + Kn4)/6 pode ser interpretada como um coeficiente 

angular medio. No caso KnX e 0 coeficiente angular no extremo esquerdo do 

intervalo, Kn2 e Kn3 sao coeficientes angulares no ponto medio e, finalmente, Kn4 e 

0 coeficiente angular no extremo direito do intervalo. 

Como e evidente, as formulas de Runge-Kutta acima apresentadas, 

sao mais complicadas que quaisquer outras formulas discutidas anteriormente. Esta 

complica9ao tern, no entanto, pouca importancia, pois nao e dificil escrever um 

programa de computador para implementar 0 metodo. O metodo de Runge-Kutta 
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combina, muito bem, exatidao e simplicidade. Por isso, e um dos mais amplamente 

usados e o que tern mais exito na resolucao numerica de equacoes diferenciais. 

Tomando-se um sistema generico de um grau de liberdade, descrito 

por uma equacao diferencial de segunda ordem do tipo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

X = f(x,X,t) (3.3.5.2) 

onde {X}, {x} e representam os vetores de deslocamento, velocidade e 

aceleracao respectivamente, e t o tempo em segundos. 

Para proposta de computacao, a equacao (3.3.5.2) pode ser expressa 

como duas equacoes simultaneas de primeira ordem, do tipo 

X = Y (3.3.5.3) 

Y = f(X,Y,t) (3.3.5.4) 

Dadas as condicoes iniciais X0 e 70 para t = 0, a equacao (3.3.5.2) e 

resolvida para se encontrar os incrementos dxe dy para cada intervalo dt. As 

formulas de recorrencia sao: 

tM =tt+dt 

X^=X, +dx 

(3.3.5.6) 

(3.3.5.7) 
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(3.3.5.8) 

Considerando a equacao geral do movimento de um sistema mecanico 

SDOF do tipo massa-mola-amortecedor viscoso, esta pode ser representada por zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

MX (J) + CX(t) + KX(i) = F{t) (3.3.5.9) 

onde M, C e K sao as constantes de massa, amortecimento e rigidez do sistema 

respectivamente, e F(t) e a forca de excitafao externa. 

Isolando-se X(t) na equa9§o (3.3.5.9), tem-se que zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

X{t) = ~X(t)~X{t)+±-F{t) 
M M M 

(3.3.6.0) 

e tomando-se X{t) - Y(J), obtem-se 

7(0 = 

X{t) = Y{t) 

(3.3.6.1) 

aplicando-se o metodo de Runge-Kutta de 4 9 Ordem, obtem-se 
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dx = (Kni+2Kn2+2Kn3+Kn4)/6 (3.3.6.2) 

dy = (L„, +2Ln2+2L„3+Ln4)/6 (3.3.6.3) 

Dai, obtem-se o algoritmo: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Kn,={Y)Dt L 
M M M 

Dt (3.3.6.4) 

Kn2=(Y + Lj2)Dt L n 2 = -—(Y+Lj2)-—(X+KnJ2)+—F Dt (3.3.6.5) 

Kn3=(Y+Ln2/2)Dt L n 3 = • —(Y +Ln2/2)-—(X + Kn2 /2)+—F Dt (3.3.6.6) 

Kn4=(Y + Lrj2)Dt L n 3 = •—(Y+Ln3/2)-—(X + KH3 /2)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA + — F Dt (3.3.6.7) 

onde nas variaveis X, Y e F, foi omitida a dependencia no tempo, por questoes de 

simplifica9ao da notacao. 



CAPITULO IV 

FORMULACAO MATEMATICA PARA O PROCESSO DE 

IDENTIFICACAO DE SISTEMAS MECANICOS 

4.1 Introducao zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Neste capitulo definem-se: os modelos fisico e matematico dos 

sistemas que serao analisados, o sinal de excitacao sintetizado e suas vantagens de 

aplicacao, bem como, o estimador dos minimos quadrados e seu formalismo 

matematico. 

Aqui, desenvolvem-se todas as formulacoes matematicas dos 

processos de identificacao de parametros e identificacao de for9as/perturba9oes no 

dominio do tempo e no dominio da frequencia, para aplica9§o nos dois sistemas 

mecanicos considerados: SDOF (massa-mola-amortecedor viscoso) e MDOF (eixo-

mancal hidrodinamico). 
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4.2 Modelos Fisico e Matematico 

Inicialmente, adotou-se, para o processo de identificacao de 

parametros e identificacao de perturbacoes/forcas, o modelo classico de um sistema 

SDOF do tipo massa-mola-amortecedor viscoso (Meirovitch, 1975), conforme 

mostra a figura (4.2.1), regido pela seguinte equacao diferencial do movimento, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

MX(t) + CX(t) + KX(l) = F(t) (4.2.1) 

onde, os parametroszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA M,C e K representam a massa do sistema, amortecimento e 

rigidez, respectivamente e F(t) representa a fonte de excitacao/perturbacao atuante 

no sistema. O outro modelo adotado foi um sistema MDOF constituido por um 

mancal hidrodinamico aplicado em sistemas mecanicos rotativos (Oliveira, 1991), 

conforme mostram as figuras (4.2.2) e (4.2.3). 
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Molos Flaxi'veij da 

C o n e o w )zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 60s Suporles 

do LuwlzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 60 Moncal 

Eiu)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Rigido zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Figura (4.2.3) - Esquema simplificado do sistema eixo-mancal hidrodinamico 
segundo (Oliveira, 1989) 

O modelo das figuras (4.2.2) e (4.2.3) consiste, basicamente, de um 

eixo rigido suportado por dois mancais. O mancal hidrodinamico e posicionado de 

forma simetrica no meio do eixo e tracionado ao longo da direcao Y. 

As equacoes do movimento na direcao horizontal e vertical sao 

estabelecidas em termos de pequenos deslocamentos X e Y, respectivamente, em 

torno de alguma posicao de equilibrio estatico. A linearizacao em torno de alguma 

posicao de equilibrio se faz necessaria devido ao comportamento nao linear do filme 
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de oleo. No modelo considerado, o mancal e suportado por molas de rigidez 

conhecida nas duas direcoes perpendiculareszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA X t Y. 

As equacoes dinamicas do movimento para esta configura9ao em 

termos de pequenas perturba9oes - visando garantir as hipoteses de linearidade - e 

dos oito coeficientes linearizados de rigidez e amortecimento do filme de oleo 

podem ser obtidas a partir do modelo fisico em rela9&o ao sistema de coordenadas 

inercial, 

MX(l) + CxxX(t) + CxyY(t) + KxxX{t) + KxyY(l) = Fx(i) (4.2.2) 

MY{t) + CyxX{t) + CyyY(t) - KyxX(t) + KyyY(t) = Fy(t) (4.2.3) 

Admite-se, nas equa96es (4.2.2) e (4.2.3), que as for9as de excita9§o 

arbitrarias provenientes de alguma fonte de excita9ao externa atuem nas dire96es 

horizontal e vertical, simultaneamente. Admite-se, ainda, que nos coeficientes Kxx e 

Kyy estao inclusas (rigidez equivalente) as constantes de rigidez do suporte segundo 

os dois pianos perpendiculares e que, por outro lado, o amortecimento deste mesmo 

suporte foi desprezado, por ser suficientemente pequeno em rela9ao as 

caracteristicas de amortecimento do filme de oleo. 

As equa9oes dinamicas assim obtidas levam em considera9§o o 

modelo ja linearizado em torno da posi9ao de equilibrio estatico, sendo X e Y os 

deslocamentos a partir desta posi9ao. 
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4.3 Caracteristicas do Sinal de Excitacao Sintetizado (Schroeder) 

E possivel, atraves do ajuste dos angulos de fase das harmonicas que 

compoe um sinal, produzir um sinal com baixo fator de pico. Alguns casos de como 

gerar sinais no dominio do tempo a partir dos angulos de fase para um dado espectro 

de potencia sao analisados por Schroeder (1970). 

Aqui, o sinal de excitacao, que sera empregado como fonte de 

excitacao nos sistemas mecanicos em estudo, e obtido por sintese de sinais de baixa 

auto-correlacao com baixo fator de pico, sintetizado a partir dos angulos de fase das 

harmonicas que o compoe, com angulos de fase no intervalo dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0 a m 

Gerar este sinal em computador digital significa buscar series 

temporais de comprimento finito Pm cujos coeficientes de auto-correlacao 

sao definidos por, 

ak=-J-2Z(/3Jn+k) (4.3.1) 

tal que estes coeficientes assumam valores pequenos para k > 1. 

Deste modo, considera-se um sinal periodico de periodo T, contendo 

N harmonicas dado por, 

Yn(t)=2Z0ncos(ncot) (4.3.2) 
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Restringindo a variacao do angulo de fase entrezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0 e x, as series 

temporais podem ser obtidas por, 

pn=l-2(<f>Jn) (4zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA.3.3) 

onde, (j)n sao os angulos de fase dados por, 

*H=l-n(n3l2N) (4.3.4) 

O sinal de excitacao gerado desta forma constitui-se num sinal de 

banda larga em frequencia do tipo ruido branco, porem com as vantagens de ser 

periodico. A figura (4.3.1) apresenta o sinal gerado no dominio do tempo e da 

frequencia. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

SIWL SNTHTCADONOTENPO ESPECTRO DO SMAL zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

8 10 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(a) (b) 

Figura (4.3.1) - Sinal de excitacao sintetizado no tempo (a) e em frequencia (b) 
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A utilizacao deste sinal como fonte de excitacao em sistemas 

mecanicos, objetivando a identificacao de parametros e identificacao de 

perturbacoes externas, apresenta algumas vantagens: 

1. E um sinal com alto conteudo frequencial do tipo ruido branco, onde a faixa de 

frequencia pode ser pre-estabelecida; 

2. Possui a vantagem de ser periodico; 

3. Pode-se garantir a excitacao persistente no sistema; 

4. Pode ser facilmente implementado em computador digital, bem como atraves de 

um conversor digital-analogico, permitindo assim excitar um sistema fisico real; 

5. Por se constituir num sinal de espectro piano, pode-se garantir que os modos de 

vibracao do sistema em consideracao e excitado com um nivel de energia 

uniforme, alem do fato de se garantir as hipoteses de linearidade, caso o sistema 

seja linear. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

4.4 Propriedades do Estimador dos Minimos Quadrados 

A obtencao da equacao necessaria a aplica9ao do metodo dos minimos 

quadrados na estima9ao de parametros de sistemas mecanicos e sempre o resultado 

da formula9ao matricial na forma geral (Beck, 1978), 
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MW=W (4.4.1) 

onde,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA [A]: matriz retangular cujos elementos sao compostos das medidas de entradas 

e saidas; 

{([>}: vetor dos parametros a serem estimados; 

{b}: vetor de excitacao (forca). 

Nas equa?oes necessarias para analise dos dados, pressupoe-se que, 

em todas as medidas, estao presentes erros devido a falta de ajuste dos dados. A 

origem destes erros pode ser classificada em duas categorias distintas: erros 

aleatorios e erros de "bias" (sistematicos). De acordo com Bendat e Piersol (1971), 

os principals tipos de erros sao essencialmente devidos a: ruidos em transdutores; 

ruidos introduzidos nos processos computacionais devido a falta de precisao 

numerica (truncamento); ruidos que nao sao detectados nos pontos de entradas, mas 

que contribuem na saida passando pelo sistema; problemas de nao linearidades do 

sistema entre as entradas e saidas, entre outros. 

Estes fatores constituem problemas cruciais no processo de 

identifica9ao de parametros. O conhecimento previo, se possivel, da origem destes e 

de outros erros que eventualmente possam surgir, pode assegurar uma estima9ao 

razoavel para os parametros do sistema. 

Desta forma, a equa9ao (4.4.1) pode ser colocada na forma, 
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WW- W+H (4.4.2) 

onde, {s} e o erro obtido em cada medida efetuada. 

Pelo principio dos minimos quadrados os parametros a serem 

estimados podem ser obtidos pela "minimizacao da soma dos quadrados dos erros" 

para cada medida, em relacao aos valores calculados a partir dos parametros usados 

na equacao (4.4.1). Assim, a soma dos quadrados dos erros presentes pode ser 

escrita da seguinte forma: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

E = ETe = (b-A$f(b-A$) (4.4.3) 

Considerando que b A§ = § A beum escalar, a equacao (4.4.3) fica, 

E = bTb-2<kTATb + $TATA$ (4.4.4) 

Derivando a equacao (4.4.4) em relacao a <j> de modo a nunimizar o 

erro, isto e, fazendo 8E/d§ = 0, obtem-se, 

ATA$ = ATb (4.4.5) 

Dado que o produto A7A e uma matriz quadrada, pode-se pre-
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multiplicar ambos os membros da equacao (4.4.5) porzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA [ATA\ , dando 

iMQ=[ATA]~]ATb (4.4.6) 

Assim, § M 0 constitui o estimador por minimos quadrados dos 

parametros desconhecidos de A unica restricao em rela9ao ao estimador e que o 

produto matricial A T A seja nao singular. Maiores informa9oes acerca deste 

estimador, com rela9§o ao calculo das matrizes de variancia e covariancia, podem 

ser encontradas em Oliveira (1988). zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

4.5 Formula9ao Matematica para o Processo de Identifica9§o de 

Parametros no Dominio do Tempo 

Considerando o sistema SDOF representado na figura (4.2.1), regido 

pela equa9ao, 

MX + CX + KX = F (4.5.1) 

onde a dependencia no tempo foi omitida para simplificar a nota9ao. 

Esta equa9§o diferencial de segunda ordem pode ser reduzida a um 

sistema de equa9oes diferenciais de primeira ordem, isolando-se o vetor acelera9ao, 
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X = ——X-—X-\——F 
M M M 

(4.5.2) 

e fazendo-se as seguintes substituicoes: 

X, =X 

X,=X 

X, = X 

X2 = X 

(4.5zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA.3) 

(4.5.4) 

A partir destas novas variaveis, obtem-se, 

X,=X2 

C KzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 

X2=——X2 ——X, +-—F 
M M M 

(4.5.5) 

(4.5.6) 

Essas equacoes ainda podem ser reescritas na forma matricial, 

X, 

X, 

0 1 

K_ C_ 

M M 

X, 

X, 

>H < 

M 

(4.5.7) 

Este sistema de equacoes pode ser representado na forma compacta pela equacao de 

estado, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

W-MW+MW (45 .8 ) 

onde, {X}: vetor de estado, solucao do sistema de equacoes diferenciais em 

termos das variaveis de estado (deslocamento e velocidade); 

[A]: matriz do sistema contendo os coeficientes de rigidez e 

amortecimento; 
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{F}: vetor de entrada contendo as forcas de excitacao; 

[B]: matriz de distribuicao. 

Num problema classico de simulacao digital, os valores de [A], [B], 

{F} e as condicoes iniciais {^(0)} e { X(0)} sao grandezas conhecidas. 

A equa9ao (4.5.8) pode ser reescrita na forma discreta da seguinte 

maneira. 

{X(kzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA +1)}= ([/] + [A\DtM*)h Dt[B]{F(k)} (4.5.9) 

onde Dt e o intervalo de tempo de discretizafao e X(k) e o vetor de estado no 

instante t = k, k =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1,2 N. Substituindo os valores de [A], [7], [B] e {F(k}}, e facil 

obter que, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

M*+i)}= 

1 o
1 

+ 

0 Dt 

.{x(^)} + 

0 0 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

< > 

0 1 - l a 0 » 

M . 

(4.5.10) 

Desenvolvendo a soma f/]+[ADf] e acrescentando o indice i nos vetores de estado 

da equacao (4.5.10), a mesma ficara da seguinte forma, 

{AT, (* + ! ) } = 

Dt 

— Dt \-—Dt 
M M zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+ 

0 0 

Dt 
0 

M 

(4.5.11) 

Para varias observa9oes e fazendo-se a transposta da equa9§o (4.5.11), obtem-se, 
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*.(2)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA X2(2) 

X}(k + l) X2(k + \) 

X2(\) F(l) 

F(k) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA -—Dt 
M 

Dt \-—Dt 
M 

0 — Z)r 
M 

(4.5.12) 

Na sua forma matricial compacta, tem-se 

[b] = [AH] (4.5.13) 

onde, [£]: matriz retangular de ordem Nx2, contendo os vetores de deslocamento e 

velocidade no instante t = k+1; 

[y l ] : matriz retangular de ordem Nx3, contendo os vetores de entrada (forga 

de excitacao) e os de deslocamento e velocidade no instante t = k; 

[((>]: matriz retangular de ordem 3x2, contendo os parametros a serem 

estimados. 

Considerando o sistema MDOF representado na figura (4.2.2), regido 

pelo sistema de equacoes diferenciais, 

MX + CxxX + CxyY + KxxX + KxyY = Fx (4.5.14) 

MY + CyxX + CyyY - KyxX + KyyY = Fy (4.5.15) 

aqui, novamente, a dependencia no tempo foi omitida para simplificar a notacao. 

Este sistema de equacoes diferenciais de segunda ordem pode ser 

reduzido a um sistema de equacoes diferenciais de primeira ordem, isolando-se o 

vetor aceleracao, 
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X= CXX X CxyY -X K x y Y \ F x 

M M M M M 
(4.5.16) 

Y= CyXX C y y Y \ K y X X K y y Y \ F y 

M M M M M 
(4.5.17) 

e fazendo-se as seguintes substitui9oes: 

X, = X 

X2=X 

X,=Y 

XA=Y 

X} = X 

X2 = X 

X,=Y 

(4.5.18) 

(4.5.19) 

(4.5.20) 

(4.5.21) 

A partir destas novas variaveis, obtem-se, 

X,=X2 

x C x x x —X -—X ^ X +— 
2 M 2 M 4 M 1 M 3 M 

^ 3 = ^ 4 

= _Cyx _Qy + Kyx_ _Kyy + Fy 

M M M M M 

(4.5.22) 

(4.5.23) 

(4.5.24) 

(4.5.25) 

Essas equa96es ainda podem ser reescritas na forma matricial, 

0 1 0 0 

x2 
-Kxx/M - Cxx/M -Kxy/M -Cxy/M 

0 0 0 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A Kyx/M -Cyx/M -Kyy/M -Cyy/M 

' 0" 

x2 1 Fx zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
• < >+—1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA> 

x3 
M 0 

(4.5.26) 
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Esta equacao representada na forma de estado discretizada por, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+1)}= ([/] +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA [A]Dt){x{k)}+ Dt[BlF(k)} (4.5.27) 

ondezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Dt e o intervalo de tempo de discretizacao e X(k), o vetor de estado no 

instante t = k,k = l,2,...,N, e apos desenvolver as mesmas operacoes matematicas 

do sistema SDOF analisado anteriormente, pode ser dada por, 

X,{2) X2(2) X3(2) X4(2) 

X,(k+\) X2{k + \) X3{k + \) X4{k + \) 

*,(!) X2(\) X3(\) X4(\) Fx(\) Fy(\) 

Xx(k) X2(k) X3(k) X4(k) Fx(k) Fy{k) 

Kxx Kyx 
1 -——Dt 0 -rrDt 

M 
Cxx 

Dt ( 1 - — D t ) 0 

Kxy 

0 —^Dt 1 

M 
Cyx 

~~M 
Kyy 

Dt 

Dt 
M ' M 

0 Dt 0 0 

0 0 0 Dt 

(4.5.28) 
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Na forma matricial compacta, tem-sezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA [b] = [A]U>], onde, 

[b]: matriz retangular de ordem Nx4, contendo os vetores de deslocamento e 

velocidade no instante t = k + l; 

[A]: matriz retangular de ordem Nx6, contendo os vetores de entrada 

(forca de excitacao); e saida (resposta em termos de deslocamento e 

velocidade) no instante t = k; 

: matriz retangular de ordem 6x4, contendo os parametros a serem 

estimados. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

4.6 Formulacao Matematica para o Processo de Identificacao de Parametros no 

Dominio da Frequencia usando o Espectro da Excitacao e da Resposta 

Esta formulacao foi originalmente proposta por Burrows e Sahinkaya 

(1982). Conforme apresentado na figura (4.2.1), o sistema SDOF pode ser 

regido pela equacao dinamica, 

MX(t) + CX(t)+KX(t) = F(t) (4.6.1) 

Admitindo que a forca de excitacao aplicada seja periodica e que o 

sistema seja linear, os sinais medidos podem ser expandidos em serie de Fourier, 
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X(t) = t(xc

nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA coswarf + X'n sen/?©/) (4.6.2) 

onde, «co: frequencia angular da forca de excitacao; 

Xc

n: componentes reais do espectro do sinal em frequencia; 

Xs

n: componentes imaginarios do espectro do sinal no dominio da frequencia. 

Derivando-se a equacao (4.6.2) duas vezes, obtem-se 

X(t)=zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA z (-^>cosen«co/ + X>cocos«cor) (4.6.3) 

X(t) = Z(~ Xc

nn
2co2 cosn&t - Xs

nn
2a2 senncat) (4.6.4) 

O sinal de excitacao por ser periodico tambem pode ser expandido em 

serie de Fourier, na seguinte forma, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

F(t) = i ( ^ „ c coswco? + F ; senwco/) (4.6.5) 

Substituindo as equa9oes (4.6.2) a (4.6.5) na equa9ao diferencial (4.6.1), e 

eliminando o sinal de somatorio pelo fato de se tomar n = 1,2,.,.,N, obtem-se 
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M[-Xc

nn
2(£>2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

 coswo/-X n Vco
2

 senwo/) 

C( - X°n<a sen wo/ + Xs

nna> cos wo/) + zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+ 

(4.6.6) 

K.{xc

n cos wo/ + X5

n sen wo/zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAj = (F B

EzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
 COSWO / + F„

j sen wo/) 

Agrupando os termos em coswo/ e sen wo/, 

CX'n<o senwoz + ALY* sen w o / - F * sen wo/ = MX'n co sen wo/ 

(4.6.7) 

CX'mo coswo/ + coswo/-F„
C

 coswo/ = MXcn co coswo/ 

eliminando os termos comuns coswo/ e sen wo/, tem-se 

(4.6.8) 

CX
S

 wo + KXc = MXen2a>2

 + F
E 

- CX
c

 wo + £Y* = MX V co
2

 + Fs 

(4.6.9) 

(4.6.10) 

que na sua forma matricial e com n = 1,2,...,N, fica 

X'nna> Xc

n 

-Xc_n& x: 

rC] [MXlnW+F; 

K\ \MXsn2(a2+F5 

(4.6.11) 
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As equacoes (4.6.9) e (4.6.10) produzem 2N equacoes nas variaveis a 

serem medidas, ou seja, para N medidas a equacao matricial (4.6.11) torna-se, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

X'N<o 

X,
cco x: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

c 

K 

M Y . V + F / 

MXC

S,N
2(£>2

 + F V

C 

MXtf+F* 

MXS

NN
2(£>2 +F*. 

(4.6.12) 

Esta equacao ainda pode ser apresentada na sua forma compacta por, 

(4.6.13) 

onde, [A]: matriz retangular de ordem 2Nx2, contendo os coeficientes de Euler-

Fourier dos deslocamentos na direcao X; 

{<}>} : vetor de ordem 2x1, contendo os coeficientes a serem estimados; 

[b] : vetor de ordem 2Nxl, contendo os coeficientes de Euler-Fourier das 

forcas de inertia na direcao X somados aos das forcas aplicadas. 
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Conforme apresentado na figura (4.2.2), o sistema MDOF pode 

ser regido pelo sistema de equacoes dinamicas, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

MX{l) + CxxX{t) + CxyY(t)+KxxX{t) + KxyY{t) = Fx{t) (4.6.14) 

MY(t) + CyxX(t) + CyyY(t) - KyxX{t) + KyyY{t) = Fy(i) (4.6.15) 

Admitindo que a forca de excita?ao aplicada seja periodica e que o 

sistema seja linear, os sinais medidos podem ser expandidos em serie de Fourier, 

onde, «co: frequencia angular da forca de excitacao; 

Xcn: componentes reais do modulo do sinal na direcao X; 

X'n : componentes imaginarios do modulo do sinal na direcao X; 

7C : componentes reais do modulo do sinal na direcao Y; 

7 / : componentes imaginarios do modulo do sinal na direcao Y. 

Derivando-se a equacao (4.6.16) e (4.6.17) duas vezes, respectivamente, obtem-se 

(4.6.16) 

(4.6.17) 
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= X( -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Xc

nn(a senior + X'nn<ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA coswcof) (4.6.18) 

^(>) = £ ( - ^ > W c o s w o / - ^ V c ) 2 s e n w G / ) (4.6.19) 

= Z(->"„cwcosen/?cor+7;wcocos/7co/) (4.6.20) 

YzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(t)=fl(-yncfi2(i>2 c o s w o / - y > 2 c o 2 senwco/) (4.6.21) 

O sinal de excitacao por ser periodico tambem pode ser expandido em 

serie de Fourier nas direcoes X e Y na seguinte forma, 

Fx(t) = £ ( F < cos/?©/ +Fx'n senwcor) (4.6.22) 

Fy(t)=Y.(Fycn cosn(ot+Fysn sen/?©/) (4.6.23) 

Substituindo as equacoes (4.6.16) a (4.6.20) e (4.6.22) na equacao diferencial 

(4.6.14), e eliminando-se o sinal de somatorio pelo fato de tomar n = 1,2,...,N, 

obtem-se, 

M ( - Xc

nn
2(o2 cos,ncot - Xs

nn
2co2

 sen «&//)+ 

Cxx(- X c

nnco sen n cot + Xs

nnco cos ncot)+ 

Cxy[^ Y^nco sen n cot + Y*ncocosn col)+ 
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Kxxix'zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA cosncot + Xs

n senncot)+ Kxy{yc cosncot + Ys

 sen not) 

(4.6.24) 

= [Fxc

n cosncot + Fxs

n senncot) 

Substituindo as equacoes (4.6.16) a (4.6.18) e as equacoes (4.6.20), (4.6.21) e 

(4.6.23) na equacao diferencial (4.6.15), e eliminando-se o sinal de somatorio pelo 

fato de tomar n = 1,2,...,N, obtem-se, 

My-Xc

nn
2co2 cosncot -Xs

nn
2co2

 senwo/) + 

Cyx(- Xc

nnco senncot + X'nco cosncot) + 

Cyyy- Y^nco senncot + Yn

snco cosmo/) - (4.6.25) 

KyxzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA[xc

n cosn&t + X5

n sen«co/) + Kyy(Yn

c cosncot + Yn

s

 senwcof) 

= [Fyc

n cosncot + Fys

n senncot) 

Agrupando os teraios em coswo/ e sen wo/ nas equacoes (4.6.24) e (4.6.25), tem-se 

CxxXsnco+CxyY^nco + KxxXc

n +KxyYn

c = MXWco2 +Fxc„ (4.6.26) 

- CxxX'nm - CxyYn

cnco + KxxXs

n + KxyY* = MXsn2 co2 + Fxs

n (4.6.27) 

CyxX'nco + CyyY'nco - KyxXc

n + KyyYn

c = MYn

cn2 co2 + Fyc

n (4.6.28) 
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CyxX c

nnco-CyyYn

cnco-KyxXs

n + KyyY^ = MYn

sn2

co2 + Fys

n (4.6.29) 

que na sua forma matricial e com n = l,2,...,N fica 

Xe„ X'anco Y° Ys

nnco zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
n n n n 

XI -Xcnco Y' -YSntD 

Kxx - Kyx 

Cxx Cyx 

Kxy Kyy 

Cxy Cyy 

MXcn2co2+Fxc MYcn2co2+Fyc 

MXsn2af +Fx* MY*n2co2+Fys 

(4.6.30) 

Esta formula9ao teve a sua validafao comprovada experimentalmente 

na identifica9ao das matrizes de rigidez e amortecimento que caracterizam o 

comportamento dinamico do filme de oleo de mancal hidrodinamico, no trabalho 

desenvolvido por Oliveira (1989). 

As equa9oes (4.6.26) e (4.6.29) produzem 2N equa9oes nas variaveis 

a serem medidas, ou seja, para N medidas a equa9ao matricial (4.6.30) torna-se, 
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xc

NzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA X;NCOzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA y ; Y'NCO 

x: •xzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA:co Y: Yfco zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ATxr - Kyx 

Cxx Cyx 

Kxy Kyy 

[Cxy Cyy 

MXc

xco2 +Fx; MY; co1 + Fyl 

MXCNN
2co2 +FXCN MY;.N2CO

2

 + Fy°N 

MX[co2 + Fx; MY,S co2 + Fy[ 

\_MXSNN
2o)2

 +Fx'N MY;N2CO
2

 + Fys

N 

(4.6.31) 

Esta equacao tambem pode ser apresentada na sua forma compacta por, 

M M = M (4.6.32) 

onde, [A]: matriz retangular de ordem 2Nx4, contendo os coeficientes de Euler-
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Fourier dos deslocamentos nas direcoes X e Y, respectivamente; 

[<J>]: matriz de ordem 4x2, contendo os coeficientes a serem estimados; 

[6]: matriz de ordem 2Nx2, contendo os coeficientes de Euler-Fourier das 

forcas de inertia nas direcoes X e Y somados aos das forcas aplicadas 

nas respectivas direcoes. 

4.7zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Formulacao Matematica para o Processo de ldentificacao de Forcas no 

Dominio do Tempo pelo Metodo da Equacao Discretizada 

A identificacao de forcas ou perturbacoes externas e possivel atraves 

da solucao da equacao (4.5.28) em termos dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA F(k), porem, aplicando-se os 

parametros estimados, ou seja, 

(4.7.1) 

Esta equacao para o sistema SDOF representado na figura (4.2.1) 

pode ser dada na sua forma matricial, para varias observacoes, por 

0(1) 

F(l) 

0(k) 

F(k) 

^ ( 2 ) • • • Xx{k + \) 

X2{2) • • • X2{k + \) 
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1 ^ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Dt_ 

M 

M M 

XzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2(l) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

x m 

X2(k) 
(4.7.2) 

onde, B = 
0 0 

0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i 

M. 

Esta equacao para o sistema MDOF representado na figura (4.2.2) 

pode ser dada na sua forma matricial, para varias observacoes, por 

o(i) • • • 0(k)~ ~X\(2) • • • X\(k + \) 

Fx{\) • • Fx(k) 
_ M 1 X2{2) • • • X2(k + \) 

0(1) • • 0(k) bt X3{2) • • X3(k + \) 

Fy(\) • • Fy(k)_ XM2) • • X4(k + \) 

1 

M 
0 

Kyx 

M 

Dt 

Dt 

^ b t (l-^bt) 
M 

^0 

Cyx 
M 

Dt 

0 

M 

1 

^0 

Cxy Dt 
M 
bt 

& D / (l-^bt) 
M M (4.7.3) 

Xl ( l ) 

X2{\) 

X3(l) 

X4(l ) 

X\{k) 

X2(k) 

X3(k) 

X4(k) 
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0 0 0 0 

na 
qualzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA [B] 

0 — 0 0 
M 

0 0 0 0 e (A) representam os valores estimados. 

0 0 0 — 
M zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

4.8 Formulacao Matematica para o Processo de ldentificacao de Forcas no 

Dominio do Tempo pelo Metodo da Equacao Continua 

A identificacao de forcas ou perturbacoes externas tambem e possivel 

atraves da solucao da equacao dinamica, diretamente aplicada para os parametros 

devidamente estimados e que pode ser dada pela seguinte equacao: 

onde, \M\ [c] e [^] representam as matrizes contendo os valores de massa, 

amortecimento e rigidez estimados e e representam os vetores 

de resposta do sistema em termos de acelera9§o, velocidade e deslocamento. 

No caso do sistema SDOF representado na figura (4.2.1) a equacao 

(4.8.1) e dada para varias observacoes, por: 

(4.8.1) 
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{F(l)...F(A^)} = M{i(l)...i(A^)} + cji(l)...i(^)J zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

K{X(\)...X(N)} zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+ 

(4.8.2) 

onde, t=lzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA,2,-.,N. 

No caso do sistema MDOF representado na figura (4.2.2) a equacao 

(4.8.1) e dada para varias observasoes, por: 

Fx(N)\ 

Fy(N)\ 
I . M °1! zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

r 0 MJ| 
xji) 

X(Ny\ 

Y(N)\ + 

Cxx Cxy 

Cyx Cyy 
X{\) 

7(1) 

X(N)\ 

Y(N) + 

Kxx Kxy 

- Kyx Kyy 

X(l) 

7(1) 

(4.8.3) 

onde, / = 1,2,...,N. 



CAPITULO V 

RESULTADOS DE SIMULACAO DIGITAL DAS FORMULACOES 

MATEMATICAS DOS PROCESSOS DE IDENTIFICACAO E DISCUSSOES 

5.1 Introducao zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Neste capitulo, apresentam-se resultados de simulacao digital para 

verificacao do desempenho dos metodos numericos em estudo nas suas aplicacoes 

as formulacoes matematicas desenvolvidas para os processos de identificacao de 

parametros no dominio do tempo e da frequencia, bem como, para a identificacao de 

forcas. Isso, tanto para o sistema de um grau de liberdade, como, para o sistema 

eixo-mancal hidrodinamico. 

Para tanto, desenvolveu-se a simulacao numerica dos sistemas 

(SDOF) e (MDOF) no tempo via metodos: Newmark, Diferenca Central, Houbolt, 

Wilson 0 e Runge-Kutta de 45 ordem, obtendo-se a resposta dinamica em termos do 

vetor de estado na sua forma completa. Esses dados sao aplicados naszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA formula56es 

matematicas desenvolvidas que identificam parametros no dominio do tempo e da 

frequencia, neste caso, usando o espectro da excitacao e da resposta. 

Em seguida, os parametros obtidos via estimador dos minimos 

quadrados sao aplicados nas formulacoes matematicas desenvolvidas no dominio do 

tempo, nas versoes continua e discretizada, para a identificacao de forcas. 
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5.2 Resultados do Processo de Identificacao de Parametros no Dominio do 

Tempo para o Sistema de Um Grau de Liberdade (SDOF) 

Como verificacao da formulacao matematica para o processo de 

identificacao de parametros no dominio do tempo, considera-se aquela desenvolvida 

no capitulo IV item (4.5) e aplica-se a um sistema mecanico de um grau de 

liberdade (massa-mola-amortecedor viscoso) representado pela equacao diferencial, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

MX(t)+CX(t)+KX(t) = F(t) (5.2.2) 

Os parametros de massa M, amortecimento C e rigidez K tornados 

como referenda, bem como a amplitude do vetor forca de excitacao Fo e o mimero 

de pontos de discretizacao no tempo Nt sao dados na tabela (5.2.1) a seguir, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Tabela (5.2.1) - Valores adotados para verificacao do processo de identificacao de 

parametros no dominio do tempo 

M [Kg] C [N.s/m] K [N/m] Fo [N] Nt 

10 180 5000 50 256 

A consistencia dos parametros identificados depende da selecao de um 

intervalo de tempo de discretizacao "otimo" empregado nos metodos de integracao 

numerica. Aqui, o procedimento adotado consiste em manter o numero de pontos de 
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integracao fixo e variar o intervalo de tempo de discretizacao dos sinais de entrada e 

saida. 

Seguindo o criterio recomendado por Oliveira (1988), pode-se fixar o 

numero de pontos de discretizacao no tempo e variar os valores de NPI, dado por, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

NPI=^ (5.2.2) 
to. 

onde, co„ e a frequencia natural de vibracao do sistema e co0 e a frequencia 

fundamental de excitacao. Portanto, o intervalo de tempo de discretizacao e obtido 

atraves dos parametros intrinsecos do sistema representados pela equacao, 

D , = ^ (5.2.3) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
Ntco. 

e a frequencia fundamental co0 em funcao de Dt, fica 

c o 0 = — (5.2.4) 
0 NtDt 

O vetor forca de excitacao, sinal de Schroeder, e gerado com os dados 

da tabela (5.2.1) e injetado no sistema SDOF para o processo de simulafao digital. 

As figuras (5.2.1) e (5.2.2) apresentam, respectivamente, os sinais de excitafao no 
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tempo e seu espectro, gerados via computador digital; isto equivale a excitar o 

sistema injetando simultaneamente 256 sinais cossenoidais comzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA N/2 componentes 

harmonicas associadas a cada sinal no tempo. 

Para a obtencao da resposta dinamica do sistema em termos de 

deslocamento, velocidade e aceleracao, foram utilizados os metodos numericos: 

Newmark, Diferenca Central, Houbolt, Wilson 6 e Runge-Kutta de 4- ordem. Os 

dados da resposta obtida sao implementados na equacao (4.5.12), que solucionada 

resulta no calculo dos parametros de rigidez K e amortecimento C, agora estimados. 

A partir do criterio adotado na equacao (5.2.3) tomando Nt = 256 

pontos no tempo, procura-se fixar esse valor como ponto de partida e variar o 

intervalo de tempo de discretizacao a partir da varredura de NPI entre os valores 2 

ate 20. A figura (5.2.3) mostra o diagrama de blocos para o processo de 
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identificacao de parametros no dominio do tempo usando o estimador por minimos 

quadrados para o sistema SDOF. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Sinal Sinletizado de Schroeder zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

F(t) 

Kdodelo Matemdtico do Sistema 

MX it) + CX(t) + KX(t) = F(t) 

Integrador: Diferenga Central 

Houbolt 

Wilson 9 

Newmark 

Runge-Kutta zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAf 1 
1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

X(t) X(t) X(t) 

Estimagao no dominio do tempo: resolver equagao 

(4.5.12) 

Estimagao de Parametrospela equagao $MQ = [ATA\ ' ATb 

Figura (5.2.3) - Diagrama de blocos para o processo de identifica?ao de parametros no dominio 
do tempo usando o estimador por minimos quadrados para o sistema SDOF 

As tabelas (5.2.2) e (5.2.3) apresentam o comportamento dos 

parametros K e C identificados no dominio do tempo em funcao de NPI para os 

cinco metodos de integracao em estudo. 
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Tabela (5.2.2) - Identificacao do coeficiente de rigidez K [N/m] no dominio do tempo 

em funcao de NPI e seu respectivo erro [%] (Nt = 256) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

metodos 

num. 
Runge-Kutta Newmark Diferenga 

Central 
Houbolt Wilson 6 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Valores 

de NPI 

E k e s t K«t E K ^ t EK«t K e s t EK«t Ke s t E l C t 

2 5 5 6 6 11 .32 5 2 8 9 5 . 7 8 5 2 9 5 5 . 9 0 5 5 7 9 1 1 . 5 9 5 6 4 2 1 2 . 8 5 

4 5 1 1 3 2 . 2 5 4 9 6 3 0 . 7 2 4 9 8 7 0 . 2 5 4 8 1 4 3 . 7 1 5 0 3 1 0 . 6 3 

6 4 9 3 2 1 . 3 6 4 8 0 1 3 . 9 7 4 8 5 2 2 . 9 4 4 4 2 9 1 1 . 4 0 4 7 3 6 5 . 2 6 

8 4 8 0 1 3 . 9 6 4 6 6 9 6 . 6 1 4 7 5 7 4 . 8 5 4 1 2 8 1 7 . 4 3 4 4 9 4 1 0 . 1 1 

10 4 6 8 9 6 . 2 0 4 5 4 8 9 . 0 2 4 6 8 2 6 . 3 4 3 8 6 7 2 2 . 6 4 4 2 6 8 1 4 . 6 3 

12 4 5 8 2 8 . 3 5 4 4 3 3 1 1 . 3 2 4 6 2 2 7 . 5 5 3 6 3 5 2 7 . 2 9 4 0 5 0 1 8 . 9 8 

14 4 4 7 0 1 0 . 5 9 4 3 2 2 1 3 . 5 4 4 5 7 3 8 . 5 2 3 4 2 4 3 1 . 5 0 3 8 3 9 2 3 . 2 0 

16 4 3 4 7 1 3 . 0 4 4 2 1 3 1 5 . 7 2 4 5 3 6 9 . 2 8 3 2 3 3 3 5 . 3 3 3 6 3 5 2 7 . 2 9 

18 4 2 1 9 1 5 . 6 4 1 0 7 1 7 . 9 4 5 0 8 9 . 8 3 0 5 8 3 8 . 8 3 4 3 8 3 1 . 2 

20 4 0 9 1 1 8 . 2 4 0 0 2 2 0 . 0 4 4 9 1 1 0 . 2 2 8 9 9 4 2 . 0 3 2 4 9 3 5 . 0 

^Medio 9 . 1 1 0 . 4 6 6 . 5 6 2 4 . 1 7 1 7 . 9 1 

Tabela (5.2.3) - Identificacao do coeficiente de amortecimento C [N.s/m] no dominio 

do tempo em funcao de NPI e seu respectivo erro [%] (Nt = 256) 

metodos 

num 
Runge-Kutta Newmark Diferenga 

Central 
Houbolt WilsonzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0 

Valores 

de NPI 
Cest E C e s t Ces t E C e s t Cest E C e s t Ces t E C e s t Cest E C e s t 

2 1 8 8 . 1 4 . 4 8 1 8 0 . 7 0 . 4 1 1 6 9 . 3 5 . 9 2 1 1 4 . 4 3 6 . 4 3 8 4 . 3 5 3 . 1 9 

4 1 9 1 . 3 6 . 2 5 1 8 3 . 3 1 . 8 2 1 6 2 . 2 9 . 8 6 1 1 8 . 1 3 4 . 3 7 8 2 . 3 5 4 . 2 5 

6 1 9 2 . 3 6 . 8 1 1 8 4 . 5 2 . 5 1 1 5 4 . 5 1 4 . 1 8 1 2 0 . 1 3 3 . 2 6 7 9 . 4 5 5 . 8 6 

8 1 9 2 . 8 7 . 1 3 1 8 5 . 5 3 . 0 6 1 4 7 . 1 1 8 . 2 9 1 2 2 . 1 3 2 . 1 5 7 6 . 8 5 7 . 3 2 

10 1 9 2 . 9 7 . 1 5 1 8 6 . 3 3 . 4 7 1 4 0 . 0 2 2 . 2 2 1 2 4 . 1 3 1 . 0 3 7 4 . 6 5 8 . 5 6 

12 1 9 2 . 3 6 . 8 2 1 8 6 . 8 3 . 7 6 1 3 3 . 2 2 6 . 0 0 1 2 6 . 1 2 9 . 9 4 7 2 . 8 5 9 . 5 6 

14 1 9 1 . 2 6 . 2 4 1 8 7 . 1 3 . 9 2 1 2 6 . 6 2 9 . 6 4 1 2 8 . 0 2 8 . 8 7 7 1 . 5 6 0 . 3 1 

16 1 9 0 . 2 5 . 6 4 1 8 7 . 2 3 . 9 7 1 2 0 . 3 3 3 . 1 7 1 2 9 . 9 2 7 . 8 5 7 0 . 6 6 0 . 7 8 

18 1 8 9 . 5 5 . 3 1 8 7 . 1 3 . 9 1 1 4 . 1 3 6 . 6 1 3 1 . 6 2 6 . 9 7 0 . 1 6 1 . 0 

20 1 8 9 . 3 5 . 2 1 8 6 . 8 3 . 8 1 0 7 . 9 4 0 . 0 1 3 3 . 2 2 6 . 0 7 0 . 1 6 1 . 1 

EMedio 6 . 1 3 . 0 6 2 3 . 5 8 3 0 . 6 8 5 8 . 1 9 

Dos resultados acima expostos pode-se observar que a variacao de 

NPI permite selecionar faixas onde o intervalo de tempo de discretizacao garanta 

um melhor resultado na estimacao dos parametros. No caso em analise, escolheu-se 

a faixa de NPI entre 2 e 4 por apresentar bons resultados, os quais sao apresentados 
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nas tabelas (5.2.4) e (5.2.5) a seguir, no intuito de se averiguar possiveis novos 

valores que possibilitem o alcance de resultados mais consistentes, num processo de 

busca do passo de integracao '"otimo". zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Tabela (5.2.4) - Identificacao do coeficiente de rigidez K [N/m] no dominio do tempo 

em funcao de NPI e seu respectivo erro [%] (Nt = 256) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

metodos 

num. 
Runge-Kutta Newmark Diferenga 

Central 
Houbolt WilsonzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 9 

Valores 

deNPI 

K e s t E k e s t K e s t E K e s t Kes t E K e s t K ^ t E K e s t Ke s t E K e s t 

2.0 
5 5 6 6 1 1 . 3 2 5 2 8 9 5 . 7 8 5 2 9 5 5 . 9 0 5 5 7 9 1 1 . 5 9 5 6 4 2 1 2 . 8 5 

2 . 2 5 4 4 2 8 . 8 4 5 2 0 9 4 . 1 8 5 2 1 6 4 . 3 3 5 3 9 7 7 . 9 4 5 4 8 7 9 . 7 3 

2.4 
5 3 7 0 7 . 4 0 5 1 6 0 3 . 2 0 5 1 6 9 3 . 3 8 5 2 8 3 5 . 6 5 5 3 9 3 7 . 8 7 

2 . 6 5 3 3 1 6 . 6 3 5 1 3 1 2 . 6 3 5 1 4 2 2 . 8 4 5 2 1 4 4 . 2 9 5 3 4 1 6 . 8 2 

2 . 8 5 2 9 8 5 . 9 7 5 1 0 6 2 . 1 3 5 1 1 8 2 . 3 7 5 1 5 4 3 . 0 9 5 2 9 5 5 . 9 0 

3.0 5 2 6 1 5 . 2 2 5 0 7 9 1 . 5 8 5 0 9 2 1 . 8 5 5 0 8 9 1 . 7 8 5 2 4 3 4 . 8 7 

3.2 
5 2 2 3 4 . 4 6 5 0 5 1 1 . 0 2 5 0 6 6 1 . 3 3 5 0 2 3 0 . 4 6 5 1 9 1 3 . 8 3 

3.4 5 1 9 0 3 . 8 0 5 0 2 6 0 . 5 1 5 0 4 3 0 . 8 6 4 9 6 3 0 . 7 3 5 1 4 5 2 . 9 0 

3.6 
5 1 6 2 3 . 2 4 5 0 0 3 0 . 0 7 5 0 2 3 0 . 4 5 4 9 1 0 1 . 7 9 5 1 0 4 2 . 0 9 

3.8 
5 1 3 6 2 . 7 3 4 9 8 3 0 . 3 3 5 0 0 4 0 . 0 9 4 8 6 1 2 . 7 7 5 0 6 7 1 . 3 4 

4.0 5 1 1 3 2 . 2 5 4 9 3 6 0 . 7 2 4 9 8 7 0 . 2 5 4 8 1 4 3 . 7 1 5 0 3 1 0 . 6 3 

5 . 6 2 2 . 0 2 . 1 4 3 . 9 8 5 . 3 4 

Tabela (5.2.5) - Identificacao do coeficiente de amortecimento C [N.s/m] no dominio 

do tempo em funcao de NPI e seu respectivo erro [%] (Nt = 256) 

metodos 

num. 
Runge-Kutta Newmark Diferenga 

Central 
Houbolt Wilson 6 

Valores 

de NPI 
Cest E C e s t Ces t E C e s t Cest E C e s t Cest E C e s t Cest E C e s t 

2.0 1 8 8 . 1 4 . 4 8 1 8 0 . 7 0 . 4 1 1 6 9 . 3 5 . 9 2 1 1 4 . 4 3 6 . 4 3 8 4 . 3 5 3 . 1 9 

2.2 1 8 8 . 8 4 . 8 7 1 8 1 . 2 0 . 6 6 1 6 8 . 9 6 . 1 7 1 1 5 . 1 3 6 . 0 3 8 4 . 3 5 3 . 1 7 

2.4 
1 9 0 . 2 5 . 6 8 1 8 2 . 1 1 . 1 6 1 6 8 . 8 6 . 2 2 1 1 6 . 6 3 5 . 2 4 8 4 . 8 5 2 . 9 1 

2.6 1 9 0 . 8 6 . 0 0 1 8 2 . 5 1 . 3 9 1 6 8 . 2 6 . 5 5 1 1 7 . 2 3 4 . 9 0 8 4 . 7 5 2 . 9 2 

2.8 1 9 0 . 7 5 . 9 4 1 8 2 . 5 1 . 3 9 1 6 7 . 2 7 . 1 0 1 1 7 . 1 3 4 . 9 2 8 4 . 3 5 3 . 1 7 

3.0 1 9 0 . 6 5 . 8 6 1 8 2 . 5 1 . 3 9 1 6 6 . 2 7 . 6 4 1 1 7 . 1 3 4 . 9 2 8 3 . 8 5 3 . 4 4 

3.2 1 9 0 . 6 5 . 9 1 1 8 2 . 6 1 . 4 6 1 6 5 . 4 8 . 1 1 1 1 7 . 2 3 4 . 8 8 8 3 . 5 5 3 . 6 2 

3 .4 1 9 0 . 9 6 . 0 2 1 8 2 . 8 1 . 5 7 1 6 4 . 6 8 . 5 3 1 1 7 . 5 3 4 . 7 3 8 3 . 2 5 3 . 7 6 

3.6 1 9 1 . 0 6 . 1 3 1 8 3 . 0 1 . 6 7 1 6 3 . 9 8 . 9 6 1 1 7 . 7 3 4 . 5 8 8 3 . 0 5 3 . 9 1 

3.8 1 9 1 . 2 6 . 2 0 1 8 3 . 2 1 . 7 5 1 6 3 . 1 9 . 4 1 1 1 7 . 9 3 4 . 4 7 8 2 . 7 5 4 . 0 7 

4 .0 1 9 1 . 3 6 . 2 5 1 8 3 . 3 1 . 8 2 1 6 2 . 2 9 . 8 6 1 1 8 . 1 3 4 . 3 7 8 2 . 3 5 4 . 2 5 

EMedio 5 . 7 5 1 . 3 2 7 . 6 7 3 5 . 0 3 5 3 . 4 9 
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Esses dados tambem foram mostrados graficamente atraves das 

figuras (5.2.4) e (5.2.5) a seguir, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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Figura (5.2.4) - Rigidez K identificada para 

Nt fixo e varia?ao de NPI 

Figura (5.2.5) - Amortecimento C identificado 

para Nt fixo e variacao de NPI 

Pode-se observar que os resultados de identificacao do coeficiente de 

amortecimento C provenientes da integracao da equacao diferencial que rege o 

comportamento dinamico do sistema SDOF pelos metodos de Houbolt e Wilson 0 

foram bastante discrepantes do valor real, por isso, buscou-se urn outro valor para 

este parametro, desta feita, C = 50 N.s/m, mantendo-se inalterado os outros 

parametros do sistema, no intuito de se averiguar o comportamento dos metodos de 

Houbolt e Wilson 0 para outros valores do coeficiente de amortecimento no 

processo de identifica5ao. Desenvolveu-se o mesmo processo anterior de varredura 

de NPI ate determinar-se valores melhores do intervalo de tempo de discretizafao 

entre 6 e 8 - com destaque - para o metodo de Houbolt e entre 10 e 12 - com 

destaque - para o metodo de Wilson 0, que redundaram numa estimacao bem mais 
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consistente do coeficiente de amortecimento para o seu novo valor. Isto fica mais 

claro analisando-se as figuras (5.2.6) a (5.2.9) a seguir, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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Figura (5.2.6) - Rigidez K identificada para 

Nt fixo e variacao de NPI pelo metodo de 

Houbolt 

Figura (5.2.7) - Amortecimento C identificado para 

Nt fixo e variacao de NPI pelo metodo de 

Houbolt 
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Figura (5.2.8) - Rigidez K identificada para 

Nt fixo e variacao de NPI pelo metodo de 

Wilson 0 

Figura (5.2.9) - Amortecimento C identificado 

para Nt fixo e variacao de NPI pelo metodo de 

Wilson 6 
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Discussao dos Resultados 

As tabelas (5.2.2) e (5.2.3) apresentam resultados que requerem 

algumas consideracoes. Como neste estudo pretende-se avaliar a performance dos 

metodos de integracao numerica: Newmark, Diferen9a Central, Houbolt, Wilson 9 e 

Runge-Kutta de 4 § ordem no processo de identificacao de parametros e identificacao 

de forcas em sistemas mecanicos - tomando o metodo de Runge-Kutta como base de 

comparacao por sua performance reconhecida na solucao numerica de equacSes 

diferenciais -, inicia-se essa analise reconhecendo-se que as estima9des da rigidez K 

e do amortecimento C assumem, no geral, desvios crescentes do valor teorico a 

medida que o valor de NPI cresce, nao obstante, na faixa de NPI que compreende 

entre 2 e 4 haver uma tendencia clara de redu9&o do erro de estima9ao, o que e 

valido para todos os metodos numericos, excetuando-se o metodo de Houbolt, no 

caso da estima9ao do amortecimento. 

Pode-se concluir, com base nos valores medios dos erros, que o 

metodo da Diferen9a Central foi o que apresentou o melhor desempenho de 

estima9ao da rigidez K para toda a faixa de varia9ao de NPI, tornando-se superior 

inclusive aos resultados do metodo de Runge-Kutta. Em seguida, numa seqiiencia 

de melhores resultados tem-se os metodos de Newmark, Wilson 9 e Houbolt, 

considerando que para maiores valores de NPI, o desvio ou erro dos resultados de 

Wilson 9 e Houbolt cresceram consideravelmente, principalmente deste ultimo. 
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No caso de estimacao do amortecimento C, ve-se claramente uma 

excelente performance do metodo de Newmark para toda a faixa de NPI, tornando-

se bastante superior a todos os demais metodos, inclusive tambem superior ao 

metodo de Runge-Kutta de 4 s ordem. Em seguida, com base nos valores medios dos 

erros, numa seqiiencia de melhores resultados, tem-se os metodos da Diferenca 

Central, Houbolt e Wilson 9, considerando que para NPI mais elevado o desvio dos 

seus resultados aumentam consideravelmente, principalmente no caso do metodo de 

Wilson 9. 

Selecionando-se uma faixa de NPI entre 2 e 4, apresentou-se nas 

tabelas (5.2.4) e (5.2.5) os resultados de estimacao de K e C por todos os metodos 

numericos em discussao. O objetivo desta selecao foi buscar novos valores do 

intervalo de tempo de discretizacao que melhorassem os resultados de estimacao. 

Analisando-se os resultados de estimacao da rigidez K para esta nova 

faixa de NPI, observa-se pelo comportamento da figura (5.2.4) que a rigidez K 

estimada por quase todos os metodos converge sensivelmente para o seu valor 

teorico a medida que o valor de NPI se aproxima de 4. 

Analisando-se os resultados de estimacao do amortecimento C 

tambem para esta nova faixa de NPI, baseando-se nos valores medios dos erros, ve-

se ainda a coirfirmacao da elevada consistencia dos resultados do metodo de 

Newmark em comparacao aos outros metodos, vindo em seguida, na seqiiencia de 

melhores resultados, os metodos da Diferenca Central, Houbolt e Wilson 9, 

considerando que estes dois ultimos metodos continuam apresentando resultados 
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bastante polarizados de estimacao do coeficiente C, se comparados com o seu valor 

teorico, o que pode ser visualizado na figura (5.2.5). Por esse fato, atribuiu-se urn 

outro valor para o coeficiente de amortecimento C na expectativa de melhores 

resultados de estimacao por parte dos metodos de Houbolt e Wilson 0. 

Das figuras (5.2.6) e (5.2.8) observa-se um comportamento analogo de 

ambos os metodos na identificacao do coeficiente de rigidez K, apresentando 

resultados satisfatorios. No caso da estimacao do novo coeficiente de 

amortecimento C, figuras (5.2.7) e (5.2.9), pode-se concluir que a reducao do seu 

valor no sistema SDOF em consideracao, possibilitou o alcance de resultados 

bastante consistentes de estimacao deste coeficiente pelos metodos de Houbolt e 

Wilson 0, ainda que em faixas diferentes de NPI. 

Os resultados apresentados apontam para a validacao dos integradores 

de Newmark, Diferenca Central, Houbolt e Wilson 0 - quando comparados com o 

metodo de Runge-Kutta dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 4~ ordem - no processo de solucao numerica da equacao 

diferencial que rege o comportamento dinamico do sistema SDOF do tipo massa-

mola-amortecedor, conforme a figura (4.2.1), cujos resultados de integracao 

numerica na forma de resposta dinamica, foram aplicados no processo de 

identificacao parametrica no dominio do tempo deste sistema. 

Considera-se, com base nos valores medios dos erros calculados, que 

o metodo de Newmark pelos resultados de identificacao parametrica apresentados, 

em linhas gerais, tornou-se superior mesmo ao metodo de Runge-Kutta de 4 5 nas 

faixas de NPI tomadas. Isto e valido principalmente para a estimacao do 
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amortecimento C. Porem, e valido salientar, pelo que aqui foi exposto, que a selecao 

de um adequado intervalo de tempo de discretizacao - ftincao de NPI - aliada as 

caracteristicas dinamicas do sistema, tern influencia marcante na precisao da 

resposta dinamica e em decorrencia, na performance de identificacao dos 

parametros de rigidez e amortecimento do sistema. 

Disto se conclui que tanto o metodo de Newmark quanto os metodos 

da Diferenca Central, Houbolt e Wilson 9 se adequam melhor a determinadas 

condicoes do que outras. Por exemplo, a inconsistencia dos resultados de estimacao 

do amortecimento C, para C = 180 N.s/m (fator de amortecimento ^ = 0,4025), 

pelos metodos de Houbolt e Wilson 9 em todas as faixas de NPI tomadas, dever-se-

a possivelmente a sensibilidade destes metodos para a identificacao deste 

coeficiente em sistemas mais fortemente amortecidos, ou seja, com fatores de 

amortecimento mais elevados, ja que ao ter-se realizada uma busca em tomo de 

outros valores para C, observou-se que somente para valores bem abaixo do 

amortecimento inicial tornado e para outras faixas de NPI, foi que os metodos de 

Houbolt e Wilson 9 apresentaram resultados satisfatorios de identificacao, no 

caso especifico quando tomou-se C = 50 N.s/m 

(C = 0,1118). 
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5.3zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Resultados do Processo de Identificacao de Parametros no Dominio da 

Freqiiencia usando o Espectro da Excitacao e da Resposta para o Sistema de 

Um Grau de Liberdade (SDOF) 

Como verificacao da foimulacao matematica para o processo de 

identificacao no dominio da freqiiencia usando o espectro da excitacao e da 

resposta, considera-se aquela desenvolvida no item (4.6). Esta foimulacao, tambem 

sera aplicada ao mesmo sistema SDOF composto na tabela (5.2.1), adotando-se o 

mesmo sinal de excitacao e ainda o mesmo procedimento que agora fixa o numero 

de pontos em freqiiencia N f (Nf = Nt/2) e varia o passo de integracao atraves da 

variacao de NPI. 

As tabelas (5.3.1) e (5.3.2) apresentam o comportamento dos 

parametros K e C identificados no dominio da freqiiencia em funcao de NPI para os 

cinco metodos de integracao em estudo. 

Tabela (5.3.1) - Ident i f icacao do coef ic iente de rigidez K [N/m] no domin io da f req i ienc ia 

em funcao de NPI e seu respectivo erro [%] (Nf = 128) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

metodos 

num. 

Runge-Kutta Newmark Diferenca 

Central 

Houbolt WilsonzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 9 

Valores 

de NPI 

Kest K«t EKert K«t EK«t EKest K«t EK«t 

2 10986 119.7 10786 115.7 11797 135.9 10744 114.8 11166 123.3 

4 7632 52.63 7363 47.26 7750 54.99 7292 45.84 8032 60.63 

6 6767 35.34 6405 28.10 6507 30.14 6309 26.18 7335 46.69 

8 6400 28.00 5942 18.84 5771 15.42 5828 16.55 7104 42.07 

10 6210 24.19 5660 13.20 5181 3.62 5534 10.67 7024 40.48 

12 6097 21.93 5463 9.26 4632 7.36 5334 6.67 7004 40.08 

14 6017 20.33 5314 6.27 4085 18.29 5190 3.79 7007 40.13 

16 5951 19.01 5193 3.86 3529 29.41 5083 1.66 7017 40.33 

18 5893 17.85 5092 1.83 2961 40.77 5004 0.08 7026 40.51 

20 5844 16.87 5004 0.07 2385 52.29 4946 1.08 7030 40.60 

35.58 24.44 38.82 22.73 51.48 
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Tabe la (5.3.2) - Ident i f icacao do coef ic iente de amor tec imento C [N.s/m] no domin io 

da f reqi ienc ia em funcao de NPI e seu respect ivo erro [%] (Nf = 128) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

metodos 

num. 

Runge-Kutta Newmark Diferenca 

Central 

Houbolt Wilson 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Valores 

deNPI 

c ECest C e st ECest Cest ECest Cest ECest Cest ECest 

2 152 15.52 125 30.68 72 59.99 161 10.65 216 20.13 

4 185 2.52 148 17.84 114 36.53 199 10.79 266 47.75 

6 197 9.36 158 12.20 149 17.46 219 21.41 282 56.39 

8 202 12.29 164 8.94 179 0.54 232 28.61 285 58.53 

10 204 13.29 168 6.72 206 14.65 242 34.44 284 57.74 

12 204 13.12 171 5.04 231 28.07 251 39.64 280 55.42 

14 202 12.25 173 3.66 251 39.53 260 44.52 274 52.27 

16 200 11.08 176 2.47 268 48.88 269 49.22 268 48.62 

18 198 9.90 177 1.41 281 56.01 277 53.80 260 44.69 

20 196 8.72 179 0.43 290 60.92 285 58.27 253 40.61 

Eviedio 10.8 8.94 36.25 35.15 48.21 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Esses dados tambem foram mostrados graficamente atraves das 

figuras (5.3.1) e (5.3.2) a seguir, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

RK3DEZ ESTMADA 

Runge-Kutta 
Newnark 
Dif.Central 
Houbott 
VUlsorvteta 

10 15 
NPI 

20 

300 

280 

260 

240 

22C 

J200 

1180 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

; i 6 o ; 

-40 

120 

100 

AMCFTECMENTO ESTMADO 

Runge-Kutta 

Dif.Central 
hbubolL 
•Aliscn-teta 

10 15 
NPI 

20 

Figura (5.3.1) - Rigidez K identificada para 

Nf fixo e variacao de NPI 

Figura (5.3.2) - Amortecimento C identificado 

para Nf fixo e variacao de NPI 
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Sinai Sinletizado de Schroeder zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

F(t) 

Modelo Matemdtico do Sistema 

MX(t) + CX(t) + KX{t) = F(t) 

Integrador: Diferenga Central 

Houbolt 

Wilson 9 

Newmark 

Runge-Kutta zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

X(i) X(t) X{t) 

F F T F F T 

xc

N 

• 

Fc zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
1 N 

Estimagdo no dominio da freqiiencia: resolver equagaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (4.6.12) 

Estimagdo de Parametrospela equagao §MQ - [AT A\
 1

 ATb 

Figura (5.3.3) - Diagrama de blocos para o processo de identificacao de parametros no dominio 

da freqiiencia usando o estimador por minimos quadrados 

para o sistema SDOF 
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A figura (5.3.3) anterior mostrou o diagrama de blocos para o 

processo de identificacao de parametros no dominio da freqiiencia usando o 

espectro da excitacao e da resposta pelo estimador dos minimos quadrados para o 

sistema SDOF. 

Das tabelas e figuras (5.3.1) e (5.3.2) respectivamente, percebe-se que 

nao ha, como no caso das tabelas (5.2.2) e (5.2.3), uma faixa comum de NPI para 

todos os metodos na qual os indices dos desvios sejam baixos. Isto significa que 

cada metodo tern sua propria faixa, necessitando apenas que seja bem selecionada. 

Portanto, como exemplificacao, selecionou-se a faixa de NPI compreendendo entre 

os valores 20.2 e 22 para o metodo de Newmark, na qual supoe-se que a estimacao 

de K e C seja quase exata. Na tabela (5.3.3) e nas figuras (5.3.4) e (5.3.5) tem-se 

estes resultados. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Tabela (5.3.3) - Identi f icacao dos coef ic ientes de rigidez K [N/m] e amor tec imento C 

[N.s/m] no domin io da f reqi iencia pelo metodo de Newmark em funcao 

de NPI e seus respect ivos erros [%] (Nf = 128) 

Valores 

de NPI 

EKest Cest ECest 

20.2 4995.5 0.089 179.4 0.340 

20.4 4987.4 0.251 179.6 0.246 

20.6 4979.4 0.411 179.7 0.153 

20.8 4971.5 0.570 179.9 0.060 

21.0 4963.7 0.726 180.1 0.032 

21.2 4955.9 0.881 180.2 0.124 

21.4 4948.3 1.035 180.4 0.215 

21.6 4940.7 1.186 180.6 0.307 

21.8 4933.2 1.336 180.7 0.397 

22.0 4925.7 1.485 180.9 0.488 

E \ U - d i o 0.797 0.236 
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21.5 22 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Figura (5.3zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA.4) - Rigidez K identificada para 

Nf fixo e variacao de NPI 

Figura (5.3.5) - Amortecimento C identificado 

para Nf fixo e variacao de NPI 

5.3.1 Discussao dos Resultados 

Os resultados apresentados nas tabelas e figuras (5.3.1) e (5.3.2) 

respectivamente, descrevem uma relativa tendencia de reducao dos erros de 

estimacao a medida que NPI aumenta, comportamento este claramente diferenciado 

do que foi descrito pelo processo de identificacao de parametros no dominio do 

tempo discutido no item (5.2.1), no qual os erros diminuem enquanto NPI decresce. 

Este fenomeno deve-se possivelmente ao fato de que o aumento de NPI implica 

diretamente numa melhor resolucao em freqiiencia do sinal de excitacao e em 

decorrencia da resposta dinamica do sistema. 
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No que tange a estimacao do coeficiente de rigidez K, com base nos 

valores medios dos erros, conferida na tabela (5.3.1) e na figura (5.3.1), nota-se uma 

boa equivalencia dos resultados conferidos pelos metodos de Newmark e Houbolt. 

Numa seqiiencia de melhores resultados, fundamentando-se nos valores medios dos 

erros, tem-se os metodos da Diferenca Central e Wilson 6, enfatizando que o 

metodo de Wilson 0 permaneceu com erros bastante elevados e praticamente 

constantes a partir de NPI = 8. E preciso enfatizar tambem que este foi o unico 

metodo que nao apresentou nenhuma faixa de NPI onde houvesse uma tendencia de 

bons resultados de estimacao, o que possivelmente se explica pela propria 

caracteristica dinamica do sistema SDOF. 

No que concerne a estimacao do coeficiente de amortecimento C, 

apoiando-se nos valores medios dos erros calculados, conferida na tabela (5.3.2) e 

na figura (5.3.2), nota-se uma maior convergencia para o valor teorico dos 

resultados obtidos pelos metodos de Runge-Kutta e Newmark, sendo que este 

ultimo denota uma convergencia mais rapida a medida que NPI cresce. Os demais 

metodos apresentam resultados bastante dispersos do valor teorico do 

amortecimento com o aumento de NPI. Ainda assim, considera-se que o metodo de 

Wilson 0 tambem foi o unico que nao mostrou nenhuma faixa de NPI na qual 

houvesse uma tendencia de bons resultados de estimacao, o que pode se explicar 

tambem pela caracteristica dinamica do sistema - nivel de amortecimento presente. 

Os resultados da tabela (5.3.3), representados nas figuras (5.3.4) e 

(5.3.5), mostram de forma patente que quando a faixa de NPI para cada metodo e 
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bem selecionada, a estimacao podera tornar-se quase exata, devido obviamente a 

maior proximidade do intervalo de tempo de discretizacao "otimo". Isso, nao 

descarta a importancia das caracteristicas dinamicas do sistema. 

5.4 Resultados do Processo de Identificacao de Forcas no Dominio do Tempo 

pelo Metodo da Equacao Continua para o Sistema de um Grau de 

Liberdade (SDOF) 

Nos itens anteriores foram abordados os processos de identificacao de 

parametros no dominio do tempo e no dominio da freqiiencia usando o espectro da 

excitacao e da resposta para o sistema SDOF. Aqui, tanto as respostas dinamicas 

obtidas, como os parametros identificados, serao utilizados numa formulacao 

desenvolvida no dominio do tempo para a identificacao da forca excitadora do 

sistema, por ser este um outro escopo principal deste trabalho. 

Portanto, neste item, procura-se abordar o problema inverso, ou seja, 

partindo-se do conhecimento das respostas dinamicas adquiridas via simulacao 

atraves dos metodos numericos: Newmark, Diferenca Central, Houbolt, Wilson 0 e 

Runge-Kutta de 4 5 ordem, alem dos parametros obtidos pelas formulacoes no tempo 

e em freqiiencia, calculam-se as forcas excitadoras do sistema. Para tanto, emprega-

se a formulacao matematica dozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA metodo da equagao continua desenvolvida no item 

(4.8) para o sistema SDOF cuja equacao e a (4.8.2). 



Sinai Sintetizado de Schroeder zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

F(t) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

t 

Modelo Matemdtico do Sistema 

MX(t) + CX(t) + KX(t) = F{t) 

Integrador: Diferenga Central 

Houbolt 

Wilson 8 

Newmark 

Runge-Kutta zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 1 1 

X{t) X(t) X(t) 

t ± 

Estimagdo no dominio do tempo: resolver equagao zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(4.5.12) 

Estimagdo de Parametros pela equagao §MQ = [ATA\ ' ATb 

Identifwagao de Forgas: |#(/)} = M j i ( O j + c { i x o } + £{*0')} 

Figura (5.4.1) - Diagrama de blocos para o processo de identificacao de forcas no dominio do 

tempo usando o metodo da equagao continua para o sistema SDOF 



85 

A figura (5.4.1) apresenta o diagrama de blocos para o processo de 

identificacao de forcas no dominio do tempo usando o metodo da equacao continua 

para o sistema SDOF. 

As figuras (5.4.2) e (5.4.3) mostram os resultados de identificacao de 

forcas para os dados de NPI igual a 20 e 3.4, respectivamente, extraidos das tabelas 

(5.2.2) a (5.2.5). zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ESPECTRO DA FORCA IDENTIFICADA 

50 100 
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teorica 
—runge4cutta 
x newmark 
- dif.central 
* houbolt 
0 Aifeort-teta 
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Freqiiencia [rad/s] 

800 1000 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Figura (5zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA.4.2) - Espectros das forcas identificadas Figura (5.4.3) - Espectros das forcas identificadas 

pelo metodo da equagao continua para NPI = 20 pelo metodo da equagao continua para NPI = 3.4 

A figura (5.4.4) a seguir mostra o diagrama de blocos para o processo 

de identificacao de forcas no dominio do tempo pelo metodo da equagao continua, 

com os resultados de identificacao de parametros no dominio da freqiiencia usando 

o espectro da excitacao e da resposta, para o sistema SDOF. 
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Sinai Sinletizado de Schroeder zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

F(t) 

Modelo Matemdtico do Sistema 

MX(t) + CX{1) + KX(t) = F(t) 

Integrador: Diferenca Central 

Houbolt 

Wilson 9 

Newmark 

Runge-Kutta zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

X(t) X(t) X(t) 

F F T F F T 

Xi 

Estimagdo no dominio da freqiiencia: resolver equagao (4.6.12) 

atraves da solugao: \MQ=\ATA\ ' ATb 

Identificagao de Forgas:zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA {#(/)} = AzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA/ { ! ( 0 J +  c { l ( r ) J  +  i"{ x( ?) }  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Figura (5.4.4) - Diagrama de blocos para o processo de identificacao de forcas no dominio do 
tempo usando o metodo da equacao continua com os resultados de identificacao de parametros 

no dominio da frequencia para o sistema SDOF 
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As figuras (5.4.5) e (5.4.6) mostram os resultados de identificacao de 

forcas para os dados de NPI igual a 20 e 8, respectivamente, extraidos das tabelas 

(5.3.1) e (5.3.2). zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Figura (5.4.5) - Espectros das forcas identificadas Figura (5.4.6) - Espectros das forcas identificadas 

pelo metodo da equagao continua para NPI = 20 pelo metodo da equagao continua para NPI = 8 

5.4.1 Discussao dos Resultados 

Como ja se discutiu, o valor de NPI influencia diretamente na 

obtencao de melhores resultados de estimacao de parametros, porque a sua variacao 

permite a determinacao de um valor "6timo , , parazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Dt, que gera naturalmente maior 

precisao nas respostas dinamicas oriundas da simulacao digital via metodos de 

integracao numerica. Portanto, quanto mais precisa for a resposta dinamica - fetor 
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tambem ligado as condicoes de precisao e estabilidade do metodo numerico - e mais 

consistentes forem os resultados de estimacao parametrica, melhores serao os 

resultados de identificacao de forcas provenientes da formulacao matematica do 

metodo da equagao continua. 

As figuras (5.4.2), (5.4.3), (5.4.5) e (5.4.6) descrevem para todos os 

metodos, independente da formulacao matematica que identifica os parametros do 

sistema, um comportamento similar ao do espectro piano da forca de estimacao 

teorica, para freqiiencias acima da freqiiencia natural do sistema (con =22,3607). 

Tambem observa-se que as dispersoes e distorcoes dos espectros, gerados pela 

resposta dinamica e pelos resultados de estimacao de parametros, em torno do 

espectro da forca de excitacao teorica, sao sensivelmente reduzidos a medida que os 

processos de estimacao parametrica permitirem valores mais consistentes, a ponto 

de quando estes valores forem exatos, a estimacao da forca de excitacao pelo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

metodo da equagao continua, equagao (4.8.2), tambem sera exata. 

5.5 Resultados do Processo de Identificacao de Forcas no Dominio do Tempo 

pelo Metodo da Equacao Discretizada para o Sistema de um Grau de 

Liberdade (SDOF) 

Neste item, tambem procura-se abordar o problema inverso, como ja 

se viu, partindo-se do conhecimento das respostas dinamicas adquiridas via 

simulagao atraves dos metodos numericos: Newmark, Diferenca Central, Houbolt, 
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Sinai Sinlelizado de Schroeder 
F(t) 

Modelo Matemdtico do Sistema 

MX (J) + CX{t) + KX(t) = F(t) 

Integrador: Diferenqa Central 

Houbolt 

Wilson 9 

Newmark 

Runge-Kutta zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 f 1 1 

X{t) X(t) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1( 0  

Estimagdo no dominio do tempo: resolver equagao 

(4.5.12) 

Estimagdo de Parametros pela equagao §MQ = \^AT A\ 1 ATb 

Identificagdo de Forgas: J F(k) 
M 

Dt 
X(k+\)-(I+ADt)X(k) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Figura (5.5.1) - Diagrama de blocos para o processo de ident i f icacao de forgas no 

domin io do tempo usando o metodo da equagao discret izada para o sistema S D O F 
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Wilson 0 e Runge-Kutta de 4 s ordem alem dos parametros obtidos pelas 

formulacoes no tempo e em freqiiencia, calculam-se as forgas excitadoras do 

sistema. Para tanto, emprega-se a formulagao matematica dozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA metodo da equagao 

discretizada desenvolvida no item (4.7) para o sistema SDOF cuja equagao e a 

(4.7.2). 

A figura (5.5.1) apresenta o diagrama de blocos para o processo de 

identificagao de forgas no dominio do tempo usando o metodo da equagao 

discretizada para o sistema SDOF. 

As figuras (5.5.2) e (5.5.3) mostram os resultados de identificagao de 

forgas para os dados de NPI igual a 20 e 3.4, respectivamente, extraidos das tabelas 

(5.2.2) a (5.2.5). zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Figura (5.5.2) - Espectros das forgas identificadas Figura (5.5.3) - Espectros das forgas identificadas 

pelo metodo da equagao discretizada para pelo metodo da equagao discretizada para 

NPI = 20 NPI = 3.4 
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5.5.1 Discussao dos Resultados zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Esta segunda alternativa desenvolvida para o processo de identificagao 

de forgas, pela analise dos espectros das forgas estimadas conforme as figuras 

(5.5.2) e (5.5.3), apresentou resultados bastante dispersos do espectro da forga de 

excitagao aplicada ao sistema SDOF para toda a faixa de freqiiencia considerada. 

Tal fato, dever-se-a possivelmente, ao truncamento da sua formula original 

proveniente da equagao de estado na forma discretizada, em termos de baixa ordem 

da serie de Taylor, necessitando portanto de nova reformulagao para que se possa 

garantir uma maior precisao e conseqiiente redugao dos erros de discretizagao da 

formula matematica. 

5.6 Resultados do Processo de Identificagao de Parametros no Dominio do 

Tempo para o Sistema Eixo-Mancal Hidrodinamico 

Como verificagao da formulagao matematica para o processo de 

identificagao de parametros no dominio do tempo, considera-se aquela desenvolvida 

no capitulo IV item (4.5) e aplica-se a um sistema eixo-mancal hidrodinamico 

representado pelo sistema de equagoes diferenciais (4.2.2) e (4.2.3). 
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Para o sistema MDOF em estudo foram adotados os seguintes valores 

de massa em [Kg], amortecimento em [N.s/m], rigidez em [N/m] e amplitude de 

forca de excitacao em [N], zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Tabela (5.6.1) - Valores adotados para verif icacao do processo de ident i f icacao de 

parametros no domin io do tempo 

D I R E C A O - X DIRECAO - Y AMPL1 [ T I D E 

M Kxx Cxx Kxy Cxy Kyx Cyx Kyy Cyy Fx Fy 
14.8 40 20 50 10 20 10 60 30 100 100 

onde Fx e Fy sao as amplitudes do vetor forca de excitacao nas diregoes X e Y, 

respectivamente. 

A freqiiencia natural das vibracSes livres do sistema e 

aproximadamente igual a 1,7992 rad/s, resultante do maior valor do numero 

imaginario dos autovalores da matriz dinamicazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA [A] do sistema, descrita na equagao 

(4.5.27). 

Tomando-se inicialmente Nt = 256 pontos no tempo, empregou-se o 

mesmo procedimento de variagao de NPI, para verificagao da influencia do 

intervalo de tempo de discretizagao e seu efeito nos coeficientes de rigidez e 

amortecimento identificados. 

Para identificar os parametros do sistema adotou-se a aplicagao do 

vetor forga de excitagao unicamente na diregao Y, ou seja, Fx = 0. Maiores 

discussoes sobre a influencia da diregao da excitagao sobre o sistema poderao ser 

encontradas em Oliveira (1988), que conclui que este fator nao e relevante, desde 
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que o sinal excite convenientemente todos os modos de vibragao do sistema ao 

longo das diregoes consideradas. 

A figura (5.6.1) mostra o diagrama de blocos para o processo de 

identificagao de parametros no dominio do tempo usando o estimador por mmimos 

quadrados para o sistema MDOF. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Sinal Sintetizado de Schroeder 
F(f) 

Modelo Matemdtico do Sistema 

[MzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA}{m} + [CzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA]{x(t)} + [K]{X(t)}zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA =  {F{t)} 

Integrador: Diferenca Central 

Houbolt 

Wilson 6 

Newmark 

Runge-Kutta 

S zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 r zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ̂ 1 

X(t) X(t) X(t) 

Estimacao no dominio do tempo: resolver equagao 

(4.5.29) 

T 

Estimagdo de Parametros pela equagao §MQ = \ATA\ ' ATb zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Figura (5.6.1) - Diagrama de blocos para o processo de identificacao de parametros no dominio 

do tempo usando o estimador por minimos quadrados para o sistema MDOF 
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As tabelas (5.6.2) a (5.6.9) apresentam o comportamento dos 

parametros de rigidezzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Kxx, Kxy, Kyx e Kyy e de amortecimento Cxx, Cxy, Cyx e Cyy 

identificados no dominio do tempo em funcao de NPI para os cinco metodos de 

integracao em estudo. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Tabela (5.6.2) - Identi f icagao do coeficiente de rigidez Kxx [N/m] no domin io do tempo 

em fungao de NPI e seu respectivo erro [%] (Nt = 256) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

metodos 

num. 

Runge-Kutta Newmark Diferenca 

Central 

Houbolt Wilson 6 

Valores 

de N P I 

KxXest E K x x K x X e s t 
E K x x Kxx„ t E K x x KA \ , VT Ekxx K A \ , ,T E K x x 

2 39.60 0.99 38.97 2.55 39.04 2.38 38.67 3.30 38.53 3.67 

4 38.95 2.60 38.10 4.74 38.34 4.13 37.60 5.99 37.21 6.95 

6 38.27 4.30 37.16 7.07 37.69 5.75 36.19 9.51 35.67 10.81 

8 37.71 5.70 36.23 o.41 37.14 7.13 34.69 13.25 34.06 14.84 

10 37.21 6.95 35.30 11.74 36.68 8.28 33.19 17.02 32.45 18.85 

12 36.68 8.28 34.38 14.04 36.32 9.18 31.71 20.70 30.91 22.72 

14 36.11 9.71 33.47 16.31 36.06 9.83 30.30 24.24 29.44 26.37 

16 35.57 11.06 32.58 18.54 35.91 10.21 28.96 27.58 28.08 29.78 

18 35.07 12.31 31.70 20.73 35.88 10.29 27.70 30.72 26.82 32.93 

20 34.50 13.72 30.85 22.87 35.98 10.03 26.53 33.66 25.66 35.83 

EMedio 7.56 12.8 7.72 18.59 20.27 

Tabela (5.6.3) - Identi f icagao do coeficiente de rigidez Kxy [N/m] no domin io do tempo 

em fungao de NPI e seu respectivo erro [%] (Nt = 256) 

metodos 

num. 

Runge-Kutta Newmark Diferenca 

Central 

Houbolt mison e 

Valores 

de N P I 

Kxy „ t 
E K x y Kxy est E K x y Kxy ^ E K x y Kxy est Ekxy Kxy est E K x y 

2 48.55 2.88 48.29 3.40 48.43 3.13 47.65 4.69 47.58 4.82 

4 47.04 5.91 46.88 6.22 47.36 5.26 45.96 8.06 45.64 8.70 

6 45.29 9.40 45.38 9.23 46.40 7.18 43.78 12.42 43.38 13.23 

8 43.65 12.69 43.87 12.25 45.62 8.75 41.50 16.98 41.07 17.85 

10 42.14 15.70 42.36 15.26 45.01 9.96 39.26 21.47 38.82 22.35 

12 40.64 18.71 40.88 18.23 44.60 10.79 37.10 25.79 36.70 26.59 

14 39.10 21.79 39.41 21.16 44.37 11.24 35.07 29.85 34.74 30.50 

16 37.59 24.81 37.98 24.03 44.35 11.28 33.18 33.63 32.97 34.05 

18 36.07 27.84 36.58 26.83 44.57 10.84 31.44 37.11 31.36 37.26 

20 34.52 30.94 35.21 29.57 45.05 9.88 29.84 40.30 29.91 40.16 

EMedio 17.06 16.62 8.83 23.03 23.55 
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Tabela (5.6.4) - Identif icacao do coeficiente de rigidez Kyx [N/m] no domin io do tempo 

em funcao de NPI e seu respectivo erro [%] (Nt = 256) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

mctodos 

num. 
Runge-Kutta Newmark Diferenga 

Central 
Houbolt Wilson 6 

Valores 

de NPI 
Kyx^t EKyx EKyx Kyx„t EKyx Kyx«t EKyx Kyx^ EKyx 

2 3 9 . 8 2 9 9 . 1 4 2 8 . 7 1 4 3 . 5 6 2 8 . 7 7 4 3 . 8 8 5 5 . 5 0 1 7 7 . 5 7 0 . 6 4 2 5 3 . 2 

4 2 3 . 3 2 1 6 . 6 3 1 9 . 9 3 0 . 3 0 2 0 . 1 3 0 . 6 7 3 3 . 8 6 6 9 . 3 0 5 7 . 5 2 1 8 7 . 6 

6 1 6 . 4 5 1 7 . 7 2 1 8 . 2 5 8 . 7 1 1 8 . 6 6 6 . 6 7 2 7 . 3 7 3 6 . 8 7 5 5 . 2 2 1 7 6 . 1 

8 1 6 . 7 5 1 6 . 2 3 1 7 . 1 4 1 4 . 2 9 1 7 . 8 2 1 0 . 8 7 2 2 . 7 6 1 3 . 8 0 5 2 . 5 9 1 6 2 . 9 

10 1 8 . 2 5 8 . 7 0 1 6 . 1 8 1 9 . 0 9 1 7 . 1 9 1 4 . 0 1 1 9 . 0 6 4 . 6 5 4 9 . 2 2 1 4 6 . 1 

12 1 8 . 3 2 8 . 3 8 1 5 . 3 0 2 3 . 4 7 1 6 . 7 0 1 6 . 4 5 1 6 . 0 5 1 9 . 7 4 4 5 . 3 7 1 2 6 . 8 

14 1 7 . 6 2 1 1 . 8 7 1 4 . 4 9 2 7 . 5 4 1 6 . 3 3 1 8 . 3 2 1 3 . 5 6 3 2 . 1 5 4 1 . 3 1 1 0 6 . 5 

16 1 7 . 3 7 1 3 . 1 0 1 3 . 7 2 3 1 . 3 6 1 6 . 0 6 1 9 . 6 5 1 1 . 5 1 4 2 . 4 1 3 7 . 2 8 8 6 . 4 

18 1 7 . 5 4 1 2 . 2 5 1 3 . 0 0 3 4 . 9 7 1 5 . 9 0 2 0 . 4 6 9 . 8 1 5 0 . 9 0 3 3 . 4 3 6 7 . 1 

20 1 7 . 0 1 1 4 . 9 1 1 2 . 3 2 3 8 . 3 7 1 5 . 8 5 2 0 . 7 1 8 . 4 0 5 7 . 9 5 2 9 . 8 6 4 9 . 3 

I ^Med io 
2 1 . 8 9 2 4 . 1 6 1 7 . 1 7 5 0 . 5 2 1 3 6 . 2 

Tabela (5.6.5) - Identif icacao do coef ic iente de rigidez Kyy [N/m] no domin io do tempo 

em funcao de NPI e seu respect ivo erro [%] (Nt = 256) 

metodos 

num. 
Runge-Kutta Newmark Diferenga 

Central 
Houbolt Wilson 6 

Valores 

de NPI 

K y y «* EKyy Kyy„t EKyy Kyy«t EKyy Kyy «t EKyy Kyy«t EKyy 

2 5 2 . 6 5 1 2 . 2 4 7 9 . 8 5 3 3 . 0 8 7 9 . 9 9 3 3 . 3 2 1 2 2 . 0 1 0 3 . 4 1 4 1 . 9 1 3 6 . 5 

4 5 3 . 8 6 1 0 . 2 2 6 1 . 4 8 2 . 4 7 6 1 . 9 4 3 . 2 3 7 7 . 8 6 2 9 . 7 7 1 1 0 . 2 8 3 . 8 0 

6 6 1 . 7 4 2 . 9 0 5 7 . 0 8 4 . 8 6 5 8 . 0 3 3 . 2 8 6 4 . 2 6 7 . 1 1 1 0 2 . 0 7 0 . 0 4 

8 6 0 . 8 3 1 . 3 9 5 4 . 1 5 9 . 7 4 5 5 . 7 4 7 . 0 9 5 5 . 0 5 8 . 2 3 9 4 . 6 8 5 7 . 8 0 

10 5 6 . 1 9 6 . 3 3 5 1 . 6 9 1 3 . 8 3 5 4 . 0 7 9 . 8 7 4 7 . 8 9 2 0 . 1 6 8 6 . 9 6 4 4 . 9 4 

12 5 2 . 5 7 1 2 . 3 7 4 9 . 4 9 1 7 . 5 0 5 2 . 7 8 1 2 . 0 2 4 2 . 1 2 2 9 . 7 9 7 9 . 0 4 3 1 . 7 3 

14 5 0 . 2 6 1 6 . 2 2 4 7 . 4 6 2 0 . 8 8 5 1 . 7 9 1 3 . 6 7 3 7 . 3 8 3 7 . 6 9 7 1 . 2 2 1 8 . 7 1 

16 4 7 . 9 0 2 0 . 1 6 4 5 . 5 6 2 4 . 0 5 5 1 . 0 6 1 4 . 8 9 3 3 . 4 5 4 4 . 2 4 6 3 . 7 9 6 . 3 3 

18 4 5 . 7 3 2 3 . 7 6 4 3 . 7 7 2 7 . 0 4 5 0 . 5 8 1 5 . 6 8 3 0 . 1 6 4 9 . 7 2 5 6 . 9 2 5 . 1 2 

20 4 4 . 2 4 2 6 . 2 6 4 2 . 0 7 2 9 . 8 7 5 0 . 3 6 1 6 . 0 5 2 7 . 4 0 5 4 . 3 3 5 0 . 6 7 1 5 . 5 3 

E\ledio 1 3 . 1 8 1 8 . 3 3 1 2 . 9 1 3 8 . 4 4 4 7 . 0 5 



9 6 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Tabela (5.6.6) - Ident i f icacao do coef ic iente de amortec imento Cxx [N.s/m] no domin io 

do tempo em funcao de NPI e seu respectivo erro [%] (Nt = 256) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

metodos 

num. 
Runge-Kutta Newmark Diferenga 

Central 
Houbolt Wilson 6 

Valores 

de NPI 
Cxxest ECxx C x X j s t ECxx CxXest ECxx CxX^ ECxx CxX^ ECxx 

2 2 0 . 1 1 0 . 5 9 1 9 . 9 9 0 . 0 4 1 8 . 9 6 5 . 1 8 1 9 . 7 3 1 . 3 1 1 9 . 8 0 0 . 9 5 

4 2 0 . 1 9 0 . 9 8 2 0 . 0 6 0 . 3 4 1 8 . 1 0 9 . 4 7 1 9 . 7 1 1 . 4 3 1 9 . 7 7 1 . 1 0 

6 2 0 . 1 3 0 . 6 7 2 0 . 0 8 0 . 4 2 1 7 . 2 7 1 3 . 6 0 1 9 . 4 9 2 . 5 1 1 9 . 6 2 1 . 8 9 

8 2 0 . 1 0 0 . 5 0 2 0 . 0 7 0 . 3 7 1 6 . 5 0 1 7 . 4 8 1 9 . 2 3 3 . 8 0 1 9 . 4 2 2 . 8 5 

10 2 0 . 1 3 0 . 6 8 2 0 . 0 4 0 . 2 0 1 5 . 7 7 2 1 . 1 2 1 8 . 9 7 5 . 1 1 1 9 . 2 3 3 . 8 4 

12 2 0 . 1 8 0 . 9 1 1 9 . 9 8 0 . 0 6 1 5 . 0 8 2 4 . 5 6 1 8 . 7 2 6 . 3 6 1 9 . 0 4 4 . 7 9 

14 2 0 . 2 0 1 . 0 0 1 9 . 9 1 0 . 4 1 1 4 . 4 3 2 7 . 8 3 1 8 . 4 9 7 . 5 1 1 8 . 8 6 5 . 6 6 

16 2 0 . 2 0 1 . 0 3 1 9 . 8 2 0 . 8 5 1 3 . 8 0 3 0 . 9 5 1 8 . 2 9 8 . 5 4 1 8 . 7 0 6 . 4 6 

18 2 0 . 1 7 0 . 8 9 1 9 . 7 2 1 . 3 5 1 3 . 2 1 3 3 . 9 5 1 8 . 1 0 9 . 4 7 1 8 . 5 6 7 . 1 8 

20 2 0 . 1 3 0 . 6 6 1 9 . 6 1 1 . 9 1 1 2 . 6 2 3 6 . 8 5 1 7 . 9 3 1 0 . 3 1 1 8 . 4 3 7 . 8 4 

I ^Med io 
0 . 7 9 0 . 5 9 2 2 . 0 9 5 . 6 3 4 . 2 5 

Tabela (5.6.7) - Ident i f icacao do coef ic iente de amortec imento Cxy [N.s/m] no domin io 

do tempo em funcao de NPI e seu respect ivo erro [%] (Nt = 256) 

metodos 

num. 
Runge-Kutta Newmark Diferenga 

Central 
Houbolt Wilson 9 

Valores 

de NPI 
Cxy ^ ECxy Cxy^t ECxy Cxy^ ECxy Cxy est ECxy Cxy ^ ECxy 

2 1 0 . 1 2 1 . 2 5 1 0 . 2 0 2 . 0 5 8 . 9 3 1 0 . 6 9 1 0 . 1 6 1 . 6 5 1 0 . 4 4 4 . 4 6 

4 1 0 . 3 1 3 . 1 8 1 0 . 3 4 3 . 4 1 7 . 9 3 2 0 . 6 1 1 0 . 2 1 2 . 1 5 1 0 . 8 9 8 . 9 4 

6 1 0 . 4 8 4 . 8 5 1 0 . 4 3 4 . 3 9 7 . 0 4 2 9 . 5 8 1 0 . 2 8 2 . 8 3 1 1 . 4 0 1 4 . 0 6 

8 1 0 . 5 9 5 . 9 2 1 0 . 4 9 4 . 9 6 6 . 2 1 3 7 . 8 4 1 0 . 3 5 3 . 5 3 1 1 . 9 6 1 9 . 6 0 

10 1 0 . 6 5 6 . 5 4 1 0 . 5 1 5 . 1 6 5 . 4 4 4 5 . 5 1 1 0 . 4 2 4 . 2 2 1 2 . 5 3 2 5 . 3 4 

12 1 0 . 6 9 6 . 9 9 1 0 . 5 0 5 . 0 2 4 . 7 2 5 2 . 7 3 1 0 . 4 8 4 . 8 9 1 3 . 1 0 3 1 . 0 2 

14 1 0 . 7 2 7 . 2 7 1 0 . 4 5 4 . 5 9 4 . 0 4 5 9 . 5 9 1 0 . 5 5 5 . 5 1 1 3 . 6 3 3 6 . 3 9 

16 1 0 . 7 1 7 . 1 3 1 0 . 3 8 3 . 8 9 3 . 3 7 6 6 . 2 1 1 0 . 6 0 6 . 0 4 1 4 . 1 3 4 1 . 3 0 

18 1 0 . 6 5 6 . 5 1 1 0 . 2 9 2 . 9 7 2 . 7 2 7 2 . 7 1 1 0 . 6 4 6 . 4 8 1 4 . 5 6 4 5 . 6 2 

20 1 0 . 5 8 5 . 8 8 1 0 . 1 8 1 . 8 4 2 . 0 7 7 9 . 2 0 1 0 . 6 8 6 . 8 0 1 4 . 9 3 4 9 . 3 0 

EMedio 5 . 5 5 3 . 8 2 4 7 . 4 6 4 . 4 1 2 7 . 6 
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Tabela (5.6.8) - Identi f icacao do coeficiente de amortecimento Cyx [N.s/m] no domin io 

do tempo em funcao de NPI e seu respectivo erro [%] (Nt = 256) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

metodos 

num. 
Runge-Kutta Newmark Diferenga 

Central 
Houbolt Wilson 6 

Valores 

de NPI 
CyXest ECyx Cyx^ ECyx Cyx^ ECyx Cyx,^ ECyx Cyx„t ECyx 

2 3 . 8 3 6 1 . 6 9 1 7 . 9 2 7 9 . 2 3 1 7 . 1 6 7 1 . 6 7 2 7 . 9 7 1 7 9 . 7 3 0 . 7 8 2 0 7 . 8 

4 4 . 9 6 5 0 . 3 7 1 1 . 5 5 1 5 . 5 5 1 0 . 5 5 5 . 5 4 1 3 . 5 1 3 5 . 1 8 1 9 . 9 0 9 8 . 9 9 

6 1 0 . 1 0 1 . 0 6 1 0 . 4 9 4 . 9 9 9 . 1 8 8 . 1 8 1 0 . 0 5 0 . 5 8 1 7 . 2 6 7 2 . 6 6 

8 1 0 . 8 9 8 . 9 8 9 . 9 4 0 . 5 8 8 . 3 5 1 6 . 4 8 8 . 0 5 1 9 . 4 1 1 5 . 1 9 5 1 . 9 9 

10 9 . 1 9 8 . 0 8 9 . 5 2 4 . 7 8 7 . 7 1 2 2 . 8 9 6 . 6 8 3 3 . 1 6 1 3 . 2 3 3 2 . 3 1 

12 7 . 5 5 2 4 . 4 6 9 . 1 6 8 . 3 6 7 . 1 7 2 8 . 2 6 5 . 6 9 4 3 . 0 5 1 1 . 3 5 1 3 . 5 8 

14 6 . 5 8 3 4 . 1 9 8 . 8 4 1 1 . 5 9 6 . 7 0 3 2 . 9 2 4 . 9 6 5 0 . 3 3 9 . 6 2 3 . 7 4 

16 5 . 7 8 4 2 . 1 6 8 . 5 3 1 4 . 6 1 6 . 2 9 3 7 . 0 7 4 . 4 2 5 5 . 7 5 8 . 0 6 1 9 . 3 2 

18 5 . 3 1 4 6 . 8 8 8 . 2 5 1 7 . 4 9 5 . 9 1 4 0 . 8 4 4 . 0 1 5 9 . 8 2 6 . 6 9 3 3 . 0 3 

20 4 . 9 6 5 0 . 3 1 7 . 9 7 2 0 . 2 5 5 . 5 6 4 4 . 3 0 3 . 7 1 6 2 . 8 8 5 . 5 0 4 4 . 9 1 

E s i e d i o 3 2 . 8 1 1 7 . 7 4 3 0 . 8 1 5 3 . 9 8 5 7 . 8 3 

Tabela (5.6.9) - Identi f icacao do coef ic iente de amortecimento Cyy [N.s/m] no domin io 

do tempo em funcao de NPI e seu respectivo erro [%] (Nt = 256) 

metodos 

num. 
Runge-Kutta Newmark Diferenga 

Central 
Houbolt Wilson 6 

Valores 

de NPI 
C y y e $ t E C y y C y y e s t E C y y C y y e s t E C y y C y y e s t E C y y C y y e s t E C y y 

2 3 9 . 8 5 3 2 . 8 6 2 8 . 7 2 4 . 2 5 2 6 . 5 9 1 1 . 3 4 9 . 5 4 6 8 . 1 8 0 . 8 7 9 7 . 0 9 

4 3 2 . 9 3 9 . 7 9 2 9 . 6 3 1 . 2 2 2 6 . 4 4 1 1 . 8 4 1 1 . 7 6 6 0 . 7 9 3 . 2 9 8 9 . 0 0 

6 3 0 . 3 6 1 . 2 1 2 9 . 4 9 1 . 6 8 2 5 . 1 6 1 6 . 1 3 1 2 . 2 3 5 9 . 2 0 6 . 3 4 7 8 . 8 6 

8 2 9 . 9 0 0 . 3 0 2 9 . 2 6 2 . 4 5 2 3 . 8 9 2 0 . 3 4 1 2 . 6 5 5 7 . 8 0 8 . 6 9 7 1 . 0 3 

10 2 9 . 8 8 0 . 3 8 2 9 . 0 0 3 . 3 3 2 2 . 7 1 2 4 . 2 9 1 3 . 0 9 5 6 . 3 5 1 0 . 2 3 6 5 . 8 7 

12 2 9 . 5 3 1 . 5 4 2 8 . 7 1 4 . 2 Q 2 1 . 5 9 2 8 . 0 0 1 3 . 5 1 5 4 . 9 4 1 1 . 0 5 6 3 . 1 5 

14 2 9 . 0 2 3 . 2 5 2 8 . 4 0 5 . 3 1 2 0 . 5 4 3 1 . 5 0 1 3 . 9 2 5 3 . 5 9 1 1 . 2 6 6 2 . 4 6 

16 2 8 . 7 4 4 . 1 9 2 8 . 0 7 6 . 4 0 1 9 . 5 4 3 4 . 8 3 1 4 . 2 9 5 2 . 3 5 1 1 . 0 1 6 3 . 2 9 

18 2 8 . 7 1 4 . 2 7 2 7 . 7 4 7 . 5 3 1 8 . 5 8 3 8 . 0 3 1 4 . 6 3 5 1 . 2 2 1 0 . 4 3 6 5 . 2 1 

20 2 8 . 4 1 5 . 2 7 2 7 . 3 9 8 . 6 9 1 7 . 6 5 4 1 . 1 4 1 4 . 9 3 5 0 . 2 1 9 . 6 5 6 7 . 8 2 

E M e d i o 6 . 3 4 . 5 1 2 5 . 7 4 5 6 . 4 6 7 2 . 3 7 
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Esses dados tambem foram mostrados graficamente atraves das 

figuras (5.6.2) a (5.6.9) a seguir, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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Figura (5.6.2) - Rigidez Kxx identificada para 
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Figura (5.6.3) - Rigidez Kxy identificada para 

Nt fixo e variacao de NPI 

RIGIDEZ Kyx E S T M A D A 

0 
^unge-Kutta 

xlewmark 

+ 
X 

Jit Cen t ra l 

•toubolt 

Mlson- te ta 

X * zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAX 

X 

! 

X X zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
i 

X 
X 

X 

t * ! zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAS 1 i 
x 

10 

NPI 

15 20 

100 

90 

80 

70 

W 60 

| 50 

| 40 

3 0 

20 

10 

0 

RIGIDEZ Kyy E S T M A D A 

X 

* X 

X 

X x + + > zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
! • 5 

X 

X 
X 

Runge- Kutta 

ark 

+ Dt f .Ce 
Houbo 

t r a l 

r 
A i i s c n •teta 

10 

NPI 

15 20 

Figura (5.6.4) - Rigidez Kyx identificada para Figura (5.6.5) - Rigidez Kyy identificada para 

Nt fixo e variacao de NPI Nt fixo e variacao de NPI 

file:///Jewnark


9 9 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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Figura (5.6.6) - Amortecimento Cxx identificado 

para Nt fixo e variacao de NPI 

Figura (5.6.7) - Amortecimento Cxy identificado 

para Nt fixo e variacao de NPI 
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Figura (5.6.8) - Amortecimento Cyx identificado 

para Nt fixo e variacao de NPI 

Figura (5.6.9) - Amortecimento Cyy identificado 

para Nt fixo e variagao de NPI 

Adotou-se agora Nt = 512 pontos no tempo para avaliacao da 

influencia do numero de pontos de discretizacao e do seu efeito sobre os 

coeficientes de rigidez e amortecimento identificados. Isto sera abordado nas tabelas 

(5.6.10)a(5.6.17)aseguir. 



1 0 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Tabela (5.6.10) - Ident i f icacao do coeficiente de rigidez Kxx [N/m] no domin io do 

tempo em funcao de NPI e seu respectivo erro [%] (Nt = 512) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

metodos 

num. 
Runge-Kutta Newmark Diferenca 

Central 
Houbolt Wilson 0 

Valores 

deNPI zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
KxXest E Kx x KxXest E Kx x Kxx,,, E Kx x KXX est E Kx x KxXest E Kx x 

2 3 9 . 7 9 0 . 5 1 3 9 . 4 9 1 . 2 6 3 9 . 5 0 1 . 2 2 3 9 . 3 8 1 . 5 3 3 9 . 2 9 1 . 7 6 

4 3 9 . 4 7 1 . 3 1 3 9 . 0 5 2 . 3 6 3 9 . 1 1 2 . 2 0 3 8 . 9 3 2 . 6 5 3 8 . 7 0 3 . 2 4 

6 3 9 . 1 4 2 . 1 4 3 8 . 5 9 3 . 5 2 3 8 . 7 3 3 . 1 7 3 8 . 3 4 4 . 1 4 3 8 . 0 1 4 . 9 6 

8 3 8 . 8 6 2 . 8 3 3 8 . 1 2 4 . 6 9 3 8 . 3 6 4 . 0 8 3 7 . 6 8 5 . 7 9 3 7 . 2 7 6 . 8 0 

10 3 8 . 6 1 3 . 4 5 3 7 . 6 5 5 . 8 6 3 8 . 0 2 4 . 9 3 3 6 . 9 8 7 . 5 4 3 6 . 5 1 8 . 7 2 

12 3 8 . 3 5 4 . 1 1 3 7 . 1 8 7 . 0 4 3 7 . 7 1 5 . 7 2 3 6 . 2 5 9 . 3 5 3 5 . 7 2 1 0 . 6 9 

14 3 8 . 0 6 4 . 8 3 3 6 . 7 1 8 . 2 1 3 7 . 4 2 6 . 4 4 3 5 . 5 1 1 1 . 2 1 3 4 . 9 1 1 2 . 7 0 

16 3 7 . 7 7 5 . 5 6 3 6 . 2 4 9 . 3 8 3 7 . 1 5 7 . 1 0 3 4 . 7 5 1 0 . 1 3 3 4 . 1 0 1 4 . 7 3 

18 3 7 . 4 9 6 . 2 6 3 5 . 7 8 1 0 . 5 4 3 6 . 9 1 7 . 7 1 3 4 . 0 0 1 4 . 9 8 3 3 . 3 0 1 6 . 7 4 

20 3 7 . 2 2 6 . 9 4 3 5 . 3 1 1 1 . 7 0 3 6 . 6 9 8 . 2 5 3 3 . 2 5 1 6 . 8 6 3 2 . 5 0 1 8 . 7 4 

E \ i e d i o 3 . 7 9 6 . 4 5 5 . 0 8 8 . 4 1 9 . 9 0 

Tabela (5.6.11) - Ident i f icacao do coeficiente de rigidez Kxy [N/m] no domin io do 

tempo em funcao de NPI e seu respectivo erro [%] (Nt = 512) 

metodos 

num. 
Runge-Kutta Newmark Diferenga 

Central 
Houbolt Wilson 0 

Valores 

de NPI 

Kx y est E Kx y Kxyest E Kx y Kxyest E Kx y K x y ^ E Kx y Kxyest E Kx y 

2 4 9 . 2 7 1 . 4 5 4 9 . 1 5 1 . 6 8 4 9 . 1 8 1 . 6 2 4 8 . 9 0 2 . 1 9 4 8 . 8 3 2 . 3 2 

4 4 8 . 5 3 2 . 9 3 4 8 . 4 5 3 . 0 8 4 8 . 5 7 2 . 8 4 4 8 . 1 8 3 . 6 2 4 7 . 9 5 4 . 0 9 

6 4 7 . 6 8 4 . 6 2 4 7 . 7 0 4 . 5 8 4 7 . 9 7 4 . 0 4 4 7 . 2 3 5 . 5 3 4 6 . 9 1 6 . 1 6 

8 4 6 . 8 9 6 . 2 1 4 6 . 9 5 6 . 0 9 4 7 . 4 2 5 . 1 5 4 6 . 1 9 7 . 6 0 4 5 . 8 1 8 . 3 6 

10 4 6 . 1 5 7 . 6 9 4 6 . 1 9 7 . 6 0 4 6 . 9 1 6 . 1 7 4 5 . 1 0 9 . 7 8 4 4 . 6 8 1 0 . 6 2 

12 4 5 . 4 0 9 . 1 8 4 5 . 4 3 9 . 1 2 4 6 . 4 5 7 . 0 9 4 3 . 9 8 1 2 . 0 3 4 3 . 5 3 1 2 . 9 3 

14 4 4 . 6 3 1 0 . 7 3 4 4 . 6 8 1 0 . 6 3 4 6 . 0 3 7 . 9 2 4 2 . 8 4 1 4 . 3 1 4 2 . 3 7 1 5 . 2 5 

16 4 3 . 8 4 1 2 . 3 1 4 3 . 9 2 1 2 . 1 5 4 5 . 6 6 8 . 6 6 4 1 . 6 9 1 6 . 6 0 4 1 . 2 1 1 7 . 5 7 

18 4 3 . 0 6 1 3 . 8 7 4 3 . 1 6 1 3 . 6 6 4 5 . 3 4 9 . 3 1 4 0 . 5 6 1 8 . 8 7 4 0 . 0 7 1 9 . 8 5 

20 4 2 . 2 9 1 5 . 4 0 4 2 . 4 1 1 5 . 1 6 4 5 . 0 6 9 . 8 7 3 9 . 4 4 2 1 . 1 0 3 8 . 9 5 2 2 . 0 8 

E \ l e d i o 8 . 4 3 8 . 3 7 6 . 2 6 1 1 . 1 6 1 1 . 9 2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

W b / B I B L I O T E C A / P R A i 
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Tabela (5.6.12) - Ident i f icacao do coef ic iente de rigidez Kyx [N/m] no domin io do 

tempo em funcao de NPI e seu respectivo erro [%] (Nt = 512) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

metodos 

num. 
Runge-Kutta Newmark Diferenca 

Central 
Houbolt mison e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Valores 

de NPI 
Kyxest EKyx Kyxest EKyx K y X e s t EKyx fyx^ EKyx Kyx«t EKyx 

2 3 8 . 6 2 9 3 . 1 4 2 9 . 1 4 4 5 . 7 1 2 9 . 1 6 4 5 . 8 0 5 8 . 5 4 1 9 2 . 7 6 9 . 2 6 2 4 6 . 3 

4 2 3 . 0 5 1 5 . 2 9 2 0 . 8 5 4 . 2 6 2 0 . 9 0 4 . 5 2 3 9 . 4 0 9 7 . 0 4 5 6 . 5 1 1 8 2 . 5 

6 1 6 . 8 4 1 5 . 7 6 1 9 . 5 9 2 . 0 2 1 9 . 7 0 1 . 4 7 3 4 . 8 1 7 4 . 0 5 5 5 . 6 0 1 7 8 . 0 

8 1 7 . 4 9 1 2 . 5 1 1 8 . 8 7 5 . 6 2 1 9 . 0 6 4 . 6 8 3 1 . 5 3 5 7 . 6 9 5 5 . 2 8 1 7 6 . 4 

1 0 1 9 . 3 1 3 . 4 3 1 8 . 2 8 8 . 5 6 1 8 . 5 7 7 . 1 4 2 8 . 7 3 4 3 . 6 8 5 4 . 8 1 1 7 4 . 0 

1 2 1 9 . 6 4 1 . 7 9 1 7 . 7 5 1 1 . 2 0 1 8 . 1 5 9 . 2 2 2 6 . 2 4 3 1 . 2 2 5 4 . 0 8 1 7 0 . 4 

1 4 1 8 . 9 9 5 . 0 0 1 7 . 2 6 1 3 . 6 6 1 7 . 7 9 1 1 . 0 3 2 4 . 0 0 2 0 . 0 0 5 3 . 0 8 1 6 5 . 4 

1 6 1 8 . 4 2 7 . 8 9 1 6 . 8 0 1 5 . 9 9 1 7 . 4 6 1 2 . 6 5 2 1 . 9 7 9 . 8 5 5 1 . 8 2 1 5 9 . 1 

1 8 1 8 . 2 0 8 . 9 6 1 6 . 3 5 1 8 . 2 3 1 7 . 1 8 1 4 . 0 9 2 0 . 1 2 0 . 6 4 5 0 . 3 3 1 5 1 . 6 

2 0 1 8 . 1 8 9 . 0 8 1 5 . 9 2 2 0 . 3 8 1 6 . 9 2 1 5 . 3 9 1 8 . 4 5 7 . 7 3 4 8 . 6 6 1 4 3 . 3 

1 7 . 2 8 1 4 . 5 6 1 2 . 5 9 5 3 . 4 6 1 7 4 . 7 

Tabela (5.6.13) - Identi f icacao do coef ic iente de rigidez Kyy [N/m] no domin io do 

tempo em funcao de NPI e seu respectivo erro [%] (Nt = 512) 

metodos 

num. 
Runge-Kutta Newmark Diferenga 

Central 
Houbolt Wilson 6 

Valores 

de NPI 
Kyy„t E K y y K y y e s t E K y y K y y «t E K y y K y y e s t E K y y K y y e s t E K y y 

2 5 5 . 5 9 7 . 3 4 8 0 . 9 3 3 4 . 8 8 8 0 . 9 6 3 4 . 9 4 1 2 8 . 2 1 1 3 . 7 1 4 1 . 0 1 3 5 . 1 

4 5 5 . 8 7 6 . 8 8 6 3 . 6 7 6 . 1 2 6 3 . 7 9 6 . 3 2 8 8 . 3 3 4 7 . 2 2 1 1 1 . 3 8 5 . 5 3 

6 6 3 . 7 0 6 . 1 7 6 0 . 2 5 0 . 4 1 6 0 . 5 0 0 . 8 4 7 7 . 9 8 2 9 . 9 7 1 0 6 . 3 7 7 . 3 1 

8 6 3 . 4 6 5 . 7 7 5 8 . 2 5 2 . 9 0 5 8 . 6 9 2 . 1 8 7 1 . 0 9 1 8 . 4 8 1 0 3 . 5 7 2 . 6 2 

1 0 5 9 . 7 3 0 . 4 3 5 6 . 6 9 5 . 5 1 5 7 . 3 5 4 . 4 1 6 5 . 4 9 9 . 1 5 1 0 1 . 0 6 8 . 3 7 

1 2 5 7 . 1 7 4 . 7 1 5 5 . 3 3 7 . 7 7 5 6 . 2 5 6 . 2 3 6 0 . 6 6 1 . 1 1 9 8 . 3 3 6 3 . 8 8 

1 4 5 6 . 1 8 6 . 3 5 5 4 . 0 9 9 . 8 3 5 5 . 3 2 7 . 7 9 5 6 . 4 0 5 . 9 8 9 5 . 3 8 5 8 . 9 7 

1 6 5 5 . 5 0 7 . 4 9 5 2 . 9 4 1 1 . 7 6 5 4 . 5 0 9 . 1 6 5 2 . 5 9 1 2 . 3 4 9 2 . 1 8 5 3 . 6 3 

1 8 5 4 . 4 4 9 . 2 6 5 1 . 8 3 1 3 . 6 0 5 3 . 7 6 1 0 . 3 8 4 9 . 1 5 1 8 . 0 7 8 8 . 7 5 4 7 . 9 1 

2 0 5 3 . 0 8 1 1 . 5 2 5 0 . 7 8 1 5 . 3 6 5 3 . 1 1 1 1 . 4 7 4 6 . 0 4 2 3 . 2 5 8 5 . 1 4 4 1 . 9 1 

EMedio 6 . 5 9 1 0 . 8 1 9 . 3 7 2 7 . 9 2 7 0 . 5 2 



102 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Tabela (5.6.14) - Identif icacao do coeficiente de amortec imento Cxx [N.s/m] no 

dominio do tempo em funcao de NPI e seu respect ivo erro [%] 

(Nt = 512) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

metodos 

num. 
Runge-Kutta Newmark Diferenca 

Central 

Houbolt Wilson 6 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Valores 

de NPI 
CxXest ECxx CxX^ ECxx CxXest ECxx CXX^ ECxx CXX^ ECxx 

2 
2 0 . 0 5 0 . 2 9 1 9 . 9 9 0 . 0 0 1 9 . 4 7 2 . 6 4 1 9 . 8 9 0 . 5 2 1 9 . 9 2 0 . 3 9 

4 
2 0 . 1 0 0 . 5 3 2 0 . 0 4 0 . 2 4 1 9 . 0 1 4 . 9 2 1 9 . 9 3 0 . 3 2 1 9 . 9 3 0 . 3 1 

6 
2 0 . 0 9 0 . 4 5 2 0 . 0 7 0 . 3 7 1 8 . 5 6 7 . 1 8 1 9 . 8 7 0 . 6 0 1 9 . 8 9 0 . 5 1 

8 
2 0 . 0 8 0 . 4 4 2 0 . 0 9 0 . 4 5 1 8 . 1 2 9 . 3 7 1 9 . 7 9 1 . 0 4 1 9 . 8 3 0 . 8 2 

10 
2 0 . 1 2 . 0 . 6 0 . 2 0 . 1 0 0 . 5 0 1 7 . 7 0 1 1 . 4 9 1 9 . 6 8 1 . 5 8 1 9 . 7 5 1 . 2 0 

12 
2 0 . 1 5 . 0 . 7 8 2 0 . 1 0 0 . 5 2 1 7 . 2 9 1 3 . 5 3 1 9 . 5 6 2 . 1 8 1 9 . 6 7 1 . 6 4 

14 
2 0 . 1 7 . 0 . 8 8 2 0 . 1 0 0 . 5 0 1 6 . 8 9 1 5 . 5 0 1 9 . 4 3 2 . 8 3 1 9 . 5 7 2 . 1 2 

16 
2 0 . 1 8 0 . 9 3 2 0 . 0 9 0 . 4 6 1 6 . 5 1 1 7 . 4 1 1 9 . 3 0 3 . 4 9 1 9 . 4 7 2 . 6 1 

18 
2 0 . 1 9 0 . 9 8 2 0 . 0 7 0 . 3 8 1 6 . 1 4 1 9 . 2 6 1 9 . 1 6 4 . 1 5 1 9 . 3 7 3 . 1 1 

20 
2 0 . 2 1 1 . 0 5 2 0 . 0 5 0 . 2 9 1 5 . 7 8 2 1 . 0 6 1 9 . 0 3 4 . 8 1 1 9 . 2 7 3 . 6 1 

Elvledio 0 . 6 9 0 . 3 7 1 2 . 2 3 2 . 1 5 1 . 6 3 

Tabela (5.6.15) - Identif icacao do coeficiente de amortec imento Cxy [N.s/m] no 

domin io do tempo em funcao de NPI e seu respect ivo erro [%] 

(Nt = 512) 

metodos 

num. 
Runge-Kutta Newmark Diferenga 

Central 
Houbolt Wilson 6 

Valores 

de NPI 
Cxyest ECxy Cxy^ ECxy Cxyest ECxy Cxyest ECxy Cxyest ECxy 

2 
1 0 . 0 7 0 . 7 2 1 0 . 1 0 1 . 0 9 9 . 4 4 5 . 5 0 1 0 . 0 8 0 . 8 6 1 0 . 2 1 2 . 1 6 

4 
1 0 . 1 8 1 . 8 2 1 0 . 1 9 1 . 9 5 8 . 9 1 1 0 . 8 3 1 0 . 1 2 . 1 . 2 3 1 0 . 4 2 4 . 2 4 

6 
1 0 . 2 8 2 . 8 4 1 0 . 2 7 2 . 7 3 8 . 4 1 1 5 . 8 6 1 0 . 1 6 1 . 6 6 1 0 . 6 4 6 . 4 9 

8 
1 0 . 3 6 3 . 6 3 1 0 . 3 3 3 . 3 9 7 . 9 3 2 0 . 6 6 1 0 . 2 0 2 . 0 5 1 0 . 8 8 8 . 8 6 

10 
1 0 . 4 2 4 . 2 7 1 0 . 3 9 3 . 9 4 7 . 4 7 2 5 . 2 4 1 0 . 2 4 2 . 4 1 1 1 . 1 3 1 1 . 3 6 

12 1 0 . 4 8 4 . 8 9 1 0 . 4 3 4 . 3 9 7 . 0 3 2 9 . 6 2 1 0 . 2 7 2 . 7 6 1 1 . 3 9 1 3 . 9 8 

14 1 0 . 5 5 5 . 5 0 1 0 . 4 7 4 . 7 2 6 . 6 1 3 3 . 8 3 1 0 . 3 1 3 . 1 0 1 1 . 6 7 1 6 . 7 0 

16 
1 0 . 6 0 6 . 0 4 1 0 . 4 9 4 . 9 6 6 . 2 1 3 7 . 8 8 1 0 . 3 4 3 . 4 4 1 1 . 9 5 1 9 . 5 1 

18 1 0 . 6 4 6 . 4 7 1 0 . 5 1 5 . 1 1 5 . 8 2 4 1 . 7 9 1 0 . 3 7 3 . 7 8 1 2 . 2 3 2 2 . 3 6 

20 1 0 . 6 8 6 . 8 0 1 0 . 5 2 5 . 1 6 5 . 4 4 4 5 . 5 6 1 0 . 4 1 4 . 1 2 1 2 . 5 2 2 5 . 2 4 

EMedio 4 . 2 9 3 . 7 4 2 6 . 6 7 2 . 5 4 1 3 . 0 9 
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Tabela (5.6.16) - Identif icacao do coef ic iente de amortec imento Cyx [N.s/m] no 

dominio do tempo em funcao de NPI e seu respect ivo erro [%] 

(Nt = 512) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

metodos 

num. 
Runge-Kutta Newmark Diferenga 

Central 
Houbolt mison 8 

Valores 

de NPI 
Cyxes, ECyx C y X e s t ECyx C y X e s t ECyx C y X e s t ECyx Cyxest ECyx 

2 4 . 8 1 5 1 . 8 4 1 8 . 0 5 8 0 . 5 2 1 7 . 6 6 7 6 . 6 1 2 9 . 5 9 1 9 5 . 9 3 0 . 7 8 2 0 7 . 8 

4 5 . 4 9 4 5 . 0 0 1 1 . 8 0 1 8 . 0 7 1 1 . 2 6 1 2 . 6 2 1 5 . 9 3 5 9 . 3 1 2 0 . 3 8 1 0 3 . 8 

6 1 0 . 6 5 6 . 5 2 1 0 . 8 6 8 . 6 7 1 0 . 1 1 1 . 1 7 1 2 . 9 7 2 9 . 7 9 1 8 . 6 3 8 6 . 3 0 

8 1 1 . 7 7 1 7 . 7 3 1 0 . 4 2 4 . 2 9 9 . 4 8 5 . 1 4 1 1 . 2 2 1 2 . 2 7 1 7 . 6 5 7 6 . 5 7 

1 0 1 0 . 4 4 4 . 4 5 1 0 . 1 3 1 . 3 3 9 . 0 1 9 . 8 7 9 . 9 1 0 . 8 5 1 6 . 8 3 6 8 . 3 8 

1 2 9 . 1 9 8 . 0 7 9 . 9 0 0 . 9 9 8 . 6 1 1 3 . 8 0 8 . 8 5 1 1 . 4 0 1 6 . 0 3 6 0 . 3 7 

1 4 8 . 6 8 1 3 . 1 8 a . 7 0 2 . 9 6 8 . 2 7 1 7 . 2 3 7 . 9 8 2 0 . 1 7 1 5 . 2 1 5 2 . 1 6 

1 6 8 . 4 5 1 5 . 4 9 9 . 5 2 4 . 7 4 7 . 9 6 2 0 . 3 1 7 . 2 4 2 7 . 5 7 1 4 . 3 6 4 3 . 6 9 

18 8 . 1 0 1 8 . 9 0 9 . 3 6 6 . 3 8 7 . 6 8 2 3 . 1 3 6 . 6 1 3 3 . 8 7 1 3 . 5 0 3 5 . 0 2 

2 0 7 . 6 3 2 3 . 6 9 9 . 2 0 7 . 9 4 7 . 4 2 2 5 . 7 5 6 . 0 7 3 9 . 2 7 1 2 . 6 2 2 6 . 2 8 

E \ l ed io 2 0 . 4 8 1 3 . 5 8 2 0 . 5 6 4 3 . 0 4 7 6 . 0 3 

Tabela (5.6.17) - Identif icacao do coef ic iente de amortec imento Cyy [N.s/m] no 

dominio do tempo em funcao de NPI e seu respect ivo erro [%] 

( N t = 512) 

metodos 

num. 
Runge-Kutta Newmark Diferenga 

Central 
Houbolt Wilson 6 

Valores 

de NPI 
C y y ^ E C y y C y y e s t E C y y C y y e s t E C y y C y y e s t E C y y C y y e s t E C y y 

2 3 8 . 7 8 2 9 . 2 7 2 8 . 8 6 3 . 7 8 2 7 . 7 7 7 . 4 2 9 . 9 8 6 6 . 7 0 - 1 . 5 3 1 0 5 . 1 

4 3 2 . 3 9 7 . 9 7 2 9 . 8 1 0 . 6 3 2 8 . 1 2 6 . 2 6 1 1 . 7 4 6 0 . 8 4 - 0 . 6 6 1 0 2 . 2 

6 3 0 . 3 2 1 . 0 6 2 9 . 7 8 0 . 7 0 2 7 . 4 2 8 . 5 9 1 1 . 9 2 6 0 . 2 5 1 . 1 9 9 6 . 0 2 

8 3 0 . 1 7 0 . 5 9 2 9 . 7 0 0 . 9 8 2 6 . 6 9 1 1 . 0 3 1 2 . 0 4 5 9 . 8 3 3 . 0 0 8 9 . 9 9 

10 3 0 . 3 8 1 . 2 8 2 9 . 6 0 1 . 3 1 2 5 . 9 8 1 3 . 3 8 1 2 . 2 0 5 9 . 3 2 4 . 6 6 8 4 . 4 5 

12 3 0 . 2 6 0 . 8 6 2 9 . 4 9 1 . 6 6 2 5 . 3 0 1 5 . 6 4 1 2 . 3 7 5 8 . 7 4 6 . 1 4 7 9 . 5 0 

14 2 9 . 9 0 0 . 3 3 2 9 . 3 8 2 . 0 5 2 4 . 6 5 1 7 . 8 1 1 2 . 5 6 5 8 . 1 0 7 . 4 4 7 5 . 1 9 

16 2 9 . 5 7 1 . 4 2 2 9 . 2 6 2 . 4 6 2 4 . 0 2 1 9 . 9 1 1 2 . 7 7 5 7 . 4 2 8 . 5 2 7 1 . 5 7 

18 2 9 . 3 7 2 . 0 9 2 9 . 1 3 2 . 8 9 2 3 . 4 1 2 1 . 9 3 1 2 . 9 8 5 6 . 7 2 9 . 4 1 6 8 . 6 2 

20 2 9 . 2 4 2 . 5 1 2 8 . 9 9 3 . 3 4 2 2 . 8 3 2 3 . 8 9 1 3 . 1 9 5 6 . 0 2 1 0 . 0 9 6 6 . 3 3 

EMedio 4 . 7 3 1 . 9 8 1 4 . 5 8 5 9 . 3 9 8 3 . 8 9 
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Esses dados tambem foram mostrados graficamente atraves das 

figuras (5.6.10) a (5.6.17) a seguir, 
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Figura (5.6.10) - Rigidez Kxx identificada para 

Nt fixo e variacao de NPI 

Figura (5.6.11) - Rigidez Kxy identificada para 

Nt fixo e variacao de NPI 
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Figura (5.6.12) - Rigidez Kyx identificada para 
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Figura (5.6.14) - Amortecimento Cxx identificado 

para Nt fixo e variacao de NPI 

Figura (5.6.15) - Amortecimento Cxy identificado 

para Nt fixo e variacao de NPI 
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5.6 . 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Discussao dos Resultados 

0 coeficiente de rigidezzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Kxx estimado, cujos resultados de 

identificacao sao apresentados na tabela (5.6.2) e graficamente na figura (5.6.2), 

denotou uma performance bastante satisfatoria para todos os metodos com o 

decrescimento de NPI, com destaque para o metodo da Diferenca Central que 

comparado ao metodo de Runge-Kutta de 45 ordem foi o que demonstrou os 

menores residuos, vindo em seguida, numa seqiiencia de melhores resultados, os 

metodos de Newmark, Houbolt e Wilson 9. 

Vale salientar que toda essa analise e baseada nos valores medios dos 

erros calculados. 

O coeficiente Kxy estimado, cujos resultados sao apresentados na 

tabela (5.6.3) e na figura (5.6.3), teve um comportamento similar ao do coeficiente 

Kxx, destacando somente que o desempenho do metodo da Diferenca Central foi 

superior mesmo a do metodo de Runge-Kutta de A- ordem. 

O coeficiente Kyx estimado e apresentado na tabela (5.6.4) e na figura 

(5.6.4) , tambem comportou-se similarmente a Kxx, destacando ainda aqui os bons 

resultados do metodo da Diferenca Central sobre os demais, como tambem que os 

residuos provenientes do metodo de Wilson 9 foram bastante elevados. 

O coeficiente Kyy estimado e apresentado na tabela (5.6.5) e na figura 

(5.6.5) , apresentou performance equivalente a Kxx, merecendo destaque o metodo 
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da Diferenca Central por manter os menores residuos e o metodo de Wilson 0 por 

reduzi-los sensivelmente em relacao azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Kyx. 

Com relacao ao coeficiente de amortecimento Cxx, cujos resultados de 

identificacao sao apresentados na tabela (5.6.6) e graficamente na figura (5.6.6), 

denotou uma performance bastante satisfatoria para todos os metodos com o 

decrescimento de NPI, com destaque para o metodo de Newmark que comparado ao 

metodo de Runge-Kutta de A- ordem foi o que demonstrou os menores residuos, 

chegando mesmo a supera-lo, vindo em seguida, numa seqiiencia de melhores 

resultados, os metodos de Wilson 0, Houbolt e Diferenca Central. 

O coeficiente Cxy estimado cujos resultados sao apresentados na 

tabela (5.6.7) e na figura (5.6.7), teve um comportamento similar ao do coeficiente 

Cxx, destacando somente que o metodo de Houbolt, desta feita, superou os 

resultados de Wilson 0. 

O coeficiente Cyx estimado e apresentado na tabela (5.6.8) e na figura 

(5.6.8) , tambem comportou-se similarmente a Cxx, destacando ainda aqui os bons 

resultados do metodo de Newmark sobre os demais, como tambem que o metodo da 

Diferenca Central superou os metodos de Houbolt e Wilson 0, e ainda que, este 

ultimo destacou-se sobre o metodo de Houbolt para NPI acima de 10. 

O coeficiente Cyy estimado e apresentado na tabela (5.6.9) e na figura 

(5.6.9) , foi satisfatoriamente identificado pelo metodo de Newmark, com destaque, 

vindo em seguida o metodo da Diferenca Central. No entanto, os residuos dos 



108 

metodos de Houbolt e Wilson 9 foram bastante elevados, principalmente para 

menores valores de NPI. 

Denota-se das figuras (5.6.2) a (5.6.9), uma menor dispersao na 

estimacao dos coeficientes de amortecimento em comparacao a estimacao dos 

coeficientes de rigidez. Outro fato de interesse, implicito nas tabelas (5.6.2) a 

(5.6.9) , e a superioridade do metodo da Diferenca Central na estimacao de todos os 

coeficientes de rigidez, bem como, a superioridade do metodo de Newmark na 

estimacao de todos os coeficientes de amortecimento. 

O acrescimo no numero de pontos de discretizacao no tempo, 

passando para Nt = 512, reduziu ainda mais essa dispersao, melhorando 

sensivelmente os resultados de identificacao, conforme se verifica nas tabelas 

(5.6.10) a (5.6.17) e nas figuras (5.6.10) a (5.6.17). Vale destacar, que foi mantida a 

superioridade dos metodos da Diferenca Central e Newmark considerada no ultimo 

paragrafo. 

Os resultados ate agora apresentados e discutidos, denotam uma maior 

consistencia na estimacao dos coeficientes de rigidezzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Kxx e Kxy e de amortecimento 

Cxx e Cxy em comparacao aos coeficientes estimados Kyx, Kyy, Cyx e Cyy que se 

mostraram mais sensiveis. 
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5.7zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Resultados do Processo de Identificacao de Parametros no Dominio da 

Freqiiencia usando o Espectro da Excitacao e da Resposta para o Sistema 

Eixo-Mancal Hidrodinamico (MDOF) 

Como verificacao da formulacao matematica para o processo de 

identificacao no dominio da freqiiencia usando o espectro da excitacao e da 

resposta, considera-se aquela desenvolvida no item (4.6), a qual tambem sera 

aplicada ao mesmo sistema MDOF composto na tabela (5.6.1), adotando-se o 

mesmo sinal de excitacao e ainda o mesmo procedimento, que agora fixa o numero 

de pontos em freqiiencia Nf (Nf = Nt/2) e varia o passo de integracao atraves da 

variacao de NPI 

Para identificar os parametros do sistema adotou-se tambem a 

aplicacao do vetor forca de excitacao unicamente na direcao Y, ou seja, Fx = 0. 

A figura (5.7.1) mostra o diagrama de blocos para o processo de 

identificacao de parametros no dominio da freqiiencia usando o espectro da 

excitacao e da resposta pelo estimador dos minimos quadrados para o sistema 

MDOF eixo-mancal hidrodinamico. 

As tabelas (5.7.1) a (5.7.8) apresentam o comportamento dos 

parametros de rigidezzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Kxx, Kxy, Kyx e Kyy e de amortecimento Cxx, Cxy, Cyx e Cyy 

identificados no dominio da freqiiencia em funcao de NPI para os cinco metodos de 

integracao em estudo. 
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Sinai Sintetizado de Schroeder 
FzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(t) 

Modelo Matemdtico do Sistema 

[M]{X(t)} + [C]{X(t)} + [K]{X(t)} = {F{t)} 

Integrador: Diferenga Central 

Houbolt 

WilsonzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0 

Newmark 

Runge-Kutta 

Estimagao de Parametrospela equagao §MQ = [ATA\ ' ATb zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Figura (5.7.1) - Diagrama de blocos para o processo de identificacao de parametros no dominio 

da frequencia usando o estimador por minimos quadrados 

para o sistema MDOF 
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Tabela (5.7.1) - Ident i f icacao do coef ic iente de rigidez Kxx [N/m] no domin io da 

f req i ienc ia em funcao de NPI e seu respect ivo erro [%] (Nf = 128) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

metodos 

num. 
Runge-Kutta Neyvmark Diferenga 

Central 
Houbolt Wilson 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Valores 

de NPI 
KxXest EKxx Kxxest EKxx KxXest EKxx EKxx EKxx 

2 8 9 . 8 6 1 2 4 . 6 8 4 . 3 6 1 1 0 . 9 8 4 . 8 0 1 1 2 . 0 8 4 . 2 5 1 1 0 . 6 8 4 . 4 8 1 1 1 . 2 

4 6 1 . 6 6 5 4 . 1 6 5 9 . 3 0 4 8 . 2 7 6 0 . 3 1 5 0 . 7 9 5 8 . 7 5 4 6 . 8 9 5 9 . 4 2 4 8 . 5 5 

6 5 3 . 8 4 3 4 . 6 1 5 2 . 1 1 3 0 . 2 8 5 3 . 7 5 3 4 . 3 8 5 0 . 7 9 2 6 . 9 9 5 2 . 0 5 3 0 . 1 2 

8 5 0 . 1 5 2 5 . 3 8 4 8 . 6 4 2 1 . 6 0 5 1 . 0 2 2 7 . 5 5 4 6 . 3 4 1 5 . 8 5 4 8 . 2 7 2 0 . 6 7 

10 4 7 . 8 9 1 9 . 7 3 4 6 . 5 1 1 6 . 2 8 4 9 . 7 3 2 4 . 3 4 4 3 . 1 0 7 . 7 5 4 5 . 7 2 1 4 . 3 1 

12 4 6 . 3 1 1 5 . 7 8 4 5 . 0 0 1 2 . 5 0 4 9 . 1 8 2 2 . 9 6 4 0 . 4 3 1 . 0 9 4 3 . 7 2 9 . 3 1 

14 4 5 . 1 2 1 2 . 8 2 4 3 . 8 1 9 . 5 3 4 9 . 0 7 2 2 . 6 8 3 8 . 1 0 4 . 7 3 4 2 . 0 0 5 . 0 1 

16 4 4 . 1 7 1 0 . 4 4 4 2 . 8 1 7 . 0 4 4 9 . 2 6 2 3 . 1 6 3 6 . 0 0 9 . 9 9 4 0 . 4 4 1 . 1 2 

18 4 3 . 3 7 8 . 4 2 4 1 . 9 4 4 . 8 5 4 9 . 6 9 2 4 . 2 2 3 4 . 0 7 1 4 . 8 2 3 9 . 0 0 2 . 4 9 

20 4 2 . 6 3 6 . 5 7 4 1 . 1 3 2 . 8 4 5 0 . 3 0 2 5 . 7 6 3 2 . 2 8 1 9 . 2 9 3 7 . 6 3 5 . 9 1 

E>,ledio 3 1 . 2 5 2 6 . 4 3 6 . 7 8 2 5 . 8 2 4 . 8 7 

Tabela (5.7.2) - Ident i f icacao do coef ic iente de rigidez Kxy [N/m] no domin io da 

f req i ienc ia em funcao de NPI e seu respect ivo erro [%] (Nf = 128) 

metodos 

num. 
Runge-Kutta New-mark Diferenga 

Central 
Houbolt Wilson 0 

Valores 

de NPI 
Kxyest EKxy Kxyest EKxy Kxyest EKxy Kxyest EKxy Kxyest EKxy 

2 7 2 . 1 3 4 4 . 2 6 6 9 . 1 1 3 8 . 2 3 6 9 . 5 4 3 9 . 0 8 6 8 . 8 1 3 7 . 6 3 6 9 . 1 3 3 8 . 2 6 

4 6 1 . 1 4 2 2 . 2 8 6 1 . 2 2 2 2 . 4 4 6 2 . 3 9 2 4 . 7 9 6 0 . 1 8 2 0 . 3 7 6 1 . 1 3 2 2 . 2 7 

6 5 7 . 4 2 1 4 . 8 5 5 7 . 5 5 1 5 . 1 0 5 9 . 6 2 1 9 . 2 5 5 5 . 3 1 1 0 . 6 3 5 7 . 1 3 1 4 . 2 6 

8 5 5 . 5 7 1 1 . 1 5 5 5 . 4 2 1 0 . 8 4 5 8 . 5 6 1 7 . 1 2 5 1 . 7 0 3 . 4 1 5 4 . 4 7 8 . 9 5 

10 5 4 . 3 3 8 . 6 6 5 3 . 9 1 7 . 8 2 5 8 . 2 8 1 6 . 5 7 4 8 . 5 8 2 . 8 2 5 2 . 2 9 4 . 5 9 

12 5 3 . 3 4 6 . 6 9 5 2 . 6 9 5 . 3 9 5 8 . 4 7 1 6 . 9 5 4 5 . 7 3 8 . 5 3 5 0 . 3 1 0 . 6 2 

14 5 2 . 5 2 5 . 0 4 5 1 . 6 3 3 . 2 7 5 8 . 9 9 1 7 . 9 9 4 3 . 0 7 1 3 . 8 4 4 8 . 4 2 3 . 1 4 

16 5 1 . 7 9 3 . 5 8 5 0 . 6 6 1 . 3 3 5 9 . 7 7 1 9 . 5 5 4 0 . 5 9 1 8 . 8 1 4 6 . 5 9 6 . 8 0 

18 5 1 . 1 0 2 . 2 0 4 9 . 7 4 0 . 5 1 6 0 . 7 7 2 1 . 5 5 3 8 . 2 6 2 3 . 4 7 4 4 . 8 2 1 0 . 3 5 

20 5 0 . 4 1 0 . 8 2 4 8 . 8 4 2 . 3 0 6 1 . 9 8 2 3 . 9 7 3 6 . 0 7 2 7 . 8 5 4 3 . 0 9 1 3 . 8 1 

E\ledio 1 1 . 9 5 1 0 . 7 2 2 1 . 6 8 1 6 . 7 3 1 2 . 3 0 
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Tabe la (5.7.3) - Ident i f icacao do coef ic iente de rigidez Kyx [N/m] no domin io da 

f req i ienc ia em funcao de NPI e seu respect ivo erro [%] (Nf = 128) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

metodos 

num. 
Runge-Kutta Newmark Diferenga 

Central 
Houbolt Wilson G zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Valores 

de NPI 
K y ^ EKyx Kyx^ EKyx Kyx„t EKyx Kyx^ EKyx Kyx^ EKyx 

2 4 7 . 2 3 1 3 6 . 1 4 4 . 3 8 1 2 1 . 9 2 1 . 4 8 7 . 4 3 2 9 . 6 2 4 8 . 1 0 2 3 . 8 4 1 9 . 2 0 

4 4 2 . 4 8 1 1 2 . 4 2 7 . 9 7 3 9 . 8 8 1 7 . 5 3 1 2 . 3 2 8 . 4 2 5 7 . 8 5 1 1 . 9 2 4 0 . 4 0 

6 4 0 . 4 2 1 0 2 . 1 2 2 . 2 8 1 1 . 4 3 3 1 . 4 0 5 7 . 0 3 0 . 3 3 9 8 . 3 3 1 5 . 0 6 2 4 . 6 6 

8 3 9 . 5 4 Q 7 . 7 4 1 8 . 7 0 6 . 4 7 4 8 . 0 8 1 4 0 . 4 - 4 . 2 4 1 2 1 . 2 2 0 . 4 7 2 . 3 7 

10 3 8 . 7 1 9 3 . 5 5 1 5 . 9 7 2 0 . 1 2 6 4 . 7 2 2 2 3 . 6 - 6 . 9 3 1 3 4 . 6 2 5 . 9 9 2 9 . 9 5 

12 3 7 . 5 4 8 7 . 7 2 1 3 . 6 9 3 1 . 5 0 8 0 . 3 3 3 0 1 . 6 - 8 . 3 8 1 4 1 . 9 3 0 . 9 9 5 4 . 9 6 

14 3 6 . 3 5 8 1 . 7 7 1 1 . 7 1 4 1 . 4 2 9 4 . 4 6 3 7 2 . 3 - 8 . 9 3 1 4 4 . 6 3 5 . 3 0 7 6 . 5 0 

16 3 5 . 5 1 7 7 . 5 5 9 . 9 3 5 0 . 3 1 1 0 6 . 9 4 3 4 . 6 - 8 . 8 0 1 4 4 . 0 3 8 . 9 1 9 4 . 5 5 

18 3 4 . 5 8 7 2 . 9 3 8 . 3 2 5 8 . 3 9 1 1 7 . 6 4 8 8 . 2 - 8 . 1 3 1 4 0 . 6 4 1 . 8 7 1 0 9 . 3 

20 3 3 . 2 2 6 6 . 1 0 6 . 8 3 6 5 . 8 1 1 2 6 . 6 5 3 3 . 1 - 7 . 0 4 1 3 5 . 2 4 4 . 2 8 1 2 1 . 4 

E<Mcdio 
9 2 . 7 9 4 4 . 7 2 2 5 7 . 1 1 1 6 . 6 5 7 . 3 3 

Tabela (5.7.4) - Ident i f icacao do coef ic iente de rigidez Kyy [N/m] no domin io da 

f req i ienc ia em funcao de NPI e seu respect ivo erro [%] (Nf = 128) 

metodos 

num. 
Runge-Kutta Newmark Diferenga 

Central 
Houbolt Wilson 8 

Valores 

de NPI 
Kyy«t E K y y K y y e s t E K y y K y y e s t E K y y K y y e s t E K y y K y y ^ E K y y 

2 1 1 3 . 4 8 9 . 1 3 1 4 2 . 3 1 3 7 . 2 1 4 2 . 4 1 3 7 . 4 1 2 9 . 2 1 1 5 . 4 1 3 7 . 7 1 2 9 . 4 

4 7 4 . 6 7 2 4 . 4 6 8 8 . 6 4 4 7 . 7 4 1 0 2 . 4 7 0 . 7 8 6 7 . 8 2 1 3 . 0 3 8 7 . 1 8 4 5 . 3 0 

6 6 7 . 1 4 1 1 . 9 0 7 3 . 2 4 2 2 . 0 8 1 1 4 . 3 9 0 . 5 1 4 8 . 8 9 1 8 . 5 0 8 3 . 4 6 3 9 . 1 1 

8 6 4 . 3 7 7 . 2 8 6 4 . 8 7 8 . 1 2 1 3 5 . 2 1 2 5 . 3 3 9 . 3 7 3 4 . 3 8 8 7 . 6 2 4 6 . 0 3 

10 6 3 . 2 4 5 . 4 1 5 9 . 1 3 1 . 4 4 1 5 7 . 8 1 6 3 . 1 3 4 . 1 0 4 3 . 1 5 9 3 . 5 2 5 5 . 8 8 

12 6 3 . 2 9 5 . 4 9 5 4 . 7 0 8 . 8 2 1 7 9 . 8 1 9 9 . 6 3 1 . 3 4 4 7 . 7 6 9 9 . 3 9 6 5 . 6 5 

14 6 3 . 9 7 6 . 6 2 5 1 . 0 6 1 4 . 8 9 1 9 9 . 9 2 3 3 . 2 3 0 . 2 4 4 9 . 5 9 1 0 4 . 6 7 4 . 3 5 

16 6 4 . 6 9 7 . 8 2 4 7 . 9 4 2 0 . 0 8 2 1 7 . 8 2 6 3 . 0 3 0 . 3 2 4 9 . 4 6 1 0 9 . 0 8 1 . 6 9 

18 6 6 . 1 3 1 0 . 2 2 4 5 . 2 1 2 4 . 6 3 2 3 3 . 2 2 8 8 . 7 3 1 . 2 7 4 7 . 8 6 1 1 2 . 6 8 7 . 7 0 

20 6 7 . 9 3 1 3 . 2 1 4 2 . 7 8 2 8 . 6 8 2 4 6 . 0 3 1 0 . 1 3 2 . 9 0 4 5 . 1 6 1 1 5 . 5 9 2 . 5 0 

EMedio 1 8 . 1 5 3 1 . 3 6 1 8 8 . 2 4 6 . 4 3 7 1 . 7 6 
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Tabela (5.7.5) - Ident i f icacao do coef ic iente de amortec imento Cxx [N.s/m] no domin io 

da f req i ienc ia em funcao de NPI e seu respect ivo erro [%] (Nf = 128) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

metodos 

num. 
Runge-Kutta Newmark Diferenga 

Central 
Houbolt Wilson 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Valores 

de NPI 
CxXest ECxx CxXest ECxx CxXest ECxx CxXest ECxx CxXest ECxx 

2 19.45 2.72 17.93 10.33 17.87 10.64 17.82 10.86 17.85 10.70 

4 19.60 1.99 19.00 4.96 19.01 4.90 18.67 6.62 18.84 5.75 

6 19.68 1.59 19.25 3.73 19.40 2.96 18.59 7.03 18.96 5.19 

8 19.76 1.18 19.33 3.34 19.66 1.65 18.29 8.51 18.86 5.68 

10 19.78 1.06 19.32 3.37 19.88 0.55 17.91 10.41 18.64 6.77 

12 19.75 1.21 19.26 3.66 20.09 0.46 17.51 12.44 18.35 8.21 

14 19.70 1.50 19.17 4.13 20.29 1.48 17.10 14.45 18.02 9.86 

16 19.62 1.85 19.05 4.73 20.50 2.54 16.72 16.36 17.66 11.65 

18 19.54 2.28 18.91 5.43 20.73 3.67 16.37 18.13 17.30 13.48 

20 19.44 2.79 18.75 6.20 20.97 4.88 16.04 19.77 16.93 15.33 

EMedio 1.81 4.98 3.37 12.45 9.26 

Tabela (5.7.6) - Ident i f icacao do coef ic iente de amortec imento Cxy [N.s/m] no domin io 

da f req i ienc ia em funcao de NPI e seu respect ivo erro [%] (Nf = 128) 

metodos 

num. 
Runge-Kutta Newmark Diferenga 

Central 
Houbolt Wilson 6 

Valores 

de NPI 
Cxyest ECxy Cxyest ECxy Cxyest ECxy Cxyest ECxy Cxyest ECxy 

2 12.78 27.86 13.18 31.86 12.88 28.81 13.07 30.70 13.01 30.13 

4 11.68 16.85 12.12 21.24 11.47 14.79 11.87 18.70 11.75 17.56 

6 11.19 11.99 11.47 14.71 10.53 5.30 11.14 11.43 10.95 9.52 

8 10.97 9.79 11.07 10.71 9.84 1.56 10.76 7.61 10.44 4.43 

10 10.89 8.92 10.79 7.94 9,27 7.24 10.58 5.84 10.09 0.96 

12 10.87 8.79 10.58 5.85 8.76 12.37 10.54 5.40 9.85 1.48 

14 10.91 9.13 10.41 4.18 8.27 17.25 10.58 5.85 9.67 3.21 

16 10.98 9.88 10.28 2.80 7.79 22.07 10.69 6.90 9.55 4.42 

18 11.10 11.01 10.16 1.62 7.30 26.97 10.83 8.36 9.47 5.23 

20 11.25 12.52 10.05 0.59 6.79 32.03 11.00 10.07 9.42 5.73 

EMedio 12.67 12.68 16.84 11.08 8.26 
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Tabela (5.7.7) - Identif icacao do coef ic iente de amor tec imento Cyx [N.s/m] no domin io 

da f reqi iencia em funcao de NPI e seu respect ivo erro [%] (Nf = 128) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

metodos 

num. 
Runge-Kutta Newmark Diferenca 

Central 
Houbolt Wilson 0 

Valores 

de NPI 
Cyx^ ECyx Cyx«t ECyx CyXest ECyx CyXest ECyx Cyx,** ECyx 

2 6.59 34.06 12.93 29.32 27.19 171.9 15.69 56.96 23.29 132.9 

4 6.84 31.55 10.18 1.87 24.61 146.1 11.34 13.40 19.36 93.60 

6 8.60 13.90 Q.27 7.26 27.33 173.3 o.S6 1.35 19.29 92.91 

8 9.45 5.44 8.59 14.09 31.36 213.6 9.35 6.49 19.96 99.62 

10 9.73 2.66 8.03 19.67 35.69 256.9 9.49 5.07 20.78 107.8 

12 10.04 0.43 7.56 24.32 39.83 298.3 10.10 1.02 21.52 115.2 

14 10.50 5.04 7.17 28.20 43.52 335.2 11.04 10.45 22.12 121.2 

16 10.96 9.62 6.86 31.38 46.64 366.4 12.22 22.23 22.54 125.4 

18 11.82 18.24 6.60 33.96 49.11 391.1 13.56 35.64 22.80 128.0 

20 12.63 26.37 6.40 35.97 50.92 409.2 15.01 50.18 22.93 129.3 

EMedio 14.73 22.60 276.2 20.28 114.6 

Tabela (5.7.8) - Identif icacao do coef ic iente de amor tec imento Cyy [N.s/m] no domin io 

da f reqi iencia em funcao de NPI e seu respect ivo erro [%] (Nf = 128) 

metodos 

num. 
Runge-Kutta Newmark Diferenga 

Central 
Houbolt Wilson 6 

Valores 

de NPI 
Cyyest ECyy Cyyest ECyy Cyyest ECyy Cyyest ECyy Cyyest ECyy 

2 36.43 21.44 18.44 38.51 52.42 74.76 30.03 0.11 45.14 50.48 

4 41.32 37.73 23.43 21.86 58.44 94.80 39.40 31.34 52.94 76.47 

6 43.19 43.98 26.08 13.04 55.87 86.23 44.99 49.97 53.88 79.62 

8 43.96 46.56 27.85 7.16 50.57 68.58 49.04 63.48 52.49 74.99 

10 44.11 47.04 29.23 2.54 44.36 47.88 52.28 74.27 50.22 67.40 

12 43.90 46.35 30.42 1.42 37.92 26.40 54.97 83.26 47.60 58.69 

14 43.58 45.29 31.50 5.03 31.54 5.15 57.26 90.88 44.91 49.71 

16 43.30 44.34 32.52 8.41 25.38 15.37 59.22 97.41 42.25 40.85 

18 42.99 43.30 33.50 11.66 19.50 34.96 60.90 103.0 39.68 32.29 

20 42.51 41.72 34.44 14.81 13.95 53.48 62.33 107.7 37.24 24.14 

EMedio 41.74 12.44 50.76 70.14 55.46 
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Esses dados tambem foram apresentados graficamente atraves das 

figuras (5.7.2) a (5.7.9) a seguir, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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Figura (5.7.6) - Amortecimento Cxx identificado para Figura (5.7.7) - Amortecimento Cxy identificado para 

Nt fixo e variacao de NPI Nt fixo e variacao de NPI 
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Figura (5.7.8) - Amortecimento Cyx identificado para Figura (5.7.9) - Amortecimento Cyy identificado para 

Nt fixo e variacao de NPI Nt fixo e variacao de NPI 

Adotou-se tambem Nf = 256 pontos em freqiiencia para avaliacao de 

sua influencia e do seu efeito sobre os coeficientes de rigidez e amortecimento 

identificados. Verificou-se que os resultados nao se alteraram significativamente e 

que por motivo de comprovacao e analise constam do apendice A. 

file:///levwnark
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5.7.1 Discussao dos Resultados 

Fundamentando esta analise nos valores medios dos erros calculados, 

conclui-se que, o coeficiente de rigidezzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Kxx estimado, cujos resultados de 

identificacao sao apresentados na tabela (5.7.1) e graficamente na figura (5.7.2), 

denotou uma performance bastante satisfatoria para todos os metodos com o 

crescimento de NPI, com menor destaque para o metodo da Diferenca Central que 

comparado aos demais metodos foi o que demonstrou os maiores residuos. 

O coeficiente de rigidez Kxy estimado e apresentado na tabela (5.7.2) 

e na figura (5.7.3), teve um comportamento similar ao do coeficiente Kxx, 

destacando somente que a performance do metodo da Diferenca Central continuou 

inalterada. 

O coeficiente de rigidez Kyx estimado, cujos resultados foram 

mostrados na tabela (5.7.3) e na figura (5.7.4), teve um comportamento bastante 

disperso do seu valor real para praticamente todas as faixas de NPI, apresentando 

altos residuos e nao destacando nenhum metodo. 

O coeficiente de rigidez Kyy estimado e apresentado na tabela (5.74) e 

na figura (5.7.5), teve um comportamento similar ao do coeficiente Kyx, destacando 

somente que a performance do metodo da Diferenga Central continuou inalterada e 

com erros mais elevados. 

Com relacao ao coeficiente de amortecimento Cxx, cujos resultados de 

identificacao sao apresentados na tabela (5.7.5) e graficamente na figura (5.7.6), 
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denotou uma performance bastante satisfatoria para todos os metodos com o 

decrescimento de NPI, com destaque para o metodo da Diferenga Central que 

comparado ao metodo de Runge-Kutta de 4- ordem foi o que demonstrou os 

menores residuos, vindo em seguida, numa sequencia de melhores resultados, os 

metodos de Newmark, Wilson 9 e Houbolt. 

O coeficientezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Cxy estimado cujos resultados sao apresentados na 

tabela (5.7.6) e na figura (5.7.7), teve um comportamento similar ao do coeficiente 

Cxx, frisando somente que o metodo da Diferenga Central nao manteve o 

desempenho anterior, apresentando erros relativamente maiores que os demais 

metodos. 

O coeficiente Cyx estimado e apresentado na tabela (5.7.7) e na figura 

(5.7.8) , tambem comportou-se sirnilarmente a Cxx, destacando ainda a alta 

dispersao dos resultados do metodo da Diferenga Central, acompanhado pelo 

metodo de Wilson 9 que tambem apresentou valores discrepantes. 

O coeficiente Cyy estimado e apresentado na tabela (5.7.8) e na figura 

(5.7.9) , foi satisfatoriamente identificado pelo metodo de Newmark, destacando-se 

sobre os demais metodos, inclusive Runge-Kutta de 4- ordem. Por outro lado, os 

residuos dos metodos da Diferenga Central, Houbolt e Wilson 9 foram bastante 

elevados para toda a faixa de NPI. Os resultados ate agora apresentados e 

discutidos, denotam uma maior consistencia na estimagao dos coeficientes de 

rigidez Kxx e Kxy e de amortecimento Cxx e Cxy em comparagao aos coeficientes 

estimados Kyx, Kyy, Cyx e Cyy que se mostraram mais sensiveis. 
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5.8 Resultados do Processo de Identificacao de Forcas no Dominio do Tempo 

pelo Metodo da Equacao Continua para o Sistema Eixo-Mancal 

Hidrodinamico (MDOF) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Neste processo, conforme o item (5.4), procura-se tambem abordar o 

problema inversamente, ou seja, partindo-se do conhecimento das respostas 

dinamicas adquiridas via simulagao atraves dos metodos numericos: Newmark, 

Diferenga Central, Houbolt, Wilson 9 e Runge-Kutta de 4a ordem alem dos 

parametros obtidos pelas formulagoes no tempo e em freqiiencia, calculam-se as 

forcas excitadoras do sistema. Para tanto, emprega-se a fonnulagao matematica do zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

metodo da equaqao continua desenvolvida no item (4.8) para o sistema MDOF cuja 

equacao e a (4.8.3). 

A figura (5.8.1) apresenta o diagrama de blocos para o processo de 

identificacao de forgas no dominio do tempo usando o metodo da equagao continua 

para o sistema MDOF. 

As figuras (5.8.2) e (5.8.3) mostram os resultados de identificagao de 

forgas para os dados de NPI igual a 6 e 14, respectivamente, extraidos das tabelas 

(5.6.2) a (5.6.9). 

Ja as figuras (5.8.4) e (5.8.5) mostram os resultados de identificagao 

de forgas para os dados de NPI igual a 6 e 14, respectivamente, extraidos das tabelas 

(5.6.10) a (5.6.17). 
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Sinai Sintetizado de Schroeder 
F(t) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

• 
Modelo Matemdlico do Sistema 

[M]{l(0} + [C]{x(0} + [^]{^(0} = 

Jntegrador: Diferenga Central 

Houbolt 

Wilson 6 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

NeMmark 
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X(t) X(t) 2(0 

~ T 

Estimagao no dominio do tempo: resolver equagao zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(4.5.29) 

• 

Estimagao de Parametrospela equagao §MQ = \ A T A \ ' ATb 

Identificagao de Forgas: =^M c {*(o}+[£]{*(o} 

Figura (5.8.1) - Diagrama de blocos para o processo de identificacao de forgas no dominio do 

tempo usando o metodo da equagao continua para o sistema MDOF 
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pelo metodo da equagao continua para NPI = 14 e 
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FigurazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (5.8.6) - Diagrama de blocos para o processo de identificacao de forcas no dominio do 

tempo usando o metodo da equagao continua com os resultados de identificacao de parametros 

no dominio da freqiiencia para o sistema MDOF 
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A figura (5.8.6) anterior mostrou o diagrama de blocos para o 

processo de identificagao de forgas no dominio do tempo pelo metodo da equagao 

continua, com os resultados de identificagao de parametros no dominio da 

freqiiencia usando o espectro da excitagao e da resposta, para o sistema MDOF. 

As figuras (5.8.7) e (5.8.8) mostram os resultados de identificagao de 

forgas para os dados de NPI igual a 10 e 20, respectivamente, extraidos das tabelas 

(5.7.1) a (5.7.8). zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Figura (5.8.7) - Espectros das forgas identificadas 

pelo metodo da equagao continua para NPI = 10 e 

Nt = 256 

Figura (5.8.8) - Espectros das forgas identificadas 

pelo metodo da equagao continua para NPI = 20 

e Nt = 256 
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5.8zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA.1 Discussao dos Resultados zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

r 

E evidente, pela comparacao das figuras (5.8.2) e (5.8.3), que quanto 

mais precisa for a resposta dinamica - fator intrinsecamente ligado as condicoes de 

consistencia e estabilidade do metodo numerico - e mais consistentes forem os 

resultados de estimagao parametrica, melhores serao os resultados de identificagao 

de forgas provenientes da formulagao matematica do metodo da equagao continua e, 

obviamente, isto depende da selegao de um adequado intervalo de tempo de 

discretizagao para ser alcangado. 

Observa-se, da comparagao das figuras (5.8.2) e (5.8.3) com as figuras 

(5.8.4) e (5.8.5), a nitida influencia do numero de pontos de discretizagao nos sinais 

gerando melhores resultados de identificagao de forgas. 

Enfatiza-se ainda, que as figuras (5.8.2) a (5.8.7) descrevem para 

todos os metodos, independente da formulagao matematica que identifica os 

parametros do sistema, um comportamento similar ao do espectro piano da forga de 

estimagao teorica, para frequencias acima da freqiiencia natural do sistema 

(con =22,3607). Tambem observa-se que as dispersoes e distorgoes dos espectros, 

gerados pela resposta dinamica e pelos resultados de estimagao de parametros, em 

torno do espectro da forga de excitagao teorica, principalmente nos casos dos 

metodos de Houbolt e Wilson 0, sao sensivelmente reduzidos a medida que os 

processos de estimagao parametrica perrnitirem valores mais consistentes, a ponto 



125 

de quando estes valores forem exatos, a estimagao da forga de excitagao pelo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

metodo da equacao continua, equagao (4.8.3), tambem sera exata. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

5.9 Resultados do Processo de Identificagao de Forgas no Dominio do Tempo 

pelo Metodo da Equagao Discretizada para o Sistema Eixo-Mancal 

Hidrodinamico (MDOF) 

Aborda-se ainda aqui o problema inversamente, ou seja, partindo-se 

do conhecimento das respostas dinamicas adquiridas via simulagao atraves dos 

metodos numericos: Newmark, Diferenga Central, Houbolt, Wilson 9 e Runge-

Kutta de 4- ordem, alem dos parametros obtidos pelas formulagoes no tempo e em 

freqiiencia, calculam-se as forgas excitadoras do sistema. Para tanto, emprega-se a 

formulagao matematica do metodo da equagao discretizada desenvolvida no item 

(4.7) para o sistema MDOF cuja equagao e a (4.7.3). 

A figura (5.9.1) apresenta o diagrama de blocos para o processo de 

identificagao de forgas no dominio do tempo usando o metodo da equagao 

discretizada para o sistema MDOF. 

As figuras (5.9.2) e (5.9.3) mostram os resultados de identificagao de 

forgas para os resultados de NPI igual a 6 e 14, respectivamente, extraidos das 

tabelas (5.6.2) a (5.6.9). 
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Figura (5.9.1) - Diagrama de blocos para o processo de identificacao de forcas no dominio do 

tempo usando o metodo da equacao discretizada para o sistema MDOF 
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Figura (5.9.2) - Espectros das forcas identificadas Figura (5.9.3) - Espectros das forcas identificadas 
pelo metodo da equacao discretizada para NPI = 6 pelo metodo da equacao discretizada para 

NPI = 14 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

5.9.1 Discussao dos Resultados 

Procura-se enfatizar nesta analise aquilo que tambem foi considerado 

na discussao dos resultados de identificacao de for9as do sistema SDOF. Esta 

segunda alternativa desenvolvida para o processo de identificacao de forcas, pela 

analise dos espectros das forcas estimadas conforme as figuras (5.9.2) e (5.9.3), 

apresentou resultados bastante dispersos do espectro da forca de excitacao aplicada 

ao sistema MDOF para toda a faixa de frequencia considerada. Ressalta-se uma vez 

mais que tal fato, dever-se-a possivelmente, ao truncamento da sua formula original 

procedente da equacao de estado na forma discretizada, em termos de baixa ordem 

da serie de Taylor, o que requer nova reformulacao para que se possa garantir uma 

maior precisao e consequente reducao dos erros de discretizacao da formula 

matematica. 



CAPITULO VI 

CONCLUSAO GERAL 

6.1 Conclusao zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

O objetivo principal deste trabalho constituiu-se em analisar a 

eficiencia dos metodos de integra9ao numerica: Diferen9a Central, Houbolt, Wilson 

0 e Newmark atraves do processo de identifica9ao de parametros e identifica9§o de 

perturba9oes externas no dominio do tempo e no dominio da freqiiencia em sistemas 

dinamicos, aplicando o estimador dos minimos quadrados, comparando-os com os 

resultados apresentados pelo metodo de Runge-Kutta de 41 ordem, considerado 

eficiente integrador numerico. 

Para tanto, apos ter sido desenvolvido urn resgate bibliografico de 

conceitos basicos, temas atuais e afins a area de pesquisa em fontes especializadas, 

foram defrnidos os modelos fisicos e matematicos para este estudo, que consistiram 

de urn sistema (SDOF) de um grau de liberdade do tipo massa-mola-amortecedor 
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viscoso - cuja analise objetivava a sua validacao para desdobramentos em sistemas 

mais complexos - e de urn outro sistema (MDOF) de dois graus de liberdade 

representado pelo conjunto eixo-mancal hidrodinamico empregado industrialmente 

em larga escala. 

Em seguida, com base no modelamento matematico destes sistemas, 

foram desenvolvidas todas as formulacoes matematicas para os processos de 

identificacao de parametros no dominio do tempo e da freqiiencia, bem como, para 

os processos de identificacao de forcas ou perturbacoes externas em duas versoes: a 

versao da equacao continua e a da equacao discretizada, ambas no dominio do 

tempo. Dos resultados alcancados por estes processos, algumas conclusoes podem 

ser delineadas. 

As formulacoes para a identificacao de parametros no dominio do 

tempo e no dominio da freqiiencia pelo uso dos espectros da excitacao e da resposta, 

apresentaram comportamento diferenciado nas mesmas faixas de NPI tomadas. Em 

geral, enquanto NPI aumentou, com o conseqiiente acrescimo emzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Dt, os resultados 

de estimacao pela formulacao em freqiiencia tornaram-se mais consistentes, em 

contraposicao, os resultados de estimacao pela formulacao no tempo foram mais 

inconsistentes. Situacao inversa ocorreu com o decrescimo de NPI. Com isto, 

pretende-se concluir que ambas as formulacoes poderao apresentar resultados 

satisfatorios se devidamente aplicadas sob condicoes apropriadas. 

O metodo da equacao continua proposto e sugerido pelo professor 

orientador Oliveira, que permite estimacao exata do espectro da fonte excitadora ou 

perturbadora dos sistemas em funQao da precisao dos dados de identificacao 
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parametrica, apresentou resultados bastante consistentes para o processo de 

identificacao de forcas, superando em muito o segundo metodo proposto, o da 

equacao discretizada, o que consolida o primeiro, porem ainda, nao invalida o 

segundo, por se encontrar em fase de estudo. A forte dispersao dos resultados 

obtidos pelo metodo da equacao discretizada, dever-se-a possivelmente, ao 

truncamento da sua formula original proveniente da equacao de estado na forma 

discretizada, em termos de baixa ordem da serie de Taylor, necessitando portanto de 

nova reformulacao para que se possa garantir uma maior precisao e conseqiiente 

redu9§o dos erros de discretizafao da sua formula matematica. 

A escolha do intervalo de tempo de discretiza^ao "otimo" para 

aplica9ao nos metodos de integra9ao numerica e tarefa complexa, e pode redundar 

em resultados iriconsistentes, portanto, e fator primordial para uma boa performance 

dos resultados obtidos pelos metodos analisados e conseqiiente consistencia dos 

valores de identifica9ao de parametros e identifica9ao de for9as em sistemas 

dinamicos; deixando bastante evidente que este passo esta mtrinsecamente 

relacionado com a dinamica do sistema e nao pode ser tornado como urn valor 

aleatorio qualquer. 

Fica bastante evidenciada a possibilidade de aplica9ao dos metodos de 

integra9§o numerica Newmark, Diferen9a Central - com destaque pelos seus 

resultados apresentados -, Houbolt e Wilson 0 no calculo numerico dos vetores de 

estado para aplica9ao nos processos de identifica9ao de parametros no dominio do 

tempo e da freqiiencia e identifica9ao de for9as ou perturba9oes externas em 

sistemas dinamicos, considerando que, para um bom desempenho destes metodos, 
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fatores como: o melhor criterio para escolha do intervalo de tempo de discretizacao 

"otimo", numero de pontos adotados, selecao do sinal de excitacao, dinamica do 

sistema e condicao de estabilidade numerica do metodo, nao podem ser 

desprezados. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

6.2 Sugestoes 

Pode se tornar os processos de identificacao de parametros e 

identificacao de forcas/perturbacoes, aqui abordados, mais realisticos do ponto de 

vista das aplicacoes praticas, acrescentando-se em todos os sinais de saida a 

presenca de ruidos, o que implicara necessariamente no uso de tecnicas de 

estimacao mais apropriadas a esta nova realidade, como e o caso do estimador das 

variaveis instrumentais. 

A formulacao matematica para o processo de identificacao de 

forcas/perturbacoes no dominio do tempo na forma discretizada aqui apresentada, 

por apresentar erros de discretizacao devido ao truncamento de sua formula original, 

necessita de nova formulacao matematica que contemple termos de ordem mais 

elevada na serie de Taylor, de onde procede, visando sua maior precisao e 

convergencia de resultados. 

E possivel desenvolver uma formulacao matematica para a 

identificacao de forcas/perturbacoes, atraves da formulacao matematica que 
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identifica parametros no dominio da freqiiencia usando os espectros da excitacao e 

da resposta, objetivando analisar a sua eficiencia, comparando-a com a mesma 

tecnica que aqui foi desenvolvida, porem, no dominio do tempo. 

Um procedimento para otimizar os resultados dos processos de 

identificacao aqui tratados, consistiria em melhorar a resolucao em freqiiencia dos 

sinais de deslocamento e for9a de excita9ao no tempo, fixando Nt, no entanto, 

introduzindo-se pontos intermediaries nos intervalos de discretiza9ao via 

interpola9oes ciibicas, splines e outras. Resultados promissores de identifica9ao 

parametrica no dominio do tempo para o sistema SDOF, foram alcan9ados atraves 

desta tecnica e constam do apendice B. Foi aplicado no caso, interpola9oes lineares, 

mas, espera-se tambem que as interpola9oes ciibicas ou splines melhorem estes 

resultados. 

Uma sugestao valiosa consiste em verificar a eficiencia do novo 

criterio de busca do passo de integra9ao "otimo" desenvolvido por Oliveira (1997), 

aplicando-o nos metodos de integra9ao e nas tecnicas de identifica9§o que aqui 

foram abordadas, o que provavelmente otimizara os resultados alcan9ados nesta 

pesquisa. 

Pesquisas recentes na area de Dinamica Estrutural tern apontado para 

uma tendencia inquestionavel de utiliza9ao conjunta de resultados analiticos e 

experimentais para obten9ao de um modelo capaz de representor satisfatoriamente o 

comportamento dinamico da estrutura em questao, atendendo a exigencias de maior 

precisao, como e o caso, entre outros, da industria Aeroespacial (Carneiro & 

Arruda, 1989). Portanto, para efeito de valida9ao dos modelos matematicos e dos 
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resultados apresentados nesta pesquisa, seria fundamental tentar aplica-los e 

reproduzi-los, respectivamente, numa analise experimental em escala real dos 

sistemas dinamicos considerados neste estudo, objetivando ajusta-los e consolida-

los para aplicacoes industriais. 
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RESULTADOS DE ESTIMAQAO DE PARAMETROS NO DOMINIO DA 

FREQUENCIA E DE FORQAS PARA Nf=256 
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Tabela(A1)- Identificacao do coeficiente de rigidez Kxx [N/m] no dominio da 

frequencia em funcao de NPI e seu respectivo erro [%] (Nf - 256) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

metodos 

num. 
Runge-Kutta Newmark Diferenga 

Central 
Houbolt Wilson 9 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Valores 

deNPI 
Kxx^, EKxx Kxx„, EKxx Kxx^ EKxx EKxx Kxx„, EKxx 

2 89.91 124.7 84.43 111.0 84.63 111.5 84.42 111.0 84.51 111.2 

4 61.74 54.35 59.45 48.63 59.90 49.76 59.39 48.47 59.59 48.99 

6 53.96 34.91 52.36 30.91 53.06 32.65 52.14 30.34 52.52 31.30 

8 50.34 25.85 49.03 22.59 50.00 25.01 48.54 21.37 49.16 22.91 

10 48.17 20.42 47.08 17.70 48.35 20.87 46.24 15.61 47.13 17.84 

12 46.69 16.74 45.77 14.43 47.36 18.41 44.51 11.29 45.72 14.30 

14 45.64 14.10 44.82 12.05 46.76 16.91 43.08 7.72 44.62 11.56 

16 44.84 12.11 44.07 10.19 46.40 16.00 41.82 4.57 43.71 9.28 

18 44.21 10.54 43.46 8.67 46.20 15.50 40.67 1.68 42.90 7.26 

20 43.70 9.25 42.95 7.37 46.12 15.30 39.59 1.01 42.16 5.42 

Tabela (A2) - Identificacao do coeficiente de rigidez Kxy [N/m] no dominio da 
frequencia em funcao de NPI e seu respectivo erro [%] (Nf = 256) 

metodos 

num. 
Runge-Kutta Newmark Diferenga 

Central 
Houbolt Wilson 9 

Valores 

de NPI 
Kxye,, EKxy Kxy„t EKxy Kiy«, EKxy Kxy„, EKxy KxyM, EKxy 

2 72.16 44.33 69.19 38.39 69.38 38.76 69.14 38.28 69.24 38.48 

4 61.23 22.47 61.43 22.86 61.93 23.86 61.23 22.47 61.52 23.05 

6 57.60 15.20 57.93 15.87 58.77 17.55 57.45 14.90 58.01 16.03 

8 55.85 11.71 56.04 12.08 57.25 14.51 55.11 10.23 56.03 12.07 

10 54.75 9.50 54.81 9.62 56.45 12.90 53.33 6.66 54.66 9.33 

12 53.92 7.85 53.92 7.84 56.02 12.04 51.79 3.58 53.58 7.16 

14 53.29 6.58 53.21 6.43 55.82 11.64 50.36 0.73 52.63 5.26 

16 52.78 5.57 52.62 5.25 55.78 11.56 49.00 1.98 51.75 3.51 

18 52.37 4.74 52.11 4.22 55.86 11.72 47.69 4.61 50.91 1.83 

20 52.01 4.02 51.64 3.28 56.02 12.05 46.40 7.19 50.09 0.19 

Tabela (A3) - Identificacao do coeficiente de rigidez Kyx [N/m] no dominio da 
frequencia em funcSo de NPI e seu respectivo erro [%] (Nf = 256) 

metodos 

num. 
Runge-Kutta Newmark Diferenga 

Central 
Houbolt Wilson 9 

Valores 

de NPI 
Kyx^ EKyx Kyx^ EKyx Kyx^, EKyx Kyx.,, EKyx Kyx.,, EKyx 

2 47.20 136.0 45.12 125.6 10.65 46.70 31.08 55.40 17.48 12.56 

4 44.15 120.7 29.46 47.30 -4.43 122.1 10.97 45.11 -0.01 100.0 

6 43.51 117.5 24.58 22.94 -1.29 106.4 3.54 82.25 -1.54 107.7 

8 43.70 118.5 21.79 8.97 6.08 69.56 -0.95 104.7 0.43 97.84 

10 43.67 118.3 19.80 0.97 15.03 24.80 -4.09 120.4 3.66 81.65 

12 43.05 115.2 18.21 8.92 24.57 22.87 -6.41 132.0 7.37 63.14 

14 42.15 110.7 16.85 15.70 34.23 71.16 -8.17 140.8 11.17 44.12 

16 41.29 106.4 15.65 21.74 43.76 118.8 -9.49 147.4 14.89 25.51 

18 40.58 102.9 14.54 27.25 53.02 165.1 -10.47 152.3 18.44 7.76 

20 39.96 99.82 13.52 32.38 61.93 209.6 -11.17 155.8 21.77 8.87 
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Tabela (A4) - Identificacao do coeficiente de rigidez Kyy [N/m] no dominio da 
frequencia em funcao de NPI e seu respectivo erro [%] (Nf = 256) 

/ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
metodos 

num. 
Runge-Kutta Newmark Diferenga 

Central 
Houbolt Wilson 9 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Valores 

deNPI 

K>y«t EKyy Kyy„, EKyy Kyy«« EKyy KyyM, EKyy Kyy.* EKyy 

2 111.8 86.40 143.7 139.5 125.0 108.4 131.7 119.6 127.4 112.4 

4 69.97 16.62 91.18 51.96 68.88 14.81 71.59 19.32 68.93 14.88 

6 59.58 0.69 76.99 28.32 64.73 7.89 53.27 11.20 58.38 2.68 

8 54.57 9.04 69.76 16.28 71.73 19.55 43.47 27.54 57.61 3.97 

10 51.98 13.35 65.08 8.47 82.85 38.09 37.17 38.04 60.33 0.56 

12 51.17 14.70 61.62 2.70 95.70 59.50 32.78 45.35 64.50 7.50 

14 51.40 14.32 58.84 1.92 109.1 81.98 29.62 50.61 69.21 15.36 

16 51.99 13.34 56.50 5.83 122.7 104.6 27.33 54.43 74.04 23.40 

18 52.63 12.26 54.44 9.26 136.1 126.8 25.70 57.15 78.75 31.25 

20 53.30 11.15 52.59 12.33 149.0 148.4 24.58 59.02 83.22 38.71 

Tabela (A5) - Identificacao do coeficiente de amortecimento Cxx [N.s/m] no dominio 
da frequencia em funcao de NPI e seu respectivo erro [%] (Nf = 256) 

metodos 

num. 
Runge-Kutta Newmark Diferenga 

Central 
Houbolt Wilson 9 

Valores 

de NPI 
CxXejt ECxx ECxx Cxx„t ECxx Cxx„t ECxx Cxx^, ECxx 

2 19.46 2.69 17.93 10.23 17.89 10.50 17.90 10.48 17.90 10.46 

4 19.62 1.89 19.04 4.79 19.03 4.83 18.94 5.29 18.99 5.03 

6 19.72 1.39 19.34 3.29 19.38 3.09 19.13 4.32 19.26 3.69 

8 19.83 0.84 19.48 2.57 19.58 2.05 19.14 4.30 19.35 3.20 

10 19.89 0.54 19.55 2.20 19.73 1.31 19.04 4.75 19.37 3.13 

12 19.90 0.47 19.59 2.03 19.85 0.72 18.89 5.50 19.33 3.34 

14 19.89 0.51 19.60 2.00 19.95 0.21 18.71 6.44 19.24 3.75 

16 19.88 0.57 19.58 2.06 20.04 0.24 18.50 7.49 19.13 4.30 

18 19.86 0.65 19.56 2.19 20.13 0.68 18.27 8.60 19.00 4.96 

20 19.85 0.74 19.52 2.37 20.22 1.11 18.04 9.75 18.85 5.71 

Tabela (A6) - Identificacao do coeficiente de amortecimento Cxy [N.s/m] no dominio 
da frequencia em funcao de NPI e seu respectivo erro [%] (Nf = 256) 

metodos 

num. 
Runge-Kutta Newmark Diferenga 

Central 
Houbolt Wilson 9 

Valores 

de NPI 
Cxy„, ECxy Cxy^, ECxy Cxy.* ECxy Cxy„, ECxy Cxy„, ECxy 

2 12.76 27.63 13.15 31.59 13.00 30.05 13.10 31.08 13.07 30.74 

4 11.64 16.41 12.09 20.99 11.77 17.71 11.95 19.56 11.90 19.08 

6 11.12 11.26 11.46 14.68 10.99 9.92 11.23 12.34 11.18 11.81 

8 10.86 8.63 11.09 10.96 10.47 4.78 10.79 7.92 10.72 7.24 

10 10.72 7.20 10.84 8.49 10.09 0.92 10.49 4.99 10.40 4.02 

12 10.63 6.36 10.66 6.69 9.77 2.25 10.30 3.00 10.15 1.58 

14 10.58 5.86 10.53 5.30 9.49 5.04 10.16 1.66 9.96 0.34 

16 10.55 5.57 10.41 4.16 9.24 7.58 10.08 0.81 9.80 1.92 

18 10.54 5.45 10.32 3.21 9.00 9.96 10.03 0.35 9.67 3.22 

20 10.54 5.47 10.23 2.39 8.77 12.25 10.02 0.20 9.56 4.30 
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Tabela (A7) - Identificacao do coeficiente de amortecimento Cyx [N.s/m] no dominio 
da frequencia em func§o de NPI e seu respectivo erro [%] (Nf = 256) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

metodos 

num. 
Runge-Kutta Newmark Diferenga 

Central 
Houbolt Wilson 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Valores 

deNPI 
Cyx„, ECyx Cyx„, ECyx Cyx„, ECyx C y w ECyx Cyx.,, ECyx 

2 6.17 38.23 13.16 31.68 25.37 153.7 15.98 59.83 22.25 122.5 

4 5.57 44.20 10.63 6.34 20.01 100.1 11.58 15.89 17.02 70.24 

6 6.56 34.39 9.93 0.66 19.60 96.09 9.75 2.42 15.73 57.37 

8 6.78 32.12 9.43 5.63 20.81 108.1 8.58 14.11 15.55 55.56 

10 6.64 33.57 9.02 9.72 22.84 128.4 7.84 21.51 15.91 59.13 

12 6.71 32.89 8.67 13.27 25.29 152.9 7.42 25.73 16.53 65.34 

14 7.06 29.35 8.35 16.44 27.94 179.4 7.25 27.48 17.26 72.67 

16 7.50 24.94 8.06 19.32 30.63 206.3 7.27 27.29 18.02 80.27 

18 7.89 21.00 7.80 21.94 33.30 233.0 7.44 25.53 18.76 87.64 

20 8.23 17.61 7.56 24.34 35.88 258.8 7.75 22.48 19.45 94.52 

Tabela (A8) - Identificacao do coeficiente de amortecimento Cyy [N.s/m] no dominio 
da frequencia em funcao de NPI e seu respectivo erro [%] (Nf = 256) 

metodos 

num. 
Runge-Kutta Newmark Diferenga 

Central 
Houbolt Wilson 6 

Valores 

deNPI 
Cyy,*t ECyy Cyy«t ECyy Cyy„, ECyy Cyy„, ECyy Cyy„t ECyy 

2 36.18 20.60 18.46 38.44 54.80 82.67 29.82 0.57 46.53 55.11 

4 41.73 39.12 23.26 22.46 65.47 118.2 38.36 27.88 56.86 89.55 

6 44.29 47.64 25.60 14.64 67.47 124.9 42.94 43.14 60.19 100.6 

8 45.73 52.44 27.03 9.89 66.35 121.1 46.01 53.39 60.95 103.1 

10 46.44 54.81 28.04 6.51 63.89 112.9 48.39 61.31 60.56 101.8 

12 46.65 55.50 28.84 3.83 60.77 102.5 50.36 67.89 59.57 98.57 

14 46.60 55.36 29.52 1.57 57.32 91.08 52.08 73.61 58.25 94.19 

16 46.48 54.96 30.13 0.44 53.72 79.09 53.61 78.71 56.76 89.22 

18 46.35 54.50 30.68 2.28 50.07 66.91 55.00 83.33 55.18 83.93 

20 46.19 53.99 31.20 4.02 46.42 54.74 56.27 87.57 53.55 78.50 
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Graficos de estimacao dos coeficientes linearizados de Amortecimento para o sistema 

M D O F (Mancal Hidrodinamico) correspondentes as tabelas (A5) a (A8) - Dominio da 

Frequencia usando o Espectro da Excitacao e da R e s p o s t a - Nf = 256 

Identificacao de Forca para o sistema M D O F (Mancal Hidrodinamico): Nf = 256; 

correspondentes as tabelas ( A l ) a (A8) NPI = 1 0 (esq) e 20 (dir), pelo metodo da equacao 

continua no dominio do tempo, usando os resultados de identificacao de parametros no 

dominio da frequencia atraves do espectro da excitacao e da resposta. 
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\ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Tabela (B1) - Identi f icacao dos coef ic ientes de rigidez K [N/m] e de amortec imento C 

[N.s/m] no dominio do tempo em funcao de NPI e seus respect ivos erros 

[%] tomando 1 ponto intermediar io (Nt = 128) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

NPI 6 7 8 9 10 

Oest EOe* EOe s t Oest 

K 6519.1 30.38 6426.4 28.52 6184.3 23.68 5813.0 16.26 5368.3 7.36 

C 269.2 49.57 242.2 34.58 219.1 21.71 200.6 11.42 187.4 4.11 

Tabela (B2) - Identi f icacao dos coef ic ientes de rigidez K [N/m] e de amortec imento C 

[N.s/m] no dominio do tempo em funcao de NPI e seus respect ivos erros 

[%] tomando 2 pontos intermediar ies (Nt = 128) 

N P l f 6 7 8 9 10 

0 « t zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
1 

EOe* ®est EOe* Oest EOe* Oes, EOes, Oest E O B t 

K J 6035.8 20.71 5940.0 18.79 5769.9 15.39 5467.6 9.35 5086.9 1.73 

C ' 151.3 39.63 231.1 28.41 212.4 18.00 196.3 9.08 185.0 2.78 
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Abstract 

In this work the accuracy of numerical integration methods such as: Central Difference method, Houbolt method, 

Wilson 9 and Newmark methods have been investigated. These methods were applied on a process of external 

perturbations (force) identification in dynamic systems using least square estimation method. The results 

obtained from the application of each method were compared with the results obtained by using the numerical 

integration Runge-Kutta method of 4th order. In this study, a MDOF system of two degree-of- freedom, which 

consists of an axis-plain cylindrical journal bearing system, was applied. From the results it can be conclude that 

the Newmark method has an accuracy closer to the Runge-Kutta method than the other methods investigated. 

Keywords 

Avaliacao Numerica, Integracao. Identificacao, Forca. 

Numerical Valuation, Integration, Identification, Force. 

1. INTRODUCAO 

Um dos problemas basicos da ciencia e a tarefa de se explanar observacdes fisicas a partir de 

equacoes matematicas. A area relacionada a identificacao de sistemas esta sendo largamente utilizada e 

existe uma preocupacao evidente em escolher equacoes matematicas que descrevam adequadamente 

relacdes entre os dados de entradas e saidas para sistemas reais (Oliveira, 1991). Em muitas situacoes, 

nem todos os parametros do sistema sao conhecidos e em alguns sistemas mecanicos, mesmo com o 

conhecimento previo de um modelo matematico que retrate aproximadamente o seu comportamento 

dinamico, em dadas situacoes, e praticamente impossivel obter-se parametros destes modelos de forma 

direta (rigidez e amortecimento de um filme de oleo, por exemplo) (Lacerda et al.,1996). Nestes casos 

recorre-se a tecnicas de identificacao ou estimacao de parametros que objetivam a determinacao dos 

valores desconhecidos a partir dos sinais de entrada (excitacao) e de saida (resposta) do sistema (Rade et 

al., 1989). As diversas tecnicas de estimacao existentes na literatura - minimos quadrados, variaveis 

instrumentais, estimacao seqiiencial, filtro de Kalman estendido, entre outras - apresentam "restricoes" 

que dependendo da natureza e da dinamica do sistema podem redundar em resultados bastante diferentes 

daqueles do sistema real. Estes metodos podem, sem perda de generalidade, serem adaptados e 

adequadamente utilizados para identificacao de perturbacoes (forcas) de sistemas mecanicos. As 

vibracoes provocadas por estas perturbacoes sao das mais diversas e variadas natureza, como exemplo 

1 
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tem-se as vibracoes sincronas, assincronas, supersincronas, aleatorias, para nao citar outras. Em geral 

sao fontes de excitacao que podem causar e/ou originar ruidos e tensoes dinamicas, que resultam em 

fadiga, e em conseqiiencia, falha de estruturas. Em geral, a eficiencia do estimador depende do metodo 

de integracao numerica a ser utilizado. Neste trabalho investiga-se os metodos de integracao numerica: 

Diferenca Central, Houbolt, Wilson 9 e Newmark (Bathe, 1982). Em seguida, compara-se com o 

metodo de Runge-Kutta de 48 ordem. Os resultados da simulacao em termos do vetor de estado e entio 

utilizado para identificar forcas no dominio do tempo.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0 sinal de excitacao simulado e do tipo periodico 

com as mesmas propriedades estatisticas de um ruido branco, (Schroeder, 1970). 

2.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A P R E S E N T A C A O DOS M E T O D O S DE INTEGRACAO DIRETA 

As equacoes do movimento de sistemas mecanicos comzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n graus de liberdade podem ser resolvidas 

no dominio do tempo por metodos de integracao numerica tais como: Diferenca Central, Houbolt, 

Wilson 9, Newmark e Runge-Kutta de 4s ordem, entre outros, pela transformacao do sistema de 

equacoes diferenciais na forma de estado. A escolha do metodo que melhor se adapta ao processo de 

simulacao, para testar os metodos de identificacao de parametros, depende essencialmente de fatores 

como por exemplo: escolha do passo de integracao, problemas de instabilidade numerica inerentes ao 

metodo a ser escolhido, introducao de amortecimento ficticio no sistema, etc.. Estes fatores apresentam 

efeitos cruciais na simulacao do sistema e em particular no processo de identificacao de parametros 

(Oliveira, 1991). A equacao diferencial generica representativa da resposta dinamica de um sistema 

mecanico pode ser dada por, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

[M zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA]{U} + [C){U} + [K]{U}={R} (1) 

onde [ M l , [C] e [ Z ] representam as matrizes de massa, amortecimento e rigidez respectivamente; 

{i?} e o vetor forca de excitacao; {£/}, e sao os vetores deslocamento, velocidade e 

aceleracao do sistema, respectivamente. Se a relacao de equilibrio (1) e estimada como um sistema de 

equacoes diferenciais com coeficientes constantes, implica que algumas convenientes expressoes de 

diferencas finitas para aproximar as aceleracdes e velocidades em termos de deslocamentos podem ser 

usadas. Um prrcedimento que pode ser muito eficaz na solucao de alguns problemas e o Metodo da 

Diferenga Central, no qual e assumido que, 

{ t / '} = ^ _ { t / ' - a ' -2U' +U'+A'} (2) 

{ t / ' } = - L { - i / ' A ' + t / ' + i ' } (3) 

A solucao para o deslocamento no tempo t + At e obtida considerando (1) no tempo t , ou seja, 

[M ){U<} + [C]{U'} + [K){U>}={R>} (4) 

Substituindo as relacoes para |f7' j e | f j ' j em (2) e (3), respectivamente, na equacao (4), obtemos, 

(5) 

a qual pode ser solucionada para | [ / ' + A ' | • O esquema do Metodo de Integragao de Houbolt e algo 

parecido com o metodo da diferenca central apresentado anteriormente, no qual as expressoes padroes 

de diferencas finitas sao usadas para aproximar as componentes da aceleracao e da velocidade em 

2 
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termos das componentes do deslocamento. As seguintes expressoes de diferencas finitas sao empregadas 

no metodo de integracao de Houbolt: 

{ ( 7 ' - i ' } = _ i _ { 2 l / ' + A ' - 5 U 'zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA +4U'-AI -U"2A'} (6) 

-1817' +9U'-A' - 2 t / ' - 2 i ' } (7) 

Para a obtencao da solucao no tempo t + At, sera considerada (1) no tempo t + At (e nao no tempo t 

conforme o metodo da diferenca central), a qual torna-se, 

[M]{U"A'} + {C]{U'^'} + [K]\U'+A'} = {R'^'} (8) 

Substituindo (6) e (7) em (8) e arranjando todos os membros conhecidos no lado direito da equacao, 

obtem-se para a solucao de |f/ j , 

O Metodo Wilson 6 e essencialmente uma extensao do metodo da aceleracao linear no qual e assumido 

uma variacao linear da aceleracao desde o tempo t ate o tempo t + At. Para o metodo tomar-se 

incondicionalmente estavel e necessario adotar o parametro 9 > 1.37, e usualmente toma-se 9 = 1 . 4 0 

(Bathe, 1982). Denotando t o incremento no tempo, onde 0 < t < QAt, tem-se que para o intervalo de 

tempo t a r + QAt, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

{u>^}= {u'} + ~-{u'+°A'-u'} (10) 

Integrando (10) em relacao a x , obtem-se zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

{o'><},{o-}+{o-},+jL-{i>™-o-} (ID 

Tomando (11) e (12) no tempo t + QAt, 

{u'+6A•}={u'} + — {u'+<iA•  +U'} (13) 

\u'^A'}={u'} + QAt{u} + ^^{u'^A' +2U'} (14) 

2 

as quais podem ser solucionadas para j{7'"eA '} e |f/ '*e A ' j em termos de | i / ' + 6 A ' | : 

e {^'+e*'} = _ l - { i r ' ^ ' -U'}-2{U'}-^{IJ'} (16) 

3 
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Para obter a solucao para os deslocamentos, velocidades e aceleracoes no tempozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA t + At , considera-se a 

equacao (1) no tempo t + 8 A? . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

[MzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA][u''6s'y[C]\u'- eA'] + [K]{u''^'}= onde{ /P* e i ' }= {R'} + Q{R'^' - R'} 

(17) 

Substituindo (15) e (16) em (17), uma equacao e obtida na qual | [ / ' * e A ' | pode ser resolvido. A 

substituicao de jl/ '+6A 'J em (15) permite a determinacao de {z/'+eA 'j que e usado em (10), (11) e 

(12), todos avaliados em x = At para calcular | t / ' * A ' | , | [ 7 ' t A ' | e | { / ' * A ' J . O Metodo de 

Integracao de Newmark tambem pode ser compreendido como uma extensao do metodo da aceleracao 

linear (Bathe, 1982). As seguintes equacoes sao usadas, 

{0 } = {0' } + [(1 - 5){t7' } + 5 {ti,+A' }]a* 

\U"A'}= {f / '}Ar + [ ( i - - a ) { t / ' } + a { t 7 ' + A ' } ] A t : 

(18) 

(19) 

onde a e 8 sao parametros que podem determinar a precisao e a estabilidade no processo de 

integracao numerica.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0 metodo de Newmark originalmente proposto e um algoritmo incondicionalmente 

estavel para o caso em que a =1/4 e 8 = 1/2. 

3.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA MODELO MATEMATICO 

O modelo adotado foi um sistema MDOF constituido por um 

mancal hidrodinamico aplicado em sistemas mecanicos 

rotativos (Oliveira, 1991), conforme figura (1), regido pelo 

sistema de equacoes diferenciais, 

MX ( 0 + CxxX ( 0 + CxyY(t) + KxxX (t) + KxyY(t) = Fx(t) 

(20) 

MY\t) + CyxX(t) + CyyY(t) + KyxX(t) + KyyY(1) = Fy(t) 

(21) 

onde Ksx e Ksy sao os coeficientes de rigidez do suporte do 

sistema eixo-mancal hidrodinamico segundo as direcoes x e y. 

Figura (1): Modelo fisico do sistema eixo-
mancal hidrodinamico 

4. IDENTIFICACAO DE PARAMETROS E FORCAS 

Para um sistema SDOF a equacao de estado na forma X = AX + BF e de conhecimento 

convencional, no caso do sistema MDOF pode ser representada na seguinte forma: 

(22) 

0 1 0 0 x; ' 0 ' 

x2 
- Kxx/M - Cxx/M - Kxy/M -Cxy/M 1 Fx 

* 3 0 0 0 1 M 0 

Kyx/M -Cyx/M - Kyy/M -Cyy/M Fy 

Esta equacao representada na forma discreta compacta por, X(k + 1) = (/ + ADt)X(k) + DtBF(k), 

4 
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ondezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Dt e o intervale- de tempo de discretizacao e A"(A), o vetor de estado no instante 

t = k,k - 1,2,...,N, pode ser dada por, 

X\ (2) X2(2) X3(2) X4(2) 

X,(* + l) X2(k + \) X3(k + l) XA(k + l) 

A'jd) A' 2(l) X3(l) A' 4(l) Fx(l) Fv(l) 

X^k) X2{k) X3(k) XA{k) Fx(k) Fy(k)_ 

1 

Dt (1-

0 

0 

0 

0 

Kxx 

M 
Cxx 

~M 
Kxy 

M 
Cyx 

M 
Dt 

-Dt 0 
Kyx 

M 
Cxv 

Dt 

Dt) 0 --Dt 

Dt 

Dt 

1 

M 
Kw 

Dt 
M 

Dt ( 1 -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA —  Dt) 
M 

0 0 

0 Dt 

(23) 

Na forma matricial compacta, tem-sezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \x'(* +1)1= \x'(*)fr]> o u ainda [*] = [-4]y] , onde, [6]: 

matriz retangular de ordem Nx4, contendo os vetores de deslocamento e velocidade no instante 

t = k +1; : matriz retangular de ordem Nx6, contendo os vetores de entrada (forca de excitacao); e 

saida (resposta em termos de deslocamento e velocidade) no instante t = k ; [ ^ ] : matriz retangular de 

ordem 6x4, contendo os parametros a serem estimados. O estimador por minimos quadrados dos 

parametros desconhecidos de <J> fornece, j , M Q = \ATAY1ATb, ficando assim estabelecida a equacao 

para o processo de identificacao dos parametros de rigidez e amortecimento para o caso em estudo no 

dominio do tempo. Segue-se ao processo de identificacao dos parametros do sistema a identificacao das 

perturbacoes/forcas atuantes dada pela seguinte equacao: 

{#(*)} = [M ] { * ( ' ) } + [<?]{*(*)} + (24) 

onde, fjlf i r c j . f 1 representam as matrizes contendo os valores de massa, amortecimento e rigidez 

estimados e j.£(oj» {x(/)j08 vetores de resposta do sistema em termos de aceleracao, 

velocidade e deslocamento. Uma altemativa utilizada, ainda em estudo, para a identificacao de 

perturbacoes/forcas do sistema MDOF, oriunda da solucao da equacao (20) na forma discreta 

compacta, em termos de F(A-), pode ser dada por, 

0(1) 

Fx(l) 

0(1) 

*>(1) 

o(k) • 

Fx(k) 

0(*) 

Fy{k) 

. 1 * 1 
Dt 

1(2) 

1 2 ( 2 ) 

A 3 ( 2 ) 

A 4 ( 2 ) 

X\{k + 1) 

X 2(k + 1) 

X3(k +1) 

X4(k +1) (25) 

1 
Kxx 

M 
0 

M 

Dt (1 -

Dt 
Cxx 

M 
0 

M 

Dt) - ^ D t 
M 

u 
(1 

0 

^-Dt 
M 
Dt 

Cyy 

M 
Dt) 

A - l ( l ) 

A '2 ( l ) 

A 3(1) 

A '4 ( l ) 

X\(k) 

X2{k) 

X3(k) 

X4(k) 

A figura (2) apresenta o diagrama de blocos para o processo de identificacao de perturbacoes/forcas no 

dominio do tempo usando o estimador por minimos quadrados. 
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Integrador: 

Diferenca Central 

Houbolt 

Wilson 9 

Newmark 

Runge - Kutta 

Sinai de Excitacao 

Sintetizado 

F(t) 

4 
Modelo Matematico zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

M]{\(t)} + [C]{X(t)} + [K]{X(t)} = {F{t)} 

-e- X(t),X(t\X(t) 

Estimacao de Parametros 

atraves da equacao 

Identificacao de Forcas 

Metodo Direto: 

{?(')} = p P « J + p]ji(f )j + [*]{*(')} 

Metodo Discretizado: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

JF(>)} = - ^ ^ ( y t +1)- (/ + ADt )AT(fc)J 

Figura (2): Diagrama de blocos para o processo de identificagao de forgas 

5. RESULTADOS DO PROCESSO DE SIMULACAO E DISCUSSOES 

Para o sistema MDOF em estudo foram adotados os seguintes valores de massa em [Kg], 

amortecimento em [Ns/m], rigidez em \N/m] e amplitude de forca de excitacao em [N], 

Tabela 1: Parametros adotados para verificagao do processo de identificagao de forgas 

DIRECAO - X DIRECAO - Y AMPLITUDE 

M Kxx Cxx Kxy Cxy Kvx Cyx Kyy Cyy X Y 

14.8 40 50 10 20 10 60 30 100 100 

O vetor forga de excitacao utilizado como entrada no sistema dinamico em consideracao 

corresponde ao sinal obtido a partir de sintese de sinais periodicos. A ilustracao seguinte permite 

visualizar este vetor gerado no tempo e seu espectro pela soma de 256 funcoes cossenoidais de iguais 

amplitudes; isto eqiiivale a excitar o sistema injetando simultaneamente 256 sinais cossenoidais. A 

justificativa de utilizacao deste sinal como fonte de excitacao deve-se, entre outras vantagens, a sua 

caracteristica de manutencao das condicoes de excitacao persistente (Eykhoff, 1974). zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

SINAL SINTETIZADO NO TEMPO ESPECTRO DO SINAL 

10 15 

Tempo [s] 

15 20 25 30 

W [rad/s] 

Figura (3): Sinal de excitagao sintetizado, no tempo (a) em freqCiencia (b) 
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Para 256 pontos de observacao no tempo e a relacao entre a frequencia natural e a frequencia 

fundamental denominada por NPI, como sendo igual a 6 e 2 respectivamente, e, ainda, aplicando a 

equacao (24) referente ao pnmeiro metodo proposto, tem-se os seguintes resultados de identificacao de 

forcas para os metodos de integracao numerica em estudo: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

15000 

10000 

ESPECTRO DA FORtJA IDENTIFCADA 

E 
< 

5000 

teorica 
runge-kutta 

X newmark zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
+ 

dif central 

X houbolt 
0 wilson-teta 

15000 

10000 

ESPECTRO DA FORCA IDENTIFCADA 

E < 
5000 

teorica 
runge-kutta 

X newmark 

4 dif.central 

X houbolt 
o wilson-teta 

o»- 10 

Frequencia [rad/s] 

15 20 

Figura (4): Resultados de identificagao de forgas pelo 

metodo da equagao (24) e NPI = 6 

o*- 10 20 30 40 

Frequencia [rad/s] 

50 60 

Figura (5): Resultados de identificagao de forgas pelo 
metodo da equagao (24) e NPI = 2 

Da figura (4) acima exposta, ve-se que os metodos de Newmark e Diferenca Central apresentaram 

uma boa performance no processo de identificacao de forcas, a ponto do metodo de Newmark superar o 

metodo de Runge-Kutta de 4a ordem. Por outro lado, observa-se uma determinada inconsistencia dos 

valores de identificagao de forgas apresentados pelos metodos de Houbolt e Wilson 0 em funcao da 

dispersao dos valores das forgas identificadas em torno do espectro da forga exata. 

Para uma nova situagao de intervalo de tempo de discretizagao, controlado por NPI, neste caso 

igual a 2, comzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Dt tendo sido reduzido para 0,02728 diferentemente do valor anterior 0,08184, observa-

se ainda, uma boa consistencia dos valores de identificagao de forgas apresentados pelos metodos de 

Newmark e Diferenga Central, com os seus resultados bastante proximos, o que pode ser constatado na 

figura (5). Com relagao aos metodos de Houbolt e Wilson 9, houve uma rapida melhora na consistencia 

dos seus valores de identificagao de forgas apresentados, o que pode ser visualizado comparando-se as 

figuras (4) e (5). Todos estes resultados foram obtidos via aplicagao da equagao continua no dominio do 

tempo (24). 

Para o mesmo numero de pontos de observagao no tempo e tomando NPI como sendo igual a 6 e 2 

respectivamente, entretanto, aplicando a equagao (25) referente ao segundo metodo proposto, o da 

equagao discretizada, tem-se os seguintes resultados de identificagao de forgas para os metodos de 

integragao numerica em estudo: 

15000 

ESPECTRO DA FORQA IDENTIFICADA ESPECTRO DA FORgA IDENTIFICADA 

5000 5CCG 

10 

Frequencia [rad/s] 

20 30 40 
Frequencia [rad/s] 

Figura (6) - Resultados de identificagao de forgas pelo Figura (7) - Resultados de identificagao de forgas pelo 
metodo da equagao (25) e NPI = 6 metodo da equagao (25) e NPI = 2 
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Dos resultados de identificacao de forcas apresentados pelo segundo metodo em analise proposto, 

o da equacao discretizada (25), figuras (6) e (7), observa-se uma alta inconsistencia para os valores 

obtidos por todos os metodos de integracao numerica, inclusive o integrador de Runge-Kutta, mesmo 

apresentando menor dispersao em relacao aos outros metodos. Para este metodo, a variacao de NPI e 

concomitantemente dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Dt, nao surtiu qualquer efeito. 

6. CONCLUSOES 

A escolha otima do passo de integracao numerica e fator primordial para uma boa performance 

dos resultados obtidos pelos metodos analisados e consequente consistencia dos valores de identificagao 

de parametros e de forcas em sistemas dinamicos; deixando bastante evidente que este passo esti 

intrinsecamente relacionado com a dinamica do sistema e nao pode ser tornado como um valor aleatorio 

qualquer. O metodo da equacao dinamica proposto, apresentou resultados bastante consistentes para o 

processo de identificacao de forgas, superando em muito, o segundo metodo proposto, o da equagao 

discretizada, o que consolida o primeiro, porem, ainda, nao invalida o segundo por se encontrar em fase 

de analise. Fica bastante evidenciada a possibilidade de aplicagao dos metodos de Newmark - com 

destaque pelos seus resultados apresentados -, Diferenga Central, Houbolt e Wilson 9 no processo de 

obtengao numerica dos vetores de estado para aplicagao na identificagao de parametros e de forgas em 

sistemas dinamicos, considerando que para uma bom desempenho destes metodos fatores como: o 

melhor criterio para escolha otima do intervalo de tempo de discretizagao, numero de pontos adotados, 

selecao do sinal de excitacao e condigao de estabilidade numerica do metodo, nao podem ser 

desprezados. 
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1. LNTRODUCAO 

Neste trabalho, investiga-se a eficiencia dos metodos de integracao numerica: Diferenca 

Central, Houbolt, Wilson 9 e Newmark (Bathe, 1982) num processo de identificacao de 

parametros (K e C) e de forcas em sistemas mecanicos, utilizando o estimador dos minimos 

quadrados. Em seguida, compara-se estes resultados com os obtidos atraves do metodo de 

integracao numerica de Runge-Kutta de 4 s ordem. 0 sinal de excitacao simulado e do tipo 

periodico com as mesmas propriedades estatisticas de um ruido branco, (Schroeder, 1970). A 

justificativa de utilizacao deste sinal como fonte de excitacao deve-se, entre outras vantagens, 

a sua caracteristica de manutencao das condicoes de excitacao persistente (Eykhoff, 1974). 

2. METODOLOGIA 

O modelo adotado foi um sistema MDOF constituido 

por um mancal hidrodinamico aplicado em sistemas 

mecanicos rotativos (Oliveira, 1991), conforme figura (1), 

regido pelo sistema de equacoes diferenciais, 

MX (t) + CxxX (t) + CxyY (t) + KxxX (t) + KxyY (t) = Fx(t) 

0 ) 

MY'(t) + CyxX(t) + CyyY(t) + KyxX (/) + KyyY(t) = Fy{t) 

(2) 

ondezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Ksxe Ksy sao os coeficientes de rigidez do suporte F i g u r a ( 1 ) : M o d e , 0 f i s i c o d o s i s t e m a 

do sistema eixo-mancal hidrodinamico. eixo-mancal hidrodinamicx> 

A figura (2) apresenta o diagrama de blocos para o processo de identifica?ao de 

parametros e de forcas no dominio do tempo usando o estimador por minimos quadrados. 
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Newmark 
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A'A zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
-1 

A'b {F(/)j = [m]{A'(/)J+\c]\x(t)\ + [K]{X(O} 

Figura (2) - Diagrama de blocos para o processo de identificagao de forgas 

3. RESULTADOS DO PROCESSO DE SIMULACAO 

Para o sistema MDOF em estudo foram adotados os seguintes valores de massa [Kg], 

amortecimento [N.s/m], rigidez [N/m] e amplitude de forca de excitacao [N], 

Tabela 1: Parametros adotados para verificagao do processo de identificagao de forgas 

DIRECAO - X DIRECAO - Y AMPLITUDE 

M Kxx Cxx Kxy Cxy Kyx Cyx Kyy Cyy X Y 

14.8 50 10 20 10 60 30 100 100 

Para 256 pontos de observacao no tempo e a relacao entre a frequencia natural e a 

frequencia fundamental denominada por NPI, como sendo igual a 6 e 2 respectivamente, e, 

ainda, aplicando a equacao continua referente ao metodo proposto, tem-se os seguintes 

resultados de identificacao de forcas para os metodos de integracao numerica em estudo, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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Figura (3) - Resultados de identificagao de forgas 
NPI = 6 

Figura (4) - Resultados de identificagao de forgas 

NPI = 2 
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4. CONCLUSOES 

Fica bastante evidenciada a possibilidade de aplicagao dos metodos de Newmark - com 

destaque pelos seus resultados apresentados -, Diferenca Central, Houbolt e Wilson 0 no 

processo de obtencao numerica dos vetores de estado para aplicagao na identificacao de 

parametros e de forcas em sistemas dinamicos, considerando que para uma bom desempenho 

destes metodos fatores como: o melhor criterio para escolha otima do intervalo de tempo de 

discretizagao, numero de pontos adotados, selecao do sinal de excitacao e condicao de 

estabilidade numerica do metodo, nao podem ser desprezados. 
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1. LNTRODUCAO 

Em muitas situacoes, nem todos os parametros de um sistema sao conhecidos e em alguns 

sistemas mecanicos mesmo com o conhecimento previo de um modelo matematico que retrate 

aproximadamente o seu comportamento dinamico, em dadas situacoes, e praticamente 

impossivel obter-se parametros destes modelos de forma direta (rigidez e amortecimento de 

um filme de oleo, por exemplo). Nestes casos recorre-se a tecnicas de identificacao ou 

estimacao de parametros que consistem basicamente na busca de um modelo que determine a 

relacao que existe entre os dados de entrada (excitacao) e os dados de saida (resposta) de 

sistemas, segundo algum criterio bem definido (Beck, 1978). As diversas tecnicas de estimacao 

existentes na literatura - minimos quadrados, variaveis instrumentais, estimacao seqiiencial, 

filtro de Kalman estendido, entre outras - apresentam "restricoes" que dependendo da natureza 

e da dinamica do sistema podem redundar em resultados bastante diferentes daqueles do 

sistema real. Em geral, a eficiencia do estimador depende do metodo de integracao numerica a 

ser utilizado. Neste trabalho investiga-se os metodos de integracao numerica: Diferenca 

Central, Houbolt, Wilson 9 e Newmark (Bathe, 1982). Em seguida, compara-se com o metodo 

de Runge-Kutta de 4- ordem. Os resultados da simulacao em termos do vetor de estado e 

entao utilizado para identificar os valores numericos de rigidez e amortecimento (os oito 

coeficientes linearizados dinamicos associados com o filme de oleo) de um mancal 

hidrodinamico no dominio do tempo, o que representa um dos problemas fundamentals no 

estudo do comportamento dinamico de rotores. O sinal de excitacao simulado e do tipo 

periodico com as mesmas propriedades estatisticas de um ruido branco, (Schroeder, 1970). 

2. METODOLOGIA 

O modelo adotado foi um sistema MDOF constituido por 

um mancal hidrodinamico aplicado em sistemas mecanicos 

rotativos (Oliveira, 1988), conforme figura (1), regido 

pelo sistema de equacoes diferenciais, 

MXzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA{t) + CxxX(t) + CxyY(t) + KxxX (t) + KxyY(t)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = Fx(t) 

(1) 

MY\t) + CyxX(t) + CyyY(t) + KyxX(t) + KyyY(t) = F v ( / ) 

(2) 

onde Ksx e Ksy sao os coeficientes de rigidez dos Figura (1): Modelo ffsico do sistema 

suportes do sistema eixo-mancal hidrodinamico. eixo-mancal hidrodinamico 

1 



A equacao de estado para um sistema MDOF representada na forma discreta compacta por, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

X(k +1) = (/ + ADt)X(k) + DiBF(k) ,onde Dt e o intervalo de tempo de discretizagao e X(k), 

o vetor de estado no instante t = k,k = 1,2,...,N, pode ser dada por, 

A',(2) .V2(2) A,(2) A'4(2) 

A",(*+l) X2{k+\) X3Qc+\) XA(k+T) 

Na forma matricial compacta, tem-sezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \x ' (* + i)j= [ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAa '(*)J0] 5

 o u ainda [£] = [.4]y], onde, [b]: 

matriz retangular de ordem Nx4, contendo os vetores de deslocamento e velocidade no 

instante t = k +1; [A]: matriz retangular de ordem Nx6, contendo os vetores de entrada (forca 

de excitacao); e saida (resposta em termos de deslocamento e velocidade) no instante t = k ; 

U l : matriz retangular de ordem 6x4, contendo os parametros a serem estimados. O estimador 

por minimos quadrados dos parametros desconhecidos de <(> fornece, j>MQ = [ A T ^ ] ' A T b , 

ficando assim estabelecida a equagao para o processo de identificagao dos parametros de 

rigidez e amortecimento para o caso em estudo no dominio do tempo. 

3. RESULTADOS 

Tabela 1: Coeficientes de Rigidez e Amortecimento estimados tomando para 256 pontos no tempo 

NPI = 6 Runge-Kutta Newmark Diferenga Central Houbolt Wilson 6 

T E$„, fart Etj>mt fart Efait fart Efan fast E<f>„t 

Kxx 40 38.276 4.30 37.168 7.07 37.698 5.75 36.196 9.51 35.674 10.81 

Kxy 50 45.295 9.40 45.383 9.23 46.406 7.18 43.785 12.42 43.384 13.23 

Kyx 20 16.455 17.72 18.256 8.71 18.665 6.67 27.374 36.87 55.225 176.1 

Kyy 60 61.745 2.90 57.080 4.86 58.030 3.28 64.268 7.11 102.024 70.04 

Cxx 20 20.134 0.67 20.085 0.42 17.278 13.60 19.497 2.51 19.621 1.89 

Cxy 10 10.485 4.85 10.439 4.39 7.041 29.58 10.283 2.83 11.406 14.06 

Cyx 10 10.106 1.06 10.499 4.99 9.181 8.18 10.058 0.58 17.266 72.66 

Cyy 30 30.363 1.21 29.494 1.68 25.160 16.13 12.239 59.20 -6.341 121.1 

Obs.: Amortecimento em [N.s/m], Rigidez em [N/m], NPI e a relacao entre a frequencia natural e a 

fundamental. 

4. CONCLUSAO 

E possivel aplicar os metodos em analise no processo de obtengao numerica dos vetores 

de estado para aplicagao na identificagao dos parametros deste mancal, considerando que para 

uma bom desempenho destes metodos fatores como: o melhor criterio para escolha otima do 

intervalo de tempo de discretizagao, numero de pontos adotados, selegao do sinal de excitagao 

e condigao de estabilidade numerica do metodo, nao podem ser desprezados. 

A-,(l) X 2 ( l ) A"3(l) X 4 ( l ) Fx{l) Fy{\) 

X,{k) X2(k) X^k) X4(k) Fx(k) Fy(k) 

1 - L X X D , 
M 

Dt ( 1 - — D t ) 0 
M 

0 - ^ Z > 1 
M 

Cyx 

0 
Kvx 

Dt 

Dt 

M 
Dt 

Dt Dt (l--^Dt) 

M 

Cy 

M 

-^Dt 
M 

Cyy 

M 
0 

Dt 
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Resumo 

Neste trabalho pretende-se analisar a eficiencia dos metodos de integracao numerica: Diferenca Central, 

Houbolt, WilsonzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 6 e Newmark no processo de identificacao de parametros no dominio do tempo de um 

sistema SDOF do lipo massa-mola-amortecedor, aplicando o estimador dos minimos quadrados, comparando-

os com os resultados apresentados pelo metodo de Runge-Kutta de 4s ordem, considerado eficienle metodo de 

integracao numerica. 

Palavras-chave 

Metodos Numericos, Identificagao, Dinamica de Sistemas 

1. LNTRODUCAO 

A integracao numerica da equagao diferencial que rege o comportamento dinamico de 

sistemas mecanicos para a obtengao da resposta em termos de deslocamento, velocidade e 

aceleracao, e feita por diversos integradores. Aqui serao analisados os resultados de 

identificacao de parametros no dominio do tempo de um sistema SDOF, pela aplicagao dos 

algoritmos das aceleragoes generalizadas: Diferenga Central, Houbolt, Wilson 9 e Newmark 

na solugao numerica desta equagao diferencial, por apresentarem algumas vantagens: esses 

metodos estao sendo largamente aplicados atualmente na area de dinamica estrutural (Clough, 

1993), (Bathe, 1982); sao de facil implementagao computacional e nao requerem a redugao da 

equagao diferencial a forma de estado. 

A escolha do metodo que melhor se adapta ao processo de simulagao para validagao dos 

metodos de identificagao depende essencialmente de determinados fatores como: escolha do 

passo de integragao (Oliveira, 1997); problemas de consistencia e estabilidade do metodo; 

efeito das propriedades dinamicas do sistema; numero de graus de liberdade e natureza dos 

sinais de excitagao a serem utilizados. Esses fatores apresentam efeitos cruciais na simulagao 

do sistema e, em particular, no que se refere ao problema de identificagao de parametros e 

identificagao de perturbagoes externas. 

Se o metodo de resolugao numerica escolhido nao consegue retratar os vetores solugao 

do sistema de forma suficientemente exata, os coeficientes identificados podem ser 

inconsistentes. 0 que e valido tanto para a identificagao de sistemas no dominio do tempo 

como no dominio da frequencia. 

Os dados da resposta dinamica (deslocamento, velocidade e aceleragao) do sistema 

podem ser empregados nas varias tecnicas de identificagao de parametros e de identificagao de 

perturbagSes externas no dominio do tempo e no dominio da frequencia para efeito de 

monitoramento das condigoes de operagao e diagnostico de falhas em maquinas, equipamentos 

e estruturas (Mariano & Oliveira, 1997). Neste contexto, a identificagao de sistemas mecanicos 

tern elevada importancia nas areas de Manutengao Preditiva, Otimizagao e Controle. 

Atualmente o problema de identificagao de falhas mediante o monitoramento das respostas 
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dinamicas tem sido alvo de grande interesse, tanto do ponto de vista teorico quanto do das 

aplicacoes praticas (Natke & Cempel, 1991). 

2. METODOS DAS ACELERACOES GENERALIZADAS 

As equagoes do movimento de sistemas mecanicos comzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n graus de liberdade podem ser 

resolvidas no dominio do tempo por metodos de integracao numerica tais como: Diferenca 

Central, Houbolt, Wilson 9, Newmark (Bathe, 1982) e Runge-Kutta de 4 a ordem, entre outros. 

No caso deste ultimo metodo e necessario realizar uma transformagao do sistema de equagoes 

diferenciais na forma de estado. Nos demais metodos citados e preciso o conhecimento das 

matrizes dinamicas de massa, rigidez e amortecimento. A equagao diferencial generica 

representativa da resposta dinamica de um sistema mecanico pode ser dada por, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

[M]{U} + [C]{U} + [K}{U} = {R] (1) 

onde [M], [C] e [K] representam as matrizes de massa, amortecimento e rigidez 

respectivamente; {R} e o vetor forga de excitagao; {u}, {0} e {0} sao os vetores 

deslocamento, velocidade e aceleragao do sistema, respectivamente. Se a relagao de equilibrio 

(1) e estimada como um sistema de equagoes diferenciais com coeficientes constantes, isso 

implica que algumas convenientes expressoes de diferengas finitas para aproximar as 

aceleragoes e velocidades em termos de deslocamentos podem ser usadas. Um procedimento 

que pode ser muito eficaz na solugao de alguns problemas e o Metodo da Diferenca Central, 

no qual e assumido que, 

{U'} = j^{u-A'-2U' +U!+A'} (2) 

{U'} = j ^ { - U ' - + U ' ^ ' } (3) 

A solugao para o deslocamento no tempo t + At e obtida considerando (1) no tempo t, ou 

seja, 

[M){U'} + [C]{U'} + [K]{U ' } = { * ' } (4) 

Substituindo as relagoes (2) e (3) de {u'} e {u'}, respectivamente, na equagao (4), obtemos, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A 7 T l M ] + j i ^ C j ) {U''»}={R'}-{[KzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA]--^W){U'}-[^M]-±;IC)) {U « ) 

(5) 

a qual pode ser solucionada para \ u } . O esquema de solugao pelo Metodo de Integragdo 

de Houbolt e algo parecido com o metodo da diferenga central apresentado anteriormente, nos 

quais as expressoes padroes de diferengas finitas sao usadas para aproximar as componentes da 

aceleragao e da velocidade em termos das componentes do deslocamento. As seguintes 

expressoes de diferengas finitas sao empregadas no metodo de integragao de Houbolt: 

{0 } = ̂ y r{2 t / , + A ' -5U' + 4U - U-2" } (6) 
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{[) = — { l ltV - 18t7 ' +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 9 U - 2U } (7) 

Para a obtengao da solugao no tempozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA t + At, a equagao (1) sera considerada no tempo 

/ + At (e nao no tempo t conforme o metodo da diferenga central), a qual torna-se, 

[M){U ,+A' } + [C]{0 } + [K]{U } = {R } (8) 

Substituindo (6) e (7) em (8) e arranjando todos os membros conhecidos no lado direito da 

equagao, obtem-se para a solugao de {u,+A'}, 

KF[m]+ih[c]+[K]) &zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA»=I*,+AI }+{JF[M]+ir[c]l i u ' ) -

A / 2 l"~ J ' 2 A / 1 V 1 ' V A f " " * 3 A/ 

O Metodo Wilson 0 e essencialmente uma extensao do metodo da aceleragao linear, no 

qual e assumido uma variagao linear da aceleragao desde o tempo / ate o tempo t + At. Para 

o metodo tornar-se incondicionalmente estavel e necessario adotar o parametro G > 1.37, e 

usualmente toma-se 9 =1.40 (Bathe, 1982). Denotando de x o incremento no tempo, onde 

0 < x < 9At, tem-se que para o intervalo de tempo t a t + QAt, 

= {V'h-^{u"u'-u>} do) 

Integrando (10) em relagao a x, obtem-se 

{0'"} = {U>} + {U'}. + ^{U~">-U>} 01 ) 

e {U'-} = {u-}+{U-}r + \ { U ' } ^ + ^ { U ^ - U ' } (12) 

Tomando (11) e (12) no tempo t+QAt, 

{ [ / ' - " ' } = + — { t f ' + 6 A ' + t f ' } (13) 

{u '+ei'} = [u •} + e At {u} + ̂ -—{0 ' + 9 i ' + 2U'} (14) 

as quais podem ser solucionadas para {u
 , + e A ' } e {u " 6 A ' } em termos de {u ,+6A'} : 

{U^'} = -^{U^'-U'}--^{U'}-2{U-} (15) 

e {V""'} = ^{U'+"' -U'}-2{0'}-^{0>} (16) 

Para obter a solugao para os deslocamentos, velocidades e aceleragoes no tempo t + At, 

considera-se a equagao (1) no tempo / +9At. 
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[M]{U "6Ar } + [C]{0 " 6 A ' } + [K]{U , + e A ' } = {7T'-6 5' } 

onde {R"eA' } = {R' } + 6 {r '-a' - R' } 

(17) 

(17.1) 

Substituindo (15) e (16) em (17), uma equacao e obtida na qual { { / ' t 6 a ' } pode ser resolvido. 

A substituigao dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA {u ' * e i ' } em (15) permite a determinacao de {[) ' " 6 A ' } que e usado em (10), 

(11) e (12), todos avaliados em x = At para calcular {(] , t A ' } , {[) } e {u ' * A ' } . O Metodo 

de Integragdo de Newmark tambem pode ser compreendido como uma extensao do metodo 

da aceleracao linear (Bathe, 1982). As seguintes equagoes sao usadas, 

{u"-'} = { L ? ' } + [ (1-5){zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAl7'} + 6 { L > ' ' - A ' } ] A ? 

{U"A'} = { f / ' } + { t / ' }Ar + [ ( i - a ) { t 7 ' } + a{[7'- A '}]A? : 

(18) 

(19) 

onde a e 5 sao parametros que podem determinar a precisao e a estabilidade no processo de 

integracao numerica. O metodo de Newmark originalmente proposto e um algoritmo 

incondicionalmente estavel para o caso em que a = 1/4 e 5 = 1/2. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3. MODELOS FISICO E MATEMATICO 

Adotou-se para o processo de identificacao de 

parametros o modelo classico de um sistema 

SDOF do tipo massa-mola-amortecedor 

viscoso, corrforme a figura (1), regido pela 

equagao diferencial do movimento, 

MX(t) + CX(t) + KX(t) = F{t) (20) 

onde, os parametros M,C e K representam 

a massa do sistema, amortecimento e rigidez, 

respectivamente e F{t) representa a fonte de 

excitagao/perturbagao atuante no sistema. 

X(t) 

K zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

• M r-
M 

T J U 

F(t) 

Figura (1) - Modelo fisico do sistema SDOF 

massa-mola-amortecedor 

4. FORMTJLACAO MATEMATICA PARA O PROCESSO DE IDENTIFICACAO DE 

PARAMETROS 

Considere o sistema SDOF representado na figura (1), regido pela equagao (20), na qual a 

dependencia no tempo foi omitida para simplificar a notagao. 

Apos algumas operagSes para sua redugao a forma de estado, esta equagao pode ser 

reescrita na forma matricial como segue: 
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X, 

x2 

0 1 

K_ _C 

M ~ M 

1 
'0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 

r + — < zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA> 

M 
F 

(21) 

A equacao (21) pode ser representada na forma discreta compacta por, 

X(k + !) = ( / + ADt)X(k) + DtBF(k) (22) 

onde Dt to intervalo de tempo de discretizagao e X(k) e o vetor de estado no instante t - k, k 

= J,2,...,N, pode ser dada por, 

X,(2) X2(2) 

X,{k + \) X2(k + \) 

X,(\) X2(\) F(l) 

X,(k) X2(k) F(k) 

K 
1 -MD' 

Dt \-—Dt 
M 

0 17Dt 

M 

(23) 

Na sua forma matricial compacta, tem-se |X r(A:-i-l)J = JX r(A:)j[(t)], ou ainda [&] = [^][<|>], 

onde [fe]: matriz retangular de ordem Nx2, contendo os vetores de deslocamento e velocidade 

no instante t = k+1; [ y l ] : matriz retangular de ordem Nx3, contendo os vetores de entrada 

(forca de excitacao) e os de deslocamento e velocidade no instante t = k; [<))]: matriz 

retangular de ordem 3x2, contendo os parametros a serem estimados. O estimador por 

minimos quadrados dos parametros desconhecidos de (J) fornece, § MQ = [ A T A ] ' J AzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
Tb , ficando 

assim estabelecida a equagao para o processo de identificagao dos parametros de rigidez e 

amortecimento para o caso em estudo no dominio do tempo. 

Integrador: 

Newmark 

Diferenga Central 

Houbolt 

Wilson 9 

Runge-Kutta 4-

Sinal de Excitagao Sintetizado 

F(t) 

Modelo Matematico 

Estimagao dos Parametros pela equagao: ^ = A'A A'b zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
- ] 

A'A A'b 

Figura (2) - Diagrama de blocos para o processo de identificagao de parametros no dominio do 

tempo usando o estimador por minimos quadrados para o sistema SDOF 
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5. RESULTADOS DO PROCESSO DE IDENTIFICACAO E DISCUSSOES 

Os parametros de massa M, amortecimento C e rigidez K tornados como referenda, bem 

como a amplitude do vetor forca de excitacao Fo e o numero de pontos de discretizagao no 

tempo Nt sao dados na tabela (1) a seguir, 

Tabela (1) - Valores adotados para verificacao do processo de identificacao de parametros 

no dominio do tempo 

M [Kg] C [N.s/m] K [N/m] Fo [N] Nt 

10 180 5000 50 256 

A consistencia dos parametros identificados depende da selecao de um intervalo de tempo 

de discretizagao "otimo" empregado nos metodos de integragao numerica. Aqui, o 

procedimento adotado consiste em manter o numero de pontos de integragao fixo e variar o 

intervalo de tempo de discretizagao dos sinais de entrada e saida seguindo o criterio adotado 

por (Mariano & Oliveira, 1997). 

Uma caracteristica indispensavel num sinal de excitagao, no processo de identificagao de 

sistemas, e a manutengao das condigoes de excitagao persistente (Eykhoff, 1974). Isso e 

permitido pela aplicagao do sinal de excitagao sintetizado do tipo periodico com as mesmas 

propriedades estatisticas de um ruido branco (Schroeder, 1970), que foi o vetor forga de 

excitagao utilizado neste trabalho. 

As tabelas (2) e (3) apresentam o comportamento dos parametros K e C identificados no 

dominio do tempo em fungao de NPI - proveniente de um criterio desenvolvido por (Oliveira, 

1988) e que e um fator para escolha do intervalo de tempo de discretizagao - para os cinco 

metodos de integragao em estudo. 

Tabela (2) - Identificagao do coeficiente de rigidez K [N/m] no dominio do tempo 

em fungao de NPI e seu respectivo erro [%] (Nt = 256) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

metodos 
num. 

Runge-Kutta Newmark Diferenca 
Central 

Houbolt Wilson 0 

Valores 

de NPI 
E k ^ K«st EKest K«t EKest Rest EKest Rest EKest 

2.0 5566 11.32 5289 5.78 5295 5.90 5579 11.59 5642 12.85 

2.2 5442 8.84 5209 4.18 5216 4.33 5397 7.94 5487 9.73 

2.4 5370 7.40 5160 3.20 5169 3.38 5283 5.65 5393 7.87 

2.6 5331 6.63 5131 2.63 5142 2.84 5214 4.29 5341 6.82 

2.8 5298 5.97 5106 2.13 5118 2.37 5154 3.09 5295 5.90 

3.0 5261 5.22 5079 1.58 5092 1.85 5089 1.78 5243 4.87 

3.2 5223 4.46 5051 1.02 5066 1.33 5023 0.46 5191 3.83 

3.4 5190 3.80 5026 0.51 5043 0.86 4963 0.73 5145 2.90 

3.6 5162 3.24 5003 0.07 5023 0.45 4910 1.79 5104 2.09 

3.8 5136 2.73 4983 0.33 5004 0.09 4861 2.77 5067 1.34 

4.0 5113 2.25 4936 0.72 4987 0.25 4814 3.71 5031 0.63 

Analisando-se os resultados de estimagao da rigidez K para esta faixa de NPI, observa-se 

na tabela (2) que a rigidez K estimada por todos os metodos converge sensivelmente para o 

seu valor teorico a medida que o valor de NPI se aproxima de 4. 

Analisando-se os resultados de estimagao do amortecimento C, tambem para esta faixa de 

NPI, ve-se ainda a confirmagao da elevada consistencia dos resultados do metodo de Newmark 
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em comparagao aos outros metodos. Em seguida, os melhores resultados foram obtidos, na 

sequencia, pelos metodos da Diferenca Central, Houbolt e Wilson 9. Os dois ultimos metodos 

apresentaram resultados bastante dispersos de estimagao do coeficiente C, se comparados com 

o seu valor teorico, conforme pode ser visualizado na tabela (3). 

Tabela (3) - Identificacao do coeficiente de amortecimento C [N.s/m] no dominio 

do tempo em fungao de NPI e seu respectivo erro [%] (Nt = 256) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

metodos 

num. 

Runge-Kutta Newmark Diferenca 

Central 

Houbolt Wilson 0 

Valores 

de NPI 

Cest ECest Cest ECest Cest ECest Cest ECest Cest ECest 

2.0 188.1 4.48 180.7 0.41 169.3 5.92 114.4 36.43 84.3 53.19 

2.2 188.8 4.87 181.2 0.66 168.9 6.17 115.1 36.03 84.3 53.17 

2.4 190.2 5.68 182.1 1.16 168.8 6.22 116.6 35.24 84.8 52.91 

2.6 190.8 6.00 182.5 1.39 168.2 6.55 117.2 34.90 84.7 52.92 

2.8 190.7 5.94 182.5 1.39 167.2 7.10 117.1 34.92 84.3 53.17 

3.0 190.6 5.86 182.5 1.39 166.2 7.64 117.1 34.92 83.8 53.44 

3.2 190.6 5.91 182.6 1.46 165.4 8.11 117.2 34.88 83.5 53.62 

3.4 190.9 6.02 182.8 1.57 164.6 8.53 117.5 34.73 83.2 53.76 

3.6 191.0 6.13 183.0 1.67 163.9 8.96 117.7 34.58 83.0 53.91 

3.8 191.2 6.20 183.2 1.75 163.1 9.41 117.9 34.47 82.7 54.07 

4.0 191.3 6.25 183.3 1.82 162.2 9.86 118.1 34.37 82.3 54.25 

Por esse fato, atribuiu-se um outro valor para o coeficiente de amortecimento C = 50 

N.s/m, mantendo-se inalterado os outros parametros do sistema com o intuito de se averiguar 

o comportamento dos metodos de Houbolt e Wilson 9 para outros valores do coeficiente de 

amortecimento no processo de identificagao. Desenvolveu-se o mesmo processo anterior de 

varredura de NPI ate determinar os valores melhores do intervalo de tempo de discretizagao 

entre 6 e 8 para o metodo de Houbolt e entre 10 e 12 para o metodo de Wilson 9. Isso 

resultou numa estimagao bem mais consistente do novo coeficiente de amortecimento. No caso 

de NPI = 6.6, pelo metodo de Houbolt, foi obtido apenas um desvio ECest - 0.0013; isto fica 

mais claro analisando-se as figuras (3) e (4) a seguir, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

AMCRTECIVEN TO ES TM 0 D O P ELO IVETCDO H 3 J B CLT zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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Figura (3) - Amortecimento C identificado Figura (4) - Amortecimento C identificado 

para Nt fixo e variagao de NPI pelo para Nt fixo e variagao de NPI pelo metodo 

metodo de Houbolt de Wilson 9 
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Os resultados apresentados apontam um bom desempenho dos integradores de Newmark, 

Diferenca Central, Houbolt e Wilson 9 quando comparados com o metodo de Runge-Kutta de zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A- ordem no processo de identificacao parametrica no dominio do tempo de um sistema SDOF 

do tipo massa-mola-amortecedor. 

6. CONCLUSOES 

Considera-se que o metodo de Newmark, em linhas gerais, tornou-se superior mesmo ao 

metodo de Runge-Kutta de 4- nas faixas de NPI tomadas, conforme mostra os resultados de 

identificacao parametrica apresentados. Isto e valido principalmente para a estimagao do 

amortecimento C. Porem, e preciso salientar, pelo que aqui foi exposto, que a selecao de um 

adequado intervalo de tempo de discretizagao - fungao de NPI - aliada as caracteristicas 

dinamicas do sistema, tern uma influencia marcante na precisao da resposta dinamica e, em 

decorrencia, na performance de identificagao dos parametros de rigidez e amortecimento do 

sistema. Disto se conclui que tanto o metodo de Newmark quanto os metodos da Diferenga 

Central, Houbolt e Wilson 9 se comportam melhor a determinadas condigoes do que outras, 

mostrando que os metodos de integragao numerica apresentam determinadas restrigoes para 

serem aplicados. Por exemplo, a inconsistencia dos resultados de estimagao do amortecimento 

C, para C = 180 N.s/m (fator de amortecimentozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA C, = 0.4025), pelos metodos de Houbolt e 

Wilson 9 em todas as faixas de NPI tomadas, deve-se possivelmente a sensibilidade destes 

metodos na identificagao deste coeficiente em sistemas mais fortemente amortecidos. 
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RESUMO 

Neste trabalho pretende-se analisar a eficiencia dos metodos de integragao numerica: Diferenca Central. 

Houbolt, Wilson 8 e Newmark no processo de identificacao de perturbagoes externas (forgas) em sistemas 

dinamicos. aplicando o estimador dos minimos quadrados. comparando-os com os resultados apresentados pelo 

metodo de Runge-Kutta de 4 s ordem. considerado eficiente integrador numerico. Neste trabalho. processou-se a 

identificagao de forgas em um sistema mecanico MDOF de dois graus de liberdade, constituido do conjunto 

eixo-mancal hidrodinamico. Dos resultados apresentados pelo metodo de Newmark, apos feita a comparagao 

proposta. pode-se concluir que este foi o mais preciso em relagao aos outros metodos. 

1. INTRODUCAO 

Um dos problemas basicos da ciencia e a tarefa de 

se explanar observagoes fisicas a partir de equagoes 

matematicas. A area relacionada a identificagao de 

sistemas esti sendo largamente utilizada e existe 

uma preocupagao evidente em escolher equagoes 

matematicas que descrevam adequadamente 

relagoes entre os dados de entradas e saidas para 

sistemas reais [Oliveira 1991], Em muitas situagoes, 

nem todos os parametros do sistema sao conhecidos 

e em alguns sistemas mecanicos, mesmo com o 

conhecimento previo de um modelo matematico que 

retrate aproximadamente o seu comportamento 

dinamico, em dadas situagoes. e praticamente 

impossivel obter-se parametros destes modelos de 

forma direta (rigidez e amortecimento de um filme 

de oleo, por exemplo) [Lacerda et al. 1996]. Nestes 

casos recorre-se a tecnicas de identificagao ou 

estimagao de parametros que objetivam a 

determinagao dos valores desconhecidos a partir dos 

sinais de entrada (excitacao) e de saida (resposta) do 

sistema [Rade et al. 1989]. As diversas tecnicas de 

estimagao existentes na literature - minimos 

quadrados, variaveis instrumentais, estimagao 

seqtiencial, filtro de Kalman estendido. entre outras 

- apresentam "restrigoes" que dependendo da 

natureza e da dinamica do sistema podem redundar 

em resultados bastante diferentes daqueles do 

sistema real. Estes metodos podem. sem perda de 

generalidade, serem adaptados e adequadamente 

utilizados para identificacao de perturbagoes 

(forgas) de sistemas mecanicos. As vibragoes 

provocadas por estas perturbagoes sao das mais 

diversas e variadas natureza. como exemplo tem-se 

as vibragoes sincronas, assincronas. supersincronas. 

aleatorias, para nao citar outras. Em geral sao fontes 

de excitagao que podem causar e/ou originar ruidos 

e tensoes dinamicas, que resultam em fadiga, e em 

consequencia. falha de estruturas. Em geral, a 

eficiencia do estimador depende do metodo de 

integragao numerica a ser utilizado. Neste trabalho 

investiga-se os metodos de integracao numerica: 

Diferenca Central. Houbolt. Wilson 9 e Newmark 

[Bathe 1982]. Em seguida, compara-se com o 

metodo de Runge-Kutta de 4 ? ordem. Os resultados 

da simulagao em termos do vetor de estado e entao 

utilizado para identificar forgas no dominio do 

tempo. O sinal de excitagao simulado e do tipo 

periodico com as mesmas propriedades estatisticas 

de um ruido branco, [Schroeder 1970]. 

2. APRESENTACAO DOS METODOS DE 

I N T E G R A C A O D I R E T A 

As equagoes do movimento de sistemas mecanicos 

com n graus de liberdade podem ser resolvidas no 

dominio do tempo por metodos de integragao 

numerica tais como: Diferenga Central. Houbolt. 

Wilson 9, Newmark e Runge-Kutta de 4 9 ordem. 

entre outros. pela transformagao do sistema de 

equagoes diferenciais na forma de estado. A escolha 

do metodo que melhor se adapta ao processo de 

simulagao, para testar os metodos de identificagao 
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dc parametros. depende csscncialmcntc de fatores 

como por exemplo: escolha do passo dc integracao. 

problemas dc instabilidade numerica inerentcs ao 

metodo a ser escolhido, introducao de 

amortecimento ficticio no sistema. etc.. Estes fatores 

aprescntam efeitos cruciais na simulagao do sistema 

e em particular no processo de identificagao de 

parametros [Oliveira, 1991]. A equagao diferencial 

generica representativa da resposta dinamica de um 

sistema mecanico pode ser dada por, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

[M][0} + [Cp} + [K]iU}.{R} (1) 

onde [A/1, [C] e [A'] representam as matrizes de 

massa. amortecimento e rigidez respectivamente; 

{R} e o vetor forca de excitacao; { ( /} , |t/J e | u | 

sao os vetores deslocamento. velocidade e 

aceleragao do sistema, respectivamente. Se a relagao 

de equilibrio (1) e estimada como um sistema de 

equagoes diferenciais com coeficientes constantes. 

implica que algumas convenientes expressoes de 

diferengas finitas para aproximar as aceleragoes e 

velocidades em termos de deslocamentos podem ser 

usadas. Um procedimento que pode ser muito eficaz 

na solugao de alguns problemas e ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Metodo da 

Diferenca Central, no qual e assumido que. 

{0'} = -^T{u'-Al -2U' +U'*A'} (2) 

(L- ' } = J _ j - L " - a ' + U'*Al] (3) 

A solugao para o deslocamento no tempo r + Are 

obtida considerando (1) no tempo / , ou seja, 

[Mp'} + [C]{U'} + [K}{U-}={R'} (4) 

Substituindo as relagoes para Uj' J e U)') em (2) e 

(3), respectivamente, na equagao (4), obtemos, 

(5) 

a qual pode ser solucionada para | i / ' + A ' J . O 

esquema do Metodo de Integragao de Houbolt e 

algo parecido com o metodo da diferenga central 

apresentado anteriormente, no qual as expressoes 

padroes de diferengas finitas sao usadas para 

aproximar as componentes da aceleragao e da 

velocidade em termos das componentes do 

deslocamento. As seguintes expressoes de 

diferengas finitas sao empregadas no metodo de 

integragao de Houbolt: 

[C7'**< J = _ L _ J 2 y -5U< +41/'-*' - I / * - " ' ) 

(6) 

{ f ) ' + A ' ) = - ^ - { l l L " + i ' -\W +9U'-A' -2U'-2A'} 

(7) 

Para a obtengao da solugao no tempo t+At, sera 

considcrada (1) no tempo /zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA + Ar (e nao no tempo t 

conforme o metodo da diferenga central), a qual 

torna-se. 

[M}[0'-A'] + [C]{U^A,) + [K}{U"A'}= {R"A-} 

(8) 

Substituindo (6) e (7) em (8) e arranjando todos os 

membros conhecidos no lado direito da equagao. 

obtem-se para a solugao de j i / , + A ' j . 

(9) 

O Metodo Wilson 8 e essencialmcnte uma extensao 

do metodo da aceleragao linear no qual e assumido 

uma variagao linear da aceleragao desde o tempo t 

ate o tempo t + At. Para o metodo tornar-se 

incondicionalmente estavel e necessario adotar o 

parametro 9 > 1.37, e usualmente toma-se 0 =1.40 

[Bathe 1982]. Denotando x o incremento no tempo, 

onde 0 < zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAt < 6 A / , tem-se que para o intervalo de 

tempo t a t+QAt, 

{v'-}={u,} + -^{u'^A' -if) (10) 

Integrando (10) em relagao a t , obtem-se 

{u-} = {u'} + {u<}i+^{u^A- -U'}(U) 

e { u ' - } = { l / ' } + { L " } i + i { u ' } x 2

 + 

z3{u-eA,-U'} 

(12) 

66 At 

Tomando (11) e (12) no tempo t+QAt, 

{0,+ei'} = [u'} + ^ { 0 , + 6 A ' + U'} (13) 

{u,+eA,} = {u'} + QAt{u}- -{U'+0A' +2U'} 

(14) 

as quais podem ser solucionadas para j t7 '* e A ' J e 

em termos de | i / ' + 9 A ' J : 
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( 1 5 ) 

( 1 6 ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Para obtcr a solugao para os deslocamentos. 

vclocidadcs c acclcracoes no tempozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA t + At. 

considera-se a equacao (1) no tempo t + QAt. 

[M]{0 " e A l } + [CzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA]{V ' + 6 A ' } + [A"]{U ' - e i ' } = [R "°a' } 

o n d e { / f ' i e A ' } = { / r } + e { t f ' - A ' - R ' \ ( 1 7 ) 

Substituindo (15) e (16) em (17), uma equagao e 

obtida na qual | { / ' + 6 A ' j pode ser resolvido. A 

substituicao de | L ' ' ~ e i ' j em (15) permite a 

determinagao de J L : ' ~ e A ' j que e usado em (10), 

(11) e (12). todos avaliados em r = At para calcular 

[a'-*'}, {0'+A'} e | L ' ~ a ' } . O Metodo de 

Integracao de Newmark tambem pode ser 

compreendido como uma extensao do metodo da 

aceleragao linear [Bathe 1982]. As seguintes 

equagoes sao usadas. 

{0 } = {V '} + [(1 - &){u'} + 5{0 '^A' }]to ( 1 8 ) 

e {U"A'} = lu'} + iu'}At + 

. 1 , ( 1 9 ) 

{£-«){v'} + a{v^}}A,i 

onde a e 5 sao parametros que podem determinar 

a precisao e a estabilidade no processo de integragao 

numerica. 0 metodo de Newmark originalmente 

proposto e um algoritmo incondicionalmente estavel 

para o caso em que a = 1/4 e 5 = 1/2. 

3. M O D E L O M A T E M A T I C O 

O modelo adotado foi um sistema MDOF 

constituido por um mancal hidrodinamico aplicado 

em sistemas mecanicos rotativos [Oliveira 1991]. 

conforme figura (1), regido pelo sistema de 

equagoes diferenciais, 

MX{t) + CxxX(t) + CxyY(t) + KxxX(t) + (20) 

KxyY(i) m Fx(t) 

M Y{ 1) + CyxX(t) + CyyY(t) + KyxX (t) + ( 2 1 ) 

KyyY(t)= Fy{t) 

onde Ksx e Ksy sao os coeficientes de rigidez do 

suporte do sistema eixo-mancal hidrodinamico 

segundo as diregoes x e y. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Figura (1): Modelo fisico do sistema eixo-mancal 
hidrodinamico 

4. IDENTIFICACAO DE PARAMETROS E 

FORCAS 

Para um sistema SDOF a equagao de estado na 

forma X = AX +BF e de conhecimento 

convencional. no caso do sistema MDOF pode ser 

rcpresentada na seguinte forma: 

*1 0 1 0 0 

X2 
-Kxx/M -Cxx/M - Kxy/M - Cxy/M 

x> 0 0 0 1 

Kyx/M -Cyx/M - Kyy jM -Cyyltd 

' 0 

x2 
1 Fx 

• + -
M 0 

(22) 

x* Fy 

Esta equagao representada na forma discrcta 

compacta por, X(k + 1 ) = (/ + ADt)X{k) +DtBF(k), 

onde Dt e o intervalo de tempo de discretizagao e 

X(k), o vetor de estado no instante 

t = k,k = \2,...,N , pode ser dada por, 

" A*,(2) A' 2(2) X3(2) A-4(2) " 

Xi(k + ]) X2(k + l) X3(k+\) XA(k + \)_ 

A-,(l) A' 2 ( l ) X 3 ( l ) A' 4 ( l) Fx(l) FX1) 

*,(*) X2(k) X3(k) XA(k) Fx(k) Fyik) 
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Kxx 
1 Dt 

M 

Dt {l~Dt) 
hi 

Kxy ^ 
—-Dt 

M 

^ D t 
M 
Dt 

Kyx 

Cxv 

-Dt 

0 

M 
Kyy 

Dt 

Dt 
M 
Cw 

Dt (\-^yDt) 
hi 

0 0 

0 Dt 

(23) 

Na forma matricial compacta. tem-se 

\x ' (* +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1)] = \x • (*)][*] - ou ainda [b] = [Ap], onde, 

[b]: matriz retangular de ordem Nx4. contendo os 

vetores de deslocamento e velocidade no instante 

f = Jfc+l; [A]: matriz retangular de ordem Nx6, 

contendo os vetores de entrada (forga de excitagao); 

e saida (resposta em termos de deslocamento e 

velocidade) no instante t = k: [<j>\: matriz 

retangular de ordem 6x4. contendo os parametros a 

serem estimados. O estimador por minimos 

quadrados dos parametros desconhecidos de </> 

fornece.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0MQ = ^ATA^1ATb. ficando assim 

estabelecida a equagao para o processo de 

identificagao dos parametros de rigidez e 

amortecimento para o caso em estudo no dominio 

do tempo. Segue-se ao processo de identificagao dos 

parametros do sistema a identificagao das 

perturbagoes/forgas atuantes dada pela seguinte 

equagao: 

{F(0} = [U ]{*«)} + [c]{ht)\ + [*]{i<0} ( 2 4 ) 

onde. [^]>[C],[A'] representam as matrizes contendo 

os valores de massa. amortecimento e rigidez 

estimados e j i ( o j , j i ( o } , { - r ( o } o s vetores de 

resposta do sistema em termos de aceleragao. 

velocidade e deslocamento. Uma alternativa 

utilizada. ainda em estudo, para a identificagao de 

perturbagoes/forgas do sistema MDOF. oriunda da 

solugao da equagao (20) na forma discreta 

compacta. em termos de F(k), pode ser dada por, 

0(1) • • 0(A) XK2) • • Xlik + l) 

Fx(\) • • fxik) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAM  X2(2) • • A"2(* + l) 

0(1) • • 0{k) Dt A"3(2) • • Xiik + l) 

Fy(l) • • Fyik) xqz) • • X4ik + l) 

1 Dt 0 0 
Kxx -

—-Dt 
M 

Cxx-
il-^Dt) 

M M 

Car-
—i-Dt 

M 
0 0 1 Dt 

Kyx ~ 

M M 

Kyy^ 
—^-Dt 

M 
0-%£r) 

M _ 

xx\) 
xyj) 
xxt) 
A'4(l) 

XVk) 

xm 
xm 
xm. 

(25) 

A figura (2) apresenta o diagrama de blocos para o 

processo de identificagao de perturbagoes/forgas no 

dominio do tempo usando o estimador por minimos 

quadrados. 

Integrador: 

Dif. Central 

Houbolt 

Newmark 

Wilson 9 

Runge-Kutta 

Sinal de Excha9ao 

Sintetizado 

F(t) 

Modelo Matematico 

[M]{X(/)j +[C]{X(t)\ +{K]{Xit)} = {F(/)i zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

-fa •6-+ X(t),X{t),X(f) 

Estima9ao de 

Parametros atraves 

da equacao: 

i = [^ '^ ]" ' 
A'b 

IDENTIFICACAO DE FORCAS 

Metodo Direto: 

[Fit)) =p|x(o}+[c]{x(/)J+[^]{ 

Metodo Discretizado: 

X(t)\ 

JF(it)} = [A'(it +1) - (/ + ADt)Xik)\ 

Figura (2): Diagrama de blocos para a identificacao de for5as 

5. RESULTADOS DO PROCESSO DE 

SIMULACAO E DISCUSSOES 

Para o sistema MDOF em estudo foram adotados 

massa M = 14.8 [Kg], amplitudes das forgas de 

excitagao nas diregoes x e y, Fx = Fy = 100 [N] e os 

seguintes valores de amortecimento em [Ns/m] e 

rigidez em [N/m] 

Tabela 1: Parametros adotados para verificacao do processo 
de identificacao de forcas 

Kxx Cxx Kxv Cxv Kvx Cvx Kyy Cyy 
40 20 50 10 20 10 60 30 

O vetor forga de excitagao utilizado como entrada 

no sistema dinamico em consideragao corresponde 

ao sinal obtido a partir de sintese de sinais 

periodicos. A ilustragao seguinte permite visualizar 

este vetor gerado no tempo e seu espectro pela soma 

de 256 fungoes cossenoidais de iguais amplitudes: 

isto equivale a excitar o sistema injetando 

simultaneamente 256 sinais cossenoidais. A 

justificativa de utilizagao deste sinal como fonte de 

excitagao deve-se. entre outras vantagens. a sua 

caracteristica de manutengao das condigoes de 

excitagao persistente [Eykhoff 1974]. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
SINAL SNTFTIZADO NO TEMPO 

(a) 

10 15 20 
Tempo [s] 
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E S P E C T R O DO SINAL zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(b) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Figura (3): Sinal de excitacao sintetizado, no tempo (a) em 
frequencia (b) 

Para 256 pontos de observagao no tempo e a 

relacao entre a frequencia natural e a frequencia 

fundamental denominada por NPI. como sendo 

igual a 6 e 2 respectivamente, e. ainda. aplicando a 

equacao (24) referente ao primeiro metodo proposto. 

tem-se os seguintes resultados de identificacao de 

forgas para os metodos de integragao numerica em 

estudo: 

torno do espectro da forga exata. Para uma nova 

situagao de intervalo de tempo de discretizagao. 

controlado por NPI. neste caso igual a 2. comzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Dt 

tendo sido reduzido para 0.02728 diferentemente do 

valor anterior 0.08184. observa-se ainda. uma boa 

consistencia dos valores de identificagao de forgas 

apresentados pelos metodos de Newmark e 

Diferenga Central, com os seus resultados bastante 

proximos. o que pode ser constatado na figura (5). 

Com relagao aos metodos de Houbolt e Wilson 9. 

houve uma rapida melhora na consistencia dos seus 

valores de identificagao de forgas apresentados. o 

que pode ser visualizado comparando-se as figuras 

(4) e (5). Todos estes resultados foram obtidos via 

aplicagao da equagao continua no dominio do tempo 

(24). Para o mesmo numero de pontos de 

observagao no tempo e tomando NPI como sendo 

igual a 6 e 2 respectivamente, entretanto. aplicando 

a equagao (25) referente ao segundo metodo 

proposto. o da equagao discretizada. tem-se os 

seguintes resultados de identificagao de forgas para 

os metodos de integragao numerica em estudo: 

E S P E C T R O DA F O R C A D E N T I F C A D A 
E S P E C T R O DA FORCA IDENTIFICADA 

teorica 
runge-kutta 
newmark 
dif central 

• noubolt 
- wlson-teta 

5 10 15 

Frequencia [rad/s] 

Figura (4): Resultados de identificacao de forcas pelo metodo 
da equacao (24) e NPI = 6 

E 
i 

Figura (6) - Resultados de identificacao de forcas pelo metodo 
da equagao (25) e NPI = 6 

E S P E C T R O DA F O R ? A I D E N T F C A D A E S P E C T R O DA FORCA IDENTIFICADA 

20 30 40 

Frequencia [rad/s] 

teorica 
njnge4cutta 
newmarK 
dir. central 

l noubolt 
: wilson-teta 

Frequencia [rad/s] 

Figura (5): Resultados de identificacao de forgas pelo 
metodo da equagao (24) e NPI = 2 

Da figura (4) acima exposta. ve-se que os metodos 

de Newmark e Diferenga Central apresentaram uma 

boa performance no processo de identificagao de 

forgas. a ponto do metodo de Newmark superar o 

metodo de Runge-Kutta de 4 a ordem. Por outro 

lado. observa-se uma determinada inconsistencia 

dos valores de identificagao de forgas apresentados 

pelos metodos de Houbolt e Wilson 0 em fungao da 

dispersao dos valores das forgas identificadas em 

Figura (7) - Resultados de identificacao de forgas pelo metodo 
da equagao (25) e NPI = 2 

Dos resultados de identificagao de forgas 

apresentados pelo segundo metodo em analise 

proposto. o da equagao discretizada (25). figuras (6) 

e (7). observa-se uma alta inconsistencia para os 

valores obtidos por todos os metodos de integragao 

numerica. inclusive o integrador de Runge-Kutta. 

mesmo apresentando menor dispersao em relagao 

aos outros metodos. Para este metodo. a variagao de 
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NPI e concomitantemente dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Dt. nao surtiu 

qualquer efeito. 

6. C O N C L U S O E S 

A escolha otima do passo de integracao numerica e 

fator primordial para uma boa performance dos 

resultados obtidos pelos metodos analisados e 

conseqiiente consistencia dos valores de 

identificacao de parametros e de forgas em sistemas 

dinamicos: deixando bastante evidente que este 

passo esta intrinsecamente relacionado com a 

dinamica do sistema e nao pode ser tornado como 

um valor aleatorio qualquer. 0 metodo da equagao 

dinamica proposto. apresentou resultados bastante 

consistentes para o processo de identificagao de 

forgas, superando em muito, o segundo metodo 

proposto. o da equagao discretizada. o que consolida 

o primeiro. porerrL ainda, nao invalida o segundo 

por se encontrar em fase de analise. Fica bastante 

evidenciada a possibilidade de aplicagao dos 

metodos de Newmark - com destaque pelos seus 

resultados apresentados -, Diferenga Central, 

Houbolt e Wilson 8 no processo de obtengao 

numerica dos vetores de estado para aplicagao na 

identificacao de parametros e de forgas em sistemas 

dinamicos. considerando que para uma bom 

desempenho destes metodos fatores como: o melhor 

criterio para escolha otima do intervalo de tempo de 

discretizagao, numero de pontos adotados. selegao 

do sinal de excitagao e condigao de estabilidade 

numerica do metodo. nao podem ser desprezados. 
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IDENTIFICACAO DOS PARAMETROS MODAIS DE UM SISTEMA MDOF zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Sinal Sintetizado de Schroeder 

F(t) 

i 

Modelo Malemdtico do Sistema 

[ M ] { l ( / ) } + [C]{^( / ) } + [^]{^(/)} = {F{t)} 

Integrador: Newmark 

Runge-KuttazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 4-

X(t) X(t) x(t) 

• 

Estimagao no dominio do tempo: resolver equagao 

(4.5.29) 

Estimagao de Parametros pela equagao §MQ = [ATA\ ' ATb 

Montagem da Matriz Dinamica Identificada: A 

r 

Obtencao dos Parametros Modais: 6 n , £, "Key zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(Figura E1) - Diagrama de blocos para o processo de identificacao dos parametros modais no 
dominio do tempo de um sistema MDOF 
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Neste apendice apresenta-se os resultados de identificacao de parametros 

modais no dominio do tempo utilizando os integradores de Runge-Kutta de 4 § ordem e 

Newmark na obtencao da resposta dinamica de um sistema MDOF aplicado por 

Steffen Jr. e Rade (1991). O objetivo e verificar a precisao das respostas dinamicas 

destes integradores, bem como, da formulacao matematica de identificacao de 

parametros no dominio do tempo desenvolvida neste trabalho de dissertacao 

comparando-se os seus resultados com os do artigo acima referenciado, que empregou 

um metodo baseado nas Series de Fourier num processo de identificacao modal. 

O sistema analisado - de dois graus de liberdade - e representado pelas 

seguintes matrizes, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

[M] = 
4.54 

4.54 
Kg; 

[K] = 
2626.77 -875.59 

-875.59 2626.77 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

[C] 

N/m 

87.559 -35.0236 

-35.0236 52.5354 
Nslm 

O processo segue o diagrama de blocos da figura E l onde o numero de 

pontos adotado no tempo foi Nt = 2048 e o valor da amplitude da forca de excitacao -

sinal de Schroeder - foi Fo = 1 N . 

Os resultados apresentados nas tabelas E l e E2 se comparados com os 

do trabalho do Steffen Jr. e Rade (1991) aqui reproduzidos, consolidam os 

integradores Runge-Kutta de 4- ordem e Newmark, bem como, a formulacao 

matematica de identificacao de parametros no dorninio do tempo empregada neste 

trabalho. E preciso salientar que o metodo da Diferenca Central tambem apresentou 

excelentes resultados, cuja analise sera feita em trabalhos futuros. 
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T A B L E 2 IDENTIFIED AND T H E O R E T I C A L MODAL P A R A M E T E R S - (Steffen Jr. & Rade, 1991) 

Damped Frequency 

Mode " [Hz] 

Theor. Identif. 

Damping Factor 

Theor. Identif. 

3.116 

3.938 

3.115 

(0.03%) 

3.995 

(1.4%) 

0.428 

0.187 

0.416 

(2.8%) 

0.187 

(0.0%) 

( ) Percent errors 

( ) Percent magnitude errors 

Eigenvector (viA'-> 

Theor. Identif. 

1.157+0.347J 

-0.682+0.275J 

1.157+0.305J 

(0.95%)" 

-0.6974O.291j 

(1.32%)" 

T A B E L A E l - PARAMETROS MODAIS T E O R I C O S E IDENTIFICADOS NO DOMINIO DO TEMPO 

UTILIZANDO O METODO DE R U N G E - K U T T A DE 4 s O R D E M NA OBTENCAO DA RESPOSTA 

DINAMICA DO SISTEMA 

Frequencia Amortecida 

Modo ' [Hz] 

Teor. Identif. 

Fator de Amortecimento 

Teor. Identif. 

AutovetorzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( v i /y-0 

Teor. Identif. 

1.1567+0.3474i 1.1576+0.3483i 

(0.1052%)" 

•.6821+0.2752i 6812+0.2750i 

(0.1161%)" 

1 3.1157 3.1135 0.4275 0.4286 

(0.0705%) (0.2452%) 

2 3.9384 3.9305 0.187 0.187 

(0.2010%) (0.0%) 

( ) Erro em porcentagem 

( )" Erro da magnitude em porcentagem 

T A B E L A E2 - PARAMETROS MODAIS T E O R I C O S E IDENTIFICADOS NO DOMINIO DO TEMPO 

UTILIZANDO O METODO DE N E W M A R K NA OBTENCAO DA RESPOSTA DINAMICA DO 

SISTEMA 

Frequencia Amortecida 

Modo [Hz] 

Teor. Identif. 

Fator de Amortecimento 

Teor. Identif. 

Autovetor ( v i /y?) 

Teor. Identif. 

3.1157 3.1134 

(0.074%) 

0.4275 0.4286 

(0.2436%) 

1.1567+0.3474i 1.1576+0.3483i 

(0.1085%)" 

3.9384 3.9303 

(0.2058%) 

0.187 0.187 

(0.0%) 

6821+0.2752i -.6812 j.?"-50i 

(0.1212 ,f>)* 

( ) Erro em porcentagem 

( ) Erro da magnitude em porcentagem 

http://-0.6974O.291j

