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Resumo

A r e c e n t e  

n a á r  ea d e f  i 1 t: r  os  

P o r  o u t r o  1ado  , os

i n t  r  o d u ç a o d o s a 1 g o r  i t  m o s d e m í n i m o s  q u a d r  a d o s r  á p i d o s  c o n s  t  i t  u i u m i m p o r  t  a n t  e p r o g r e s  s o  

a d a p t a t i v o s ,  p e r m i t i n d o  um p r o c e s s a m e n t o  r á p i d o  e p r e c i s o  com uma c o m p l e x i d a d e  r e d u z i d a ,  

p r  o b 1 e m a s d e i n s  t  a b i 1 i d a d e n u m é r  i c a c a r  a c t  e r  f' s t  i c o s  d e s t e  s  a 1 g o r  i t  m o s a p a r e c e  m c o m o o

P r i nc i p a1 obst ácu1 o à sua u t  i1 ização pr át i c a .
E s t e  t r a b a l h o  t em como o b j e t o  r e v e r  a l g u n s  c o n c e i t o s  b á s i c o s  de  f i l t r a g e m  a d a p t a t i v a ,  p a r a  

a p r e s e n t a r  de m a n e i r a  c o n c i s a  os  p r i n c í p i o s  e as  o p e r a ç õ e s  d o s  a l g o r i t m o s  r á p i d o s -  0 p r o b l e m a  de e s t a b i l i d a d e

é t  amb ém b r  evemen t e  d i sc u t  i d o -

I -  I n t r o d u ç ã o

As  t éc n i c a s  u t i 1 i zad as em P r o cessament  o 

D i g i t a l  d e S i n a i s c a r a c t e r  i z  a m ■••• s e p e 1 a f  1 e x i b i 1 i d a d e 

e prec  i s á o C i 3 - 0 ci e s e n v o 1 v i rn e n t o  s i  m u 11 á n e o da t é c •••• 

n i c a  ( i n t r o d u ç ã o  de p r o c e s s a d o r e s  de a l t a  v e l o c i 

d a d e , - - - )  e da t e o r i a  ( c on c ep ç ão  de novas  f e r r a 

mentas e a l g o r i t m o s , - - - )  t o r n a  p o s s í v e l  um p r o c e s s a 

mento cada v e z  mais s o f i s t i c a d o ,  ass im como sua 

exec ução em t emp o r ea 1 ..

Den t r e  as o p e r a ç õ e s  e f e t u a d a s  em p r o c e s 

samento d i g i t a l ,  a f  i 11 ragem 1 i noar  é t a l  v e z  a mai s 
usual e im p o r ta n t e ,  t e n d o - s e  t o rn a d o  um inst rumento  

f  u n d a m e n t a l  e m v i r  t u d e d o p r o g r  e s s o n a á r e a d e 

p r o c e s s a d o r e s  d i g i t a i s - Um f  i 11 r o  d i g i t a l  é d i t o  

a d a p t a t i v o q u a n d o s e u s c o e f i c i e  n t e s , p a r â m e 1r o s q u e 

c on s t i t u e m s u a f  u n ç á o d e t r a n s f  er  ê n c i a ,  e v o 1 u e m n o 

t e m p o s e g u n d o u m c r i t é r  i o d e t e r m i n a d o „

A s p r i m e i r a s> a p 1 i c a ç õ e s d e f i 11 r o s a d a p t a -
t i v o s  remontam à década de 60 e d i zem r e s p e i t o  

:> r  i n c: i p a 1 m e n t e a o s p r o b 1 e m a s d e e qual  i z  a ç ã o e m 

t r ansmissão de dados e de r e co n h ec i  ment o de f  ormas 

C 2 3. A tu a1me n t e , a f  i 11 r  agem a dap t a t i v a en c ont r a  

i n t e r e s s e e m n u m e r  o s a s o u t r  a s a p 1 i c a ç õ e s t a i s c o m o , 

a i dent i f  i caçáo de s i s t e m a s , co n t r o 1e de p r oc e s s o s , 

r adar  e s o n a r , e n g e n h a r i a  b i omédi c a , s i smo1og i a , 

e t c -  1“ 3 3 -

0 e s t u d o d o c o m p o r t a m e n t o d e u m f i 11 r o d i - 
g i t a 1 a d a p t at  i v o ne c e  s s i t a  a a n á 1 i s e c on j u n t a d e 

t r ê s  f a t  o r e s s

A e s t r- i.i t u r  a d o f  i 11 r o 

0 s i n a 1 a s e r p r  o c e s s a d o 

0 a 1 g o r i t mo <:í e a d a p  t a ç ã o

N e s t e t r a b a l h o ,  i r  e m o s a b o r d a r p r i n c i p a 1 -  

rn e n t e o s a 1 g o r i tmos d e m í n i m o s q u a d r a d o s r á p i d o s 

( MSR, em 1 i t e r a t  ura ang1 o - saxon i  ca " Fast  R e c u r s i v e  

i... e a s t -  S q u a r e A1 g o r i t h m s "  : F R L S ) , a p 1 i c a d o s a f  i 1 -

t  r o s  d e e s t  r u t u r a  t r  a n s v  e r  s a 1 - A 1g un s c o n c  e i t o s  

b á  s i c  o s e m f  i 11 r a  g e m ad a p t a  t  i v a se  r  ão  r e v i s t o s
p r i  me i r amente -

II- Filtragem Adaptativa Por Critério de Mínimos 
Quadrados

0 e s q u e m a b á s i c o d e u m f  i 11 r  o a d a p t  a t  i v  o 

e s t  á i" e p r  e s e n t  a d o n á  f  i g u r  a .1. - D a d o q u e  H ( n ) 

r  e p r  e s  e n t  a u m f  i 11 r  o t  r  a n s v  e r  s  a 1 , s u a f  u n ç ã o d e 

t r  a n s f  e r  ê n c i a ,  n u m d a d o i n s t  a n t  e n , e s c: r  e v e - s e  s o b a 

f o r m a  de um p o l i n ó m i o  em z -

H(2) = j  h,(n) ,
l =0

o n de  N é a o r d em do f i l t r o -

( í )

A c ad a nova ent  r ada  x ( n ) ,  o a 1go r  i t mo d e 

a d ap ta  ç ã o f  o r  n e c e u m n o v o c o n j  u rv t o d e c o e f  i c i e  n t e s 

h i ( n ) , de f orma a mi ni m i z a r  um cr  i t é r i  o s o b r e  o 

s i n a l  de e rr ou

e(n> = y(n) - Ht(n) X(n)
on de  s

(2 )

Ht(n) = Ch«(n), h&(n) hw(n)3 =:; Vetor dos
co e fic ie n te s

X* (n > =  Cx(n), x(n —! ) , . . . ,  x<n-N>3 -  Vetor de
dados

S e g u n d o o c r  i t  é r  i o d e m i n i m o s q u a d r  a d o s , 
o  c: o n j  u n t: o 6 1: i m o d e c o e f  i c i e  n t  e s H ( n ) é a q u e 1 e q u e 
m i n i  m i za  a f u n ç á o  u

n
j«n > = x e=( p ) (3)



o n d e o s d a tí o s d e e n t r  a d a s a o s u p o s t o s n u I o s p a r a o s 

i n s t a n t e s  p <0 . .  A c o n s t a n t e  w é um f a t o r  de ponde-  

a cao  <0 << w < í> n e c e s s á r i o  para  que o a l g o r i t m o

possa s e g u i r  as v a r i a ç õ e s  o c o r r i d a s  no s i n a l  de 

e n t r a d a ..

0 P r o b 1 e m a c o n i s t e e n t á o e m o b t e r o v e t o r 

de c o e f  i c i en t e  61 i mos H(n ) que m i n i m i za  J ( n  ) >- ou 

s e j a ,  que f o r n e c e  uma p o t ê n c i a  mínima para  o s i n a l  

d e  e r r o  e ( p )  no i n t e r v a l o  de tempo 1 (  p  ̂  n .. Como 

J (n> é uma função  q u a d r á t i c a  do v e t o r  -H<n ) ,  e l a  

p o s s u í  um só pon to  de mínimo que pode s e r  o b t i d o  

P e 1 a a n u 1 a ç á o d o g r a d i e n t e y o u s e j  a , d a s d e r i v a d a s 

pare  i a i s "•

S J ( n )
--------------  = 0 i = 0 , í    , N < 4 )

<$h , (n  )

Dando p r o s s e g u i m e n t o a o s c á 1 u 1 o s y c h e g a •••• 
s e a s e g u i n t e s o 1 u ç a o p a r a o v e t o r H ( n ) ::

H<n) = (Rn ) ~ 4 ( n }  r Ux^ n )  ( 5 )

0 n de  R n í n ) e r  u *< ( n ) s á o o b t i d o s p e 1 a s 

s e g u i n t e s m é d i a s p o n d e r a d a is «
n

Rw(n)  = X  w " “ -  X ( p ) X * ( p > ( ó . a )
P=l

r e p r  e s e n t a n d o u m a e s t i m a ç á o d a m a t r  i z d e o r d e m N d e 

a u t o c o r r e 1 a ç á o d o s í n a 1 d e e n t r  a d a y e "
n

r M>*(n) = £  w " - ** y (P> X ( p ) ( 6.  b )
P=l

r e p r e s e n t a n d o  uma e s t i m a ç ã o  do v e t o r  de i n t e r c o r -  

i" e 1 a ç á o e n t r e a e n 1r a d a e o s i n a 1 d e r e f  e r ê n c i a -

0 v e t o !••• H ( n ) r e  p r e is e n t a o c o n j  u n t o cl e c: o e 

f i c i e n t e s ' q u e  o t i m i z a  o c r i t é r i o  J pa ra  os  n v a l o r e s  

r e c e b i d o s  "dos s i n a i s  de en t ra d a  e de r e f e r ê n c i a -  Num 

p rocessament  o em t empo r e a  1 y é nec e ss á r  i o rec:a 1 cu 1 á •••• 

l o s  a cada i n s t a n t e  de tempo e a u t i l i z a ç ã o  das 

equa çõe s  <5) e <6) t o r n a - s e  im p ra t i cá ve l . .  Vê - s e  

e n t ã o a n e c e s is i d a d e d e u m p r o c e s s a m e n t o a d a p t a t i v o 

onde os  c o e f i c i e n t e s  são o b t i d o s  por uma r e l a ç ã o  de 

r ec o r r ê n c i a ,  i s t  o é y dado q u e «

H( n ) = (RN) - l ( n )  r Ux<n)  < 7 . a)

H(n + í  > = (Rn ) " 1 (n + í >  r M~<n + í> <7 .b )

0 o b j e t i v o  é e x p r i m i r  H ( n + í )  em função  de H(n) . .

I!) e f  i n e •••• s e e n t ã o o v e t o r g a n h o rí e a d a p t a •••■ 

ção  y dado pors

G (n )  = (RN) - 1 ( n )  X ( n )  ( 8 )

A p a r t i r  d e s t a  d e f i n i ç ã o  e u t i l i z a n d o  o

1 e m a d e i n v e r s ã o d e m a t r i z  e s L i  3 , c h e g a •••• s e e n f  i m a o 

P r o c e d i m e n t o i t e r a t i v o d e m í n i m o s q u a d r  a d o s y q u e 

f  o r n e c e a a d a p t  a ç ã o d o s c: o e f  i c i e n t e s - 0 a 1 g o r i t m o M Q 

é c o n s t i t u i d o p e 1 a s t r ê s e q u a ç o e s e g u i n t e s »

*  C á l c u l o  do ganho de ad ap ta çã o :

í
G(n+Í) = ---------------------------------------------------  í Rn ) " 1^ )  X (n+Í) ( 9 )

*  + X *(n+ í) <R«)-4(n> X (n+Í)

* Cálculo de matriz inversa de autocorrelação:

íSN}_i(n+í) = _í_ C(RN)-1(n) - G(n+í) X1 (n+i)<Rn)-1ín)3 <i.0;
w

* Cálculo dos coeficientes do filtro adaptat ivo:

H(n+Í) = H(n) + Gín+L> Cy(n+í) - X*(n+í) H(n>3 (iri.)

E s t e a 1 g o r i t: m o y p o s s u i u m n i.i m e r o d e m u 11 i •••• 
plicaçoes proport ional ao quadrado cia ordem do 
f i 1 1 r o N= , d e v i d o á s o p e r a ç o e s rn a t r i c i a i s e nvolvi -- 
das- E s t a c o m p 1 e x i u a d e é cl e m a s i a d o e 1 e v a d a p a r a 
algumas aplicações em tempo real, daí a necessidade 
d e s e b u s c a r a 1 g o r i t m o s m a i s s i rn p 1 e s ..

U m a a p r o x i m a ç ã o p a r a r e d u z i r o s c á 1 c u 1 o s e
s i m p 1 i f i c a i" a i rn p 1 e rn e n t: a ç ã o d e f i 1 1: r o s a d a p t a t i v o s 
c on s í st e em sup or q ue x ( n ) é um r u í d o b r an c o - Des t a 
f o r m a , a rnat r i z d e a u t o c o r r r e 1 a ç ã o é d i a g o n a 1 e o
g a n h o d e a d a p t a ç ã o é d a d o p o r s

G = fÀ In X(n ) < í 2 )

Os coeficientes são diretamente calculados
P ela expressãos #

H(n+i> = H(nJ +/i X(n) Cy(n+i) - X*(n+i) H(n)3 (1 3 )

o n d e /x é u m a c o n s t a n t e cl e a d a p t a ç ã o e s colhida e m 
função da potência de x(n) e da precisão e rapidez 
d e c o n v e r g ê n c i a d e s e j a d a s .. A o p e r ação ( í 3) , c o rn 
apenas 2N multiplicações e 2N adições, constitui o 
algoritmo cio gradiente estocástico para um filtro 
adaptativo de estrutura transversal, visto aqui como 
uma simplificação da técnica de mínimos quadrados -

Várias mod if i c aç o es podem ser ac rescen- 
tadas ao algoritmo do gradiente para melhorar seu 
d e s e m p e n h o , c o m o a introdução de u m fator d e 
ponderação ou a utilização de um parâmetro de 
adaptação /x(n) vari ável-

A 1 ém cl e sua s i rnp liei dade , o a 1 gor i t rno d o 
gradiente possui várias vantagens tais como sua 
ro bu st ez em re1 aç ã o ao cont exto de u t i1 i z a ção, 
a p 1 i c a s e a o s d i v e r s o s t i p o s ci e e s t r u t u r a d e f i 1 1 r o 
e a p i r e s e n t a b o a s p r o p r i e cl a d e s n o q u e d i z r e s p e i t o à 
est ab i1 i dade- Ent retanto, ex i st em algumas 1 i m i tações 
no desempenho desta classe de algoritmos que não 
P o d em s e r t o 1 er a d a s e m d i v e r s a s ap 1 i c a ç o e s .. Se u s 
P i" i n c i p  a i s cl e f e i t: o s s ã o a c o n v e r g ê n c i a 1 e n ta, e m 
relação à técnica de MQ, e um desempenho dependente 
das propriedades estatísticas do sinal de entrada. 
De fato, q uanto mai s c orr e1aci onad o for este sinal, 
P  i o r s e r á o cl e s e m p  e n h o d o g r a d i e nte, o que é 
coer ente po i s neste caso a h i p ótese assumi da em (í2  ) 
e s t á 1 o n g e d e s e r v e r i f i c: a d a «

0 princípio dos algoritmos MOR está en 
realizar o critério de mínimos quadrados, apresen- 
t a n d o u m c o m p i e x i d a d e d e o p e r a ç o e s p r o p o r c i o n a 1 a N 
e ri ão a Na „ Est es a 1 gor i t mos p  o s s  i b i 1 i t am o cá 1 cu 1 o 
de G(n+í) em (9) sem cálculos matriciais- Então, 
e 1 e s a p r e s e n t a m o rn e s rn o d e s e m p e n h o e r a p i d e z d e
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c o n v e r  g ê  n c i a , n o se  n t i ci o d e n u m e r q d e i t o? r  a ç o 0  s 

n0 <:: 0 s s á r  i as , qu0  os  a 1 go r  i t  mos il Q m a s  sao r á p i d o s  

n o s 0  n t i d o d 0 q u 0  c a d a i t 0  r  a g: á o n 0  c 0  s is i t: a u m a 

q u a n t i d a d 0  m 0  n o r d 0  c á I c: u 1 o is «

0s a 1 g or  i t: mos MQR b as  0 i am•••• s 0  n o s  f  i 11 r os 

d 0  p r 0  d i g: á o 1 i r i 0  a r  p r  o g r 0  s is i v a 0  r 0 t r 6 g r  a d a ., A s is i m , 

a n t 0  s d 0  a p r  0  s 0  n t á I o s 7 v a m o s r  0  v 0  r a 1 g u n s p o n t: o s 

b á s i c o s s o b r  0  o f  u n c i o n a m 0 n t o d 0  p r  0  d i fc o r  0  s „

I I I -  P r e d i ç ã o  L i n ea r

Os f i l t r o s  de p r e d i ç ã o  l i n e a r  c on s t i t ue m  

u m a c 1 a s s 0 p a r t i c: u .1 a r  d 0  f  i 1 t r  o s d i g i t a i s >• c a r a c 10  - 

r  i z  a d a p 0 1 o c á 1 c u 1 o d 0  s 0  u s c o 0  f  i c i 0  n 10  s 0  p e 1 a s

0  s t r u t u r  a s d 0  i m p 10  m 0  n t a g: á o a d o t a d a is - A p r 0  d i ç ã o

1 i n 0  a r  0  s p b 1 r 0 1 u d o u m a 10  c n i c: a f  u n d a m 0  n t a 1 d 0  a ri á 1 i -  

s e  de s i n a l  com a p l i c a ç õ e s  nos mais v a r i a d o s  campos 

d 0  p r oc e sísamento d 0  s i n a i s 0  d a an á 1 i s 0  0 s p ec t r a 1 

C53 .
Um p r e d i t o r  l i n e a r  a d a p t a t i v o  pode s e r  

0  n c a !'■ a d o c o m o u m a p a r t: i c u 1 a r i z  a ç ã o d o 0  s q u 0  m a d a 

f i g u r a  1, onde o s i n a l  de r e f e r e n c i a  0  a p r ó p r i a  

entrada. .  Assim,- os c o e f i c i e n t e s  a .  ( í  < i < N)  do 

p r e d i t o r  sao  a q u e l e s  que minimizam a p o t ê n c i a  do 

s i n a 1 N
e m( n )  = x < n > - ^ r  a ,  X C n - i )  ( 1 4 )

1 = 1
E m o 1.1 1 r a s p a 1 a v r a s , t r a t a s 0  d 0  o b t 0  r  u m 

v e t o r  ó t imo  AM dado por  a

A* = [air a», - - - , ( 15)

c: u J a c o m b i n ação  l i n e a r c o m o s v a 1 o r e s p a s s a d o s 

x(n— i>, í { i \< Nx f o r n e ç a  uma e s t im aç ão  £( n > do 

s i n a 1 d 0  0  n t r  a d a u D 0  s t a f  o r m a x 0 s t i m a •••• s 0  a i n f  o r -•

mação r e c e b i d a  com a en t ra d a  de um novo v a l o r  x (n ) 
d o s i n a 1 de d a d os  ..

P o r o u 11" o 1 a d o , 0  m s 0  t r a t a n d o d 0  u m f" i 1 -

t r o t r  a n s v 0 r  s a 1 d 0  o r d 0  m N, u m a n o v a 0  n t r a d a i m p 1 i c a

«i 0 m p r 0  n a p 0  r  d a d 0  u m d a d o m a i s a n t i g o x ( n -N ) - 0

abandono d e s t a  i n fo rmação  pode também s e r  e s t im ad o  

P o r u m o u t: r o f  i 11 r o d i t o p r 0  d i t o r r 0 1 r ó g r a d o q u 0 

min imi za  o erro ! :
N

eb(n) = x(n-N) - ̂  b 1 x<n—N+i) (ló)
i =1

onde  B é  o v e t o r  de c o e f i c i e n t e  ó t imo s  b § , í  4. i v< N , 

que s a t i s f a z e m  o c r i t é r i o  e s t a b e c i d o ,  i s t o  é ,  a 

mi n i m i z a ç ã o  da pot ênc  i a do s i  nal  d0  e r r o  e to (n >
0 s c o 0 f  i c i 0  n 10  ir> d 0  p r 0  d i ç: ã o p o d 0  m t a m b 0  m 

s e r  o b t i d o s  de mane i ra  a d a p t a t i v a ,  a p a r t i r  dos 

e r r o s  o b t i d o s  a cada i n s t a n t e  de tempo p e l a s  

e x p r e s s õ e s ::

em(n) = x<n> - A*(n-í> X(n-í) (17.a)
eb<n) = x(n-N) - B*= (n-í) X(n) <í7.b)

R 0  c a 1 c u 1 a -• s e 0  n t á o o s c o 0  f  i c i 0  n t 0  s d 0  p r 0  •••• 

d i g: ã o , u t i 1 i z  a n d o o g a n i"i o d 0  a d a p t a ç ã o d 0  f  i n i d o c o m o 

o p i'- o d u t o e  n t r 0  a m a t r i z  d 0  a u t o c o r  r 0 1 a ç ã o i n v e r s a 0  

o v 0 1 o r d 0  d ados X ( n ) „

A ( n ) = A ( n - í )  + G ( n - i )  e * ( n )  (18.a)
B ( n )  = B ( n - í ) + 6 < n )  eb (n> (18.b)

En f i  m x se  i n t r  od uz i rmos os  c o e f i  c i 0 n 1es  j  á 

i" e c a 1 c: u 1 a d o s A ( n ) 0  8 < n ) n 'a s 0  x p r 0  ííí s o 0  s ( 2 7 )  o I::* t 0  m o s 

o s 0  r  i" o s d 0 p r  0  d i g: á o d i t o s  " a  p o s t e r i o r i " ,  d a d o ííí 

por

e~<n> = x<n )  -  Afc(n) X ( n - Í )  ( 1 9 . a )

Eb(n)  = x ( n - N )  -  B ( n ) X(n> ( 1 9 . b )

Os c o e f i c i e n t s  de p r e d i ç ã o  p r o g r e s s i v a  0  

r e t r ó g r a d a  0  o s  e r r o s  "a prior\ " 0  "a posterior i", 
a p r 0  s 0  n t: a d o s b r  0  v 0 m 0  n 10  n 0  s t a s 0  ç ã o x c ons t  i t u 0  m o s 

pa râ m e t ro s  b á s i c o s  dos  a l g o r i t m o s  MORr q u e  s e r ã o  

a p r e s e n ta d o s  em s e g u i d a .

IV- Os Algoritmos de Mínimos Quadrados Rápidos (MQR)

F o r m a l  m e n t e x o s  a l g o r i t m o s  r á p i d o s  b a s e i a m
íííe no f a t o d 0 q ue 0  v e t o r  de d a d 0  ííí X(P ) p os su i  a
p r o p r i  edade d 0 de s 1 0  c a m 0  n t 0  , i s t  a  é , 0  novo  v e t o r
X ( p + í )  é o b t i d o a p a r t i r  de X ( p ) p e  10 s i  mp1es

d s  1 o c a m 0  n t o d e s 0  u s 0 1 0  m 0  n t o s 0  i n t r o d u ç ã o d o n o v o 

v a 1 o r X ( p  + í  ) x t a 1 c o m o m o ííí t r  a m a ííí 0  x p r  0  s ííí o 0  ííí a b a i x o .

Xt(p) = Cx(p), x ( p - í x (p-N)I
(2 0 )

X*(P + í) = C x(p + í >, x (p ), x(p —í),-.. x<p-N>I

L e v a n d o - s e  em c o n t a  e s t a  i m p o r t a n t e  p r o 

p r i e d a d e ,  0 p o s s í v e l  c a l c u l a r  o g a n h o  de a d a p t a ç ã o ,

t a l  q u e  d e f i n i d o  em ( 1 4 ) ,  com uma q u a n t i d a d e  d te 

c á 1c u 1 o s r  0 d u z  i d a , p r  o p o r c i  o n a 1 a N„ A p r  i m e i r a  

v e r s ã o  d o s  a l g o r i t m o s  r á p i d o s  f o i  a s s i m  d e d u z i d a  na  

i" c: f  0 r  0 n c i a i" 61 . E s t: a p r  o p r  i 0 d a d 0 0 c: a r  a c t  e-r í s  t  i c a de 

f  i 11 1" o s d 0 0 s  t  r  1.11 u r  a t  r  a n s v 0 r  s a 1 , c u .j a b u ííí c a d o ííí

c o e f i c i e n t e s  ó t i m o s  n o s  l e v a  a um s i s t e m a  de 
0 q u a ç 0 0 s 1 i n e a r e s .  D0 uma manei  r a  m a i s  i n t u  i t  i v a , 

P o d 0 -  s  0 t  a m b 0 m j  u ííí t  i f  i c a r  a r  0 d u g: ã o d 0 <:: o m p 10 x i d a d 0 

p 0 1 í j f  a t  o d 0 q u 0 t: o d a a i n f  o r  m a ç ã o c o n t  i d a  n a m a t  r  i z 
i n v e r s a  de  a u t o c o r r e i  a ç ã o ,  que  i n t e r v e m  no  c á l c u l o  

do g a n h o  de a d a p t a ç ã o ,  p o de  s e r  o b t i d a  a t r a v é s  d o  

c o n j u n t o  de e r r o s  0 de c o e f i c i e n t e s  de p r e d i ç ã o  

l i n e a r .  E n t ã o ,  num c o n t e x t o  a d a p t a t i v o ,  é m a i s  

s i mp 1 e s  c a 1 c u l a r  i t  e r  a t  i vamen t  e e s t  es  c o e f  i c i en t. es  0 

a p a r  t  i r  d 0 10 s  o b t  e r  o g a n h o d e a d a p t  a ç ã o , d o q u 0 

c: a 1 c u 1 a v a m a t  r  i z i n v  e r  s a d 0 a u t  o c o r  r  0 1 a g: ã o p e  1 a 

e q u a ç ã o  ( í ó ) .  Os a l g o r i t m o s  r á p i d o s  se d i v i d e m  em 

d o i s  g r u p o s ,  os  que  b a s e i a m  os  c á l c u l o s  s o b r e  os  

e r r o s  de p r e d i ç ã o  a P r i o r i  0 os  que u t i l i z a m  os  

e r r o s  a p o s t e r i o r i . .  I r e m o s  , m o s t r a r  em s e g u i d a  os  
a l g o r i t m o s  MQR-í, do p r i m e i r o  t i p o ,  também c hamado 

Fl< ( " F a s t  K a l m a n ,  r e f e r ê n c i a  C 6 I )  e MQR- 2 ,  d o  

s e g u n d o  t i p o ,  d i t o  FAEST ( " F a s t  a p o s t e r i o r i  

e s t i m a t i o n  s e q u e n t i a l  t e c h n i q u e " ,  r e f e r e n c i a  C73) .  

Uma o u t r a  v e r s ã o ,  p r ó x i m a  do FAEST,  é o a l g o r i t m o  
F T F ( "  F a s t  i: r  a n s v 0 r  s a 1 f  i 11 e r  " ,  r  0 f  0  r  ê n c i a C 8 1 ) -
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TABELA -  í

ALGORITMO DE MÍNIMOS QUADRADOS RÁPIDO -  MQR í  

q u a n t i d a d e  d i s p o n í v e i s  n o  i n s t a n t e  n

. ve to r de co e fic ie n te s  de f i l t r o  adapta tivo  : H(n)

. ve to r de c o e fic ie n te s  de predição p rogress iva : A<n)

. ve to r de c o e fic ie n te s  de predição re trógrada  : B(n)

. ve to r de dados : Xín)

. ve to r de ganho de adaptação : G(n)

. e rro  de predição acumulado : E „(n)

n o v o s  d a d o s  no  i n s t a n t e  ( n + í )

. Dado recebido : x (n + í)

. S ina l de re fe rê n c ia  : y (n + í)

c á l c u l o  de  n o v o  g a n h o  de  a d a p t a ç a o

. e rro  de predição progressiva  : e»(n+ i) = >;(n+i) -  AMn) X(n)

. c á lcu los  dos co e fic ie n te s  de predição progressiva  : A(n+í)=A(n) + G(n) e ,(n + í)  

. e rro  de predição progressiva  a p ó s te r io r i : ^ ( n + í )  = >;(n+í) -  At (n+i> X(n)

. e rro  de predição progressiva  acumulado: E .ín + í)  = wE*ín) + c *(n + í)  C *ín + í)

. ganho de adaptação in te rm ed iá ria :

1  e .(n + í)  r  i  1  rM (n + í f |

* --------G(n)J Em(n + Í) L ~ A (n )J  |_m<n+í )J

. e rro  de predição re trógrada  : eb(n + í) = x(n+ í-N ) -  B*(n) X(n+í)

. ganho de adaptação : í
G(n+Í) = --------------------------- CH(n+í) + a (n+ í) B(n)3

í-m (n+ í) eb (n+ í)

. c o e fic ie n te s  de predição re tró g rad a : B (n + i) = B(n) + G(n+í) eb(n + í>

o p e r a ç õ e s  do  f i l t r o  a d a p t a t i v o

. cá lcu lo  do s in a l de e rro : e (n+ í) = y (n + í> -  HMn) X(n+i)

. c á lc u lo  dos novos c o e fic ie n te s : H(n+Í) = H(n) + G (n+i) e (n+ í)

N° de m u ltip lic a ç õ e s : Í0N + 4 

N° de d iv isõ es  : 2

V- DESEMPENHO E ESTABILIDADE

O d 0  s 0  m p 0  n h o d a f  i g u r a •••• 2 m o s t: r a a s u p 0  r i o -  

r i d a d c  dos a l g o r i t m o s  MQR em r e l a ç ã o  ao g r a d i e n t e  

pa ra  uma ap 1 i c: aç ão i n t e r  essan 10  d e p r ed i t o r e s

a d a p t a t i v o s ,  a l o c a l i z a ç ã o  de f r e q u ê n c i a s -  Nesse  

c a s o ,  o s i n a l  de e n t ra d a  és

x(n) = sen ( 2 i r  .0, ín ) + s i n (2tt.0, Í5n > + b ( n >  <2i)

o n d e h ( n ) é u m r u í d o b r a n c o d e p o t é n c i a í Qr A „ A 
figura 2 mostra a evolução dos coeficientes de 
predição, no caso um filtro de quarta ordem, e dos 
r e s p e c t i v os z e r o s d o p r e (d i t o r - T e m o s p r i rn eiro (f ig. 
2 •••■ A > o a 1 g o r i t m o d o g r a d i e n t e e , n o is e g u n d o caso, a 
a p 1 i c a ç ã o d o a 1 g o r i t m o M Q R •••• :i. „

P a r a e s t e t i p o d e s i n a 1 , p o d e s e m o s t r a r 

que os  c o e f i c i e n t e s  ó t imo s  devem s e r  t a i s  que o s  

z  e  r o s d o p r e d i t o r  s i t u e m -  s e s o b r e o c í r c u 1 o u n i t á r i o 

d o p 1an o z , na p o s i ç ão r e 1 at  i v a à s f  r e q uê n c i a  s de

TABELA 2

ALGORITMOS DE MÍNIMOS QUADRADOS RÁPIDO MQR-2 

q u a n t i d a d e  d i s p o n í v e l  no  i n s t a n t e  n

. ve to r de c o e fic ie n te s  do f i l t r o  adap ta tivo  : H(n)

. ve to r de c o e fic ie n te s  de predição p rogress iva  : A(n)

. vetor de coeficientes de Predição re trógrada  : B(n>

. ve to r de dados : X(n)
, ve to r de ganho de adaptação : G '(n )
. e rros de predição acumulados : E *ín ) e Eb(n)
, fa to r  de proporc iona lidade  entre  os e rros de predição : <*(n)

n o v o s  d a d o s  no  i n s t a n t e  ( n + í )

. dado recebido : x (n + í) .s in a l de re fe rê n c ia  : y (n + í)

c á l c u l o  do  n o v o  g a n h o  de  a d a p t a ç ã o

. e rro  de predição progressiva  : e .ín + í)  = x(N +í) -  A*(n) X(n)

. e rro  de predição prog. a p o s te r io r i : e * (n + í)  = we»(n+í) /  o (n )

. c o e fic ie n te s  de predição progressiva  : A (n+í) = A(n) + G(n) £»(n+í) w_1 

. e rro  de predição acumulado : E»(n+ i) = wE,(n) + em(n + í> £*(n+ í)

. ganho de adaptação in te rm ed iá rio :

H '(n + i)  

m '(n + í)

. e rro  de predição re trógrada  : eb (n + í) = m(n+í) Eb (n)

. ganho de adaptação : G "(n+ í) = M '(n + í) + « '(n + í)  B(n)

. fa to r  de proporc iona lidade  in te rm ed iá rio : a., (n + í) = o (n ) + ( e , ) 2(n+ í)
E*(n)

. fa to r  de prop. entre  e rro s  de p redição :a (n + í)  = a t (n+ í) -  m '(n+ í) ebín + í)

. e rro  de predição re trógrada, a p o s te r io r i :  £b (n + í) = web(n + í)/« (n + í)

. e rro  de pred. re trógrada  acumulado: Eb (n+ i)=  wEb (n) + euín+DEhín+í)

. C oe fic ien tes  de predição re tró g rad a : B(n+Í)= B(n) + w l G '(n+ í)E t,(n+ í)

o p e r a ç õ e s  d o  f i l t r o  a d a p t a t i v o

. cá lcu lo  do s in a l do e rro  : e ín + í) = y (n + í) -  H*(n) X(n+í)

. c á lc u lo  do e rro  a p o s te r io r i : e ín + í)  = e (n + í)/w a (n + i)

. cá lcu lo  dos novos co e fic ie n te s  : H ín+í) = H(n) + G '(n ) w- i e(n+í)

N° de m u ltip lica çõ e s  : 7N + í í  

N° de d iv isõ es  : 2

[0 "1 e .(n + í)  T  i

, + ----
G (n )J  E*(n) L  -A (n )J

e n 1 1" á d a L" 9 "I y e s t: a s p o s i ç õ e is e s t: ã o i n d i ç adas  p e 1 o s 

P on t os  A , A ' , B e B ' „

V e r i f i c a - s e  e n t ão  que,  após  í@00 i t e r a 

ç õ e s ,  o a l g o r i t m o  com p  ~ 0 , 0 í  não c o n v e r g e  para  o s  

b o n s v a 1 o r e s , m a s i n d i e: a a s u p o s t a p r e s e n ç a d e u m a 

ún i c a f  r  eq uên c i a d e va 1 o r  i n t: e r  med i ár  i o .. De f a t o  as  

s> i m u 1 a ç õ e s e f  e t: u a d a s m o s t: r a m q u e , n e s t a s> c o n d i ç õ e s ,

0 a 1go r  i tmo do gr  a d i e n t e  ’ n e c e s s i  t a c e r c a  de í  0 »

1 t e i" a ç õ e s p a r a a t: i n g i r o s v a 1 o r e s ó t i m o  s „

P o r o u t r o 1 a do o a 1 go r  i t: m o M Q R -  í  • c o n v e r g e 

com c e r c a  de 700 i t e r a ç õ e s ,  u t i l i z a n d o - s e  um f a t o r  

cie ponde ração  w = í  -  fí = 0 . 9 9 ,  de mane i ra  a que os 

do i s a 1g or i t mos t enham cond i ç õ e s  seme1han t e s  d e 

f  u n c i o n a m e n t o E! 4 "1

D e  f  a t o , o p r o c e s s a m e n t o d è s> i n a i s  s  e n o i •••• 

d a i s t o r n a -  s e d e 1 i c a d o p a r a a 1 g o r  i t rn o s d o t i p o g r a •••• 

d i e n t e ,  d e v i d o  ao f a t o  de s e r  um s i n a l  que possui  

uma e 1e vada c o r r e l a ç a o „

248



0 p r o b 1ema c r  í t  i co  d o s  a 1g o r i  tmos MGR r q ue

c o n s t i t u. i a p r i n e i p a 1 d i f  i u  1 d a d e p a r a s u a a p 1 i c a ç a o 

P r  á t  i c a , é a i n s t a b i 1 i d a d e a p r  e s e n t a d a d e v i d o à 

P i" e i s ã o f  i n i ‘ t a d o s c á 1 c u 1 o s e f  e t u a d o s e m p r o c e s s a -  

d o r e s »

B as  i cámen t e ? os  a 1 go r  i t mos MGR p os s uem 

fc r e s c: i c I o s d e a d a p  t a ç. o e s o n d e o c á 1 c: u. 1 o d o g a n h d 

e f e t u a  a l i g a ç ã o  e n t r e  os  c á l c u l o s  dos c o e f i c i e n t e s  

de p r e d i ç ã o  p r o g r e s s i v a  e r e t r ó g r a d a -  A e s t i m a ç ã o  

d e s s e  s ú 11 i mos é mui t o s ens  í v e 1 a o s e r r o s d e 

a r r e <:i o n d a m e n t o >■ i n e v i fc á v e i s n o p r o c e s s a m e n t o d o s 

c: á 1 c u 1 o s >• q u e a c a b a m p o r  p r o v o a  r u m a d i v e r g ê n c i a n o 

a 1 go r  i t mo 1" 10"1 „

D e f  a t o , s u p o  n d o - s e q u e u m e r r  o d e a r r e 

d o n d a m e n t o A B ( n ) é s o m a d o a o v e t o r d e e o e f  i c i e n t e s 

r  e t r ó g r a d o s B í n > , t e  r  e m o s a p r o x i m a d a m e n t e n o i n s -  

t a n t e  ( n + l )  LM 3 s

AB(n+í) = { IN Cí + n(n+í) eb(n+í)3 - 8(n+í) X*(n+i)}

AB(n) -AB(n)ABMn) «(n+i) X(n+Í) ( 2 2 )

E n t ã o , s e  AB (n )  é  uma v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  

d e m é d i a z e r o , c o m o é o c a s o n a s o p e r a ç o e s d e 

a r  r e d o n d a m e n t o , a m é d i a de A B A  + i  ) n ã o s> e r á n u 1 a , 

d e v  i d o ao t e r  mo AB( n ) AB * ( n ) d e  média p o s i t i v a .

Ap ó s  d i v e r s a s  i t e r a ç õ e s ,  e s t e  e f e i t o  p ro vo c a  uma 

d i ver  genc i a no c á 1c u 1 o de B ( n ) e , em c o n s eq u ê n c i a ,  

do a l go r i tm o . .

En c: ont r a - s e  na 1 i t e r  at ur a vár  i as p ub 1 i •••• 

c a ç o e s s o b r e m é t o d o s d e e s t a b i 1 i z  a ç ã o d e  s t e s a 1 g o •••■ 

r  i t m o s « A1 g u n s s ã o b a s e a d o s e m r e i n i c i a 1 i z  a ç o e s 

p e r  i ódi  c as  ou na u t i 1 i z a ção  de v a r i  áv e  i s de c o n t r o l e  

L í  í  , í  2 ::i.. 0 u 11" o s d e m a i o r i n t e r e s s e p r á t i c o , p  r o p o e m 

m é t o d o s p a r a f  a z e r  f  u n c i o n a r o a 1 g o r i t m o s e m 

i n t e r r u p g: o e s v P o d e -  s e c i t a r p o r e x e m p 1 o a s r e c e n t e s 

r e f e r  ê n c i a s  L i  3 2 , L í  4 Ti e l i  5 2

Eix i st  e out r o p r ob 1 ema capaz  de pr o v o c a r  a 

i n s t a b i l i d a d e  dos a l g o r i t m o s  MGR e que é bem menos 

c i t a d o  na l i t e r a t u r a -  A v a r i á v e l  Ew( n ) ,  que exp r ime

0 e r r o d e p r e d i ç ã o a c u m u 1 a d o é d a d a p o r  s

Em( n + Í )  = wE » (n )  + e m( n + í )  £m( n + í )  ( 2 3 )

U o  g o , s e o s e r  r  o s d e p r e d i ç ã o t o r n a m •••• s e 

p e q u e n o s o u n u 1 o s , o q u e é o c a s o p o r e x e m p 1 o p a r a 

s i n a i s  s e n o i d a is.. E m ( n > t e n d e r  á t a m b é m a  z e r o , p a r a 

w < i »  Como e s t a  v a r i á v e l  é usada como d i v i s o r  no 

c á 1c u 1 o d o ga n h o , e 1 a n ã o pode s e  r n u1 a e no caso  de

1 m p 1 e m e n t a ç ã o e m rn i c r o p r  o c e s s a d o r e s o n de a d i n á m i c a 

das v a r i á v e i s  é l i m i t a d a ,  e l a  deve  s e r  s u p e r i o r  a um 

1 i m i t e d e t e r m i n a d o ..

. U m a s o 1 u ç ã o s i m p 1 e s m a s e f  i c a z  e m v á r i o s 

c a s o s  é a i n t r  o d u ç ã o d e u m a c o n s t a n t e , d i t a d e 

e s t a b i 1 i z a ç ã o , n a e x p r e s s  a o ( 2 3 ) , d e f  o r  m a q u e e 1 a 

s e  t o r n a »

> Em( n + í )  = wEm( n )  + e » ( n + í )  £m( n + í )  + C (24)

e o e r r o  acumulado mantém-se ac ima de um l i m i t e s

Ea ( n + í  ) >, C 
í -w

A i n  1 1"  o  d  u  ç  ã  o  d  e  s  t  a  c  o  n  s  t  a  n  t  e  p  r  o  v  o  c  a  e  v  i - 

d  e  n  t  e  m e  n  t  e  u  m a  p  e  r  t  u  r  b  a  g: ã  o  n  o  a  1 g  o  r  i t  m o  e  s  e  u  v  a  1 o  r  

d  e  v  e  s e  i" e  s c  o  1 h  i d  o  ,  p a  r  a  c  a  d  a  c  a  i;> o  p  a  r  t: i c  i.jl 1 a  r  ,  d  e  

m a  n  e  i r  a  q  u  e  o  a  1 g  o  r  i t  m o  n  ã  o  p  e  r  c  a  s  u  a  s  p  r  o  p  i" i e  d  a  d  e  s  

d e  o p t i m a l  i d a d o  ..

Enfim, pode™se dizer que o teste final pa™ 
i" a t o d a s s u a s t é c nica s d e e s t a b i 1 i z a ç a o j á p r  o p o s t a s 
é a e x p e r i é n c i a p r á t i c a e e m t e m p o r e a 1 - E n c o n 11-" a - s e 
n a 1 i t e r a t u r a t r a b a 1 h o s s o b r e a i m p 1 e m e n t a ç ã o d o s 
a l g o r i t m o s  MGR em a r i t m é t i c a  i n t e i r a  L16 II e a r e f e 

r e n c i a  L i 7 2  d e s c r e v e  uma e x p e r i ê n c i a  onde e s t e  

a l g o r i t m o  é a p l i c a d o  em tempo r e a l  no ca so  de 

p i" e d i ç á o d e s i n a i s s e n o i d a i s e m m e i o r u i d o s o , n e s t e
t r  a b a 1 i í o u t i 1 i z  a • s e a c o n s t a n t e d e e s t a b i 1 i z  a ã o

d e s c r i t a a c i m a e u m f a t o r d e p o n d e r a g: ã o n a a d a p t a ç ã o 
dos coefi c i entes como me i o de e v i t ar a d i  vergenci a 
d e v i d a a o s e r r o s d e a r r  e d o i í d a m e n t o ..

VI- CONCLUSSO
A p r e s e n t a m o s n e t: e a r t i g o u m !:»r e v e e s t u d o 

s o b i" e o s a 1 g o r i t m o s d e m í n i iíí o s q u a d r a d o s r á p i d o s .. 0 
e n f o q u e d a d o f o i d e n a t u r e z a i n t u i t i v a , c o m a 
i n t e n ç ã o d e c o 1 o c a r a 1 g u n s c o n c e i t o s i:> á iíí i o o s , t a i s
o o iíí o f i 11 r a g e m ó t i iíí a e p r e d i ç á o 1 i n e a r , e d e a p i" e -
s e n t a r o c o n .j u i í t o d e o p e r a ç o e s p a r a d o i s t i p o s 
d esse s a 1 g o r i t m o s .. P a r a u m t r a t a m e n t o m a t e m á t i c o 
m a i s d e ta1h a d o d o a ssu n to, o 1 eitor p o  d e e o n s u11 ar 
várias das referências citadas abaixo- 0 problema de 
e st a b i1 i dad e de st e s a1gori t mos, que v e m s e n d o objeto 
d e d i v e r s a s p u b 1 i c a g: o e ííí- r e c e n t e s , t a m b é m f o i
susc i nt ament e  d i scut i do ..

A p o s s i b i 1 i d a d e d e d i s p o r d e a 1 g o r i t iíí o s d e 
a 11 o d e s e iíí p e n h o , o o iíí u iíí a c o iíí p 1 e x i d a d e p r o p o r c i o n a 1 á
0 r d e m d o f i 11 r o , a fc) r e p e r iíí p e c t i v a s i n t e r e s s a n t: e s e iíí 
v á r i a s á r e a s d o p r- o (" e s s a iíí e n t o d i g i t a 1 .. 0 s r e c e n t e s 
estudos sobre o problema da estabilidade e o 
a p a r e c i m e n to do s p r i iíí e i r o s r e s u 11 a d o s e iíí t e m p o r e a 1
1 e v a m a c r e r q u e , t a ií t o n o c: a iíí p o d a pes q u i s a c orno da 
i n d u. s t ria, d e v e r á s e r i m p o r t a n te o - i m p a c t: o d e s t: a 
i í o  v a g e r a ç ã cí d e a 1 g o r i t iíí cí s a d a p t a t i v o s  -
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a) Algoritmo do Gradiente

b) Algoritmo MQR-Í

figura 2 " Evolução dos zeros e dos coeficientes de um predítor 
adaptativo em presença de sinais senoidais.
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