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RESUMO Apresenta-se uma aplicação para duas técnicas utilizadas na estimação 
espectral de sinais modulados em freqUência, devidas a R. Price e P. M. 
Woodward . Especificamente , estima-se a densidade espectral de potência (DEP) 
associada ao sistema FDM-FM de 1800 canais da EMBRATEL , apresentando-se in
clusive resultados das verificações experimentais . Introduz-se também um novo 
limite superior para a estimativa do erro na aproximação de Woodward.

INTRODUÇÃO

As técnicas de estimação espectral têm se desenvolvido ra
pidamente desde os trabalhos iniciais de Norbert Wiener , no 
tocante à análise de sinais aleatórios . Vez por outra uma téc
nica è transposta ou reformulada para aplicação em um problema 
particular . Novos limites são estabelecidos e a demonstração da 
técnica fica mais rigorosa .

Procura-se nesse trabalho utilizar os teoremas de Woodward 
111 e Price /4/ para aplicação na estimação da densidade espec
tral de potência da portadora de RF (qp FI) do sistema FDM-FM 
utilizado pela EMBRATEL , considerando a abordagem com sinais 
aleatório no processo de modulação /9/.

Vários casos são analisados , para diversos indices de 
modulação , incluindo casos limites , avaliação de erro e 
modulação com tom senoidal.

0 carregamento do sistema foi realizado com um gerador de 
ruido branco gaussiano de faixa limitada .Esse gerador simula a 
banda básica com carregamento nominal, para sistemas com número 
elevado de canais, quando se torna possível a aplicação do teore
ma do limite central /3/, considerando a independência dos canais 
de voz.

Na verificação experimental utilizou-se um sistema rádio 
Philips como modulador, sem prè-ènfase, com frequência interme
diária (FI) em 70 MHz. O gerador de ruido operava na faixa de 316 
kHz a 8204 kHz, para simulação do sinal de banda básica, equiva
lente a um sistema de 1800 canais de voz, Figura 1.

As figuras apresentadas foram desenhadas a partir de fotos 
do equipamento, obtidas do Spectrum Analyser 8553B da Hewlett 
Packard.

MODELAGEM MATEMATICA

No modelo considerado, o sinal FDM-FM é obtido a partir das 
equações abaixo:
s(t) = Acosíw t + v(t) + Y) (1)c

onde A, que representa a amplitude da portadora, w a frequênciac(rd/s) da mesma e D o Índice de desvio em frequência, são FMparâmetros constantes. 0 sinal m(t) representa a banda básica do 
Multiplex no processo de modulação, sendo considerado um processo 
aleatório estacionário, com média nula. A fase da portadora è
aleatória, com distribuição uniforme no intervalo (0,2íT) e 
independente de m(t).

Pode-se então dividir o problema do cálculo da densidade 
espectral de potência (DEP) do sinal (1) acima em três casos, 
discutidos a seguir /9/:

CASO I - Modulação com baixo Índice, B < 0,1.
Nesse caso, pode-se obter a função de autocorrelação do 

sinal s(t) definido em (1) a partir da eq. (3) abaixo, onde E[.] 
representa o operador valor esperado

R (u) = E[s(t)s(t + u)]S
ou seja, 2A
R (u) = —  E[cos(w u - v(t) + v(t + u)] S 2 c
ou ainda, 2
R (u) S —  cosw uE[cos(-v(t) + v(t + u)] +2 c2A—  senw uE[sen(-v(t) + v(t + u)]2 c

(3)

(4)

(5)

como o Índice de modulação é pequeno ( B< 0,1), pode-se expandir 
o seno e o cosseno da equação (5) em séries de Taylor, despre
zando os termos de mais alta ordem para obter:

R (u) S

2A—  cosw uE[l - 2 c
(-v(t) + v(t_+_u)) 

2
2

] +

2A-- senw uE[-v(t) + v(t + u)] 2 c ( 6 )

Tendo em vista que o processo m(t) é estacionário com média
nula, obtém-se,

2A
R (u) = -- cosw u[l - R (0) + R (u)] (7)S 2 c V V
com

Rg(u) = E[v(t)v(t + u)] (8)
R (0) = P = potência do sinal v(t)S V

Para um sinal tipo ruido branco de faixa limitada no inter- 
pode ser calculada em função da po- 

obtendo-se :
valo (w ,w ) a potência P I S  Vtencia P do sinal modulante M

2(w +w )S I  10 2= 2D P FM M

10

3 2_(w w ) (w W ) -SI SIPara valores usuais de P ,w e w

V * '-  ■ ■ sA DEP do sinal s(t) será dada pela transformada de Fourier

(9)

P è da ordem de V

da equação (7), onde se considera R^(0) 
w 2

+

<< 1 /6/

S (w) S
TTA ,= ---[tí(w + w ) + 2 c

2D A S (w + w FM r M c+ ---- [--------4 (w + w )

<f(w - w )] c
S (w - M w )

(w - w ) ( 10 )

S (w) = DEP do sinal de banda básica m(t)M
Pode-se notar na equação (10) que o espectro do sinal FDM-FM 

terá o formato da DEP do sinal de banda básica (e mesma banda 
passante), multiplicado por uma função hiperbólica quadrática, o 
que pode ser observado na Figura 2. Deve-se lembrar que o espec
tro do sinal m(t) é plano dentro da faixa de frequências consi
derada.;
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CASO II - índice de modulação mediano, 0,1 < B < 10

Aqui se enquadra normalmente o indice adotado pela EMBRATEL 
(B = 0,4) /8/, para o sistema FDM-FM de 1800 canais, com uma 
faixa ocupada pelo sinal modulado s(t) de aproximadamente três 
vezes aquela do sinal de banda básica m(t).

A expressão em série de Taylor da equação (5) deve conside
rar agora os termos de ordem superior. Pode-se mostrar /3/ que os 
termos da expansão do seno, por serem momentos conjuntos de ordem 
impar, se anulam para um sinal gaussiano, logo

Para ilustrar o CASO 1 , basta reter os dois primeiros ter
mos da série (18) , introduzir em (17) e aplicar a transformada 
de Fourier para obter a densidade espectral de potência ,

21T A 2 B
S (w) = ——  (l-B/4)í(w±w ) + --/(w±w ± w ) (19)S 2 c ? c M

Espectros de ordens superiores poderão ser obtidos , con
siderando termos adicionais da expansão (18) . A Figura 5 ilus
tra o caso.

2 2 
. , . â ( - v ( t )  + v ( t  + u ) )R (u) = -- cosw uE[l ------------------- +S 2 c 2!

(v(t) + v(t + u ) ) + . . .]
4! ( 11 )

Considerando o interesse especifico no sistema da EMBRATEL 
(B=0,4),- onde a banda passante do sinal modulado não excede o 
quádruplo da banda do sinal modulante m(t), pode-se, sem perda de 
generalidade, desprezar os termos acima daquele de ordem quatro 
em (10) .

R (u) = --cosw u[l - R (0) + R (u)] +S 2 c V V
2

+ “ cosw u(2E[v f t> ] + 6E[v ?t)v It + u)] - 24P R (u)) (12) 48 c V V

Pode-se ver que a contribuição do segundo termo de (12) è 
nenos significativa que o do primeiro em virtude do fatorial no 
denominador.

A equação acima pode ser simplificada com a utilização do
Teorema de Price /4/ /5/ abaixo,
, k r k-1 r-1 k rE[X Y ] = Kr( E[X Y ]dc + E[X ]E[Y ] (13)

c = E[XY] - E[X]E[Y] (14)

Aplicando (13) e (14) em (12) obtém-se:
2 2 A A 2 2R„(u)=--cosw u(l-P +R (u) +— cosw u[12P +12R (u)-24P R (u)) (15)S 2 c V V  48 c V V  V V

Transformando a equação , obtém-se :
2A TÍ iS (w) = --- (1-p +P /2)( 6 (w + w ) + í(w - w )) +

S 2 V V c c
2 2D A  S (w + w )FM M c+ ---- (1-P )---------+4 V (w + w )c
4 2D A  S (w+w ) S (w+w ) FM r M c M c------ [---------* --------- ]
16 TT (w+w ) (w+w ) (16)

A convolução dos espectros e sua posterior adição pode ser 
observada na Figura 3, onde se percebe que a faixa ocupada 
praticamente dobra, como era de se esperar a partir da observação 
do terceiro termo da equação (16).

A aplicação reiterada da fórmula (13) e a adição de mais 
termos à série (11) permitem obter o espectro de densidade de 
potência para qualquer valor do indice de modulação.

No caso senoidal , m(t) = Vcos(w t+^) , a autocorrelação 
será dada por /8/ :

2 w u, A MR (u) = -- J (2Bsen-----) cosw u ,S 2 o 2 c

D V FM (17)

A função de Bessel de primeira espécie e ordem zero J (x)opode ser obtida da fórmula abaixo ,

(--x)4 
1 2  2J (x) = 1 - (--x) + ---- - + ... (18)

o 2 2
(1. 2)

CASO III - Indice de modulação elevado, B > 10.

Um grande indice de modulação provoca um alargamento no 
espectro do sinal modulado, fazendo com que este ocupe uma faixa 
bem superior aquela do sinal de banda básica. Em adição a DEP da 
portadora modulada toma o formato da função densidade de proba
bilidades (fdp) do sinal de banda básica. Esse è o resultado do 
teorema de Woodward /!/ que será demonstrado a seguir /6/.

Havendo um indice de modulação elevado (B > 10), não há 
sentido em desprezar os termos da expansão da equação (4), 
portanto pode-se optar pela fórmula exponencial do cosseno

2A
R (u) = — exp(jw u)E[exp j(-v(t) + v(t+u))] +S 4 c

+ — exp(-jw u)E[exp j(v(t) - v(t+u))] 4 c
( 20 )

A utilização de um estimador linear médio quadrático na
expressão (20) permite esAever /6/:

2A
R (u) = — exp(jw u)E[exp(juv’(t))] +S 4 c

+ — exp(-jw u)E[exp(-juv'(t)] 4 c ( 21 )

Contudo, v'(t) = dv(t)/dt = z , onde z è o desvio na
frequência instantânea da portadora s(t), logo:

2A
R (u) = — exp(jw u)E[exp(jzu)] +S 4 c

+ --exp(-jw u)E[exp(-jzu)3 4 c

Tendo em conta que, 
f ooE[exp(jzu)] =( p (z)exp(jzu)dz J-oo Z

( 22 )

(23)

onde p (z) é a função densidade de probabilidade do processo 
Zz - dv(t)/dt , aqui considerada simétrica.

Pode-se calcular a transformada de Fourier da equação (22), 
obtendo-se,

. 2

(24)KAS (w) = -- [p (w-w ) + p (w+w )]S 2 Z c Z c

Levando-se a definição de z à equação (2), percebe-se que
z = D m (t), portanto,FM

p (z) = ---p (---) (25)Z D M DFM FM
onde p (.) é a fdp do processo m(t).M

A substituição de (25) em (24) leva finalmente à equação da 
densidade espectral da potência do sinal FDM-FM faixa larga,

2 w-w w+w
(26)TÍAs (w> = ----[p (-----) + p (--— )]S 2D M D M DFM FM FM

Como a fdp do sinal de banda básica é gaussiana, para 
carregamento nominal, pode-se escrever,

2

p (m) = exp ( - -- )M N/2ÍIP 2PM M
(27)
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com P = R (0) = potência do sinal de banda básica.M M
Portanto, a DEP do sinal FDM-FM com indice de modulação 

elevado será dada por:

S (w) = TT A
(w+w )

2D V21TP FM l
exp[- 2D P FM M

(28)

A Figura 4 ilustra esse caso extremo. Nota-se que o desvio
eficaz em frequência será dado por D e  a banda passante 

• , ” - r-— FM Maproximada por 2D VP FM M
Pode-se notar que o formato da DEP do sinal modulado não 

depende da DEP do sinal modulante , mas apenas de sua fdp .
Um tom senoidal , como o referido anteriormente , tem fdp 

dada abaixo ,

p (m) = -- -f===L^=---- , |m| < V (29)

Consequentemente , a modulação em faixa larga com um tom 
senoidal leva à DEP seguinte ,

S (w ) = - _ _
s \2 V V  D

2 St- (w+w ) FM c

Iw I < VDFM (30)

O sinal modulado ocupa , 
aproximadamente igual a 2VDFFigura 6 .

ESTIMAÇAO DO ERRO

nesse caso , uma banda passante 
. Sua DEP está ilustrada na

A utilização do estimador médio quadrático na expressão (20) 
leva a um erro de aproximação dado pela expressão seguinte :

E (u) = R (u) - R (u) (31)

Substituindo-se as expressões para R (u) e R (u) , utili
zando-se a expansão das exponenciais em série de Laurent com 
resto , avaliando-se os valores esperados e tomando-se o módulo 
do erro tem-se ,

2

|Eg(u)| < ^-|u 2E[ (v1 <t)) 2] - E [ <v(t+u) - v(t)) 2J | (32)

Levando em conta a desigualdade abaixo /3/ ,
2

u E Q(v*(t)) ] > E[ (v(t+u)-v(t)) J > ---E[ (v1(t))2] , (33)

|Es(u)

Chega-se finalmente a 

42 2 A u< -ru TT:
)E[ ( v ' (t)) ] (34)

Considerando que a multiplicação de v(t) na expressão (1) 
por um indice B leva à expansão do espectro do sinal modulado 
s(t) , sendo equivalente à divisão do argumento do sinal modu
lante em (2) pelo mesmo indice e supondo a utilização de um
filtro gaussiano com banda passante W = D \/p~, chega-se ao er-FM Mro normalizado em freqliencia abaixo:

E (w) S B

1^868

2B
(35)

A expressão acima mostra que o erro decresce com o quadra
do do indice de modulação ( pelo menos ) , tornando-se menor que 
1,9% para B = 10 . A estimativa de Bachman dá um valor em torno 
de 0,13% enquanto a estimativa de McAlpine fornece um erro em 
torno de 2,1% 12/. A curva (35) situa-se entre as curvas obtidas 
por Blachman e McAlpine e , aparentemente , apresenta melhores 
resultados .

F i  g . 1

FREQUENCY

F i  g . 2

F i g  .3 F i  g . 4

EREQUENCY

Fi  g .5  F i  g .6

Densidades espectrais de potência para os casos analisados .

CONCLUSÃO

Foi desenvolvida uma aplicação dos teoremas de Price e Wood- 
ward na estimação espectral , incluindo o estabelecimento de ura 
novo limite para o erro de aproximação cometido na aproximação de 
Woodward.

Apresentou-se um modelo para análise do sistema FDM-FM , 
considerando um sinal de banda básica aleatório e estacionário. 
Foram estudados e simulados os vários casos possíveis para 
o indice de modulação e sua influência na banda passante e na
densidade espectral de potência do sinal FDM-FM. O Caso I se
verifica com baixo nivel de carregamento do sistema. O Caso II 
apresenta as curvas esperadas para carregamento nominal padroni
zado pelo CCIR. 0 Caso III ocorre apenas em testes, mas pode
aproximar o Caso II com um erro que è função do indice de
modulação . O caso III se verifica normalmente em sistemas de ra-
dio-difusão , mas a fórmula (26) também è útil para se estimar o 
ruido de quantização de codificadores de fonte /10/ /ll/.
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