ESTIMACAO DA DENSIDADE ESPECTRAL‘bE POTENCIA DO SISTEMA FDM-FM

DA EMBRATEL

M.S. ALENCAR
Departamento de Engenharia Elétrica da UFPb
Av. Aprigio Veloso, 882 - Bodocongd
58.100 - Campina Grande - Pb

RESUMO Apresenta-se uma aplicagdo

espectral de
Woodward .
associada

para duas técnicas utilizadas na estimagdo
sinais modulados em freqliéncia,
Especificamente , estima-se a densidade espectral de poténcia (DEP)
ao sistema FDM-FM de 1800 canais da EMBRATEL ,
clusive resultados das verificagdes experimentais .

devidas a R. Price e P. M.

apresentando-se in-
Introduz-se também um novo

limite superior para a estimativa do erro na aproximagio de Woodward.

INTRODUCAO

As técnicas de estimagdo espectral tém se desenvolvido ra-
pidamente desde
tocante

os trabalhos iniciais de Norbert Wiener , no

4 anadlise de sinais aleatérios . Vez por outra uma téc-
nica & transposta ou reformulada para aplica¢do em um problema
particular . Novos limites sdo estabelecidos e a demonstragdo da

técnica fica mais rigorosa .

Procura-se nesse trabalho utilizar os teoremas de Woodward
/1/ e Price /4/ para aplicag¢do na estimag¢do da densidade espec-
tral de poténcia da portadora de RF (gu FI) do sistema FDM-FM
utilizado pela EMBRATEL , considerando a abordagem com sinais
aleatdédrio no processo de modulagdo /9/.

Varios casos sdo analisados , para diversos indices de
modulagdo , incluindo casos limites , avaliagio de erro e

modulagdo com tom senoidal.

0 carregamento do sistema foi realizado com um gerador de
ruido branco gaussiano de faixa limitada .Esse gerador simula a
banda basica com carregamento nominal, para sistemas com ntmero
elevado de canais, quando se torna possivel a aplicag¢do do teore-
ma do limite central /3/, considerando a independéncia dos canais
de voz.

Na verificagdo experimental utilizou-se um sistema radio
Philips como modulador, com frequéncia interme-
didria (FI) em 70 MHz. O gerador de ruido operava na faixa de 316
kHz a 8204 kHz, para simulagdo do sinal de banda badsica, equiva-
lente a um sistema de 1800 canais de voz, Figura 1.

As figuras apresentadas foram desenhadas a partir de fotos
do equipamento, obtidas do Spectrum Analyser 8553B da Hewlett
Packard.

sem pré-énfase,

MODELAGEM MATEMATICA

No modelo considerado, o sinal FDM-FM & obtido a partir das

squagdes abaixo:

s(t) = Acos(w t + v(t) +7¥) (1)
C
t
v(t) =D gm(t)dt (2)
FM o
onde A, que representa a amplitude da portadora, w a frequéncia

(rd/s) da
parametros constantes.

mesma e D o indice de desvio em frequéncia, sdo
0 sinal m(t) representa a banda basica do

Multiplex no processo de modulag¢do, sendo considerado um processo

aleatdério estaciondrio, com média nula. A fase da portadora &
aleatdéria, com distribuicdo uniforme no intervalo (0,211) e
independente de m(t).

Pode-se entdo dividir o problema do cdlculo da densidade

espectral de poténcia (DEP) do sinal (1) acima em trés
discutidos a seguir /9/:

casos,

CASO I - Modulagdo com baixo indice, B < 0,1.
Nesse caso, pode-se obter a fungdo de

sinal s(t) definido em (1) a partir da eq.

representa o operador valor esperado

autocorrelagdo do
(3) abaixo, onde E[.]
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Rs(u) = E[s(t)s(t + u)] (3)
ou seja,
" 5
R (u) = -- E[cos(w u - v(t) + v(t + u)] (4)
N 2 c
ou ainda,
A2
R (u) = -- cosw uE[cos(-v(t) + v(t + u)] +
S 2 ¢
A2
= 5— senwcuE[sen(—v(t) + v(t + u)] (5)

como o indice de modulagdo & pequeno ( B< 0,1), pode-se expandir

o seno e o cosseno da equagdo (5) em séries de Taylor, despre-
zando os termos de mais alta ordem para obter:
2 2
A -v(t) + v(t + u
R_(u) = -— cosw uE[l - -E--S-z——-———-——-l)] i
S 2 o 2
A2
s senwcuE[—v(t) + v(t + u)] (6)
Tendo em vista que o processo m(t) & estaciondrio com média
nula, obtém-se,
A2
R (u) = == cosw u[l - R _(0) + R _(u 7
s 2 £ [ = v( )] (7)
com
R_(u) = E[v(t)v(t + u)] (8)
RS(O) = Pv = poténcia do sinal v(t)

Para um sinal tipo ruido branco de faixa limitada no inter-
valo (w_,w ) a poténcia P pode ser calculada em fung¢do da po-

téncia PH do sinal modulante , obtendo-se :
W W
2 : : 1
P =2D P |=====—- - (9)
v FM M 2
(w w_) (waI)
_, Para valores usuais de PM ,wI e ws 7 Pv ¢ da ordem de
10 P78/,
A DEP do sinal s(t) serd dada pela transformada de Fourier
da equagdo (7), onde se considera R (0) (6 1/6/
TA
S (W) = ——-[dlw+w) + 4lw-w)]+
S 2 (o] c
Dk S(wewm) - Sy-w)
5 FM [ M c M S (10)
4 (w + w ) (w-w)
e c

SH(w) = DEP do sinal de banda basica m(t)

Pode-se notar na equagdo (10) que o espectro do sinal FDM-FM
terd o formato da DEP do sinal de banda basica (e banda
passante), multiplicado por uma fun¢do hiperbdlica quadritica, o
que pode ser observado na Figura 2.

mesma

Deve-se lembrar que o espec-
tro do sinal m(t) & plano dentro da faixa de frequéncias
derada.

consi-



éASO II - Indice de modula¢do mediano, 0,1 ¢ B ¢ 10

Aqui se enquadra normalmente o indice adotado pela EMBRATEL

(B =0,4) /8/, para o sistema FDM-FM de 1800 canais, com uma

faixa ocupada pelo sinal modulado s(t) de aproximadamente trés
vezes aquela do sinal de banda basica m(t).
A expressdo em série de Taylor da equagdo (5) deve conside-

rar agora os termos de ordem superior. Pode-se mostrar /3/ que os
termos da expansdo do seno, por serem momentos conjuntos de ordem
impar, se anulam para um sinal gaussiano, logo

2

b
A -
Ralo) » 5 oot GREL - (-v(t) + v(t + u))
S 2 ¢

_________________ $

L ww vt e

(11)

Considerando o interesse especifico no sistema da EMBRATEL
(B=0,4), onde a banda passante do sinal modulado nio excede o
quadruplo da banda do sinal modulante m(t), pode-se, sem perda de
generalidade, desprezar
em (10).

os termos acima daquele de ordem quatro

2
A
Rs(u) = 5‘coswcu[1 - RV(O) + Rv(u)] +

A
+ —-cosw u(2E[v ?t)] + 6E[v %t)v %t + u)] - 24P R (u)) (12)
48 c vy
Pode-se ver que a contribui¢3o do segundo termo de (12) &
significativa que o do primeiro em virtude do fatorial no
denominador.

nenos

A equagdo acima pode ser simplificada com a utilizagdo do
Teorema de Price /4/ /5/ abaixo,

k=1 r=

X
EIXY] = KrgZE[X v Hac + exMEr’) (13)

¢ = E[XY] - E[X]E[Y] (14)

Aplicando (13) e (14) em (12) obtém-se:
2 2
R (u)-é-cosw WP #R-{u) +é cosw [12P2+12R2( )-24P_R_(u)) (15)
st 53 Padins il W e e e i e b

Transformando a equagdo , obtém-se :

2
AT 2
S (W) = —===(1-P +P" /9)( 6 (w + + 0w - +
S( ) 2 ( i v/ (O (w + w é (w-w é)
2 2
D_A S (w+w)
+ Tt (1p ) S+
4 V o (w+w)
c
4
D A S (w+tw ) S (w+w )
b oTieeo [T Sox ity (16)
16n (w+w ) (wtw )
¢
A convolugdo dos espectros e sua posterior adig¢do pode ser
observada na Figura 3, onde se percebe que a faixa ocupada

praticamente dobra, como era de se esperar a partir da observagido
do terceiro termo da equagdo (16).

A aplicacdo reiterada da férmula (13) e a adicdo de mais
termos a série (11) permitem obter o espectro de densidade de
poténcia para qualquer valor do indice de modulagio.

No caso senoidal , m(t) = Vcos(wnt+¢) , a autocorrelagido
serd dada por /8/ :

AZ wnu
R (u) = --- J (2Bsen—---)cosw u , B = ——=—=== (17)
S 2 o 2 c

A fungdo de Bessel de primeira espécie e ordem zero J (x)

pode ser obtida da férmula abaixo , K

T
Jo(x) s=l= (==X} m=——m=  pa e (18)
¥ (3:2)
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Para ilustrar o CASO 1 , basta reter os dois primeiros ter-
mnos da série (18) , introduzir em (17) e aplicar a transformada
de Fourier para obter a densidade espectral de poténcia ,

S (w) = A2 (1-B/4) S(wew ) + E-/thw + W) (19)
s 2 c 2 ¢ ¥

Espectros de ordens superiores poderdo ser obtidos , con-
siderando termos adicionais da expansdo (18) . A Figura 5 ilus-

tra o caso.
CASO III - Indice de modulagdo elevado, B > 10.

Um grande indice de modulagdo provoca um alargamento no

espectro do sinal modulado, fazendo com que este ocupe uma faixa
Em adigdo a DEP da
portadora modulada toma o formato da fung¢do densidade de proba-
bilidades (fdp) do sinal de banda bisica. Esse & o resultado do
teorema de Woodward /1/ que serd demonstrado a seguir /6/.
Havendo um 1indice de modulagdo elevado (B > 10),
sentido equagdo
portanto pode-se optar pela fdérmula exponencial do cosseno
2
Rs(u) = 2—exp(jwcu)E[exp j(=v(t) + v(t+u))] +

bem superior aquela do sinal de banda basica.

ndo ha

em desprezar os termos da expansdo da (4),

2
+ E—exp(—jwcu)E[exp jv(t) - v(t+u))] (20)
A utilizag¢@o de um estimador linear médio quadradtico na
expressio (20) permite es®ever /6/:
2
R (u) = e—exp(jw u)E[exp(juv'(t))] +
s 4 (-}

2
A
+ Z-exp(—jw u)E[exp(-juv'(t)] (21)
(-
Contudo, v'(t) = dv(t)/dt =z , onde z & o desvio na
frequéncia instantédnea da portadora s(t), logo:
2

A
R (u) = --exp(jw u)E[exp(jzu)] +
S 4 -

2
+ Z—exp(—jw u)E[exp(-jzu)] (22)
c
Tendo em conta que,
Elexp(jzu)] =S_22pz(z)exp(jzu)dz (23)

onde p (z) & a fung¢do densidade de probabilidade do processo
z = dv(t)/dt , aqui considerada simétrica.

Pode-se calcular a transformada de Fourier da equagdo (22),
obtendo-se,

A
L = 24
Ss(w) 2 [pZ(w wc) + pz(w+wc)] (24)

Levando-se a definigdo de z & equagdo (2), percebe-se que

z = D__ m(t), portanto,
= (t), p
1 m
AR e 25 (25)
P e ,
FM FM

onde pM(.) é a fdp do processo m(t).

A substituigdo de (25) em (24) leva finalmente A equagdo da
densidade espectral da poténcia do sinal FDM-FM faixa larga,
ﬁAz w-W wHwW
c c
S on)- = ==——fp_{=aa=s P )] (26)
S M D
FM FM FM .
Como a fdp do sinal de banda basica ¢ gaussiana, para
carregamento nominal, pode-se escrever,

2
m

=-)
2P
M

T o an

Py (™ = 385
¥



com PH = RH(O) = poténcia do sinal de banda bdsica.

Portanto, a DEP do sinal FDM-FM com indice de modulagido
elevado serd dada por:
- 2 (wtw )
c
S (w) = === exp[- (28
s™ % VA P np .
FM M FM M

A Figura 4 ilustra esse caso extremo. Nota-se que o desvio
eficaz em frequéncia serd dado por Dnéﬁi eFMaH banda passante

i3
aproximada por 2D_ \P .
P por 2D, Py

que o formato da DEP do sinal modulado
depende da DEP do sinal modulante , mas apenas de sua fdp .

Um tom senoidal , como o referido anteriormente , tem fdp
dada abaixo ,

Pode-se notar

nédo

1
p (m) = ————=====—e— v Im|
M ﬂ\IVZ- m2

Consequentemente , a modulagdo em faixa larga com um tom
senoidal leva & DEP seguinte ,

Seiwi) mroememe e - mmmm——m———
S 2 2 G :
2\/vp_ -

FM

<V (29)

lw -w | ¢ VD (30)
c

FM
(wiw )
c

0 sinal modulado ocupa , nesse caso , uma banda passante
aproximadamente igual a 2VDFH . Sua DEP estd ilustrada na
Figura 6 . Y

ESTIMACAO DO ERRO

A utilizagdo do estimador médio quadrdtico na expressio (20)
leva a um erro de aproximacdo dado pela expressdo seguinte :

Es(u) = Rs(u) =+ Rs(u) (31)

Substituindo-se as expressdes para R_(u) e R_(u) , utili-
zando-se a expansdo das exponenciais em série de Laurent com
resto , avaliando-se os valores esperados e tomando-se o médulo
do erro tem-se ,

2

IES(u)] < g-lqu[ (v'(mz] - E[ (v(t+u) - v(t))2]| (32)
Levando em conta a desigualdade abaixo /3/ ,
2
qus[(v‘(t))z] > Ef (v(t+u)-v(t))z] > él—lEE[ (v'(t))z] ' (33)
Chega-se finalmente a 4
A2u2 4 2
Iss(u)l i —ﬁ)z[ (v e ] (34)

Considerando que a multiplicag¢do de v(t) na expressdo (1)
por um indice B leva a4 expansdo do espectro do sinal modulado
s(t) , sendo equivalente 4 divisdo do argumento do sinal modu-
lante em (2) pelo mesmo indice e supondo a utilizag¢do de um
filtro gaussiano com banda passante W = D ng_ﬁ chega-se ao er-
ro normalizado em freqﬂéncia abaixo:

41 1,868
Es(w) St o) —=— S

----- (35)
A expressdo acima mostra que o erro decresce com o quadra-
do do indice de modula¢do ( pelo menos ) , tornando-se menor que
1,9% para B = 10 . A estimativa de Bachman d4 um valor em torno
de 0,13% enquanto a estimativa de McAlpine fornece um erro em
torno de 2,1% /2/. A curva (35) situa-se entre as curvas obtidas

por Blachman e McAlpine e , aparentemente , apresenta melhores
resultados .
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Densidades espectrais de poténcia para os casos analisados .

CONCLUSAO

Foi desenvolvida uma aplica¢do dos teoremas de Price e Wood-
ward na estimagdo espectral , incluindo o estabelecimento de um
novo limite para o erro de aproximagdo cometido na aproximagdo de
Woodward.

Apresentou-se um modelo para anilise do sistema FDM-FM ,
considerando um sinal de banda badsica aleatdrio e estaciondrio.
Foram estudados e simulados os virios casos possiveis para
o 1indice de modulagdo e sua influéncia na banda passante e na

densidade espectral de poténcia do sinal FDM-FM. O Caso I se
verifica com baixo nivel de carregamento do sistema. O Caso II
apresenta as curvas esperadas para carregamento nominal padroni-

zado pelo CCIR. 0 Caso III ocorre apenas em testes, mas pode

Caso II com um erro que & funcdo do indice de
0 caso III se verifica normalmente em sistemas de ra-
dio-difusdo , mas a férmula (26) também & Wtil para se estimar o
ruido de quantiza¢do de codificadores de fonte /10/ /11/.

aproximar o
modulagdo .
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