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<J>.  ( x ) ,  i  = m1 + 1 , . .  .  , m f u n ç ã o q u e  d e f i n e  a  i - é s i ma  

r e s t r i ç ã o de  d e s i g u a l d a d e  

m zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1 m 
p ( x ,  y )  = p ( x )  = f ( x )  + 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA l '  | * . ( x ) |  -  1 E mi n ( 0 , * , ( x ) )  

y i = l  1  u 1 

-  f u n ç ã o de  p e n a l i d a d e  e x a t a  

L ( x ,  X)  = f ( x )  E X. t j ) ^ ( x )  -  f u n ç ã o La g r a n g e a n a  o r d i n a r i  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
i e l  

a s s o c i a d a  a o p r o b l e ma  g e r a l  

de  p r o g r a ma ç ã o ma t e má t i c a  

L ( x ,  X)  
a u mv '  ;  

-  f u n ç ã o L a g r a n g e a n a  a u me n t a d a  

L ( h ,  X)  = V p 1 ( x ) T h + j  h T v 2 p 1 ( x ) h 

+ E X ( V( J ) i ( x ) T hzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA + í h V ^ ( x ) h )  
Í e I A l  

-  E x 2 i ( Vd > . ( x ) T h + i  h T v 2 d , . ( x ) h )  
i < E l A2 

f u n ç ã o La g r a n g e a n a  a s s o c i a d o 

a o p r o b l e ma q u e  u t i l i z a t e r  

mos  de  s e g u n d a  o r d e m p a r a  mj _ 

n i  mi  z a  r  p (  x )  

2 .  C o n j u n t o s :  

! M1  = { 1 1 1 = 1 ' '  "  '  ' m 1 * 
c o n j u n t o de  í n d i c e s  a s s o c i a _ 

d o s  a s  r e s t r i ç õ e s  de  i g u a l d a ^ 

de  



I „ 2  = ( i h = +1 , .  .  .  , n i 2 } -  c o n j u n t o de  T n d i c e s  a s s o c i a ^ 

d o s  a s  r e s t r i ç õ e s  de zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA des i _ 

g u a l d a d e  

I » = I „ i  U L o -  c o n j u n t o de  T n d i c e s  a s s o c i a  
M Ml  M2 — 

d o s  a  t o d a s  a s  r e s t r i ç õ e s  

*A1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = {i| !* i( x ) i 1  e '  i e I Ml ^ "  c o n J ' u n t o d e í n d i c e s  a s s o c i a ^ 

d o s  a s  r e s t r i ç õ e s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e - a t i v a s  

de  i g u a l d a d e  

*A2  = ^ '  * i ^ x ^zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA -  c '  Í € l M2 ^ "  c o n J u n t o d e T n d i c e s  a s s o e i ^ 

d o s  a s  r e s t r i ç õ e s  e - a t i v a s  

d e  d e s i g u a l d a d e  

= *A1 ^ *A2 "  c o n J u n t o de  T n d i c e s  a s s o c i a _ 

d o s  a s  t o d a s  a s  r e s t r i ç õ e s  

e - a t i v a s  

I y !  = íi I l* i (x)| > e ,  ie l, n } -  c o n j u n t o de  T n d i c e s  a s s o c i a  

d o s  a s  r e s t r i ç õ e s  c l a r a me n t e  

v i o l a d a s  de  i g u a l d a d e  

-  c o n j u n t o de  T n d i c e s  a s s o c i a ^ 

d o s  a s  r e s t r i ç õ e s  c l a r a me n t e  

v i o l a d a s  i e  d e s i g u a l d a d e  
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*V VI  u V2 
c o n j u n t o de  T n d i c e s  a s s o c i a  

d o s  a  t o d a s  r e s t r i ç õ e s  c l a r a _ 

me n t e  v i o l a d a s  

3 .  Ve t o r e s :  

1 n 
v e t o r  de  v a r i á v e i s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA com d 

s ã o n x l  

V f ( x )  v e t o r  g r a d i e n t e  da  f u n ç ã o 

j e t i v a c e m d i me n s ã o n x l  

V* i  ( x )  ,  i € I M 
v e t o r  g r a d i e n t e  da  i - é s i ma  

r e s t r i ç ã o c or r  d i me n s ã o n x l  

- X v . . . , - A l t , ,  X 2 i « 2 k 
t 2 j  

T 

-  v e t o r  d o s  mu l t i p l i c a d o r e s  d e  

L a g r a n g e ,  a s s o c i a d o s  a s  r e s _ 

t r i ç õ e s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e - a t i v a s ,  c o i r  d i me n^ 

s a o t  x 1 

V p ^ x )  = v f ( x )  + -  l  e s i n a l  ( * i ( x ) )  V ^ x )  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

i e l  VI  

E Vd ) . ( x )  
1 6 1 V2 

v e t o r  p s e u d o - g r a d i e n t e  

d i me n s ã o n x l  

c om zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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h = Z ( Z T HZ ) " 1 Z T Vp 1 ( x )  -  v e t o r  c om d i me n s ã o n x l  que  

r e p r e s e n t a  a  d i r e ç ã o de  pe s  

q u i s a  h o r i z o n t a l  p a r a  a p r o x j  

ma ç ã o c om p o l i n ó mi o s  de  p r i  

me  i r a  o r d e m 

h '  a j Z k N j Z k N j V * j ' x '  
v e t o r  c om d i me n s ã o n x l  q u e  

r e p r e s e n t a  a  d i r e ç ã o de  p e s  

q u i s a  h o r i z o n t a l  p a r a  a p r o x 2 

ma ç ã o c om p o l i n ó mi o s  de  p r i _ 

me i r a  o r d e m 

v = - A ( A T A ) " V x + h )  v e t o r  c om d i me n s ã o n x l  q u e  

r e p r e s e n t a  a  d i r e ç ã o de  pes ^ 

q u i s a  v e r t i  c a l  

4 .  Ma t r i z e s  

V<J>1 ( x ) ,  »V<j )  . ( x )  
t K 

-  Q,  

-  ma t r i z  d o s  g r a d i e n t e s  da  s  

r e s t r i ç õ e s  a t i v a s  c om d i me j i  

.  k 
s a o n x t  

ma t r i z  He s s i a n a  p o s i t i v azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA áe  

f i n i d a  de  o r d e m n zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

z X z k •  L k D k 4 
-  ma t r i z  He s s i a n a  p r o j e t a d a  de  

o r d e m ( n - t ^ )  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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X 

h 

h zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

a  

* , i  

5 .  Ou t r o s :  

ma t r i z  o r t o g o n a l  de  o r d e m 

n 

s u b ma t r i z  s u p e r i o r  da  ma t r i z  

o r t o g o n a l  c om d i me n s ã o t ^ x n 

s u b ma t r i z  da  ma t r i z  

o r t o g o n a l  c om d i me n s ã o 

( n - t k ) x n 

ma t r i z  t r i a n g u l a r  s u p e r i o r  

de  o r d e m t ^ 

ma t r i z  c om d i me n s ã o n x ( n - t k ) ,  

c u j a s  c o l u n a s  s ã o l i n e a r me n t e  

i n d e p e n d e n t e s  e  c u e  s a t i s f a z  

a  c o n d i ç ã o :  A^ Z k = 0 e  1? 1 = I  

i - é s i ma  l i n h a  da  ma t r i z  

i - Í s i ma  c o l u n a  da  ma t r i z  

A = C 1 f í )  

s u b e s p a ç o g e r a d o p e l o s  g r a  

d i e n t e s  d a s  r e s t r i ç õ e s  e - a t i ^ 

v a s  l i n e a r me n t e  i n d e p e n d e n t e  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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-  ma t r i z  de  He s s e n b e r g s u p e  

r i o r  de  o r d e m h 

HL -  ma t r i z  de  He s s e n b e r g i n f e  

r i o r  de  o r d e m h 

ma t r i z  i d e n t i d a d e  

ma t r i z  i d e n t i d a d e  c om a s  c  

Tu n a s  na  o r d e m r e v e r s a  

L -  ma t r i z  t r i a n g u l a r  i n f e r i o r  

n i t ã r i a  d e  o r d e m ( n - t  )  

D.  -  ma t r i z  d i a g o n a l  de  o r d e m 

( n - t k )  

-  ma t r i z  q u e  r e p r e s e n t a  o p r o 

j e t o r  o r t o g o n a l  e  q u e  s a t i £ 

~ 2 T 
f a z  a s  r e l a ç õ e s :  P = P e  P = P 

P.  -  ma t r i z  de  Gi v e n s  d e  o r d e m zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
J 

h e mb u t i d a  n a  ma t r i z  i d e j n 

t i d a d e  ( q u a n d o a p l i c a d a  a  um 

v e t o r  z = ^  , . . . , z £ l  ,  r e d u z  

o e l e me n t o z .  a  z e r o p e l  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

J 
c o mb i n a ç ã o d e s t e  e l e me n t o cc  o e l e me n t o z^ e  mo d i f i c a  o 

l e me n t o z ^ ) .  
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1 I NT RODUÇÃO 

1. 1 Ob j e t o De s t e T r a b a l h o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Es t e t r a b a l h o a p r e s e n t a o a l g o r i t mo da f u n ç ã o de pena_ 

l i d a d e e x a t a g l o b a l me n t e c o n v e r g e n t e ,  b a s e a d o ,  p r i n c i p a l m 

t e ,  nos t r a b a l h o s de Co l e ma n & Co n n ( 1 9 8 2 a )  e ( 1 9 8 2 b ) , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA que 

p o d e s e r  u t i l i z a d o pa r a r e s o l v e r  o p r o b l e ma g e r a l  de p r o g r a 

ma ç ã o ma t e má t i c a ,  ou s e j a ,  o p r o b l e ma de mi n i mi z a ç ã o de uma 

f u n ç ã o o b j e t i v o não l i n e a r  s u j e i t a a r e s t r i ç õ e s não l i n e a r  

de i g u a l d a d e e de d e s i g u a l d a d e .  

Mu i t a s ã r e a s d e c i ê n c i a s e de e n g e n h a r i a ,  f  r equen t emer i  

t e e n f r e n t a m a n e c e s s i d a d e de r e s o l v e r  o p r o b l e ma g e r a l  de 

p r o g r a ma ç ã o ma t e má t i c a nas v á r i a s f o r ma s ,  Um e x e mp l o i mpo_r  

t a n t e de a p l i c a ç ã o p o d e s e r  e n c o n t r a d o na á r ea de s i s t e ma s 

de p o t e n c i a ,  o n d e a s o l u ç ã o c o n f i á v e l  e e f i c i e n t e do pr obl e_ 

ma de f l u x o de c a r g a ó t i mo ,  q u e ê um p r o b l e ma g e r a l  de p r £ 

g r a ma ç ã o ma t e má t i c a ,  p o d e d i mi n u i r  o c u s t o da e n e r g i a el ét r j i _ 

ca e o c u s t o de o p e r a ç ã o das e mp r e s a s de g e r a ç ã o de e n e r g i a 

e l é t r i c a .  Vá r i o s p e s q u i s a d o r e s t em a p l i c a d o v á r i a s t é c n i c a s 

pa r a r e s o l v e r  o p r o b l e ma de f l u x o de c a r g a õ t i mo L i p o ws k i  
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( 1 9 8 0 a ) ,  Mu k l e r j e e & uho r  ( 1 9 7 4 ) ,  Sa s s o n ( 1 9 6 9 ) ,  Sa s s o n e t  

a l i i  ( 1 9 7 2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA) j .  As t é c n i c a s ma i s r e c e n t e s e p o p u l a r e s de p r o 

g r a ma ç ã o ma t e má t i c a n ã o - l i n e a r  s ã o os mé t o d o s de pr ogr ama_ 

ç ã o q u a d r á t i c a r e c u r s i v a [ 3 i g g s ( 1 9 7 5 ) ,  Ha n ( 1 9 7 6 ) ,  Ha n 

(  1 9 7 7 a ) ,  Ha n (  1 9 7 7 b ) ,  Po we l l  (  1 969 ) ,  Po we l l  (  1 978a) ]  e c o mo 

e x e mp l o s de a p l i c a ç ã o d e s s e s mé t o d o s pa r a a s o l u ç ã o do pr o 

b l e ma de f l u x o de c a r g a ó t i mo , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA podem- se c i t a r  os t r a b a l h o s de 

Bi g g s & L a u g h t o n ( 1 9 7 7 )  e L i p o ws k i  ( 1 9 8 0 b )  e ( 1 9 8 1 ) .  

A e s t r u t u r a do t r a b a l h o é c o mo s e g u e :  o c a p i t u l o 2 

a p r e s e n t a a t e o r i a a s s o c i a d a ao a l g o r i t mo da f u n ç ã o de pena_ 

l i d a d e e x a t a g l o b a l me n t e c o n v e r g e n t e ;  o c a p T t u l o 3 mo s t r a os 

d e t a l h e s das o p e r a ç õ e s c o mp u t a c i o n a i s i mp o r t a n t e s pa r a o de 

s e n v o l v i me n t o do a l g o r i t mo c o mp u t a c i o n a l ;  o c a p T t u l o 4 a p r e 

s e n t a t o d o s os p a s s o s do a l g o r i t mo c o mp u t a c i o n a l ;  e o c a p T t u l o 

5 c o n t é m os r e s u l t a d o s de t e s t e s f e i t o s c om q u a t r o p r o b l e ma s 

de t e s t e q u e i n c l u e m o p r o b l e ma de f l u x o de c a r g a ó t i mo asso_ 

c i a d o a um s i s t e ma de p o t ê n c i a de 23 b a r r a s e no c a p T t u l o 6 

se e n c o n t r a m as c o n c l u s õ e s .  

1 . 2 0 Pr o b l e ma Ge r a l  de Pr o g r a ma ç ã o Ma t e má t i c a 

0 p r o b l e ma g e r a l  de 

p r e s s o da s e g u i n t e f o r ma :  

mi  ni  mi  ze f  (  x )  

x 

s u j e i t o a <J>.  ( x )  = 0 

<j , . ( x)  > 0 

p r o g r a ma ç ã o ma t e má t i c a p o d e s e r  ex_ 

x  G R
n
 ( 1 . 1 )  

i  = 1 ,  . . . .  m1 

,  i  = m, + 1 ,  .  . . ,  m 
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o n d e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

' 1 

n 

m.  

m 

x = 

f ( x )  

1 '  

n ú me r o de v a r i á v e i s ;  

n ú me r o de r e s t r i ç õ e s de i g u a l d a d e ;  

n ú me r o t o t a l  de r e s t r i ç õ e s ;  

v e t o r  de v a r i á v e i s de o r d e m n x 1 ;  

f u n ç ã o o b j e t i v o ;  

f u n ç ã o q u e d e f i n e a i - és i ma r e s t r i ç ã o 

1 . 3 Al g u n s Co n c e i t o s Ma t e má t i c o s 

Ne s t a s e ç ã o s ão a p r e s e n t a d o s a l g u n s c o n c e i t o s mat er na
1
- '  

c os b á s i c o s i n d i s p e n s á v e i s ao bom e n t e n d i me n t o da t e o r i a 

s o c i a d a a o s a l g o r i t mo s de p r o g r a ma ç ã o ma t e má t i c a n ã o - l i n e a r .  

a )  Co n v e r g ê n c i a Gl o b a l  -  Um a l g o r i t mo i t e r a t i v o é g l o 

b a l me n t e c o n v e r g e n t e q u a n d o ,  pa r a q u a l q u e r  p o n t o i n i c i a l  x ,  

k *  •  
g e r a uma s e q u e n c i a de p o n t o s { x }  q u e c o n v e r g e pa r a um mi n i  

mo l oc a l  x * .  

-  k 
b )  T a x a s de Co n v e r g ê n c i a -  A s e q u e n c i a de p o n t o s { x }  c 

c R
n
 c o n v e r g i n d o p a r a um p o n t o x *  ê d i t o c o n v e r g i r :  

( i )  -  l i n e a r me n t e ,  s e e x i s t e uma c o n s t a n t e L ,  0 < L < 1 ,  

e um i n t e i r o p o s i t i v o k Q > 1 t al  q u e 

| | x
k + 1

-  x* ü < L | | x
k
 -  x * | |  ,  p a r a t odo k > k n ( 1 . 2)  
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( i l )  - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA s u p e r ! i n e a r me n t e ,  s e 

x -  x *  d 

l l x
k
 -  X* ! !  

0 ,  q u a n d o k->-° °  ,  (  1 . 3)  

( i i i )  -  q u a d r a t i c a me n t e ,  se e x i s t e uma c o n s t a n t e L ,  

L > 0 ,  e um i n t e i r o k i-  1 ,  t al  q u e 

x
k + 1

 -  x * | |  < L | i x
k
 -  x * | !

2
 ,  pa r a t o d o s k *  k ,  ( 1 . 4 )  

( i v )  -  s u p e r ! i n e a r me n t e c om p a s s o 2 ,  s e e x i s t e uma 

c o n s t a n t e L ,  L > 0 e um i n t e i r o kg.  > 1 ,  t al  q u e 

x
k + 1

 -  x * | |  < L ; ; x
k _ 1

 -  x * | !
2
,  p a r a t odo k > k Q .  ( 1 . 5 )  

Ne s t e t r a b a l h o j |  .  | |  i n d i c a a n o r ma - 2 ,  s a l v o i n d i c a ç ã o 

em c o n t r á r i o .  Pa r a ma i o r e s d e t a l h e s s o b r e t ax a de c onv er gê j i  

c i a v e j a Or t e g a & Rh e i n b o l t  ( 1 9 7 0 ) .  

c )  Ex p a n s ã o de T a y l o r  -  Su p o n h a q u e f ( x )  s e j a uma f un_ 

ç ão uma v e z c o n t i n u a me n t e di  f  e r e n c i  ãv e l  em R
n
.  En t ã o p a r a al _ 

g u n s x , x ' e R
n
,  a e x p a n s ã o de Ta y l o r  é d e f i n i d a c o mo s e n d o 

f ( x )  = f ( x ' )  + Vf ( ç )
T
( x -  X

1
)  ,  ( 1 . 6)  

o n d e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ç •  x*  - e( x - x ' ) , o < e < 1 
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que é eq u i v al en t e a 

f ( x )  = f ( x ' )  + Vf ( x ' )
T
( x -  x ' )  + 0( | | x -  x ' | | )  ,  ( 1 . 7 )  

o n d e 0 ( a )  e s t á par a uma e x p r e s s ã o que s a t i s f a ç a 0 ( a )  / a + 0 ,  

q u a n d o azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - * •  0 .  

Se f ( x )  e duas v e z e s c o n t i n u a me n t e d i f e r e n c i ã v e l ,  

t ão 

f ( x )  = f ( x ' )  + Vf ( x ' )
T
( x - x ' )  + | ( x - x ' )

T
V

2
f ( Ç) ( x - x ' )  ,  ( 1 . 8 )  

o n d e 

ç = x , + e ( x - x ' )  ,  o < e < 1 

q u e e~ equ i  v ai  e n t e a 

f ( x )  = f ( x ' )  + Vf ( x ' )
T
( x -  x ' )  + i ( x -  x ' )

T
V

2
f ( x ' ) ( x -  x ' )  + 

+ 0(  | | x -  x '  I I 2 ) •  ( 1 - 9)  

Gi l l  & Mu r r a y ( 1 9 7 4 a )  e Za n g wi l l  ( 1 9 6 7 )  s ão c i t a d o s pa 

r a ma i o r e s e s c l a r e c i me n t o s .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

d )  A F u n ç ã o L a g r a n g e a n a -  A f u n ç ã o L a g r a n g e a n a o r d i n ã 

r i a ( f u n ç ã o L a g r a n g e a n a de Ku h n - T u c k e r )  a s s o c i a d a c om o p r o 

b l e ma g e r a l  de p r o g r a ma ç ã o ma t e má t i c a é :  
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m 
L ( x , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA X) =  f ( x )  -  z X. * . ( x )  ,  ( 1 . 1 0 )  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

i =l
 1 1 

o n d e X .  e o mu l t i p l i c a d o r  de L a g r a n g e a s s o c i a d o a i - és i ma 

r e s t r i ç ã o .  

0 v e t o r  das d e r i v a d a s p a r c i a i s da f u n ç ã o L a g r a n g e a n a 

c om r e s p e i t o a x é:  

m 
V L ( x .  X)  = Vf ( x )  -  E X. VÒ. ( x )  ,  ( 1 . 1 1 )  

x
 i =l

 1 1 

A ma t r i z das d e r i v a d a s p a r c i a i s de s e g u n d a o r d e m da 

f u n ç ã o L a g r a n g e a n a c om r e s p e i t o a x é :  

V L ( x ,  X) =  V* f ( x )  -  Z u V ( x )  ,  ( 1 . 1 2 )  
x x . = 1 1 1 

Ex i s t e uma e x t e n s a l i t e r a t u r a s o b r e o us o de f u n ç õ e s 

L a g r a n g e a n a s ,  p o r  e x e mp l o ,  Av r i e l  (  1 9 76 ) ,  F i a c c o & Mc Co r mi c k 

( 1 9 6 8 )  ,  He s t e n e s ( 1 9 6 9 ) ,  Mi e l e e t  a l l i  ( 1 9 7 1 ) ,  Mi e l e e t  a l l i  

(  1 9 7 2 ) ,  Os b o u r n e (  1 9 7 2 ) ,  Po l y a k & T r e f y a k o v (  1 9 7 3 ) ,  Po we l l  

( 1 9 6 9 )  ,  Po we l l  ( 1 9 7 8 a )  e Ta p i a ( 1 9 7 4 ) .  

e )  Um Po n t o Vi á v e l  -  Um p o n t o x é ( e s t r i t a me n t e )  v i a 

v el  pa r a o p r o b l e ma ( 1 . 1 ) ,  q u a n d o s a t i s f a z 

4>.  ( x )  = 0 ,  i  = 1 ,  .  .  . ,  m]  

<j>.  ( x )  ^ 0 ,  i  = m,  + 1 ,  . . ,  m.  
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f )  Um Po n t ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Regular -  Um p o n t o x °  é d i t o s e r  um p o n t o 

r eg u l ar para o co n ju n t o de r e s t r i ç õ e s s e :  

( i )  -  e s t e p o n t o é"  um p o n t o v i á v e l  p a r a o c o n j u n t o de 

r e s t r i ç õ e s ,  e 

( i i )  -  os g r a d i e n t e s das r e s t r i ç õ e s de i g u a l d a d e ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA res_ 

t r i ç õ e s de d e s i g u a l d a d e a t i v a s n e s t e p o n t o ,  

( V ^ t x
0

)  ,  i  e Ú- j í x
0
)  = 0 ,  1 < i  < m} )  ,  

s ão l i n e a r me n t e i n d e p e n d e n t e s Mc Co r mi c k ( 1 9 6 7 )  

Es t a c o n d i ç ã o de r e g u l a r i d a d e e uma c o n d i ç ã o s uf i c i e j i  

t e pa r a que a q u a l i f i c a ç ã o das r e s t r i ç õ e s s e j a s a t i s f e i t a no 

p o n t o x .  

g )  Re s t r i ç õ e s  Ap r o x i ma d a me n t e At i v a s e Cl a r a me n t e Vi o-

l a d a s -  Fa z e n d o I f n = í l , 2 ,  .  .  .  ,  m2 }  e I M 2 •  í m1 + 1 , . . . ,  m } ,  

os c o n j u n t o s de í n d i c e s das r e s t r i ç õ e s de i g u a l d a d e e de de 

s i g u a l d a d e a t i v a s no p o n t o x s ã o ,  r e s p e c t i v a me n t e ,  

I A 1 = í i e l m I <j >.(x) = 0 }  ,  

!
A 2

 = { i  e J
M2 I  * i

( x )  = 0 }
 '  

S i mi l a r me n t e ,  se e > 0 é um p e q u e n o e s c a l a r  p o s i t i v o ,  

o c o n j u n t o de í n d i c e s de r e s t r i ç õ e s a p r o x i ma d a me n t e a t i v a s 



( e - a t i v a s )  pa r a as r e s t r i ç õ e s de i g u a l d a d e e de d e s i g u a l d a d e 

e c l a r a me n t e v i o l a d a s ( e - v i o l a d a s )  pa r a as r e s t r i ç õ e s de 

i g u a l d a d e e de d e s i g u a l d a d e ,  s ão r e s p e c t i v a me n t e :  

!
A1

 = { i e !
M1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I ^ i ( x ) IzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1

 e}

 '  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

!
V 1

 = { i e l
Ml

 1  ! * i ( x ) 1 > e } '  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1

\ I2
 = { i e !

M2 I < M
X

)
 <

 "
e }

 •  

( 1 . 1 3 )  

h)  0 Mí n i mo Gl oba l  -  De n o t a n d o a r e g i ã o v i á v e l  pa r a o 

p r o b l e ma ( 1 . 1 )  p o r  F ,  p o d e - s e d i z e r  que x *  é um mTn i mo gl o_ 

bal  de f ( x )  em F s e 

f ( x * )  _< f ( x )  ,  pa r a t odo x 6 F 

e que x *  é um mTn i mo g l o b a l  f o r t e de f ( x )  em F se 

f ( x * )  < f ( x )  ,  pa r a t o d o x G F .  

i )  Um Mi n i  «ao Loc a l  -  Um p o n t o x *  é d i t o s e r  um mTn i mo 

l oc a l  s e e x i s t e um e s c a l a r  p o s i t i v o 6 ,  t al  q u e 

f ( x * )  ^  f ( x )  ,  pa r a t odo x e N( x * ,  6 ) 0 F ,  

o n d e N( x * > ô)  e uma v i z i n h a n ç a do p o n t o x *  d e f i n i d a c o mo 
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N( x * ,  6)  = { x I  M x -  x * | |  < 6 ,  xzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i x * } .  

S i mi l a r me n t e ,  x *  é um mTn i mo l oc a l  i s o l a d o ( ou f o r t e )  

F i a c c o & Mc Co r mi c k ( 1 9 6 8 )  s e 

f ( x * )  < f ( x )  ,  p a r a t o d ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x e N( x * .  6)  F .  

j )  Ura Pr o j e t o r  Or t o g o n a l  -  Se j a A uma ma t r i z de di me_n 

s ã o n x t  ( t  < n )  c om c o l u n a s l i n e a r me n t e i n d e p e n d e n t e s ,  en_ 

t ão a ma t r i z de o r d e m n ,  

I  -  A ( A
T

A )
_ 1

A
T

,  ( 1 . 1 4 )  

é um p r o j e t o r  o r t o g o n a l ,  o n d e I  d e n o t a uma ma t r i z i d e n t i d a d e 

de o r d e m n .  Se w €  R e w = Aw pa r a a l g u m w £ R ,  e n t ã o 

Pw = 0 .  Al t e r n a t i v a me n t e ,  s e w e R
n
 e A

T
w = 0 ,  e n t ã o Pw = w.  

Em a d i ç ã o P s a t i s f a z as p r o p r i e d a d e s [  Ben & Gr e v i l l e ( 1 9 7 4 ) ,  

Ha n s o n ( 1 9 7 4 ) ,  St e wa r t  ( 1 9 7 3 )  e Co n n ( 1 9 7 6 ) ]  

P
2
 = P e ( 1 . 1 5 )  

P = P
T 

k )  F a t o r a ç a o Or t o g o n a l  Q
T de uma Ma t r i z  Re t a n g u l a r  

A de di r aensao n x  t ,  ( n > t ) ,  cor a Col umi as L i n e a r me n t e I nde 

R 
p e n d e n t e s ,  ( p o s t o ( A)  = t )  -  A f a t o r a ç a o o r t o g o n a l  Q

T de 
0.  

uma ma t r i z r e t a n g u l a r  A de d i me n s ã o n x t  ( n < t )  c om col u.  

nas l i n e a r me n t e i n d e p e n d e n t e s [ ( p o s t o ( A)  = t ) ]  é da f o r ma 
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( 1 . 1 6 )  

ma t r i z o r t o g o n a l zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA de o r d e m n n ã o ú n i c a ;  

s u b ma t r i z s u p e r i o r  da ma t r i z o r t o g o n a l  Q c om di mei _ 

s ^ o t  x n ú n i c a ;  

s u b ma t r i z i n f e r i o r  da ma t r i z o r t o g o n a l  Q c om di mej n 

s ão ( n -  t )  x n n ã o ú n i c a ;  

ma t r i z t r i a n g u l a r  s u p e r i o r  de o r d e m t  

Es t a f a t o r a ç ã o é u t i l i z a d a pa r a 

-  s o l u ç ã o e f i c i e n t e de um s i s t e ma h i p e r d e t e r mi n a d o de 

e q u a ç õ e s :  Ax = b ,  

-  s o l u ç ã o e f i c i e n t e de um s i s t e ma h i p o d e t e r mi n a d o de 

e q u a ç õ e s :  A^ x = b ,  

-  d e t e r mi n a ç ã o da ma t r i z Z = o i  c u j a s c o l u n a s f o r ma m 

uma b a s e do s u b e s p a ç o n u l o da ma t r i z A
T

,  t al  q u e 

A
T
Z = 0 e Z

T
Z = I .  

Pa r a ma i o r e s d e t a l h e s v e j a St e wa r t  ( 1 9 7 3 ) .  

] )  F a t o r a ç ã o p o r  Va l o r e s  S i n a l a r e s UzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA l V de uma Ma 

t r i z  A c om d i me n s ã o n x t ,  ( n > t ) ,  c om Co l u n a s L i n e a r n e n t e 

De p e n d e n t e s ou L i n e a r me n t e I n d e p e n d e n t e s ,  ( p o s t o ( A)  <_ t )  

Q
T
! £ !  •  A v

 I  0 

QA = 
0 

o n d e 

Q zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
_±  

Q2 

Q2 
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A f a t o r a ç ã o do v a l o r  s i n g u l a r  UzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA V
T
 h una ma t r i z A de 

dem n x t ,  ( n > t ) ,  c om c o l u n a s l i n e a r me n t e d e p e n d e n t e s 

l i n e a r me n t e i n d e p e n d e n t e s ( p o s t o ( A)  < t )  i  da f o r ma 

ou 

U I  V
T
 = A,  ( 1 . 1 7 

onde 

D = d i a g ( c . )  

-  ma t r i z o r t o g o n a l  de o r d e m n n a o ú n i c a ;  

-  ma t r i z o r t o g o n a l  de o r d e m t  n ã o ú n i c a ;  

-  ma t r i z r e t a n g u l a r  c om d i me n s ã o n x t  ú n i c a ;  

-  ma t r i z d i a g o n a l  de o r d e m p o s t o ( A)  x pos t < 

( A)  c om v a l o r e s s i n u l a r e s .  na d i a g o n a l  

-  v a l o r e s s i g u l a r e s ( p a r â me t r o s p o s i t i v o s 

ú n i c o s )  a s s o c i a d o s a ma t r i z  A.  

Es t a f a t o r a ç ã o d e v e s e r  u t i l i z a d a nas me s ma s s i t u a ç õ e s 

T R 

em q u e a f a t o r a ç ã o o r t o g o n a l  -  0 -  ,  q u a n d o a ma t r i z A t em 

p o s t o d e f i c i e n t e ( p o s t o ( A)  < t ) [ Ha n s o n (  1 974) ]  .  

n )  F a t o r a ç ã o L DL
T
 de u ma Ma t r i z  Si mé t r i c a Po s i t i v a De 

f i n i d a H p -  A f a t o r a ç ã o L DL
T
 ( f a t o r a ç ã o de Ch o l e s k y )  de uma 

ma t r i z s i mé t r i c a o o s i t i v a d e f i n i d a é da f o r ma 

L DL
T
 .  H p ( 1 . 1 8 )  
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o n d e 

L -  ma t r i z t r i a n g u l a r  i n f e r i o r  u n i t á r i a ;  

D -  ma t r i z d i a g o n a l  c om e l e me n t o s d i a g o n a i s p o s i t i v o s .  

Es t a f a t o r a ç ã o é u t i l i z a d a p a r a a s o l u ç ã o e f i c i e n t e de 

um s i s t e ma d e t e r mi n a d o de e q u a ç õ e s H^ x = b ,  e s p e c i a l me n t e 

q u a n d o a s o l u ç ã o p r e c i s a s e r  c o mp u t a d a v á r i a s v e z e s p a r a a 

me s ma ma t r i z H p e v á r i o s v e t o r e s b .  

Na s e ç ã o 3. 5 é mo s t r a - o o a l g o r i t mo c o mp u t a c i o n a l  p a r a 

e x e c u t a r  e s t a f a t o r a ç ã o Í Ma r t i  n ,  Pe t e r s e
 u

i l k i n s o n (  1965zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA) 1 .  

o ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA F a t o r a ç ã o L DL ^ Mo d i f i c a d a de uma Ma t r i z  Si mé t r i c a 

Po s i t i v a De f i n i d a ou Po s i t i v a Se mn - De f i n i d a ou I n d e f i n i d a 

H p -  A f a t o r a ç ã o L DL
T
 mo d i f i c a d a ( ^ a t o r a ç ã o mo d i f i c a d a de 

Ch o l e s k y )  de uma ma t r i z s i mé t r i c a d e f i n i d a ou p o s i t i v a ou s e 

mi - d e f i n i  da ou i n d e f i n i d a M é da - f o ^ a :  
n 

L DL
T
 -  E = H ( 1 . 1 9 )  

r  

o n d e 

L -  ma t r i z t r i a n g u l a r  i n f e r i o r  u n i t á r i a ;  

D -  ma t r i z d i a g o n a l  c om e l e me n t o s d i a g o n a i s p o s i t i v o s ;  

E -  ma t r i z d i a g o n a l  c om e l e me n t o s d i a g o n a i s :  

.  i g u a i s a z e r o ,  q u a n d o a ma t r i z H ̂  é p o s i t i v a d e f i n i d a ;  

.  não n e g a t i v o s ( i n c l u i n d o a l g u n s e l e me n t o s p o s i t i v o s )  
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q u a n d o H i  p o s i t i v a s e mi - d é f i  ni  da ou i n d e f i n i d a .  

Es t a f a t o r a ç ã o é u t i l i z a d a p a r a :  

( i )  -  s o l u ç ã o e x a t a de um s i s t e ma d e t e r mi n a d o de equa_ 

ç õ e s ,  Hp X = b ,  q u a n d o a ma t r i z A é s i mé t r i c a p o s i t i v a def i n i _ 

d a ;  

( i i )  -  s o l u ç ã o a p r o x i ma d a de um s i s t e ma d e t e r mi n a d o de 

e q u a ç õ e s ,  H^ x = b ,  q u a n d o a ma t r i z A é p o s i t i v a s e mi - d e f i n i _ 

da ou i n d e f i n i d a ( n e s t e c a s o s e r e s o l v e o s i s t e ma L DL
T
x = b 

no l u g a r  do s i s t e ma o r i g i n a l  Hp x = b ) .  

Na s e ç ã o 3. 6 é mo s t r a d o o a l g o r i t mo c o mp u t a c i o n a l  p a r a 

e x e c u t a r  e s t a f a t o r a ç ã o [ GÍ 1 1 & Mu r r a y ( 1 9 7 4 b )  e L i p o ws k i  

(  1 980b ) ]  .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1. 4 Co n d i ç õ e s Ne c e s s á r i a s e Su f i c i e n t e s pa r a a Ex i s t ê n c i a 

de uma So l u ç ã o do Pr o b l e ma Ge r a l  de Pr o g r a ma ç ã o Mat er na 

t i  ca 

a )  Co n d i ç õ e s Ne c e s s á r i a s de Pr i me i r a Or d e m -  Se x *  é 

um p o n t o de
 m

Tm' mo l ocal  par a o p r o b l e ma ( 1 . 1 )  e um p o n t o r eg_u 

l a r  pa r a o c o n j u n t o de r e s t r i ç õ e s ,  e n t ã o e x i s t e um v e t o r  dos 

mu l t i p l i c a d o r e s de L a g r a n g e X*  t al  q u e :  

7 x L ( x * ,  X* )  -  0 ( 1 . 2 0 )  

XÍ ( J>.  ( x * )  = 0 ,  i = m 1 + l , . . . , m 
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A ^ ^ O ,  i  = m -j  + 1 ,  .  .  .  ,  m .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

b )  Co n d i ç õ e s de Su f i c i ê n c i a de Se g u n d a Or d e m -  Se x è*  

um p o n t o d e mí ni mo l ocal  f or t e nar a o p r o b l e ma ( 1 . 1 )  e um p o n t o 

r e g u l a r  par a o c o n j u n t o de r e s t r i ç õ e s ,  e n t ã o e x i s t e um v e t o r  

dos mu l t i p l i c a d o r e s de L a g r a n g e A t al  quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA í Ch a r a l a mb o u s 

(  1 979 ) ]  :  

( i )  -  as c o n d i ç õ e s n e c e s s á r i a s de p r i me i r a o r d e m s ã o 

s a t i s f e i t a s ,  e 

( i i )  -  z
T
V L ( x * .  À* ) z > 0 ,  p a r a q u a l q u e r  z M t al  q u e 

XX 

zzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA & M,  o n d e 

T *  
M = { zzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I z  7<j ) .  ( x )  = 0 ,  1 = 1 ,  .  . . ,  m1 f  

-  0 ,  i  €  J 1 3 

> 0 ,  i  G J 2 }  ( 1 . 21 )  

0 ,  X i > 0 ,  m ^ + l _ < i _ < m } ,  

0 ,  X.  = 0 ,  m 1 + l ^ i < m } .  

1. 5 T r a n s f o r ma ç ã o do Pr o b l e ma Ge r a l  de Pr o g r a ma ç ã o Mat er na 

t i c a e m um Pr o b l e ma de Mi n i mi z a ç ã o de uma F u n ç ã o de 

Pe n a l i d a d e Ex a t a e a Re l a ç ã o e n t r e s ua s So l u ç õ e s 

z v<t >. ( x )  

z
T
V<} ) i  ( x * )  

J 1 = { i  I « ^ ( x * )  = 

J o = í i  I ^ ( x * )  = 

0 p r o b l e ma ( 1 . 1 )  p o d e s e r  t r a n s f o r ma d o em um p r o b l e ma 
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de mi n i mi z a ç ã o i r r e s t r i t a de uma f u n ç ã o de p e n a l i d a d e e x a t a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

P( x , u ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

.  «1 .  m 
mi  ni  mi  ze p ( x ,  p)  = f ( x )  + -  Z <J>, - (

X
)  "  -  Z mi n ( 0 ,  * .  ( x) )  ,  

i  = l
 1 y

 i =m, +l
 1 

x 1 

x G R
n
 ,  ( 1 . 2 2 )  

o n d e y é a l g u m p a r â me t r o p o s i t i v o .  

Se o p a r â me t r o u e s u f i c i e n t e me n t e p e q u e n o ,  os mí n i mo s 

l o c a i s do p r o b l e ma ( 1 . 2 2 )  s ão t a mb é m as s o l u ç õ e s do p r o b l e ma 

( 1 . 1 )  J Vi e t r z y k o ws k i  (  1 969 ) ] .  Es t e f a t o j u s t i f i c a o p o r q u e 

da f u n ç ã o de p e n a l i d a d e p ( x ,  y )  s e c h a ma r  de f u n ç ã o de pena 

1i  d a d e ex a t a .  

Podem- se f a z e r  as s e g u i n t e s o b s e r v a ç õ e s s o b r e a f u n ç ã o 

de p e n a l i d a d e ex a t a :  

( i )  -  o n í v e l  de c o mp l e x i d a d e das r e s t r i ç õ e s do p r o b l e 

ma ( 1 . 2 2 )  c o r r e s p o n d e ao n í v e l  de c o mp l e x i d a d e das r es t r i _ 

ç õ e s do p r o b 1 ema ( 1 . 1 ) - ,  

( i i )  -  não é n e c e s s á r i o a p r o x i ma r  y de z e r o pa r a s e ob_ 

t e r  uma s o l u ç ã o p r e c i s a par a o p r o b l e ma ( 1 . 1 ) ,  c o mo s e r i a o 

c a s o q u a n d o a f u n ç ã o de p e n a l i d a d e c l á s s i c a é u s a d a .  
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1. 6 Co n d i ç õ e s Ne c e s s á r i a s e Su f i c i e n t e s pa r a a Ex i s t ê n c i a 

de uma So l u ç ã o do Pr o b l e ma de Mi n i mi z a ç ã o se»*  R e s t H 

c o e s de ur aa F u n ç ã o de Pe n a l i d a d e Ex a t a 

De^ i ner - s e os c o n j u n t o s de Tn d i c e s das r e s t r i ç õ e s at i _ 

v as de i g u a l d a d e ( I ^ - j )  e de d e s i g u a l d a d e ( I  ^ 2 )  » ^ as r est r _i _ 

ç Õe s v i o l a d a s de i g u a l d a d e ( I y- | )  e de d e s i g u a l d a d e ( I  y  2 )
 c

°  

mo s e g u e :  

I A 1 = { i  I  4>. ( x )  = 0 ,  1 = 1 ,  .  .  .  ,  m1 }  ,  ( 1 - 23)  

I A 2 = { i zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I 4> ^  ( x )  = 0 ,  i  = m1 + 1 ,  m]  

v l  = { i  I  l ^ í x )  I zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ¥ 0 ,  i '  -  1 ,  . . . ,  i r ^}  ,  

I  v 2 = í i  !  <$> •  ( X)  < 0 ,  1 B I Rj  '  + 1 •  .  .  .  ,  ,  

!
A

 =
 * A1

 U
 * A2 

T
V ~ * V1

 U !
V2 

( 1 . 2 4 )  

a )  Co n d i ç õ e s Ne c e s s á r i a s de Pr i me i r a Or d e m -  As s umi r ^  

d o - s e q u e f ( x )  e 4 > . ( x ) , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \ - 1 ,  m,  s ã o c o n t i n u a me n t e d ^  

f e r e n c i ã v e i s e q u e Í V<J) . ( J( )  |  i £ I A ( x ) }  é um c o n j u n t o de g r a 

d i e n t e s l i n e a r me n t e i n d e p e n d e n t e s ,  e n t ã o as c o n d i ç õ e s neces_ 

s ã r i a s de p r i me i r a o r d e m pa r a q u e x *  s e j a um mí n i mo l oc a l  de 
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p ( x ,  u )  s ã o :  

( i )  .  e x i s t e A t al  que 

vp ( x* )  =v f ( x * )  + -  L s i nal zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(4>. ( x* ) ) v* . ( x* ) - 7- E Vd>. ( x* )  
1 £ 1

V 1
 1 f cl

V2 

= -  E A ^ v ç ^ x )  + E X2i V<| ) . ( x )  ;  ( 1 . 25)  
i e I A 1 i e I A 2 

*  "  y"
 £ x

l i  - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Í '
 i G I

A l
 ;  

( 1 1 1 )  •
 0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

 1
 A

2 i  1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA l •
 i € £ I

A 2 '  

o n d e X,  . ,  i  e I A 1 ,  e X 2 i ,  i  G I A 2 > s ã o ,  r e s p e c t i v a me n t e os 

mu l t i p l i c a d o r e s de L a g r a n g e a s s o c i a d o s as r e s t r i ç õ e s a t i v a s 

de i g u a l d a d e e de d e s i g u a l d a d e .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

b)  Co n d i ç õ e s Ne c e s s á r i a s de Se g u n d a Or d e m -  As s u mi n d o -

- s e que ( f ( x )  e $ . ( x ) ,  i  = 1 ,  m,  s ao d u a s v e z e s c ont j _ 

n u a me n t e d i f e r e n c i á v e i s e q u e { v $ i  ( x  )  j  i  € zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
 l

i \ (
x ) J

 c u m 

c o n j u n t o de g r a d i e n t e s l i n e a r me n t e i n d e p e n d e n t e s ,  e n t ã o as 

c o n d i ç õ e s n e c e s s á r i a s de s e g u n d a o r d e m p a r a que x s e j a um 

mí n i mo l oc a l  de p ( x ,  y )  s ã o :  

( i )  -  s e j a m s a t i s f e i t a s as c o n d i ç õ e s n e c e s s á r i a s de 

p r i me i  r a o r d e m;  ( 1 . 2 6 )  

T *  

( i i )  -  pa r a t o d o v e t o r  y q u e s a t i s f a ç a y V<j >. . (x )  = 0 , 

o n d e i  € E I A 

T 
y V

2
f ( x * )  + -  E si nal ( ( } ) i ( x* ) ) V

2
( i ) i ( x* )  -  -  E 7 ^ ( x )  4 

i e í V1
 i e I

V 2 

f - E X, . V<| >. ( x )  - -  E X9 . V <| >. (x 1 
V
 i i =T l l  1

 u
 i  c= T

 2 1 1 

y > 0. 
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c )  Co n d i ç õ e s de Su f i c i ê n c i a de Se g u n d a Or d e m -  As s umi r i  

d o - s e q u e f ( x * )  e ó ( x ) ,  i  = l , . . . , m,  s ao d u a s v e z e s cont i _ 

n u a me n t e d i f e r e n c i á v e i s ,  e n t ã o as c o n d i ç õ e s de s u f i c i ê n c i a 

de s e g u n d a o r d e m pa r a q u e x s e j a um mTn i mo l oc a l  i s o l a d o de 

p ( x ,  u)  s ã o :  

( i  )  .  ex i  s t e A t a l  q u e 

Vp , ( x * )  = Vf ( x * ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA + - Z si  nal  ( 4>,  ( x * )  ) 7d>.  ( x * ) - l  Z Vò. ( x* )  
1 u

 í f ^T i el  

= -  Z X. . V4>( x * )  + í  X2 . V( } , i ( x * )  ;  ( 1 . 2 7 )  
i £ l

A l
 Í e I

A 2 

(
1 1

> •  "  y"  <
 X

l i  1 £ '
 Í e I

A l  '  

( i ü )  .  o < x 2 i  <zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 ,  i e i A 2 

( i v )  .  pa r a t o d o v e t o r  yzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA + 0 ,  que s a t i s f a ç a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

• AT 6 ( y
T
v $ 1 ( x )  = o ,  i  e i  

( y
T
V<í ) i ( x * )  = 0 ,  i € l A 2 e A 2 i  > 0 ) ,  e 

( y
T
v o i ( x * )  > o ,  Í ^ I A 2 e x 2 i  = 0 )  

e a s e g u i n t e d e s i g u a l d a d e s e j a s a t i s f e i t a 

y ¥ f ( x * )  + -  Z si nal ( 6. ( x* ) ) v
2
<í ) .  -  \  Z V

2
<J> ( x* )  + 

y
 i ^ I V 1

 y
i e l v 2 

+ \  l X ( x * )  -  1 Z A V
2
<j > ( x* ) ] y > 0 

1€ I A1 "  i el . 2 

Es t a s c o n d i ç õ e s n e c e s s á r i a s e s u f i c i e n t e s s a o mos t r a_ 
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das c om d e t a l h e s p o r  Co l e ma n & Co n n ( 1 9 7 8 ) .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA.7 De s c r i ç ã o Ge r a l  do Al g o r i t mo da F u n ç ã o de Pe n a l i d a d e 

Ex a t a Gl o b a l me n t e Co n v e r g e n t e 

0 a l g o r i t mo a p r e s e n t a d o a s e g u i r  ê n u me r i c a me n t e e s t a 

v el  e é b a s e a d o em um mé t o d o a u t o - c o n s i  s t e n t e e u n i f i c a d o pa_ 

r a que n o s s u a as p r o p r i e d a d e s de c n n v e r n ê n c i a g l o b a l " "  *! e 

a s s i n t o t i c a r n e n t e u ma t ax a de c o n v e r g ê n c i a s u p e r l i n e a r .  

Es t e a l g o r i t mo p o d e s e r  u s a d o c o mo um e f i c i e n t e i n s t r u me n t o 

par a a s o l u ç ã o do p r o b l e ma g e r a l  de p r o g r a ma ç ã o ma t e má t i c a 

mo s t r a d o na s e ç ã o ( 1 . 2 ) .  

0 p r o b l e ma g e r a l  de p r o g r a ma ç ã o ma t e má t i c a d e f i n i d o 

por  ( 1 . 1 )  p o d e s e r  t r a n s f o r ma d o em um p r o b l e ma de mi n i mi z a_ 

ç ão i r r e s t r i t a de uma f u n ç ã o de p e n a l i d a d e e x a t a p ( x ,  u )  d a d o 

po r  ( 1 . 2 2 ) .  0 t e r mo " e x a t a "  é u s a d o pa r a d e n o t a r  q u e ,  no ca_ 

s o c o n v e x o ,  o mí n i mo g l o b a l  da f u n ç ã o de p e n a l i d a d e p ( x ,  u )  

c o i n c i d e e x a t a me n t e c om o mTn i mo do p r o b l e ma ( 1 . 1 )  pa r a um 

p a r â me t r o de p e n a l i d a d e u f i n i t o .  A f u n ç ã o de p e n a l i d a d e ex a 

t a p ( x ,  u ) ,  em um p o n t o c o r r e n t e ,  p o d e s e r  s u b d i v i d i d a em 

d u a s p a r t e s [  Co n n & Pi e t r z y k o ws k i  ( 19 7 7^  :  uma p a r t e di f er e_n 

c i ã v e l  ( i n c l u i n d o a f u n ç ã o o b j e t i v o e as r e s t r i ç õ e s v i o l a d a s )  

e uma p a r t e não d i f e r e n c i ã v e i  ( i n c l u i n d o as r e s t r i ç õ e s q u a s e 

a t i v a s ) .  

Fo r a m d e t e r mi n a d a s [  Co l e ma n & Co n n (  1 9 7 8 ) ]  as c ondi _ 

ç õ e s de p r i me i r a e de s e g u n d a o r d e m q u e d e v e m s e r  sat i s f e_i _ 
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t as por  x em um mí ni mo Toeal  <̂ e p(  x ,  y )  .  Pa r a q u e s e o b t i v e s s e m cH 

r e ç õ e s de p e s q u i s a d e s c e n d e n t e s p a r a p ( x ,  y ) , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f o i d i sc u t i d o 

o c o mp o r t a me n t o do p ( x ,  y )  q u a n d o l o n g e ou p r ó x i mo de um mT 

n i mo l oc a l  de p ( x ,  y )  e f o i  f e i t o o us o da e x p a n s ã o de 

T a y l o r .  Qu a n d o p r ó x i mo da s o l u ç ã o ,  pa r a q u e s e o b t i v e s s e uma 

t ax a de c o n v e r g ê n c i a s u p e r l i n e a r ,  f o i  n e c e s s á r i a a i n c l u s ã o 

de i n f o r ma ç õ e s de s e g u n d a o r d e m s o b r e as r e s t r i ç õ e s a t i v a s ,  

pa r a i s t o ,  f oi  f e i t o o us o de um mé t o d o q u e u t i l i z a a f u n ç ã o 

de p e n a l i d a d e e x a t a p ( x ,  y )  e a f u n ç ã o L a g r a n g e a n a a u me n t a d a 

L ( x , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A ) .  Qu a n d o p r ó x i mo da s o l u ç ã o ,  o c o n j u n t o a t i v o é 
a um 

c o n h e c i d o e os mu l t i p l i c a d o r e s de L a g r a n g e { X^}  p o d e m s e r  es_ 

t i ma d o s c om a l g u ma p r e c i s ã o .  

A v e r s ã o o r i g i n a l  do a l g o r i t mo [ c o l e ma n & Co n n (  1 9 8 2 b ) ]  

f o i  e s t e n d i d a pa r a i n c l u i r  as r e s t r i ç õ e s de i g u a l d a d e .  

0 a l g o r i t mo é b a s e a d o em um p r o c e s s o i t e r a t i v o ,  c a d a 

i t e r a ç ã o c o n t e n d o t r ês o a s s o s o r i n c i o a i s :  

( i )  -  d e t e r mi n a ç ã o de uma d i r e ç ã o de p e s q u i s a Ót i ma pa_ 

r a um d a d o c o n j u n t o de r e s t r i ç õ e s a t i v a s e um d a d o c o n j u n t o 

de r e s t r i ç õ e s v i o l a d a s ;  

( i i )  -  d e t e r mi n a ç ã o do n o v o p o n t o de p e s q u i s a ao l o n g o 

da d i r e ç ã o de p e s q u i s a Ót i ma ;  

( i i i )  -  v e r i f i c a ç ã o das c o n d i ç õ e s n e c e s s á r i a s e s uf i c i e j i  

t es pa r a a s o l u ç ã o ,  s e n d o q u e ,  q u a n d o e s t a s c o n d i ç õ e s s ão sa_ 

t i s f e i t a s no n o v o p o n t o de p e s q u i s a ,  c o n c l u i - s e o p r o c e s s o 
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c o mp u t a c i  o na 1 .  

De n t r o d e s t e p r o c e s s o s ã o i d e n t i f i c a d o s os c o n j u n t o s 

de í n d i c e s das r e s t r i ç õ e s v i o l a d a s ,  a t i v a s e i n a t i v a s ,  é c om 

ou a d e c o mp o s i ç ã o do va_ 

l o r  s i n g u l a r  UzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA T. V
 1
 da ma t r i z dos g r a d i e n t e s das r e s t r i ç õ e s 

a t i v a s A,  a f a t o r a ç ã o L DL ^ ( f a t o r a ç ã o de Ch o l e s k y )  ou f a t o r a 

ç ã o L DL
1
 mo d i f i c a d a ( f a t o r a ç ã o mo d i f i c a d a de Ch o l e s k y )  da ma 

t r i z He s s i a n a p r o j e t a d a a p r o x i ma d a H ,  é a t u a l i z a d a a ma t r i z 

P 

He s s i a n a p r o j e t a d a a p r o x i ma d a H p e s ão mo d i f i c a d o s os par ãr ne 

t r os q u e c o n t r o l a m o p r o g r e s s o do p r o c e s s o c o mp u t a c i o n a l .  

1. 8 0 Pr o b l e ma de Fl u x o de Ca r g azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Ót i mo 

0 p r o b l e ma de d i s t r i b u i ç ã o de c a r g a s e n t r e as u n i d a d e s 

g e r a d o r a s de u
m s i s t e ma de p o t ê n c i a é de s una i p o o r t ã n c i a pa_ 

r a a i n d ú s t r i a de n e r a ç ã o e r Hs t r i b » i c ã o de n o t i n c i a ,  p o r q u e 

c mo ^ n c o mo as c a r g a s s ão d i s t r i b u í d a s a f e t a m os c u s t o s ope_ 

r a c i o n a i s e de c e r e ç ão de e n e r g i a .  

Um p r e - r e q u i s i t o pa r a um d e s p a c h o Õt i mo de p o t ê n c i a s 

a t i v a s e r e a t i v a s ( p a r a c o n d i ç õ e s e s t ã t i c a s em s i s t e ma de po_ 

t ê n c i a )  ê a s o l u ç ã o do p r o b l e ma de f l u x o de c a r g a Õt i mo .  A 

s o l u ç ã o do p r o b l e ma de f l u x o de c a r g a õ t i mo d e f i n e as ge r a 

ç õ e s de p o t ê n c i a a t i v a e p o t ê n c i a r e a t i v a de t o d o s g e r a d o 

r e s .  Es s a s g e r a ç õ e s s a t i s f a z e m o c r i t é r i o de o p e r a ç ã o õ t i ma 

e s c o l h i d o a p r i o r i .  

~ T R 
p u t a d a a f a t o r a ç ã o o r t o g o n a l  -  Q —  
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Em t e r mo s ma t e má t i c o s ,  ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA prob lema de f l u x o de c a r g a 

ó t i mo pode ser e x p r e s s o c o mo um p rob lema g er al de programa 

ç ão ma t e má t i c a d e f i n i d o na s e ç ã ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 . 2 .  

A e s c o l h a da f u n ç ã o o b j e t i v o d e p e n d e do c r i t é r i o assu_ 

mi d o pa r a d e f i n i r  a o p e r a ç ã o ó t i ma do s i s t e ma de p o t e n c i a .  

Em s i s t e ma s c o mo u s i n a s t é r mi c a s ,  o c u s t o g l o b a l  dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ge 

r a ç ã o de p o t ê n c i a a t i v a é f r e q u e n t e me n t e e s c o l h i d o c o mo a 

f u n ç ã o o b j e t i v o a s e r  mi n i mi z a d a .  Em s i s t e ma s c om u n i d a d e s 

h i d r á u l i c a s ,  as p e r d a s de p o t ê n c i a a t i v a nas l i n h a s de t r an_s_ 

mi s s ã o s ão f r e q u e n t e me n t e e s c o l h i d a s c o mo a f u n ç ã o o b j e t i v o 

a s e r  mi n i mi z a d a .  

As r e s t r i ç õ e s i mp o s t a s a s e r e m s a t i s f e i t a s s ão d e v i d a s 

ãs l e i s q u e r e g e m o s i s t e ma e l é t r i c o ( r e s t r i ç õ e s de i gual da_ 

de pa r a os nós do s i s t e ma ) ,  às l i mi t a ç õ e s t é c n i c a s do pr oj e_ 

t o e â s r e g r a s e s t a b e l e c i d a s p e l o s e s t a t u t o s das e mp r e s a s 

( l i mi t e s pa r a v o l t a g e m nos n ó s ,  l i mi t e s p a r a c a r g a s de g e r a 

d o r e s ,  l i mi t e s par a t r a n s mi s s ã o de p o t ê n c i a nas l i n h a s de 

t r a n s mi s s ã o ,  1 i mi t e s pa r a d i f e r e n ç a s e n t r e â n g u l o s de f a s e 

das v o l t a g e n s ,  l i mi t e s d e v i d o a n e c e s s i d a d e de g a r a n t i r  a 

o p e r a ç ã o s e g u r a do s i s t e ma ,  e t c . ) .  

A e s c o l h a das v a r i á v e i s i n d e p e n d e n t e s pa r a o p r o b l e ma 

ê f e i t a e n t r e os c o mp o n e n t e s das t e n s õ e s nas b a r r a s ,  ger a_ 

ç õ e s de p o t ê n c i a a t i v a e r e a t i v a e os c o mp o n e n t e s da r a z ã o 

de t r a n s f o r ma ç ã o dos t r a n s f o r ma d o r e s r e a i s ou c o mp l e x o s .  



23 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

O p r o b l e ma de f l u x o de c a r g a Ót i mo a s s o c i a d o a s i s t e ma 

de 23 b a r r a s q u e c o r r e s p o n d e ao p r o b l e ma g e r a l  de pr ogr ama 

ç ã o ma t e má t i c a c om 75 v a r i á v e i s ,  46 r e s t r i ç õ e s de i g u a l d a d e 

e 136 r e s t r i ç õ e s de d e s i g u a l d a d e [ l - i pows k i  (  1 9 8 0 a ) ]  é des c r i _ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

to nos a p ê n d i c e s 4 e 5 .  



2 O ALGORI TMO DA F U N Ç Ã O DÊ P ENALI DADE EXATA 

GLOBALMENTE CONVERGENTE 

2 . 1 A F u n ç ã o d e  P e n a l i d a d e  E x a t a  

O p r o b l e ma  g e r a l  d e  p r o g r a ma ç ã o ma t e má t i c a  d a d o p o r  

( 1 . 1 )  p o d e  s e r  t r a n s f o r ma d o e m um p r o b l e ma d e  mi n i mi z a ç ã o 

s e m r e s t r i ç õ e s  ^ e  uma  f u n ç ã o He  p e n a l i d a d e  e x a t a :  

.  m -  m 

mi n i mi z e  p ( x ,  y )  = f ( x )  + - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Z U , - ( x ) | - -  I  mm( U,  * .  ( x ) ) ,  

x

 y

 i = l
 1

 v  i = m
] +

l
 1 

( 2 . 1 )  

o n d e  p é  a l g u m p a r â me t r o p o s i t i v o .  P a r a  f a c i l i d a d e d e  n o t a _ 

ç ã o ,  a  f u n ç ã o d e  p e n a l i d a d e  e x a t a  p ( x ,  y )  s e r á  r e p r e s e n t a d a  

p o r  p ( x )  .  

Se o p a r â me t r o p i  s u f i c i e n t e m e n t e  p e q u e n o ,  o s  mí n i mo s  

l o c a i s  d o p r o b l e ma  ( 2 . 1 )  s ã o t a mb é m a s  s o l u ç õ e s  d o p r o b l e ma  

( 1 . 1 )  P i  e  t r z y k o w s  k i  (  1 9 6 9 ) 1 .  P o d e - s e ,  a i n d a ,  f a z e r  a s  s e  

g u i n t e s  o b s e r v a ç õ e s  s o b r e  a  f u n ç ã o d e  p e n a l i d a d e  p ( x ) :  

( i )  -  o n í v e l  d e  c o mp l e x i d a d e d a s  r e s t r i ç õ e s  q u e  d e f i _ 
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n e m p ( x )  c o r r e s p o n d e  a o n T v e l  d e  c o mp l e x i d a d e  d a s  r e s t r i ç õ e s  

d o p r o b l e ma  ( 1 . 1 ) ;  

( i i )  -  n ã o é  n e c e s s á r i o y s e  a p r o x i ma r  d e  z e r o p a r a  s e  

o b t e r  uma  s o l u ç ã o p r e c i s a  p a r a  o p r o b l e ma  ( 2 . 1 ) ,  c o mo s e r i a  

o c a s o q u a n d o a  f u n ç ã o d e  p e n a l i d a d e  c l á s s i c a  é"  u s a d a .  

C o n t u d o ,  a  f u n ç ã o d e  p e n a l i d a d e  e x a t a  p ( x )  n ã o e  d i f e _ 

r e n c i ã v e l  e m t o d a  s u a  e x t e n s ã o .  Co n n e  P i e t r z y k o w s k i  ( 1 9 7 7 )  

c o n t o r n a m e s t a  d i f i c u l d a d e  d i v i d i n d o a  f u n ç ã o d e  p e n a l i d a d e  

p ( x )  em d u a s  p a r t e s :  uma  p a r t e  d i  f e r e  n c i  a v e  1 c o n t e n d o a  f u r i  

ç ã o o b j e t i v o e  a s  r e s t r i ç õ e s  v i o l a d a s  e  uma  p a r t e  n ã o d i f e  

r e n c i ã v e l  c o n t e n d o a s  r e s t r i ç õ e s  a t i v a s .  

F a r - s e - ã  o u s o d e  um p e q u e n o e s c a l a r  p o s i t i v o e  p a r a  

i d e n t i f i c a r  o s  c o n j u n t o s  d e  í n d i c e s  d a s  r e s t r i ç õ e s  a p r o x i ma ,  

d o me n + p a t i v a s  ( e - a t i v a s ^ ^ . " a  a s  r e s t r i ç õ e s  d e  i g u a l d a d e  

( T
e

A 1
^

 e
 d e  d e s i g u a l d a d e  ( í %ç . )  e  c s  c o n j u n t o s  d e  í n d i c e s  

d a s  r e s t r i ç õ e s  c l a r a me n t e  v i o l a d a s  ( e - v i o l a d a s )  p a r a  a s  r e s _ 

t r i ç õ e s  d e  i o u a l d a d e  (
l E

y - | ^
 e  d e

 d e s i q u a l d a d e  í
1

^ )
 o u s e

J
a

» 

f

A l
 = { i

 I  ( x ) !  i  e ,  i  = 1 ,  • • • ,  m
1
} ,  ( 2 . 2 )  

I
 v l

 = { i  i  I zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA <$>.  ( x )  i  > e ,  i  -  1 ,  .  •  ,  m
1
 } 

1 ^ 2
 =

 t i  í  • • (
x

)  < - e t  i  * mi + 1 1 . . . , m}
3 
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e  p a r a  i d e n t i f i c a r  1 ^zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = U i j ^
 e

 *y
 =

 * y i  U * V2 '  

A p a r t e  d i f e r e n c i ã v e l  d a  f u n ç ã o d e  p e n a l i d a d e  p ( x )  p o 

d e  s e r  r e p r e s e n t a d a  p o r  

P i ( x )  -  f ( x )  + 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA z s i n a l  ( <t >. ( x) ) 4>, ( x)  -  -  Z Mx )  .  
i e l

V i
 i e i

V 2 •  

( 2 . 3 )  

E n t ã o ,  a  f u n ç ã o d e  p e n a l i d a d e  e x a t a  p ( x )  é  d a d a  p o r  

p ( x ) - p . ( x ) + l zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA z s i n a l ( * . ( x ) ) * ( x )  -  -  Z mi nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA( 0,  <J >. ( x ) ) .  

( 2 . 4 )  

2 . 2 A D i r e ç ã o d e  P e s q u i s a  H o r i z o n t a l  

2 . 2 . 1 Um Mé t o d o d e  P r i m e i r a  Or d e m p a r a  Mi n i m i z a r  p ( x )  

P a r a  s e  d e s e n v o l v e r  um mé t o d o d i  f  e  r e  n c  i  á  v e  1 d e  p r i me j _ 

r a  o r d e m,  p o d e - s e  a s s u mi r  um p e q u e n o i n c r e me n t o h no v a l o r  de  x 

e  a p l i c a r  a  e x p a n s ã o d e  T a y l o r  ( v e j a  s e ç ã o 1 . 3 )  n a  f u n ç ã o 

d e  p e n a l i d a d e  e x a t a  p ( x )  n a s  v i z i n h a n ç a s  d e  x ,  

p ( x + h )  = p ( x )  + V p ( x )
T

h + j h
T

V
2

p ( C ) h .  ( 2 . 5 )  

De s p r e z a n d o - s e  o t e r mo d e  s e g u n d a  o r d e m,  t e m- s e  

p ( x + h )  = p ( x )  + Vp ( x )  h ,  o u ( 2 . 6 )  
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p ( x + h )  = p ( x )  + 
u i e l  

+ Vp . ( x ) ' h +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 l  s i n a l ( 4 > . ( x ) ) v " < i > . ( x ) ' h -  -  E ( x )  ' h " ,  
i e I A

]

 1 1 y

 i e í
A 2

 J  

o n d e  a s  a s p a s  s ã o u s a d a s  p a r a  i n d i c a r  q u e  o t e r mo e n t r e  e l a s  

e  z e r o o u - | V $ . ( x )  h | .  De s p r e z a n d o - s e  o s  t e r mo s  c o n s t a n t e s ,  

p o i s  e l e s  a l t e r a m o v a l o r  d a  f u n ç ã o ma s  n ã o a l t e r a m o p o n t o 

d e  mT n i mo ,  t e m- s e  

o n d e  B e  um p e q u e n o e s c a l a r  p o s i t i v o ( u t i l i z a - s e  ' h '  n o l u _ 

g a r  d o u s u a l  ' d '  p a r a  c o n s t r a s t a r  c o m a  d i r e ç ã o d e  p e s q u i s a  

v e r t i c a l  ' v '  a  s e r  i n t r o d u z i d a  p o s t e r i o r m e n t e ,  s a t i s f a z e n d o 

h
T

v = 0 ,  v i s t o q u e  o d e s e n v o l v i me n t o c o n d u z i r a  p a r a  uma  d i r e _ 

ç ã o d e  p e s q u i s a  d e n o mi n a d a  d i r e ç ã o d e  p e s q u i s a  h o r i z o n t a l ) .  

P a r a  s i m p l i f i c a r  a  c o mp u t a ç ã o d a  d i r e ç ã o d e  p e s q u i s a  

h q u e  mi n i mi z a  a  f u n ç ã o d e  p e n a l i d a d e  e x a t a  p ( x ) ,  p o r q u e  r e  

s o l v e r  o p r o b l e ma  ( 2 . 7 )  n ã o s e r i a  t r i v i a l ,  p r o v i d e n c i a - s e  

q u e  a  mu d a n ç a  n o c o n j u n t o d a s  r e s t r i ç õ e s  e - a t i v a s  s e j a  z e r o ,  

L o g o ,  o p r o b l e ma  p a r a  e n c o n t r a r  a  d i r e ç ã o d e  p e s q u i s a  r e s t M 

t a  s e r á  

V<}>.  (  x )  h = 0 ( 2 . 8 )  
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mi n i mi z e  V p ^ h 

h ,  I I  h l i  < 3 

s u j e i t o a  V è . ( x ) ' h =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0  ,  i  € i j j .  

De n o t a n d o - s e  o s u b e s p a ç o g e r a d o p e l o g r a d i e n t e  d a s  r e _ s  

t r i ç õ e s  e - a t i v a s  l i n e a r m e n t e  i n d e p e n d e n t e s  p o r  e  s e  P^[  

f o r  um p r o j e t o r  o r t o g o n a l  ( v e j a  s e ç ã o 1 . 3 )  q u e  p r o j e t a  a l g u m 

v e t o r  d e  R
n

 s o b r e  o c o mp l e me n t o o r t o g o n a l  d e  S ^ ,  d e n o t a d o 

e
 1 

p o r  ( S i )  ,  p o d e - s e  d i z e r  q u e  

h = - a P ^ Vp ^ x )  ( 2 . 1 0 )  

é  uma  d i r e ç ã o d e  p e s q u i s a  d e s c e n d e n t e  p a r a  o p r o b l e ma  ( 2 . 9 ) ,  

d e s d e  q u e  

( 2 . 9 )  

.  V
P ]

( x )  i | zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f  0 ,  ( 2 . 1 1 

o n d e  a  é  um p e q u e n o e s c a l a r  p o s i t i v o e  e s c o l h i d o d e  f o r ma  

q u e  | | h * ] |  = 6 e  f ( x )  e  4 > . ( x ) ,  i  = 1 ,  m, s ã o d u a s  v e z e s  

c o n t i n u a me n t e  d i f e r e n c i á v e i s .  

0 mé t o d o d e  Co n n e  P i e t r z y k o w s k i  ( 1 9 7 7 )  é ,  e m g e r a l ,  

b a s e a d o n a s  d e d u ç õ e s  a c i ma .  E s t e  mé t o d o p o s s u i  p r o p r i e d a d e  

d e  c o n v e r g ê n c i a  g l o b a l ,  ma s  p o s s u i ,  em g e r a l ,  s o me n t e  uma  

t a x a  d e  c o n v e r g ê n c i a  l i n e a r .  
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2 . 2 . 2 Um Mé t o d o d e  S e g u n d a  Or d e m p a r a  Mi n i m i z a r  p ( x )  

Pode - s e  f a z e r  uma  t e n t a t i v a  pa r a  e n c o n t r a r  uma  d i r e ç ã o 

d e  p e s q u i s a  q u e  mi n i mi z e  p ( x ) ,  u t i l i z a n d o t e r mo s  d e  s e g u n d a  

o r d e m d e  t a l  f o r ma  q u e  a s  mu d a n ç a s  n a s  r e s t r i ç õ e s  a t i v a s  s e  

j a m n u l a s  p a r a  o s  t e r mo s  d e  p r i m e i r a  o r d e m,  o u s e j a ,  c o n s i d e _ 

r a n d o - s e  a  s o l u ç ã o d o p r o b l e ma  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

T 1  T O 

mi n i mi z e  7 p
1

( x ) h + - i h V p
1

( x ) h ( 2 . 1 2 )  

h 

s u j e i t o a  V<j > , ( x )  h = 0 ,  i zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA G. I
A 

S e j a  A uma  m a t r i z  c o m d i me n s ã o n x t  f o r ma d a  p e l e s  t  g r  a  

d i e n t e s  d a s  r e s t r i ç õ e s  a t i v a s  l i n e a r m e n t e  i n d e p e n d e n t e s  q u e  

f o r ma m a  b a s e  d o s u b e s p a ç o g e r a d o p e l o s  g r a d i e n t e s  d e  t o 

d a s  r e s t r i ç õ e s  a t i v a s  e  s e j a  Z uma  m a t r i z  mm d i  me n s ã o n x ( n - t )  

d e f i n i d a  c o mo o a r t e  d a  * a t o r a ç ã o o ^ t o n o n a l  d a  m a t r i z  d o s  n r a  

d i e n t e s  d a s  r e s t r i ç õ e s  a t i v a s  A,  

A = [ v e j ^ x ) ,  . . . .  Vd >
t

( x ) ]  ,  ( 2 . 1 3 )  

e n t ã o Z s a t i s f a z  

A
T

Z = 0 ,  ( 2 . 1 4 )  

Z
T

Z = I  
~

 X

( n - l ) x ( n - t )  .  

E n t ã o ,  t o d o s  o s  p o n t o s  v i á v e i s  p a r a  o p r o b l e ma  ( 2 . 1 2 )  s a o d a  
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f o r ma  

h = Zw ,  w e  R.
n _ t

 ( 2 . 1 5 )  

S u b s t i t u i n d o a  e q u a ç ã o ( 2 . 1 5 )  n o p r o b l e ma  d a d o p o r  

( 2 . 1 2 )  t e m- s e  

mi n i mi z e  V p
]

( x )
T

Z w + |  w
T

Z
T

V
2

p
1

( x ) Z w ,  ( 2 . 1 6 )  

w 

T 2 -

o n d e  s e  p o d e  v e r  c l a r a me n t e  q u e  s e  Z p zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA( x ) Z e  p o s i t i v a  d e f j _ 

n i d a ,  a  s o l u ç ã o p a r a  o p r o b l e ma  ( 2 . 1 6 )  c o r r e s p o n d e  a  s o l u ç ã o 

d o s e g u i n t e  s i s t e ma  l i n e a r  d e  e q u a ç õ e s  

Z
T

V
2

p
1

( x ) Z w = - Z
T

Vp
1
 ( x V.  ( 2 . 1 7 )  

L o g o ,  a  s o l u ç ã o p a r a  o p r o b l e ma  ( 2 . 1 2 )  s e r á  

h * = Zw* ,  ( 2 . 1 8 )  

o n d e  w é  a  s o l u ç ã o d a  e q u a ç ã o ( 2 . 1 7 )  

Ap e s a r  d e  s e  o b t e r  uma  c o n v e r g ê n c i a  g l o b a l ,  a  t a x a  d e  

c o n v e r g ê n c i a  q u a d r á t i c a  o u s u p e r l i n e a r  n ã o é  a l c a n ç a d a ,  j á  

q u e  a s  r e s t r i ç õ e s  a t i v a s  s ã o a p r o x i ma d a s  p o r  p o l i n ó mi o s  d e  

p r i m e i r a  o r d e m.  

C o n s i d e r e ,  e n t ã o ,  uma  d i r e ç ã o d e  p e s q u i s a  q u e  mi n i mi z a  

p ( x ) ,  u t i l i z a n d o t e r mo s  d e  s e g u n d a  o r d e m d e  t a l  f o r ma  q u e  a s  

mu d a n ç a s  n o s  t e r mo s  d e  s e g u n d a  o r d e m d a s  r e s t r i ç õ e s  a t i v a s  
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s e j a m n u l a s ,  

mi n i mi z e  v p ^ x )
1

^ ^ h V p ^ x J h +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1  Z:
£
 s i n a l ( < } > . ( x ) ) J v ( j > . ( x )

T

h 

Al  

+ 1  h V * . ( x ) h l  -  -  2 " V ò - (
x

)
T h +

 ?  n
T

v V ( x ) h " ,  (
2 J 8

)  
Í £ l

A2 

q u e  e q u i v a l e  c l a r a me n t e  a  

mi n i mi z e  v p j ( x ) h + ^ h
T

V
2

p
l

( x ) h ( 2 . 1 9 )  

h 

s u j e i t o a  V< t > . ( x )
T

h +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA l  h
T

V
2

< } ) . ( x ) h = 0 .  ,  i  € i !  

I n f e l i z m e n t e ,  uma  s o l u ç ã o Ho p r o b l e ma  ( 2 . 1 9 )  n ã o 

p o d e  s e r  c o mp u t a d a  e m c o n t r a s t e  c o mo q u e  a c o n t e c e  n o ' - p r o b l e ma  

T ?  

( 2 . 1 2 ) ,  n u s e j a ,  a  d e t e r mi n a ç ã o de  h y ò . ( x ) h e x i q e  nm g r a n d e  e s f o r ç o 

c o mp u t a c i o n a l , j ã  q u e  h s a t i s f a z  o p r o b l e ma  ( 2 . 1 3 ) .  P o d e - s e , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA en 

t r e t a n t o ,  o b t e r  uma  a p r o x i ma ç ã o c o mp u t a c i o n a l  p a r a  o p r o b l e _ 

ma  ( 2 . 1 9 )  p o r  me i o d o p r o b l e ma  L a n g r a n g e a n o e q u i v a l e n t e ,  

mi n ma x L ( h , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A)  = Vp , ( x )
T

h + 1  h V p ,  ( x ) h +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA z X, . ( Vd j > . ( x )
T

h + 

h A
 i e l

A l  

+ ^ h
T

V
2

( ) ,
i

( x ) h )  - j zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Z E A
2

. ( V( i )
i

( x )
T

h + | h
T

V
2

( j ,
i

( x ) h )  

Í e I

A2 

( 2 . 2 0 )  

A s o l u ç ã o d o p r o b l e ma  ( 2 . 2 0 )  n ã o p o d e  s e r  o b t i d a  

c o mp u t a c i o n a l me n t e  .  E n t r e t a n t o ,  p o d e - s e  s u b s t i t u i  r  o p r o b l e ma  

( 2 . 2 0 )  p o r  um p r o b l e ma  s o l u c i o n a v e l  ,  c u j a  s o l u ç ã o f o r n e c e  a s  

a p r o x i ma ç õ e s  d a s  v a r i á v e i s  { A- , . } e  { A 7 I )  ( c o n j u n t o s  de  mui  t i n i  i ç a d o r e s  
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I  a n r a n r - e  a s s o c i a d o s  ã s  r e s t r i ç õ e s  ^ ^ r x i r a d a me n t e  a t i v a s  de  i g u a l d _ a  

d e  e  d e  d e s i a u a l d a d e ,  >~es  n e c
f

i  v ã me n t e  )  .  

P a r a  um p o n t o e s t a c i o n á r i o x d e  p ( x ) ,  e x i s t e m v e t o r e s  

* 1 i
 6

 ^  2 i
 t a  1 s

 ^
u e  

P i ( x )  = -  E L V ^ Í x )  + I  Ã
?
 Vcf> ( x ) .  

Í e I

Ã l
 i e I

Ã 2 

De r o t a n d o - s e  a  s o ^ u c ^ o d o s i s t e ma  h i
n

e r d e t e r m i n a d o d e  

e q u a ç õ e s  ,  

Vp ( x )  = - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA z X, . V< f ) . ( x )  + E
p
 X

9
. 7 * . ( x ) ,  ( 2 . 2 1 )  

i e I

A l
 Í £ I

A 2 

p o r  ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A'
2
 e  s e  I ^ = I - , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e  r a z o á v e l  a d o t a r  X^ .  c o mo a  a o r o 

x i ma ç a o d e  X, .  e  c o mo a p r o x i ma ç ã o d e  X« J  ( s e  x -*•  x e  e  

e  s u f i c i e n t e m e n t e  p e o u e n o ,  e n t ã o e x i s t e  um K t a l  q u e  

e  k -  k 
^ v * )

 = T

/ j (
x

)
 n a r a  t o c ,

°
 k

 1
 K

>
 e

 n o r t a n t o A •* A,  p o r  c on_ 

t i n u i d a d e ) .  P o r t a n t o ,  o r » r o b l e m?  ( 2 . 1 9 )  n o d e  s e r  a p r o x i ma d o 

p o r  

mi n ma x f J ( h ,  A)  = V p ^ x ^ h +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1  h
r

v
2

p - ,  ( x ) h +1  Z
 £

 ^
 i

h
T

V
2

c í )
i
 ( x )  h -

h A
 Í £ I

A1 

-  i  Z ^ . h V ^ . í x J h +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Z
 E

 A ^ V c ^ x ^ h -
i e l

A2 '
 i e l

A l  

-  E — A
2
 V4,  ( x )

T

h .  1 2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA. 2 2 )  
i  G I  1

 *A2 
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J u n t a n d o - s e  o s  t e r mo s  He s s i a n o s  d e  s e g u n d a  o r d e m,  p o 

d e - s e  e s c r e v e r  a  f u n ç ã o L ( h ,  A)  c o mo 

L " ( h ,  A)  = V p
1

( x )
T

h +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1  h
T 

V
2

P ]
( x )  +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Z A

l i
V

2

*
i

( x )  
Í £ I

A 1 

Z ^
2 i

V
2

$
i

( x )  

i e I
A 2 

h + Z X u ^ . ( x ) \ 

i e I

A l  

z *
2

i
v

* i ( x )
T

h .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
i e I A 2 

( 2 . 2 3 )  

S u p o n d o - s e  a s  c o n d i ç õ e s  

9L ( h ,  A)  _
 0 e

 j e  

A

l i  

À

2 i  

t e m- s e  

V * . ( x )
T

h -  Q ,
 1 G !

a  

o u zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

i k i ^ A)  . o ,  .  e  i A 2 ,  

e , p o r t a n t o , p o d e - s e  f a z e r  

h = Zw ,  w e  R
n _ t

 •  ( 2 . 2 4 )  



3 4 

O p r o b l e ma  ( 2 . 2 2 )  t o r n a - s e  

T I T T 

mi n i mi z e  Vp ^ ( x )  Zw + w Z HZw,  ( 2 . 2 5 )  

w 

o n d e  

H = V
2

P l
( x ) +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA l  A

1
. V

2

( í )
i

( x )  -  z  ^
2 i

V
2

( f )
i

( x )  ,  

i e I

A l
 Í e I

A 2 

H = Z
T

HZ 
P 

As s u mi n d o q u e  H é  p o s i t i v a  d e f i n i d a ,  a  s o l u ç ã o d o 

p r o b l e ma  ( 2 . 2 5 )  é  o b t i d a  p e l a  s o l u ç ã o d e  

Z
T

HZ w= - Z
T

V
P l

( x )  ( 2 . 2 6 )  

e , p o r  c o n s e g u i n t e ,  a  s o l u ç ã o d o p r o b l e ma  ( 2 . 2 2 )  é  d a d a  p o r  

h * = Zw* ,  ( 2 . 2 7 a )  

o n d e  w* é  a  s o l u ç ã o d a  r e l a ç ã o ( 2 . 2 6 ) .  

A d i r e ç ã o d e  p e s q u i s a  h o r i z o n t a l  h ,  e x p r e s s a  p e l azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA equa 

ç ã o ( 2 . 2 7 a ) ,  p o d e  s e r  a p r e s e n t a d a  n a  f o r ma  

h * = Z ( Z
T

H Z ) '
1

Z
T

V p
1

( x ) .  ( 2 . 2 7 b )  

De s d e  q u e  Z V p , ( x ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f  0 ,  a  d i r e ç ã o d e  p e s q u i s a  h * é  uma  
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d i r e ç ã o d e s c e n d e n t e  pa r a  p ( j ( ) .  Em a d i ç ã o ,  h*zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA l 0 a  na  1 Og 0 de  

s e g u n d a  o r d e m d a  d i r e ç ã o d e  p r i m e i r a  o r d e m dada  p e l a  e q u a ç ã o 

( 3 . 4 ) ,  u s a d o p o r  Co n n e  P i e t r z y k o w s k i  .  Na  p r a t i c a ,  a  m a t r i z  

He s s i a n a  p r o j e t a d a  ( Z
T

HZ )  n ã o p r e c i s a  s e r  c o mp u t a d a ,  ma s ,  d e  

p r e f e r e n c i a ,  a p r o x i ma d a  p o r  uma  m a t r i z  p o s i t i v a  d e f i n i d a .  

De s d e  q u e  a s  c o n d i ç õ e s  d e  s u f i c i ê n c i a  p a r a  p ( x )  a s s e g u r e m 

q u e  a  m a t r i z  He s s i a n a  p r o j e t a d a  v e r d a d e i r a  é  p o s i t i v a  d e f i n j _ 

d a  p a r a  um mí n i mo l o c a l  d e  p ( x ) ,  é  r a z o á v e l  r e s t r i n g i r  a  ma_ 

t r i z  He s s i a n a  p r o j e t a d a  p a r a  e s t a  c l a s s e .  

Qu a n d o | | Z V p , ( x ) ^ e  g r a n d e  ( x e s t á  l o n g e  d e  um p o n t o 

e s  t a c  i  o n ã r i  o )  o s  Í A ^ . } ,  i  ^  e  í ^ i ^ '
 i e

 * A2 '  e s t i ma _ 

d o s  p o s s u e m p o u c o s i g n i f i c a d o .  Qu a n d o l o n g e  d e  um p o n t o e s t a _ 

c i o n ã r i o d e  p ( x ) ,  a  f u n ç ã o o b j e t i v o e  a s  r e s t r i ç õ e s  v i o l a  

d a s  p o d e r i a m d o mi n a r  a  mu d a n ç a  d a  f u n ç ã o d e  p e n a l i d a d e  e x a  

t a  p ( x ) .  P o r t a n t o ,  ê  r a z o á v e l  i g n o r a r  a s  mu d a n ç a s  n a s  r e s t r i ^ 

ç õ e s  a t i v a s  c o r r e n t e s  e  Z^ HZ é  uma  a p r o x i ma ç ã o p o s i t i v a  d e f i _ 

n i d a  d e  Z
T

V
2

p
1

( x ) Z e  o v e t o r zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA X n ã o é  c o mp u t a d o ( p o d e  s e r  

a p r o x i ma d o p e l o v e t o r  z e r o ) .  

P o d e - s e  i n t e r p r e t a r  h c o mo uma  a p r o x i ma ç ã o d o p a s s o d e  

Ne wt o n r e s t r i t o ( c o m r e s p e i t o a  x )  p a r a  a  f u n ç ã o L a n g r a n g e a _ 

n a  ( n o s u b e s p a ç o g e r a d o p e l a s  c o l u n a s  d e  Z e  c o n t e n d o ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA pon 

t o x ) .  E s t e  p a s s o d e  Ne wt o n ê  b a s e a d o n a  i n f o r ma ç ã o d o g r a  

d i e n t e  d a  f u n ç ã o L a g r a n g e a n a  a p r o x i ma d a  n o p o n t o x e  é  uma  

t e n t a t i v a  d o mé t o d o d e  Ne wt o n p a r a  s a t i s f a z e r  7? VL ( x + h ,  X)  = 0 .  

C o mp u t a c i o n a l me n t e ,  a  e q u a ç ã o ( 2 . 2 7 b ) ,  q u e  g e r a  a  di _ 
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r e ç a o de  p e s q u i s a  h o r i z o n t a l ,  pode  s e r  r e s o l v i d a  com ma i o r  

e f i c i ê n c i a  s e  a  f a t o r a ç ã o LDl " ' "  d a  m a t r i z  He s s i a n a  p r o j e t a d a  

H ,  e q u a ç ã o ( 2 . 2 5 ) ,  f o r  c o mp u t a d a  p r i m e i r a m e n t e ,  

L DL
T

 t  H .  ( 2 . 2 8 )  
P 

E n t ã o ,  a  n o v a  f o r ma  d a  e q u a ç ã o ( 2 . 2 6 )  s e r á  

L DL
T

w = - Z
T

Vp ( x )  .  ( 2 . 2 9 )  

A e q u a ç ã o ( 2 . 2 9 )  p o d e  s e r  r e s o l v i d a  em d u a s  e t a p a s .  Na  

p r i m e i r a  e t a p a ,  a  e q u a ç ã o 

Lv = - Z
T

V
P l

( x ) ,  ( 2 . 3 0 )  

p o d e  s e r  r e s o l v i d a  p a r a  o b t e r  o v e t o r  v p o r  s u b s t i t u i ç ã o p r o -

g r e s s i v a .
 M

a  s e c u n d a  e t a p a  

L
T

w = D
_ 1

v ,  ( 2 . 3 1 )  

p o d e  s e r  r e s o l v i d a  p a r a  o b t e r  o v e t o r  w o o r  s u b s t i t u i r ã o r e  

a r e s  s  i  v a  .  

2 . 3 Os  Mu l t i p l i c a d o r e s  d e  L a g r a n g e  

k 

S u p o n d o - s e  q u e  a  s e q ü ê n c i a  d e  p o n t o s  { x } ,  k = 1 ,  2 ,  . . .  ,  

o b t i d o s  d e  um p r o c e s s o i t e r a t i v o ,  t e n d e  p a r a  um p o n t o e s t a  
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c i o n ã r i o x ,  d e  p ( x ) ,  p e l a s  c o n d i ç õ e s  n e c e s s á r i a s  d e  p r i me j _ 

r a  o r d e m,  e x i s t e  um v e t o r zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA X q u e  s a t i s f a z  

V p
n

( x )  = v f f x )  + -  E s i n a l ( < t > . ( x ) ) V<t » . ( x )  - -  E V<J>.  ( x )  

E A,  -  V <J>
 i
 ( x )  + l  A

2 i
V( J >

i
( x )  ,  ( 2 . 3 2 )  

i G l

A l
 i G l

Ã 2 

o n d e  1-^1 ,  I ~
2
 e  I y - j ,  » s ã o ,  r e s p e c t i v a m e n t e ,  o s  c o n j u n t o s  

d e  T n d i c e s  d a s  r e s t r i ç õ e s  a t i v a s  d e  i g u a l d a d e  e  d e  d e s i g u a j _ 

d a d e  e  o s  c o n j u n t o s  d e  í n d i c e s  d a s  r e s t r i ç õ e s  v i o l a d a s  d e  

i g u a l d a d e  e  d e  d e s i g u a l d a d e  p a r a  x ,  i s t o é ,  

^ 1 •
 { i  ( x )  = 0 ,  i  = 1 ,  . . . ,  m

1
) } ( 2 . 3 3 )  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

t  = { i  <j >.  (  x )  = 0 ,  i  = m,  +1 ,  .  .  .  ,  m} ,  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
i

A 2
 i  i  

!

v i
 = { í i  j zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \ <$>.  ( x ) |  > 0 ,  i  = 1 ,  .  .  ,  ,  m- j } 

* V2 
l i  . ( x )  < 0 ,  i  = m,  +1 ,  ,  m)  

C l a r a me n t e ,  p a r a  t o d a  i t e r a ç ã o k ,  k s u f i c i e n t e m e n t e  

g r a n d e ,  I * ( x
k

)  = 1 ^ e  I ^ , ( x
k

)  = I ç ,  o n d e  I
R
 = I

Ã ]
 U I

? 2
 e  

I n = I n ,  U I n
2

,  e n t ã o X •  X,  o n d e  X é  uma  s o l u ç ã o d o s e g u i n 

t e  s i s t e ma  h i p e r d e  t e r mi n a d o d e  e q u a ç õ e s  

V p , ( x
K

)  = A,  = Vf  x
k

)  +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA -  E s i n a l ( é . ( x
k

) ) V4 > ( x
k

)  

y i e i
e 1 1 

-  1  I  V<| >.  x
k 

i e i

V 2 

( 2 . 3 4 )  
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onde  

1 '  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A k -A

 2 "  21 

l t  

2 t í  

n ú me r o d e  r e s t r i ç õ e s  d e  i g u a l d a d e  

e - a t i v a s  q u e  f o r ma m a  b a s e  d o s u b 

e s p a ç o na  k - ê s i ma  i t e r a ç ã o ;  

n ú me r o d e  r e s t r i ç õ e s  d e  d e s i g u a j _ 

d a d e  e - a t i v a s  q u e  f o r ma m a  b a s e  

d o s u b e s p a ç o n a  k - i s i ma  i t e r a  

ç ã o ;  

v e t o r  d o s  m u l t i p l i c a d o r e s  d e  La  

g r a n g e  a s s o c i a d o s  â s  r e s t r i ç õ e s  

e - a t i v a s  d e  i g u a l d a d e  q u e  f o r ma m 

a  b a s e  d o s u b e s p a ç o n a  k - é s i ma  

i  t e  r a ç ã o ;  

v e t o r  d o s  m u l t i p l i c a d o r e s  d e  La^ 

g r a n g e  a s s o c i a d o s  ã s  r e s t r i ç õ e s  

c - a t i v a s  d e  d e s i g u a l d a d e  q u e  f o r  

ma m a  b a s e  d o s u b e s p a ç o S^ na  k - Õs ^ 

ma  i  t e r a ç ã o .  

Se  a s  r e s t r i ç õ e s  a t i v a s  f o r a m c o r r e t a me n t e  i d e n t i f i c a ^ 

T k — 
d a s ,  e n t ã o | | Z V p , ( x ) | |  -> Ü q u a n d o x > x ,  o n d e  

V
P ]

( x
k

)  = v f ( x
k

) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA +1  E s i na l ( <J , . ( x
k

) ) V<í > ( x
k

)  - 1  Ï  7 * . ( x
k

)  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
U -• _ T E I I U • _ T t . I _ 1

V2 
Í Gl  

VI  

c h a ma - s e  p s e u d o - g r a d i e n t e  d e  p ( x )  n o p o n t o x 

( 2 . 3 5 )  
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T k 

Qua ndo | |  Z. Vp^( x )  j |  t o r n a - s e  s u f i c i e n t e me n t e  p e q u e n o ,  a  

s o l u ç ã o d a  e q u a ç ã o ( 2 . 3 4 ) ,  u s u a l me n t e ,  f o r n e c e r á  e s t i m a t i v a s  

E p a  r a  o s  m u l t i p l i c a d o r e s  d e  L a g r a n g e  Í A , . } ,  i  £ I ^ - j  ,  e  

e  
U

2 i
} ,  i zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e  I

A 2
,  u s a d o s  em ( 2 . 3 2 ) .  Qu a n d o | j  Z^ Vp - j  ( x

k

)  | |  é  

g r a n d e ,  a  s o l u ç ã o d a  e q u a ç ã o ( 2 . 3 4 ) ,  p r o v a v e l me n t e ,  p o s s u i  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

— — e  k 
p o u c a  s i m i l a r i d a d e  c o m A- j  e  A2 ( p a r t i c u l a r m e n t e  s e  ^ (

x

 )  ^  

* i
5

) -

C o mp u t a c i o n a l me n t e ,  a  e q u a ç ã o ( 2 . 3 4 ) ,  q u e  d e t e r mi n a  o s  

m u l t i p l i c a d o r e s  d e  L a g r a n g e ,  p o d e  s e r  r e s o l v i d a  c o m ma i o r  

e f i c i ê n c i a  u t i l i z a n d o - s e  a  f a t o r a ç ã o o r t o g o n a l  d a  m a t r i z  d o s  

g r a d i e n t e s  d a s  r e s t r i ç õ e s  r - a t i v a s  A,  

QA ( 2 . 3 6 )  

o n d e  

Q -  m a t r i z  o r t o g o n a l  d e  o r d e m n 

R -  m a t r i z  t r i a n g u l a r  s u p e r i o r  d e  o r d e m t  

A m a t r i z  o r t o g o n a l  Q p o d e  s e r  p a r t i c i o n a d a  d a  s e g u i n t e  

f o r ma  

Q = 
( 2 . 3 7 )  

o n d e  
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Q-j  -  s u b ma t r i z  s u p e r i o r  d a  m a t r i z  o r t o g o n a l  0 c o m d i me n s ã o 

t  x n ,  

-  s u b ma t r i z  i n f e r i o r  d a  m a t r i z  o r t o g o n a l  Q c o m d i me n s ã o 

( n -  t )  x n .  

P r é - mu l t i p l i c a n d o a mb o s  o s  l a d o s  d a  e q u a ç ã o ( 2 . 3 4 )  p e  

l a  m a t r i z  o r t o g o n a l  Q e  c o n s i d e r a n d o a s  e q u a ç õ e s  ( 2 . 3 6 )  e  

( 2 . 3 7 )  ,  o b t e m- s e  :  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

' r  '  V 

0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
h J 

\ 7p,  ( x ( 2 . 3 8 )  

A p a r t e  d a  e q u a ç ã o ( 2 . 3 8 )  q u e  d e f i n e  a  s o l u ç ã o d e  '  m T_ 

n i mo s  q u a d r a d o s ' ,  d o s i s t e ma  h i  p e r d e t e r mi  n a d o d e  e q u a ç õ e s  ,  po_ 

d e  s e r  e s c r i t a  n a  f o r ma  

•  Q
1

v p
1

( x ) ,  ( 2 . 3 9 )  

e  p o d e  s e r  r e s o l v i d a  p a r a  o b t e r  o v e t o r  A p o r  s u b s t i t u i ç ã o 

r e  q r e  s  s  i  v a  .  

2 . 4 A D i r e ç ã o d e  P e s q u i s a  V e r t i c a l  

A d i r e ç ã o d e  p e s q u i s a  h o r i z o n t a l  d a d a  p e l a  e q u a ç ã o 

( 2 . 2 7 b )  f a z  d e c r e s c e r  p ( x )  e n q u a n t o t e n t a  m a n t e r á s  r e s t r i ç õ e s  

e - a t i v a s  c o n s t a n t e s .  S u p o n d o - s e  q u e  x * s a t i s f a ç a  a s  c o n d j _ 

ç õ e s  d e  s u f i c i ê n c i a  d e  s e g u n d a  o r d e m p a r a  o p r o b l e ma  ( 2 . 1 9 ) ,  

k  t i 

q u ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e  e  j j x -  x * í j  s a o s u f i c i e n t e m e n t e  p e q u e n o s  t a l  q u e  



czyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i r  £ K zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
I

f l
( x )  = 1 ^ e  I y ( x )  = I

u >
 o n d e  a s  r e s t r i ç õ e s  n o p o n t o 

4 1 

k 

v 

n ã o s ã o p r e c i s a me n t e  n u l a s , e  q u e  o p a s s o h o r i z o n t a l  mu d a r a  

o s  v a l o r e s  d a s  r e s t r i ç õ e s  c - a t i v a s  d e  a l g u n s  ' g r a u s ' ,  p a r e c e  

r a z o á v e l  t e n t a r  s a t i s f a z e r  a s  r e s t r i ç õ e s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e - a t i v a s  ma i s  p r e _ 

k -  * •  •  
c i s a me n t e ,  q u a n d o x e  p r ó x i mo d e  x .  P o d e - s e  f a z e r  i s t o i n 

t r o d u z i n d o uma  d i r e ç ã o d e  p e s q u i s a  v e r t i c a l  v .  

S u p o n d o - s e  q u e  I ^ ( x )  = { i - j ,  i
2

,  i
 k

> ,  o n d e  i j ,  

i
0

,  i  ,  s ã o o s  T n d i c e s  d a s  r e s t r i ç õ e s  e - a t i v a s  n a  k - e s i _ 
1

 t
K 

ma  i t e r a ç a o , c u j o s  g r a d i e n t e s  s a o l i n e a r m e n t e  i n d e p e n d e n t e s ,  

t  < n ,  e  q u e  

* ( x
k

)  i  ( x
K

) ,  .  
1

1 

K zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
• L zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA( X )  ( 2 . 4 0 )  

V<| >.  ( x
k

)  ,  .  .  .  ,  7 * .  . { * )  
n

l  V 

o b t e m- s e , u s a n d o a  e x p a n s ã o d e  T a y l o r ,  

$ ( x
k

 + v )  = $ ( x
k

)  + A J V + 0  (  1 !  v I I
 2

)  .  ( 2 . 4 1 )  

I g n o r a n d o - s e  o t e r mo d e  s e g u n d a  o r d e m e  i g u a l a n d o e s t a  

e x p r e s s ã o a  z e r o ,  t e ^ - s e  

A j v = - < D( x
k

)  ( 2 . 4 2 )  

E s t e  s i s t e ma d e  e q u a ç õ e s  é  h i p o d e  t e r mi n a d o - e  a  s o l u ç ã o 

e x a t t  d a  e q u a ç ã o ( 2 . 4 2 )  é* d a d a  p o r  
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v =

 " W k 
( 2 . 4 3 )  

s e  a s  c o l u n a s  d a  m a t r i z  A.  s a o l i n e a r m e n t e  i n d e n e n d e n t e s .  
k 

Co n n e  P i e t r z y k o w s k i  mo s t r a r a m q u e  n a s  v i z i n h a n ç a s  d a  

k k ~ 
s o l u ç ã o p ( x + v )  < p ( x ) ,  p o r t a n t o ,  a  d i r e ç ã o d e  p e s q u i s a  

v e r t i c a l  v é  u s a d a  j u n t a me n t e  c o m a  d i r e ç ã o d e  p e s q u i s a  h o r i _ 

z o n t a l  h n a s  v i z i n h a n ç a s  d e  um m í n i m o .  

k -  k k -
Se  v e  s o ma d o a p o s  h ,  e n t ã o v e  uma  t e n t a t i v a  p a r a  

k k k -  k 
r e s o l v e r  í ( x + h + v )  = 0 .  P a r e c e  r a z o á v e l  q u e  v s e r i a  

me l h o r  a v a l i a d o s e  a s  a t u a l i z a ç õ e s  d a s  m a t r i z e s  e  d e  s u a s  f a  

k k 

t o r a ç õ e s  f o s s e m f e i t a s  a p o s  d e t e r mi n a r  x + h .  T a l  c o mp u t a _ 

ç ã o Co l e ma n & Co n n (  1 9 8 2 a )  s e r i a  i n j u s t i f i c a v e 1 me n t e  c a r a .  

E n t r e t a n t o c o n s i d e r a ç õ e s  d e  c o n v e r g ê n c i a  g l o b a l  Co l e ma n & 

Co n n ( 1 9 8 2 b )  e x i n e m q u e  a s  r e s t r i ç õ e s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e - a t i v a s  $ - ( x ) ,  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
c  k k 

i  1 ^ ,  s e j a m a v a l i a d a s  a p ó s  d e t e r m i n a r  x + h ,  e mb o r a  e s t e  

p r o c e d i me n t o n ã o d e s t r u a  a  s u p e r l i n e a r i d a d e  c o m a  e x e c u ç ã o 

d o p a s s o 2 .  L o g o ,  d e f i n e - s e  

A
k

r V x
k

 + h
k

)  ( 2 . 4 4 )  

e  

k + 1 k - k 
x = x + V 

S o me n t e  o s  v a l o r e s  d a s  f u n ç õ e s  <l >( x + h )  s ã o o b t i d o s  



4 3 

p a r a  x + h e  a  m a t r i z  Â  n a o é  a t u a l i z a d a  p a r a  o s  v a l o r e s  

k k -  ,  
d e  x + h .  ma s  A.  c o n t e m a  i n f o r ma ç ã o ^ r e c i s a  s o b r e  o s  n r a  

'  K 

d i e n t e s  d a s  r e s t r i ç õ e s  e - a t i v a s  l i n e a r m e n t e  i n d e p e n d e n t e s  n o 

k 

p o n t o x .  

Co mp u t a c i  o n a l  me n t e ,  a  e q u a ç ã o ( 2 . 4 2 ) ,  q u e  g e r a  a  d i r e _ 

ç ã o d e  p e s q u i s a  v e r t i c a l  v ,  p o d e  s e r  r e s o l v i d a  c o m ma i o r  e f j _ 

c i ê n c i a  s e  a  f a t o r a ç ã o o r t o g o n a l  d a  m a t r i z  d o s  g r a d i e n t e s  

d a s  r e s t r i ç õ e s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e - a t i v a s  f o r  c o mp u t a d a  p r i m e i r a m e n t e .  

Da s  e q u a ç õ e s  ( 2 . 3 6 )  e  ( 2 . 3 7 ) ,  o b t e m- s e  

A r e l a ç ã o ( 2 . 4 6 )  p o d e  s e r  r e s o l v i d a  e m d u a s  e t a p a s .  

Na  p r i m e i r a  e t a p a ,  a  e q u a ç ã o 

1 '  
( 2 . 4 5 )  

L o g o ,  a  e q u a ç ã o ( 2 . 4 2 )  t o r n a - s e  

R Q, v = - $ ( x + h )  .  ( 2 . 4 6 )  

R w = - $ ( x + h ) ,  ( 2 . 4 7 )  

p o d e  s e r  r e s o l v i d a  p o r  s u b s t i t u i ç ã o r e g r e s s i v a  p a r a  o b t e r  

v e t o r  w.
 Nl

a  s e g u n d a  e t a p a ,  c a l c u l a - s e  

v = Q w 

1 
( 2 . 4 8 )  
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S u p o n d o - s e  q u e  { x } -»•  x * ,  x * é  um p o n t o d e  n n n i mo p a r a  

p ( x ) ,  e  q u e  [|  Vp ^ ( x
k

)  | |  s e j a  p e q u e n o ,  e n t ã o o s  m u l t i p l i c a d o 

r e s d e  L a g r a n g ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A s ã o c o mp u t a d o s  e  s a t i s f a z e m a  e q u a ç ã o 

( 2 . 3 4 ) .  S u p o n d o - s e  q u e  X-  .  OU A 2 j ^ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAo,  1  
s
 j zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA €.  I

A
,  

e  l e v a n d o - s e  em c o n s i d e r a ç ã o a s  c o n d i ç õ e s  n e c e s s á r i a s  d e  p r i _ 

me i r a  o r d e m p a r a  um mTn i mo l o c a l  d e  p ( x ) ,  d e v e - s e  t e n t a r zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA en 

c o n t r a r  uma  d i r e ç ã o d e  p e s q u i s a  d e  p r i m e i r a  o r d e m q u e  f a ç a  

. d e c r e s c e r  p ( x )  e m um s u b e s o a c o c e r a d o ^ e l ^ s  ^ r a d i e n t e s  d a s  

r e s t r i ç õ e s  e - a t i v a s  q u e  n ã o c o n t e n h a m a  r e s t r i ç ã o j ,  i s t o e ,  

k e  
o s u b e s p a ç o g e r a d o p o r  {V<| >,  ( x )  j  i  I „  -  { j } } .  

r a d o p o r  ( V<( » . ( x )  

S u p o n d o o u e  s e h um p r o j e t o r  o r t o g o n a l  n o s u b e s p a ç o ge  

i  £ I .  -  { j } )  e  c o n s i d e r a n d o - s e  q u e  \
t  

3 

e x i s t a ,  o m u l t i p l i c a d o r  d e  L a g r a n g e  a s s o c i a d o ã  r e s t r i ç ã o 

q u e  n ã o p e r t e n c e  a o i n t e r v a l o d e f i n i d o p e l a s  c o n d i ç õ e s  n e c e s _ 

s ã r i a s  d e  p r i m e i r a  o r d e m,  a  d i r e ç ã o d e  p e s q u i s a  h o r i z o n t a l  

= a  . P
J

 V4> . ( x )  ,  (  2 . 4 9 

o n d e  

a .  = -  s  i  n a  1 (  A .  
J  J  

é  uma  d i r e ç ã o d e  p e s q u i s a  d e s c e n d e n t e  p a r a  p ( x ) .  E s c o l h e n d o 

- s e  o p r o j e t o r  o r t o g o n a l  c o mo s e n d o
 z

|
<

\ j
Z

|
<

\ j '  onde  Z ^ ,  

i  d e t e r mi n a d o p e l a  f a t o r a ç ã o o r t o g o n a l  d a  m a t r i z  A c u j a s  c o 
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l u n a s  s ã o o s  g r a d i e n t e s  í V<J >. ( x )  i  G I .  -  { j } } ,  t e m- s e  

& ^ ° -
Z

I v . Z.
v
 . V ^ . ( x

k

) .  ( 2 . 5 0 )  
j  k \ j  k \ j

 v

j
v ;  

P a r a v e r i f i c a r  q u e  e s t a  d i r e ç ã o d e  p e s q u i s a  d e c r e s c e  

p ( x )  J c o l e m a n & Co n n ( 1 9 8 2 b ) ] ,  n o t a - s e  q u e  

V ^ í x V í í  = a
j

V *
i

( x
k

)
T

Z
(

[
x j

Z
k v j

V
t

i ) . ( x
k

)  = 0 ,  1 e  I * -  { j > .  

( 2 . 5 1 )  

P o r  o u t r o l a d o ,  t e m- s e  

p ( x
k

 • zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ah < p ( x
1

)  * a g ( x
k

)
T

í í
k

 + 0 ( a
2

) ,  ( 2 . 5 2 )  

o n d e  

g ( x
k

)  = v
P l

( x
k

)  +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA -  mi n zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA( 0 , o \ j )  .  V ^ j ( x
k

) .  

C o n s i d e r a n d o a  e q u a ç ã o ( 2 . 5 0 ) ,  t e m- s e  

< } )
i

( x
k

 + a f r )  = *
i

( x
k

)  + 0 ( a
2

)  ,  i  £ i j  -  ( j )  .  ( 2 . 5 3 )  

Lo g o ,  p o d e m- s e  f a z e r  a s  s e g u i n t e s  o b s e r v a ç õ e s :  

CASO 1 :  s u p o n d o - s e  q u e  X-  < 0 ,  e n t ã o a -  = 1 e  

g ( x
k

)
T

f r  = V p
1

( x
k

)
T

f t '  ,  u s a n d o a  e q u a ç ã o ( 2 . 5 3 )  

= ( A
 k
 X

k

 )
 T

 ÍV ,  u s a n d o a  e q u a ç ã o ( 2 . 3 4 )  
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= À
k

7 < } ) .  ( x
k

)
 T

Í t '  ,  u s a n d o a  e q u a ç ã o ( 2 . 5 1 )  

CASO 2 :  s u p o n d o - s e  q u ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A.  >zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — ,  e n t ã ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA c -  = - 1 e  
j  y - i  

g
( x

k

)
T

f r  = V p , ( x
k

)  - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA -  V ó . ( x
k

)
 T

í í ,  u s a n d o a  e q u a ç ã o ( 2 . 5 3 )  

•  ( A .  -  ^ V ^ .  ( x
k

)
T

F )  ,  u s a n d o a  e q u a ç ã o ( 2 . 5 1 )  

•  < ;  "
 x

j ' ' i i
z

k N J
v

* ; i
( x k ) l 1 2 s

 ° -

2. 6 Uma  E s t r a t é g i a  d a  E s c o l h a  d a  D i r e ç ã o de  P e s q u i s a  

F o r a m d e f i n i d a s  t r ê s  d i r e ç õ e s  d e  p e s q u i s a  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

h k

 •  V ^ V k ) -
1

 w *
k

> •  

v
k

 -  - A
k

( A j A
k

) -
1

t ( x
k

 + h
k

)  ,  

h = o . Z,
v
 . Z

1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
 . v*  . ( x

K

)  .  
J  k Nj

 k N j
 V 

P o d e - s e  s u g e r i r  uma  e s t r a t é g i a  s i mp l e s  e  r a z o á v e l  p a r a  

o b o m d e s e mp e n h o d o a l g o r i t m o ,  e mb o r a  e s t r a t é g i a s  ma i s  

c o mp l i c a d a s  p o s s a m s e r  u t i l i z a d a s  s e m a  v i o l a ç ã o d a s  p r o -

p r i e d a d e s  d e  c o n v e r g ê n c i a .  

Qu a n d o | |  Z Jvp,  ( x
k

)  j|  é  g r a n d e ,  i s t o ê ,  q u a n d o 

( 2 . 5 4 )  

( 2 . 5 5 )  

( 2 . 5 6 )  
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I I zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA zjvp-]  ( x
k

)  I I  >
A
 p o d e - s e  e s c o l  h e r  a  d i r e ç ã o d e  p e s q u i s a  h * ,  o n 

d e  Z^ H^ Z^ é  uma  a p r o x i ma ç ã o d e  

V
2

f ( x
k

)  + 1 Z
e
 s i n a l ( ^

i
( x

k

) ) v
2

(
} ,

i
( x

k

)  
i G l

V l  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Z V
2

<| ) . ( x
k

)  

i e l  
V2 

V 

Qu a n d o | |  Z.  Vp ,  ( x )  j |  f j v .
o s

 m u l t i p l i c a d o r e s  d e  L a g r a n g e  

t o r n a m- s e  i m p o r t a n t e s .  A d i r e ç ã o d e  p e s q u i s a  h é  t e n t a d a  

q u a n d o o s  m u l t i p l i c a d o r e s  d e  L a g r a n g e  n ã o e s t ã o d e n t r o d o s  

d o mí n i o s  d e f i n i d o s  p e l a s  c o n d i ç õ e s  n e c e s s á r i a s  d e  p r i m e i r a  

o r d e m,  o u s e j a ,  X - j  .  ^  
u '  y 
IV» - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

OU .  Ne s t e  c a  

s o ,  a  d i r e ç ã o d e  p e s q u i s a  h é  a c e i t a  s o me n t e  s e  um d e c r e s c j _ 

mo s u f i c i e n t e  d a  f u n ç ã o d e  p e n a l i d a d e  e x a t a  p ( x )  p o d e  s e r  ga_ 

r a n t i d o ,  i s t o e ,  u s a - s e  h s e  

V p
1

( x
k

)  + mi  n ( 0 , o
k

)
 T zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

K
k

 < ( 2 . 5 7 )  

p a r a  a l g u m 6 > 0 e  

k 
o .  s i n a l ( zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAA _ . )  

1 J  '  
s e  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

l j  
1 1_ 

y '  y 
o u ( 2 . 5 8 )  

s i n a l  ( A ,  - )  s e  
X

2j
 S 

° -  5 

Se  o c o r r e r  o u t r a  s i t u a ç ã o ,  p o d e - s e  d e t e r m i n a r  um c o m 

p r i me n t o d o p a s s o a . ,  o b t i d o p e l a  p e s q u i s a  l i n e a r  a o l o n g o 

d a  d i r e ç ã o d e  p e s q u i s a ,  e  a d o t a r - s e - á  

k +1 k , k 
x «-  x + a ,  n o u 

k 
( 2 . 5 9 )  

k + 1 k £ k 
x + a ,  n 

k 
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O s e g u n d o u s o d o s  m u l t i p l i c a d o r e s  d e  L a g r a n g e  s e r v e  p a r a  

i n c l u i r  i n f o r ma ç õ e s  d e  c u r v a t u r a  d a s  r e s t r i ç õ e s  n a  m a t r i z  

T k 

He s s i a n a  a p r o x i ma d a ,  i s t o é ,  q u a n d o [  |  Z ^ V p - j  (  x )  | |  _ 5 « A ,  e n t ã o 

Z^ H^ Z^ e  u n 3 a p r o x i ma ç ã o d e  

V
2

f ( x
k

)  +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA -  Z s i n a l ( 4 , . ( x
k

) ) V
2

( j , . ( x
k

)  -  -  £ V
2

* . ( x
k

)  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
UzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA t ^ - T ^  1 1 UzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i í = - Te  

•  E X 7 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
2

4 , . ( x
k

)  - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x 2 i v
2

^ ( x
k

)  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
l € l

A 1
 i € l

A 2 

Z

k 

Se  o s  m u l t i p l i c a d o r e s  e s t ã o em s e u s  d o mí n i o s  X- | .  c  

n*  u 
ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A 

2 i  
0 ,  ,  a  d i r e ç ã o d e  p e s q u i s a  t o r n a - s e  

d = h + v ( 2 . 6 0 )  

A q u i ,  t e n t a - s e  um c o mp r i me n t o d e  p a s s o i g u a l  a  1 ;  s e  um 

s u f i c i e n t e  d e c r é s c i mo n ã o é  o b s e r v a d o ,  e n t ã o a  p e s q u i s a  l i  

n e a r  é  f e i t a  a o l o n g o d a  d i r e ç ã o d e  p e s q u i s a  h .  

Se  a  d i r e ç ã o d e  p e s q u i s a  d e t e r mi n a d a  p e l a  e q u a ç ã o 

( 2 . 5 6 )  o u o p a s s o d e  Ne wt o n d e t e r mi n a d a  p e l a  e q u a ç ã o ( 2 . 6 0 )  

s ã o t e n t a d o s  s e m s u c e s s o ,  e n t ã o r e d u z - s e  c  e . A.  A e s c o l h a  d e  

e  e T V Õ a r b i t r á r i a  d e s d e  q u e  e  > 0 e  - A-  > 0 .  

A e s c o l h a  d a  d i r e ç ã o d e  p e s q u i s a  a c i ma  é  a r b i t r á r i a .  

E p o s s í v e l  que  a t r a v é s  d e  e x p e r i me n t o s  n u mé r i c o s  ma i s  e s p e c i a _ 

l i z a d o s  p o d e r á  s u r g i r  uma  e s t r a t é g i a  s e l e t i v a  a l t e r n a t i v a .  
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2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA. 7  P e s q u i s a L i n e a r  a o Lo n g o da Di r e ç ã o de  P e s q u i s a 

k k 
P a r a  um d a d o p o n t o x e  uma  d i r e ç ã o d e  p e s q u i s a  d 

( p o r  e x e mp l o ,  h
k

 d a d a  p e l a  e q u a ç ã o ( 2 . 5 4 ) ) ,  a  mi n i mi z a ç ã o d a  

k k j  
f u n ç ã o d e  p e n a l i d a d e  e x a t a  p ( x + c t d ) ,  a o l o n g o d a  d i r e ç ã o 

d e  p e s q u i s a  d ,  p o d e  s e r  f e i t a  a p l i c a n d o a l g u m a l g o r i t m o 

a p r o p r i a d o p a r a  a  mi n i mi z a ç ã o d a  f u n ç ã o u n i v a r i ã v e l  n ã ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA d i f e  

r e n c i  ã v e l zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a) ,  o n d e  

« ( a )  = p ( x
k

 + a d
k

) .  ( 2 . 6 1 )  

Qu a n d o s e  e s t a  em uma  v i z i n h a n ç a  d e  x ,  num p o n t o q u e  

s a t i s f a ç a  a s  c o n d i ç õ e s  d e  s u f i c i ê n c i a  d e  s e g u n d a  o r d e m,  o 

c o mp r i me n t o d o p a s s o a  a d o t a d o s e r á  uma  u n i d a d e  ( a  = 1 ) .  Es^ 

p e r a - s e  q u e  o p r o c e d i me n t o d a  p e s q u i s a  l i n e a r  s e j a  u s a d o 

q u a n d o um p o n t o e s t á  l o n g e  d o p o n t o d e  s o l u ç ã o x * .  

Se  a s  f u n ç õ e s  f ( x )  e  <| >. ( x ) ,  i  = 1 ,  m,  s a o t o d a s  

l i n e a r e s ,  d u a s  s i t u a ç õ e s  pode m- s e  p e r c e b e r :  ( i )  a  f u n ç ã o d e  

k k 

p e n a l i d a d e  e x a t a  p ( x + a d )  n a o t e m um l i m i t e  f i n i t o n a  d i _ 

r e ç ã o d e  p e s q u i s a  d
k

,  o u ( i i )  um mí n i mo a o l o n g o d a  d i r e ç ã o 

d e  p e s q u i s a  d
k

 o c o r r e  n u m p o n t o d e  d e s c o n t i n u i d a d e  x t a l  
% k 

q u e  c { >. ( x )  = 0 p a r a  p e l o me n o s  um j  e  I
f l

( x ) .  De s d e  q u e  e s t a  
J

 H 

s e n d o d e s c r i t a  uma  s i t u a ç ã o l i n e a r ,  p o d e - s e  a s s u mi r  q u e  e = 0 .  

E n t ã o ,  p a r a  e s t e  c a s o ,  um a l g o r i t m o s i mp l e s  p a r a  a  p e s q u i s a  

l i n e a r  Õ :  

( i )  -  d e t e r mi n e  t o d o s  o s  p o n t o s  d e  d e s c o n t i n u i d a d e  x
i  

% k 
t a i s  q u e  c j ) . ( x )  = 0 p a r a  t o d o j  ^ I

A
( x )  e  
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I 1 1 )  -  e n c o n t r e  o v a l o r  mTn i mo d a  f u n ç ã o d e  p e n a l i d a d e  

e x a t a  p ( x )  p a r a  e s t e s  p o n t o s .  

k k 
Us a n d o a  e x p a n s ã o d e  T a y l o r  d e  <f >. ( x + a d )  e  d e s p r e  

z a n d o - s e  o s  t e r mo s  d e  s e g u n d a  o r d e m,  p o d e - s e  o b t e r  o 

k 
c o mp r i me n t o d o p a s s o a  ,  a o l o n g o d a  d i r e ç ã o d e  p e s q u i s a  d ,  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

k k 
p a r a  o s  p o n t o s  d e  d e s c o n t i n u i d a d e ,  ( j > . ( x + a d )  = 0 ,  p o r  

- Mx
k

)  L 

1

 v * . ( x
k

)
T

d
k 

o n d e  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

I M = í i  I  i  -  1 ,  .  .  . ,  m)  .  

De s d e  q u e  d s e j a  uma  d i r e ç ã o d e  p e s q u i s a  d e s c e n d e n t e  

p a r a  p ( x )  e m x
k

 ,  s e g u e - s e  q u e  V p
1

( x
k

)
T

.  d
k

 < 0 .  S u p o n d o q u e  

x. j  •  x
k

 + a  d
k

 s e j a  o p r i m e i r o p o n t o d e  d e s c o n t i n u i d a d e  a o 

l o n g o d a  d i r e ç ã o d e  p e s q u i s a  d
k

 e  c o r r e s p o n d e n d o a  f u n ç ã o 

<j >.
:
,  t e m- s e  q u e  ^ . ( x ^ )  = 0 e  < í > . ( x

k

) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA £ 0 .  0 v e t o r  V p ^ x )  n ã o 

mu d a r a  a t e  q u e  x ^ s e j a  a l c a n ç a d o ,  p o r  c o n s e g u i n t e ,  p ( x )  c on_ 

t i n u a r ã  a  d e c r e s c e r ,  

Ap ó s  um i n c r e me n t a  Ad e m x , ,  o v e t o r  Vp ^ ( a )  t o r n a -

- s  e  

V p
1

( x
1
 + Ad )  = V p ^ x )  + 1 s i n a l  ( V( J )

j
( x

1
 )

T

d
k

) V< í )
j

( x
1
 )  ,  ( 2 . 6 3 )  
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o n d e  Ad é  a l g u ma  p e q u e n a  q u a n t i d a d e  p o s i t i v a .  As s u me - s e ,  p a  

r a  a  f i n a l i d a d e  de  d e s c r i ç ã o q u e  o s  p o n t o s  d e  d e s c o n t i n u i d a d e  s e  

j a m d i  s t i  n t o s  .  Se  

Vp , ( x + Ad )
T

d
k

 = v p , ( x J
T

d
k

 + - - s i n a l  ( V( { , . ( x )
T

d
k

) V( | > . ( x
1

) d
k

 < 0 ( 2 . 6 4 )  

s i g n i f i c a  q u e  f ( x )  c o n t i n u a  a  d e c r e s c e r  a o l o n g o d a  d i r e ç ã o 

k 

d e  p e s q u i s a  d .  L o g o ,  d e t e r mi n a - s e  o p r ó x i mo p o n t o d e  d e s c o n _ 

t i n u i d a d e  e  o a r g u me n t o é  r e p e t i d o .  

Se  p r o g r e d i r  a t r a v é s  d e  uma  l i s t a  d i s t r i b u i d a  d e  p o r i  

t o s  d e  d e s c o n t i n u i d a d e  e  p ( x )  c o n t i n u a r  a  d e c r e s c e r ,  d e p o i s  

d o ú l t i mo p o n t o d e  d e s c o n t i n u i d a d e ,  o p r o c e d i me n t o r e t o r n a  

i n d i c a n d o q u e  a  f u n ç ã o d e  p e n a l i d a d e  e x a t a  n ã o t e m l i m i t e  i n 

k 

f e r i o r  f i n i t o a o l o n g o d a  d i r e ç ã o d e  p e s q u i s a  d p a r a  o va_ 

l . o r  d a d o a o p a r â me t r o u .  

No c a s o n ã o l i n e a r ,  o n d e  o mí n i mo d e  p ( x )  a o l o n g o d e  

d
k

 n ã o p r e c i s a  s e r  um p o n t o d e  d e s c o n t i n u i d a d e ,  s e  d e p o i s  d o 

ú l t i mo p o n t o d e  d e s c o n t i n u i d a d e  p ( x )  c o n t i n u a r  a  d e c r e s c e r ,  

n ã o s i g n i f i c a  q u e  p ( x )  s e j a  i l i m i t a d o .  Ne s t e  c a s o ,  t o ma - s e  o 

me n o r  c o mp r i me n t o d o p a s s o a  o b t i d o p e l a  e q u a ç ã o ( 2 . 6 2 )  e  v e  

r i f i c a  s e  um s u f i c i e n t e  d e c r é s c i mo da  f u n c a o d e  p e n a l i d a d e  

e x a t a  p ( x )  ê  g a r a n t i d o .  Se  um s u f i c i e n t e  d e c r é s c i mo d e  

p ( x )  n ã o é  a s s e g u r a d o o u s e  n ã o e x i s t i r e m p o n t o s  d e  d e s c o n t j _ 

n u i d a d e ,  t e n t a - s e ,  e n t ã o ,  uma  p e s q u i s a  l i n e a r  c o m i n t e r p o l a _ 

ç ã o q u a d r á t i c a .  



P a r a  e s t a  p e s q u 

s e r  u t i l i z a d o 

i s a  l i n e a r ,  o s e g u i n t e  a l g o r i t m o p o d e  

P a s s o 1 

a
Q
 «.  V

P l
( x

k

)
T

d
k

 < 0 ( P o r  s u p o s i ç ã o )  

k ,  , „ k j . k 
a

i  
- •

l
( x

K

) / V *
1

( x
R

)
,

d '  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

TzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i . f i e  I  -  I » !  a .  > 0 } 
* 0 M A ' i  

P a s s o 2 

S e i ,  = (D e  k = 0 ,  a
f
 -  0 ,  v ã  p a r a  o p a s s o 5 

,  v ã  p a r a  o p a s s o 5 

k - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA h 

Se  I
k
 = * e  k > 0 , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA az^ -

P a s s o 3 

d e t e r mi n ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i ,  t a l  q u e  a  = a .  ,  p a r a  t o d o 1 6 I
f c  k

 k 

a ,  , * a ,  •  a ,  V* .  ( x
k

)
T

d
k

,  o n d e  a  .  s i n a l W,  ( x
k

)
T

d
k

)  

° k + l
 k

 ^ k k
 k 

P a s s o 4 

Se  a
k + 1

 >
 0

 ,  v ã  p a r a  o p a s s o 5 
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' k
+

l  * ' k "
 t £

k > 

k <~ k + 1 ,  v ã  p a r a  o p a s s o 2 

P a s s o 5 

k + 1 k . k 
x = x + a „  d 

^ k 

k + 1 k 

Se  p ( x )  < p ( x )  -  6 ,  o n d e  <S e  um p e a u e n o e s c a l a r  po_ 

s i t i v o ,  r e t o r n a ' ; " '  

f a ç a  a  p e s q u i s a  l i n e a r  c o m i n t e r p o l a ç ã o q u a d r á t i c a  mj _ 

k k k 
n i mi z a n d o e n t r e  x e  x + x d ,  o n d e  T > 0 ,  

r e t o r n e .  

P a r a  ma i o r e s  e s c l a r e c i m e n t o s  v e j a  Mu r r a y & O v e r t o n 

( 1 9 7 0 ) .  

Como o a l g o r i t m o p r o p o s t o ,  q u e  a p r e s e n t a  b a i x o c u s t o 

c o m p u t a c i o n a l ,  n e c e s s i t a  d e  uma  p e s q u i s a  l i n e a r  a u x i l i a r ,  

p r o p õ e - s e ,  a q u i ,  a  p e s q u i s a  l i n e a r  c o m i n t e r p o l a ç ã o q u a d r ã t j _ 

c a .  

S e r á  a p r e s e n t a d o a  s e g u i r  um a l g o r i t m o c o mp u t a c i o n a l  

e f i c i e n t e  d e  p e s q u i s a  l i n e a r  c o m i n t e r p o l a ç ã o q u a d r á t i c a ,  b a  

s e a d o n o s  t r a b a l h o s  a p r e s e n t a d o s  p o r  G i l l  & Mu r r a y ( 1 9 7 4 c ) ,  

A r m i j o ( 1 9 6 6 )  e  P o we l l  ( 1 9 7 7 ) .  

De s d e  q u e  V p
]

( x
k

 + i d
k

)
T

d
k

 e  p - , ( x
k

 + x d
k

)  s ã o c o n t i n u a  

me n t e  d i f e r e n c i á v e i s  c o m r e s p e i t o a  x n o i n t e r v a l o 

[ x
k

,  x
k

 + x d
k

] ,  x > 0 ,  uma  r o t i n a  q u a d r á t i c a  p o d e  s e r  u s a d a  
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c o m s u c e s s o 

S e j a  a  f u n ç ã o 

Y( c t )  =
 Y

( x
k

 +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a d
k

)  .  ( 2 . 6 5 )  

E s t a  f u n ç ã o p o d e  s e r  a p r o x i ma d a  p e l a  e x p a n s ã o d e  T a y l o r ,  

a t é  t e r mo s  d e  s e g u n d a  o r d e m,  n a s  v i z i n h a n ç a s  d o p o n t o a = 0 ,  p o r  

Y( < X)  e Y ( 0 ^ + V y ( 0 ) a + i  V
2

Y ( 0 ) C X
2

.  ( 2 . 6 6 )  

0 v e t o r  g r a d i e n t e  d a  f u n ç ã ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA y( a) ,  d a  p e s q u i s a  l i n e a r  

c o m i n t e r p o l a ç ã o q u a d r á t i c a ,  p o d e  s e r  e x p r e s s o c o mo 

V Y ( a )  = VY ( 0 )  + V Y ( 0 ) a .  ( 2 . 6 7 )  

0 mí n i mo d a  f u n ç ã o y( a) ,  d a  p e s q u i s a  l i n e a r ,  a o l o n g o 

d a  d i r e ç ã o d e  p e s q u i s a  d
k

 o c o r r e  n o p o n t o d e t e r mi n a d o p e l o 

v a l o r  Ó t i mo d o c o mp r i me n t o d o p a s s ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a Q t -  Ne s t e  p o n t o ,  a  s e  

g u i n t e  e q u a ç ã o é  s a t i s f e i t a  

VY ( c x Q t )  = VY ( 0 )  + V
2

Y ( 0 ) a 0 t  = 0 .  ( 2 . 6 8 )  

Ap Ós  s u b s t i t u i r  V
2

Y ( 0 )  d a  e q u a ç ã o ( 2 . 6 7 )  n a  e q u a ç ã o 

( 2 . 6 6 ) ,  o b t e m- s e  

V
Y

(
a

)  = 2 ^
( a

> '  -  V y ( O ) .  ( 2 . 6 9 )  
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SezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Y ( 0 ) > V Y ( 0 ) ,  Y ( A )  e  « s ã o c o n h e c i d o s ,  e n t ã o d a s  

e q u a ç õ e s  ( 2 . 6 7 ) ,  ( 2 . 6 8 )  e  ( 2 . 6 9 )  p o d e - s e  o b t e r  a  s e g u i n t e  

f ó r mu l a  p a r a  s e  d e t e r mi n a r  o v a l o r  ó t i mo d o c o mp r i me n t o '  d o 

k 
p a s s ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a a o l o n g o d a  d i r e ç ã o d e  p e s q u i s a  d :  

a
Q t

 = R ( o ) a ,  ( 2 . 7 0 )  

o n d e  

R t e ,  .  i  MO)  

a 

P a r a  s e
 n K +

e r  um t é r mi n o d o p r o c e s s o c o mp u t a c i o n a l  

e f i c i e n t e  d a  p e s q u i s a  l i n e a r  c o m i n t e r p o l a ç ã o q u a d r ã t j _ 

c a ,  a s  s e g u i n t e s  c o n d i ç õ e s  d e v e m s e r  s a t i s f e i t a s :  

a i
V

Y
( 0 )  < -  < o . V

Y
( 0 ) ,  ( 2 . 7 1 )  

o n d e  

a -  -  c o n s t a n t e  q u e  d e t e r mi n a  o v a l o r  mí n i mo a c e i t á v e l  p a r a  

° 2 

o c o mp r i me n t o d o p a s s o a ( u s u a l me n t e  s e  e s c o l h e :  c ? 2 < 

< a- j  _< 1 )  ,  

c o n s t a n t e  q u e  d e t e r mi n a  o v a l o r  má x i mo a c e i t ã v e l  p a r a  

o c o mp r i me n t o d o p a s s o a ( u s u a l me n t e  s e  e s c o l h e :  0 < 

< a 2 < 0 . 5 ) .  

0 p a r â me t r o n a o p o d e  s e r  ma i o r  d o q u e  0 . 5 p o r q u e  s e  a  

f u n ç ã o p ( a )  e  uma  f u n ç ã o q u a d r ã t i  c a  o mí n i mo s o me n t e  p o d e  
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s e r  e n c o n t r a d o s ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a„ < 0 . 5 .  

Na  p r a t i c a ,  a  p e s q u i s a  l i n e a r  c o m i n t e r p o l a ç ã o q u a d r a  

t i c a  e  f e i t a  i t e r a t i v a m e n t e  u s a n d o a  e q u a ç ã o ( 2 . 7 0 )  p a r a  c o j n 

s e c u t i v a s  r e d u ç õ e s  d o c o mp r i me n t o d o p a s s o a :  

a '  .  1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

a i + 1 •  " ( «V .  J  - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1  J ma x 

a t e  q u e  a s  c o n d i ç õ e s  d a d a s  em ( 2 . 7 1 )  s e j a m s a t i s f e i t a s  

2 . 8 At u a l i z a ç ã o da Ma t r i z  He s s i a n a Hk o u da Ma t r i z  He s s i a 

na P r o j e t a d a H 

Pk 

Us a m- s e  g e r a l me n t e ,  d u a s  e s t r a t é g i a s  p a r a  s e  o b t e r  uma  

s e q u ê n c i a  d e  a p r o x i ma ç õ e s  d a  m a t r i z  He s s i a n a  p r o j e t a d a  H zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
* 

q u e  t e n d e  p a r a  Z
1

 L ( x ,  \  ) Z ,  o u s e j a ,  uma  e s t r a t é g i a  

p a r a  um p o n t o q u e  e s t ã  em uma  r e g i ã o d i s t a n t e  d o p o n t o d e  s o_ 

l u ç a o x e  o u t r a  e s t r a t é g i a  p a r a  um p o n t o q u e  e s t a  n a s  p r o x i  

mi d a d e s  d o p o n t o d e  s o l u ç ã o x * .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

_ *  
2 . 8 . 1 Uma Re g i ã o Di s t a n t e  do Po n t o de  S o l u ç ã o x zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

* 

Qu a n d o em uma  r e g i ã o d i s t a n t e  d o p o n t o d e  s o l u ç ã o x ,  

d e s d e  q u e  a  m a t r i z  He s s i a n a  p r o j e t a d a  p e r ma n e ç a  p o s i t i v a  de  

f i n i d a  e  a  p r o p r i e d a d e  d e  c o n v e r g ê n c i a  g l o b a l  s e j a  ma n t i d a ,  
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p o d e - S e  e s c o l h e r  u n a  e n t r e  d u a s  da s  t é c n i c a s  que  n ã o u t i l i z a m a  i n 

f o r ma ç ã o a s s o c i a d a  a o s  m u l t i p l i c a d o r e s  d e  L a g r a n g e  e  q u e  n ã o 

s e j a m c o mp u t a c i o n a  1 me n t e  c a r a s .  

a  -  T é c n i c a  1 

A t u a l i z a - s e  a  m a t r i z  He s s i a n a  H
 k
 d e  a c o r d o c o m a  

f ó r mu l a  BFGS ( B r o y d e n - F l e t c h e r - G o l d f a r b - S h a n n o )  

[  P o we l  1 (  1 9 7 7 ) ] :  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

k k
T 

k k H,  ô Ô
K

 H,  

«
k t

i  •
 H

k
+

 -  —
T

—
k

-
 ( 2

-
7 2 a )  

ó
k

 n
k

 <5
k

 H, 6
k 

o n d e  

- k k + 1 k 
6 = x -  x 

Y
K

 = V
P l

( x
k + 1

)  -  V
P l

( x
k

)  

=
 6

k T

ô
k 

k
T

 k 
Ô

K

 H ó
K zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0 . 8 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 

r  k 
Y 

s ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA í  > 0 . 2 ,  

9 Y"  + ( 1 -  6 ) H
k

6
k

 s e  Ç < 0 . 2 ,  

e m s e g u i d a  c a l c u l a - s e  a  m a t r i z  He s s i a n a  p r o j e t a d a  a t u a l i z a d a  

H d e  a c o r d o c o m a  e q u a ç ã o p

k
 +

 l  

V ,
 = Z

k
+

l
H

k
+

l
Z

k
+

l  •  ( 2 - 7 2 b)  K

k + 1 
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T é c n i c a  2 

k + 1 
Qu a n d o n o n o v o p o n t o d e  p e s q u i s a  x ,  o c o n j u n t o d e  

r e s t r i ç õ e s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e - a t i v a s  I ^ ( x
 + 1

 )  é  d i f e r e n t e  q u e  o c o n j u n t o d e  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

k .  T C / k + 1 v , T e / k .  
r e s t r i ç õ e s  e - a t i v a s  n o p o n t o x ,  o u s e j a ,  I ^ (

x

 ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA r  1 p \ * ) ,  

a p r o x i ma - s e  a  m a t r i z  He s s i a n a  o r o j e t a d a  H d e  a c o r d o c o m 
p

k + l  

a  s e g u i n t e  f õ r mu l a :  

H = Z
T

 Z ( 2 . 7 3 )  

P
k
+ 1

 k + 1 k + 1

 '  

Qu a n d ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I
A

( x
k + 1

)  = I ^ ( x
k

) ,  a t u a l i z a - s e  a  m a t r i z  He s s i a  

n a  p r o j e t a d a  H d e  a c o r d o c o m a  s e g u i n t e  f ó r mu l a  BFGS.  
p

k 

Co l e ma n & Co n n ( 1 9 8 4 )  :  

k k
T 

•  , T H s  s  H „k k p .  o .  

H .  H + -  — ^zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ± ,  ( 2 . 7 4 )  p

k
 p

k T H^ k u 1  
y s  s  H s  p

k 

o n d e  

k
 7

T ,  k+1 k.  
s  = Z ( x -  x )  ,  

y
k

 = Z ^ V
P l

( x
k + 1

)  -  V
P ]

( x
k

)  

2 . 8 . 2 Na s  P r o x i mi d a d e s  do Po n t o de  S o l u ç ã o x * 

Qu a n d o n a s  p r o x i mi d a d e s  d o p o n t o d e  s o l u ç ã o x * ,  h a v e r á ,  

e m g e r a l ,  c o n v e r g ê n c i a  s u p e r l i n e a r  s e  a  m a t r i z  He s s i a n a  p r o 

j e t a d a  H t e n d a  p a r a  Z
T

V
2

L ( x * ,  X ) Z ,  p a r a  q u e  i s t o o c o r r a ,  p

k 
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p o d e - s e  e s c o l h e r  uma  e n t r e  dua s  da s  t é c n i c a s  que  u t i l i z a m a  

i n f o r ma ç ã o a s s o c i a d a  a os  mu l t i p l i c a d o r e s  de  La g r a n g e .  

a  -  T é c n i c a  1 

A t u a l i z a - s e  a  m a t r i z  He s s i a n a  p r o j e t a d a  H
p k

 d e  a c o r d o 

c o m a  s e g u i n t e  f ó r mu l a  q u e  u t i l i z a  a s  d i f e r e n ç a s  d o s  g r a d i e n _ 

t e s  a o l o n g o d a s  c o l u n a s  d a  m a t r i z  Z
k
 G i l l  & Mu r r a y ( 1 9 7 4 a )  

V
+ 1

 •  i <
z

k
+

,
v

k
t

i
 + v

I
+ 1

z

k
+ 1

' -
 ( 2

-
7 5 )  

o n d e  

V
k +

 -|  m a t r i z  c u j a s  c o l u n a s  s a o f o r ma d a s  p o r  

V
P l

( x
k + 1

 + Ç
z j

)  -  V
P ]

( x
k + 1

)  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

í  

z .  -  j - é s i ma  c o l u n a  d a  m a t r i z  Z^
+
^ ,  

Ç -  p e q u e n o e s c a l a r  p o s i t i v o .  

b -  T é c n i  c  a  2 

U t i l i z a n d o - s e  a  i n f o r ma ç ã o a s s o c i a d a  a o s  m u l t i p l i c a d o 

r e s  d e  L a g r a n g e ,  a t u a l i z a - s e  a  m a t r i z  He s s i a n a  p r o j e t a d a  H 

d e  a c o r d o c o m a  s e g u i n t e  f ó r mu l a  BFGS Co l e ma n & C o n n ( 1 9 8 4 )  :  

k k
T

 H, s
k

s
k T

H^ 

V ,  "  V •  UL_ .  *zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( Í . 7 6 )  

T T 
k

1

 k k '  k 
y s  s  H

k
s  
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onde  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

v k +

 k

 u
k

 .  . . -  .  ,  .  
x = x + n -  p o n t o i n t e r me d i á r i o q u a n d o o p a s s o h o r i  

z o n t a l  i  f e i t o 

s  = Z
k

( x -  x )  ,  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

V p l ( x k )  "
 A

k
+

 x k

 "  v P ] ( x k )  

/ „ k + l  k + k .  -
( x = x + v -  o n o v o p o n t o q u a n d o o p a s s o v e r t i c a l  e  

f e i  t o )  .  

E s t a  t é c n i c a  é  me n o s  c a r a  c o mp u t a c i o n a l me n t e  d o q u e  a  

t é c n i c a  q u e  u t i l i z a a s  d i f e r e n ç a s  d o s  g r a d i e n t e s ,  p o r é m,  a_ 

p r e s e n t a  me n o r  p r e c i s ã o .  

2 . 9 Al g u ma s  Co n s i d e r a ç õ e s  S o b r e  o  Al g o r i t mo 

0 a l g o r i t m o d a  f u n ç ã o d e  p e n a l i d a d e  e x a t a  g l o b a l me n t e  

c o n v e r g e n t e  é  d e s t i n a d o a  m i n i m i z a r  a  f u n ç ã o d e  p e n a l i d a d e  

e x a t a  c o m p f i x o .  0 u s u á r i o ,  e n t r e t a n t o ,  p r e c i s a  f o r n e c e r  o s  

v a l o r e s  i n i c i a i s  p a r a  x ^ ,  È zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA: ^ ,  AzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAP ,  6 e  p q u e  s ã o 

a r b i t r á r i o s .  As  p r o p r i e d a d e s  d e  c o n v e r g ê n c i a  g l o b a l  n ã o 

s ã o a f e t a d a s  p o r  e s t a s  a t r i b u i ç õ e s  d e  v a l o r e s  i n i c i a i s .  

t r e t a n t o ,  a  e f i c i ê n c i a  d o a l g o r i t m o p o d e  s e r  a d v e r s a me n t e  

a f e t a d a  p o r  uma  e s c o l h a  i mp r ó p r i a .  Na  s e ç ã o q u e  a b o r d a  c o mo 

t e ma  o s  r e s u l t a d o s  n u mé r i c o s ,  s e r ã o f o r n e c i d o s  o s  v a l o r e s  u_ 
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t i l i z a d o s  p a r a  o p o n t o i n i c i a l  d e  p e s q u i s a  e  o s  p a r â me t r o s  

do a l g o r i t mo .  

No a l g o r i t m o ,  o p a r â me t r ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 5 é  ma n t i d o c o n s t a n t e  d u r a n 

t e  t o d o o p r o c e s s o i t e r a t i v o e  c o m v a l o r  s u f i c i e n t e m e n t e  pe_ 

q u e n o ,  e n t r e t a n t o ,  o s  v a l o r e s  d e  e , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A-  e  u p o d e m mu d a r  d e  i  t e  

r a ç ã o p a r a  i t e r a ç ã o .  

A e s t r a t é g i a  d e  r e d u z i r  e  e  . A.  q u a n d o p r ó x i mo d a  s o l u _ 

ç ã o Ó a r b i t r a r i a  e  c o m o i n t u i t o d e  r e d u z i r  o i n t e r v a l o p a r a  

a s  r e s t r i ç õ e s  e - a t i v a s .  

Em t o d o s  o s  c a s o s  e x i s t e  um v a l o r  l i m i t e  p a r a  u ,  r e p r e  

s e n t a d o p o r  y
Q

,  t a l  q u e ,  s e  y < u.
Q
 ,  um mí n i mo l o c a l  p a r a  a  

f u n ç ã o d e  p e n a l i d a d e  e x a t a  p ( x )  é  t a mb é m uma  s o l u ç ã o l o c a l  

p a r a  o p r o b l e ma  ( 1 . 1 ) .  E s t e  v a l o r  n ã o é  c o n h e c i d o i n i c i a l m e n 

t e ,  p o i s  e  uma  f u n ç ã o d o s  m u l t i p l i c a d o r e s  d e  L a g r a n g e .  0 va_ 

l o r  i n i c i a l  d e  u e s c o l h i d o p o d e  s e r  ma i o r  q u e  y
Q
 e  g e r a r  uma  

s o l u ç ã o ó t i ma  p a r a  p ( x )  q u e  é  i n v i á v e l  p a r a  ( 1 . 1 ) ,  o u a i n d a ,  

p ( x )  p o d e  s e r  i l i m i t a d o a b a i x o .  T o d a v i a ,  a  e x p e r i ê n c i a  s u g e  

r e  q u e ,  q u a n d o s e  r e c o n h e c e  q u e  u.  é  g r a n d e  d u r a n t e  a  mi n i mi _ 

z a ç ã o d e  p ( x ) ,  p a r e c e  a d e q u a d o f a z e r  uma  s i mp l e s  r e d u ç ã o d e  

u ,  u- <- u. / 10.  Um n ú me r o f i n i t o d e  r e d u ç õ e s  d e  p n ã o a f e t a  a  p r o 

p r i e d a d e  d e  c o n v e r g ê n c i a  g l o b a l  d o a l g o r i t m o .  

No a l g o r i t m o ,  p o d e - s e  v e r i f i c a r ,  p e r i  o d i  c a me n t e  ,  d u a s  pos _ 

s  i  b i  1 i  d a  d e  s  :  
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( i )  { x } e  c o n v e r g e n t e  p a r a  um p o n t o v i á v e l ,  e  

k 
( i i )  { 0 •  ( x ) } -oo p a r a  a l g u m j .  

P a r a  a  p r i m e i r a  p o s s i b i l i d a d e ,  b a s t a  r e d u z i r  p e  c  o n t  j _ 

n u a r  a  d e s c r e s c e r  p ( x ) .  P a r a  a  s e g u n d a  p o s s i b i l i d a d e ,  r e d u z  

- s e  p e  r e c o me ç a  o p r o c e d i me n t o d o p o n t o i n i c i a l  o r i g i n a l .  

Uma  e s t r a t é g i a  a l t e r n a t i v a  p a r a  c o n t o r n a r  a  s e g u n d a  p o s s i b J _ 

1 i d a d e  e  d e  p r i m e i r o e n c o n t r a r  um p o n t o v i á v e l  p a r a  o p r o -

b l e ma  ( 1 . 1 ) ,  a t r a v é s  d a  a p l i c a ç ã o d o p r ó p r i o a l g o r i t m o ,  s u b s _ 

t i t u i n d o - s e  a  f u n ç ã o o b j e t i v o p o r  uma  f u n ç ã o c o n s t a n t e .  Se  

um p o n t o v i á v e l  é  e n c o n t r a d o ,  e n t ã o , p o d e - s e  e s c o l h e r  e s t e  

p o n t o c o mo p o n t o i n i c i a l  p a r a  o p r o b l e ma  ( 1 . 2 2 ) .  E s t a s  e s t r a  

t é g i a s  n ã o g a r a n t e m a  e f i c i ê n c i a  d o a l g o r i t m o ,  e n t r e t a n t o ,  

e l a s  s ã o r a z o á v e i s  e  t e m s i d o u t i l i z a d a s  c o m s u c e s s o p e l o s  

a u t o r e s .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2 . 1 0 Cr i t é r i o s  de  Co n v e r g ê n c i a 

Na  p r a t i c a ,  p o d e - s e  c o n s i d e r a r  q u e  um mTn i mo l o c a l  d o 

p r o b l e ma ( 1 . 1 )  f o i  a l c a n ç a d o q u a n d o a s  s e g u i n t e s  c o n d i _ 

ç õ e s  s ã o s a t i s f e i t a s :  

( i ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A 1 i  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
1 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
V '  U 

,  p a r a  t o d o i  é r  I  

( 1 1 ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA X?. ^ o ,  
1 

,  p a r a  t o d o i  «=E I  

Al  

A2 

( i i i )  HzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA z J v p
1
 ( x

k

)  D <zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA t oi  

( 2 . 7 7 )  

( 2 . 7 8 )  

( 2 . 7 9 )  
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( i v )  | [  í > ( x
k

)  I I  <zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA t ol  ( 2 . 8 0 )  

P o we l l  [ P o we l l  ( 1 9 7 7 )  t e m u t i l i z a d o a  s e g u i n t e  me d i d a  

de  c o n v e r g ê n c i a :  

c  • zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA | V
P l

( x
k

)
T

d
k

|  +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA l  I  A . < b . ( x
k

) |  < t ol  ( 2 . 8 1 )  
1

 i  = l
 1 1 

E s t a  me d i d a  d e  c o n v e r g ê n c i a  p o d e  s e r  i n t e r p r e t a d a  d a  

s e g u i n t e  f o r ma :  s e  o p r i m e i r o t e r mo ê  s u f i c i e n t e m e n t e  p e q u e  

n o ,  s i g n i f i c a  q u e  a  f u n ç ã o o b j e t i v o n ã o p o d e  d e c r e s c e r  s i g n i _ 

k 
f i c a t i v ã me n t e  a o l o n g o d a  d i r e ç ã o d e  p e s q u i s a  d ;  s e  o s e  

g u n d o t e r mo Õ s u f i c i e n t e m e n t e  p e q u e n o ,  s i g n i f i c a  q u e  a s  r e s _ 

k 
t r i ç o e s  s ã o s a t i s f e i t a s  o s u f i c i e n t e  n o p o n t o x .  

No a l g o r i t m o d a  f u n ç ã o d e  p e n a l i d a d e  e x a t a  g l o b a l me n t e  

c o n v e r g e n t e  p o d e - s e  f a z e r  o u s o d e  uma  e s t r a t é g i a  q u e  v e r i f i _ 

c a ,  l o g o a p ó s  o d e c r é s c i mo d a  f u n ç ã o d e  p e n a l i d a d e  e x a t a  

k 

p ( x )  a o l o n g o d e  uma  d i r e ç ã o d e  p e s q u i s a  v e r t i c a l ,  s e  a s  

c o n d i ç õ e s  d a d a s  p e l a s  e q u a ç õ e s  ( 2 . 7 9 )  e  ( 2 . 8 0 )  s ã o s a t i s f e j .  

t a s  e ,  o p c i o n a l m e n t e ,  s e  a  c o n d i ç ã o d a d a  p e l a  e q u a ç ã o ( 2 . 8 1 )  

ê  s a t i s f e i t a .  



3 OP ERAÇÕES COMPUTACI ONAI S RELEVANTES AO DESENVOLVI MENTO 

DO ALGORI TMO COMPUTACI ONAL 

3. 1 F a t o r a ç a o Or t o g o n a l  da Ma t r i z  do s  Gr a d i e n t e s  d a s  Res ^ 

t r i ç Õe s  At i v a s  Â  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A f a t o r a ç a o o r t o g o n a l  da  ma t r i z  d o s  g r a d i e n t e s  d a s  r e s  

t r i ç õ e s  a t i v a s  A,  i  u t i l i z a d a na  d e t e r mi n a r ã o da  d i r e ç ã o de  

K 

p e s q u i s a  v e r t i c a l  r e s o l v e n d o o s i s t e ma  h i p o d e  t e r mi n a  do de  

e q u a ç õ e s  d a d o p o r  ( 2 . 5 5 )  e  na  d e t e r mi n a r ã o d o s  mu l t i p l i c a d o 

r e s  de  La g r a n g e  r e s o l v e n d o o s i s t e ma  h i p e r d e t e r mi n a d o de  

e q u a ç õ e s  d a d o p o r  ( 2 . 3 4 ) .  Fm a d i ç ã o ,  s e r á  mo s t r a d o q u e  a  ma  

t r i z Z,  i  o b t i d a  da  ma t r i z  o r t o g o n a l  0 . ,  c o n s e q u e n t e me n t e ,  

a s  d i r e ç õ e s  d e  p e s q u i s a  h o r i z o n t a i s  d a d a s  p e l a s  e q u a ç õ e s  

( 2 . 5 4 )  e  ( 2 . 5 5 )  a  u t i l i z a m em s u a  d e t e r mi n a ç ã o .  

A f a t o r a ç a o o r t o g o n a l  da  ma t r i z  d a d a  p e l a  e q u a ç ã o 

( 2 . 3 6 )  p o d e  s e r  e n c o n t r a d a  em d u a s  e t a p a s  c o mp u t a c i o n a i s  d i s ^ 

t i n t a s .  Na  p r i me i r a  e t a p a ,  e f e t u a - s e  a  f a t o r a ç a o o r t o g o n a l  

da  p r i me i r a  c o l u n a  da  ma t r i z  Â .  Na  s e g u n d a  e t a p a ,  a d i c i o n a -

- s e ,  c o n s e c u t i v a me n t e ,  c o l u n a  p o r  c o l u n a ,  a s  d e ma i s  c o l u n a s  

da  ma t r i z  Â ,  ã  p r i me i r a  c o l u n a  e  a t u a l i z a - s e  a  f a t o r a ç a o o_r  

t o g o n a l  de  a c o r d o c om o e s q u e ma  a p r e s e n t a d o na  s e ç ã o 3 . 2 . 1 .  
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A f a t o r a ç ã o o r t o g o n a l  da  p r i me i r a  c o l u n a  da  ma t r i z  Ak zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

e  da  f or ma  

" o  a i  

o n d e  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

I  

r ,  

0 

0 I  

ma t r i z  o r t o g o n a l  de  o r d e m n 

ma t r i z  d e  He s s e n b e r g s u p e r i o r  de  o r d e m 

h 

ma t r i z  i d e n t i d a d e  de  o r d e mzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA l  

ma t r i z  t r i a n g u l a r  s u p e r i o r  de  o r d e m 1 

p r i me i r a  c o l u n a  da  ma t r i z  A, ;  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

l  = n -  h > 0 

A d i me n s ã o i  5 ma i o r  q u e  z e r o s o me n t e  s e  a  p a r t e  i n f e _ 

r i o r  do v e t o r  a- j  f o r  um s u b v e t o r  n u l o ,  e n t ã o l  e  a  d i me n s ã o 

d e s t e  s u b v e t o r .  A ma t r i z  de  He s s e n b e r g s u p e r i o r  Hu e  d e r i v a _ 

da  do p r o d u t o d e  uma  s e q u ê n c i a  de  ma t r i z e s  de  Gi v e n s  e mb u t i _ 

d a s  em ma t r i z e s  i d e n t i d a d e s  P. + ^ ,  i  = 1 ,  h -  1 ,  

. h - 1 ( 3 . 1 )  
2 3 '  1 4 •  '  * '  h '  

As  ma t r i z e s  de  Gi v e n s  e mb u t i d a s  n a s  ma t r i z e s  i d e n t i d a  



d e s ,  P . j + i > de  o r d e m h s a o da  f o r ma  
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i + 1 
1+1 

i  i + 1 

c  .  
1 

•c  .  
1 

( 3 . 2 )  

o n d e  c .  e  s .  s a o e l e me n t o s  d a s  ma t r i z e s  de  Gi v e n s .  Se  um v e  
1 , 1  — 

t o r  z.  com di me ns ã o n x l  e  p r é - mu l t i p l  i ç a d o p e l a  ma t r i zzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA P zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAJ + ^ > e r J .  

t ã o o ( i + l ) - é s i mo e l e me n t o d e s t e  v e t o r  £ r e d u z i d o a  z e r o e  o 

i - é s i mo e l e me n t o e  mo d i f i c a d o ,  

z i  -  1 '  z i  '  0 '  Z i  + 2 '  -
( 3 . 3 )  

Os  e l e me n t o s  c .  e  s .  d a s  ma t r i z e s  de  Gi v e n s  s ã o 

d e f i n i d o s  da  s e g u i n t e  f o r ma  

A -  ( z 2 + z 2 , ) ] / 2 

K -\  i  +1 '  

( 3 . 4 )  

c  .  = z  . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA /  A zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
i i 

S .  = Z.  , , / A .  
1 1+1 

Lo g o ,  o s  e l e me n t o s  mo d i f i c a d o s  do v e t o r  z  s a o V 



z . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = A e  

6 7 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

( 3 . 5 )  

2 i + l  "  ° -

A t r a n s f o r ma ç ã o f e i t a  p o r  uma  ma t r i z  d e  Gi v e n s  c o r r e s _ 

p o n d e  a  uma r o t a ç ã o no p l a n o s e g u i d o p o r  uma r e f l e x ã o s o b r e  

um e i x o .  Se  t o d o s  o s  e l e me n t o s  do v e t o r  s  ( um d o s  v e t o r e s  

q u e  d e f i n e m a s  ma t r i z e s  P- +- | » i  = 1 > . . . » h -  1 )  s ã o d i f e r e r i  

t e s  de  z e r o ,  p o d e - s e  t i r a r  v a n t a g e m de  uma  e s t r u t u r a  e s p e  

c i a i  da  ma t r i z  d e  He s s e n b e r g s u p e r i o r  H ,  d a d a  p e l a  e q u a ç ã o 

( 3 . 1 ) ,  e  e s t a  ma t r i z  p o d e  s e r  a p r e s e n t a d a  c omo uma  ma t r i z  d e  

He s s e n b e r g s u p e r i o r  na  f o r ma  e s p e c i a l  Hu ( p ,  8» Y)  d e f i n i d a  

p e l o s  v e t o r e s  p ,  8 ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA y  

p l ß l  
P 2 8 t  •  • •  p h - l ß l  

p h 3 l  

Y l  P 2 B 2 . .  p h - l ß 2 P n ß 2 

Y 2 •  • •  p h - l ß 3 
p h 3 3 

0 p h - l ß h - l  
p h ß h -

Yn - 1 
p h B h 

( 3 . 6 )  

Pa r a  uma d a d a  s e q u e n c i a  de  ma t r i z e s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA P zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAJ + i » i  ~ ^» • • • » 

h -  1 ,  o s  v e t o r e s  p ,  8 e  y  s ã o d e f i n i d o s  p o r  q u a l q u e r  uma  



d a s  s e g u i n t e s  r e l a ç õ e s  de  r e c o r r ê n c i a :  
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Re c o r r ê n c i a  p r o g r e s s i v a  

Pa s s o 1 ,  f a ç a  :  
1  5 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

P-,  -  c 1 

Bi  -  1 

' 1  s l  

Pa s s o 2,  c a l c u l e : zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA y. +•  s  .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAi 

c . n 

c i - l / n 

i  = 2 ,  h - 1 

" c h - l / p h 

Re c o r r ê n c i a  r e g r e s s i v a  

Pa s s o 1 ,  f a ç a  :  Yu_- |  *"  s

n _ - |  

p h 

C h - 1 

n *  s h - l  



s i - l n 

p l  C l zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA/ 6 1 
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Pa s s o 2,  c a l c u l e :  Y i - 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Pi  c . / n 

c i - i / n zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

> zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
i  = h - 1 ,  2 

3 . 2 At u a l i z a ç ã o da F a t o r a ç a o Or t o g o n a l  da Ma t r i z  d o s  Gr a 

d i e n t e s  d a s  Re s t r i ç õ e s  A t i v a s  Â  

Uma mu d a n ç a  de  b a s e  do s u b e s p a ç o d e f i n i d o p e l o s  g r a  

d i e n t e s d a s  r e s t r i ç õ e s  a t i v a s  i mp l i c a  na  i n c l u s ã o o u e x c l u s ã o 

de  uma  c o l u n a  da  ma t r i z  d o s  g r a d i e n t e s  d a s  r e s t r i ç õ e s  a t i v a s  

Â ,  c o n s e q u e n t e me n t e  a  f a t o r a ç a o o r t o g o n a l  da  ma t r i z  Ak d e v e  

r ã  s e r  a t u a l i z a d a  [ G i l l  & Mu r r a y (  1  9 7 8 ) 1 .  

3 . 2 . 1 I n c l u s ã o de  uma Co l u n a na Ma t r i z  A,  

Ap ó s  i n c l u i r  uma  n o v a  r e s t r i ç ã o n o c o n j u n t o d a s  r e s t r j _ 

ç õ e s  a t i v a s ,  c u j o g r a d i e n t e  s e j a  l i n e a r me n t e  

i n d e p e n d e n t e  d o s  o u t r o s  g r a d i e n t e s  d a s  r e s t r i ç õ e s  a t i v a s  q u e  

f o r ma m a  b a s e  do s u b e s p a ç o S, ,  a  n o v a  ma t r i z  d o s  g r a d i e n t e s  

e  s u a  f a t o r a ç a o o r t o g o n a l  s ã o :  

' k+1 
Ak ,  a L k + i  

k + l  

o 
( 3 . 7 )  



o n d e  
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a n t i g a  ma t r i z  d o s  g r a d i e n t e s  d a s  r e s t r i ç õ e s  

k 

a t i v a s  com di me ns ã o n x t  e  s u a  c o n h e c i d a  f a t o _ 

r a ç ã o o r t o g o n a l ,  

v e t o r  g r a d i e n t e  da  n o v a  r e s t r i ç ã o a t i v a  c om 

d i me n s ã o n x 1 .  

P r é - mu l  t i  p l  i  c a n d o a mbos  o s  membr os  da  e q u a ç ã o ( 3 . 7 )  p e l a  

ma t r i z  o r t o g o n a l  Q̂ ,  o b t e m- s e  

Qi  A.  ,  y k k + 1 
V k ' V :  

R k '  Q i k

 a L 

0 ,  Q2 k a L 

( 3 . 8 )  

o n d e  

s u b ma t r i z  s u p e r i o r  com di me ns ã o t  x n da  ma t r i z  o r t o g o 

n a l  Qk ,  

k 

s u b ma t r i z  i n f e r i o r  com di me ns ã o ( n -  t  . )  x n da  ma t r i z  

o r t o g o n a l  Qk .  

Ambos  o s  membr os  da  e q u a ç ã o ( 3 . 8 )  p o d e m s e r  p r é - mu l  t i  p l i ^ 

c a d o s  p e l a  ma t r i z  o r t o n a l  Qk q u e  r e d u z  o v e t o r  Q2  k

 a

 L p a r a  

um mú l t i p l o da  p r i me i r a  c o l u n a  da  ma t r i z  i d e n t i d a d e  de  o r d e m 

( n -  t  )  d a n d o 
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V i A k + i  -  Q k V k + i  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

K k W l k a L zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

R.  i "  
k + l  

R.  i "  
k + l  

0 u 

0 

( 3 . 9 )  

0 0 

o n d e  

Qk + 1 = Q̂ Q̂  -  ma t r i z  o r t o g o n a l  de  o r d e m n 

R,  

R 
k + l  

0 

ma t r i z  t r i a n g u l a r  s u p e r i o r  de  o r  

de m t  :  

0 g r a d i e n t e  da  n o v a  r e s t r i ç ã o e - a t i v a  n ã o é  i n c l u í d o 

na  b a s e  do s u b e s p a ç o d e f i n i d o p e l o s  g r a d i e n t e s  d a s  r e s t r j _ 

ç õ e s  a t i v a s  q u a n d o 

u < 9 r  
ma x 

o n d e  

p e q u e n o e s c a l a r  p o s i t i v o ,  

r  -  ma x r . .  , 1 < i  < t  ,  
ma x .  l i  -  -

í  

r . .  -  e l e me n t o d i a g o n a l  da  ma t r i z  t r i a n g u l a r  s u p e r i o r  Rk 



Ne s t e  c a s o ,  a s s u me - s e  q u e  o g r a d i e n t e  da  n o v a  r e s t r i ç ã o 

a t i v a  e  uma  c o mb i n a ç ã o l i n e a r  d o s  g r a d i e n t e s  d a s  r e s t r i _ 

ç õ e s  a t i v a s  q u e  f o r ma m a  b a s e  do s u b e s p a ç o SzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAf .  

A ma t r i z  o r t o g o n a l  t r a n s f o r ma d a  é  da  f o r ma  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Qi zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2 k 

( 3 . 1 0 )  

o n d e  

2k 

ma t r i z  i d e n t i d a d e  de  o r d e m t  

ma t r i z  d e  He s s e n b e r g s u p e r i o r  d e  o r d e m h 

ma t r i z  i d e n t i d a d e  de  o r d e m l  

h > 0 

A d i me n s ã o l  é  ma i o r  q u e  z e r o s o me n t e  s e  a  p a r t e  i n f e  

r i o r  do v e t o r  Q2^a| _ f o i "  u m s u b v e t o r  n u l o ,  e n t ã o l  é  a  d i  

me n s ã o d e s t e  s u b v e t o r .  

A ma t r i z  de  He s s e n b e r g s u p e r i o r  Hu e  o p r o d u t o de  uma  
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s e q u ê n c i a  de  ma t r i z e s  d e  Gi v e n s  e mb u t i d a s  n a s  ma t r i z e s  i zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAd e n 

t i d a d e s  d a d a  p e l a s  e q u a ç õ e s  ( 3 . 1 )  e  ( 3 . 2 ) .  Se  t o d o s  os  e l e  

me n t o s  do v e t o r  s  ( t i m d o s  d o i s  v e t o r e s  q u e  d e f i n e m a s  ma t r j _ 

z e s  P - + i » i  -  1» h -  1 )  s ã o d i f e r e n t e s  de  z e r o ,  a  ma_ 

t r i z  de  He s s e n b e r g s u p e r i o r  p o d e  s e r  a p r e s e n t a d a  c omo uma  ma  

t r i z  '  d e  He s s e n b e r g s u p e r i o r  na  f o r ma  e s p e c i a l  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

h

u CP » B,  Y)  > d e f i n i d a  p e l o s  v e t o r e s  p,  8 ,  ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA y ( d a d a  p e l a  e qua _ 

ç ã o ( 3 . 6 ) ) .  

Se n d o a  ma t r i z  d e  He s s e n b e r g s u p e r i o r  d a d a  em s u a  f o r _ 

ma  e s p e c i a l  HzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( p ,  6 ,  Y) > e n t ã o a  ma t r i z  a t u a l i z a d a  Qk + -|  = 

-  Q̂ Qj , ,  p o d e  s e r  c a l c u l a d a  e f i c i e n t e me n t e  u s a n d o o p r o c e s s o 

d e  r e c o r r ê n c i a  r e g r e s s i v a  s i m i l a r  a  p r o p o s t a  na  s e ç ã o 3 . 1 .  

P a r a  c a l c u l a r  e f i c i e n t e me n t e  a  ma t r i z  B = Hu ( p ,  B,  Y ) A 

com di me ns ã o h x t ,  onde  f l  é  uma  na . t r í z  r e r a l  c om d i me n s ã o h x t ,  

p o d e m s e r  u s a d o s  a s  s e g u i n t e s  r e l a ç õ e s  de  r e c o r r ê n c i a :  

Re c o r r ê n c i a  p r o g r e s s i v a  

C a l c u l e  w «-

b l  

w.  «-
i  

b .  .  | i  

Re c o r r ê n c i a  r e g r e s s i v a  

C a l c u l e  wT «-  p. a  

B-j W 

w i  "  p j - l a j - l , i  

y . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA , a .  i  .  + 6 . w.  
J - l  J - l . i  j  í  

1 ,  

2,  

t  

. ,  h 



J  > 1 

w.  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

' 1 , *  

Y .  i  a  • zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA í  •  + 8 - w.  

wi  +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA p 
j - 1 J - 1 , i  

i  =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 ,  

j  = h ,  
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.  .  ,  t  

3 . 2 . 2 Ex c l u s ã o de  uma Co l u n a da Ma t r i z  A 

A e x c l u s ã o d a  j - é s i ma  c o l  u n a  ( a ^ )  da  ma t r i z  d o s  g r a d i e _ n 

t e s  Ak e q u i v a l e  a  r e mo ç ã o da  j - é s i ma  r e s t r i ç ã o do c o n j u n t o 

d a s  r e s t r i ç õ e s  a t i v a s  e  a  r e mo ç ã o da  j - é s i ma  c o l u n a  ( r ^ )  da  

ma t r i z  t r i a n g u l a r  s u p e r i o r  Rk ( u ma  d a s  ma t r i z e s  c o mp o n e n t e s  

da  f a t o r a ç ã o o r t o g o n a l  d a  ma t r i z  A k ) .  

As  ma t r i z e s  Ak e  Rk p o d e m s e r  p a r t i c i o n a d a s  da  s e g u i n 

t e  f o r ma :  

j - 1 1  t k - j  

S e V k 
( 3 . 1 1 )  

e n t a o 
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R 

y k k + 1 

k + 1 

O zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

è  « •  •  
( 3 . 1 2 )  

o n d e  

k + 1 A,  :  A2 

' k ' zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
 á

k  

' k + 1 
R,  :  R9 

' k "  á

k  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA}  j - l  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

}  1 

} t k - l  

Ambos  o s  membr os  da  e q u a ç ã o ( 3 . 1 2 )  p o d e m s e r  p r é - mu l t i ^ 

p l i c a d o s  p o r  uma  ma t r i z  o r t o g o n a l  de  t r a n s f o r ma ç ã o Qk q u e  

t r a n s f o r ma a  ma t r i z  + em uma  ma t r i z  t r i a n g u l a r  s u p e r i o r  

Rk + 1 p e l a  r e d u ç ã o d o s  s e u s  e l e me n t o s  s u b d i a g o n a i s  a  z e r o .  Co_ 

mo r e s u l t a d o ,  é  o b t i d a  a  f a t o r a ç ã o o r t o g o n a l  da  ma t r i z  d o s  

g r a d i e n t e s  a t u a l i z a d a  A, , .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Q k + l n k + l  k x k ° k + l  

' k + 1 
' k + 1 ( 3 . 1 3 )  

A ma t r i z  o r t o g o n a l  0,  e  da  f o r ma  
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' i  ;  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
0 0 

0 '.  H L \  
0 ( 3 . 1 4 )  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

o !  0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
h 

o n d e  

ma t r i z  i d e n t i d a d e  d e  o r d e m ( j  -  1 )  

-  ma t r i z  de  He s s e n b e r g i n f e r i o r  de  o r d e m h 

I 0 -  ma t r i z  i d e n t i d a d e  de  o r d e m ( n -  t  )  

j  + 1 

A ma t r i z  de  He s s e n b e r g i n f e r i o r  e  o p r o d u t o de  uma  s e  

q u e n c i a  d a s  ma t r i z e s  d e  Gi v e n s  e mb u t i d a s  n a s  ma t r i z e s  i d e n t i _ 

d a d e s  ,  i  = j ,  t k -  1 ,  ( v e j a  a  e q u a ç ã o ( 3 . 2 ) ) ,  

t k - l  
H = P 

t k 

p j + l  pJ ( 3 . 1 5 )  

Qu a n d o t o d o s  os  e l e me n t o s  do v e t o r  s  ( u m d o s  d o i s  v e t o r e s  

i  kzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA E> 

q u e  d e f i n e m a s  ma t r i z e s  P i + 1 » 1 •  J ,  • • • •  t  - " • )  s a o d i f e r e r i  

t e s  de  z e r o ,  a  ma t r i z  de  He s s e n b e r g i n f e r i o r  p o d e  s e r  d a d a  

em s u a  f o r ma  e s p e c i a l  HzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( . p,  6 , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA y )  ,  o n d e  HL ( p ,  6 ,  y )  = H

U ( P > 

B,  y ) T -  ( v e j a  a  e q u a ç ã o ( 3 . 6 ) ) .  

P a r a  uma  d a d a  s e q u ê n c i a  de  ma t r i z e s  Pi +- | » i  = 0 



77 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

t  - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 ,  OS v e t o r e s  p,  3 ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA y  s a o d e f i n i d o s  p e l a  r e l a ç ã o de  r e  

c o r r ê n c i a  mo s t r a d a  na  s e ç ã o 3 . 1 .  

A ma t r i z  o r t o g o n a l  Q. +- j  t e m a  f o r ma  

^ k + 1 = 

k + 1 

k + 1 

V k 

' 11 

H L Q 1 2 (  

( 3 . 1 6 )  

o n d e  

k + 1 

' k+1 

11 

12 ,  

s u b ma t r i z  da  ma t r i z  o r t o g o n a l  Qk + 1 com d i me ns ã o t  x n ,  

s u b ma t r i z  da  ma t r i z  o r t o g o n a l  n

k + 1 c om d i me n s ã o 

( n -  t  )  x n ,  

s u b ma t r i z  da  ma t r i z  o r t o g o n a l zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Q
K
 com di me ns ã o ( j  -  l ) x 

n ,  

s u b ma t r i z  da  ma t r i z  o r t o g o n a l  Qk com di me ns ã o h x n,  

k 

s u b ma t r i z  da  ma t r i z  o r t o g o n a l  Qk com di me ns ã o ( n - t  ;  x 

n .  

Se  a s  l i n h a s  da  s u b ma t r i z  Q2 l ,  + -]  s a " °  c o mp a r a d a s  c om a s  

1 i  n h ã s  e q u i v a l e n t e s  da  ma t r i z  Qk ( v e j a  e q u a ç ã o ( 3 . 1 6 ) ) ,  o b s e r  

v a - s e  q u e  s o me n t e  a  p r i me i r a  l i n h a  da  s u b ma t r i z  0 2 ^ + 1 ^  t r ° .  
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c a d a  ( e s t a  l i n h a e  a  ú l t i ma  l i n h a da  s u b ma t r i z  H.  Q, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2
 S E E

-

T k 

t a  l i n h a e  d e n o t a d a  p o r  z  ,  e n t ã o 

•k + 1 

k J  

( 3 . 1 7 )  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3 . 3 A E s c o l h a da Ma t r i z  Z,  

Da f a t o r a ç a o o r t o g o n a l  da  ma t r i z  d o s  g r a d i e n t e s  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 
r e s t r i ç õ e s  a t i v a s  Â  o b t e m- s e  a  ma t r i z  Z^ .  

da s  

Co n s i d e r a n d o - s e  a  e q u a ç ã o ( 2 . 3 6 )  e  a  p a r t i ç ã o da  ma_ 

t r i z Q d a d a  p e l a  e q u a ç ã o ( 2 . 3 7 ) ,  t e m- s e  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

rÜ"Q k v l  
( 3 . 1 8 )  

PÕs - mu l  t i p i  i  c a n d o membr os  os  l a d o s  d e s t a  e q u a ç ã o p o r  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

oi  ,  o b t e m- s e  
^ k 

( 3 . 1 9 )  

Es t e  r e s u l t a d o mo s t r a  q u e  a s  c o l u n a s  da  s u b ma t r i z  Q2 

k 

s ã o o r t o g o n a i s  a o s  v e t o r e s  n o r ma i s  d a s  r e s t r i ç õ e s  a t i v a s  e  

p o d e m s e r  u s a d o s  c omo a s  c o l u n a s  da  ma t r i z  Z^.  As  c o l u n a s  da  



/ y 

ma t r i z  Z.  n a o p r e c i s a m e s t a r  na  me s ma  o r d e m q u e  a s  c o l u n a s  

c omo da  s u b ma t r i z  Qi  .  En t ã o ,  a  ma t r i z  p o d e  s e r  e s c o l h i d a  

s e n d o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ZLzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA -  Qi  Ï ,  ( 3 . 2 0 )  
k " 2 

o n d e  

I  -  ma t r i z  i d e n t i d a d e  de  o r d e m n -  t  c om a s  c o l u n a s  n a  o r  

de m r e v e r s a .  

As  c o l u n a s  da  ma t r i z  Z,  s ã o e s c o l h i d a s  na  o r d e m r e v e r  

s a  d a s  c o l u n a s  da  s u b ma t r i z  p a r a  f a c i l i t a r  o p r o c e s s o 

de  a t u a l i z a ç ã o da  f a t o r a ç ã o LDL T da  ma t r i z  He s s i a n a  p r o j e _ 

t a d a  HD q u a n d o f o r  mudada  a  b a s e  do s u b e s p a c o g e r a d o p e l o s  

g r a d i e n t e s  d a s  r e s t r i ç õ e s  a t i v a s .  

3 . 4 At u a l i z a ç ã o da Ma t r i z  Z^ 

Uma  mu d a n ç a  da  b a s e  do s u b e s p a c o d e f i n i d o p e l o s  g r a  

d i e n t e s  d a s  r e s t r i ç õ e s  a t i v a s  i mp l i c a  em uma  a t u a l i z a ç ã o 

da  ma t r i z  dos ^ g r a d i e n t e s  d a s  r e s t r i ç õ e s  a t i v a s  Â  e ,  

c o n s e q u e n t e me n t e ,  d e v e - s e  a t u a l i z a r  a  ma t r i z  Z .  

3 . 4 . 1 I n c l u s ã o de  uma Co l u n a na Ma t r i z  A.  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
k 

As  ( n -  t k + 1 )  ú l t i ma s  l i n h a s  da  ma t r i z  o r t o g o n a l  a t u a  
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l i z a d a  Q̂  + - j  »  n a o r d e m r e v e r s a ,  c o n s t i t u e m a s  c o l u n a s  da  ma_ 

t r i  z  Z k + 1 ,  o u s e j a ,  

z

k + 1 •  QÎ  I .  ( 3 . 2 1 )  
k + l  ^ k + 1 

o n d e  

Qo -  s u b ma t r i z  i n f e r i o r  da  ma t r i z  o r t o g o n a l  Q.  ,  c om d i _ 
k + 1 L i  

,  . k + 1 x 

me n s a o ( n -  t  )  x n ,  

rv  k + ,  

I  -  ma t r i z  i d e n t i d a d e  de  o r d e mzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n -  t  c om s u a s  c o l u 
n a s  na  o r d e m r e v e r s a .  

3 . 4 . 2 Ex c l u s ã o de  uma Co l u n a da Ma t r i z  A.  
k 

k + 1 

As  u l t i ma s  ( n -  t  )  l i n h a s  da  ma t r i z  o r t o g o n a l  a t u a l  i _ 

z a d a . Q,  .  ,  na  o r d e m r e v e r s a ,  c o n s t i t u e m a s  c o l u n a s  da  ma  

t r i z  a t u a l i z a d a  Z.  + ,  ,  o u s e j a ,  

Z k + 1 •  Qi  I .  ( 3 . 2 2 )  
K + l  ^ k +1 

o n d e  

Q9 -  s u b ma t r i z  i n f e r i o r  da  ma t r i z  o r t o g o n a l  O, , -,  c om d i _ 
^ k + 1 '  .  ,  k + l  

/  i . k + 1 \  
me n s a o ( n - t  )  x n ,  

* k + 1 
I  -  ma t r i z  i d e n t i d a d e  de  o r d e m n - t  con.  s u a s  c o l u 

n a s  n a  o r d e m r e v e r s a .  
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Se  a  e q u a ç ã o ( 3 . 1 7 )  e  c o n s i d e r a d a ,  e n t ã o a  a t u a l i z a ç ã o 

da  ma t r i z  Z k + 1 d a d a  p e l a  e q u a ç ã o ( 3 . 2 2 )  t o r n a - s e  

k + 1 
( 3 .  2 3 )  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3 . 5zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA F a t o r a ç ã o LDL de  uma Ma t r i z  S i n é t r i c a P o s i t i v a De f i ^ 

n i d a H_ 

A f a t o r a ç ã o LDL T ( f a t o r a ç ã o de  Ch o l e s k y )  de  uma  ma t r i z  

s i mé t r i c a  p o s i t i v a  d e f i n i d a  Hn e  da  f o r ma  

LDL'  + H.  ( 3 . 2 4 )  

0 a l g o r i t mo c o mp u t a c i o n a l  p a r a  e f e t u a r  e s t a  f a t o r a ç ã o 

[ Ma r t i n e t  a l l i  ( 1 9 6 5 ) J  é  mo s t r a d a  a  s e g u i r .  

No t a ç ã o 

Hp ( N,  N)  -  ma t r i z  s i mé t r i c a  n o s i t i v a  d e f i n i d a  

L ( N,  N)  -  ma t r i z  t r i a n g u l a r  i n f e r i o r  e  u n i t á r i a  

D( N)  -  v e t o r  d o s  e l e me n t o s  d i a g o n a i s  p o s i t i v o s  da  ma t r i z  

d i a g o n a l  D( N,  N)  
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AUX( N, N)  -  ma t r i z  a u x i l i a r  

Al  g o r i  t mo 

1.  Fa ç a  D( 1 ) =H ( 1 , 1 )  

s e  ( I < N) ,  L( I , J ) = 0  J =I + 1 , . . . , I  

L ( I . I ) - 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 =1 ,  . . . N 

2 .  C a l c u l e  AUX(  1, 1 ) =H ( 1 , 1 )  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

LCI , 1 ) =AUX( . I , 1 ) / D( 1 )  

M = 2, . . , N 

1- 1 
D( I ) = H( I , I ) - E AUX( I , K) * L( I , K)  

P K=l  

s e  I =N,  PARE 

1- 1 
AUX( J , I ) =H ( J . I ) - Z AUX( J , K) * L( I , K)  

p K=l  

> 1=2, . . , N 

• J=I +1, . . , N 

L( J , I ) = AUX( J , I ) / D( I )  

3 . 6 F a t o r a ç ã o L DL T Mo d i f i c a d a de  uni a Ma t r i z  S i mé t r i c a H 

A f a t o r a ç ã o LDL T mo d i f i c a d a  ( f a t o r a ç ã o de  Ch o l e s k y mo 

d i f i c a d a )  de  uma  ma t r i z  s i mé t r i c a  Hp é  da  f o r ma  

LDL -  E «-  H.  ( 3 . 2 5 )  
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O a l g o r i t mo c o mp u t a c i o n a l  p a r a  e f e t u a r  e s t a  f a t o r a ç a o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

e  bas eado no t r a b a l h o a pr e s e nt a do por  Gi l l  & Mur r a y ( 1 9 8 4 c ) .  

0 a l g o r i t mo e  i d ê n t i c o a o a l g o r i t mo da  f a t o r a ç a o L DL T ( f a t o 

r a ç ã o de  Ch o l e s k y )  e x c e t o o f a t o de  l i m i t a r  o v a l o r  d o s  e l e _ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA12 

me n t o s  f o r a  da  d i a g o n a l  da  ma t r i z  LD q u a n d o a  ma t r i z  Hp 

n ã o f o r  p o s i t i v a  d e f i n i d a  e  de  a s s e g u r a r  q u e  t o d o s  o s  e l e me n _ 

t o s  d i a g o n a i s  da  ma t r i z  D s e j a m p o s i t i v o s .  Ca da  e l e me n t o f o 

1 / 2 -

r a  d a  d i a g o n a l  da  ma t r i z  LD e  me n o r  em mo d u l o q u e  um p_a  

r ã me t r o BETA.  A ma t r i z  E ê  uma  ma t r i z  d i a g o n a l  q u e  ê  z e r o 

q u a n d o a  ma t r i z  Hp é  s u f i c i e n t e me n t e  p o s i t i v a  d e f i n i d a .  Um 

p a r â me t r o DELTA é  i n t r o d u z i d o p a r a  o t i mi z a r  o p r o c e s s o de  f a  

t o r a ç ã o q u a n d o a  ma t r i z  Hp e  p o s i t i v a  d e f i n i d a  ma s  mu i t o ma l  

- c o n d i  c i o n a d a .  

No t a ç ã o 

H ( N,  N)  -  ma t r i z  s i mé t r i c a  

L ( N,  N)  

C( N,  N)  

D( N,  N)  

-  ma t r i z  t r i a n g u l a r  i n f e r i o r  e  

u n i  t á r i  a  

-  ma t r i z  a u x i l i a r  

--  v e t o r  d o s  e l e me n t o s  d i a g o n a ^ 

i s  da  ma t r i z  d i a g o n a l  p o s  i  t  i _ 

v a  D( N,  N)  



E( N)  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

8 4 

v e t o r  d o s  e l e me n t o s  d i a g o n a _ 

i s  da  ma t r i z  d i a g o n a l  n ã o - n e  

g a t i v a E( N,  N)  

BETAS = ma x( GAMMA,  LAMBDA,  TAU)  

BETA = BETAS 
1/ 2 

p a r â me t r o q u e  l i m i t a o v a l o r  

d o s  e l e me n t o s  d i a g o n a i s  da  

ma t r i z  LD 
1/ 2 

GAMMA má x i mo v a l o r  ( e m mó d u l o )  d o s  

e l e me n t o s  d i a g o n a i s  dazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ma 

t r i z H 

KSI  má x i mo v a l o r  ( e m mo d u l o )  d o s  

e l e me n t o s  f o r a  da  d i a g o n a l  

da  ma t r i z  A 

LAMBDA = KSI / N 

ANORM n o r ma - 1 da  ma t r i z  H,  

TAU p r e c i s ã o r e l a t i v a da  má q u i n a  

( c o mp u t a d o r )  d e f i n i d o c omo 

s e n d o o me n o r  n ú me r o TAU t a l  

q u e  1 + TAU > 1 
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Al  g o r i  t mo 

1.  F a ç a :  TAU = « , 2 . 2 * 1 0 " ( n o c a s o de  e q u i p a me n t o s  I BM)  

2 .  C a l c u l e :  GAMMA = ma x ( | H ( I  ,  I )  |  )  ,  I  = 1 , . . . .  

KS I  = max( | H ( I , J ) | ) ,  J  = 1. . . . . 1- 1 e  I  <= 2. . . . . N 

LAMBDA = KS I / N 

BETAS = max( GAMMA,  LAMBDA,  TAU)  

M 

ANO RM = ma x (  E | Hn (  I  ,  J )  |  )  ,  J  = 1 
1 = 1  P 

DELTA = max ( TAU* AN0 RM,  TAU)  

s e  I  = N,  v á  p a r a 3 

L ( I  , J )  = 0 ,  J  = I  + 1, . . • , NzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i  I  = 1 N 

3 .  L zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAc I , I }  = 1 ,  I  -  1 . . . . .  1  

P HI ( l )  = H p ( l , l )  

PHI AB =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I PH I C1 ) I 

s e  N = 1 ,  v ã  p a r a 5 
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C ( I . l )  = H ( I . l  

TH ETAS = ( ma x ( [ C( 1 , 1 )  [ ) )  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

f  I  = 2 N 

R = THETAS/ BETAS 

D ( l )  = ma x ( DELTA,  PHI AB,  R)  

E ( l )  = D ( l )  -  PHI  ( 1 )  

L ( I , 1 )  = C ( I , 1 ) / D( 1 )  ,  I  = 2, . . . , N 

1- 1 
4 .  C a l c u l e :  PHI  ( I )  = H ( I , Í ) -  Z C ( I , K ) * L ( I , K )  

P K=l  

PHI AB = | P H I ( I ) |  

s e  I  = N,  v á  p a r a  5 

C ( J , I ]  = H p ( J , I )  -

1- 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

-  Z C ( J , K) * L ( I , K)  ,  J  = 1 + 1 , . . . ^  

K=l  

THETAS = ( ma x ( zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAI C ( J , I ) | ) )  

R = THETAS/ BETAS 

D ( I )  = ma x ( DELTA,  PHI AB,  R)  

I  -  2 ,  .  .  .  ,  



E ( I )  = D( I )  -  P HI ( I )  

L ( J , I ]  = C ( J , I ) / D ( I ) ,  J  =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 + 1 N 

5.  C a l c u l e :  D( N)  = ma x ( DELTA,  PHI AB)  

E( N)  = D( N)  -  P HI ( N)  

3 . 7  At u a l i z a ç ã o da  F a t o r a ç ã o LDL T da  ma t r i z  He s s i a n a P r o j e  

t a d a 

A f a t o r a ç ã o LDL T da  ma t r i z  He s s i a n a  p r o j e t a d a  s i r cé t r i _ 

c a  p o s i t i v a  d e f i n i d a  Hp é  u t i l i z a d a  na  d e t e r mi n a ç ã o da  d i  r e  

ç ã o de  p e s q u i s a  h o r i z o n t a l  d a d a  p e l a  e q u a ç ã o ( 2 .  5 4 )  e  p o d e  

s e r  e x p r e s s a  p o r  

LDL T «-  Hp ,  o n d e  Hp = ZT HZ .  ( 3 . 2 6 )  

A c a d a  i t e r a ç ã o do p r o c e s s o c o mp u t a c i o n a l ,  os  f a t o r e s  

da  ma t r i z  t r i a n g u l a r  i n f e r i o r  u n i t á r i a  L e  da  ma t r i z  d i a g o 

n a l  D d e v e m s e r  a t u a l i z a d o s  p a r a  i n c l u i r e m a  n o v a  i n f o r ma ç ã o 

s o b r e  a  mu d a n ç a  n o s  g r a d i e n t e s  ( v e j a  a  s e ç ã o 2 . 8 )  e  a  n o v a  

i n f o r ma ç ã o q u e  r e f l e t e  a  mu d a n ç a  na  ma t r i z  Z.  P a r a  i n c l u i r  

e s t a  n o v a  i n f o r ma ç ã o q u e  r e f l e t e  a  mu d a n ç a  na  ma t r i z  Z d e v e  

- s e  c o n s i d e r a r  t r ê s  s u b p r o b l e ma s :  

( i )  a  i n c l u s ã o d o s  g r a d i e n t e s  d a s  r e s t r i ç õ e s  a t i v a s  â  b a s e  
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d o s u b e s p a ç o S|  q u e  i mp l i c a  na  d i mi n u i ç ã o d a .  d i me n s ã o 

da  ma t r i z  He s s i a n azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA p r o j e t a d a  H ;  

( i i )  a  e x c l u s ã o d o s  g r a d i e n t e s  d a s  r e s t r i ç õ e s  a t i v a s  da  b a  

s e  do s u b e s p a ç o q u e  i mp l i c a  no a u me n t o da  d i me n s ã o 

da  ma t r i z  u e s s i a n a  p r o j e t a r i a  Hp ;  e  

( i i i )  a  n ã o mu d a n ç a  da  d i me n s ã o do s u b e s p a ç o q u e  i mp l i c a  

na  ma n u t e n ç ã o da  d i me n s ã o da  ma f r i z  He s s i a n a  p r o j e t a d a .  

3 . 7 . 1 At u a l i z a ç ã o da F a t o r a ç ã o LDL T c om Di mi n u i ç ã o da Di me n 

s ã o da Ma t r i z  H 

P zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A a n t i g a  ma t r i z  He s s i a n a  p r o j e t a d a  é~ 

H
N
 = ZJ HZ, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = L. D. Lj  ,  ( 3 - 2 7 )  
p k k k k k k 

e  a  n o v a  ma t r i z  He s s i a n a  p r o j e t a d a  e  

%
k + 1

 •
 z

I
+

i
H Z

k
+

i  •
 L

k
+

i
D

k
+

i
L

k
+

i
 ( 3

-
2 8 )  

A s e g u i n t e  e q u a ç ã o é  s a t i s f e i t a  p a r a  uma  ma t r i z  Z
K + 1 

( ma t r i z  o n d e  a s  p r i me i r a s  ( n - t k + 1 )  c o l u n a s  s ã o i d i n t i c a s  a s  

c o l u n a s  da  ma t r i z  Z.  + , )  

z k + i ; 1 

( 3 . 2 9 a )  



( Qo Qo )  I  ,  da  e q u a ç ã o ( 3 . 2 3 )  
^ k ^ k 
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k k 
I  ,  

QozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I I  Q I  I  ,  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
á

k
 á

k  

Z . I Q I  I  
K á

k  

,  da  e q u a ç ã o ( 3 . 2 0 )  ,  ( 3 . 2 9 b )  

o n d e  a  ma t r i z  I Q
9
 I  p o d e  s e r  e n c o n t r a d a  da  s e g u i n t e  f o r ma :  

^ k 

I Qo I  
á

k  

0 :  h 

:  0 

H 0 
u 

0 I  

0 

h 0 

( 3 . 3 0 )  

1 2  1 2  1 2 
0 

li 

h  i  
0 

0 o :  

Se  a  ma t r i z  de  He s s e n b e r g s u p e r i o r  Hu i  d a d a  em s u a  

f o r ma  e s p e c i a l  H ( p ,  3 , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA y ) ,  e n t ã o a  ma t r i z  de  He s s e n b e r g i n 

f e r i o r  Ĥ  p o d e  s e r  d a d a  em s u a  f o r ma  e s p e c i a l  H i _ ( p '  

ou s e j a ,  H L ( p ,  ß ,  y )  = H u ( p ,  3,  Y ) T ( v e j a  e q u a ç ã o ( 3 .  1 ) )  ,  

H L ( p ,  3,  Y)  = I  -,  Hu (  p ,  3 ,  y ) l ^ ( 3 . 3 1 )  



o n d e  

90 

P = I i B zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3 = I  T P 

Y = I i Y 

A n o v a  ma t r i z  He s s i a n a  p r o j e t a d a  H é  uma  s u b ma t r i z  
' k + 1 

da  ma t r i z  Hn d e f i n i d a  c omo 
p k + l  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

• p . + 1 •  

( 3 . 3 2 a )  

k + 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA! . . .  -,  : z  

H 
:

 Z

K
+

I
T H 2

'  

( 3 . 3 2 b )  

z T HZ k + 1 !  z T Hz 

Co n s i d e r a n d o - s e  a s  e q u a ç õ e s  ( 3 . 3 2 a )  e  ( 3 . 2 9 b )  a  ma  

t r i z H i  d a d a  p o r  
Pk + l  

H = Ï Q Ï Z ^ HZ I Q zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAJ  I  

P k + 1  z k  k K k 
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(3 ,3 3  a) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

o n d e  

1 / 2 ( 3 . 3 3 b )  

Co n s i d e r a n d o - s e  a s  e q u a ç õ e s  ( 3 . 3 3 b )  e  ( 3 . 3 0 ) ,  p o d e - s e  

r e p r e s e n t a r  S k p o r  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

.  0  y 
* -

0 FI

L 
A2 

o n d e  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

l  1 h - 1 
I  t  l  

h 

1 

( 3 . 3 4 )  

A- j  -  s u b ma t r i z  s u p e r i o r  c om d i me n s ã o £ x ( n - t  )  da  

J / 2 t r i z L k Dk 

ma 

A2 -  s u b ma t r i z  i n f e r i o r  c or -  d i n . e n s ã c  h x ( n - t  )  da  ma  

t r i z  L.  D 
k 

1/ 2 

A ma t r i z  B = H" L( p ,  B,  y ) A 2 coui  d i me ns ã o h x ( n - t  )  p o d e  s e r  

c a l c u l a d a  c om e f i c i ê n c i a  p o r  q u a l q u e r  uma  d a s  s e g u i n t e s  r e l a  

ç õ e s  de  r e c o r r ê n c i a  ( p a r a  s i mp l i f i c a ç ã o ,  a s s u me - s e  q u e  A = A 2 ) :  

Re c o r r ê n c i a  p r o g r e s s i v a  

Ca l  c u l  e  w *• zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA p- j  a- j  
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h , *  M h 

Re c o r r ê n c i a  r e g r e s s i v a  

t .  i  , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA + Y.  . a .  i zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA + p .  , w.  
j - l  , i  r J - l  J - l  J - l  i  

w . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA k+- w.  + B . a  .  .  
i  4 i  J  J  , i  

1 ,  

2 ,  

, n - t  

, h 

b h , * *  p h w 

w .  «-  w.  -  B •  a  .  -
i  1  J  J  »i  

b .  ,  .  • + Y.  . a .  . + p . . w .  
J - l  , i  J - l  J  , i  J - l  i  

i  = 1 , .  . .  ,  n - t  

> j  = h , . . . , 2 

A ma t r i z  p o d e  s e r  p a r t i c i o n a d a  p a r a  s e p a r a r  s u a  Gl _ 

t  i  m a  l i n h a  

w 

e n t ã o ,  

' k + 1 
S.  S J  

k k zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

l  .  1 .  h - 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

k 1 1 

T 
1 

' c c T 

wT CT :  w 
T 

w 

h - 1 

1 

( 3 . 3 5 )  

( 3 . 3 6 )  

P e l a  c o mp a r a ç ã o e n t r e  a s  e q u a ç õ e s  ( 3 . 3 2 p ) e  ( 3 . 3 6 )  a  ma_ 

t r i z He s s i a n a  p r o j e t a d a  H e  
p k + l  

( 3 . 3 7 )  
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A f a t o r a ç a o LDL a t u a l i z a d a da  ma t r i z  He s s i a n a  p r o j e t a  

da  a t u a l i z a d a  p o d e  s e r  o b t i d a s e  a  t r a n s f o r ma ç ã o o r t o g o n a l  

f o r  a p l i c a d a a  ma t r i z  C,  q u e  r e s u l t a em uma  ma t r i z  t r i a n g u _ 

Í V2 
l a r  i n f e r i o r  L k + ^ Dk ^ ,  d a d a  p o r  

' k + 1 

T T T 
CC = CPP C 

L k + 1 D k + l L k + l  

L D 1 / 2 : 0 
L k + i u k + i  :  

D 1 / 2 L T 

u k + l  L k + 1 
( 3 . 3 8 )  

o n d e  

P T CT = P T 

£ +h - l  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

l  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 

h- 1 

t  + h - 1 

t  + h - 1 
u k + l L k + 1 

e  P T -  P £ + h _ 1 6 v

 ~
 v

l +h zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1+2 p £ +l  
r

i +3
 r

1+2 

A ma t r i z  de  t r a n s f o r ma ç ã o P d a d a  p e l a  e q u a ç ã o ( 3 .  2 )  e  

um p r o d u t o d a s  ma t r i z e s  de  Gi v e n s  e mb u t i d a s  n a s  ma t r i z e s  i _ 

d e n t i d a d e s ,  P. , n ,  i  
í +l  

1+] , . . . , £+h- 1 .  

A ma t r i z  P 5 u t i l i z a d a  e x c l u s i v a me n t e  p a r a  t r a n s f o r ma r  

a  ma t r i z  C e ,  c o n s e q u e n t e me n t e ,  n ã o p r e c i s a s e r  a r ma z e n a d a  

em s u a  f o r ma  e x p l T c i t a .  A ma t r i z  P n ã o é  u t i l i z a d a em c a l c u 

l o s  p o s t e r i o r e s .  
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T 

3 . 7 . 2 At u a l i z a ç ã o da F a t o r a ç a o LDL c om Aume nt o da Di u e n s a o 

da Ma t r i z  H 
P zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Co n s i d e r a n d o a  e q u a ç ã o ( 3 . 2 3 ) .  a  ma t r i z  He s s i a n a  p r o j e  

t a d a  a t u a l i z a d a  H ê  d a d a  p o r  
Pk + l  

Pk + l  
Z k + l H k Z k + l  

J  
k 

Y 

z k H k z  

z T H,  z  
k 

,  ( 3 . 3 9 )  

Po d e - s e  v e r  p e l a  e q u a ç ã o ,  q u e  a  a t u a l i z a ç ã o da  ma t r i z  

He s s i a n a  p r o j e t a d a  s i mé t r i c a  H é  e q u i v a l e n t e  a  i n c l u s ã o de  
p k 

uma  l i n h a e  uma  c o l u n a  a d i c i o n a i s  a  e s t a  ma t r i z .  

A ma t r i z  He s s i a n a  p r o j e t a d a  a t u a l i z a d a  H p o d e  s e r  
p k + l  _ j  

e x p r e s s a ,  t a mb é m,  em t e r mo s  da  a t u a l i z a ç ã o da  f a t o r a ç a o LDL 

T 

H 
' k + 1 

L D L T 

L k + 1 k +1 k +1 

L k 
0 

T 
u 1 

H :  L.  D,  u zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

.
Pk

.  
T T "  T 

u Dk L k : u Du+a  

D,  0 
k 

0 o 

L k 
u zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0 1 

( 3 . 4 0 )  

0 v e t o r  u e  o e s c a l a r  a  p o d e m s e r  d e t e r mi n a d o s  p e l a  

c o mp a r a ç ã o e n t r e  a s  e q u a ç õ e s  ( 3 . 4 0 )  e  ( 3 . 3 9 ) ,  ou s e j a ,  p e l a  

s o l u ç ã o d a s  e q u a ç õ e s  
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L k V = Z k H k :  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA( 3zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA. 4 1 

o = z T Hz -  u T 

P a r a  uma  ma t r i z  He s s i a n a  p o s i t i v a  d e f i n i d a  Ĥ  ,  o e l e _ 

me n t ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA o  s e r á  s e mp r e  p o s i t i v o .  

Ca s o n ã o s e  t e n h a  a  ma t r i z  He s s i a n a  Ĥ  ou a  ma t r i z  Hes_ 

s i a n a  p r o j e t a d a  ( t e m- s e  a  f a t o r a ç ã o L^ D^ L^ ) ,  p o d e - s e  e s t i ma r  

a  ú l t i ma  l i n h a o u c o l u n a .  Po d e - s e  e s t i ma r  e s t a  ú l t i ma  l i n h a  

c o l u n a  p e l o v e t o r zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA fo , . . . , 0 ,l J e  o b t e m- s e  ou 

k + 1 

' k + 1 

0 

0 1 

D

k 0 

0 1 

( 3 . 4 2 )  

Es t e  p r o c e d i me n t o é  a l g o a r b i t r á r i o .  E n t r e t a n t o ,  n o t a  

~k 

- s e  q u e  a  d i r e ç ã o de  p e s q u i s a  h o r i z o n t a l  h o b t i d a  p e l a  que_ 

da  de  uma  r e s t r i ç ã o e  f e i t a a o l o n g o da  n o v a  c o l u n a  de  Z^ + ^ .  

Se  a  q u e d a  de  uma  r e s t r i ç ã o é  c h a ma d a  p e l o a l g o r i t mo ,  na  pr Õ_ 

x i ma  i t e r a ç ã o ,  a  ú l t i ma  l i n h a de  L k + 1 r e f l e t i r á  c om ma i o r  

p r e c i s ã o a  i n f o r ma ç ã o da  v e r d a d e i r a  ma t r i z  He s s i a n a  p r o j e t a  

d a .  
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3 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA. 7 .3  At ua l i z a ç ã o da  Fa t o r a ç ã ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA L DL T s em Muda nç a de  Di me ns ã o 

da K a t r i z  H 
P zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Qu a n d o n ã o o c o r r e r  uma  mu d a n ç a  da  d i me n s ã o do s u b e s p a _ 

ç o S £ ,  ou s e j a ,  I ^ ( x k + 1 )  = I ^ ( * k )  > a  a t u a l i z a ç ã o da  f a t o r a  

ç ã o LDL T d a  ma t r i z  He s s i a n a  p r o j e t a d a  Hp i n c l u i  a  n o v a  i n f o r  

ma ç ã o a s s o c i a d a  a  ma t r i z  .  Es t a  e s t r a t é g i a  e  c o n s e g u i d a  

em d u a s  e t a p a s :  na  p r i me i r a  e t a p a ,  a t u a l i z a - s e  a  ma t r i z  Hes_ 

s i a n a  p r o j e t a d a  ( v e j a  a  s e ç ã o 2 . 8 )  u t i l i z a n d o a  ma t r i z  Z. +- |  

e ,  na  s e g u n d a  e t a p a ,  e f e t u a - s e  a  f a t o r a ç ã o LDL̂ "  da  ma t r i z  

He s s i a n a  p r o j e t a d a  a t u a l i z a d a .  E n t r e t a n t o ,  p o d e - s e  a t u a l i z a r  

a  f a t o r a ç ã o LDL T da  ma t r i z  He s s i a n a  p r o j e t a d a  Hp f a z e n d o a  

c o r r e ç ã o da  f a t o r a ç ã o LDL."' "  a n t i g a  c om uma  ma t r i z  de  p o s t o um 

a p l i c a n d o a s  a t u a l i z a ç õ e s  da  s e ç ã o 2 . 8 .  

~ T 
3 . 8 Co r r e ç ã o da F a t o r a ç ã o LDL c om uma Ma t r i z  de  P o s t o Um 

0 a l g o r i t mo c o mp u t a c i o n a l  ( a p r e s e n t a d o a  s e g u i r )  p a r a  

e f e t u a r  a  c o r r e ç ã o da  f a t o r a ç ã o LDL^ a p l i c a d a  na  a t u a l i z a ç ã o 

da.  ma t r i z  He s s i a n a  p r o j e t a d a ,  e x p r e s s a  p o r  

L k + 1 Dk + 1 L [ + 1 • zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA l küzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAkll +nyy
J -  ô s s T ( 3 . 4 3 )  

e  b a s e a d o no t r a b a l h o a p r e s e n t a d o em G i l l  e t  a l l i  ( 1 9 7 5 ) .  
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No t a ç ã o 

LA( N,  N)  -  a n t i g a  ma t r i z  t r i a n g u l a r  i n f e r i o r  e  u n i t á r i a  

LN( N,  N)  -  n o v a  ma t r i z  t r i a n g u l a r  i n f e r i o r  e  u n i t á r i a  

DA( N)  a n t i g o v e t o r  d o s  e l e me n t o s  d i a g o n a i s  da  ma t r i z  

d i  a g o n a l  

DN( N)  -  n o v o v e t o r  d o s  e l e me n t o s  d i a g o n a i s  da  ma t r i z  

d i a g o n a l  

V( N)  v e t o r  q u e  d e f i n e  a  c o r r e ç ã o da  f a t o r a ç a o LDL 
T 

VA( N)  -  v e t o r  a u x i l i a r  

VN( N)  -  v e t o r  a u x i l i a r  

T 
a .  Co r r e ç ã o da  f a t o r a ç a o LDL c om uma  ma t r i z  de  p o s t o um ( + )  

1 .  Fa ç a  :  TA = 1 

2.  F a ç a :  VA( I )  = DA( I )  ,  I  = 1 ,  .  .  .  ,  N 

TN = TA + A* VA( I )  
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B = TN/ TA 

DN( I )  = B* DA( I )  

C = A/ TN 

s e I  = N ,  v á  p a r a  4 

VN( K)  = VA( K)  -  VA( I ) * L A( K, I )  

s e  B < 4 L N( K, I )  -  L A( K, I )  + C* VN( K)  f  K=I +1, . . , N 

s ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA B > 4 L N( K, I )  = LA( K, I ) / B + C*VA( K)  

VA( K)  = VN( K)  ,  K = 1 + 1 ,  . . . , N zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

J 

TA = TN 

4 .  F a ç a :  L N( _ I , I )  = 1 ,  I  = 1 .  .  , N 

b.  Co r r e ç ã o da  f a t o r a ç a o LDL c om uma  ma t r i z  de  p o s t o u m( - )  

1 .  F a ç a :  VN( 1 )  = V( l  )  

s e  N = 1 ,  v ã  p a r a  3 

N 
2.  C a l c u l e :  VN( I )  = V ( I )  -  E L A( I  , K) * VN( K)  ,  I  = 2. . . . . N 

K=l  



N 
C a l c u l e :  TA =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1  - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA l  VN( K) * VN( K) / DA( K)  

K=l  

TA < O,  TA = 2 . 2 * 1 O_ 1 4 

C a l c u l e :  j  = N -  1+1 

A = VN( J ) / DA( J )  

TN = TA + A* VN( J )  

B = TA/ TN 

DN( J )  = B* DA( J )  

C = - A/ TA 

J  = N v ã  p a r a  5 

LNÇK,  J J  = LA( K. J )  + C*VN( K)  

VN( K)  * VM( K)  + VN( J ) * LA( K, J )  

F a ç a :  TA = TN 

F a ç a :  L N ( I . I )  = 1  ,  I  = 1 . . . . .  N 



4 SUMARI O DO AL GORI T MO DA F UNÇÃO DE PENAL I DADE EXAT A 

GL OBAL MENT E CONVERGENT E zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A s e g u i r  s e r ã a p r e s e n t a d o o s u má r i o do a l g o r i t mo da 

f u n ç ã o de p e n a l i d a d e e x a t a g l o b a l me n t e c o n v e r g e n t e q u e s e 

d e s t i n a a mi n i mi z a r  uma f u n ç ã o de p e n a l i d a d e e x a t a c om o 

p a r â me t r o y > 0 f i x o .  

Su ma r i o do a l g o r i t mo 

I nTc i  o :  

0 0 P 0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA o 
- e s c o l h a x zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA, e , ô , j \ _ , y 

-  e s c o l h a HQ ( a p r o x i ma ç ã o i n i c i a l  da ma t r i z He s s i a n a )  

-  f aç a k = 0 ( c o n t a d o r  de i t e r a ç õ e s )  

Pr o c e s s o i t e r a t i v o :  

1 -  f aç a k «-  k + 1 
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i d e n t i f i q u ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 ^ e I y ( c o n j u n t o de í n d i c e s das r es t r i _ 

ç õ e szyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e - a t i v a s e e -v i o l a d a s )  

d e t e r mi n e a ma t r i z A k ( ma t r i z dos g r a d i e n t e s das r es t r i ^  

ç ões a t i v a s no p o n t o x
k
)  

d e t e r mi n e a f a t o r a ç a o Q 

t r i z A,  

( ou a f a t o r a ç a o UEV
T
)  da ma 

i d e n t i f i q u e a ma t r i z Z k t al  que A k Z k = 0 e
 1 

c a l c u l e o p s e u d o - g r a d i e n t e Vp ^ ( x )  

T k 

c a l c u l e o p s e u d o - g r a d i e n t e p r o j e t a d o Z ^ p ^ x )  

s ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ü Z^ Vp- ,  ( x
k
)  II <zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA , v á par a 4 

.  c o mp u t a ç ã o da d i r e ç ã o de p e s q u i s a h o r i z o n t a l  

h k
= -

z
k<zhv"lzIS(><k> 

d e t e r mi n e a f a t o r a ç a o L ^ L zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAJ  da ma t r i z H P -
 Z

k
H

k
Z

|  

r e s o l v a L k w = - Z k V p 1 ( x
k
)  ,  pa r a w p o r  s u b s t i t u i ç ã o p r o 

g r e s s i  v a 

r e s o l v a L k w = D7 vi  ,  pa r a w p o r  s u b s t i t u i ç ã o r egr es s j _ 

va 
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f aç a h = Z,  w 

p e s q u i s a l i n e a r  ao l o n g o da d i r e ç ã o de p e s q u i s a hor j _ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
ê 

z o n t a l  h
k 

k k 

s e p( x + ct ^h )  nao t em um l i mi t e i n f e r i o r  f i n i t o p a r a 

a ^ > 0 ,  v á pa r a 7 

e n c o n t r e x 
k + 1

 = x
k
 + a h

k
,  t al  que p ( x

k + 1
)  < p ( x

k
)  ( pes zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

i - \  ,  k +1 » , k . . k .  
q u i s a l i n e a r  a p r o x i ma d a )  ou p ( x )  =p ( x + a^ n )  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

k k 
= mi n p ( x + ah )  ( p e s q u i s a l i n e a r  e x a t a )  

a 

a t u a l i z e a ma t r i z He s s i a n a p r o j e t a d a H 

v ã par a 1 

.  c o mp u t a ç ã o dos mu l t i p l i c a d o r e s de L a g r a n g e ( s o l u ç ã o do 

s i s t e ma s o b r e d e t e r mi n a d o de e q u a ç õ e s AX = Vp. | ( x ) )  

r e s o l v a R.  

X!  

Qk V p 1 ( x )  ,  pa r a o v e t o r  

t i t u i ç a o r e g r e s s i v a 

p o r  s u b s 

s e X
k
 e£ 

1_ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

V 

1 

y 
pa r a q u a l q u e r  j  G I  ou zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

o ,  i  
y 

p a r a qua l ouer  j  é~ 1« ,  v ã pa r a 5 
M
2 

.  c o mp u t a ç ã o da d i r e ç ã o de p e s q u i s a h o r i z o n t a l  



1 03 

d e t e r mi n e a f a t o r a ç a o L ^ D^ L ^ da ma t r i z H p = Z^ H^ 
k 

—  T k —  
r e s o l v a L^ w = - Z^ Vp ^ ( x ) ,  pa r a o v e t o r  w p o r  s ubs t i t u i _ 

ç ão p r o g r e s s i v a 

r e s o l v a L^ w = Dj *  w ,  p a r a o v e t o r  w p o r  s u b s t i t u i ç ã o r e 

g r  e s s i  v a 

f a ç a h
k
 = Z , w 

c o mp u t a ç ã o da d i r e ç ã o de p e s q u i s a v e r t i c a l  ( s o l u ç ã o do 

s i s t e ma h i podet emi nado de e q u a ç õ e s A k v ' = <H*  + n ) ,  on_ 

de <j )(x + h )  i  o v e t o r  das f u n ç õ e s das r e s t r i ç õ e s at i _ 

k k k 
v as em x ,  ma s a v a l i a d a s em x + h )  

r e s o l v a R
T
v = - <! >( x

k
+ h

k
)  ,  pa r a o v e t o r  v p o r  s ubs t i t u i _ 

ç ã o p r o g r e s s i v a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

I r  _ 

d e t e r mi n e v = Q- j V 

s e p ( x
k
 + h

k
 + v

k
)  > p ( x

k
 + h

k
)  - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ô ( | | Z | [ v p 1 ( x

k
)  II + 

k zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+ Z _ I ( x ) I ,  va pa r a 6 
•  *  b I  
i e I

A 

.  d e t e r mi n a ç ã o do nov o p o n t o de p e s q u i s a ( nas p r o x i mi d a 

des da s o l u ç ã o )  

,  k + 1 k , k k 
f a ç a x <-  x + h + v 
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f aç a o t e s t e de c o n v e r g ê n c i a 

-  s e | | Z zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAT v P l ( x
k + 1

 )  II 2 <zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA t ol  ,  p a r e 

( o u ,  s e [ | | VP l ( x
k + 1

) | | +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA l A l i V ( í , i ( x
k + 1

)  

i e I
A l  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

-  I  X . VcD ( x
k + 1

)  
i e I

A 2 

< t ol  ,  p a r e )  

-  a t u a l i z e a ma t r i z He s s i a n a p r o j e t a d a 

-  v á pa r a 4 

~k 

c . . .  c o mp u t a ç ã o da d i r e ç ã o de p e s q u i s a h o r i z o n t a l  h ( q u e d a 

de uma r e s t r i ç ã o )  

5 -  f a ç a o .  = - s i  n a l ( X . )  
J 3 

d e t e r mi n e h
k
 = a

k
 Z k s j  z j s j  7 * j ( x

k
)  

s e Vp , ( x
k
)  + 1_ mi  n( 0 , o

k
 )V(J)  .  ( x

k
)

 T
h

k
 < -  6 ,  v ã pa r a 3 

Vi  J J 

6 -  f a ç a :  e •*•  e / 2 

i d e n t i f i q u e 1^  ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I y 

-  a t ua l  i  z e a ma t r i  z A,  

d e t e r mi n e a f a t o r a ç a o Q 

t r i z A,  

T ( ou a f a t o r a ç a o U l  V)  da rna 
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-  i d e n t i f i q u e a ma t r i z Z,  

-  c a l c u l e  o p s e u d o - g r a d i e n t e  Vp, ( x )  

-  c a l c u l e o p s e u d o - g r a d i  e n t e p r o j e t a d o Z. Vp ^ ( x )  

-  s e ||  z j v p ( x
k
)  | |  = O ,  va pa r a 6 

-  v ã pa r a 2 

c . . .  r e d u ç ã o do p a r â me t r o u 

7 -  f a ç a y +•  y / 1 0 

v á p a r a 1 



5 RESUL T ADOS NUMÉRI COS 

OzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a l g o r i t mo c o mp u t a c i o n a l  da f u n ç ã o de p e n a l i d a d e ex a 

t a g l o b a l me n t e c o n v e r g e n t e ,  a p r e s e n t a d o no c a p í t u l o 4 ,  f oi  

d e s e n v o l v i d o e i mp l e me n t a d o em l i n g u a g e m Fo r t r a n c om pr ec j _ 

s ão e x t e n d i d a no c o mp u t a d o r  I BM- 4 3 4 1 da Un i v e r s i d a d e Fe d e r a l  

da Pa r a í b a .  

0 d e s e mp e n h o do a l g o r i t mo f oi  v e r i f i c a d o u t i l i z a n d o 

q u a t r o p r o b l e ma s de t e s t e :  

-  o p r o b l e ma de t e s t e de Ro s e n - Su z u k i  c om 4 v a r i á v e i s 

e 3 r e s t r i ç õ e s de d e s i g u a l d a d e ,  a p r e s e n t a d o no a p ê n d i c e 1;  

-  o p r o b l e ma de t e s t e de Po we l l  c om 5 v a r i á v e i s e 3 

r e s t r i ç õ e s de i g u a l d a d e ,  a p r e s e n t a d o no a p i n d i c e 2 e ;  

-  o p r o b l e ma de t e s t e de Wo n g c om 10 v a r i á v e i s e 8 

r e s t r i ç õ e s de d e s i g u a l d a d e ,  a p r e s e n t a d o no a p i n d i c e 3 ;  

-  o p r o b l e ma de f l u x o de c a r g a ó t i mo a s s o c i a d o a um 

s i s t e ma de p o t ê n c i a c om 23 b a r r a s ,  30 l i n h a s e 15 g e r a d o r e s 
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q u e c o r r e s p o n d e a um p r o b l e ma g e r a l  de p r o g r a ma ç ã o ma t emá t i _ 

ca c om 75 v a r i á v e i s ,  46 r e s t r i ç õ e s de i g u a l d a d e e 136 r es t r j _ 

ç ões de d e s i g u a l d a d e ,  a p r e s e n t a d o no a p ê n d i c e 5 .  

Nos a p ê n d i c e s 1 ,  2 e 3 s ão a p r e s e n t a d o s ,  pa r a c ada p r o 

b l e ma de t e s t e ,  a f u n ç ã o o b j e t i v a ,  as r e s t r i ç õ e s de i gual da_ 

de e de d e s i g u a l d a d e ,  o p o n t o i n i c i a l  de p e s q u i s a ,  o v a l o r  

da f u n ç ã o o b j e t i v a no p o n t o i n i c i a l  de p e s q u i s a ,  o p o n t o de 

s o l u ç ã o e o v a l o r  da f u n ç ã o o b j e t i v a no p o n t o de s o l u ç ã o .  No 

a p ê n d i c e 4 s ã o a p r e s e n t a d o s os s í mb o l o s ,  as r e l a ç õ e s b á s i c a s 

e os c i r c u i t o s e q u i v a l e n t e s p a r a a d e s c r i ç ã o de um s i s t e ma 

de p o t ê n c i a e p a r a a d e f i n i ç ã o de um p r o b l e ma de f l u x o de 

c a r g a Ót i mo .  No a p i n d i c e 5 s ã o a p r e s e n t a d o s os d a d o s ,  a con_ 

f i g u r a ç ã o de um s i s t e ma de p o t i n c i a c om 23 b a r r a s ,  30 l i n h a s 

e 15 g e r a d o r e s e a f o r mu l a ç ã o do p r o b l e ma de f l u x o de c a r g a 

Ót i mo a s s o c i a d o a e s t e s i s t e ma .  

Os r e s u l t a d o s n u mé r i c o s p a r a os p r o b l e ma s de t e s t e s 

s ão a p r e s e n t a d o s em t a b e l a s q u e c o n t e n h a m os v a l o r e s u t i l i z a ,  

dos p a r a os p a r â me t r o s u ,  e ,  - A.  e 6 ,  o n ú me r o de i t e r a ç õ e s ,  

o v a l o r  da f u n ç ã o o b j e t i v a no p o n t o de s o l u ç ã o ,  a n o r ma do 

v e t o r  das r e s t r i ç õ e s a t i v a s ( CMORM)  no p o n t o de s o l u ç ã o e o 

n ú me r o de p a s s o s de Ne wt o n u t i l i z a d o s em c ada t e s t e .  

As s u me - s e ,  p a r a t o d o s os c a s o s ,  a a p r o x i ma ç ã o da ma_ 

t r i z He s s i a n a i n i c i a l  c omo s e n d o i gua l  a ma t r i z i d e n t i d a d e .  



108 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

a )  Re s u l t a d o s n u mé r i c o s p a r a o p r o b l e ma de t e s t e de Ros e n -

S u z u k i ,  a p r e s e n t a d o no a p ê n d i c e 1 

PARÂMETROS ü £ 

FUNÇÃO CN0RM PASSOS DE 

l / y  e _A_ 6 I TERAÇÕES OBJETI VA NEWTON 

10 0 . 05 5 0 . 0 0 0 0 1 12 - 44 0. 22E- 11 6 

5 0 . 01 5 0 . 0 0 0 0 1 14 - 44 0. 57E- 11 4 

5 0 . 05 5 0 . 0 0 0 0 1 13 - 44 0. 17E- 12 4 

Po n t o de s o l u ç ã o e n c o n t r a d o :  

X*  = | _ - 0 . 0 0 0 0 1 ,  0 . 9 9 9 9 7 ,  2 . 0 0 0 0 2 ,  - 0 . 9 9 9 9 8 ^
T 

Va l o r  das r e s t r i ç õ e s de d e s i g u a l d a d e ho p o n t o de so 1u 

ç ão e n c o n t r a d o :  

<fr1 = 0 . 2 4 2 0 E- 13 

4>2 = 0 . 2 1 7 8 E- l l  

<f r3 = 0 . 1 0 0 0 E 01 

b )  Re s u l t a d o s n u mé r i c o s p a r a o p r o b l e ma de t e s t e de Po we l 1 ,  

a p r e s e n t a d o no a p ê n d i c e 2 

PARÂMETROS n Q m e r q d e 
F U N

Ç
A
°  CN0RM 

PASSOS DE 

l / yzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e  6 I TERAÇÕES OBJETI VA NEWTON 

10 0. 01 5 .  0. 1 30 - 2. 9195 0. 31E- 09 03 
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Po n t o de s o l u ç ã o e n c o n t r a d o :  

x = | ~ - 1 . 7 2 1 7 2 5 ,  1 , 6 0 1 0 0 6 ,  1 . 8 1 8 7 2 0 ,  - 0 . 7 6 3 1 5 7 ,  - 0 . 7 6 3 0 3 0 ]  

Va l o r  das r e s t r i ç õ e s de i g u a l d a d e no p o n t o de s o l u ç ã o e n c o n 

t r a d o :  

<| )1 = 0 . 6 0 3 9 E- 1 3 

<f>2 = 0. 1 2 3 0 E- 1 0 

(j >3 = 0 . 3 0 1 2 E- 09 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

c )  Re s u l t a d o s n u mé r i c o s p a r a o p r o b l e ma de t e s t e de 

a p r e s e n t a d o no a p ê n d i c e 3 

Wo n g ,  

PARÂMETROS 
NUMERO DE FUNÇÃO PASSOS DE 

l / y 6 
I TERAÇÕES OBJETI VA NEWTON 

5 0 .  . 001 2 0 .  . 00001 24 2 4 . 3 0 . 83E - 12 2 

8 0 ,  . 001 1 0 .  . 00001 32 2 4 . 3 0 . 4 7 E - 12 2 

5 0 .  . 001 1 0 .  . 00001 22 2 4 . 3 0 . 2 2 E - 12 2 

4 0 ,  . 001 1 0 .  . 00001 22 2 4 . 3 0 . 25E - 11 2 

Po n t o de s o l u ç ã o e n c o n t r a d o :  

x *  -  p . 1 7 1 9 9 ,  2 . 3 6 3 6 8 ,  8 . 7 7 3 9 2 ,  5 . 0 9 5 9 8 ,  0 . 9 9 0 6 5 ,  1 . 4 3 0 5 7 ,  

1. 321 64 ,  9 . 8 2 8 7 2 ,  8 . 2 8 0 0 9 ,  8 . 3 7 5 9 2 ^ ]
T 
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Va l o r  das r e s t r i ç õ e s de d e s i g u a l d a d e no p o n t o de s o l u ç ã o en_ 

c o n t r a d o :  

^  = 0 . 1 7 7 6 E- 13 

<f>2 = 0 . 9 5 9 2 E- 13 

<t>3 = 0 . 2 1 3 1 E- 13 

4>4 -  0 . 5 1 1 5 E- 12 

i f ) 5 = 0 . 1 8 4 7 E- 12 

(J>6 = 6 . 1 4 8 5 

cf>7 -  0. 1 776 E-  1 4 

( j >8 = 5 0 . 0 2 3 9 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

d)  Re s u l t a d o s n u mé r i c o s do p r o b l e ma de f l u x o de c a r ga ó t i mo 

a s s o c i a d o a um s i s t e ma de p o t ê n c i a c om 2 3 b a r r a s ,  3 0 l i ^ 

nhã s e 15 g e r a d o r e s ,  a p r e s e n t a d o no a p ê n d i c e 5 

P A R Â M E T R O S 
N U ME R O DE F UNÇÃ O 

CN0 RM 
P A S S OS DE 

l / u e - A .  
.  I T E RA ÇÕE S 

0 
OB J E T I V A NE WT ON 

3 0 0 0 . 0 0 1 1 0 0 .  . 0 0 0 0 1 1 5 3 3 8 4 3 0 . 0 1 0 

Va l o r e s ó t i mo s e n c o n t r a d o s pa r a as t e n s õ e s nas b a r r a s e p a r a 

as g e r a ç õ e s de p o t i n c i a .  



1 1 1 

T E N S Ã O NA B A R R A P OT Ê N C I A GE R A D A 

B A R R A GEPADOR 

V A L OR A B S OL U T O A N GU L O DE F A S E P OT .  A T I V A P OT .  R E A T I V A 

0 1 0 . 9 6 4 4 6 8 0 . 0 0 0 0 0 0 1 0 . 4 5 0 0 0 . 3 7 9 1 

0 2 0 . 9 7 8 6 8 7 0 . 0 4 0 2 0 2 2 0 . 1 5 0 0 0 . 1 8 5 7 

3 1 . 2 2 0 0 0 . 4 1 6 1 

0 3 0 . 9 6 0 5 3 6 0 . 0 0 8 3 1 4 

0 4 0 . 9 5 0 1 5 2 - 0 . 0 0 1 7 7 8 

0 5 0 . 9 6 3 9 2 1 0 .  . 0 4 4 9 3 8 

0 6 0 . 9 5 1 9 5 2 0 . 0 2 9 4 7 7 

0 7 0 . 9 5 0 0 1 2 0 . 0 1 3 0 6 6 

0 8 0 . 9 8 0 8 2 3 0 .  . 0 8 1 9 4 8 

0 9 0 . 9 5 9 6 2 5 0 . 0 2 7 8 7 0 

1 0 1 . 0 0 1 7 8 6 - 0 ,  . 0 2 7 2 1 8 

1 1 1 . 0 9 5 9 2 0 - 0 ,  . 0 1 1 7 3 7 

4 0 . 5 7 5 0 0 . 4 8 1 6 

5 0 . 5 8 5 0 0 . 4 6 9 5 

6 0 . 5 8 5 0 0 . 4 6 9 5 

7 0 . 5 8 5 0 0 . 4 6 9 5 

1 2 0 . 9 7 0 5 1 8 0 . 1 3 8 3 8 9 

1 3 0 . 9 7 5 8 8 8 0 .  . 1 7 2 1 5 8 

1 4 1 . 0 0 5 1 8 2 0 .  . 1 5 5 0 1 2 8 5 . 0 0 3 0 3 . 2 5 4 0 

1 5 0 . 9 5 3 1 2 4 0 .  , 1 7 1 6 6 8 

1 6 0 . 9 7 3 0 7 5 0 .  , 3 0 7 3 8 3 

1 7 0 . 9 6 3 7 9 6 0 .  , 2 7 3 8 8 5 

1 8 0 . 9 6 9 3 1 5 0 .  , 2 6 3 0 9 0 

1 9 0 . 9 7 2 6 2 1 0 .  , 2 6 6 3 0 4 

2 0 1 . 0 5 0 1 5 6 0 .  , 4 0 3 6 4 4 9 1 . 1 2 0 0 0 . 9 9 7 8 

1 0 3 . 3 4 0 0 1 . 6 1 5 0 

1 1 3 . 5 7 0 0 1 . 6 1 5 0 

2 1 1 . 0 0 9 7 2 7 0 .  , 3 3 5 3 2 0 

2 2 0 . 9 9 8 8 4 6 0 .  , 3 2 3 8 4 3 

2 3 1 . 0 0 6 4 2 7 0 .  , 3 9 4 5 4 8 1 2 1 . 7 1 1 0 0 . 6 5 5 4 

1 3 1 . 1 2 0 0 0 . 6 5 5 4 

1 4 3 . 3 4 0 0 0 . 6 5 5 4 

1 5 3 . 5 7 0 0 0 . 6 5 5 4 

Ob s e r v a ç ã o :  -  Es t e p r o b l e ma de t e s t e f oi  e x e c u t a d o uma ú n i c a 

v e z ,  p o r t a n t o ,  e p o s s T v e 1 o b t e r  me l h o r e s r e s u 1 t a 

dos c om me n o r  n ú me r o de i t e r a ç õ e s p e l a ma n i  pu i  a_ 

ç ã o dos p a r â me t r o s y ,  e , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA _A_ e 6 .  

-  0 p r o b l e ma f í s i c o em q u e s t ã o a p r e s e n t a p e q u e n a s 

v a r i a ç õ e s de i t e r a ç ã o pa r a i t e r a ç ã o ( q u i n t a c a s a 

d e c i ma l )  q u e e s t á a l é m da c a p a c i d a d e de c o n t r o l e 
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dos  s i s t e ma s  u s u a i s .  P o r t a n t o ,  o p o n t o e n c o n t r a  

do p o d e s e r  c o n s i d e r a d o um p o n t o ó t i mo de sol u_ 

ç ã o pa r a o s i s t e ma .  
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Ne s t e t r a b a l h o ,  f oi  a p r e s e n t a d o o a l g o r i t mo da f u n ç ã o 

de p e n a l i d a d e e x a t a g l o b a l me n t e c o n v e r g e n t e ,  d e s t i n a d o a r e s o ^ 

v e r  o p r o b l e ma g e r a l  de p r o g r a ma ç ã o ma t e má t i c a ,  e os r es u l t a ,  

dos dos t e s t e s f e i t o s c om q u a t r o p r o b l e ma s de t e s t e ,  i nc l ui n_ 

do o p r o b l e ma de f l u x o de c a r g a Ót i mo a s s o c i a d o a um s i s t e ma 

de p o t i n c i a c om 23 b a r r a s ,  30 l i n h a s e 15 g e r a d o r e s .  Pe l o s r e 

s u l t a d o s d e s t e s t e s t e s p o d e - s e v e r i f i c a r  q u e :  

-  em t o d o s os c a s o s ,  o a l g o r i t mo a t i n g i u a s o l u ç ã o c om 

a p r e c i s ã o e x i g i d a ,  mo s t r a n d o a p r o p r i e d a d e de c o n v e r  

g ê n c i a g l o b a l ;  

-  o a l g o r i t mo a p r e s e n t o u a t ax a de c o n v e r g ê n c i a s uper l i _ 

n e a r  c om p a s s o 2 ,  q u a n d o p r ó x i mo da s o l u ç ã o ;  

-  a c o n v e r g ê n c i a g l o b a l ,  d u r a n t e o p r o c e s s o i t e r a t i v o ,  

n ã o d e p e n d e da e s c o l h a dos p a r â me t r o s p ,  e ,  A .
e
 S;  

-  a e f i c i ê n c i a do a l g o r i t mo d e p e n d e da e s c o l h a dos p a r a 

me t r o s u ,  e ,  A e 6 ;  
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-  o n u me r o de p a s s o s de Ne wt o n ,  h + v ,  e p e q u e n o em 

c o mp a r a ç ã o c om o n ú me r o t o t a l  de i t e r a ç õ e s r e q u e r i d a s 

p a r a r e s o l v e r  os p r o b l e ma s de t e s t e e ,  p o r t a n t o ,  o 

us o do mé t o d o das d i f e r e n ç a s dos g r a d i e n t e s na at ual i _ 

z a ç ã o da ma t r i z He s s i a n a p r o j e t a d a n ã o é ,  c omput ac i c i  

n a l me n t e ,  p r o i b i t i v a me n t e d i s p e n d i o s o ;  

-  a e f i c i ê n c i a do a l g o r i t mo é ma n t i d a c om a u t i l i z a ç ã o 

da ma t r i z Z
T
Z c o mo a p r o x i ma ç ã o da ma t r i z He s s i a n a p r o 

j e t a d a ,  q u a n d o l o n g e da s o l u ç ã o ;  

-  a d e p e n d ê n c i a l i n e a r  e n t r e os g r a d i e n t e s das r es t r i _ 

ç õ e s a t i v a s a f e t a m o d e s e mp e n h o do a l g o r i t mo ,  ma s n ã o 

e c l a r o c o mo c o n t o r n a r  e s t e p r o b l e ma de ma n e i r a Õt j _ 

ma ;  

-  o a l g o r i t mo p o d e s e r  um i n s t r u me n t o ú t i l  na s o l u ç ã o 

de p r o b l e ma s g e r a i s de p r o g r a ma ç ã o ma t e má t i c a ,  i ncl j j  

i n d o o p r o b l e ma de f l u x o de c a r g a õ t i mo ,  p o i s p o d e g £ 

r a r  r e s u l t a d o s c om e f i c i ê n c i a e p r e c i s ã o r e q u e r i d a .  

Po d e - s e f a z e r  as s e g u i n t e s s u g e s t õ e s pa r a um f u t u r o t r a 

b a l h o :  

-  i n c l u i r  a d e p e n d ê n c i a l i n e a r  dos g r a d i e n t e s das r es_ 

t r i ç õ e s a t i v a s a p l i c a n d o ,  p o r  e x e mp l o ,  a t e o r i a deser i  

v o l v i d a p o r  Se n a d Bu s s o v a c a ( 1 9 8 4 )  no a l g o r i t mo ;  
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p r o c e s s o i t e r a t i v o ,  pa r a q u e a e f i c i ê n c i a do a l g o r i t .  

mo s e j a me n o s d e p e n d e n t e da e s c o l h a i n i c i a l  d e s t e s 

p a r â me t r o s ;  

v e r i f i c a r  s e a n o r ma l i z a ç ã o das v a r i á v e i s p o d e m i nf l u_ 

i r  no d e s e mp e n h o do a l g o r i t mo ;  

v e r i f i c a r  s e o u t r a s t i c n i c a s de a t u a l i z a ç õ e s ( f a t or a^  

ç ão o r t o g o n a l ,  f a t o r a ç ã o L DL
T
,  ma t r i z He s s i a n a ou ma 

t r i z He s s i a n a p r o j e t a d a )  p o d e m me l h o r a r  o d e s e mp e n h o 

do a l g o r i t mo ;  

i n c l u i r  a i n f o r ma ç ã o de s e g u n d a o r d e m na d i r e ç ã o de 

p e s q u i s a q u e i  u t i l i z a d a q u a n d o o c o r r e a q u e d a de uma 

r e s t r i  ç ã o ;  

v e r i f i c a r  a d e p e n d ê n c i a e n t r e a e f i c i ê n c i a do a l g o r i t  

mo e a p e s q u i s a l i n e a r  ( f a z e r  o u s o de p e s q u i s a 1 i n e 

ar  e x a t a ou a p r o x i ma d a ao l o n g o da d i r e ç ã o de pes qui _ 

s a ) .  
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| 47(  Za n g wi l l  ,  W. I  .  

" No n - l i n e a r  Pr o g r a mmi n g "  

Pr e n t i c e Ha l l  ,  N.  J .  ,  1 9 6 7 .  



APÊNDI CE 1 

P R O B L E MA T E S T E DE R O S E N - S U Z U K I zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA [ R O S E N & S U Z U K I  ( 1 9 6 5 )  

C O M 4 V A R I Á V E I S E 3 R E S T R I Ç Õ E S D E D E S I G U A L D A D E 

Fu n ç ã o o b j e t i v o :  

f ( x )  = +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x\ + 2x 3 + x ^  -  5 x 1 -  5 x 2 -  2 1 x 3 -  7 x 4 ,  x zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA£ R 

Re s t r i ç õ e s de d e s i g u a l d a d e :  

^ ( x )  -  - 2 x ^  -  x ^  -  x ^  -  2 x 1 + x 2 + x 4 + x 5 > 0 ,  

• 2 ( x )  = - x *  -  * \ -  x\ - x *  -  x ,  -  x 2 -  x 3 + x 4 + 8 > 0 ,  

• 3 ( x )  = - x *  -  2 x ^  -  x *  -  -  2 x *  + X ]  + x 4 + 10 > 0 .  

Po n t o de s o l u ç ã o :  

x *  = [ O,  1 ,  2 ,  - l ]
T
 ,  



f ( x )  = - 44 

Po n t o i n i c i a l  v i á v e l  

0 ,  0 ,  0 , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA o 

f ( x
u
)  = 0 



A P Ê N D I C EzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

PROBLEMA T EST E DE POWEL L POWELL ( 1 9 7 8 a )  COM 

5 VARI ÁVEI S E 3 REST RI ÇÕES DE I GUAL DADE 

Fu n ç ã o o b j e t i v o 

f ( x )  = e x p ( x ^  x 2 x 3 x 4 Xg )  ,  x e R '  

Re s t r i ç õ e s de i g u a l d a d e :  

' 1 

2 2 2 2 2 
( x )  = x 1 + x 2 + x 3 + x 4 + x 5 - 1 0 = 0 ,  

<{ >?( x)  = x 2 x 3 -  5x 4 Xj -  = 0 ,  

<j ) 3( x)  = x 1 + x 2 + 1 = 0 .  

Po n t o de s o l u ç ã o :  

• 1. 71 71 44 ,  1 . 5 9 5 7 0 9 ,  1 . 8 2 7 2 4 5 ,  -  . 7 6 3 6 4 3 ,  -  . 7 6 3 6 4 3 



f zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA( x * )  = - 2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA. 9 1 9 7 0 0 4 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Pont o i n i c i a l  

x °  4 - 2 ,  2 ,  2 ,  - 1 ,  

f ( x ° )  = - 8 



APÊNDI CE 3 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

PROBLEMA TES TE DE WONG [ AS AADI  ( 1 9 7 3 )  ]  COM 

1 0 VARI ÁVEI S E 8 RE S T RI ÇÕE S DE DES I GUALDADE zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Fu n ç ã o o b j e t i v o :  

2 2 2 
f ( x )  = + x 2 + x , x 2 -  1 4 x 1 -  1 6 x 2 + ( x 3 -  1 0 )  + 

•  4 ( x 4 -  5 )
2
 + ( x 5 -  3 )

2
 + 2 ( x 6 -  l )

2
 + 5 x

2 

+ 7 ( x -  H )
2
 + 2 ( x g -  I O )

2
 + ( x 1 0 -  7 )

2
 + 45 

8 

Re s t r i ç õ e s de d e s i g u a l d a d e :  

^ ( x )  = - 3 ( X l  -  2 )
2
 -  4 ( x 2 -  3 )

2
 -  2 x 3 + 7 x 4 + 1 2 0 > 

4> 2 ( x )  = - 5 x
2
 -  8 x 2 -  ( x 3 -  6 )

2
 + 2 x 4 + 40 > 0 

• 3 ( x )  =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 4
( x

l  "
 8 ) 2

 •
 2 { X

2 "
 4 ) 2

 "  3 x
2

 + x 6 + 30 > 0 

4> 4 ( x )  = - x
2
 -  2 ( x 2 -  2 )  + 2 X ] x 2 -  1 4 x 5 + 6 x 6 > 0 



> 5 ( x )  = - 4 x ]  -  5 x 2 + 3 x y -  9 x 8 + 105 > 0 

( x )  = - 1 0 x ,  + 8 x 2 + 1 7 x y -  2 x g > 0 

<t >7( x)  = 3 x 1 -  6 x 2 -  1 2 ( x g -  8 )  + 7 x 1 Q > 0 

<j ) 8( x)  = 8 x ]  -  2 x 2 -  5 x g + 2 x ] 0 + 12 > O 

Po n t o de s o l u ç ã o :  

2 . 17,  2. 36,  8. 77,  5. 09,  0 . 99,  1. 43,  1. 32,  9 . 82 ,  8 . 27 ,  8. 37 

f ( x )  = 2 4 . 3 0 6 2 .  

Po n t o i n i c i a l  v i á v e l :  

= [ 2 ,  3 ,  5 ,  5 ,  1 ,  2 ,  7 ,  3 ,  6 ,  1 0 ]
T 

f ( x )  = 753 



APÊNDI CE 4 

S T HBOL OS ,  REL AÇÕES BÁSI CAS E CI RCUI ^ 

T OS EQUI VAL ENT ES REL EVANT ES PARA A 

DESCRI ÇÃO DE UM SI ST EMA DE POT ÊNCI A 

E PARA A DEF I NI ÇÃO DE UM PROBL EMA DE 

F L UXO DE CARGA ÓT I MO CORRESPONDENT E 

Sí mb o l o s e Re l a ç õ e s Bá s i c a s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

-  n ú me r o de b a r r a s ;  

-  n ú me r o de l i n h a s ;  

-  n ú me r o de g e r a d o r e s ;  

-  n ú me r o de c o mp e n s a d o r e s ;  

-  n ú me r o de t r a n s f o r ma d o r e s ;  

+ j V.  = V . e
j 6

i  -  f a s o r  da t e n s ã o d e b a r r a na b a r r a 
i  

-  c o mp o n e n t e s r eal  e i ma g i n á r i o 

t e n s ã o de b a r r a na b a r r a i ;  

-  ma g n i t u d e e â n g u l o de f as e da 

s ão de b a r r a na b a r r a i  ;  



1 3 2 

mi n ma x 
i  '  i  

6 .  = 6 .  .  = 0 . - 6 .  
kzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 J i  J 

x ma x _ . max 
o.  = o .  .  

K 1 ,  J 

p r m n p ma x  n mi n n ma x 
K

G.  '  '
 g

G i  '
 y

G.  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

G

i  

nom 

2 2 

1 1 

l i mi t e s i n f e r i o r  e s u p e r i o r  

da  ma g n i t u d e  da  t e n s ã o de  b a r  

r a na b a r r a i ;  

d i f e r e n ç a do a n g u l o de f a s e 

das t e n s õ e s de b a r r a as s oc i a^  

do c om a l i n h a k que c o n e c t a 

a b a r r a i  a b a r r a i ;  

l i mi t e s u p e r i o r  da d i f e r e n ç a 

do â n g u l o de f a s e a s s o c i a d o 

c om a l i n h a k q u e c o n e c t a a 

b a r r a i  â b a r r a j ;  

g e r a ç ã o de p o t ê n c i a a t i v a e 

r e a t i v a do g e r a d o r  i  ;  

l i mi t e s i n f e r i o r  e s u p e r i o r  

d a s g e r a ç õ e s de p o t ê n c i a at i _ 

va e r e a t i v a do g e r a d o r  i ;  

g e r a ç ã o de p o t ê n c i a a p a r e n t e 

do g e r a d o r  i  ;  

v a l o r  n o mi n a l  de p o t ê n c i a apa_ 

r e n t e do g e r a d o r  i  ;  

Po t ê n c i a s a t i v a e r e a t i v a 

c o n s u mi  d a d a s na b a r r a i ;  

P.  .  = G .  •  ( V D V D + V T V .  )  + 

Po t ê n c i a a t i v a que f l u i  da 

b a r r a i  pa r a a b a r r a j  ;  



133 

-
 G

u
(

Y i . - v .
v

i . )  

P.  = z P.  .  
1
 j  L ( i )  ^  

Q.  = I  Q.  .  
1
 d L ( 1 )  

P = P.  .  + P . .  
P kzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 J J T 

Q = Q .  .  + Q .  .  

p ma x  n ma x 

Pk '
 Q

Pk 

P =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA E P.  • zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA l P 
P
 1 = 1

 1
 1- 1 Pk 

Q =
 L

 Q-
 = z

 Q 
p
 1- 1

 1
 i - i  Pk 

n
G 

C( P G )  = I  C i ( P G _ )  
i =1 i  

C
i (

P
G. )

 = a
l -

P
G

+ a
2 .

 P
G.

+ a
3 .

P
G.  

i  1 1 1 1 1 1 

p o t ê n c i a r e a t i v a q u e f l u i  da 

b a r r a i  par a a b a r r a j  ;  

p o t ê n c i a a t i v a i n j e t a d a na 

b a r r a i ;  

p o t ê n c i a r e a t i v a i n j e t a d a na 

b a r r a i ;  

pe r da na t r a n s mi s s ã o de pot ên_ 

c i a a t i v a na l i nha k q u e co 

n e c t a a b a r r a i  â b a r r a j ;  

p e r d a na t r a n s mi s s ã o de p o t e n 

c i a r e a t i v a na l i nha k que co_ 

n e c t a a b a r r a i  a b a r r a j ;  

l i mi t e s u p e r i o r  das p e r d a s na 

t r a n s ms i s s ã o de p o t ê n c i a s at i _ 

va e r e a t i v a ;  

p e r d a t o t a l  da t r a n s mi s s ã o de 

po t ênc i  a a t i  va ;  

p e r d a t o t a l  da t r a n s mi s s ã o de 

p o t ê n c i a r e a t i v a ;  

c u s t o t o t a l  da g e r a ç ã o de po 

t ênc i  a a t i  va ;  

c u s t o da g e r a ç ã o de p o t ê n c i a 

a t i v a do g e r a d o r  i ;  



1 3 4 

c o e f i c i e n t e s da f u n ç ã o dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA cus 

t o de g e r a ç ã o de p o t e n c i a at i _ 

va do g e r a d o r  i ;  

r a z ã o de t r a n s f o r ma ç ã o c ompl e_ 

xa do t r a n s f o r ma d o r  c o mp l e 

x o i  :  

c o mp o n e n t e s r ea l  e i ma g i n á r i o 

da r a z ã o de t r a n s f o r ma ç ã o c om 

p l e x a do t r a n s f o r ma d o r  c ompl e^  

x o i  ;  

ma g n i t u d e e â n g u l o de f a s e 

da r a z ã o de t r a n s f o r ma ç ã o c om 

p l e x a do t r a n s f o r ma d o r  c ompl e_ 

xo i  ;  

l i mi t e s i n f e r i o r  e s u p e r i o r  

da ma g n i t u d e e do â n g u l o de 

f a s e da r a z ã o de t r ans f o r ma_ 

ç ã o c o mp l e x a do t r a n s f o r ma d o r  

c o mp l e x o i  ;  

c o n j u n t o de í n d i c e s das b a £ 

r as c o n e c t a d a s a b a r r a i ;  

i mp e d â n c i a c o mp l e x a da l i n h a 

k que c o n e c t a a b a r r a i  a ba_r  

r a j  ;  
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R
L

. , X
L

.  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
1 J  1 J 

A
 L l  I  
Y,  ,  = G.  . - j B

L
 .  

i  J 

1 J 1 J 

ÇL SH _ gLSH _ . gLSH 

i j  i j  ~
3
 i j  

f L SH _L' SH 

i j  '  i j  

' bus 
G.  .  

i  J zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

11 

bus 

r e s i s t ê n c i a e r e a t a n c i a de 1 ^  

nha da l i n h a k q u e c o n e c t a a 

b a r r a i  ã b a r r a j ; ,  

a d mi t â n c i a c o mp l e x a de l i n h a 

da l i n h a k q u e c o n e c t a a b a r  

r a i  à b a r r a j ;  

c o n d u t â n c i a e s u s c e p t â n c i a de 

l i n h a da l i nha k que c o n e c t a 

a b a r r a i  â b a r r a j ;  

a d mi t â n c i a s h u n t  de l i nha c om 

p l e x a da l i nha k ( que c o n e c t a 

a b a r r a i  a b a r r a j )  na b a r  

r a i  ;  

c o n d u t â n c i a e s u s c e p t â n c i a 

s h u n t  da l i nha k ( que c o n e c t a 

a b a r r a i  a b a r r a j )  na b a ^ 

r a i  ;  

ma t r i z da c o n d u t â n c i a de baj 2 

r a ;  

ma t r i z da s u s c e p t â n c i a de ba_r  

r a ;  

Y
b u s "

 G
b u s "

j B
b u s 

Y .  .  ma t r i z a d mi t â n c i a ,  t al  q u e :  

. .  = E ( Y
L

. + Y
L S H

)  
1 1

 j « L ( 1 )
 1 J 1 J 

1 ,  •  ,  n B 
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I J 
i zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = 1 ,  .  .  . ,  n g 

j  = 1 ,  . . . .  n B 

i  i 3 

2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Ci r c u i t o Eq u i v a l e n t e pa r a uma L i nha de T r a n s mi s s ã o c om 

um T r a n s f o r ma d o r  Co mp l e x o 

Uma l i n h a de t r a n s mi s s ã o e um t r a n s f o r ma d o r  c o mp l e x o 

i dea l  c o n e c t a d o em s é r i e ( Fi g u r a A 4 . 1 )  p o d e s e r  r e p r e s e n t a d o 

p o r  um c i r c u i t ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA TT e q u i v a l e n t e ( Fi g u r a A 4 . 2 ) .  

Li nha de Tr ansmi ssão 
Bar r a i  Tr ans f or mador  Compl exo 

Î  

O—  
1 J 

1 : t  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

TT7T7? 

Y
L
.  Y

1
.  

Bar r a j  

t v .  

I . .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

' 77777 

; LSH 

i j  j i  

- O 

7777777 777777? 777777 

F i g .  A4 . 1 -  Uma l i n h a de t r a n s mi s s ã o e um t r a n s -

f o r ma d o r  c o mp l e x o c o n e c t a d o em s é r i e .  

Ba r r a i  

O 

Y
L 

eq 

V .  
1 

7777? 

eq 
1 J 

y LSH 

6 q
i j  

CLSH 
eq .  .  

Ba r r a j  

o 

V .  
J zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

9777777 ' ///>//f  
F i g .  A4 . 2 -  Um c i r c u i t o TT e q u i v a l e n t e .  

r
77T77 
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As a d mi t â n c i a s de um c i r c u i t ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA TT e q u i v a l e n t e p o d e m s er  

e x p r e s s a s c o mo uma f u n ç ã o dos p a r â me t r o s c o n h e c i d o s da l i n h a 

de t r a n s mi s s ã o e do t r a n s f o r ma d o r  c o mp l e x o :  

Y
L
 = t  Y.  •  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

eq . .  í  j  

eqn-  •
 vzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

 1 3 i q
 ;

 i j  

YL SH _ ÇL + ÇL SH _ ^ ÇL 

e q . ^  i j  i j  i j  

Das r e l a ç õ e s ( A4 - 1 )  

G
L
 = t D G

L
 .  -  t T B V .  

e q.  .  R i  J I  U zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

L L L 
1 - t n B . . + t , G . .  
e q . .  R i j  I  i j  

G
L
 = t D G

L
 .  + t . B

1
:  .  

e q j i  R 1J I  1j  

i "̂  -  t  n B .  .  -  t T G. .  
e q , i  R i j  I  l j  

G
L S H

 = ( t
2
 •  t

2
) ( G

L
.  •  G

L S H
)  -  G ^ 

e q i  •  R I  i  J U e q . j  

B L SH .  ( t 2 + t 2 ) C B L + B L SH _ gL 
e q ^ j  R I  i  j  i j

 1
 e q ^ 

G
L S H

 = ( G
L
.  + G

L S H
) -  GÍ n 

( A4 - 1 )  



LSH 

i d 



A P Ê N D I C E 5 

SI STEMA DE POTÊNCI A COM 23 BARRAS ,  30 L I NHAS E 15 GERADORES 

E O RESPECTI VO PROBL EMA DE FL UXO DE CARGA ÓTI MO 

Os d a d o s par a o s i s t e ma f o r a m o b t i d o s de L i p o ws k i  

( 1 9 8 0 a ) .  To d o s os v a l o r e s s ão d a d o s na f o r ma ' por  u n i d a d e ' .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 Co n f i g u r a ç ã o do Si s t e ma e os Da dos de L i nha 

T ABEL A A5 . 1 -  C O N F I G U R A Ç Ã O D A S L I N H A S E OS D A D O S D E L I N H A 

:  D E S I GN A Ç Ã O DAS L I NHA S DA DOS DE L I NHA 
1

 J 

•  R F L P D F L R F L D D F L R E S I S T Ê N C I A R E A T Ã N C I A S US CE P T A NCI A .  P OT .  A T I V A 
n D MK K M -  D MK K A S £ R I E S É R I E S H U N T L I M.  CA RGA S 

1 1 -  3 0. 02420 0 05400 0 . 00590 0. 02420 
2 1 -  4 0. 03090 0 06930 0 . 00755 0. 03090 
3 2 -  5 0. 04040 0 08880 0 . 00985 0. 04040 
4 5 -  8 0. 03250 0 07090 0 . 00785 0. 03250 
5 2 -  7 0. 06150 0 16200 0 . 01710 0. 06150 
6 3 -  6 0. 05760 0 15200 0 . 01600 0. 05760 
7 4 -  9 0. 02660 0 07000 0 00740 0. 02660 
8 7 -  9 0. 02290 0 05040 0 . 00560 0. 02290 
9 6 -  8 0. 04460 0 10030 0 01090 0. 04460 

10 10 -  11 0. 02330 0 05140 0 02280 0. 09320 
11 8 -  10 0. 05970 0 13150 0 01455 0. 05970 
12 9 -  10 0. 05970 0 13150 0 01455 0. 05970 



1 40 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

DESI GNAÇÃO DAS L I NHAS DADOS DL L I NHA 
N 
H 
A 

BARRA zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA- BARRA RESI STÊNCI A REATÃNCI A SUSCEPTÂNCI A POT.  ATI VA 
SÉRI E SÉRI E SHUNT LI M.  CARGAS 

13 13 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA— 14 0. 00430 0. 03510 0 . 11865 0. 16530 
14 12 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA- 14 0. 00430 0. 03510 0 . 11865 0. 16530 
15 12 - 15 0. 00380 0. 03070 0 . 10360 0. 14610 
16 15 - 18 0. 00350 0. 02880 0 . 09755 0. 13450 
17 13 - 23 0. 00890 0. 07200 0 . 24355 0. 34210 
18 16 - 17 0. 00100 0. 00800 0 . 02715 0. 03840 
19 17 - 18 0. 00210 0. 01670 0 . 05665 0. 08070 
20 18 - 19 0. 00160 0. 01270 0 04310 0. 06150 
21 19 - 20 0. 00450 0. 03620 0 12255 0. 1 7300 
22 18 - 22 0. 00240 0. 01920 0 06490 0. 09230 
23 20 - 21 0. 00190 0. 01560 0 05280 0. 07300 
24 21 — 22 0. 00140 0. 01140 0 03850 0. 05380 
25 16 - 23 0. 00200 0. 01640 0 05545 0. 07690 
26 8 - 12 0. 00230 0. 08390 0 00000 0. 00550 
27 8 - 13 0. 00230 0. 08390 0 00000 0. 00550 
28 9 - 12 0. 00185 0. 13000 0 00000 0. 00600 
29 9 - 13 0. 00230 0. 08390 0 00000 0. 00550 
30 1 - 2 0. 00250 0. 20000 0 00000 0. 00200 

Os v a l o r e s a t r i b u í d o s as s u s c e p t â n c i  as s h u n t  s ao i g u a i s azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA me 

t a d e dos v a l o r e s t o t a i s de s u s c e p t â n c i a s d a s . l i  n h ã s .  

T A B E L A A 5 . 2 -  L OCAL I ZAÇÃO DOS GERADORES E DOS TRANSFORMA 

DORES 

GERADOR BARRA TRANSFORMADOR L I NHA BARRA 

1 1 1 26 1 2 
2 2 2 27 1 3 
3 2 3 28 1 2 
4 11 4 29 1 3 
5 1 1 
6 1 1 
7 1 1 
8 14 
9 20 

10 20 
11 20 
1 2 23 
1 3 23 
14 23 
15 23 

•  



141 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2 Po t ê n c i a Co n s u mi d a na s Ba r r a s 

T ABEL A A5 . 3 -  POTÊNCI A CONSUMI DA NAS BARRAS 

CARGA 

BARRA 
POTÊNCI A POTÊNCI A 

ATI VA REATI VA 

1 0 . 6400 0 . 1600 
2 1 .  . 0100 0 . 2 5 0 0 
3 0 ,  0 .  
4 0 ,  Í 4700 0 . 1 2 0 0 
5 0 .  , 5100 0 . 1 3 0 0 
6 0 .  4 1 0 0 0 . 1 0 0 0 
7 0 . 4800 0 . 1 200 

8 0 . 0100 0 .  
9 1.  . 5000 0 .  3 8 0 0 

1 0 1 . 7700 0 . 4400 
1 1 1 . 3000 0 . 3200 
1 2 0 ,  . 0600 0 .  
1 3 - 0 . 0400 0 .  
1 4 4 . 8000 1 .  2 0 0 0 
1 5 2 . 01 00 0 . 5000 
16 1 . 3200 0 . 3300 
1 7 3 . 4400 0 . 8600 
1 8 1 . 0400 0 . 2 6 0 0 
19 3 . 7600 0 . 9400 
20 - 1 ,  . 0000 - 0 . 2500 
21 3 . 7500 0 . 9400 

22 - 2 . 1000 - 0 . 5 2 0 0 
23 1 .  2900 0 . 3200 

3 Pr o b l e ma do F l u x o de Ca r ga Ót i mo 

0 p r o b l e ma a s s o c i a d o do f l u x o de c a r g a Ót i mo - e d e f i n j  

do c o mo um p r o b l e ma g e r a l  de p r o g r a ma ç ã o ma t e má t i c a c o m:  

75 v a r i á v e i s ;  

46 r e s t r i ç õ e s de i g u a l d a d e ;  
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2 0 2 JzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ZZ W 17 Jtt í b 

F i g .  A5 . 1 -  Co n f i g u r a ç ã o do Si s t e ma .  



-  136 r e s t r i ç õ e s de d e s i g u a l d a d e .  
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s ob a c o n d i ç ã o i mp o s t a q u e as r a z o e s de t r a n s f o r ma ç ã o de t o d o s 

os t r a n s f o r ma d o r e s ( r e a i s )  s ão f i x a d a s :  t . = l ,  1 = 1 ,  4 

3. 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA F u n ç ã o Ob j e t i v o -  Cu s t o To t a l  da Ge r a ç ã o de Po t ê n c i a 

At i  va 

15 

f ( x )  = C ( P )  =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I C ( P 
B

 I = 1
 1

 G .  

o n d e 

2 3 
C . ( P R )  = a ,  P R + a ? P R + a^  P R -  f u n ç ã o c u s t o de ge r a 

1 b
i  ' i

 b
i  i

 b
i  i

 b
i  ç ão de p o t ê n c i a a t i v a 

a s s o c i a d o ao i - és i mo 
g e r a d o r .  

T A B E L A A 5 . 4 -  C O E F I C I E N T E S D A F U N Ç Ã O C U S T O D E G E R A Ç Ã O DE P O 

T Ê N C I A A T I V A E OS L I M I T E S D A S G E R A Ç Õ E S D E P O 

T Ê N C I A A T I V A E P O T Ê N C I A R E A T I V A 

C OE F I C I E N T E S L I MI T E S zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Ü l l \ n U U t \ 
a
l  a

2 
a
3 

p max ni m n 
QG 

c nom 
S

G 

1 322. 00 0. 0 0. 0 0. 450 1 . 820 - 0 300 2. 400 
2 322. 00 0. 0 0. 0 0. 150 0. 610 - 0 100 0. 800 
3 219. 40 0. 5 0. 0 0. 600 1. 220 - 0 200 1 . 600 
4 221. 37 - 13. 5 11 . 25 0. 430 0. 575 - 0 100 0. 750 
5 218. 14 1 . 0 0. 0 0. 430 0. 585 - 0 100 0. 750 
6 228. 90 - 29. 0 23. 50 0. 430 0. 585 - 0 100 0. 750 
7 225. 90 - 29. 0 23. 50 0. 430 0. 585 - 0 100 0. 750 
8 85. 00 0. 0 0. 0 5. 003 5. 004 - 1 200 6. 600 
9 170. 56 1 . 0 0. 0 0. 220 1 . 120 - 0 250 1 . 500 

10 139. 30 1 . 0 0. 0 1 . 350 3. 340 - 0 650 4. 000 
11 118. 14 1 . 0 0. 0 1 . 430 3. 570 - 0 650 4. 200 
12 166. 56 0. 5 0. 0 0. 440 2. 240 - 0 500 3. 000 
13 170. 56 1 . 0 0. 0 0. 220 1 . 120 - 0 250 1 . 500 
14 132. 30 1 . 0 0. 0 1 . 350 3. 340 - 0 650 4. 000 
15 112. 16 1 . 0 0. 0 1 . 430 3. 570 - 0 650 4. 200 
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3 . 2 Va r i a y e i s ( 7 $ )  

X.  = V R > i  = 1 ,  23 

í  

x . + 2 3 = V L t  = 1 22 

x . + 4 5 = P G i  -  1 ,  . . . .  15 
1 

x . + 6 0 = QG_ i  = 1 ,  15 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

I 0 3 = 0 -  c o mp o n e n t e de r e f e r e n c i a da t e n s ã o
 n a 

b a r r a . )  

3 . 3 Re s t r i ç õ e s de I g u a l d a d e ( 4 6 )  

Eq u a ç õ e s n o d a i s de f l u x o de c a r g a pa r a b a r r a s não ge r a 

d o r a s ( 3 4 )  :  

c . ( x )  = P + P = 0 k = f ( i )  1 » 1 ,  . . . .  17 
L
k 

c i + 1 7 ( x )  = Qk + QL = 0 k = f ( 1 )  1 = 1 .  . . . .  17 

Eq u a ç õ e s q u e r e l a t a m a g e r a ç ã o t o t a l  e as g e r a ç õ e s i n 

d i v i d u a i s nas b a r r a s g e r a d o r a s ( 1 2 ) :  

c
i + 3 4 < * > "

 P
G

0
*  -  .  *

 P
G.  •

 0
 » *

 6 

1 J ^  J (  1 )  J 

C
i + 4 0 (

X
)  -  "  .  * M

 P
G.  "

 0
 *  -

 6 

1 J
e

J ( i )  j  
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o n d e 

t ô t  
G •  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA•  h zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+ \ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

a = f t t )  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAi  = 1 ,  .  .  . ,  6 

t ô t  
G.  

i  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
-  \  + \ z -  f ( 1 )  i  = 1 6 

i  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 

k 3 4 5 6 7 8 9 10 12 13 15 16 17 18 19 21 22 A zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

l  1 2 11 14 20 23 AA 

A Co n j u n t o de Tndi  c es das b a r r a s não g e r a d o r a s .  

AA Co nj  u n t o de ï nd i  c es das b a r r a s g e r a d o r a s .  

J ( l )  •  { 1 }  

J ( 2 )  = { 2 ,  3 }  

J ( 3 )  = { 4 ,  5 ,  6 ,  7 }  

J ( 4 )  = { 8 }  

J ( 5 )  = { 9 ,  1 0 ,  1 1 }  

J ( 6 )  = { 1 2 ,  1 3 ,  1 4 ,  1 5 }  

P.  ,  Q.  i  = 1 23 -  p o t i n c i a a t i v a e pot ej i  
i  i  c i a r e a t i v a c o n s u mi d a da^ 

das na Ta b e l a A5 . 3 .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3. 4 Re s t r i ç õ e s de De s i g u a l d a d e ( 1 3 6 )  

Re s t r i ç õ e s c o r r e s p o n d e n t e s aos l i mi t e s das t e n s õ e s ( 46) :  
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C
i + 4 6 ^

X /  V
2
 i  V,

2
 -  V

m i n
 > O 

1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
 L

i
 1

 "  

i  = 1 ,  23 

i  = 1 ,  . . . .  23 

Re s t r i ç õ e s c o r r e s p o n d e n t e s aos l i mi t e s de g e r a ç õ e s 

c í x l  = P -  P
M I N

 > 0 i  = 1 ,  15 

c
i + i o 7 (

x
> =

 P
G "  -

 P
G I  > °  

1 •  1 ,  . . . .  15 

C
i + 1 2 2

( x
>

 = Q
G.  -  0 T

n
 -  °  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 

i  = 1 ,  . . . .  15 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

i  \  c n o m / zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n"2 Ã2 _ o 
C
i + 1 3 ? (

X
)

 = S
G.  -  /

 P
G.

 +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA V i  °  
i  = 1 ,  . . . ,  15 

Re s t r i ç õ e s c o r r e s p o n d e n t e s aos l i mi t e s de p o t e n c i a at j _ 

va t r a n s mi  t i  da ( 3 0 )  :  

C
i + 1 5 2 (

X
)

 = P 
ma x 

Pi  
-  P > 0 ,  i  = 1 ,  .  .  .  ,  30 

o n d e 

V
m i n

 = 0 . 95 
i  

i  = 1 ,  23 

V
m a x

 = 1. 05 1 = 1 ,  .  . . ,  23 

p mi n p ma x  n mi n „ n o m i  = 1 ,  . . . , 1 5 -  1 i mi t e s d a d o s na 
G.  •  G.  '  <G.  *  G.  Ta b e l a A5 . 4 .  

T i l l  
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l i mi t e s  da dos zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA na 
Ta b e l a A5. 1 .  


