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RESUMO

De acordo com 0 nosso senso comum, ao que parece 0 espago-tempo possui quatro
dimensdes. Contudo, existem razdes para acreditar, do ponto de vista da fisica
tedrica, na existéncia de dimensbes extras. Modelos de unificagcdo de interacdes
fundamentais, como descrito na teoria de Kaluza-Klein, postulam a existéncia de
uma coordenada espacial que estd compactada em um circulo de raio R do
comprimento da escala de Planck. Porém, apesar de até entdo ndo podermos provar
a existéncia das dimensdes extras, podemos ver pelo menos do ponto de vista
tedrico algumas implicacées que esse tipo de espacgo causaria em leis fisicas. Este
trabalho tem o objetivo de verificar como a existéncia de dimensdes extras
compactas pode afetar o comportamento do campo elétrico, gerado por uma
configuragdo especifica de cargas, e suas interferéncias também no problema do
poco de potencial infinito, que é um problema da mecénica quantica.

Palavras-chave: Dimensdes extras. Eletrodinamica. Pogo de potencial.



ABSTRACT

According to our common sense, space-time seems to have four dimensions.
However, there are reasons to believe, from the viewpoint of theoretical physics, in
the existence of extra dimensions. Models of unification of fundamental interactions
as described in the Kaluza- Klein theory, postulate the existence of a spatial
coordinate that is packed in a circle of radius R of the Planck scale length. However,
although we cannot prove the existence of the extra dimensions until now, we can
see at least from the theoretical point of view some implications that this type of
space would cause in physical laws. This work aims to verify how the existence of
extra compact dimensions can affect the behavior of the electric field, generated by a
specific configuration of charges, and their interference also in the problem of the

infinite potential well, that is a problem of quantum mechanics.

Keywords: Extra dimensions. Electrodynamics. Potential well.
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1 INTRODUCAO

No passado a eletricidade e o magnetismo eram vistos como assuntos
separados, porém o trabalho de cientistas como Oersted e Ampére mostraram que
havia uma conexdo entre os fendmenos dessas naturezas. Mais tarde Maxwell e
Lorentz formalizaram uma teoria onde a eletricidade e o magnetismo estavam
unificados, e ndo podiam mais ser vistos separadamente, dai surgiu a denominagao,
eletromagnetismo (GRIFFITHS,1999).

Einstein prop6s a ideia de uma unificacdo ainda maior, que combinaria sua
teoria da gravidade (relatividade geral) e a teoria eletromagnética de Maxwell, do
mesmo modo que a eletricidade e o magnetismo haviam sido unificados ja ha algum
tempo. Apesar dos seus esfor¢os Einstein ndo obteve éxito em sua teoria de campo
unificado (LESCH, 2005).

No ano de 1921, um matematico e fisico alemao chamado Theodor Kaluza,
propés a unificacao entre a teoria do eletromagnetismo de Maxwell e a Relatividade
Geral de Einstein, em sua teoria ele postula a existéncia de uma dimensao extra do
espaco-tempo, dessa forma, ele conseguiu unificar as duas interagdes. O fisico
sueco Oscar Klein aperfeicoou a teoria de Kaluza propondo que a dimensao extra
possui a topologia de um circulo de raio [, e que a magnitude deste raio é da ordem
do comprimento de escala de Planck 1073°m, o que justificaria o fato dela ndo ser
observada (KALUZA,1921);(KLEIN, 1926).

Com o passar dos anos novas interagdes fundamentais foram descobertas,
as chamadas forcas nuclear forte e nuclear fraca. Na atualidade, existem varias
teorias que propdem a unificacdo de interacbes fundamentais conhecidas
(gravitacional, eletromagnética, nuclear forte e nuclear fraca) (SILVA, 2009). A ideia
de unificagdo sempre foi algo cobicado pelos fisicos e cientistas, pois tais
unificagbes ao longo da histéria sempre se mostraram como impulsionadores de
avangos cientificos. O objetivo fundamental da unificacdo de teorias fisicas € obter
modelos, cada vez mais eficazes em explicar fenébmenos da natureza.

Um grande obstaculo que se apresentou aos fisicos do século XX e se
estende até a atualidade é a incompatibilidade entre as duas teorias fisicas, a saber,
a relatividade geral e a mecénica quantica. A teoria das cordas surge como grande
candidata a unificar todas essas for¢cas conhecidas, porém tal teoria postula que o
espaco possui dimensdes extras.
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O presente trabalho faz um estudo das dimensdes extras compactas, bem
como alguns topicos bem conhecidos de fisica a fim de observarmos do ponto de
vista teorico, as implicagdes que um espago com esse tipo de dimenséo causaria em

leis fisicas ou em situagdes cujo o resultado ja nos é familiar.
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2 REFERENCIAL TEORICO

2.1 ELETRODINAMICA

A fisica dos problemas envolvendo eletromagnetismo intrigou a humanidade.
Ha muito tempo filésofos gregos ja se questionavam e tentavam entender
fenbmenos que tinham em sua base o eletromagnetismo, como exemplo, a atracao
entre a@mbar e uma palha (que tem na sua origem uma forca elétrica) ou as
magnetitas que se tratavam de imas naturais que quando eram aproximados de
metais os atraiam; na atualidade sabemos que se trata de uma forca magnética
(HALLIDAY e RESNICK, 2012).

Apesar de ter suas origens ja na antiguidade, foi somente no século XIX que o
estudo sobre os fendmenos elétricos e magnéticos se desenvolveram de fato, o
trabalho de grandes estudiosos desse ramo da fisica como Oersted, Faraday e
Gauss revolucionou o campo e colocou luz sobre muitos fenébmenos que ndo eram
compreendidos até entao.

Todavia, foi em meados do século XIX, que James Clerk Maxwell, através das
leis desenvolvidas por tais cientistas e ideias préprias, desenvolveu uma base
tedrica sélida para o eletromagnetismo. Ele compactou a teoria eletromagnética em
um conjunto de quatro equacgdes chamadas equacbes de Maxwell, tais equacgdes
levaram a um entendimento mais profundo do eletromagnetismo classico, que foi
responsavel por uma incrivel revolucao tecnolégica no final do século XIX.

A teoria eletromagnética visa responder uma questao essencial: considerando
um conjunto de cargas em uma dada regido, 0 que acontece com outras cargas que
estdo em uma outra regiao préxima a primeira? Essa pergunta é respondida quando
fazemos uso do conceito de campo, diremos que uma carga elétrica tem a
propriedade de perturbar o espaco em seu entorno de forma a fazer aparecer o que
denominamos de “campos”. Uma segunda carga, na presenga desses campos,
sente uma forca. Podemos entender isso da seguinte forma: o campo tem a

propriedade de transmitir a influéncia de uma carga sobre outra (GRIFFTHS, 1999).
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2.1.1 Campo elétrico

A forca imposta sobre uma carga de prova Q, devida a uma Unica carga
pontual g que esta em repouso a uma distancia r € dada pela lei de Coulomb, lei
essa que foi obtida com base na experimentacéo.

1 QQ (2.1.1)
" 4me, 2"

Para um caso onde temos varias cargas pontuais (g4, 92, ..., qn), a distancias

(ry, 1y, ..., 1) de Q, a forca sera evidentemente,

1 (q,0Q q20 . qnQ
F=F, +F ++F, = popd2en L e,
12 n 4n£0<r2 1 T2 2 2 "
- ¢ q§‘1+q2f~2+q3f~3+ +q—”f~
Atreg \ 17 75 T3 ;2

Onde ¢, € a constante de permissividade do vacuo.

Desta forma podemos escrever,
F = QE (2.1.2)

n
di
Il
i=1

Onde definimos E como o0 campo elétrico das cargas fontes.

Onde,

(2.1.3)
E(r) =

2.1.2 Lei de GAUSS

A lei de Gauss relaciona o fluxo do campo elétrico E, através de uma

superficie S. Ela é dada pela seguinte expresséo,
be= [E-da= — Qi =14
S €0

Essa expressdo estabelece a medida do numero de linhas de campo que
passam atraves de S. Para uma dada taxa de amostragem, o fluxo é proporcional ao
namero de linhas desenhadas, pois, a intensidade do campo é proporcional a
densidade das linhas de campo, e, portanto, E-da € proporcional ao numero de
linhas que passam através da area infinitesimal da (GRIFFTHS, 1999, p.48).

Na forma diferencial teremos,
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1 (2.1.5)

Sendo p a densidade de cargas.
2.1.3 Potencial elétrico

O potencial elétrico é definido como

O(r) = _ITE .dl (2.1.6)

(o]

Onde (0) é uma origem arbitraria, logo, V, s6 dependera de r. Fazendo a

diferenca entre dois pontos a e b, teremos

b
®(b) — d(a) = —f E-dl

E assim
=-VV (2.1.7)
A vantagem de se formular um conceito como o do potencial nos é util pois se
V € uma grandeza conhecida, E se torna facil de se obter pela relagéo anterior o que
facilita muito os calculos envolvidos, ja que V é uma grandeza escalar enquanto E é
uma grandeza vetorial (GRIFFTHS, 1999).

2.1.4 Equacoes de Maxwell

Em meados do século XIX, Maxwell compactou em um conjunto de quatro
equacoes toda teoria eletromagnética. Na verdade todas as equacdes de Maxwell ja
nos sao familiares com excecdo de um termo extra na lei de Ampere, que foi
acrescentado por Maxwell.

As equacgdes de Maxwell se apresentam da seguinte forma:

V-E=—p (Lei de Gauss), (2.1.8)

€o
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V-B=0 (Lei de Gauss do magnetismo), (2.1.9)
VXE= —g—l: (Lei de Faraday), (2.1.10)
V X B = poJ + 1o&o Z—': (Lei de Ampére-Maxwell), (2.1.11)

Juntamente com a lei de forgca
F =q(E+vXxB) (2.1.12)

Elas resumem todo o contetdo tedrico da eletrodinamica classica.

2.2 RELATIVIDADE RESTRITA

Em 1905, Albert Einstein publicou sua teoria especial da relatividade. Apesar
dos esforgos de Einstein estarem concentrados em revelar um visdo mais profunda
da natureza do Eletromagnetismo, através de sua teoria ele redefiniu a mecéanica
Newtoniana (D'INVERNO, 1992).

A mecanica newtoniana revelou-se como sendo um caso especial e
importante de uma teoria mais geral (RESNICK, 1971, p.4). A teoria Eletromagnética
de Maxwell implicava em uma velocidade ¢ para uma onda eletromagnética,
constante essa que esta relacionada a permissividade e permeabilidade do meio em
questdo, porém uma grande questdo para os cientistas da época foi: Com relagéo a
que referencial a velocidade de uma onda eletromagnética é c?

Foi nesse contexto que varios cientistas da época formularam diversas
hip6teses para tentar explicar essa questao, uma das mais famosas foi a hipotese
do éter luminoso, pois admitindo-se que tanto as transformagbes galileanas
(transformacdes de posicao e velocidades que sdo coerentes com o principio da
relatividade newtoniana) quanto as equacdes de Maxwell estdo corretas, entao teria
de haver um unico sistema privilegiado de referéncia (o sistema do éter) no qual as
equagbes de Maxwell sgo validas e, no qual, a luz se propaga com velocidade c.
Sendo ainda que,

1 (2.2.1)
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Com o passar do tempo, experimentos foram sendo feitos para testar a
hip6tese do éter. Um dos experimentos que mais intrigou os fisicos e cientistas da
época foi a experiéncia de Michelson-Morley. Realizada entre os anos de 1881 e
1887 a experiéncia pretendia medir a velocidade da luz em um sistema inercial (a
terra) em movimento em relagdo ao éter, notando se a velocidade medida é
diferente do valor ¢, fornecendo uma evidéncia de que de fato havia um referencial
privilegiado no qual o valor da velocidade da luz era ¢, como previa a teoria
eletromagnética de Maxwell. No entanto, apds realizarem o experimento
encontraram o mesmo valor ¢ para velocidade da luz, o que indicou que nao havia
um sistema privilegiado em que a velocidade da luz era c. Uma maneira de
interpretar o resultado nulo da experiéncia de Michelson e Morley, € concluir que a
velocidade da luz € a mesma, isto €, ¢ para todas as direcdes em qualquer sistema
inercial (RESNICK, 1971, p. 39).

No ano de 1905, Albert Einstein, por meio de um artigo intitulado “A
Eletrodinamica de Corpos em Movimento” fornece uma solugao para o problema,
nele Einstein descreve um principio muito mais amplo que o da relatividade
Newtoniana, redefinindo a mecanica classica e mostrando que a mesma é uma
aproximagao para situagdes onde as velocidades envolvidas (v), s&o muito menores
que c¢ (velocidade da luz). Os Postulados abaixo sdo os que Einstein publicou em
seu artigo:

1. As leis da Fisica sdo as mesmas em todos os referencias inerciais.
N&o existe nenhum referencial inercial privilegiado. (O principio da
relatividade).

2. A velocidade da luz no vacuo tem o mesmo valor ¢, em todos os

sistemas inerciais. (O principio da constancia da velocidade da luz).

2.2.1 Transformacoes de Lorentz

Agora com um novo principio de relatividade estabelecido (O principio da
relatividade de Einstein), que discordava das transformagdes galileanas, precisava-
se estabelecer novas regras de transformacoes, regras essas que obedecessem aos
postulados da relatividade. A essas regras, por razbes histéricas, foram dadas o

nome de transformacdes de Lorentz.
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Sé&o elas, no caso particular de dois sistemas inerciais s e s” que se movem ao

longo dos eixos x e x”:

TABELA 1- transformagées de Lorentz

o = x—vt x'+ vt
= X =
Uz vz
1__ —_—
C2 1 cz
y' =y y=y'
7' =z z=2
(v ’ v ’
,_t (/cz)x _t+(/cz)x
t = t =
v2 v2
1-2 1->

Fonte: Autoria propria
Quando v << ¢, obtemos as transformagdes galileanas o que € algo exigido
dessas novas transformacdes um vez que para baixas velocidades a mecanica
newtoniana funciona perfeitamente.

TABELA 2- transformagodes Galileanas

x'=x—vt x=x"+vt
y' =y y=y'
7=z z=2z
t'=1t t=t'

Fonte: Autoria propria
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Diferentemente do que acontecia na relatividade newtoniana, o tempo agora
nao era mais absoluto ou seja t # t’' para v = c. Porém na relatividade nés temos
um novo tipo de invariante agora o chamado intervalo espacgo-temporal, um
"intervalo de espago-tempo" entre dois acontecimentos € a quantidade analoga a
distdncia no espaco euclidiano. O intervalo de espago-tempo s numa curva €
definido por:

ds? = c?dt? — dx? — dy? — dz>. (2.2.2)

2.3 MECANICA QUANTICA

Um dos problemas que mais perturbavam os fisicos do século XX foi o
problema do espectro de radiagdo do corpo negro. Max Planck obteve éxito em
explicar o problema, percebendo que a energia em questdo ndo se propagava em
um fluxo continuo, mas através de pacotes denominados de quanta. A partir de tal
ideia foi possivel obter previsdes tedricas em perfeito acordo com a experiéncia.

Em 1905, em um dos seus artigos revolucionarios publicados nesse mesmo
ano, Albert Einstein utiliza a ideia de Planck para interpretar o efeito fotoelétrico,
segundo ele essa ideia de quantizacdo deveria ser estendida a energia
eletromagnética livre.

A mecénica quéntica foi responsavel por diversos avangos tecnoldgicos,
apesar de suas estranhas caracteristicas, ela foi e continua sendo uma teoria de
grande importancia ndo s6 para fisica, mas em diversos campos de estudo e suas

aplicacoes.

2.3.1 Interpretacao estatistica

A mecanica quantica, diferentemente da mecéanica newtoniana, apresenta um
certo tipo de indeterminacdo, tudo que ela tem a oferecer sdo informacgdes
estatisticas sobre os resultados possiveis de um dado experimento envolvendo
esses objetos que estao sob seu dominio.

A funcado de onda que € o instrumento matematico que descreve o estado
quantico de um sistema de particulas, descreve a probabilidade de encontrarmos
uma particula quantica em uma dada regido do espaco em um dado instante t. Mas
como tal objeto representa o estado de uma particula? A resposta é fornecida pela


https://pt.wikipedia.org/wiki/Dist%C3%A2ncia
https://pt.wikipedia.org/wiki/Espa%C3%A7o_euclidiano
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interpretacdo estatistica de Born sobre a fungdo de onda, em que [y (x,t)|?dx é a
probabilidade de encontrar a particula entre x e x + dx no instante t (GRIFFTHS,
2011).

fbll,l)(x B)|2dx = {probabilidade de encontra a particula} (2.3.1)
a ’ entre a e b no instante t

A probabilidade é correspondente ao valor da area sob o gréafico de [ (x, t)|?.

Figura 1. Funcdo de onda tipica. A area sombreada representa a probabilidade de

encontrarmos a particula entre a e b. (Fonte: GRIFFITHS 2011).

No entanto, devemos aplicar o que chamamos de condi¢cao de normalizagéo,
uma vez que definimos | (x,t)|? como a densidade de probabilidade para encontrar
a particula no ponto x no tempo t.

Temos,

| e ol2dx =1 (232)

O que significa que a particula tem que estar em algum lugar (probabilidade
de encontrarmos a particula integrando toda a regidao do espaco), sem isso a

interpretagéo estatistica ndo faria o menor sentido.
2.3.2 Equacdo de SCHRODINGER

Para obtermos a fungcdo de onda 3y devemos utilizar a equacao de
Schrédinger, que foi desenvolvida pelo fisico austriaco Erwin Schrédinger e carrega
seu nome.

o (x, B2 0%y (x, 233
l”g’; t):_ﬂ—‘/a’i’g D v P o) (2.3.9)

Onde teremos os termos:

ih

h — Constante de Planck ao quadrado.
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m — Massa da particula a ser descrita.

V - O potencial V que age sobre a particula.

i — Unidade imaginaria, dado por raiz quadrada de -1.

Esta € a famosa Equacado de Schrddinger, proposta pelo fisico em 1926.
Através dela obtemos a descricdo da dindmica de particulas quanticas (TIPLER,
2006).

2.4 DIMENSOES EXTRAS COMPACTAS

Existe a possibilidade de haver dimensdes espaciais adicionais a serem ainda
detectadas por experimentos, e que essas dimensdes estejam recurvadas em um
espago compacto de pequeno volume.

Para explicarmos como seria uma dimensao desse tipo, vamos considerar um
mundo unidimensional representado por uma linha infinita, diremos que x € uma
coordenada ao longo dessa dimensdo. Existe um numero real x Unico associado a
cada ponto P dessa mesma linha.

Um bom sistema de coordenadas nesta linha infinita deve satisfazer duas condigoes:
e Dois pontos distintos P71 # P2 devem ter diferentes coordenadas, isto é,
x(P1) # x(P2) (2.4.1)

e A distribuicdo de coordenadas em cada ponto é continua, ou seja, pontos
préximos tém quase as mesmas coordenadas.

Considere a seguinte figura.

X o ok

< or > 27R >

Figura 2. Representagao de uma dimensao extra compactada. (Fonte: ZWIEBACH, 2009).

Agora, imagine que vocé vive em um mundo com uma dimenséo espacial e

suponha que vocé esta andando ao longo dessa dimensdo e nota um padrdo
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estranho: o cenario se repete cada vez que vocé se move uma distancia igual a 2nR,
para qualquer valor de R. Digamos que vocé encontre uma certa pessoa em um
dado ponto. A medida que vocé caminha, vocé verd que existem clones dessa
mesma pessoa a distdncias 2nR,4nR,6mR .. como podemos representar
matematicamente uma propriedade tao estranha?

Diremos que os pontos que se encontram a uma distancia de 2nR estao
identificados, tal propriedade seria como a de um circulo de mesma circunferéncia,
pois isso explicaria essa peculiar propriedade (ZWIEBACH, 2009, p.31). Percebemos
entdo, que nao existem clones de uma mesma pessoa enquanto vocé caminha, na
realidade, vocé vé essa mesma pessoa como se vocé estivesse caminhando ao
redor de um circulo. Nés declaramos que os pontos que diferem por 2nR sdo 0s
mesmos pontos, ou mais precisamente sao pontos idénticos. Dois pontos sao
declarados idénticos se as suas coordenadas diferem por um numero inteiro de 2nR,
vejamos:

P1~P2 & x(P1) = x(P2) (2.4.2)

Esquematicamente, temos:

Juntar

Y x

0 27R 47R 0 27R

Figura 3. Dominio fundamental. O espaco é identificado em um circulo de raio R. (Fonte:
ZWIEBACH, 2009).

Com o intuito de especificar a identificacdo entre dois pontos, definimos um
dominio fundamental. Um dominio fundamental € um subconjunto da totalidade do
espaco que satisfaz duas condicodes.

e Dois pontos que estdo contidos em um dominio fundamental ndo séao

identificados.

e Qualquer ponto que esta contido nesse espaco estd em dominio fundamental,

ou é relacionado pela identificacao de algum ponto no dominio fundamental.

O espaco é identificado por um circulo de raio R, poderiamos escrever isso

simplesmente:
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X~X +21R (2.4.3)
Que deve ser lida como “identificacdo de dois pontos quaisquer cujas
coordenadas diferem por 2rR”.

Para uma dimensao esse espaco é identificado por um circulo de raio R, e
. , ~ 1 ]
podemos representa-lo pela seguinte notagéo: R /Zzonde R! é o representante da

reta unidimensional e Z, € a propriedade que conecta pontos.
2.4.1 Invariancia de Lorentz em dimensoes extras

Do ponto de vista da relatividade especial de Einstein, o espago € constituido
por quatro dimensdes, das quais 3 sao dimensdes espaciais e 1 €& temporal

(D'INVERNO, 1992). Todos os eventos no espago agora séo rotulados por essas

quatro coordenadas, em um sistema cartesiano de coordenadas temos (i, x, y, 2).
Iremos considerar a possibilidade de um espacgo-tempo com mais de quatro
dimensdes, escolhemos um sistema de coordenadas genérico (t, x', x2, x3, x4, x5),
onde o numero de dimensbes temporais ainda € mantido igual a um.

Tendo isso em vista, cabe a ndés uma pergunta, sera que as transformacoes
de Lorentz sdo validas para um espago-tempo com mais de quatro dimensbes? A
resposta € sim. A invariancia das transformacdes de Lorentz € um conceito que
admite uma generalizacdo muito natural para espaco-tempo com dimensdes
adicionais. O primeiro passo, é ampliar a definicdo de ds? (intervalo espago-tempo),
para incorporar as dimensdes extras do espaco (BARTON, 2009, p.16). Podemos
dizer, por exemplo, que um mundo com cinco dimensdes espaciais tera a seguinte
métrica:

—ds? = —c?dt? + (dx')? + (dx?)? + (dx3)? + (dx*)? (2.4.4)
+ (dx>)?

Podemos definir as transformacdes de Lorentz como alteracdes lineares de
coordenadas que resultam no invariante ds?, ou seja, essa quantidade "ds2” é
constante para todos os referéncias inerciais no espacgo-tempo. Uma vez que esse
conceito pode ser estendido para um espaco-tempo com mais de trés dimensodes
espaciais implicara como no exemplo acima, que cada observador inercial no

espaco-tempo de seis dimensbes vai medir a mesma velocidade para a luz. No
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entanto, neste trabalho, vamos considerar 0 caso de quatro dimensdes espaciais e

uma temporal.
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3 APLICACOES E RESULTADOS

Nessa etapa do nosso trabalho, pretendemos obter de fato os célculos
mostrando do ponto de vista teorico as interferéncias que um espago-tempo com
esse tipo de dimensao (extra compactada) causariam nas leis e situa¢des que foram
propostas.

Nas secdes seguintes apresentamos o0 passo a passo dos calculos e
resultados obtidos.

3.1 CALCULO DO CAMPO E POTENCIAL ELETRICO EM DIMENSOES
SUPERIORES

Comecamos primeiro com o calculo do campo elétrico gerado por uma carga
pontual em 3 dimensdes, para isso consideramos: S%(r) a esfera bidimensional de
raio r, uma carga pontual g no centro da esfera, e a bola tridimensional B3(r) que
tem seu volume limitado por S2(r), conforme suas definicdes podem ser verificadas
no “ANEXO A” deste trabalho.

Utilizando a equagédo de Gauss na forma diferencial, podemos escrever a
seguinte igualdade:

j V- E d(Vol)=j p d(Vol) (3.1.1)
B3 B3

Utilizando o teorema da divergéncia teremos,

fE-dazq (3.1.2)
2
Desde que a magnitude de E(r) seja constante sobre s2, podemos escrever
Vol (S2(r))E(r) = q (3.1.3)
Lembrando que o volume da 2-esfera é a area 4rnr?, temos
E(r) = 47er (3.1.4)

O que ja nos é uma relagao familiar.

Consideremos de uma forma genérica um subespaco V'™ de R™ e sendo V™" a
fronteira limite de V™, nesse mesmo espaco. Além disso, seja E um campo vetorial
em R™ (ZWIEBACH, 2009).

O teorema da divergéncia afirma que,

j V-E d(Vol) = Fluxo de E através de oV"* = J E-dv (3.1.5)
AL 5

pn
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A partir disso poderemos realizar o calculo do campo elétrico em n
dimensoes.
Consideremos a seguinte relagao,

f V-E d(Vol) =f p d(Vol) (3.1.6)

A integral de volume no lado direito resultara no valor da carga total que esta
contida nesse volume em n dimensoes.
Relacionando com o teorema da divergéncia temos
Fluxo de E através de S" 1(r) = q (3.1.7)
O fluxo sera igual a magnitude do campo elétrico vezes o volume de S™ 1(r).

n 3.1 .8

Uma vez obtido a expressao para o calculo do campo elétrico em n
dimensdes, podemos agora obter um expressao para o potencial elétrico.
Partindo da seguinte relacao,

_d_db —E() (3.1.9)
dr

Podemos integrar a relagdo obtida anteriormente e acharmos a expressao
para o potencial,

q)(n)_r(%_l) . (3.1.10)

4n/2  yn-2

Verifigue que para n = 3 recuperamos a expressao classica do potencial
elétrico ou seja, o potencial vai depender do numero de dimensdes espaciais que
estamos tratando.

3.2 A MECANICA QUANTICA E O POGCO QUADRADO INFINITO

Um dos problemas mais simples que podemos usar para mostrar algumas
das propriedades da funcao de onda é o problema do poco quadrado infinito. Para
resolvermos esse problema consideramos a equacao de Schrédinger unidimensional
e independente do tempo. O problema consiste de uma particula que pode se mover

livremente ao longo do eixo x, porém em x = 0 e x = a existem paredes
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impenetraveis, isso implica que a probabilidade de a particula esta fora do intervalo
0 <x <asejal.

A funcao de onda para particula deve se anular fora do poco, isto €, ¥(x) =0
parax > a e parax < 0. Digamos que essa parede seja formada por um potencial
V e a particula referida seja um elétron, e que esse potencial seja grande o
suficiente para impedir que a particula escape dessa regido. Para este problema, a
energia potencial é da forma:

_(0sex€(0,a) (3.2.1)
Vi) = {oo sex & (0, a)}

Representacao grafica do potencial:

ViXx) -

— 0

] a X

Figura 5. Representagéo do potencial. (Fonte: ZWIEBACH, 2009).

Nas regides internas das paredes teremos:
h d? (3.2.2)
—5——— () = EY(x)

2mdx?

. ~ 2 .
Reorganizando esta equacgéao e fazendo K? = h—TE ficaremos com:

d*(x) 5 (3.2.3)
dxz =—-K IIJ(X)
Cuja solucao ja € bem conhecida na literatura e € dada por:
Y(x) = Asen Kx + B cos Kx (3.2.4)

Impondo as devidas condicbes de contorno sobre a funcao de onda, temos:
Y(0) =¢(a) =0 (3.2.5)

Para satisfazer y(x =0) =0, basta tomar B =0, pois 0 seno se anula
automaticamente em x = 0. Entdo, antes de usar a segunda condigdo de contorno

temos:
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Y(x) = Asen Kx (3.2.6)

A segunda condicao exige que:
AsenKa =0 (3.2.7)

Ou seja, para satisfazer a equacao o argumento do seno deve igual a n, com

n inteiro. Assim:

Ka =nm (3.2.8)
Logo,
_nr (3.2.9)
" a

Introduzimos o indice n na constante K para dar mais clareza, ou seja, para
indicar que K tem seus valores restritos a expressao (3.2.9).
As solugdes da equacao de Schrédinger que satisfazem as condi¢des de contorno
séo,

P (x) = Asen (T%Tx) (3.2.10)

Com n € Z (inteiros).

O fato da funcdo se anular em x = a, restringe os valores de K e também os

valores da energia:

E,=—" ==— (=

2m 2m \ a

_ h2K,? K2 (nn)z (38.2.11)
Da equacdo acima nos percebemos que, diferentemente da fisica classica, a
energia da particula ndo varia continuamente, mas sim passa do valor E,, para E, 1.
E fazendo a diferenca entre essas energias nos teremos o que chamamos de

espectro discreto para energia:

h2 2
Eni1 —En = %Z—Z(Zn +1) (3.2.12)

Com o intuito de encontrar a constante A na funcao de onda (3.2.10) vamos
normaliza-la, ou seja, devemos exigir que:

J GO dx = 1 (3:2.13)
0
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E resolvendo para A, encontramos que: A = \/g . Assim:
2 (3.2.14)
Yp(x) = 5 Sin (? x)

3.3 POCO QUADRADO INFINITO COM DIMENSOES EXTRAS

Agora vamos adicionar uma dimensdo extra para o problema do pogo
quadrado, além de x teremos uma dimenséo y que estard enrolada em um pequeno
circulo de raio R, em outras palavras utilizamos a seguinte identificagcéo:

(x,y) = (x,y + 2nR) (3.3.1)

A dimensao original x ndo foi alterada. Uma vez que a direcdo de y foi
transformada em um circulo de circunferéncia igual a 2R, 0 espago onde a particula
se move é agora um cilindro. O cilindro tem um comprimento de perimetro 2nR. O
potencial V (x, y) vai permanecer sendo dado como era anteriormente.

_(0sex€(0,a) (3.3.2)
Vixy) = {oo sex & (0, a)}

Em duas dimensbes temos que a equacao de Schrddinger independente do
tempo fica escrita da seguinte forma:

n? (0% 0%\ (3.3.3)
ﬁ<ﬁ+a_y2>_&”

Utilizaremos o método de separacdo de variaveis para resolver essa equagao.
Assim, podemos escrever a fungédo (x,y) da seguinte forma, ¥(x,y) = e(x)x().

Substituindo na equacao acima, teremos:

_R? <02<0(x))((y) 920(x)x(»)

3.3.4
i\t >=E<P(x)x(y) 234

Reorganizando os termos, simplificando e separando a equacéo, devemos ter
que para que a equacao seja satisfeita, cada lado da igualdade acima deve ser igual
a uma constante, desta forma ficamos com:



(3.3.5)

(3.3.6)

(3.3.7)

E organizando uma ultima vez essa parte da equacgéo, ficaremos com:

d? 2mE
¢ 2ZmEng
dx? h?
Da equacéo (3.3.6) temos:
d’y 2mEy
P
Se definirmos:
2m
=g b
E
2m
T =52k
Logo, teremos:
d’¢
o7 +k“p =0— @(x) = A, sen(kx) + B, cos(kx)
d’x
a7 +q°x =0— x(y) = A;sen(qy) + B cos(qy)

Utilizando as condigbes de contorno nds obtemos que:

p(x) = A,sen (?)

(3.3.8)

(3.3.9)

(3.3.10)

(3.3.11)

(3.3.12)

(3.3.13)

(3.3.14)

28
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x(y) = Aisen (%1) + Bcos (%1) (3.3.15)

E os valores de energia associados a ¢(x) e X(y) séo:

b= (] @316

'=2m a R

Estas energias correspondem a estados duplamente degenerados quando
[ # 0, pois nesse caso vamos ter duas soluc¢des linearmente independentes. O novo
sistema possui todos os antigos niveis de energia mais os adicionais devido a
influéncia da dimensao extra. O menor dos niveis adicionas de energia € dado agora

quandon=1el =1.

A% [,my2 1)2 (3.3.17)
=5 () +(5)
Quando R << a, a expressao tende a:
h? (1\? (3.3.18)
v %(E)

Esta energia pode ser comparada com aquela obtida no problema original,
isto é, E,. Assim, podemos obter a seguinte relagdo entre os niveis de energia da

particula presa no poco de potencial e o raio da dimenséo extra:
nt 1 la (3.3.19)

—_~ —_— N~ ——

a R TR

Uma vez que R é muito menor do que a, n € um namero muito grande. Assim,
o primeiro nivel adicional de energia aparece com uma energia muito superior

aquela dos estados originais.
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4 CONSIDERACOES FINAIS

Concluimos portanto que nosso objetivo foi alcangado, através dos estudos
dos tépicos de fisica propostos vimos como algumas leis e situagées que estamos
familiarizados seriam afetadas considerando um modelo de espaco-tempo onde
existam dimensfes extras compactas (no presente trabalho consideramos uma
dimensao extra compacta).

Para o primeiro caso, apds a ampliagdo do conceito de bolas e esferas para
varias dimensdes (0 que nos possibilitou argumentacdo matematica necessaria para
ampliarmos as definicdes de campo e potencial elétricos para espagos-tempos com
mais de 4 dimensdes), vimos como as expressdes para o campo elétrico, calculado
através de uma gaussiana de simetria esférica em n dimensdes, e o potencial
elétrico se comportariam nesse tipo de espaco. Diferentemente do caso onde
consideramos um mundo com 3 (trés) dimensdes espaciais (dimensdes essas que
sdo perceptiveis no nosso dia a dia), o campo elétrico ndo decairda mais com r? |
mas sim com r™1, sendo n o nimero de coordenadas espaciais que estamos
tratando. Ja o potencial decaira com um fator de r™~2. E f4cil de notar que para um
mundo onde consideramos apenas trés dimensbes, ou seja, n =3, NoOssas
expressoes gerais recaem para aquelas que estamos acostumados.

Para o segundo caso, onde trabalhamos um problema da mecéanica quéntica,
o problema de uma particula presa em um pogo de potencial infinito mas agora
admitindo uma dimensao extra, vimos que 0s niveis de energia da particula foram
redefinidos e que eles dependem também da dimensdo extra, correspondendo a
estados duplamente degenerados. Concluimos para esse problema, que para uma
dimensao extra muito pequena, a energia necessaria para se observar tal dimensao
devera ser muito grande, estando assim fora do alcance dos experimentos atuais.
Desta forma, uma dimensédo extra compactada pode permanecer escondida dos
experimentos, desde que o seu tamanho seja pequeno o suficiente, como o caso
descrito na teoria de Kaluza-Klein onde o raio da dimensao extra é da ordem da
escala de Planck.

Apesar de obtermos expressdes que a primeira vista parecem ser muito
diferentes das que estamos acostumados, vimos que elas facilmente recaem para o
caso em que consideramos que 0 espago-tempo possui apenas as coordenadas

usuais que estamos acostumados.
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Muitas outras leis e situacoes fisicas podem ser reformuladas se de fato as
dimensdes extras existirem. A proposta do presente trabalho foi justamente mostrar
alguns exemplos das implicagbes do ponto de vista tedrico, que tais dimensdes
causariam nos problemas estudados.
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ANEXO A- VOLUMES EM DIMENSOES EXTRAS

Em nosso estudo, faz-se necessario utilizar um conceito generalizado para as
definicoes de bolas e esferas e seus respectivos volumes em dimensdes superiores.

Comecemos por diferenciar o conceito de esferas e bolas. Quando dizemos que o
. - 4 .
volume de uma esfera de raio R € igual a gnR3 queremos dizer na verdade que

esse é o volume de uma bola-tridimensional (B3) que tem seu volume encerrado
pela esfera-bidimensional (5%) (BARTON, 2009).

Em R3 (espaco tridimensional) com coordenadas x;, x,, x3; teremos a regiéo
da bola (B?) definida por,

B3(R) = x? + x2 + x5 < R? (B.1)
Que tem seu volume limitado/encerrado pela esfera
S?2(R) = xi + x5 +x2 =R? (B.2)
Generalizando essa definicao para um espago R™, teremos:
B"(R) =x?+x%+ -+ x2 <R? (B.3)
O volume das esferas (S) unidimensionais e bidimensionais sao:
Vol(S*(R)) = 2rR (B.4)
Vol(S?(R)) = 4mR? (B.5)
Todos os espacos em dimensdes superiores a 2 se tratam de volumes.

O volume de uma esfera de raio R, esta relacionado com o volume de uma

esfera de raio unitario por:
Vol(S™1(R)) = R Wol(S™ 1) (B.6)

Para o célculo do volume da esfera S™ !, consideremos o espago R™ com

coordenadas x4, x, ... X,; € seja r a coordenada radial dada por

r2=x?+x3+-+ x2 (B.7)
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Uma forma de obtermos o volume para a esfera é calcularmos a seguinte

integral

r2 (B.8)

I, =] dxidx,..dx,e”
RTL

Para resolvermos esta integral seguiremos dois caminhos diferentes. O

Primeiro modo € calcular o produto de n integrais gaussianas de forma a obtermos

(B.9)

n
+ 00 n
a1 "o = =
i=1 ™%

Outra forma de calcularmos esse volume seria utilizando o seguinte
argumento: calcular no espago R™ os volumes das cascas esféricas. O volume entre
as cascas esféricas localizadas em r e r + dr é igual a:

Vol (S™1(r))dr (B.10)

Assim, a integral

oo B.11
I, = j dr Vol (S*1(r))e™"" (BA1)
0
Nos dara o mesmo volume calculado anteriormente.
Utilizando a relacao (B.6) teremos:
e B.12
I, = Vol(S”‘l)j drrn=le=T? ( )
0
Fazendo t = r?:
1 (. ony (B.13)
I, = =Vol(S™ 1)] dte~tt2
2 0
Se lembrarmos da definicdo da funcdo gama (ARFKEN, 2005),
+oo B.14
I'(x) = f dte tt* 1. x>0, ( )
0
Podemos reescrever (B.13) como:
(B.15)

I, = %Vol(Sn‘l)F (g)
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E, igualando as equacées (B.9) e (B.15) teremos:

n
o2 (B.16)
Vol(s™1) = —
r(z)
E utilizando a relagao (B.6), teremos:
an (B.17)
Rn—l

Vol(S"1(R)) =

(z)

A expressao (B.17) estabelece o volume da esfera em um espago com n

dimensoes extras arbitrarias.
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ANEXO B- CALCULO DA FUNGCAO GAMA

Agora veremos como calcularmos F(g) Como n é o numero de dimensodes

espaciais que estamos tratando, logo n € um numero inteiro, entdo devemos

determinar os valores da fungdo gama para argumentos inteiros e meio inteiros.

Para

1 +oo 1 A.1
F(—) = f dte 't 2 (A1)
2 0

Fazendo t = u?.

F(%) =2 j Caue = Jx (A-2)
0

De forma semelhante temos,

@) = f Cdtet =1 (A-3)
0

Para relagbes com argumentos maiores utilizaremos uma relacdo de recursao.

Veremos abaixo como obtermos tal relacdo. Seja,

+o A4
'(x+1) = J dte~tt*, x>0 (A4
0

Podemos reescrever essa relagdo da seguinte forma,

+00

Fx+1)= —fo dt(%e‘t) t*

+oo d
= - dt (— “tx) — -ttx-l)
-fo T (e ) — xe

(A.5)

Para x > 0 temos,

F'x+1) =xI'(x) (A.6)
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Para demonstrarmos como essa relagdo funciona, calcularemos F(%) para

n = 3, assim teremos:

F@)= r(%+1)=%r(%): %\/E, (A7)
Paran =5,
@erGe)-3r@-dm @

Para argumentos inteiros, a funcdo gama esta relacionada ao fatorial. Por

exemplo:
r(5)=4-T(4)=4-3-T(4)=4-3-2-T(2)= 4-3-2-1- (1) = 4!
Portanto, para n€ Z e n = 1,temos

'n)=(n-1)! (A.9)



