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RESUMO

No presente trabalho, apresentamos a construcao dos estados coerentes para osci-
lador de Celka-Hussin. Também determinamos as propriedades de super-completeza
e nao ortogonalidade para esses estados. A técnica adotada para sua construcao é
inspirada na técnica usada por por Jayaraman e Rodrigues[1994]. Esses autores cons-
truiram, os estados coerentes para o setor bosonico do oscilador de Wigner, como
também, o espectro completo da energia e as autofungoes para o oscilador de Celka-
Hussin(CH). Para clareza do método adotado, revisamos o procedimento para cons-
trugao os estados coerentes para o setor Bosonico do oscilador de Wigner (Hy/) para
em seguida aplicarmos a técnica na construcao do estado coerente para o hamiltoniano

de Celka-Hussin (Hep).

Palavra-chave: Estados coerentes, dlgebra de Wigner-Heisenberg, oscilador de

Celka-Hussin.



ABSTRACT

In this paper we discuss the coherent states of Celka Hussin (CH) oscillators. Also
we have presented for these states overcompleteness and non-orthogonality properties.
To achieve this purpose we used the work by Jayaraman and Rodrigues [1994] . These
authors built the coherent states for the Hamiltonian of the bosonic sector of Wigner
hamiltonian, (Hy ), and discussed the eigenfunctions of Celka Hussin Hamiltonian .
(Hem).-

We revised the study of Jayaraman and Rodrigues to clarified the methodology
to obtain the coherent states of the bosonic sector of Wigner oscillators in the first,
and following, we applied this procedure to obtain the coherent states of Celka-Hussin
oscillators. Keywords: coherent states, Wigner-Heisenberg algebra e Celka Hussin

oscillators.
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Capitulo 1

Introducao

Os estudos dos estados coerentes (EC), nos tultimos 50 anos, se mostraram bas-
tante empolgantes. Introduzidos em 1963 por Glauber [1], podem ser constridos para
uma série de sistemas fisicos, sendo largamente empregados no estudo da optica e da
eletronica quantica [2], contudo a ideia de criar um estado coerente para um sistema
quantico foi concebida muito antes, em 1926 por Schrodinger [3] ao propor uma co-
nexao com os estados classicos do oscilador harmonico quantico, buscando estabelecer
o principio de correspondéncia.

Na década de 60, com o surgimento do laser, foram desenvolvidos intimeros tra-
balhos sobre a teoria quantica da luz. Klauder [4] usou estes estados para mostrar a
equivaléncia entre as descri¢oes da mecanica semiclassica e da mecanica quantica de
feixes de luz arbitrarios, desenvolvendo a eletrodinamica quantica, .

Aproximadamente ao mesmo tempo, mas de forma independente Glauber [5, 6],
Sudarshan [7], Klauder [8] desenvolveram um conjunto de estados continuos no qual
as ideias basicas de estados coerentes para grupos arbitrarios de Lie foram contidos.
Alguns anos apdés os trabalhos de Glauber [1, 5, 6], Sudarshan [7] e Klauder [8], foi
alcangada a construcao completa dos estados coerentes de grupos de Lie, com varias
propriedades semelhantes aos estados coerentes do oscilador harmoénico (Perelomov,

[9]; Gilmore [10, 11, 12, 13]). O tema bdsico desse desenvolvimento foi relacionar inti-



mamente os estados coerentes com o grupo dinamico para cada problema fisico [14].
Mostraremos aqui, de maneira detalhada, os estados coerentes obtidos para o osci-
lador de Wigner e sua aplicacao no oscilador de Celka-Hussin(CH), bem como a deter-
minacao completa dos espectros e as autofungoes de energia para os respectiveis osci-
ladores. Assim nosso trabalho é estruturado da seguinte forma: No capitulo 2 é feita
uma revisao sobre os estados coerentes canonicos, destacando duas importantes pro-
priedades: nao ortogonalidade e completeza, para isso usamos como referéncia livros
de mecanica quantica [15, 16, 17] e éptica quantica, [18]. No capitulo 3 calculamos os
estados coerentes para o setor bosonico do hamiltoniano de Wigner-Heisenberg(Hyy),
utilizando para esse fim a algebra de WH, provamos sua nao-ortogonalidade e super-
completeza, como era de se esperar. No capitulo 4 ¢é estabelecida a conexao do Hamil-
toniano de Hepy com a dlgebra de WH, além de determinarmos sem ambiguidade a
resolucao completa do espectro e as autofuncoes de energia para Hy, e posteriormente
para o de Hopy . No capitulo 5 calculamos os estados coerentes para o hamiltoniano
3 D de Celka-Hussin, utilizando a conexao da algebra de Wigner-Heisenberg estabele-

cida no capitulo 4 e por fim fazemos algumas conclusoes



Capitulo 2

Estados Coerentes

Na mecanica quantica um estado coerente é o estado quantico especifico do os-
cilador harmoénico quantizado cuja dinamica mais se assemelha ao comportamento
oscilante de um oscilador harmonico classico. No entanto, o conceito de estados co-
erentes tem sido consideravelmente generalizado, na medida em que se tornou um
tépico importante na fisica matemdtica e matemadtica aplicada [19], com aplicagdes
que vao desde quantizacao para processamento de sinais e processamento de imagem.
Por essa razao, os estados coerentes associadas ao oscilador harmonico quantico sao
geralmente chamados estados coerentes canonicos (CCS) ou estados coerentes padrao
ou ainda, estados Gaussianos.

Os estados coerentes ou estados quase-classicos possuem duas importantes propri-
edades: nao-ortogonalidade e completeza e na descrigao de Schrodinger [3] sao fungdes
gaussianas que dependem do tempo e da posicao, centrada num ponto que oscila de
forma andloga a posicao horaria do oscilador harmonico simples em mecanica classica
[20].

Neste capitulo trataremos dos conceitos basicos dos estados coerentes canonicos.
Apresentaremos as trés definicoes de estados coerentes que sao equivalentes para o
oscilador harménico quantizado, a saber: (i) autoestados do operador de abaixamento

(a™), (ii) estado deslocado do vécuo do oscilador e (iii) estados de minima incerteza.



2.1 Estados Coerentes para o Oscilador Harmoénico

Simples

O oscilador harmonico é o mais simples modelo fisico capaz de fornecer os ingredi-
entes fundamentais para descrever o comportamento do campo luminoso.

No caso quantico podemos considerar o hamiltoniano do oscilador harmoénico como:

o) 242

N p mw=x

H=-—
2m+ 2

(2.1.1)

Os operadores de posicao & e momento p sao, evidentemente hermitianos, porém
serd 1til representd-los através de operadores nao hermitianos respectivamente, a* e

a-.

Assim usualmente defini-se

L 1
. _(@fuﬂ' 1 S
“@© =\on) ” omhw ) P

e

A+:%>5A_. LY 212
¢ <2h * Z(thw Pa; (212)

que sao conhecidos como operadores de abaixamento e de levantamento, respecti-
vamente. Eles sao assim denominados porque operam como operadores “escadas”,
abaixando e levantando os niveis quanticos.

2.1.1 Auto Estados do Operador de Abaixamento

Antes porém, da construcao dos estados coerentes é valido ressaltar alguma propri-
edades do operador hamiltoniano que governa o Oscilador Harmonico Simples - OHS.

Na representagao dos estados de nimero |n), pode-se definir

N=ata" (2.1.3)

_ % (2.1.4)



Logo podemos escrever as relagoes

. 1
@] =1, ot =(a), (21.6)
[ﬁ@ﬂ — 1, 44t (2.1.7)

Onde adotamos h=w =m = 1.

Assim o operador hamiltoniano pode ser expresso
(2.1.8)

Utilizando os operadores escadas a~ e at podemos gerar os auto estados de niimero

|n) do operador N [21, 22, 16, 17], como segue

a |ny=+vnln-1), (2.1.9)

atny=vn+1n+1). (2.1.10)

A construgao dos estados coerentes |a), pode ser escrito como uma combinagao

linear dos |n)
o) = enl@) |n) . (2.1.11)
Que satisfaz a equacao de autovalor
a” o) = ala). (2.1.12)
Multiplicando essa equacao pelo (n|, temos:
(nla” lay =a(n|a). (2.1.13)

Fazendo uso das equacgoes (2.1.6) e (2.1.10) podemos resolver o lado esquerdo da

equacao anterior obtendo

(n+1)2 (n+1la)=an|a). (2.1.14)



Com o uso dessa forma de recorréncia podemos escrever

(n)2 (n] @) = a{n—1|a). (2.1.15)
Usando a expressao ((&T)); |0) = |n), que representa, de modo geral, o estado funda-
nl)2
mental do oscilador, escrevemos (n| como
1 .
(n| = - (0] a"™. (2.1.16)
(nl)2
Substituindo a equagdo anterior no lado direito de (2.1.15), obtemos
(2.1.17)

C 0 ).

(n| @) =

N

(n!)

Representando a projegao (n |a) por ¢,(a), a expressao acima passa a ser escrita na

forma
(2.1.18)

coa).

1

cn(or) =
() (n!)2
Segue-se dal que se o coeficiente ¢o(a) tiver um valor fixo todos os ¢, («) também terao

um valor fixo. Considerando ¢q(«) uma quantidade real e positiva, pode-se determinar

|a) por meio da condi¢ao de normalizagao (| o) = 1 [15], ou seja,

2n
2 || 2 Jal?
lco(@)*) — = leo(a)] el =1 (2.1.19)
onde utilizou-se o fato conhecido
xr - x"”
e => — (2.1.20)
n=0
Finalmente obtém-se que
cola) = e 5 (2.1.21)

Com isso o estado coerente do oscilador harmonico quantico toma a seguinte forma
(2.1.22)

n

_la? «Q
) =Y S,
— n!

Resulta portanto que os estados coerentes obtidos através dos auto estados do operador

de abaixamento (a~), sdo dados pela equagao (2.1.22).



2.2 Estados coerentes obtidos através do Operador

de Deslocamento atuando no Vacuo

Considerando o oscilador harmonico no estado coerente, a probabilidade deste ser

encontrado no estado |n) é dado por

[
Py(a) = |ea(a)] = |(n| a)|* = € o™,

(2.2.23)
A equagao anterior indica que a probabilidade P,(«) fica expressa por uma distribuicao
de Poisson, com valor médio de (n) dado por |a|* e substituindo (2.1.22) em (2.2.23)

encontramos

o) = oY @

()2 (n!)2

o x— (aa™)"
= e > ZT’@

e ) (2.2.24)

Definindo um operador deslocamento D(a) por

~

D(a) = e~ 5o’ (2.2.25)
Tem-se por (2.2.24) e (2.2.25)que o estado coerente |a) é dado por
la) = D(a) |0). (2.2.26)

Mostrando que ﬁ(a) pode ser interpretado como um operador que gera estado
coerente |a) ao atuar no estado de vécuo |0).

Para determinar explicitamente o operador ﬁ(a) de uma outra mais simétrica com
relacao aos operadores a~ e at, podemos utilizar a identidade abaixo

e 1
e 00y = [1—a*a” + =(a*a")* + ... |0) = 0). (2.2.27)

[\]

Assim escrevemos

la) = e 2 e |0) (2.2.28)



Sabendo que [a™,a™]_ = 1, o valor esperado para representar o operador D(a) assume
a forma abaixo

2 2
o At wa— 7|a‘ At wka— oAt soa At ks
D( ) e 2 et pmata e~ 2 et —ata +5laat,a*a"] et —ata (2229)

Onde foi usado o teorema B.C.H.(Baker-Campbell-Hausdorff) [18].
Podemos também expressar o operador deslocamento b(a) expresso em (2.2.29),

em termos dos operadores Hermitianos & e p, definidos em (2.1.2), assim obtemos
D(ar) = e!na—nbe) (2.2.30)

onde foi definido

uo= (%) : Re(a). (2.2.31)

Para verificar se o operador ﬁ(a) desempenha o papel de um operador desloca-

mento tomamos a relagdo (2.2.29), escrevendo-a da seguinte forma

D(a) = e =o'
= e f(a)

n

== %(fﬁ)”f(&‘), (2.2.32)

n

sendo f(a) uma fungao auxiliar expressa por

_lal® _ s

fla™)=e 27>, (2.2.33)
Dando sequéncia ao desenvolvimento, escrevemos o produto de operadores

A" D(a) =) —a (a")"f(a). (2.2.34)

a (@t = (a")"a” +n(at)" !, (2.2.35)



e obtemos

@ D(e) = Porl@hra +a@h ] @)

a” A\ A — —M—a*&_ na'" A+\Nn— —M—a*&_
= Z—!(a+) a~e” 2 —|—ZW(CL+) le™™2
= D)+ 3 @
— (n—1)!
= D(a)(a™ + ). (2.2.36)

Multiplicando a equacao anterior por 15(04) pela esquerda temos

D(a)'a~D(a) =a~ +a. (2.2.37)
Usando calculos analogos obtemos,

D(a)"'a™D(a) = a* + a*. (2.2.38)

Por esse motivo o operador b(a) ¢ chamado de operador deslocamento de Glauber

[15].

Figura 2.1: Operador Deslocamento atuando no Véacuo
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2.2.1 Ortogonalidade e Completeza para os estados Coerentes

Agora veremos se os dois estados coerentes, representados abaixo por |a) e |/) sdo
ortogonais

2 m

EECEDY (m))? ((Z;))m LELEDY

(/] =e = Z (@™)" (0] (di)” —e = Z (n| (O/*>n. (2.2.39)

Q

&

NG

(m!

3

Calculando o produto interno

2 a2 (@) am
o la) =e 2 e 2 n m
(@ o) > (ol T oot ™
[o/? a2 (@)™ o™
o o :e’2e’TE nm
o ()2 (mi)?
|a/|2 ol2 Ix\n ~n
(a'fa) = e Y R
(o |a) = e Bllal+a'"~2a0"]
(@ |a) =ezloel (2.2.40)

Os estados coerentes nao obedecem a condigao de normalizagao (o |a) = due cOmo
visto na equacao anterior, pois nao sao ortogonais, ou seja, o produto escalar entre
dois estados coerentes ¢ nao nulo. Isto ja era esperado, pois eles sao autoestados de
um operador nao hermitiano, porém formam um conjunto super completo. Podemos
assim expressar qualquer autoestados de um estado quantico do OHS em termos dos
estados coerentes, inclusive ele préprio. [23]

A propriedade de completeza para os estados coerente pode ser obtida, fazendo:

~ [ 1o tal diRe(@)dltmg(e)) = 1. (2.241)

A expressao acima pode ser expressa de outra forma utilizando a equagao (2.2.39).

1 of? a” o a*"
- / / e ; nye Y (m| d[Re(a)]d[Img(a)] = 1. (2.2.42)

(n!)z — (m!)2



Através do uso de coordenadas polares no plano complexo, utilizando @ = 7%, e

escrevendo d|Re(a)|d[Img(a)] = d*«a = rdrdf, obtemos:

00 27
/|a ) (o] d®a = = Z( n) (m\) / e_r2rm+”+1dr/ e n=midp. (2.2.43)
0 0

n') (ml

Utilizando o valor fornecido pela integral sobre a parte angular 279,,,, escrevemos:

1 o
= / o) (o] d*a = Z ) §n| e " r*"2rdr, (2.2.44)
s — !y

fazendo p = r?; temos dp = 2rdr, e assim

% / la) (o] da = Z% /0 ) e Ppdp, (2.2.45)

na expressao acima o valor da integral é n!

= [ o) tal = S ) (ol = 1. (2.2.46)

Dessa forma mostramos a relacao de completeza para os estados coerentes.

2.3 Os estados coerentes como estados quase classicos.

Os estados coerentes também pode ser representados como estados de incerteza
minima.

Com a representacao de coordenada os estados coerentes sao fungoes gaussianas
[20] e, consequentemente, satisfazem a relacao de incerteza minima de Heisenberg.

Para calcular o valor esperado () e (p), expressaremos & e p, em termos dos

operadores escada

2mw 2
1
. (mhw\? =1, .
e = —1 | —— a —a')=—=@a—a"). 2.3.47
po=-i ("57) @ —a = Za-an (2347

Realizando as devidas substituicoes, encontramos

(@) = (oldla) = (i) (o] &~ + " Ja)

2mw

- (—) [l Ja) + (a]a™ |o)]. (2.3.48)
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Lembrando que (a~ |a))! = ({(a|at) = a* (af, temos

@ = (5)

(he)a = (ol ela) = —i (@)%wa—ﬂ@

N

(a+a) = (ﬁ) : Re(a)

mw

_ (@) "o = a*) = (2mhw) Img(a). (2.3.49)

Os resultados seguintes sao obtidos através de calculos semelhantes

(&%), = (%) [1+ (a+a")?]
(02), = (@) [1—(a—a")?]. (2.3.50)

Utilizando a definicio de norma expressa por (¥ |¥) = [(U |¥)dz = [ |¥(z)[*dx e
sabendo que operador Z é diagonal em sua prépria representacao, o elemento de matriz

(2’| & |z) somente nao é nulo para x = z’,[15] temos:
(2|2 ]x) = 2o (2" — x). (2.3.51)
E utilizando as equacoes anteriores escrevemos

(Ad), = [(#2), — (#)]* = ( h );

2mw
(Afa), = [(52), — (5.)2]F = (@)2 (2.3.52)
Portanto tem-se a relacao de incerteza
Az = Ap, = o = AzAp, = h (2.3.53)
V2 2

Observe que Az e Ap, nao sao dependentes do tempo, entao o pacote de onda retém
um pacote de onda minimo por todo o tempo, assim os estados coerentes correspondem
a um pacote de onda de dispersao minima. Vale salientar que os estados de minima
dispersao que nao satisfazem as condigoes Az e Ap, se chamam estados comprimidos.

Tal singularidade representada graficamente pela figura 2.2, em que (a) representa o
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{a) )
A L

Figura 2.2: Imagem da relagao de incerteza dos estados Coerentes [14].

circulo de incerteza para o estado usual do campo coerente e (b) representa a elipse
de incerteza para os estados comprimidos [14].

Nieto e Simmons [24] mostraram que as trés definigdes nem sempre levam aos
mesmos estados coerentes. Estas defini¢oes s6 produzem estados coerentes equivalentes

para o OHS.
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Capitulo 3

Estados Coerentes via Algebra de

Wigner-Heisenberg

3.1 Estados coerentes de Wigner-Heisenberg

Em 1990, Jayaraman-Rodrigues[25] mostraram a utilidade do método algébrico
de Wigner-Heisenberg (WH)[26, 27, 28, 29] para resolver problemas espectrais de po-
tenciais em conexoes com osciladores. Estes potenciais aparecem embutidos no setor
bosonico do Hamiltoniano de Wigner [30]. A esséncia desta técnica de operador estd
numa super-realizacao dos elementos da algebra WH, na qual os operadores escada
do espectro do Hamiltoniano de Wigner sao realizados em termos de coordenadas
bosonicas e fermionicas [30].

Neste capitulo, segundo[25], apresenta-se um formalismo para construgao dos os
estados coerentes para potenciais que permitem em conexao com osciladores.

Utilizando o sistema de unidades atomica (m = ¢ = h = w = 1), uma super-
realizacao da algebra WH ¢ alcancada com os operadores escada mutuamente adjuntos

definidos por:

i (£) = % {i%q:%zg _x} (e (). (3.1.1)
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O Hamiltoniano de Wigner [30] de espectro nao degenerado e dado por

1) - 3 @)@ @), - (s ()= im -

— [ H- (i_ ) U ) ] (3.1.2)

(5 —1) = 1 (5

cujo setor bosonico é o Hamiltoniano de um potencial harmonico mais uma barreira

centrifuga, a saber,

H. <§—1>:%{—dd—;+x2+%<g—1) g} (3.1.3)

Facilmente pode ser verificado que a partir da relagao de escada da dlgebra WH,

1(5) ()] =22*(5). o1

podemos derivar uma relacao de comutacao generalizada,

[éf (g) ot (g)}_ =1+ s, (3.1.5)

E das propriedades das matrizes de Pauli, ¥;(i = 1,2, 3), obtemos

C

[23,61* (g)L —0 = [23, H (5)], ~0. (3.1.6)

As equagoes (3.1.2) e (3.1.4) justamente com as equagoes derivadas (3.1.5) e (3.1.6),
constituem a algebra WH, o qual é também denominada de 4lgebra parabosonica com
um grau de liberdade.

De (3.1.5), vemos que a agao dos operadores escada sobre os autoestados de Wigner

tem o efeito de aumentar ou abaixar os quanta em uma unidade:

()0 () -4

Sabendo que ‘\Il(”) (§)> sao autofungoes do setor bosonico do Hamiltoniano de Wig-

pED (g)> (3.1.7)

ner(verificar 3.1.10). Usando (3.1.7) e a equagao de autovalor para o Hamiltoniano de

Wigner dada por (3.1.2), podemos facilmente calcular as constantes d-. De fato para
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o parametro constante, ¢ > 0, da algebra WH, obtemos:

ol = (v (5)]a (5)a (5) |7 (5)

- (e () - o o (9) o

De (3.1.8) obtém-se d,,

—am» € analogamente podemos obter as outras contantes d,,_,, , ;.

d+

F om € d 11 De modo que a equagdo (3.1.8), torna-se

() [V (5)) = VI eram[uen (5))
VAT (3))

@™ (5) [0 (5)) = Vam|wen Y ()

@ (5) WD (5)) = VIFe+2m|wem (5)). (3.1.9)

As equagoes que constituem a equagao (3.1.9) estao de pleno acordo com aquelas ob-
tidas por Sharma, Mehta e Sudarshan[31] (1978). Elas foram utilizadas para deduzir
os estados coerentes para-bose (ou Wigner). Note que a agdo dos operadores escada
(a*,a”) sobre a base {|\I/(”) (§)>}, produz a inversao do autoespaco associado aos
quanta pares ou impares, e vice-versa. Como esperarfamos, pois tais operadores sao
definidas sob multiplicagao de matriz de Pauli, ;. A seguir calcularemos os estados
coerentes para o setor bosonico do Hamiltoniano de Wigner, H_ (% — 1).

As autofuncoes e os autovalores de energia para H_ (% — 1) pertencem ao auto-

espago aos quanta pares:

H <§—1> ‘m&””( > E" (§—1> ’xp (——1>> (3.1.10)

)
Em (g - 1) -y (2) om = %(1 to) +om,  (m=0,1,2,..), (3.1.11)
3)

W 5 ) (i O G- i
[H (§—1> (2>]_:ﬂBi<g>. (3.1.13)

Sendo os operadores escada, Bt (%), mutualmente adjuntos e realizados por ope-

radores diferenciais de segunda ordem, obtidos a partir da relacao escada da algebra



17
W
5 (5) -4 (5) 4 (5) - (7 () 11
onde
i (75) = S{ep s -of = (47 (5) B.L15

Enquanto que um operador escada de Wigner aumenta ou diminui os quanta em uma

unidade, um operador escada do setor bosonico desloca os quanta em duas unidades:

e g (5 0) sz o (5 ) =i () s

De (3.1.9), obtemos os seguintes projetores:

V2m(e—1+ 2m)% (14 33) "Pn:2m_2 <g>>
— B <§> % (1+ ) ‘\11":2’” (§>> , (3.1.17)
V2(m 4 1)(2m + ¢+ 1)% (1+33) “I’n:m” <§)>
=5+ (%) %(1 5y [or=m (5)), (3.1.18)

Por conseguinte, a equagao (3.1.16), torna-se:

C

gl (— - 1>> (3.1.19)

B (5) o (5 1)~ o= o

B (%) ]@T (5-1)) = 2m+DEm+c+1)}?

gl <§ - 1)> . (3.1.20)

O termo de potencial no setor bosonico do Hamiltoniano de Wigner, é equivalente

a um oscilador harmonico na presenca de uma barreira centrifuga:

c x2 1 /c c
g ——1):— —(——1)—. 1.21
V(z 5 T2 \5 2 (3.1.21)

Os estados coerentes canonicos (ECC) de V_ (§ — 1) sdo definidos por:

;)

&5 —1)=¢

5 f,g— 1>, (3.1.22)
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onde o autovetor £ pode ser complexo, pois o operador quadratico, B~ (%), nao é

hermitiano. Fazendo uma expansao dos ECC, |¢ (g — 1)>, na base de autoestados do

auto espago do setor bosonico,

€,§—1> ziqm(\v(ﬁ") <§—1>> (3.1.23)

a equacao (3.1.22) torna-se:

5 (%)

&5 - 1) = Y 2m+ )@m o+ c 1))

w0
_ i 4m ‘qfﬁ’”) (g - 1>> (3.1.24)

Assim obtemos o seguinte conjunto de relacoes de recorréncias:

@ = : q
! 22tc—1) "
a2 = S a1 = < = & do
4(4+c—1) 2,/(3+¢) 24/2(3 +¢)(1 +¢)
_ § _ § _
a3 = 6<6+C_1)q2— 6(5+C)QQ

onde I' é a fungdo Gama ordinaria. De (3.1.25) em (3.1.23) e da condi¢do de norma-

lizacao,
c c
<£,§—1)£,§—1>—1 (3.1.26)

obtemos os ECC normalizadas, a saber,

£, g - 1> — {F(¢P))? mi;o {%} em ‘\If‘_’") (g _ 1)> (3.1.27)

onde a funcao F(x), é dada por,

B = I'(m+$I(c) .
F(z) = 20: 1t T (7] (|z]) (3.1.28)
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Agora, considerando o produto escalar entre dois ECC do setor bosonico do Hamilto-

niano de Wigner, obtemos:

1
2

(65-1e5-1)={FIeP .5 -DF(EP.5 -1} "Flee5 -1 (3129)

Isto nos assegura que dois ECC associados a autovalores diferentes sao nao ortogonais.
No entanto, podemos ainda expandir um autoestado arbitrario do espago de Hilbert em

uma base ECC, {

§ 5 — 1> } Subconjuntos desses estados sao completos, e o conjunto
total dos ECC nao é linearmente independente, de modo que as ECC sao super-

completos. Esta "supercompleteza”é evidenciada pelo seguinte operador identidade,
1 c c 9
- ,——1><,——1‘S e =1, 3.1.30
- o5 - 1) (65 - 1| seryaze (31.30)

onde,

_ L(2m +c)l'(5)

Tt g D (3.1.31)

S (1¢°)

P (9 — 1)> numa base constituida pelos ECC é

A expansao do autoestado arbitrario, 5

alcancada através do operador identidade, dado pela equagao (3.1.30), a saber:

2(5-1)) =1 [ st

&5 —1)d%. (3.1.32)

onde,

G(z) = f: o { 'F(m a0 }2 , (3.1.33)

¢ uma fungao analitica inteira em z.
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Capitulo 4

Espectro do Sistema de Celka e
Hussin via algebra de WH

Celka e Hussin[32] adequaram o formalismo usual da Mecanica Quantica super-
simétrica unidimensional (SUSI-1D) para sistemas tridimensionais(SUSI-3D). Na sua
construgao, introduziram o hamiltoniano Hepy associado ao superpotencial W (r), en-
volvendo termos de potenciais mistos (spin-érbita e centrifugo). Este sistema havia
sido discutido anteriormente por por Ui [33], Ui e Takedda[34] e Balantekin[35] (ver
também Beckers et al.[36, 37]). No entanto, os niveis de energia como dados por Celka
e Hussin seguindo o desenvolvimento de Wybourne [38] (ver tambeém Lanik [39]) nédo
sao completos, como serd mostrado aqui.

Nesses capitulo, utilizado a andlise fundamentada na conexao da algebra WH com
o hamiltoniano H¢py, deduzimos o espectro completo e as autofungoes de energia para
esse oscilador. Especificamente demonstraremos, com a ajuda de uma transformagao
unitaria sobre Hopy, como a supersimetria do hamiltoniano transformada, Hog, pode
ser efetuada em termos de operadores de carga que tém uma intima conexao com os
operadores escada da adlgebra WH. Demonstraremos o desenvolvimento de grande utili-
dade de conexao mencionada acima de (ﬁ[ gc) com um hamiltoniano de Wigner para a
resolucao espectral de Hopy. Determinaremos, de modo mais facil e sem ambiguidade,

o espectro completo e as autofuncgoes de energia: primeiro, para o hamiltoniano de
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Wigner e, por conseguinte, Hqop original, via a transformacgao unitaria inversa citada

acima.

4.1 Hamiltoniano de Wigner 3D com o Hamiltoni-

ano de Celka-Hussin

O hamiltoniano Hgop original é definido supersimetricamente em termos de opera-

dores de carga Q. envolvendo o superpotencial W (r) como segue:

W(r) = wr+ é, (A — real e arbitrario),

,
- 1 - -
Qr = —Z(P:F@VW) Yio
1 ~ A
== _Z _)'P_ r ,— r
5 +(d iwro @ra)
— iY.aT,

Sendo j:Zi = 21 + ZEQ

onde

Hie (6-L+\w) =
1 o 1 1
+ e =+ )+ + S @EF L+ NG L+ A+1
2 roor r2
- 3
+ w(& L+§—|—)\

(4.1.1)

(4.1.2)

(4.1.3)

(4.1.4)

(4.1.5)

(4.1.6)

(4.1.7)

(4.1.8)

(4.1.9)
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Hye (G-L—Xw)=
1 o 1 P R
o =+- L— L—X+1
- 2{ <8T—|—T)—|—7’w +T2(a N (o A+ )}
— w(@ E+;—)\) (4.1.10)

E 1til ressaltar que, 0 = (01,0,,05) e > . (i=1,2,3) sao dois conjuntos mutua-
mente comutantes de matrizes de Pauli, representando, respectivamente, os graus de
liberdade de spin —% e das coordenadas fermionicos da teoria. Agora, observamos que,

em virtude de

(0, G- L+1]. =0 (4.1.11)
a transformacao unitaria
1 0
U= (4.1.12)
0 o,
sobre Hye de (4.1.7) nos da
" Hije 0
Heg — UHegU™' = Hey = ne- (4.1.13)
0 Hye
Hi (G L+ \; 0
_ nol® w) } . (41.14)
0 Hjo(@ L+ XA+ Liw) — 2w
; F-L+A+3 0
— HwG Lirx+D+w| ’ 2 . (4.1.15)
0 G-L+X+3

onde o hamiltoniano de Wigner, Hy,, é definido por uma soma direta, com A = || > 0,
dada por

Hy(+)(& - L+ )

- 0
Hy (@ L+14|))= - (4.1.16)
0 Hy (- L+ A\ +1)

onde
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Hwy (3-L+ A +1)

1 o 1\* L, 1, = L s
= - o) AWt (0 LA A+ D@ L+ A +2) p (4.1.18)

2 or ' r
Note que é suficiente considerar somente A positivo, isto é, A = |A] > 0 como
temos assumido em (4.1.16). Para o caso de A = — |\|, o tratamento segue-se de modo

analogo a partir da conexao unitaria

o, Hy (- L+ 1+ [\)o,
B (Hw+(5-ﬁ—\A]+1) 0 )
N 0 Hy (6 L — |A])
- < Hy (3 L —|A)o, 0 ) -
0 Hy.(3-L—|A+1)
+ S Hw (G- L—|\+1)%, (4.1.19)

As super-realizagoes dos operadores escada mutuamente adjuntos, at+ , para o

hamiltoniano de Wigner Hy (¢ - L — |A| 4+ 1) de (4.1.16) e (4.1.17) sio dadas por:

41 0o 1 1 L o7 N
— e (L D) FommG LN+ 1) - Swr b = @F)T (4.1.2
a 2 o + 5 F e 3(0 Al +1) wr (@™)" ( 0)

os quais satisfazem todas as relacoes algébricas da dlgebra WH:

Hy = %[a-,am (4.1.21)

- a+a—+§{1+2(5-5+1+|x|>23} (4.1.22)
- &‘d*—%{1+2(6-E+1+|/\|)23}, (4.1.23)
[Hy,aT]. = FwaT, (4.1.24)

[a7,a"]. = w1427 L+1+|\)%, (4.1.25)
[33,a%], = 0—[Ss Hw] =0 (4.1.26)
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Note que o operador (7- L+ 1+ |A|) comuta com todos os elementos fundamentais,
a* e Hy, da dlgebra WH e por isso serd substituido por seus autovalores (I + 1+ |\|)
e (=l — 14 |}]), quando o atuamos nos respectivos auto-espagos de suas auto-fungoes
y+(0,¢) e y_(0,p). Tais autofuncoes sao as mesmas (Harmonicos esféricos com spin)
definidas por Jayaraman e Rodrigues [25], com sendo o niimero quantico de momento

angular orbital. Utilizando a equagao 4.1.25, obtemos

Yy Y5 ., 7
7[@ at]o = w{7+a-L+1+|A|}
7-L+3+]|\ 0
_ oo TR . (4.1.27)
0 7 L+5+]A

Como esta relacao substituida em (4.1.15), juntamente como (4.1.21) e (4.1.25) obte-

mos, para Hep, a seguinte expressio (Note que A = |\| > 0):

. - )y
Hey = UHegU'=Hy(3-L+1+ \)\|)+73[&*,&+], (4.1.28)
1. N
= Lt + 220 (41.20)
1 1 "
+
= [Q-, Q4]+, (4.1.31)

em que os operadores de carga mutualmente adjuntos adquirem novas expressoes nesta

representacao transformada.

O = -(1+%)a, Q=0 ) ==1-%a" (4.1.32)

[\')IH

!
2
O contetdo das equagoes (4.1.28) e (4.1.32) completa a nossa afirmagao sobre a
conexao entre o hamiltoniano supersimétrico de Celka-Hussin, Hopy, € o hamiltoniano
de Wigner associado.
Celka e Hussin [32] obtiveram os seguintes niveis de energia para HZp e Hopy de

(4.1.8), que emergem adotando-se o desenvolvimento de Wybourne [38], Lanik [39]:

(Bn™) s = 2w(m+j + A+ 1), (4.1.33)
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onde (m=0,1,2,...;5 = 3,2,..);

(Bon™)orgeqin 1 = 20(m+7+2+1), (4.1.34)

onde (m=0,1,2,..;5 = 3,2,..);
(Bén™)igaim -1 = 20(m + 1), (4.1.35)

onde (m=0,1,2,...;5 = %, %, )
(Bon™) ymy = 20m, (4.1.36)

onde (m=0,1,2,..;j =

Mostraremos na proxima secao, que o espectro de energia acima de Hgopy dado
Celka e Hussin [32] nao estd completo. Determinamos, de modo explicito, o espectro
de energia completo deste hamiltoniano, baseado em sua conexao com o hamiltoniano

de Wigner via equagoes (4.1.14),(4.1.27) e (4.1.28).

4.2 O espectro de Energia Completo de Hqoy a par-

tir da conexao com o Hamiltoniano-Wigner

A resolugao do espectro de Hy, equagao (4.1.16) , é realizada seguindo os pas-
sos de Jayaraman e Rodrigues para o caso do oscilador isotrépico 3D [25], com a
simples substituicdo de & - L 4+ 1 + |A| por £(I 4 1) + |A|, nos auto-espacos (6, ¢)
deste operador, juntamente com o requerimento de normalizabilidade para determi-

narmos a funcao de onda do estado fundamental e a subsequente construcao das

funcées de onda dos estados excitados [¥(")] Licisns Y
A 2

I 1y=(141)~ 1 pela agao do ope-

rador escada dado em (4.1.24) e, assim, obtendo o espectro de energia completo,

[EW]l(ZiH%; [EW]I(Tl);j: (1+1)-L° As fungoes de onda desses estados excitados pertencem

ao caso(i) (caso(ii)), abaixo com y.(0,¢)(y—_(0,¢)) na parte angular-spin. Como a
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analise deste problema de autovalor é semelhante aquela de exposicao detalhada apre-

sentada por Jayaraman e Rodrigues 1990 [25] para o caso do oscilador isotrépico 3D,

daremos aqui apenas os resultados finais:

Caso(i)

onde foi utilizada a associacao

G-L4+1+[N—=1+1+\

n A w 1
[wWOna (9’ @)]l;j:l—i-% X TH_ exp <—§’l”2> ( 0 > y+(9, 90)7

para Y3-paridade par,

3 .
(Bw)y_yys =@+ +5) =w(+ M +1),

(Bw)™ 1 = (Bw)pypps +nw =w(j + A +1+n),
AR

(Bw)®™ = w(j+ A+ 1 4 2m),

(Ew)PmtN = w(i+ A + 2+ 2m),
) 2

(4.2.37)

(4.2.38)

(4.2.39)

(4.2.40)

(4.2.41)

(4.2.42)

(4.2.43)
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para n = 2m , Ys-paridade par,

WW(ﬂﬁ,@)]Zj:H% X (a+)”[¢w]§?j):l+%

1 3 1
o AL oy (_5(”2) L%HAH?)(TQ)?JJF ( ) ,(4.2.45)
0

para n=2m, Y3-paridade fmpar.

Caso(ii)
Ry _(r)
Ww (0, O e = | y—(8, ), 4.2.46
w )]l+1,j_(l+1)+2 RS_ (T) ( ) ( )
G-L+1+ A= —(+1)+X (4.2.47)
Subcaso(ii,1)
.3
A Zi+2=j+3 (4.2.48)
. A2 exp(—2r?)
Ww (7,9, )] 1y -1 X < ) 2 y_(0,¢), (4.2.49)

para paridade Y3-paridade par,

(Ew)© — WM~ =2+ 2) = w(A - ), (4.2.50)

I4+135=(1+1)—% 2

(EW)EZ)I;F(HI)_% =w(\ = J) + nw, (4.2.51)

onde (n=0,1,2,---j =13 ---);
(Ew)mz(m)_% = w{(|A| — j) +2m}, (4.2.52)

onde (m:0,1,2,'--j: %,%,'--);
(By) ™Y = W{(|\| = §) +2m + 1}, (4.2.53)

I+1;5=(+1)—%
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[ (8, @)1y, o (@) w6, 900

. . 1
o A2 exp (—éwr2> LSLM : 3)(7”2)1/—(97 ©) < )
0

onde (m=0,1,2,---j = 3,

para n = 2m, Y3-paridade par,

[ (0 gy < @) [ (0, @)

1 1} 0
o AT exp (—Ewr2> LTLM : 2)(7’2)y,(9, ©) ( )
1

para n = 2m + 1, X3-paridade impar.

Subcaso (ii,2):|A\| <l =j — %

Wy (r,9, 0)]} ( ! ) (¥, )
wAn Y lig=aen-1 | s o y- (9, ),
+Li=(+1)—5 o lexp(_grQ)

para Ys-paridade impar,
(Bw), (4 SN ) =wl - M)
Witti=(+1)-1 = 5 =wl )
onde (j = %,%,-.-);
(n) s
(EW>Z+1;j=(l+1)7% o w<j - |>\| +1+ n)?
onde (n=0,1,2,---j=1,2...);
(2m) . .
(EW>l+l;j=(l+1)—% =w(j = [Al+1+2m),
Onde (m:0’1727"-j: %’%7...);
(EW)(2m+1) Zw(j— |/\| +2+2m),

I+1;5=(1+1)— 3%

onde (m:0,1,2,---j:%,%,...)

n ~\T 0
[¢W (T, ‘97 gp)]l+1;j:([+1)7% & (CL+) [¢W (Tu 97 90)]1(_5_)1;3‘:([_5_1)_%

1 ZIA[+3 1
P exp (_§MT2) L7(711 I/\|+2)(7,2)y_ ( )
0

28

(4.2.54)

(4.2.55)

(4.2.56)

(4.2.57)

(4.2.58)

(4.2.59)

(4.2.60)

(4.2.61)
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para n = 2m+1, X3-paridade par,

n — 1 I— A+ 1
[@ZJW(T,Q,QO)]Z(JF)IU.:(ZH)_% o ' M exp <—§wr2> Lgn o 2)(r2)y_ ( . ) (4.2.62)

para n = 2m, Y3-paridade impar.

Agora, utilizando as equacdes (4.1.14),(4.1.15) e (4.1.27) que conectam Hep e Hyy,
¢ obviamente visto que as autofuncgoes dos estados excitados de Hey sdo idénticas
aquelas de Hyy, por causa das comutatividades mituas de S, (¢ - L+ 1) e H. Entao,
substituindo na equagao (4.1.15) [considerada juntamente com (4.1.27)] o espectro de
energia [Eyw|" para Hy com as substituigoes, (7 - L+ 1) — [+ 1, correspondentes aos
casos apropriados caso(i) e os subcasos(ii.1,2), discutidos acima com a devida atengao
para as paridades - X3 das fungoes de onda de Wigner dos estados fundamentais, e as
correspondeéncias corretas dos n-ésimos estados excitados dos setores de hamiltonianos
e H cp com os quanta pares e impares dos estados excitados de Hyy, obtemos de modo

direto os espectros de EECH e EE y como dados por:

Caso (i):

=~ n=2m Z3 > 7
[Eéyl = (EW)I(;J':H; +tw {7 +0 L+ 1+ N ¢ lariasiiis

1
= w(j+|)\|+1+2m)—i—w<§—i—l+1+|/\|)

= 2w({+1+[A+m), (4.2.63)
onde (m=0,1,2---;j=13,3,---),
Bon™, = B2 vl Z s iyl
CHlpj=1+1 Wkj=1+1 9 G L+1—1+1,55——1

1
= w(j+yAy+2m+1)+w(—§+z+1+m)

= 2w(+1+|A[+m), (4.2.64)
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Subcaso (ii.1):|A| > 1+ 2

B q0m) _ (n=2m) 23, -7
[ECH]ZH;J‘:(HU—% N (EW)ZH;J‘:(ZH)—% T { 2 Fo- Ll |)\|}5.E+1—>—(Z+1) S3—1

1
= w(|A|—j+2m)+w<§—l—1+\>\|>

= 2w (A —j+m), (4.2.65)

onde (m=0,1,2,---),

23

— 1(m) _ n=2m-+1 —3 > 7
[ECH]ZH;J':UH)*% a (EW)ZH;J':(HI)*% T { 2 FE- L)+ ‘)\’}E-EJrlﬁ(lJrl) Sa——1

1
= w(|/\|—j+2m+1)+w(—§—I—Z—1—|—|)\|)

= 2w (A —j+m) (4.2.66)

onde (m=0,1,2,---),

Subcaso (ii.2):|A <l =j — %

t+ 1(m) o (n=2m+1) E3 - 7
el s = (Bw)520 L b {7 @ Lt |)\|}

& L4+1——(14+1),53—1
1
= w@—|A+2+2m)+w (—ﬁ—l—l— W)

= 2w(m+1), (4.2.67)

onde (m=0,1,2,---),

p— 1(m) _ (n=2m) ~3 > 7
[ECH]ZH;J':UH)*% - (EW)ZH;J':(ZH)*% e { 2 @ L) ‘)\’}E-EJrla(lJrl) S3—1

1
= w(j—|/\|+2m)—|—w<—§—l—1—|/\|)

= 2wm, (4.2.68)

onde (m=10,1,2,---),

E ébvio que o espectro de autovalores do hamiltoniano original Hqogy, equacao
(4.1.7), é 0o mesmo de Heyy, pois esses dois hamiltonianos estio relacionados pela trans-
formacao unitaria U, equagoes (4.1.12-4.1.15). Entretanto, o operador o, envolvido em

U afeta as partes angulares y. (6, ¢), convertendo-as em y= (6, ¢) (ver equacoes) 4.1.14
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e 4.1.15, obtemos as igualdades (suprimindo os argumentos):

Hiy = Hby, on = o Hgpo, (4.2.69)

Portanto as autofungoes de Hj; sdo as mesmas de H J7s @S quals, por sua vez, sao
as mesmas do setor bosonico de Hy (como ja foram justificadas na discussao abaixo
da equacao (4.2.45) e sao, assim, dadas pelas equagoes (4.2.59) e (4.2.60) pertencente

ao caso (i), equagao (4.2.55) pertencente ao subcaso (ii.1) e a equagao (4.2.61) per-

1
tencente ao subcaso (ii.2) sem colocar a parte espinorial ferrmomca,( . No caso

de Hgy, suas autofungoes, devido a relacdo (4.2.69),sd0 dadas por aquelas de Hen

ou igual por aqueles do setor fernionico do Hy, com diferenca de que y4 das mesmas

1
tofungdes: a saber, pela equagao (4.2.45) com y; — y_ para o caso (i) e pela equagao

serao substituidas por y+ e omitindo-se a parte espinorial fermionica ( 0 ) dessas au-
(4.2.55)(4.2.62) com y_ — y., para o subcaso (ii.1)(ii.2).

Sobretudo, as mudancas de y+ — w4, na construcao das autofuncoes de Hg,
partindo das mesmas de ﬁaH, nos levam as mudangas correspondentes nas qua-
lificagdes dos subscritos em [Eg,]™ extraidas dos respectivos niveis [Eg,]™ de
(4.2.64),(4.2.65) e (4.2.66), enquanto [E,,]™ mantém os mesmos subscritos de [ EZ,,](™
de (4.2.63),(4.2.65) e (4.2.67). Com essas observagoes, os espectros de energia comple-
tos Bl e Egy , dos hamiltonianos dos respectivos setores, HYy e Hpy, de Hop de

(4.1.7) sao determinadas por.
Caso(i):
Eéuliy = 20(m+j+IM+1), (4.2.70)

onde (m:0,1,2,...;j:%7%’...);

[Bgall™ = 2w(|j]+j+m+1), (4.2.71)

e
.
i
1L
+
=
z
|
[SIE

onde (m=0,1,2,..;5=1%,3,---).

Caso(ii):
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Subcaso(ii.2) [A| <l=j—1
(BEaly = 2w(m + 1), (4.2.72)

I4+1;5=(1+1)—1

onde (m=0,1,2,...);

Bonll) = 20m,  (m=0,1,2,..) (4.2.73)

Subcaso(ii.1):|\| <142 =7+ %
Eéali ey = 200N =5 +m), (4.2.74)
(BT, = 2w(lj] = 15| + m), (4.2.75)

Lj=l+3

onde (m=0,1,2,...);

Comparando o espectro de energia dado pelas equagoes (4.2.70-4.2.75) para Hey,
onde A = |A| > 0, com aquele determinado por Celka e Hussin e dado pelas equagoes
(4.1.33-4.1.36), é claro que a parte do espectro de energia pertencente ao subcaso (ii-1)
acima, dado pelas equagoes (4.2.74) e (4.2.75) nao estd contido nas equagoes (4.1.33-
4.1.36). Isto completa a prova da afirmagao feita por nés sobre o aspecto incompleto
do espectro de energia do modelo hamiltoniano supersimétrico investigado por Hepy
dado por Celka e Hussin [32].

Do espectro, completo (4.2.70-4.2.75), do modelo Hamiltoniano SUSI 3D, Hep de
(4.1.7), determinado por nés, juntamente comos estudos dos aspectos SUSI quebrada
e nao-quebrada, é facil concluir que somente para o subcaso (ii.2) existem solugdes
singletas de energia nula para o estado fundamental. A energia dupleta positiva,
associadas aos estados de momento angular j na combinacgao j = l—l—% do hamiltoniano
do setor fermionico e, portanto, a SUSI do modelo hamiltoniano Hey em 3D, nao é
quebrada para esses estados pertencentes ao subcaso (ii.2). Em contraste, a SUSI deste
modelo estd quebrada nos demais casos, caso(i) subcaso (ii-1), os quais ndo contém

solugoes singletas de energia zero associadas aos estados fundamentais com j fixo.
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Note que para o caso especial |[A| = 0, o subcaso (ii.1) nao existe devido ao fato
de que a condicao 0 > [ + 2 nao pode ser satisfeita para qualquer [ = 0,1,2.... Para
este caso, o espectro de energia é dado pelas equagoes (4.2.70-4.2.73) colocando-se
|IA] = 0 e estd de acordo com os resultados obtidos por Ui e Takeda [34], Ui [33]
e também por Balantekin [35], os quais consideram somente o modelo hamiltoniano
SUSI do oscilador harmonico e isotrépico em 3D. Para o caso |A| = 1, o subcaso (ii-1)
também nao existe pela mesma razao anterior, isto é, a condigao % > [ 4+ 2 nao pode
ser satisfeita para qualquer [ = 0,1, 2, --- Nesse caso, obviamente, nosso espectro dado
pelas equagoes (4.2.70-4.2.73), corresponde ao segundo modelo hamiltoniano SUSI 3D
do Balantekin [35], porém este autor considerou somente o espectro pertencente ao
caso (i), equagdes (4.2.61-4.2.62), nos seus estudos deste modelo. [Note-se também
que o Balantekin [35] considerou o caso [A| = 1. Mas, a correspondéncia dessas
duas discussoes é facilmente estabelecida via a transformagao unitéria (4.1.12-4.1.15),

conectando as duas descrigoes com sinais opostos de A.]
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Capitulo 5

Estados Coerentes Canonico para o

oscilador SUSY de Celka-Hussin

Neste capitulo utilizaremos a algebra de Wigner-Heisenberg em conexao com o
oscilador de Celka- Hussin para construirmos os estados coerentes para o oscilador
SUSY de Celka-Hussin.

Sabendo que autofungdes do operador matricial (& - L+1+ |A|) sdo os harmonicos
esféricos de spin. Pode-se mostrar que (- L+ 14 |A|) comuta com todos os elementos
da algebra WH 3D, associada ao oscilador generalizado de Celka-Hussin. Entao, seus
autovalores vao rotular as representacoes irredutiveis que varrem os auto-espacos de
H(&-L+1+)|), para um valor fixo do momento angular total, j = l+3=(>1+1)—1.

Os autovetores da particula de Wigner no auto-espacgo apropriado, com a associagao
G- L+14+A)  —=  ((+1+A), (5.0.1)

formam um conjunto completo associado aos quanta pares ou impares, satisfazendo a

seguinte equagao de autovalor:

H@G-L+1+4|))

1
g )\ij> = E"(1+1)

1
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Neste auto-espaco da dlgebra WH, obtemos as seguintes realizagoes para o operador

de aniquilagao dos quanta do super-oscilador de Wigner:
- 1

= 2m+j+1+\}?

(2m)l%; )\jmj> , (5.0.3)

- 1 1
a (0-L+1+|A|) ‘(Qm)la )\,jmj> = {2m}*

1
(2m — 1)15; )\jmj> , (5.0.4)
A projecao do comutador
. . 2
[H(& L1+, {ai(é’ L1+ |>\|)} ] = +24*, (5.0.5)

no auto-espaco associado aos quanta pares, nos da os operadores escada esféricos do

oscilador generalizado isotrépico 3D de spin 3 , BX(G- L+1+1)|), o qual torna-se
Bf(@-L+1+]|)\) = AT(@@ L+
= %{(62 ) —27“%%-7“2
% 7 D)@ L+1+A) -3}, (5.0.6)

onde

A [5@ L1+ ) :%{i (§+%> $%(5-E+1+|>\])—r}. (5.0.7)

. A - N - T
B 6bvio que B~ (G- L+ 1+ |A[) = {B+<5 L+1+ |)\\)} .

A partir destas equacoes vemos que os operadores quadraticos, Bi(c? L+1+ A,
mutualmente adjuntos sao os operadores escada do oscilador harmonico isotrépico 3D,

pois eles satisfazem a seguinte relagao de comutacao:
[ﬁ_(a L+1+\).B5G L+1+ |>\|)] —42B*F - L+1+)).  (5.08)

Logo, quando estes operadores atuarem no auto-espago gerado pelos quanta pares,

obtemos:
A 5 — 1 .
B~ (0-L+1+])\])’ml§;)\,]mj> =

— 2{m(m+j+|\)}?)

1
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A - 1
Bt (¢-L+1+|\) ’mla;)\,jmj> =

N

= 2{(m+1)(m+j+1+]\)}

1
(m+ 1)l§; )\,jmj> . (5.0.10)

Propriedades semelhantes se verificam também no auto-espago pertencente aos quanta
impares.

Os auto-estados esféricos do operador de aniquilacao, B‘(& L+1+ |A|), estao
associados ao autovalor complexo, 7. Eles sao exatamente os ECC do oscilador ge-
neralizado harmonico isotréopico 3D de spin % Em plena analogia com a abordagem
do oscilador harmonico, obtemos o ECC normalizados como uma expansao na base

ortonormal, {‘ml%; )\,jmj>}7 ou seja, a partir da equacao de autovalor
B (G- L+1+\)|rj) =77 (5.0.11)

obtemos

|7, 5) = {%mﬂ)}_é > - ()"

mlD(m+j+1+|\])z

1

onde I; sao as fungoes de Bessel modificadas. A propriedade de nao ortogonalidade

¢é evidenciada abaixo pelo o produto escalar entre dois ECC associados a autovalores

distintos,

1.1 7.3y = L9 (18D g (ITD} 2 g [(17*81)? ] (5.0.13)
onde

S DTG+ 1+ ARG + 1+ s D), (50.14)

onde o F} sao as funcoes hipergeométricas confluentes. Estes estados coerentes canonicos
esféricos sao ”supercompletos”. E vale a pena salientar que este prefixo de super nao
tem nada haver com os estados supercoerentes investigados por Jayaraman e Rodri-
gues [40], empregado nesta segao, se refere ao fato de que podemos expandir quaisquer
estados em termos de uma base de qualquer estado, inclusive de uma base constituida

deles mesmos.



37

Capitulo 6

Conclusao

Neste trabalho, utilizamos a algebra de WH para determinamos os estados coe-
rentes para o Hyy, posteriormente resolvemos completamente as autofungoes e os au-
tovalores de energia do modelo hamiltoniano supersimétrico (SUSI) 3D, baseando-se
na sua conexao com o sistema de Wigner associado. Ressaltamos a grande utilidade
da algebra WH como uma técnica de operador para resolugao espectral. A grande
vantagem desta técnica algébrica desenvolvida aqui, em que definimos os operadores
escada apropriados para o sistema em consideragao, ¢ que a expressao para a energia
do sistema é dada sem ambiguidade e nao envolve raiz quadrada em nenhum estagio.
Em contraste, a expressio E™ = 2m+1+ /(1 + %)2 +2m, (m=0,1,2,3,...) usada
por Celka e Hussin [32], para os autovalores da energia de um sistema de oscilador ra-
dial em 3D, sujeito ao potencial nao harmonico, 5, a > 0, seguindo o desenvolvimento
de Wybourne [38] (ver também Lanik [39]), envolve uma raiz quadrada; precisamente,
é no tratamento do caso (ii), (capitulo 4) que os autores Celka e Hussin tém errado,
pois para esse caso eles nao consideraram devidamente as duas possibilidades de sinais
suportados pelas auto-solucoes de energia correspondentes que satisfazem as condi¢oes
de admissibilidade. E, por isto, chegaram somente a uma parte pertencente ao sub-
caso(ii.2), do espectro omitindo totalmente a outra parte pertencente ao subcaso (ii.1),

do espectro.
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Com a obtencao completa do espectro de Hey, nossa discussao sobre os aspectos
da quebra de SUSI deste modelo 3D também fica completa. Da nossa analise, elu-
cidamos a supersimetria deste modelo em termos de novos operadores de carga que
tem o mesmo tipo de conexao intima com os novos operadores escada da algebra WH,
discutido no capitulo 3 para os osciladores Hy,. Assim temos desenvolvido um pro-
cedimento uniforme estabelecendo a conexao da algebra SUSI e da algebra WH para
sistemas de osciladores. Acreditamos que uma analise tao detalhada e uniforme como
foi feita por nds estabelecendo tal conexao ainda nao foi abordada na literatura.

Para finalizar, no capitulo 5, calculamos sem grandes dificuldades os estados coe-

rentes para o Hgoy, utilizando a conexao da édlgebra de WH com a Oscilador 3D de

Celka-Hussin.



39

Bibliografia

1]

2]

[10]

[11]

Glauber R. G., Coherent and incoherent states of the radiation, Phys. Rev., 1963,

V. 131, N 6, 2766-2788.

Luiz Davidovich, Introducao a Eletronica Quantica, II Escola de Verao Jorge
André Swieca, secao de Optica Quantica e Optica Nao-Linear, realizada em Sao

Carlos-SP, 1990.

Schrodinger E., Die gegenwértige Situation in der Quantenmechanik, Naturwiss-
neschaften, 1935, V.23, 807-812, 823-828, 844-949; repritend in English in Quan-
tum Theory and Measurement, Editors J.A. Wheeler and W.H. Zurek, Princeton,

1983.

J. R. Klauder, Ann. Phys. 11, 123, 1960.

Glauber, R. J., 1963a, Phys. Rev. Lett. 10, 277.

Glauber, R. J., 1963b, Phys. Rev. 130, 2529.

Sudarshan, E. C. G., 1963, Phys. Rev. Lett. 10, 277.

Klauder, J. R., 1963, J. Math. Phys. 4, 1055 (Part I); 1058 (Part II).

Perelomov A.M., Coherent states for arbitrary Lie groups, Commun. Math. Phys.,

1972, V.26, 222-236.
Gilmore, R., 1972, Ann. Phys. (NY) 74, 391.

Gilmore, R., 1974a, Rev. Mev. de Fisica 23, 142.



[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[24]

[25]

40

Gilmore, R., 1974b, Lie Groups, Lie Algebras and Some of Their Applications

(Wiley, New York).
Gilmore, R., 1974c, J. Math. Phys. 15, 2090.

Zhang, W.M., Feng, D.H., Gilmore, R.: Coherent states, theory and some appli-

cations. Rev. Mod. Phys. 62, 867 —927, 1990.
W. W. Filho, Mecanica Quantica. UFG, Goiais 2008.

R. L. Liboff, Introductory Quantum Mechanics, Addison Wesley, 2nd edition,

1992.

L. D. Landau and E. M. Lifshits; Quantum Mechanics: Non-relativistic Theory
(3rd ed.). London: Pergamon, 1977. ISBN 0-08-020940-8 Vol. 3 of the Course of

Theoretical Physics.

W. H. Louisell. Quantum Statistical Properties of radiation. John Wiley. New

York, 1973.

J. R. Klauder, B. S. Skagerstam Coherent States Applications in Physics and

Mathematical Physics, World Scientific, Singapore, 1985.

P. M. Matheus e K. Venkatesan, A Text Book of Quantum Mechanics, Tata

McGraw. Hill, New Delhi 1987.
I. Infeld e T. E. Hell, Rev. Mod. Phys., 23, 21, (1950) .
S. Gasiorowicz, Quantum Physics, John Wiley & Sons, New York (1974).

M. J. R. Pinheiro, Mecanica Quantica: Desenvolvimento Contemporaneo com

Aplicagoes, LTC, 2011.
M. M. Nieto and L. M. Simmons, Jr. , Phys. Rev. D20, 1332, (1979).

J. Jayamaran and R. de Lima Rodrigues, J. Phis. A: Math. Gen. 23, 3123 (1990).



[26]
[27]
[28]
[29]
[30]

[31]

[38]
[39]

[40]

41

H.S. Green, Phys. Rev.90, 270 (1953);

A.J. Macfarlane J. Math. Phys. 35, 1054 (1994).

L. O'Raifeartaigh and C. Ryan, Proc. R. Irish Acad. A62, 93 (1963).
D.G. Boulware and S. Deser, Il Nuovo Cimento 230XXX 230 (1963).
E. P., Phis. Rev. 77, 711 (1950).

J. K. Sharma, C. L. Mehta, and E. C. G. Sudarshan, J. Math. Phys. 19, 2089
(1978); N. Mukunda, E. C. G. Sudarshan, J. K. Sharma and C. L. Mehta,J. Math.
Phys. 21, 2386 (1980); J. K. Sharma, C. L. Mehta, N. Mukunda and E. C. G.

Sudarshan, ibid. 22, 78 (1981).

P. Celka and Hussin, Mod. Phys. Lett. A2, 391 (1987).

H. Ui, Prog. Theor. Phys. 72, 813 (1984).

H. Ui and G. Takeda, Prog. Theor. Phys. 72, 266 (1984).

A. B. Balantekin, Ann. Phys, (N. Y.) 164, 277 (1985).

J. Beckers, D. Dehin and V Hussin, J. Phys. A: Math. Gen. 20, 1137 (1987).

J, Beckers, and N. Debergh, ”On a parastatiscal hydrogen atom and is supersy-

metric propertien”, Liege preprint 1992.
B. G. Wybourne, Classical Groups for Phisicists (John Wiley, 1974).
Lanik, J Nucl. Phys. B5, 523 (1968).

R. de Lima Rodrigues, A. N. Vaidya e J. Jayaraman, quatro trabalhos, no formato
de mini-artigo, sobre os Estados Coerentes via as dlgebras de Wigner-Heisenberg

e supersimetria em mecanica quantica publicados em formato de mini-artigo



42

nos proceedings do XII Encontro Nacional de Fisica de Particulas e Campos,

Caxambu-MG, setembro de 1991.



