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RESUMO

Este trabalho caracteriza-se como uma pesquisa bibliogréfica de cardter exploratério, onde
apresentamos a evolucdo do célculo de dreas de figuras planas desde o ensino fundamental
até o ensino superior. O problema de calcular areas € de interesse da humanidade desde a
antiguidade quando se procurava medir e demarcar terras até os dias atuais em diversas dreas
como na Engenharia Civil, Arquitetura e Urbanismo, por exemplo, e foi isso 0 que motivou nosso
estudo. No ensino fundamental e médio ja se tem nog¢ao da determinacao da area de algumas
figuras planas e para tal, usam-se féormulas matemadticas. No entanto, quando se trata de figura
com contornos curvos, como a delimitada por func¢des, ndo existe uma féormula pré-definida e
necessita-se de ferramentas matemaéticas mais sofisticadas como o Teorema Fundamental do
Calculo, o Teorema de Fubinni ou Teorema de Green. O texto, no qual apresentamos nossa
pesquisa, se inicia com um breve histérico sobre a geometria e o cdlculo integral, em seguida
usamos a geometria plana para explanar, com certo rigor matematico, a demonstracdo de algumas
férmulas vistas no ensino bdsico. E por meio do célculo integral e suas ferramentas tratamos de
areas de figuras com contornos curvos, as quais sdo estudadas no ensino superior. A presente
pesquisa nos possibilitou observar que ha diversos estudos voltados para o calculo de areas, no
entanto nao € muito comum trazer essa abordagem desde o ensino basico ao superior.

Palavras-chave: Area. Integral. Teorema de Green.



ABSTRACT

This work is characterized as an exploratory bibliographical research, where we present the
evolution of the calculation of areas of flat figures from elementary school to higher education.
The problem of calculating areas has been of interest to mankind since antiquity when it was
sought to measure and demarcate lands up to the present day in several areas such as Civil
Engineering, Architecture and Urbanism, for example, and this was what motivated our study. In
primary and secondary education, one already has the notion of determining the area of some
flat figures and for this, mathematical formulas are used. However, when it comes to a figure
with curved contours, such as the one delimited by functions, there is no predefined formula and
more sophisticated mathematical tools are needed such as the Fundamental Theorem of Calculus,
Fubinni’s Theorem or Green’s Theorem. The text, in which we present our research, begins with
a brief history about geometry and integral calculus, then we use flat geometry to explain, with
some mathematical rigor, the demonstration of some formulas seen in elementary education.
And through integral calculus and its tools we deal with areas of figures with curved contours,
which are studied in higher education. The present research allowed us to observe that there are
several studies focused on the calculation of areas, however it is not very common to bring this
approach from basic to higher education.

Keywords: Area. Integral. Green’s Theorem.
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INTRODUCAO

O célculo de areas € muito utilizado por topdgrafos, gedlogos e arquitetos para fazer
mapeamentos e plantas, isto vem desde quando os egipcios procuravam medir e demarcar suas
terras (DANTE, 2005). Problemas com o cdlculo de dreas sao estudados desde o ensino bdsico
até o ensino superior e a resolucdo destes problemas quando se tratam de dreas de figuras planas
regulares e irregulares as vezes pode ser obtida por aproximagdes, fazendo uso de retangulos ou
de férmulas. Quanto maior o niimero desses retangulos, maior a precisdo da aproximacdo. Outra
forma de resolver € usando a ideia de quadrados unitérios e assim calcular a drea de regides

planas com contorno regular e irregular.

Diante deste contexto, o presente trabalho objetiva abordar essa evolugdo, partindo de
algumas figuras planas exploradas no ensino fundamental como tridngulo, retdngulo, trapézio e
outros poligonos até regides com fronteiras curvas, delimitadas por fun¢des, estudadas no Ensino

Superior. Nossa pesquisa estd dividida em quatro capitulos, os quais passamos a descrever.

No primeiro capitulo, apresentamos um breve contexto histérico referente a geometria,
quanto ao surgimento do célculo de drea de figuras planas, bem como a descoberta do cédlculo

integral e seus principais precursores.

No segundo, demonstramos férmulas utilizadas para o célculo de drea de alguns poli-
gonos regulares, os quais comegam a ser estudados a partir do sexto e/ou sétimo ano do ensino

fundamental.

No capitulo trés, abordamos alguns conceitos e propriedades de integral com o objetivo
de calcular drea de figuras planas com contornos curvos, delimitadas por fun¢des continuas. Este
contetdo € estudado no ensino superior na disciplina Calculo Diferencial e Integral. Também
neste capitulo trazemos um pouco de integral dupla de funcdes de duas varidveis reais a valores
reais, pois por meio de uma integral dupla sobre uma regiao do plano pode-se calcular a drea

dessa regido.

E por fim, no capitulo quatro, focamos nosso estudo no célculo de func¢des vetoriais, a fim
de usar um relevante resultado, o Teorema de Green, para obter drea de regides com contornos

irregulares.
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1 CONTEXTO HISTORICO

1.1 Figuras planas

Desde a antiguidade nota-se a necessidade de medir e demarcar terras, assim ndo ha
duvidas sobre a relevancia da Geometria Euclidiana Plana na vida do ser humano. O conheci-
mento geométrico modificou o saber, tornando o seu estudo necessario a realiza¢do de grandes

contribui¢des na construc¢do civil e na distribuicao de terras.

Segundo Rezende e Queiroz (2008), a palavra geometria origina-se da palavra grega
geometrein: geo, que significa terra, e metrein, que significa medir; deste modo a geometria foi
originalmente a ciéncia de medir terras. Esta € estudada nas escolas desde Ensino Bésico e pode
ser trabalhada de forma simples. E baseada no texto do matematico Euclides, Elementos, escrito

por volta do ano 300 a.C, foi o segundo livro mais traduzido depois da Biblia Sagrada .

A origem da geometria ainda hoje € muito discutida nos livros de Histéria da Matematica,
diante disso, Boyer (1996, p.4) relata que “afirmacgdes sobre a origem da matemadtica, seja da
aritmética, seja da geometria, sdo necessariamente arriscadas, pois primoérdios do assunto sao
mais antigos que a arte de escrever”’. Mais adiante Boyer (1996) traz o pensamento de Herédoto
e Aristoteles, estes ndo quiseram propor origens mais antigas que a civilizagdo egipcia, mesmo

suspeitando que a geometria possuia raizes mais antigas.

A origem da geometria era discutida por Herédoto e Aristételes da seguinte forma:

Her6doto mantinha que a geometria se originava no Egito, pois acreditava que
tinha surgido da necessidade pratica de fazer novas medidas de terras ap6s
cada inundagdo anual no vale do rio. Aristételes achava que a existéncia no
Egito de uma classe sacerdotal com lazeres é que tinha conduzido ao estudo da
geometria. (BOYER, 1996, p.4).

Podemos considerar as ideias de Her6doto e Aristételes como duas teorias opostas pelo
fato de um acreditar que a origem da geometria fosse de uma necessidade pratica e outro que a
origem estivesse no lazer sacerdotal e ritual. As medidas e demarcacOes de terras eram feitas
pelos gedmetras egipcios, também conhecidos como “estiradores de cordas”, estes usavam as
cordas tanto para tragar as bases de templos como para realinhar demarcacdes apagadas de
terras, ou seja, os gedmetras podem ser tomados como apoio de qualquer uma das duas teorias.
(BOYER, 1996).

Diante deste contexto, pode-se dizer que estudo da geometria ja € muito antigo, pois
alguns problemas de geometria foram encontrados em papiros, dentre estes, o papiro de Rhind

datado nos anos 1650 a.C.. Este contem registros sobre alguns problemas geométricos, “o
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problema 51 mostra que a area de um tridngulo isésceles era achada tomando a metade do
que chamariamos base e multiplicando isso pela altura, a drea do trapézio € tratada de modo
semelhante no problema 52” (BOYER, 1996, p.12). Segundo Garbi (2010, p.11) “os egipcios
escreviam sobre papiros facilmente degradéveis, eles podem ter produzido documentos ainda

mais antigos e que se perderam”.

Assim como os egipcios, os babildnicos apresentavam conhecimento sobre matemadtica,
este conhecimento se deve ao sabio trabalho de decifrar e interpretar tdbulas matematicas,

conforme Eves:

A geometria se relaciona intimamente com a mensuragdo pratica. De numerosos
exemplos concretos infere-se que os babildnicos do periodo 2000 a.C. e 1600
a.C. deviam estar familiarizados com as regras gerais de area do retangulo,
da area do tridngulo retdngulo e do tridngulo is6sceles ( e talvez da area de
um tridngulo genérico), da drea de um trapézio retdngulo, do volume de um
paralelepipedo reto-retangulo e, mais geralmente, do volume de um prisma reto
de base trapezoidal. (EVES, 2004, p.60).

Observe que os babildnicos e os egipcios, ambos tinham uma familiaridade com o célculo
de dreas de figuras planas, o desenvolvimento destes calculos se estende até os dias atuais e sdo
feitos de forma mais simples, pois no decorrer do tempo a geometria foi se aprimorando e meios

mais sofisticados e simples foram criados para determinar a drea destas figuras.

1.2 Calculo integral

O desenvolvimento do Calculo Diferencial e Integral aconteceu por volta do século X VII,
este século foi extremamente produtivo para o progresso da matematica, tendo em vista que
alguns matematicos, cada um ao seu tempo, desenvolveram métodos que aprimoraram o estudo

e a aplicacdo do Calculo em diferentes dreas do conhecimento.

A construcao do conceito do Calculo Diferencial e Integral se deu a partir de véarias
contribui¢des de alguns matemadticos, isto em diferentes épocas. Uma curiosidade que Eves
(2004) relata € que o desenvolvimento histdrico do célculo sucedeu em ordem contraria a daquela
vistas em textos € no meio académico, ou seja, surgiu primeiro o cdlculo integral e s6 depois de

algum tempo o cdlculo diferencial.

De acordo com Eves:

A ideia de integragdo teve origem em processos somatérios ligados ao cdlculo
de certas dreas e certos volumes e comprimentos. A diferenciacio, criada bem
mais tarde, resultou de problemas sobre tangentes a curvas e de questdes sobre
méximos e minimos. Mais tarde verificou-se que a integracdo e a diferenciacio
estdo relacionadas entre si, sendo cada uma delas operacdo inversa.(2004,
p417).
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Observe que Eves descreve a origem da integral por meio de problemas relacionados com
areas, volumes e comprimentos e a diferenciagdo através dos problemas de tangentes de curvas,
além das questdes de maximos e minimos. Para Ribeiro (2015, p.2) “talvez seja por esse motivo
a necessidade cotidiana da sociedade, que a integral tenha sido desenvolvida primeiramente,

visto que muitas vezes era necessdrio calcular a drea de terrenos com formas irregulares”.

Com o passar dos anos o estudo do cdlculo foi se aperfeicoando e contribui¢des foram
feitas por alguns estudiosos, dentre eles podemos citar Eudoxo, Arquimedes, Bonaventura

Cavalieri, John Wallis, Isaac Barrow, Isaac Newton e Gottfried Wilheim Leibniz, dentre outros.
Eudoxo

Um dos trabalhos de Eudoxo foi descobrir a teoria das propor¢des usadas no livro V de
Os elementos de Euclides, ele também pode ter fornecido a chave para resolver o problema da

comparagdo de configuragdes de curvas e retilineas (BOYER, 1996).

Conforme Eves (2004, p.418) “os problemas da histéria do calculo diziam respeito
ao cdlculo de areas, volumes e comprimentos de arcos”. Muitos dos cdlculos de drea eram

resolvidos fazendo-se uso do Método da Exaustdo, o qual € creditado a Eudoxo (370 a.C.).

As contribui¢des de Eudoxo foram importantes na matematica, e para confirmar Boyer
(1996, p.64) diz que “Eudoxo deve ser lembrado na histéria da matematica, ndo s6 por seu
proprio trabalho, mas também pelos seus discipulos”. A tradi¢do na Grécia era mantida e
conhecimentos foram transmitidos, assim Platdo aprendeu de Arquitas, Teodoro e Teaetetus, a
influéncia platonica por sua vez passou de Eudoxo aos Menaecmus e Dindstrato, que atingiram

ambos a eminéncia da matematica (BOYER, 1996).
Arquimedes

Nasceu provavelmente em 287 a.C. estudou por algum tempo em Alexandria, mas viveu
e morreu em Siracusa. Seu pai era um astronomo, € Arquimedes também adquiriu uma reputagcdo
em astronomia. Durante a Segunda Guerra Punica a qual a cidade de Siracusa se viu envolvida
na luta entre Roma e Cartago, Arquimedes participou dando suas contribuic¢des, isto €, inventou
engenhosas maquinas de guerra para conservar o inimigo a distancia, infelizmente Siracusa caiu

e Arquimedes foi morto por um soldado romano.

Arquimedes desenvolveu o Método de Equilibrio para calcular area ou volume, a ideia

fundamental do método é dada como:

Corte a regido correspondente num nimero muito grande de tiras planas ou
de fatias paralelas finas e (mentalmente) pendure esses pedacos numa das
extremidades de uma alavanca dada, de tal maneira a estabelecer o equilibrio
com uma figura de drea ou volume e centroide conhecidos. (EVES, 2004, p.
422).

Em conformidade com Ribeiro (2015, p.3) “esse método chegou a resultados equivalentes

a muitas integrais definidas que estdo presentes nos textos elementares de calculo”.
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Bonaventura Cavalieri, John Wallis e Isaac Barrow

Segundo Eves (2004, p.425) “Cavalieri nasceu em Mildo no ano de 1598, tornou se
jesuado. Aos quinze anos de idade, foi aluno de Galileu e atuou como professor de matemadtica da
Universidade de Bolonha de 1629 até 1647, ano de sua morte”. Produziu os chamados principios
de Cavalieri, os quais representam ferramentas poderosas para o célculo de dreas e volumes e,

ademais, sua base intuitiva pode facilmente tornar-se rigorosa com o célculo integral moderno.

John Wallis nasceu em 1616 € morreu em 1703, fez o uso sistematico das séries em
andlise, contribuindo nesse campo para abrir caminho para Isaac Newton seu contemporaneo.
Também um dos primeiros a discutir as conicas como curvas de segundo grau, em vez de

considera-las como secc¢oes cOnicas.

Isaac Barrow nasceu em Londres em 1630, onde comegou seus estudos e completou-o
em Cambridge. Estudou matematica, fisica, astronomia e teologia, depois de dois anos ensinando
geometria no Gresham College de Londres, tornou — se o primeiro ocupante da catedra lucasiana
de Cambridge. Renunciou a catedra, pois recebeu um convite em 1669 para se tornar o capeldo
de Carlos II. Para assumir sua vaga em Cambridge, ele sugeriu Isaac Newton, homem de talentos

extraordinarios.

Barrow faleceu em Cambridge em 1677. Seu trabalho mais importante foi o Lectiones

opticae et geometricae.
Isaac Newnton

Segundo Gardi (2010), Isaac Newton nasceu no dia de Natal de 1642, na sede de uma
propriedade rural em Woolsthorpe, a 90 quilometros de Cambridge, ao sul da Inglaterra e faleceu

em Londres em 1727.

Iniciou seus estudos logo cedo, onde no comego de sua juventude desenvolveu grandes
habilidades na constru¢ao de miniaturas mecanicas engenhosas. Conforme Cajori (2007, p. 265)
“Em Grantham, Isaac demonstrou aptiddo para inven¢des mecanicas, construindo um relégio - de
- 4gua, um moinho de vento, uma carroca movida pelo condutor, e outros brinquedos”. Newton
comecgou seus estudos em uma escola do Vilarejo na cidade onde nasceu. Aos 12 anos sua
mae o matriculou numa escola publica de Grantham e aos 18 anos entrou para Trinity College,
Cambridge (1660). Fez a leitura de varios livros, dentre os quais podemos citar os Elementos
de Euclides, La géométrie de Descartes, a Clavis de Oughtred, trabalhos de Kepler e Viéte e a

Aritbmetica infinitorum de Wallis.

ApOs a leitura destes livros e algumas aulas que Barrow deu como “Lucassian professor”,
as quais Newton assistiu depois de 1663, despertou nele a criag@o por sua prépria matemética. E
segundo Boyer (1996, p.269) “pelo fim de 1664 Newton parece ter atingindo as fronteiras do

conhecimento matematico e estava pronto para fazer suas préoprias contribuigdes”.

Por volta do ano 1665 Newton comecou a fazer suas primeiras descobertas, a saber,
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exprimir fungdes em termos de séries infinitas, também comecou a pensar na taxa de variacio, ou
fluxo, de quantidades varidveis continuamente, ou fluentes, tais como areas, volumes, distancias
e temperaturas. Isto aconteceu enquanto ele ainda estava estudando no Trinity Collge, mas,
devido a peste o Trinity Collge foi fechado e Newton retornou a sua casa, momento no qual fez
suas principais descobertas, estas sao intituladas por: o teorema binomial; o calculo; a lei da
gravitacao e a natureza das cores. Depois inventou o método dos fluxos que corresponde o atual
calculo diferencial (Eves, 2004).

Newton deixou grandes contribui¢des para matemaética, Gardi afirma:

Afinal, quais foram as realizacdes de Newton? Na matematica suas criagdes
mais lembradas, pela incomparavel importancia, foram os Calculos Integral e
Diferencial, mas ele deixou também grandes contribuicdes em dreas como o
Calculo Numérico, Séries Infinitas, Algebra, estudos diversos sobre curvas, leis
de potenciacdo (Bindmio de Newton), etc. (2010, p.214).

Apesar de Newton ndo ter sido o primeiro a diferenciar a integrar, nem a ver a relagao
entre essas operagdes no teorema fundamental do célculo, ele teve um legado muito importante
no célculo, onde sua descoberta constituiu na consolida¢cdo de um algoritmo geral aplicdvel a

todas as funcdes, sejam algébricas ou transcendentes (BOYER, 1996).
Gottfried Wilheim Leibniz

Gardi (2010) em seus estudos relata que Leibniz nasceu em Leipzig no ano de 1646 na
Alemanha, e faleceu no ano 1716 em Hannover, foi uma das mais brilhantes de todos os tempos.
Reconhecido posteriormente como um verdadeiro génio universal, pela abrangéncia de sua
cultura, Leibniz foi jurista, diplomata, estudioso da teoria politica, filélogo, fildsofo, historiador,

l6gico, gedlogo, tedlogo, inventor de uma maquina de calcular e matematico de altissimo nivel.

Leibniz desenvolveu seus estudos sobre o calculo entre os anos de 1673 e 1676 (Eves
2004). Foi neste tempo que o simbolo de integral foi usado pela primeira vez, que no caso é um
s alongado, o qual deriva da primeira letra da palavra summa (soma) isto em 29 de outubro de
1675. O primeiro artigo de Leibniz sobre o cdlculo diferencial apareceu por volta do ano de 1684
e muitas das regras de diferenciacdo que os alunos aprendem no inicio do curso de cdlculo foram

deduzidas por ele.

A descoberta do cédlculo gerou grande conflito durante muitos anos na vida de Newton e
Leibniz, a questdo era quem descobriu o cdlculo primeiro. Segundo Eves (2004) os estudos de
Newton sdo anteriores aos de Leibniz, mesmo Leibniz tendo publicado seus resultados primeiro,

a opinido generalizada que se tem hoje é que ambos criaram o cédlculo, independentemente.

Depois dos estudos de Newton e Leibniz muitos outros matematicos como L’ Hospital,
os irmaos Bernoulli, Euler, D” Alembert, Lagrange, Cauchy, weierstrass € Riemann contribuiram

no aprimoramento do cdlculo, de maneira que estendeu seus conceitos para fungdes de varias
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varidveis. Esta generalizacdo aconteceu devido a necessidade de resolver problemas em um

mundo multidimensional.

Dentre os mateméticos podemos citar George Green, um matemaético inglés que se
dedicou nas aplicacdes da matemadtica a eletricidade e magnetismo, fluxos de fluidos e a reflexdo
e refracdo da luz e do som. A seguir descreveremos um pouco sobre a vida de Green, para
isto usamos a referéncia Connor (2018). No decorrer do nosso trabalho mostraremos um
dos resultados mais importantes do célculo, o teorema intitulado “Teorema de Green”, o qual

generaliza o Teorema Fundamental do Célculo.
George Green

George Green nasceu no ano de 1793 em Nottingham, na Inglaterra, era o tnico filho de
um padeiro de Nottingham também chamado George. Seu primo e cunhado, William Tomlin,
escrevendo depois da morte do matematico, nos diz que com a idade de oito anos o jovem George
demonstrou um grande interesse pela "matematica”, de maneira que seu pai o enviou para a

principal academia da cidade.

Green foi encaminhado a escola um ano apds os tumultos que ocorreram na Inglaterra
em setembro de 1800, quando os precos dos alimentos estavam altos e as pessoas ndo tinham o
suficiente para comer. Isto &, ele foi para a escola de Robert Goodacre em 1801, e tinha apenas
nove anos quando deixou a escola em meados do verdo de 1802. Neste pouco tempo de estudo
ele aprendeu toda a matemadtica que seus mestres puderam ensinar e foi trabalhar na padaria do
pai.

O pai de Green dirigiu o negdcio da padaria muito bem, de forma que ele prosperou
e conseguiu comprar varias casas em Nottingham. Em 1807 comprou um terreno, no qual
construiu o0 moinho de milho de vento, este foi o lugar onde George Green trabalhou maior parte

de sua vida.

Em 1828, com a idade de trinta e cinco anos, George Green publicou o seu primeiro e
mais importante trabalho: Um Ensaio sobre a Aplicacdo da Andlise Matematica as Teorias de
Eletricidade e Magnetismo. No ano de 1829 o pai de Green morreu, deixando-o livre e com
recursos suficientes para arrendar o negécio da moagem e dedicar seu tempo a matemadtica.
Assim ele dispds de boas condi¢des para financiar o tempo em que viveu em Cambridge. Em
outubro de 1833, ingressou na faculdade de Gonville e Caius como estudante de Licenciatura, e

logo foi reconhecido por sua habilidade matemaética.

Ap0s obter a graduagdo e com um diploma de primeira classe, Green fez suas proprias
pesquisas e publicou seis artigos nos proximos dois anos. Estes incluiram dois trabalhos sobre
ondas, que o levou a investigar a reflexdo e refracdo do som e luz. Foi Green quem primeiro usou
o termo "potencial"em eletricidade. Foi ele quem primeiro enunciou o principio da conservagao
de energia, estudou de perto as condi¢des para reflexdo em uma interface que forneceu a

primeira explicacdo convincente de reflexdo interna total, a base de fibra 6ptica e, portanto,



Capitulo 1. Contexto Historico 17

um importante elemento nas telecomunicagdes. Muitos avangos na tecnologia moderna, tais
como semicondutores e supercondutores, sondagem geoldgica e sismologia, varredura eletronica

médica, sdo creditados a Green.

Aos 47 anos Green voltou para Nottingham no ano de 1840, onde ficara trabalhando no
moinho de seu pai e em 31 de maio de 1841 faleceu. Foi enterrado com seus pais no cemitério
de Stephen em Sneinton, a apenas algumas centenas de metros do moinho onde ele trabalhou

durante a maior parte de sua vida.

E notdvel que a matemdtica de Green é mais voltada para o estudo de problemas fisicos,
como a teoria geral do potencial, o estudo da reflexdo e refracao do som e da luz, dentre outros.
Um dos resultados que ele provou € atualmente conhecido como o Teorema de Green, uma
ferramenta muito utilizada na Matemadtica para o cdlculo de 4rea figuras planas limitadas e
fechadas, o antincio deste teorema pode ser encontrado em qualquer livro de calculo ou andlise

de varias variaveis.
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2 AREA DE FIGURAS PLANAS

O célculo de area foi uma preocupagdo constante na histéria da matematica quando
topografos, gedlogos e arquitetos faziam seus mapeamentos e plantas, isto vem desde quando os

egipcios procuravam medir e demarcar suas terras (Dante, 2005).

Pode-se dizer que a ideia intuitiva de drea vem da ideia de medir uma ocupacao de uma
determinada regido do plano delimitada por um contorno. Medir esta ocupacdo ou superficie
significa obter um valor que represente uma por¢ao do plano, para obter este valor € necessario
comparar grandezas de mesma espécie, ou seja, para medir a drea de uma superficie plana é
preciso usar outra superficie como unidade de medida. Conforme Dante (2005), geralmente a
unidade de medida utilizada € a area de uma regido quadrada cujo lado mede uma unidade de

comprimento, denominada por regido quadrada unitéria.

De acordo com Machado (2012, p.111) podemos tomar como exemplo um retangulo,
este "ocupa"uma regido do plano com seus pontos interiores. Uma forma de medir esta ocupagdo
¢ dividir os lados do retangulo em partes iguais, formando pequenos quadrados,e contar estes

quadrados; o nimero destes seria “drea” ocupada pelo retangulo.

Em geral, a definicao de medida de 4rea aparece em diferentes momentos na Educagdo
Basica, normalmente, este contetido comeca a ser tratado no 7° ano do Ensino Fundamental,
onde o aluno comeca a ter a ideia do que € a medida da area, no Ensino Médio o assunto é
retomado, e os discentes estudam o conceito medida de area como sendo um nimero associado
a uma superficie, e assim trabalha com a medida da drea de regides planas com contorno regular.
Neste capitulo iremos trabalhar o cdlculo de areas de figuras planas com um pouco mais de

formalidade do que o visto no ensino bésico.

Para mostrar a drea de algumas figuras planas, destacaremos algumas defini¢des e em

seguida alguns axiomas.

Definicao 2.1 Um tridngulo é a figura formada pela unido de trés segmentos AB, BC e CA
onde A, B e C sdo pontos ndo colineares. O tridngulo determinado pelos pontos A, B e C serd

denotado por NABC, veja a figura 1. Assim

AABC = ABUBCUCA.
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Figura 1 — Triangulo

Fonte: Autoria prépria

Definicao 2.2 Um quadrildtero é a figura formada pela unido de quatro segmentos AB, BC,C' D
e DA denominados lados ou arestas, onde os quatro pontos A, B, C' e D, denominados
vértices, ndo sdo colineares trés a trés. O quadrildtero determinado desta forma serd denotado

simplesmente [JABC'D, conforme figura 2:

UABCD = ABUBCUCDUDA.

Figura 2 — Quadrilatero

Fonte: Autoria prépria

Definicao 2.3 Chamamos poligono a uma linha poligonal fechada sem auto-intersecées, isto é

>

cada lado é um segmento de reta que tem apenas um ponto comum com o lado anterior e com o

seguinte, mas ndo com os demais. Veja a figura 3:
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Figura 3 — Poligonos

(@) (B)

Fonte: Autoria prépria

Definicao 2.4 Uma regido triangular ( figura 4 (a)) é um conjunto de pontos do plano formado
por todos os segmentos cujas extremidades estdo sobre os lados de um tridngulo. O tridngulo é

chamado de fronteira da regido triangular.

Figura 4 — Regido Triangular e Regido Poligonal

(@) (B)

Fonte: Autoria propria

Definicao 2.5 Uma regido poligonal é a figura formada pela unido de um niimero finito de
regioes triangulares (figura 4 (b)) tais que se duas delas se interceptam, entdo a interse¢do ou é
um ponto ou é um segmento. Um ponto é interior a uma regido poligonal se pertence ao interior

de algum dos triangulos que a compae.
Segue os axiomas:

Axioma 1 A cada regido poligonal R estd associado um tinico niimero real positivo, denotado

por A(R), este niimero é a drea de R.

Axioma 2 Se dois triangulos sdo congruentes, as regioes triangulares determinadas por eles

tém a mesma drea.
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Axioma 3 Se uma regido R é a unido de duas regives R, e Rs, tais que Ry e Ry se interceptam

em no mdximo um niimero finito de segmentos e pontos entao

A(R) = A(Ry) + A(Ry).
Axioma 4 A drea de um quadrado de lado com medida | é [2.
Iremos demonstrar drea de algumas figuras planas.

Teorema 2.1 (Area do Retangulo) A drea de um retangulo é o produto das medidas de seus

lados ndo paralelos.

Demonstraciio. Seja JABCD um retangulo, se AB = ae BC = b com a > b, queremos
provar que
R = A(OABCD) =a -b.

Consideremos uma regido retangular de base a e altura b (ou base b e altura a) em que a e b sdo

numeros reais, como mostra a figura 5:

Figura 5 — Area do Retangulo

D C
R b
A4 B

Fonte: Autoria propria

Usando axioma 4 iremos construir uma regiao quadrada cuja medida do lado € a + b, a
qual contém duas copias de R e mais duas regides quadradas, uma cuja lado mede a e outra cujo

lado mede b. Conforme a figura 6:
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Figura 6 — Area do Retangulo

\
A
\
Moo o

Fonte: Autoria propria

Ainda nesta construcdo, iremos tracar uma diagonal no retangulo JABC'D partindo
do vértice A ao C' e outra no retingulo JC B’ A’D’ partindo do vértice C' ao A’. Obtemos
respectivamente os tridngulos retingulos AABC, ACDA, ACB'A"e ANA'D'C.

Podemos notar na figura 6 que os tridngulos AABC, ACDA, ACB'A" e NA'D'C séo

todos congruentes entre si. Desta forma, aplicando os axiomas 2 e 3, segue que

R = A(OABCD) = A(AABC)+ A(ACDA)
= A(ACBA) + A(AA'D'C)
— A(OCB'A'D).

Dai, concluimos que os retidngulos JABC'D e OOCB'A’D’ possuem mesma area R. Vamos

calcular agora R em fung¢do de a e b. Pelo axioma 4 vem,

A(OAEAF) = (a+b)-(a+b) = (a+b)
A(OBEBC) = b-bh = V7
A(ODCD'F) = a-a = da*

Logo, pelo axioma 3, Obtemos

A(OAEAF) = A(OABCD)+ A(OBEB'C) + A(OCB'A'D') + AADCD'F) =
(a+b)? = R+bV+R+d =
a>+2-a-b+b® = 2R+a*+V =
2-a-b = 2R=
a-b = R=R=ua-0.
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Corolario 2.1 (Area do Triangulo Retangulo) A drea de um tridngulo retangulo é a metade

do produto das medidas de seus catetos.

Demonstracio. Seja AABC um tridngulo retingulo em A, tomemos AB = ¢, BC = a,

AC = b, como na figura 7 (a). Queremos provar que

R=A(AABC) == -c-b.

N[ —

Figura 7 — Tridngulo Retangulo e Retangulo

(a) (B)

Fonte: Autoria prépria

Passamos pelos vértices C' e B , respectivamente, tragamos paralelas aos lados AB e
AC'. Essas retas se encontram no ponto D e fornecem o retangulo JABC'D, figura 7 (b).

Pelo axioma 2, temos
A(ANABC) = A(ACDB). (2.1)

E pelo axioma 3 segue que,
A(OABCD) = A(AABC) + A(ACDB). (2.2)
Além disso pelo teorema 2.1 temos que
A(OABCD) =c-b. (2.3)
Das equacgdes 2.1, 2.2 e 2.3, obtemos

A(JABCD) = A(AABC)+ A(ACDB) =
(DABCD) = A(AABC)+ A(AABC) =
(DABCD) = A(AABC) =

1
5¢b = ALABO).

A
1
2
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Proposicao 2.1 (Area do Paralelogramo) A drea do paralelogramo é o produto do compri-

mento de seu lado pelo comprimento da altura relativa a este lado.

Demonstracio. Seja (JAC B D um paralelogramo (figura 8 (a)), tomemos AB = DC =be ha
altura relativa ao lado C'D. Devemos provar que

A(OABCD) =b-h

Figura 8 — Paralelogramo

[~
=~}

=

Mg ————=—=—===-9=x
- - -——=-T9

(@) (b)

Fonte: Autoria prépria

Tracemos dois segmentos AE e BF perpendiculares ao segmento DC partindo de A e
B, respectivamente, (figura 8 (b)).

Desta forma obtemos o retangulo cuja drea é E'F' - BF'.

Note que os tridngulos AAED e ABF(C sao congruentes, assim pelo axioma 2 e 3,

temos

A(OABCD) = A(OABCE)+ A(AAED)
— A(OABCE) + A(ABFC)
— A(DOABFE)

- BF

||
=
- b

Proposicao 2.2 (Area do Triangulo) A drea de um tridngulo é a metade do produto do com-

primento de qualquer de seus lados pela altura relativa a este lado.

Demonstracao. Considere um tridngulo A ABC, conforme figura 9 (a)
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Figura 9 — Triangulo

(@) ()]

Fonte: Autoria propria

Iremos tracar pelo vértice C' uma reta paralela ao lado AB, e pelo vértice B uma
reta paralela ao lado AC'. Estas duas retas se interceptam em um ponto D, veja na figura 9
(b). O quadrilatero JABDC' € um paralelogramo e que os tridngulos AABC e ABDC sdo

congruentes entre si.

Assim pelo axioma 3, temos
A(OABDC) = A(AABC) + A(ABDC)
como AABC = ABDC, segue que
2A(ANABC) = A(OABDC)
A(AABC) = %A(DABCD).

Pode-se observar que se tracarmos uma reta do vértice C' ao segmento A B, obtemos

exatamente a altura do paralelogramo. Assim concluimos nossa demonstragao.

Proposicao 2.3 (Area do trapézio) A drea de um trapézio é a metade do produto do compri-

mento de sua altura pela soma dos comprimentos de suas bases.

Demonstracdo. Seja JABC D um trapézio, cujas bases sio segmentos AB e C'D.
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Figura 10 — Trapézio

MO ————————

S
=~
o

(@) (B)

Fonte: Autoria prépria

Tragaremos a partir do vértice C' a0 A uma reta. Obtemos os tridngulos AACB e
ANACD. Tomando as alturas C'E do tridangulo AACB e AF do triangulo AAC'D, observamos
que C'E = AF, pois os lados AB e C'D sido paralelos, veja na figura 10 (b).

Pelo axioma 3, temos

A(OABCD) = AACB + AACD

Pela proposicao 2.2, segue que
1 1
A(OABCD) = §(AB -CE) + 5(0D - AF)

Como CE = AF, obtemos

A(OABCD) = %(AB +CD)-CE.
n

Proposicao 2.4 (Area do Losango) A drea de um losango é a metade do produto de suas

diagonais.

Demonstracdo. Seja JABCD um losango com AC = d; e BD = d,, com AC perpendicular

a BD, queremos mostrar que
dy - d
A(OABCD) = 12 2
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Figura 11 — Losango

d;

(@) (B)

Fonte: Autoria prépria

Tracemos pelos vértices B e D paralelas a AC e pelos vértices A e C paralelas a BD.

Formamos o retingulo cuja drea é o dobro da drea do losango, observe isto na figura 11(a).

Pelo teorema 2.1 sabemos que a drea do retangulo é o produto da base pela altura, ou
seja,
A(OEFGH) =d; - dy = 2A(0ABCD)

Logo,
A(OABCD) = %(d1 -dy).

Definicao 2.6 Dois poligonos sdo ditos semelhantes se for possivel estabelecer uma correspon-
déncia biunivoca entre seus vértices, de modo que dngulos correspondentes sejam iguais e lados

correspondentes sejam proporcionais.
Observacao 2.1 O perimetro de um circulo é dado pelo comprimento da circunferéncia.

Teorema 2.2 (Area do Circulo) Seja C' um circulo de raio r. Entdo existe uma sequéncia de

regioes poligonais regulares R, R, ..., todas contidas em C, tal que

lim A, = A(C) = mr?,

n—oo

onde A,, é a drea do poligono A1AsAs ... A,.

Demonstracao. Consideremos uma circunferéncia C' de raio r e centro O. E sobre C', n pontos
Ay, Ag, As, ..., Ay, comn > 3, formando os tridngulos AA1O Ay, AAsOAs, ..., AA, 10A,.
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Segue que
A, = A(AA1O0A) + A(AAOA;3) + ...+ A(AA,_10A,).

De forma intuitiva podemos dizer que a area do circulo € maior ou igual que A,,, isto &,

A(C) > A,

Figura 12 — Circunferéncia

Fonte: Autoria propria

Observemos na figura acima que o poligono A; A;As ... A, tem drea mais "préxima"da
area do circulo quando n é muito grande. Matematicamente, temos

lim A, = A(C).

n—oo

Vamos agora calcular a drea de A,,, para isto, calcularemos a area de cada tridngulo A A, O A1,

para 1 < k < n. Fagamos [, = A, Ax.1, a base do tridngulo e hy a sua altura. Assim,
1
A(ANAROAR) = §lkhk.

Consideremos A; A3 A3 . .. A, um poligono regular , ou seja, todos os lados do poligono terd o

mesmo comprimento [. Assim [, = [ e hy = h. Segue que,
1
A(AAROA) = §lh.

Logo,

1 1 1

A, =n=lh==(nl)h = A, = =(nl)h.

2 2 2
Notemos que se n — oo entdo h — r e nl — e (onde e € o comprimento da circunferéncia
e nl o perimetro). A(C) = %er € a drea do circulo em fungdo do raio e do comprimento da
circunferéncia. Facamos C' e C” circunferéncias concéntricas como na figura abaixo, considere
[ = A1Ay el = BB, os lados dos dois poligonos ilustrados na figura. Suponhamos que os

poligonos sdo regulares. Sejam e e ¢’ os comprimentos de C' e C’, respectivamente. Note que,

e>nl (2.4)
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e >nl. (2.5)

Aplicando o limite nas equacdes 2.4 e 2.5, obtemos

lim nl =e¢
n—oo
e
lim nl’ = €.
n—oo

Figura 13 — Circunferéncia

Fonte: Autoria propria

Veja na figura acima que os raios de C'e C' sdor = OA; = OAs er’ = OBy = OBy,
paratodo £ = 1,2,...,n. Usando semelhancgas de tridngulos para AA;OA, 1 e ABLOBy1,
obtemos

AkAk+1 . OAk l r

BBin OBy U 1

Em particular,

e e
- =—. 2.6
il (2.6)
Onde d e d’ sdo os didmetros das circunferéncias C' e C’, respectivamente. Independente

da circunferéncia, a razdo do comprimento pelo seu didmetro nos da o valor de 7. Desta forma,
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observemos que da igualdade 2.6 decorre

e
WIJ:>€:d7T:>€:27T7’.

Portanto, a area do circulo é dada por

AC) = %er = A(C) = %(27‘(‘7“)7“ = A(C) = 7r’.

A seguir traremos exemplos que fazem uso de algumas férmulas vistas neste capitulo.

Exemplo 2.1 Um terreno tem a forma de um trapézio de bases 20m e 14m, e altura 11m. Nesse
terreno, construiu-se uma piscina retangular de 8m por bm. No restante do terreno foram

colocadas pedras minerais. Qual foi a drea onde se colocou pedra?

Solucio: Temos da proposicdo 2.3 que a drea do trapézio € a metade do produto do comprimento

de sua altura pela soma dos comprimentos de suas bases. Segue que,
Atvapezio = % 11+ (20 + 14) = 187m?.
calculando agora a 4rea da piscina, usando o teorema 2.1, temos
ARetangulo = 8 - 5 = 40m>.
Logo, a 4drea onde se colocou pedra é:

Apedras = AT'rapezio - ARetangulo = 187m2 - 40m2 = 147m2 (27)

Exemplo 2.2 Uma cesta de lixo tem por faces laterais trapézios isosceles e por fundo um
quadrado de 19c¢m de lado. Desprezando a espessura da madeira, quantos metros quadrados de

madeira foram necessdrias para fabricar essa cesta de lixo?

Figura 14 — Trapézio

Face lateral
27 cm

19 em—

Fonte: Autoria propria
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Solucao: Usando a proposicdo 2.3, temos que a area das faces laterais € 4 vezes a drea do

trapézio representado na figura 14. Assim,
Aracesiaterais = 4+ ATrapesio = 4 - % =30+ (27 +19) = 4 - 690 = 2760cm?.
Do axioma 4, temos que a drea do quadrado € o produto do comprimento de seus lados. Logo,
Aquadrado = 19 - 19 = 361cm?.
Assim, a 4rea necessdria para produzir a cesta sera:

Acesta de livzo = AFaces laterais + Aquadrado = 27600m2 + 6616m2 = 312167”2 =31, 21m?.

Neste capitulo conhecemos a drea de algumas figuras planas e por meio dos exemplos
2.1 e 2.2 vimos a sua utilidade no cotidiano. No capitulo subsequente apresentaremos a Integral,

abordando suas propriedades, com alguns exemplos para melhor compreensdo do trabalho.
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3 CALCULO DE AREA USANDO INTE-
GRACAO

Neste capitulo abordamos algumas noc¢des bdsicas de integrais indefinidas e integrais
definidas, objetivando a obtencao da drea de regides do plano delimitadas por funcdes. Além
do uso de integral “simples” também usamos integral dupla com o mesmo propésito. Para
este capitulo € relevante que se tenha conhecimento de algumas definicdes tais como, limite,
continuidade e derivada. Algumas defini¢des a seguir sdo baseadas nos livros de Stewart (2012),
Flemming (2006) e Thomas (2010).

3.1 Integral indefinida

Iniciaremos com a integragdo indefinida, que consiste no processo inverso da derivada.

Definicdo 3.1 Uma fungdo F(x) é chamada uma primitiva de f(x) se, para todo x € R, temos

Fi(x) = f(x).
Exemplos:
o F(z) = 423+z*+5 éuma primitivade f(z) = 122242z pois, F'(z) = 1222 +2x = f(x).

e A fun¢do G(x) = 423 + 2% — 7 é uma primitiva de f(z) = 122% + 2z pois, G'(z) =
1222 + 22 = f(x).

Observe que f(x) admite mais de uma primitiva. Veremos a seguir algumas proposicoes;
antes porém anunciaremos o teorema do valor médio, o qual é necessario para demonstrar alguns

resultados.

Teorema 3.1 (Teorema do Valor Médio) Se f é uma funcdo continua no intervalo fechado

la, b] e derivdvel em (a, b). Entdo existe um niimero ¢ € (a, b), tal que

F0) = f(@)

fla) ===

A demonstracdo do teorema 3.1 se encontra no livro de Flemming (2006, p. 198 a 199).

Observacdo 3.1 Uma funcdo [ é continua em um ponto o, quando lim f(x) = f(xg).
T—T0
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Proposicao 3.1 Seja F'(x) uma primitiva da fungdo f(x). Entdo, se ¢ é uma constante qualquer,
a fun¢ao G(x) = F(x) + ¢ também é primitiva de f(x).

Demonstracdo. Como F(x) é uma primitiva de f(x), temos F'(x) = f(z). Assim,
G'(z)=(F(x)+c¢) =F(z)+ =F'(z)+ 0= f(2).

Portanto, G(x) é uma primitiva de f(z). [

Observacao 3.2 Notemos que da proposicdo 3.1 segue G(x) — F(x) = ¢, isto é, duas primitivas

de f(x) diferem por uma constante.

Proposicao 3.2 Se f'(x) se anula em todos os pontos de um intervalo 1, entdo f é constante em
I

Demonstracao. Sejam z, y € I, com x < y. Ja que f é continua em I, segue que f é continua

em [x, y| e derivdvel em (z, y) pelo teorema do valor médio, existe z € (z, y) tal que

/ _f(y)—f(x)
fla) = TE=E,

como f'(z) = 0, vem que f(y) — f(z) = 0 ou f(y) = f(x). Como x e y sdo dois pontos
quaisquer de /, concluimos que f € constante em /. |

Traremos agora a definicao de integral indefinida.

Definicdo 3.2 Se F(z) é uma primitiva de f(x), a expressdo F(x) + ¢ é chamada integral
indefinida da funcdo f e é denotada por

/f(x)dx =F(z)+ec.

Leibniz usou [ f(x)dx para representar uma primitiva qualquer de f. O simbolo [ é
chamado sinal de integragdo, f(x) fun¢do integrando, f(z)dz o integrando e o simbolo de dx
serve para indicar a varidvel de integracdo. O processo que permite achar a integral indefinida de

uma fun¢do € chamado integragdo.

Temos da definicdo 3.2, que
° /f(x)dx =F(z)+c= F'(z) = f(x).

. / f(z)dz, representa uma familia de fungdes.
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Propriedades da integragao

Proposicao 3.3 Sejam f,g: R — R e k uma constante, entdo:

1. /k;f(x)dx:k/f(x)dx

2. / (F(&) + gla))dz = / @)z + / g(z)dz.
A seguir, temos a tabela de algumas integrais imediatas:
1. /du =u+c
2. / W du = (—1);
3. /e =+
4. /cosudu:smu—i-c
5. /cscudu——cotu—i-c
6. /cscu cotu = —cscu + ¢
/ du
7. = arctanu + c;
1+ u?
d
8. /_u In |u| + ¢
U
0. /a“du = +c;
Ina
10. /smudu——cosu—i—c
11. /sec udu = tanu + c;
12. /secu tan udu = secu + ¢;
13. / = arcsinu + ¢;
14. = arcsecu + c.
/um
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Usando as propriedades da integral e tabela de integrais imediatas, vamos resolver alguns

exemplos.

sin x

dzx.

Exemplo 3.1 /

cos? x

. . 1
Solucao: / e dr = / ST dr = /tanav - sec xdx = secx + c.

cos? x COST COST

t 1
Exemplo 3.2 / (% +VE+ Z) dt.

t 1 1 a 1, 2
Solucio: / (% + Vit + ;) dt = 5 /etdt+ /tl/th+ = 5et + §t3/2 +Int| + c

2
1
Exemplo 3.3 / ? —5 dz.
x

241 2 1 1
Solu«;ﬁo:/x;L dx:/(w—QjL—z)d:v:/(1+—2)da::/dx+/x_2dx:a:—
x x? oz x

— +c.
T

E importante sermos capazes de encontrar antiderivadas, porém as férmulas de antideri-

vagdo ndo possibilita calcular integrais do tipo,
/235(91:2 + 3)"2dz. (3.1)

Uma forma de resolver esta integral € fazendo uma mudanca de variavel, isto acontece

por meio de uma substitui¢do simples, que serd definida logo a seguir.

Método da substituicio: Sejam f(x) e F'(x) duas fungdes tais que ['(x) = f(x).
Suponhamos que g seja outra funcdo derivavel tal que a imagem de g esteja contida no dominio

de F'. Assim podemos considerar a fun¢do composta F,g.

Pela regra da cadeia, temos [F'(g(z))]" = F'(g(x)) - ¢'(x) = f(g(x)) - ¢'(x), assim
F(g(z)) é uma primitiva de f(g(z)) - ¢'(x). Dai,

/ F(g())g'(@)dz = F(g(x)) +c. (3.2)

Fazendo u = g(z) = du = ¢'(z)dx e substituindo em (3.2) obtemos,

/ F(9(2))g (x)dx = / Flu)du = Flu) +c.

Para ilustrar o uso do método, resolveremos a integral (3.1),

/Qx(xz + 3)"%dz,
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Fazendo u = 2% + 3, e du = 2xdz, temos

du u's
2 127 120U 12 _
/2:1:(:6 +3) dx—/2xu 5 /u du 13 +c.

Voltando a varivel z, ou seja, substituindo « por 22 + 3, obtemos
2 12 Ly 13
2z(x” + 3)“dr = 1—3(:C +3)" +ec.

Podemos verificar se o resultado encontrado esta correto fazendo,

d 1 2 13 13 2 13—1/,.2 / 2 12 2 12
. (13(13 +3) ) 5@ +3)7@? +3) = (2* +3) 20 = 20 (4 + 3)

Note que o resultado encontrado € justamente o integrando de (3.1).

Método de integracao por partes: Este método resulta da inversdo da regra do produto

para a diferenciagdo.

Sejam f(z) e g(x) fungdes derivaveis no intervalo /, pela regra do produto temos

[f(2)g(2)]" = f(z) - ¢'(z) + g(x) - f(z)
f(@)- g'(z) = [f(z) 9(@)] — g(z) - f'(2). (3.3)
Integrando ambos os lados de (3.3), obtemos

[ @) g = [(ra)- g@)do - [ o) 1a)da,

ou melhor,
/ f(z) - ¢ (0)dx = f(z) - gl) - / g(z) - f'(x)de. (3.4)

A férmula (3.4) é denominada Férmula de Integragdo por Partes. Fazendo u = f(z) = du =

f(z)dx ev = g(x) = dv = ¢'(x)dx. Podemos reescrever (3.4) com a seguinte notagao,

/udv:uv—/vdu.

Exemplo 3.4 usando a integracdo por partes, calcule: / tettdt.

1
Solucio: Facamos u = t = du = dt e dv = e*'dt = v = / etldt = Z€4t' Aplicando a

integracao por partes, temos

1 1 1 1
/te‘“dt = t164t 1 / etdt = tZe“ — Ee‘“ + c.
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3.2 Calculo de area e integral definida

A necessidade de determinar a drea de uma figura plana, vem desde a antiguidade. O
procedimento mais usado foi o Método da Exaustdo que consiste em aproximar a figura dada por
meio de outras cujas dreas ja sao conhecidas, como exemplo podemos citar o circulo, ja visto

nas pags. 27 - 28.

No capitulo 2 apresentamos e demonstramos as férmulas do célculo de drea de algumas
figuras planas, a exemplo da drea de um retangulo, de um triangulo e de um poligono, conforme

figura 15.

Figura 15 — Algumas figuras planas

|
W h |
l

! b

A=iw A =3 0bh A=A +A+A +A

Fonte: STEWART, James. (2008).

Para encontrar a drea A de uma regido R com lados curvos, iremos aproxima - la por
poligonos cujas areas ja sdo conhecidas. Particularmente, iremos calcular a drea de uma regidao
R limitada pelo gréfico de fungdo continua y = f(x), com f(z) > 0, pelo eixo x e por duas
retas verticais x = a € x = b como ilustracio e em seguida uma funcio qualquer e retas verticais

quaisquer.

Exemplo 3.5 Consideremos a regido limitada por f(x) = x3, pelo eixo x e por duas retas

verticais x = 0 e x = 2, conforme figura 16.
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Figura 16 — Area sob a curvay = 3

Fonte: Autoria prépria

Solucao:

Para solucdo do problema, consideremos R dividida em quatro faixas Ry, Rs, R3 e Ry, tracando

3
retas verticais r = 3 %T= lex = 5 Veja na figura 17.

Figura 17 — R dividida em quatro faixas e valores de f nos extremos direitos.

2
Ry 7

Fonte: Autoria prépria

Note que podemos aproximar cada faixa por um retangulo com altura igual ao lado
direito da faixa e a base igual a largura da faixa. Desta forma, as alturas sdo os valores de
f(x) = 23 nos extremos direitos dos subintervalos [0, 1/2], [1/2,1], [1,3/2] e [3/2,2].

Perceba que os retangulos tem largura 1/2 e alturas (1/2)3, 1, (3/2)? e 2°. Se denomi-
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narmos S, como a soma das dreas desses retingulos, Obtemos

1/1\° 1. 1/3\° 1
S;==1(= 14+ == —23 =6,25.
! (2> 3 +2(2> T3 ’

temos que a area A de R € menor que Sy, portanto
A < 6,25.

De forma andloga podemos estimar a drea de R, usando os retingulos menores, suas alturas

serdo os valores de f nos extremos esquerdos dos subintervalos. Veja figura 18:

Figura 18 — valores de f nos extremos esquerdos

Fonte: Autoria propria

Observemos que a drea do retdngulo contido no intervalo [0, 1/2] é desprezivel, pois sua

altura € zero.

A soma das dreas dos retangulos inscritos na figura é aproximadamente,

1 1/1\* 1 1/3\°
Sh=Z02+= (= —1P+=(2) =295
12 +2(2) MR AN ’

Notemos que a drea de R é maior que S}, assim temos estimativas inferior e superior para A:

2,25 < A < 6,25.

Este processo de calcular a drea da regido R com certo nimero de faixas pode acontecer

para um ndmero maior.

Dividindo a regido R em oito faixas de mesma largura e fazendo os devidos célculos,
obtemos as dreas dos retdngulos que estio nos extremos esquerdos S§ = 3,06 e nos extremos
direitos Sg = 5, 06. E obtemos

3,06 < A < 5,06.
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Uma resposta para a drea de R é que estd entre 3,06 e 5,06. Fazendo este mesmo
procedimento que foi visto até agora, podemos obter melhores aproximagdes para a area de R,

veja a tabela abaixo:

Tabela 1 — Valores para a drea da regido R

n Sl S
10 | 3,24 | 4,84
20 | 3,61 | 441
30 | 3,74 | 4,27
50 | 3,84 | 4,16
80 39 | 41
100 | 3,92 | 4,08
1000 | 3,99 | 4,01

Fonte: Autoria prépria

Onde n € o nimero de retangulos no qual as alturas sdo encontradas com extremos
esquerdos S/, ou com extremos direitos S,,. De acordo com a tabela 1, note que usando 80 faixas
a dreaestdentre 3,9 e 4,1 e com 1000 estd entre 3,99 e 4, 01. Fazendo a média aritmética desses

dois dltimos nimeros, temos A = 4. Assim a medida que aumentamos n, S,, se aproxima de 4.

Exemplo 3.6 Para a regido R do exemplo 3.5 , mostre que a soma das dreas dos retdngulos

aproximantes superiores tende a 4, isto é,

lim S, = 4.

n—o0

Solucao: Seja S, a soma das dreas dos n retangulos na figura. Cada retangulo tem uma largura

2 2N\ /4N /6)\? om\® .
—,easalturassao | — | , (=), — ) ,..,| — | . Assim,
n n n n n
2 (2\° 2 /4\° 2 /6)° 2 (2n\° 223
Sn:_(_) +_(_> _|__(_) +_|__(_n) :__3[134_23_'_33_‘_.”“3].
n \n n \n n\n n\n nn
Usando a férmula para a soma dos cubos dos n primeiros termos positivos, temos
1 2
P+22+3+...0°= {En(n—l—l)} :
vem,
2.8 [1 16 (n®+n\? 16 (n'+ 203 +n? 2 1
Sp=——=|= )| =— =—|—— ) =4(14+—-—+—= ).
nn? {QH(TH— )} n4 ( 2 ) n ( 4 ) ( +n+n2)

Aplicando o limite em S,,, quando n — oo, obtemos

n—oQ n—oo

4
lim S,, = lim <4+§+—2) = 4.
n o n
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De modo anélogo temos,
lim S =

n—o0

Consideremos o problema de definir a drea de uma regido plana S delimitada pelo grafico
de uma fung¢do continua f ( com f(z) > 0), pelas retas verticais © = a e x = b e pelo eixo z.

Para isso usaremos a ideia do exemplo anterior. veja a figura 19:

Figura 19 — Areasoby = f(x)

Fonte: FLEMMING, Diva Marilia; GONCALVES, Mirian Buss. (2006).

Para definir a drea da regido S, faremos uma parti¢do do intervalo [a, b], isto é, dividire-

mos o intervalo [a, b] em n subintervalos
[x07 5171], [xb x?]) [x% 273], ) ['ri—la 'Ii]a ) [xn—la xn]7

onde rg = aex, =b.

Seja Ax = z; — x;_1 o comprimento do intervalo [z;_1, z;|. Em cada um dos intervalos
[z;_1, x;], escolheremos um ponto qualquer C; € [x; 1, x;] , construiremos um retangulo de
base Az; e altura f(C;). Veja a figura 20:

Figura 20 — Area sob y = f(z) com particdes no intervalo [a, b]

AY

y=Hx)

Fonte: Autoria prépria

Assim, a soma das dreas dos n retangulos que representamos por S, é da forma,

S, = f(CY)Az; + f(C)Axy + -+ f(Co) Az, = Zf )AL
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Esta soma é denominada a Soma de Riemann da fungéo f(x).

Notemos também que a medida que n aumenta e cada Ax;, com¢ = 1,2, ..., n, torna -

se muito pequeno, a soma das dreas retangulares aproxima - se da drea de S.

Diante do estudado até entdo, segue a defini¢ao:

Definicio 3.3 Seja y = f(x) uma fungdo continua, ndo negativa em [a, b|. A drea sob a curva
y = f(x), de a até b é definida por

= lim E Cy)Ax;
maxAx;—0 f v

onde para cada i = 1,2, ... ,n, C; é um ponto arbitrdrio do intervalo [x;_q, x;].

Definicdo 3.4 Seja [ uma funcdo definida no intervalo [a, b] e seja P uma particdo qualquer
de [a, b]. A integral definida de f de a até b, denotada

/ab f(z)dz

b
/av f(l')dl' - maalclgrxl—w Z f Ax“

desde que o limite do segundo membro exista.

é dada por

A notacgdo para a integral definida foi introduzida pelo Matemético Gottfried Wilhelm Leibniz.
Para Boyer (1996, p.277) "Leibniz sempre teve uma percep¢ao aguda da importancia de boas
notacdes como a ajuda ao pensamento, e sua escolha no caso do cdlculo foi particularmente

feliz".

. ~ b . "ne Z "

Assim esta notacao fa f(x)dx pode ser lida como "integral de a até b de f de xdz".

os nimeros a e b sdo chamados limite inferior de integracdo e limite superior de integracao,
respectivamente. Temos que f € a func@o integrando, | é o sinal de integral e o simbolo dx

indica que « € a varidvel de integracdo. Desta forma se f € integravel em [a, b], podemos escrever

/abf(x)d:p:/abf(t)dtz/abf(s)ds

A varidvel x na integral pode ser representada por qualquer simbolo, ela é a que chama-

mos de uma varavel "muda”.

Note que quando a f(z) é continua e f(x) > 0 no intervalo [a, b] a defini¢do da integral

definida coincide com a defini¢éo de drea da regido limitada por x = a, z = bey = f(x). Dessa

= /ab f(z)dz

forma,
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¢ a drea da regido R.

Figura 21 — Area sob f

Fonte: FLEMMING, Diva Marilia, GONCALVES, Mirian Buss. (2006).

Definicio 3.5 Consideremos f integrdvel no intervalo [a, b].

/abf(m)dm S /baf(a:)da:

se a integral a direita existir.
a
| s -
a

Teorema 3.2 Se f ¢é continua sobre [a, b, entdo f é integrdvel em |a, b].

1. Se a > b, entdo:

2. Sea=be f(a) existe, entdo:

Propriedades da integral definida

A seguir enumeramos algumas propriedades, cujas demonstracdes podem ser encontradas

no livro de Flemming (2006).

Sejam [ e g fungdes integraveis no intervalo [a, b|, e k um nimero real arbitrdrio. Segue

as propriedades:

I /abf(:c)d:c _ k/abf(a:)dx
thmiammz/UmMi/Z

3. Sea < c<be féintegravel em [a, c| e [c, b], entdo é integrdvel em [a, ] e

/f @_/f m+/f

4. Se f éintegravel e se f(x) > 0 para todo = em [a, b], entdo

/abf(x)dx > 0.
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5. Se f e g sdo integrais em [a, b] e f(z) > g(x) para todo x em [a, b], entdo,

/abf(m)dx > /abg(x)dx.

6. Se f é uma fungdo continua em [a, b|, entdo
[ 1wy

/fdx

Proposicao 3.4 Se [ é uma fungdo continua em |a, b|, existe um ponto c entre a e b tal que,

/ f(@)dz = (b— a) ()

Teorema Fundamental do Calculo (TFC)

O Teorema Fundamental do Calculo (TFC) relaciona o calculo diferencial e o calculo
integral, isto por meio das operagdes de derivacio e integracdo. Permite conhecer uma primitiva

de uma fungdo continua f : [a, b] — R, e calcular a sua integral definida, f; f(t)dt

Teorema 3.3 [TFC - parte I] Se | for continua em [a, b], entdo a func¢do g definida por

:/ fydt, a<xz<b
[TFC - parte II] Se f for continua em [a, b|, entdo

/ f(x)dz = F(b) — F(a),

onde F é qualquer primitiva de f, isto é, uma fungdo tal que F'(x) = f(z).

é continua em |a, b e ¢'(x) = f(x).

Demonstracao. [TFC - parte I] Pela defini¢do da derivada, sabemos que

g(z +h) —g(z)

/ I K
g'(z) = lim

Mas, g(x /f Ydte g(x + h) = / f(t)dt, segue que

z+h T
gz +h) — g(z) = / f(t)dt — / F(t)dt

Usando a propriedade 3, temos

/a o F(t)dt = / "Ryt + / . f(t)dt.



Capitulo 3. Cdlculo de drea usando integragcdo 45

Assim,
T z+h T
glx+h)—g(x) = / f(t)dt+/ f(t)dt—/ f&)dt =
sen =gt = [ s

Sendo f continua em [z, = + h], segue da proposi¢do 3.4 que existe um ponto T entre x € = + h

tal que, )
/IJr f@)dt = (x+h—2)f(z) = f()h.
Logo, )
iy 2 i 10

Como 7 estd entre x e = + h, segue que *+ — x quando h — 0. Como f € continua, temos

lim f(z) = lim f(z) = f(2).

T—T
Portanto, ( ) ( )
. glx+h)—glx)

Ou seja, ¢'(z) = f(x).
|

Demonstracdo. [TFC - parte II] Seja g(z) = [ f(t)dt, com a < = < b. Pelo TFC parte I,
temos que g é antiderivada de f, isto é, ¢’(z) = f(x). Sabemos pela proposi¢io 3.1 que se F'
for qualquer outra antiderivada de f em [a, b], entdo F'(x) = g(z) + C, com C constante real.

Deste modo, temos

b a b
F(b) — F(a) = [g(b) + d] — [g(a) + ¢] = / F(t)dt - / F(t)dt = / f(t)dt.

3.2.1 Calculo de areas

Vimos no capitulo 1 como calcular drea de algumas figuras como tridngulos, retangulos
e outras regides poligonais, além da drea do circulo. Nesta secdo, fazendo uso de integrais
definidas, estudaremos como calcular drea de algumas regides planas com contornos curvos.

Desta forma, apresentaremos quatro casos mais frequentes deste tipo de regido.

Caso I: Regido delimitada pelo grifico de f, pelas retas x = a, x = b e o eixo dos =,

onde f é continua e f(x) > 0 para todo x € [a, b], conforme a figura abaixo :
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Figura 22 — Regido do caso I

Fonte: FLEMMING, Diva Marilia, GONCALVES, Mirian Buss. (2006).

Exemplo 3.7 Determinar a drea limitada pela curva y = —x? + 5x, 0 eixo x e as retas v = 1 e
r=4.

Soluc¢ao: Fazendo o esbogo da regido, temos

Figura 23 — Area sob o grifico de y = —22 + 5.

Fonte: Autoria prépria

Assim, a drea da regido limitada por y = —2% + 5z, 0oeixozeasretasx = le x = 4
sera:
4
1 D L4 99 64 80 1 5 99
()/1(x+x)m 3x+2x1 5 3+2 3—|-2 5 uoe

Onde u.a significa unidade de drea.

Caso II: Regido delimitada pelo gréifico de f, pelas retas x = a, x = b e o eixo x, onde

f é continua e f(z) < 0 para todo x € [a, b], como na figura abaixo
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Figura 24 — Regido do caso II

Fonte: FLEMMING, Diva Marilia; GONCALVES, Mirian Buss. (2006).

Exemplo 3.8 Encontre a drea da regido limitada pela curva y = cosx, com x € /2, 31/2].

Soluc¢ao: Fazendo o esbogo da regido, temos

Figura 25 — Area de sobre y = cos z.

Fonte: Autoria préria

5 .
A(R) = /T cosxdx| = sin7—sin—

—|-1-1|=2ua.
5 | ] u.a

Caso III: Regido delimitada pelos graficos das funcdes continuas f e g, pelas retas

x =a,x = b,onde f(z) > g(z), para todo = € [a, b], como nas figura abaixo

Figura 26 — Regido do caso III

y=fix)

Fonte: FLEMMING, Diva Marilia; GONCALVES, Mirian Buss. (2006).
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Assim,
a= [ s~ [ owar= [ ) - g

independente das funcdes serem positivas ou negativas.
Exemplo 3.9 Encontre a drea da regido delimitada pelas curvas y = —1 — 2%, ey = —2x — 4.

Soluc¢ao: Fazendo o esbogo da regido R, temos

Figura 27 — Area limitada pelas curvas y = —1 — 22, e y = —2x — 4.

Fonte: Autoria prépria

Assim, a 4rea da regido R sera:

3 ) 3 ) .1:3 ) 3 32
A(R) = 1[(—1—:6)—(—295—4)]61:6: 1(—3: +2x+3)dx:—§+x +3w7 =5 ua.

Caso IV: Regido delimitada pelos graficos das fun¢des continuas x = f(y) e x = g(y),
pelasretasy = ¢,y = d , onde f(y) > g(y), para todo x € [c, d], veja figura 28:

Figura 28 — Regido do caso IV

Yﬂ\

Fonte: FLEMMING, Diva Marilia, GONCALVES, Mirian Buss. (2006).
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Deste modo,
d d d
A= [ sy~ [ gty = [ (7).
Exemplo 3.10 Encontre a drea da regido limitada pelas curvas v = y>, x =y — 2,y = —2e
y =3
Solugdo: As curvas y = 3 e z = y* se interceptam no ponto (9, 3) e y = —2 e = y* no ponto

(4, —2). Observe figura 29:

Figura 29 — Area limitada pelas curvasz = 3%, 2 =y — 2,y = —2e y = 3.

y=3 x=y—2

Fonte: Autoria propria

Segue que,

Az/_[y2—<y—2>}dy - /<y2—y+z>dy

2 -2
3 2 3
Yy Yy
= L L 49
3 2+y_2
_ 21,26 115

Observacao 3.3 Uma regido como a descrita no caso 11l é chamada regido do tipo I e no caso

1V uma regido do tipo II.

3.3 Integral dupla

Trabalharemos, nesta se¢do, com fun¢des de duas varidveis reais a valores reais e
abordaremos algumas definicdes e propriedades da integral dupla. Antes definiremos fungdes de

duas variaveis e sua continuidade.

Definicao 3.6 (Funcoes de duas Variaveis) Uma funcdo f de duas varidveis é uma regra que
associa a cada par ordenado de niimeros reais (x, y) de um conjunto D, um tinico valor real
denotado por f(x,y). O conjunto D é o dominio de f e sua imagem, o conjunto de valores

possiveis de f, ou seja, { f(x,y); (z, y) € D}.
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Figura 30 — Fungoes de duas varidveis

Fonte: STEWART, James. (2007).

Denotaremos z = f(x,y), onde z é varidvel dependente e x e y sdo varidveis indepen-

dentes.

Definicdo 3.7 Uma fungdo f de duas varidveis é dita continua em (a, b) se

o f(x,y) existirem (a, b);
e O limite de f(x,y) deve existir nesse ponto.

o limg ) p f(z,y) = f(a,b).

Dizemos que f é continua em D se for continua em todo ponto (a, b) de D

Agora mostraremos como integrar uma func¢éo continua f(z, y) sobre uma regido limi-
tada no plano zy. Existe semelhanca entre integrais duplas e integrais "simples"para funcao
de uma unica varidvel. Integrais duplas e simples sdo ambas definidas pela Soma de Riemann,
ambas podem ser calculadas usando o Teorema Fundamental do Célculo, sendo que na inte-
gral dupla € preciso aplicd-lo duas vezes. Vale destacar que na integral simples o dominio de

integragdo é um intervalo [a, b] e numa integral dupla é uma regido R no plano.

Integrais duplas sobre retangulos

Suponhamos que f(x,y) seja definida em uma regido retangular R dada por
R:{a <z <b, c<y<d}. Imaginemos R uma regido coberta por uma rede de retas paralelas

aos eixos z e y. Veja figura
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Figura 31 — Grade retangular particionando a regido R em pequenos retingulos de drea A A, = Az Ayy.

T
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Fonte: THOMAS, George B. (2009).

Observe que estas retas dividlem R em pequenos retangulos de drea AA = AxAy. Estas
areas podem ser numeradas por alguma ordem AA;, AAs, ..., AA,. Assim escolhemos um

ponto (xx, yx) em cada retdngulo A A, e formamos a soma

Sp =Y [(z,y)AAy (3.5)
k=1

Sendo f continua em R, a medida que aumentamos o nimero de retas paralelas ao eixo = e ,
reduzimos a largura da rede e tanto Az quanto Ay tendem a zero, dessa maneira as somas na

equacdo aproximam-se para um limite denominado de integral dupla de f em R, denotada por

/ /R F@y)dA ou / /R F,y)dady

//Rf(x,y)dA = Ali}g();f(xk,yk)AAk (3.6)

O limite na equagdo 3.6 € independente da ordem na qual as dreas A Aj sdo numeradas e

independentes da escolha do ponto (zy, yx) dentro de cada A A

Propriedades de integrais duplas

Suponhamos que todas as integrais existam.

1. Multiplo Constante:

//R kf(z,y)dA = k‘//Rf(x,y)dA, para todo k.

2. Soma e Diferenca:

//R[f(sc,y)ﬂ:g(x,y)}dA: //Rf(x,y)dAi//Rg(x7y)dA_
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3. Dominagdo:

a) //Rf(x,y)dA >0se f(z,y) > 0emR.

b) //Rf(x,y)dAZ//Rg(%y)dA, se f(7,y) > g(z,y) em R.

4. Aditividade:

//Rf(x’y)dA:/Rl f(xay)dA—i—/RQf(x,y)dA,

se I for a unido de dois retangulos ndo sobrepostos [?; e IRs.

Teorema de Fubini

O teorema de Fubini permite relacionar a integral no R? com a integral em R. Este
teorema foi publicado em 1907 e diz que a integral dupla de qualquer funcio continua sobre um

retangulo pode ser calculada como uma integral iterada em qualquer ordem de integracgao.

Observacao 3.4 A integral iterada significa que primeiro integramos em relacdo a y de ca d e

depois em relacdo a x de a até b, ou vice-versa. Entenderemos melhor no teorema que segue.

Teorema 3.4 (teorema de Fubini - primeira forma) Se f(z,y) for continua na regido retan-

gular R, a < x <bec <y <d, entdo

//Rf(x,y)dA = /cd/abf(l‘,y)d:(:dy — /ab/cd fl@, y)dydz.

Exemplo 3.11 Calcule o valor da integral dupla [, (4 — y*)dA, onde
R={(z,y);0<z<3, 0<y<2}

Solucio: Utilizando o Teorema de Fubini, temos

3 pr2
// (4 —yHdA = / (4 — y*)dydx (3.7)
R 0J0
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Integrais duplas sobre regides nao retangulares limitadas
Podemos definir a integral dupla de uma fungdo f(z,y), sobre uma regido ndo retangular
limitada de forma semelhante a que definimos para uma regiao retangular.

Imaginemos agora uma regido R sendo coberta por uma grade retangular. De modo que
a soma parcial dos pequenos retangulos de area AA = AzAy estejam inteiramente dentro da

regido sombreada R, Escolheremos um ponto (4, ) em cada retangulo e faremos a soma

Sp = Z [ (@, yi) AAy. (3.8)
=1

A unica diferenca entre a soma 3.5 e 3.8 para regides retangulares é que agora as areas
A Ay, podem nio cobrir totalmente R.

Figura 32 — Regido R coberta por uma grade retangular
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Fonte: THOMAS, George B. (2009).

Observe que, a medida em que a malha da grade retangular diminui, o nimero de termos
S, aumenta, pois os retangulos ficardo cada vez menores e, como consequéncia, a drea da regido
R se aproximari cada vez mais da regiio R. Sendo f uma funcdo continua e o contorno da
regido IR formado por um nimero finito de graficos de func¢des continuas de x e / ou y, a soma
dos termos .5, terdo limite ao passo que as normas das particdes que estabelece a grade retangular

se aproximam de zero independentemente. Chamamos este limite de integral dupla de f em R.

Observacao 3.5 As integrais duplas de funcoes continuas de regioes ndo retangulares, tem as

mesmas propriedades que integrais sobre regioes retangulares.

Teorema 3.5 ( Teorema de Fubini (Forma mais geral)) Seja f(z,y) continua em uma regido

R.

1. Se R for definida por a < xz < b, g1(z) <y < ga2(x), com g, e g, continuas em [a, b],

J[ repaa= [ / £ (&, y)dydz.

entdo
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2. Se R for definida por ¢ < y < d, hi(y) < x < hy(y), com hy e hy continuas em [c, dJ,

entdo s
J[ reaa= [  fr.dady

Exemplo 3.12 Calcule a integral dupla dada por / / x cosydA, onde D é limitada por y = 0,
D
=2’ex =1

Solucio:

Usando Fubini, vem

1 pa? 1 22 1
//a:cosydA:// xcosydydx:/ xrsiny dx:/ xsin 2%dr =
D, 0J9 0 0 0

= —§cosl+§coso = 5(1 —cos ).

= — = cos x?

2 0

3.3.1  Calculo de areas usando integral dupla

Vimos anteriormente a definicdo de integrais duplas sobre regides ndo retangulares

limitadas, as somas parciais eram dadas por

k=1

Fazendo f(z,y) = 1, as somas S, se reduzem

3

Sp = AAy.
k=1

Conforme Az e Ay se aproximam de zero, a cobertura de AAy, com k € {1,...,n}, torna-se

mais completa, e R é definida como o limite
7115202 A4, = //R dA.
k=1

Definicao 3.8 A drea de uma regido plana R fechada e limitada é:

A://RdA.

Exemplo 3.13 Esboce a regido limitada pela curvay = e* easretasy =0, r =0ex = In2.

E calcule a drea da regido como uma integral dupla iterada.

Soluc¢ao: Esbocando a regido R, temos
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Figura 33 — Regido R limitadapory = e easretasy =0,z =0exz =1n2

Fonte: Autoria propria

Segue que,

In2 e” In2  cx In2 In?2
/ / ldydx:/ Y d:r:/ efdr=¢*| =e"?—e"=2—-1=1. ua
0 0 0 0 0 0
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4 CALCULO DE AREAS POR MEIO
DO TEOREMA DE GREEN

Neste capitulo objetivamos usar um relevante resultado do cédlculo vetorial, teorema de
Green, para obter a area de algumas regides com contornos irregulares. Para isso, precisamos

fazer um breve estudo sobre curvas, campo vetorial e integrais de linhas.

4.1 Curvas

Sejam
v =x(t);y =y(t); 2 = 2(t) (4.1)

fungdes continuas de uma varidvel ¢, com ¢ € [a, b]. definiremos curva como o conjunto de todos
os pontos (z, y, z) determinados por 4.1. Essas equacdes sdo chamadas equagdes paramétricas
da curva e t o parametro, este ndo representa necessariamente o tempo, poderiamos assim usar

outra letra para representar o parametro em vez de ¢.

Observacao 4.1 Se as fungcoes x = z(t), y = y(t) e z = z(t) sdo fungdes constantes a curva

degenera - se num ponto, isto pode acontecer no R? e também no R?.

Vejamos alguns exemplos:

1. Asequacdo vetorial r(t) = ti + (t + 2)7 + (2¢ + 1)k representa uma reta, cujas equagdes
paramétricas sdo z(t) = t;y(t) =t + 2; 2(t) = 2t + 1.

2. A equagdes paramétricas x(t) =t + 1, y(t) = t> + 4 e z(t) = 2 representam uma curva
no espago denominada pardbola, a equagao vetorial correspondente é r(¢) = (¢ + 1)i +
(t? + 4)j + 2k com —oco < t < oo0.

3. Aequagdo r(t) = ti+4costj+9sintk,t > 0, representa uma hélice circular, as equagdes

correspondentes a esta equagdo vetorial sdo z(t) = ¢, y(t) = 4 cost, e z(t) = 9sint, t > 0.

Definicao 4.1 Uma curva plana é uma curva que estd contida em um plano no espago, caso

ndo seja plana, é chamada reversa .

Note que as curvas dos exemplos 1 e 2 sdo planas e 3 € uma curva reversa.
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Parametrizacao de algumas curvas

e Reta

A equagdo r(t) = a + tb é chamada equagdo vetorial da reta, e pode ser utilizada para uma

reta qualquer. Onde a e b sdo vetores constantes e ¢ ¢ um parimetro real.

Considerando o ponto P(a;, as, a3) que coincide com as componentes do vetor a e seja

b = (b1, by, b3) um vetor, temos
’I“(t) = (a1 + tbl)l + (ag + tbQ)] + (ag + tbg)]{? (42)

Dai, z(t) = ay + thy, y(t) = az +thy e z(t) = as + tbs sdo equagdes paramétricas da reta

que passa pelo ponto P(ay, as, a3) e tem direcdo do vetor b = (by, ba, b3).

Figura 34 — Representacdo geométrica da equacdo da reta.

Fonte: FLEMMING, Diva Marilia, GONCALVES, Mirian Buss. (2007).

e Circunferéncia

A equagdo vetorial de uma circunferéncia no plano xy, centrada na origem e raio a > 0
(figura 35 (a)), é dada por

r(t) = acosti +asintj, 0<t <27, 4.3)
As equagdes paramétricas de 4.3 sdo x(t) = acost e y(t) = asint.

e Elipse
A equacio vetorial de uma elipse, no plano xy, com centro na origem e eixos nas direcdes

dos eixos z e y (figura 35 (b)), é dada por

r(t) = acosti + bsintj, 0<t < 2. (4.4)

Observacao 4.2 Curvas com equagdes da forma y = f(x), com as quais estamos mais
acostumados pois sdo grdficos de funcoes, podem ser parametrizadas de um modo mais

simples. Tomando-se x como pardmetro, temos v =t ey = f(t).
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Figura 35 — Parametrizag¢do da circunferéncia e da elipse.

~<
<

<

Fonte: FLEMMING, Diva Marilia; GONCALVES, Mirian Buss. (2007).

Defini¢do 4.2 Uma curva c é dita suave ou regular quando a funcdo vetorial r(t), t €

I C R, tem derivada continua r'(t) e r'(t) # 0. Geometricamente, significa que a curva
ndo possui pontos angulosos. Veja figura abaixo.

Figura 36 — Representacdo de uma curva suave.

Fonte:FLEMMING, Diva Marilia; GONCALVES, Mirian Buss. (2007).

Observacao 4.3 Uma curva que pode ser dividida num niimero finito de curvas suaves, é
dita suave por partes.

Figura 37 — Representagdo de uma curva suave por partes.

Fonte: FLEMMING, Diva Marilia; GONCALVES, Mirian Buss. (2007).
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2

Observacio 4.4 Uma curva é fechada quando dado t € [a, b], temos r(a) = r(b). E
simples quando cada ponto da curva corresponde um tinico valor do pardmetro t, exceto

t =aet =0, ouseja, acurva ndo se autointercepta.

Figura 38 — Tipos de cuvas.

N e O COF

simples, ndo simples, simples, ndo simples,
ndo fechada nio fechada fechada fechada

Fonte: STEWART, James. (2007).

Definicdo 4.3 Uma regido simplesmente conexa D (D é dominio no R? ou R3), tal que

toda curva simples fechada em D contorna somente pontos que estdo em D.

Em uma regido simplesmente conexa ndo hé buracos, e a regido também nado pode ser

constituida de pedacos separados.

4.2 Campos vetoriais

Nesta secdo, iremos definir campo vetorial, conceito necessdrio a integral de linha.

Definicao 4.4 Seja D um conjunto em R? uma regido plana. Um campo vetorial sobre

R? é uma funcdo F que associa a cada ponto (x, y) um vetor F(z,y).

Definicdo 4.5 Seja E um subconjunto do R3. Um campo vetorial sobre o R3 é uma funcdo

F que associa a cada ponto (x, y, z) em E um vetor tridimensional F (z,y, z).
Exemplo 4.1 Seja F(x,y) = —xi — yj. F define um campo vetorial sobre o R>.

Solucio: Vamos descrever I’ desenhando alguns de seus vetores F'(z, y).

Para fazermos a representa¢do geométrica de um campo, tomamos alguns pontos P € D e
desenhamos o vetor F'(P) como uma seta com a origem em P (transladada paralelamente

da origem para P) .
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Tabela 2 — Alguns vetores de F'(z,y).

x L f(2,y) = —wi—yj
(1, 0) (-1, 0)
(—1,0) (1, 0)

1, 1) (—1, 1)

(0, 1) (0, —1)
(0, —1) (0, 1)
(—1, 1) (1, 1)
(1, -1) (-1, 1)
(—1, 1) (1, —1)

Fonte: Autoria prépria

Figura 39 — Campo vetoria.l

N

Fonte: Autoria préria

Campos gradiente

Definicao 4.6 Se f : A C R" — R for uma funcdo tal que as derivadas parciais existam
e A é um conjunto aberto, entdo o gradiente de f, denotado por grad(f) ou V f, serd

definido por

VF = grad(f) = (GG g @ @ ) = 3 o)

i=1

Exemplo 4.2 Determine o campo vetorial gradiente de f(x,y) = 42* — 3zy + >

Solucao: Temos, %(m, y) =8xr —3ye g—i(x, y) = =3z + 2y.
Logo,Vf = (8 — 3y)i + (—3z + 2y)j.

Definicao 4.7 Um campo vetorial F é dito conservativo se ele for o gradiente de alguma
fungdo escalar, ou seja, se existir uma funcdo f tal que F' = V f. Nessa situacdo f é

denominada Fungdo Potencial de F'.



Capitulo 4. Cdlculo de Areas por meio do teorema de Green 61

Exemplo 4.3 O campo vetorial F' dado por F(x,y, z) = (10zz+y sin(zy) )i+ sin(zy)j+

5x2k, é conservativo pois, se definimos f(x,y,z) = bx?z — cos(xy), temos

_of . of Of
Vf—axz—l—ay +8zk

Vf = (10zz + ysin(zy))i + zsin(xy)j + 52°k = F(x,y, 2).

Ou seja,
Vf=F(xvy,z).

Rotacional de um campo

Definicao 4.8 Seja F(x,y,z) = P(z,y, 2)i+Q(x,y, z)j+R(x,y, 2)k um campo vetorial
definido num dominio D, com as derivadas parciais de P, () e R continuas em D. O
rotacional de f, denotado por rotf é dado por

i

rotf =V x f=|2

Q &lo .
= Sl o

ox
P
OR 0Q\. (0P OR\. (0Q 0P
tf = —— — —_— - — — - — | k. 4.5
rotf (3y 8z>2+<8z 8x>‘7+(8x 8y) (43)
Observacao 4.5 Para o resultado de 4.5, utilizamos o operador diferencial V ("nabla"ou
"del"), com 5 5 5
V=i—+j—+k—
"oz Ty T
Este, quando operado sobre uma fungdo escalar, produz o gradiente de f, isto é,
of  0f of
' A Al
V=i e, TR,

Observacao 4.6 Podemos dizer que o aberto A C R" é simplesmente conexo quando
é conexo por caminhos e toda curva fechada continua em A pode ser "deformada por

continuidade"a um ponto de A, sem sair de A.

Teorema 4.1 Seja F : Q C R" — R, (n = 2,3) um campo vetorial de classe C' no

aberto Q). Se () for simplesmente conexo e rotf = (0, entdo F' serd conservativo.
Exemplo 4.4 Q = R? — (0,0) ndo é simplesmente conexo.

Exemplo 4.5 Q) = R3 — (0,0, 0) é simplesmente conexo.
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4.3 Integrais de linhas de um campo vetorial

As integrais de Linha foram desenvolvidas no inicio do século XIX para resolver problemas
que envolviam escoamento de fluidos, forcas eletricidade e magnetismo. Nesta secdo
estudaremos as integrais de Linhas de Campos Vetoriais e de inicio traremos o conceito

fisico de trabalho.

Defini¢do 4.9 Sejam ¢ : v : [a, b] — Q de v(a) até y(b) e F um campo de forcas
F : Q c R3 — R3 continuo sobre c. O trabalho realizado por F para deslocar uma

particula ao longo de c, é definido como
b
= [Fedr= [ Fow) -0
¥ a

Definicao 4.10 Dado um campo vetorial continuo qualquer F' : Q) C R™ — R", Q) aberto,
uma curva v : [a, b] — Q de classe C*. Definiremos a integral de Linha ou curvilinea de

F sobre v por
b
[ Fav= [ FG@)-
0% a

quando a integral a direita existe.

Quando a curva c é suave por partes, definimos

[
Y

como a soma das integrais sobre cada parte suave da curva.

Observemos que se F' tem componentes P, Q e Re y(t) = (z(t),y(t), 2(t)), t € [a, b,

temos

/F'd’Y:/ [P(x(t), y(t), 2(t)-2" (1) +Q(x(t), y(£), 2(£)) -y () +R(x(1), y(t), 2(£))-"(t)]dt.

(4.6)
A equagdo 4.6 nos sugere a notacao:
/F cdy = /P(x, y,z)dx + Q(x,y, z)dy + R(x,y, z)dz.
Y Y
’ d d d
[P = [P0, 20 5+ Q0. 5(0). 20+ Bla o). y(0) 20)- 7

Observacao 4.7 Se —c representa a curva c orientada no sentido oposto ( do ponto inicial

B para o ponto final A), entdo temos

/ S = - / £(@,y)dz.
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Exemplo 4.6 F(z,y) = (x — y)i + zyj, ¢ é 0 arco de circulo z* + y* = 4 percorrido no
sentido anti-hordrio de (2, 0) a (0, —2).

Solucdo: Fazendo o esbogo da curva, temos

Figura 40 — Esboco da curva.

Fonte: Autoria préria

parametrizando ¢, temos x = 2cost e y = 2sint, com 0 < t < 37”.Assirn, r(t) =
(2cost, 2sint)er’(t) = (—2sint, 2cost), segue que,
3n
/F-m :‘/QF&@yrﬁMt
c o
= /2 (2cost — 2sint, 2cost2sint) - (—2sint, 2cost)dt
0
3r

i
= / (—4costsint + 4sin®t + 8 cos® t sint)dt
0

3m 3 3m

2 2 2
= —4 / costsintdt +4 / sin? tdt + 8 / cos? tsin tdt .
\ 0 0 0 |
T 7 1

24 3r S =3
= — T+ - =31+ .
3 3

Para resolver I e III usamos o método da substituicdao simples e para II usamos identidade

trigonométrica.

4.3.1 Integral de linha de um campo conservativo

Pelo TEC se f : [a, b] — R for continua e se ¢[a, b] — R for uma primitiva de f(¢' = f),

entdo /ab f()ds = /ab ¢ (2)dz = p(a) — p(b).

Este resultado pode ser generalizado pelo seguinte teorema:
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Teorema 4.2 Se F' : Q C R" — R"” for um campo vetorial continuo e conservativo,
¢ : Q = R for uma fungdo potencial para F(Nyp = F) e se v : [a, b] — Q for uma curva
de classe C', com A = ~(a) e B = (b), entdo

AF-d7=/7V¢d7=w(a) —o(b).

Observacio 4.8 O teorema 4.2 vale para vy de classe C* e, vale também se  for de classe

C! por partes.

Observacao 4.9 Se ¢ é uma fungdo de duas varidveis e c uma curva plana com inicio em

A(zy, y1) e término em B(xs, ys), 0 teorema 4.2 fica

/Fdr = /Vgpdr = 90($27y2) - @($1,y1)-

Note que o valor da integral de linha de F ndo depende da curva que liga A e B, tal valor

depende apenas dos pontos A e B.

Observacdo 4.10 Dado v uma curva fechada (y(a) = (b)), usaremos a notagéo fv F-dy

para indicar a integral de linha de I sobre ~y. Assim,

j{F-ch:O
.

4.4 Teorema de Green

Este teorema expressa uma integral de linha em torno de uma curva fechada no plano,
como uma integral dupla sobre uma regido limitada pela curva. O nome Teorema de
Green € uma homenagem ao Matematico e Fisico Inglés George Green (1793 - 1841), que
introduziu o teorema em um trabalho escrito sobre aplicacdes de Matematica a Eletricidade

e Magnetismo.

Uma das hipéteses deste teorema € considerar uma curva fechada simples orientada
positivamente, ser orientada positivamente se refere a percorrer ¢ no sentido anti - horario
apenas uma vez. Assim se ¢ for dado como uma fung¢@o vetorial (), a <t < b, entdo a

regido D estd a esquerda quando o ponto r(t) percorrer c.

Teorema 4.3 (Teorema de Green) Seja c uma curva plana simples, fechada, continua
por partes, orientada positivamente, e seja D a regido delimitada por c. se P e () tém

derivadas parciais de primeira ordem continuas sobre uma regido aberta que contenha D,

/ Pdz + Ody — / /D (g—f _ 68—1;) dA. @.7)

entdao
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Figura 41 — Orientacdo de curva.

oJ U ¥

(a) Orientag@o positiva (b) Orientagdo negativa

Fonte: STEWART, James. (2007).

Demonstracao. Note que o teorema de Green estard provado se mostrarmos

/de = — // @dA (4.8)

c D ay

/ Qdy = / / 9Q 14 (4.9)
c D a..'['

Vamos provar a equagdo 4.8 exprimindo D como uma regido do tipo I,

Figura 42 — Regido do tipo L.

- y=9:()
e
G
Cy C,
(o}
y=¢:(x)
0 ;1 b X

Fonte: STEWART, James. (2007)

D={(z,y);a <z <bg(xr) <y<gsx)}, onde g1() e go(x) sdo fun¢des continuas.
Calculando o lado esquerdo da equagdo 4.8, vem

/fmmm—/p@mm+/P@mm+/P@wm+/P@wm

c c1 c2 c3 Cq
Em C1, tomamos como parémetro r = t e escrevemos as equagf)es paramétricas como

r=tey=g(t),coma <t <b. Assim,

Lp@wmzlkamﬁ

Em ¢y, tomamos x = bey =t, g1(x) <t < go(x). Dai,

g2()

/ P(z,y)dr = (b,t)dt = 0.

(&) g1(x)
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. T . ~
Como z = b é constante segue que au = 0. Observe que para c4, temos a mesma situacao

/ Pz, y)dz = 0.

Cq

da curva ¢, isto €,

Agora vamos encontrar uma parametrizacao para cs. Note que c3 vai da direita para
esquerda, mas —cg vai da esquerda para direita. Assim podemos escrever as equacoes

paramétricas de —c3 como x =t ey = go(t), a < t < b. Logo,

/CS P(z,y)dr = — /03 P(z,y)dz = /ab(t,gg(t))dt.

Portanto,
/CP(x,y)dx = /ab(t,gl(t))dt+0—/ab(t,g2(t))dt+0:>
/CP(x,y)dx = /ab(t’gl(t))dt_/ab(t,gg(t))dt:>
/CP(x,y)dx = /ab[(t,gl(t))—(t,gg(t))]dt. (4.10)

Agora, calculando a integral dupla do lado direito da equacio 4.8, vem

/[ Goaa= // —dydx—/abp(x,y)

Segue que,

g2()

dx:/ [P(z, g2(x))—P(x, g1 (x))]dx.

g1(x)

// 5,04 = /a[P($a91($))—P((ﬂ,gg(x))]d:p, (4.11)

Comparando as equacdes 4.10 e 4.11, obtemos

oP
/CP(:E,y)dA = —/ 8_ydA

Agora vamos provar a equacdo 4.9. Exprimindo [ como uma regido do tipo II, temos

Figura 43 — Regido do tipo II.

G

x=m0) =
Ny

g = hy(y)

Fonte: STEWART, James. (2007).
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D={(z,y);c <y <d h(y) <z <hs(y)}, onde hi(y) e ha(y) sdo fungdes continuas.

Resolvendo o lado esquerdo da equacao 4.9, temos

/c Qa, y)dy = / QU o)y + /62@<x,y>dy+ /cg@u,y)dw /C4Q(fc,y)dy

Tomamos em ¢, z =t ey = ¢, com hy(y) <t < hy(y). Assim,

ha(y)
/ Q(, ydy—/ (t,c)dt =0,

(v)

como y(t) = 0, segue que d_?zi = 0. Da mesma forma, temos

/03 Qa, y)dy =

Vamos agora encontrar uma parametriza¢do para c¢s. Facamosy = tex = hy(t),c <t < d.
Observe que c, estd orientada sentido contrdrio a curva cs, mas —c, tem mesmo sentido

de c,. Assim podemos fazer,

/@<x,y /@xy /<h1<> {)t

Para ¢y, tomamos y =t e x = hy(t), c <t < d.

/CQQ@’@/)@:/C (ha(t), t)dt.

/Q(x,y)dy = 0+/d(h2(t),t)dt+0—/d(hl(t),t)dt:

d d
/Q(%y)dy = /(hg(t),t)dt—/ (hy(t), t)dt =

d
/ Qr,y)dy = / ((halt). £) — (ha(2), )]k, 4.12)

calculando o lado direito da equagdo 4.9, temos

/ a—QCZA = //hl(y da;dy-/@xy

[ Rar = [ 1@tuto).0) ~ Q061 @13

Comparando 4.14 com 4.13, obtemos

[t [ Za

Logo, somando as equacdes 4.8 € 4.9, obtemos

/CPdHQdy://D (g—g—g—];)dA.

Usaremos o teorema de Green para calcular alguns exemplos de integrais de linhas.

Portanto,

ha(y)
dy =
ha(y)
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Exemplo 4.7 /l’de.iE + 23dy, c é o retngulo com vértices (0, 0), (2, 0), (2, 3) e (0, 3).

[

Solucdo: Inicialmente vamos fazer o esbogo da regido D, delimitada pela curva C'.

Figura 44 — Regido D, delimitada por C'

Cy

Fonte: Autoria prépria

Observe que a curva estd orientada positivamente, dessa forma podemos aplicar o Teorema

oP 0
de Green. Fazendo, P(z,y) = zy* e Q(z,y) = 23, temos — = 27y € 0@ _ 33, segue

dy ox
que,
3 2 3 9 3
/xyzda: + 23dy = // (32 — 2zy)dady = / (2% — 2%y)| dy = / (8 — 4y)dy =
¢ 0J0 0 0 0
3
/xy2d$+x3dy:8y—2y2 =24—-18=6
. 0
Logo,

/xy2d:6 + 23dy = 6.

C

Exemplo 4.8 / (y 4 eV®)dx + (22 + cos y?)dy, ¢ é a fronteira da regido delimitada pelas
pardbolas y = x* e x = y?, orientada positivamente.

Soluc¢do: Primeiramente vamos fazer o esbogo da regido D (figura 45), delimitada por c.

opP 0
Fazendo P(z,y) =y +eV® e Q(x,y) = 2x + cos 42, temos re le a—Q = 2. assim.
Yy T

X
2dx:>

1,z N
/(y + eV?)dz + (22 + cosy?)dy = // (2—-1)dA = // dydr = / Yy
c D 0Ja2 0

T

1
2 1 1 2
/(y + eV dx + (2 + cosy?)dy = / (Y2 — 2?)dx = Z2%/? — —:p3‘ =3~
c 0
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Figura 45 — Regido D, delimitada pelas pardbolas y = 22 e x = 3/°.

Fonte: Autoria prépria

Observe que as integrais dos exemplos 4.6 e 4.7 poderiam ser calculadas pelos métodos
usuais, o que envolveria um extenso processo, o que pode ser evitado usando o Teorema
de Green para resolver a integral de Linha sobre uma curva ¢, de modo que c limita uma

regido D, a qual as condi¢des do Teorema de Green sdo satisfeitas.

441 O teorema de Green no calculo de areas

Traremos a seguir um resultado que € a consequéncia do Teorema de Green, fornece um
método util para o cédlculo da drea de uma regido limitada por uma curva suave simples e
fechada.

Teorema 4.4 Se D for uma regido tendo por fronteira uma curva fechada simples e

seccionalmente suave, e A unidades de drea de D, entdo

1
A= 3 /:L’dy — ydzx. (4.14)

Demonstracdo. Pelo Teorema de Green, podemos demonstrar 4.14, fazendo P(x,y) =

1 1
—gye Qx,y) = 3% Temos

/—lydx + 1ydy = 9@ _ 8_P) dA
2 2 dy

c I
LG ()
L2
- Jfo

Como [[,, dA é a medida da drea de D, logo

N |

i

1
§/xdy—ydx:A.
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Vamos resolver alguns exemplos usando o teorema 4.4 para as dreas das regides limitadas

pelas curvas nos exemplos a seguir.
Exemplo 4.9 A elipse r(t) = (acost)i+ (bsint)j, 0 <t < 2.

Solugao: Vamos utilizar o teorema 4.4 para resolver o exemplo, temos x = acost e

y = bsint, assim dx = —asin tdt e dy = bcost dt. Segue que,

1 1 27
A:§/xdy—yda: = 5/ [acost -bcostdt — bsint - (—asint)|dt
¢ 1 0271'
= 3 / (abcos®t 4 absin® t)dt
1 027r
= = / [ab (cos®t + sin®t)]dt
2/, ——

=1

1 2
= 5/0 ab dt

27 1 1
= —ab-27 — —ab-0 = 7wab u.a.
0

1
= —abt
2 2 2

Exemplo 4.10 A circunferéncia r(t) = (acost)i + (asint)j, 0 <t < 2.

Solucdo: Fazendo z = acost ey = asint, temos dr = —asint dt e dy = acost dt.

Assim,

1

Azﬁ/xdy—ydx =

27
/ [a* (cos®t + sin®t)]dt
—_———
o -1

27 1 9 9
:§a 2T =ma” u.a.

Exemplo 4.11 Calcule a drea da regido limitada pela curva x = acos®t, y = asen’t,
com( <t <2m.
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Solucdo: Temos, z = acos’t = ‘fl—f = —3acos’tsint e y = asin®t = % =

3asin? t cost. Dessa forma,
2
A= /:cdy —ydr = / a cos® t3asin’t cos tdt + asin® t3a cos® t sin tdt
c 0
2m
= / (3a® cos* t sin? t 4 3a®sin® t cos® t)dt
0
2
= / 3a® cos® tsin® t(cos® t + sin® t)dt
0
2m
= / 3a® cos? tsin? t
0

27
= 3a2/ costsintcostsint.
0
4.15)

Usando a identidade trigonométrica sin(2z) = 2 cos x sin x, temos

sin(2t)
SR

costsint =

Assim,

4 3a? [?"sin(2t) sin(2t)
2 2 2

_[7 (sin(2t))?
= / ¢

3 2 T —
_ 3a’ cos(4t) gt
8 J, 2

- (o)

Se por exemplo a = 1, temos a regiao representada pela figura 46 (a), cuja area da

hipocicloide é dada por A(R) = 2 w.a. Para a = 2, temos a drea representada na figura

8
46 (b), com A(R) = 2% u.a .

2 3@2
= —7. Uu.qa.
0 8

Figura 46 — Regido D, delimitada pela curva x = acos®t, y = asen3t,com 0 < t < 27. .

() (b)

Fonte: Autoria propria



Capitulo 4. Cdlculo de Areas por meio do teorema de Green 72

Como podemos observar o teorema de Green € um dos mais importantes resultados
do Calculo Vetorial, € relevante para o calculo de dreas de figuras planas e estabelece uma
relacdo entre integrais de linha e integrais dupla, em algumas situagdes, o Teorema de
Green transforma o cdlculo de uma integral de linha complicada no de uma integral dupla

mais simples, facilita o cdlculo de dreas regides "deformadas".
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CONSIDERACOES FINAIS

Ao término deste trabalho pudemos perceber que hd diversos estudos voltados
para o calculo de areas, mas ndo € muito comum trazer essa abordagem desde o ensino
bésico até o superior. Devido a essa caréncia, resolvemos explanar demonstragdes de
algumas férmulas usadas para o célculo de drea de figuras planas, estudadas no ensino
bésico, e apresentar algumas ferramentas matematicas necessdrias ao cdlculo de area de

regides com contornos curvos, estudados no ensino superior.

Desde antiguidade o homem necessitava determinar dreas de superficies planas,
seja objetivando a plantacdo ou construcdo de moradias. E nos dias atuais este pro-
blema continua sendo de interesse de matemadticos, além de diversos profissionais como

engenheiros, topdgrafos e arquitetos, por exemplo. Isto evidencia a relevancia do tema.

Este trabalho possibilitou além de verificar a forma como este contetudo, drea, é
tratado durante o ensino bdsico até o ensino superior; aprofundar conhecimentos relaciona-
dos ao tema. Apresentamos as areas de algumas figuras planas, obtendo suas respectivas
féormulas; a integral definida que € usada para calcular dreas delimitadas por curvas e o
Teorema de Green, que € muito util na determinacdo da area de regides limitadas por uma
curva seccionalmente suave, simples e fechada. Uma sugestio para estudos posteriores €
analisar a relacdo existente entre o Teorema de Green e o planimetro, um instrumento que

calcula drea de figuras planas apenas se movendo sobre o contorno da curva fechada.
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