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RESUMO

Este trabalho caracteriza-se como uma pesquisa bibliografica basica pura, de caréter exploratério
onde apresentamos, por meio de exemplos fisicos, uma andlise nas descricoes de “Ondas
Mecanicas” especificamente ondas que se propagam ao longo de uma corda e de uma malha.
Para cada caso, o desenvolvimento € realizado a partir do meio em que se propaga a onda.
A maioria das propriedades das ondas mecanicas vale para todos os tipos de ondas, como as
eletromagnéticas que estao presentes no funcionamento de varias descobertas que utilizamos
em nossas vidas, a saber, a televisao, o radio, a internet, forno de micro-ondas, telefone, entre
outras. Além do mais, as ondas mecanicas aparecem em nosso dia a dia como: ondas do mar,
ondas sonoras e ondas sismicas. O texto no qual apresentamos nossa pesquisa se inicia com
alguns conceitos relacionados as Equacgdes Diferenciais, em seguida sdo tratados os conceitos
fisicos, por meio de construgdes e defini¢des que partem do Movimento Harmonico Simples
até chegarem as descri¢cdes de um movimento ondulatério. A partir de consideragdes fisicas,
€ deduzida a equacdo que modela a propagacdo de onda ao longo de uma corda e de uma
malha, caso unidimensional e bidimensional, respectivamente. Usando o método de separacao
de varidveis obtemos uma solu¢d@o, na qual aparece um somatorio de funcdes senoidais e quando
a equacao € resolvida para um problema especifico, condi¢des especificas, a soma converge para
uma funcao que representa o movimento ondulatorio deste problema. Este trabalho possibilitou
um aprofundamento no conhecimento cientifico inerente as equagdes diferenciais, especialmente
as equacoes diferenciais parciais que geralmente ndo sido estudadas por alunos de curso de
licenciatura em Matemdtica, além disso, pudemos analisar uma importante aplicacao fisica de
tais equacoes.

Palavras-chave: Equacgdes diferenciais. Séries. Condi¢Oes de fronteira.



ABSTRACT

This work is characterized as a pure basic bibliographical research, of exploratory character
where we present, through physical examples, an analysis in the descriptions of "Mechanical
Waves" specifically waves that propagate along a rope and a mesh; for each case, the development
is performed by the medium in which the wave propagates. Most of the properties of mechanical
waves apply to all types of waves, such as electromagnetic waves that are present in the which
we use in our lives, namely, television, radio, the internet, microwave oven, telephone, among
others. Moreover, mechanical waves appear in our daily lives as: sea waves, sound waves and
seismic waves. The text in which we present our research begins with some concepts Differential
Equations, then the physical concepts are treated, through constructions and definitions that start
from the Harmonic Movement until they reach the descriptions of an undulating movement.
From physical considerations, the equation that models the wave propagation along a string and
a mesh, one-dimensional and two-dimensional, respectively, is deduced. Using the method of
separation of variables we obtain the solution, in which a summation of sinusoidal functions
appears and when the equation is solved for a specific problem, specific conditions, the sum
converges to a function that represents the undulatory movement of this problem. This work
allowed a deepening in the scientific knowledge inherent to the differential equations, especially
the partial differential equations that were not studied by undergraduate tudents in Mathematics,
in addition, we were able to analyze an important physical application of such equations.

Keywords: Differenctial equations. Series. Boundary conditions.
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INTRODUCAO

E notdrio que o nosso universo estd repleto de sinais que se transmitem de um ponto
a outro por algum meio, com certa velocidade, estes sinais, chamamos de ondas. As ondas
podem aparecer: na superficie da d4gua, em um efeito domind, em uma mola em compressao ou
rarefacdo, no movimento da corda de um violdo, na propagacao da luz, na transmissdo de radio e

de televisdo, nos terremotos, nos sons musicais e em ultrassons. (NUSSENZVEIG, 2001).

Em Londres foi inaugurada uma passarela, conhecida como “Ponte do Milénio”, que
teve como objetivo facilitar o transito de pedestres sobre o rio Tamisa, mas infelizmente apds
uma onda de pedestre a ponte comecou a oscilar de tal forma que as pessoas tiveram dificuldades
para se manter em pé durante a travessia. Apds a inauguracao da ponte em 2001, a quantidade
de pessoas que utilizava a ponte por vez era pequena, mas mesmo assim as oscilagdes tendiam a
aticar o segundo harmonico da onda na ponte, o que ainda nio ocasionava nenhum problema
nas oscilacdes durante sua passagem. Quando entdo a quantidade de pedestres ultrapassou certo
valor, as oscilagdes na ponte foram tantas que dificultaram a caminhada das pessoas. Para que
os pedestres pudessem se manter em equilibrio, os mesmos sincronizaram seus passos com o
movimento da ponte, o que tornou o problema ainda mais grave. Depois da ocorréncia a ponte
foi fechada pelas autoridades até instalarem um sistema de amortecimento. Problemas como o da
ponte do Milénio podem acontecer em estadios de futebol ou em uma pista de danga, em que as
pessoas se movimentam de um lado para outro de forma sincronizada (HALLIDAY, RESNICK
2011).

As manifestagdes em forma de ondas que nos cercam, podem trazer beneficios ou danos.
Uma vez conhecidas as propriedades do fendmeno podemos utiliza-lo a nosso favor ou nos
esquivar de algum dano. Quando trabalhamos com matematica aplicada em fendmeno fisico,
uma das primeiras intui¢des é querer encontrar de alguma maneira, uma (ou mais) equagao
que descreva o fendmeno, no caso do movimento oscilatério € interessante conhecer uma (ou
mais) equacdo que descreva o movimento das particulas em oscilagoes e, além disso, resolver a
equacdo e interpretar fisicamente o resultado. Com o objetivo de deduzir, resolver e interpretar
fisicamente o resultado da equagcdo que modela a propaga¢do de onda nos casos unidimensional
e bidimensional, nossa pesquisa estd organizada em quatro capitulos, os quais passamos a

descrever.

No primeiro capitulo apresentamos conceitos de Equagdes Diferenciais, tais como
existéncia de solucgdes, problema de valor inicial, alguns métodos de resolucao para Equagdes
Diferenciais Ordindrias (EDOs), conjunto fundamental de solugdes e o método de separacio de
varidveis para Equagdes Diferenciais Parciais (EDPs). Esses contetdos sdo indispensaveis aos

capitulos trés e quatro.
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No capitulo dois trazemos diversos conceitos fisicos de um movimento oscilatorio,
tais como a descricdo do movimento de uma particula que se desloca de um lado para outro
repetidamente, como obter as grandezas que aparecem no movimento da particula, classificagdes
das ondas, grandezas que aparecem em uma onda. Tais conceitos ajudam no entendimento dos

resultados apresentados nos capitulos trés e quatro.

No capitulo trés iniciamos com a deducao da Equacao de Onda (EDP) e a resolvemos
para o caso unidimensional, caso em que a onda se propaga em uma corda presa nas extremidades,
com uma velocidade e deflexdo inicial definidas. A solu¢do geral encontrada € fornecida em
forma de série de fungdes trigonométricas, a qual depende de dois parametros. Em seguida é
fornecido o valor de cada parametro presente na solu¢dao em fun¢do das funcdes que representam

as condicoes iniciais.

Por dltimo, no capitulo quatro, modelamos o movimento oscilatério em uma malha,
que € o caso bidimensional. O modelo resulta em uma EDP com trés varidveis independentes
e resolvemos a equacdo para o caso em que a malha tem a geometria de um retangulo. A
solugdo geral obtida é apresentada na forma do produto de duas séries de func¢des trigonométricas
composta de dois parametros. Finalmente, cada parametro da solucao geral € determinado em

funcao de cada fungdo que representa a deflexdo inicial e a velocidade inicial.

A solucdo, para o modelo oscilatério em uma e duas dimensdes, apresentada neste
trabalho € fornecida considerando as condig¢des iniciais como fungdes, essa realizacdo possibilita
aplicar a solucdo em diversos casos especificos. Para resolver as equacdes dos problemas

supracitados usamos o método de separacdo de varidveis.

A solucdo geral obtida para a Equacdo de Onda em uma dimensao tem as caracteristicas
da Série de Fourier (¢ uma série de Fourier) e a solugdo geral para Equacdo de Onda em duas
dimensodes pode ser vista como uma Série de Fourier dupla. Embora ndo seja o foco de nosso
trabalho discutir convergéncia dessas séries, as mesmas sao convergentes quando consideramos
as fungdes que representa as condig¢des inicias pelo menos de classe C* a demonstragio se
encontra em ( KREYSZIG, 2009).



1 EQUACOES DIFERENCIAS ORDI-
NARIAS E PARCIAIS

Neste capitulo apresentamos alguns conceitos fundamentais sobre as EDOs e EDPs que
serdo usados posteriormente para descrever problemas que envolvem oscilagdes em um meio

material.

1.1 EquacoOes diferenciais

Dada uma fungdo y = f(x), podemos calcular a sua derivada

dy ’
—_— x
Y= @),
a qual é também uma funcdo de x, que pode ser determinada usando métodos do célculo
diferencial. Por exemplo, sendo y = etan(@) teremos
d d
% = sec’(z)et* @ = % = sec’(1)y.

O problema que estamos interessados é: dado uma equacdo do tipo % = sec?(x)y,

encontrar uma fungdo y = f(x) que a satisfaca.

Definicao 1.1 Uma equacdo que contém as derivadas ou diferenciais de uma ou mais varidveis
dependentes, em relacdo a uma ou mais varidveis independentes, é chamada de equagdo
diferencial (ED).

1.1.1 Classificacdo das equacoes diferenciais

As equacdes diferenciais sao classificadas de acordo com o tipo, ordem e a linearidade.
Classificacao de uma ED pelo tipo

Se uma equagdo diferencial é composta por somente derivadas ordindrias de uma ou
mais varidveis dependentes, com relacdo a uma unica varidvel independente, entdo esta é
chamada de Equacao Diferencial Ordinaria (EDO). Uma equacdo diferencial que contém
derivadas parciais de uma ou mais varidveis dependentes com relacdo a duas ou mais varidveis
independentes é chamada de Equacao Diferencial Parcial (EDP). Observe as equagdes abaixo
01) - —yg
02) Ly yps5ly _dugyp—g

dx3 dz? dx

03) 24+ 9%=0
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04) % = % — 32273. As equacgdes 01 e 02 sao exemplos de EDO e as equagdes 03 e 04 sao

exemplos de EDP.
Classificacao de uma ED pela ordem

A ordem de uma equacao diferencial ordinaria (ou parcial) é a mesma da derivada de
maior ordem que nela contem.

01) Z—z = cos(z) (EDO de primeira ordem.)

02) Ly 2% — (%)5 = 0 (EDO de terceira ordem.)

dz3

03) g—z = g—z (EDP de primeira ordem.)

04) Py — Pu (EDP de segunda ordem.)

8z2 — o2

Classificacao de uma ED pela linearidade

Uma equacdo diferencial ordinéria geral de n-ésima ordem € escrita como

dy d™y
F e e e
<x7y7 dx’ ) dx”) 07

no caso em que essa equagdo poder ser escrita na forma

n n—1

Y y dy _
an(z) - + an_l(x)dx"—l Tt a I + agy = g(z),

a mesma serd chamada de equacao linear, que € caracterizada por duas propriedades:
i) A varidvel dependente y e todas as suas derivadas sdo de primeiro grau, isto €, a poténcia de
cada termo envolvendo y € igual a 1.

ii) Cada coeficiente depende apenas da varidvel independente .

A forma geral de uma equacdo diferencial parcial com n varidveis independentes

1, To, ..., T,, de ordem k é

2 2 k
ou ou 0%*u 0*u 8u>:0 (1)

"0z, Oz, 0x27 7 Ox 0y, Ok
1 n

G (171, vy Ly

em que (x1, T3, ..., T,) estd contido em um subconjunto aberto de R" e u = u(xq, xa, ..., T,,).
Uma equacio diferencial parcial € dita linear se é de primeiro grau na varidvel dependente e em
todas as suas derivadas parciais que ocorrem na equagao. As equagdes diferenciais (parcias e

ordindrias) que ndo sdo lineares sdo chamadas nao-lineares.

A forma mais geral de uma EDP de segunda ordem linear é

0*u 0*u 0%u 0%u ou ou
A B D E—+ F—
0x? + 0x0y + C@yQ + 0yox + ox + oy

+Gu+ H =0, (1.2)

em que os coeficientes A, B, C, D, E, F, G e H sdo funcdes que dependem das varidveis x e y. A
parte principal de uma EDP € a parte da equacdo que contem as derivadas de maior ordem, desta

forma, a parte principal da equagdo (1.2) é
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0%*u 0%*u d%u 0%u

Dentre as EDPs que s@o nao-lineares, as que possuem parte principal linear sio chamadas de

semi-lineares.

Veja alguns exemplos:
01) v” — 2y +y = 0(EDO linear de segunda ordem.)

02) yy” — 2y = x (EDO nao-linear de segunda ordem.)
03) xyg—z + zu + 22 + y? = 0 (EDP linear de primeira ordem.)
04) (3273)2 - (%)3 = xy (EDP ndo-linear de segunda ordem.)

05) (‘%3 + x(g—Z)z + yg—z = 0 (EDP semi-linear de segunda ordem.)

1.2 Solucoes de equacoes diferenciais

Definicao 1.2 Uma solucdo para uma EDO num intervalo I é uma funcdo definida nesse

intervalo, que quando é substituida na equagdo a torna uma identidade.

Neste contexto, uma solucao para a EDO
F(‘,I;7 y7 y/7 AR y(n)) = 0
€ uma fungdo f que possui pelo menos n derivadas e satisfaz a equacgdo, isto €,

F(x, f(z), f'(z), ... f"(x)) =0, Vxel.

Uma solucdo de uma EDP é uma fung¢do v = v(xy, ..., z,) que possui pelo menos k
derivadas parciais e satisfaz a EDP (1.1), isto &,
v ov 0% 0% 8’“7}) 0

R I -
0z Ox,, O0x3 0x10x,, ok

G (xl,...,xn,v,

Exemplo 1.1 A equagdo diferencial ordindria y" — y' + (a — a®)y = 0 com a valores reais, é

uma equagdo linear e tem como solugdo a fungdo y = €** em (—00, 00).

Para verificar isso, basta substituir a funcdo e suas derivadas primeira e segunda na equacao.

Derivando a solucdo

e substituindo na equacao, obtemos

a’e™ — ae" + (a — a*)e" = a*e™ — ae™ + ae™ — a’e™ = 0, Vz € (—o0,00).
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%+%+(a2+b2)y=Ocomaebreal,é

Exemplo 1.2 A equacdo diferencial parcial
uma equagdo linear e tem como solugdo a fungdo y = cos(ax + bt) para x e t em (—o00, 0).
Derivando y duas vezes com relacdoa x e at

2
% = —a® cos(ax + bt),

e substituindo as derivadas na equagao, obtemos

0%y

o2 = —b? cos(ax + bt)

—a? cos(ax + bt) — b* cos(ax + bt) + a® cos(ax + bt) + b* cos(ax + bt) = 0.

Perceba que a fungdo constante y = 0 também satisfaz as equagdes dos exemplos (1.1) e (1.2),
para todo x e ¢ reais. Uma solugdo para uma equagdo diferencial do tipo y = 0 em um intervalo

I ou em uma regido S (no caso de uma EDP), geralmente é chamada de solucao trivial.

Definicao 1.3 Uma solucdo explicita de uma equacdo diferencial ordindria é uma funcdo
y = f(x) definida em um dominio I, a qual, ao ser substituida na equagdo diferencial a

transforma em uma identidade.

Definicao 1.4 Uma solucdo implicita de uma equacdo diferencial ordindria é uma funcdo
g(x,y) = 0, definida para x em um intervalo I e y em um intervalo L, em que y depende de x, a

qual, através de derivadas implicitas, resulta na equagdo diferencial inicial.

Agora traremos alguns conhecimentos sobre as equagdes diferenciais ordindrias, os quais serdo

uteis na resolucdo das Equacdes Diferenciais Parciais apresentadas posteriormente.

1.3 EquacOes diferenciais ordinarias

O estudo das equagdes diferenciais ordindrias € de grande importancia devido a existéncia
de diversos fendmenos fisicos que podem ser descritos ou aproximados por uma EDO. E também
pelo fato de métodos de resolucdo de EDPs necessitarem da teoria das EDOs. No que segue,
apresentaremos conceitos e alguns métodos de resolucao para certos tipos especificos de EDOs,

nos limitaremos apenas as que serdo utilizadas posteriormente.
Problema de valor inicial

Para uma EDO de n-ésima ordem, o problema

ny dn—ly

Resolver : a,(z)— + an—l(x)d 1
WAL

d
T + ot an(0) 5 Faga)y =g(z)  (13)

dx

Sujeito a:y(xo) = ko, y'(wo) = k1, ...,y (w0) = kna
em que ko, ..., k,_1 sdo constantes arbitrarias, ¢ chamado de um Problema de Valor Inicial
(PVI). Os valores y(xo) = ko, y'(z0) = k1, ...,y Y(z0) = k,_, sdo chamados de condigdes

iniciais.



Capitulo 1. Equagdes diferencias ordindrias e parciais 13

Teorema 1.1 (Existéncia de uma tnica solu¢do) Sejam a,,(x), an_1(2),...,a1(x), ap(z) € g(z)
fungdes continuas em um intervalo I com a,, # 0, para todo x € I . Se x = x( é algum ponto

deste intervalo, entdo existe uma unica solugcdo y(x) para o PVI (1.3) em 1.

2 _ 3x é uma solugdo para o problema de valor

Exemplo 1.3 A funcdo dada por y = 3e** + e~
inicial y' — 4y = 12z, y(0) = 4 e y/(0) = 1. A equagdo é linear e os coeficientes da equagdo
sdo continuos em qualquer intervalo contendo x = 0, além disso ay(x) = 1 # 0, assim pelo

teorema (1.1) a funcdo dada é vinica solugdo.

Problema de valor de contorno
Um problema da forma

dar dnt d
Resolver : an(x)ﬁ + an_l(x)Wn}{ +...+ al(x)ﬁ +ap(z)y = g(z), (1.4)
Sujeito  a:y(zo) =vo, Y(@1)=y1, . y(Tn) = ¥n
¢ chamado de problema de valor de contorno. Os valores especificados y(xg) = yo, y(z1) =
Y1, -, Y(2n) = vy, sdo chamados de condicdes de contorno ou de fronteira. A solugio do
problema em questdo é uma func@o (ou uma familia de fun¢des) que satisfaz a equacdo dife-

rencial em algum intervalo /, contendo xg, z1, ..., Z,—1 € Z,,, cujo o grafico passa pelos pontos

(ZUo, y0)7 (xh 3/1)7 () (.I'n,h ynfl) € (xTH yn>

1.3.1 Equacao diferencial de primeira ordem

Problema de valor inicial

No caso em que a equagao diferencial € de primeira ordem, (1.3) torna-se
d
Resolver : 2 = f(z,y) (1.5)
dx

Sujeito a:y(xo) = Yo

em que z( € um nimero no intervalo / e y, € um valor real arbitrdrio. Neste caso estamos
interessados em uma solucgdo para a equacdo diferencial definida em algum intervalo / de forma

que o gréfico da solug@o passe pelo ponto (g, yo)-

Teorema 1.2 (Existéncia de uma tnica solucdo) Seja R uma regido retangular no plano xy
definida por a < x < b, ¢ < y < d, que contem o ponto (xg, o) em seu interior. Se f(x,y) e
% sdo continuas em R, entdo existe um intervalo I centrado em xy e uma tinica fung¢do y(x)
definida em I que satisfaz o problema de valor inicial (1.5).

Agora apresentaremos os métodos de solu¢do de EDO que iremos utilizar no decorrer do trabalho.

Método de separacao de variaveis
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Definicao 1.5 Uma EDO de primeira ordem que possa ser escrita na forma

dy  g(z)

dr — h(y)

¢ chamada de separdvel ou tem varidveis separdveis.

Podemos escrever a equagdo separdvel como

d
h@%zﬂ@ (1.6)

se y = f(x) denota uma solugdo para (1.6) e supondo g e h fungdes continuas, entdo y é uma

fungdo que tem a sua primeira derivada continua, assim

Integrando ambos os membros com relagdo a z,

[ s Fade = [ g+

em que ¢ é uma constante arbitraria. Como dy = f'(x)dx, segue

/ h(y)dy = / g(z)dz +c.

Essa tultima expressao indica o procedimento do método para resolver a equagao separavel. O
parametro c nos fornece uma familia de solu¢des para a equacdo. Perceba que nio é necessario

usar duas constantes de integracéo no procedimento, pois integrando & (f(x)) f'(z)dx = g(z)dx

/h(y)dy +c = /g(m)dw +e =

/h(y)dy = /g(x)d:v +cy—c = /g(a:)d:v +c

em que ¢ = ¢y — ¢; ainda é uma constante arbitraria.
Exemplo 1.4 Problemas de valores iniciais em que as equagdes sdo separdveis.

a) Resolva ydy = 4x(y? + 1)/2dx, sujeito a (0) = 1.

Separando a equacdo
Yy

(7 + )7
e integrando em ambos os lados da igualdade

Y

(0 + )Y =20

dy = 4xdx
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o que nos fornece uma familia de solugdes para a EDO, usando a condigéo inicial y(0) = 1 na
solu¢do obtida, seque que
1+ D2 =¢c=c=V2

Logo
(1 + )2 = 2% + V2
fornece a solu¢do que passa no ponto (0, 1).
b) Resolva % = 4(2? + 1) sujeito a z(7/4) = 1.
Separando a equacao temos

dx

2 +1

— 4dt,

e agora integrando
arctan(z) = 4t + ¢,

obtemos uma familia de solu¢des. Usando x(7/4) = 1

-3
arctan(l) =r+c=c= Tﬂ

assim

— 16 — 16
arctan(x) = 4t + T TR x(t) = tan <4t + I 1 )

chegamos a solug@o que passa no ponto (7/4, 1).

Note que no exemplo a) a solu¢do foi posta de uma forma implicita, enquanto que no

exemplo b) a solucdo foi fornecida de forma explicita.

1.3.2 [EquacOes de ordem superior

Dependéncia e independéncia linear

Defini¢do 1.6 Dizemos que um conjunto de funcées fi(x), fo(x), ..., fu(z) € linearmente de-

pendente(LD) em um intervalo I se existem constantes ¢y, Cs, ..., C,, ndo todas nulas, tais que

c1fi(x) + cofe(z) + ... + cnfu(z) =0

para todo x no intervalo.

Defini¢do 1.7 Dizemos que um conjunto de funcdes fi(x), fo(x), ..., fn(x) é linearmente inde-

pendente (LI) em um intervalo I se ele ndo é linearmente dependente no intervalo.

No caso de duas fungdes f1(x) e fo(z), se elas forem linearmente dependentes em um intervalo,

entdo existem constantes c; € co, que ndo sao ambas nulas, tais que, para todo x no intervalo

cifi(@) +cafo(z) =0,
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dessa forma, considerando ¢; # 0, teremos
Co
fiz) = —— fa(2)
&

isto é, se duas fungdes sdo linearmente dependentes, entdo uma € multipla da outra, reciproca-

mente se fi(x) = cfo(z) para alguma constante ¢, entdo

(=D fi(x) + cofa(x) = 0
para todo x em algum intervalo. Logo as fung¢des f; e f» sdo LD. Portanto duas func¢des sao
linearmente independente quando nenhuma delas é multipla da outra em um intervalo.
Wronskiano

O teorema a seguir informa como estabelecer uma condicao suficiente para que um

conjunto de n fungdes seja linearmente independente num intervalo /.

Teorema 1.3 (Critério para independéncia linear de funcgées) Sejam fi(x), fo(x), ..., fo(x) fun-

coes que possuem pelo menos n — 1 derivadas. Se o determinante

n—1 n—1 n—1
@) BT B @)
ndo for igual a zero para algum ponto do intervalo I, entdo as funcoes serdo LI no intervalo.

O determinante apresentado no teorema é chamado de Wronskiano das fungdes f1(x), fa(z), ..., fu(x)
e denotado por W ( f1(z), fo(z), ..., fu(2)).

A definicdo a seguir possibilita prever o resultado de uma integral definida do produto de

duas fungdes, em um intervalo fechado.

Definicio 1.8 (Conjunto de funcdes ortogonais) Dado um conjunto de fungdes {1 (z), Po(x), s, ...}

Dizemos que o mesmo é ortogonal em um intervalo [a,b], se
b
/ D, (2)P,(z)dr =0, m#n

Exemplo 1.5 O conjunto

2 3
A= {sen (%) ,sen (%) ,sen (%:C) ,}

¢ ortogonal no intervalo [-L,L].
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Solucio: Sejam ®,,(x) e ¢,,(z), com m # n, fungdes quaisquer de A, dai

L L nmx mmnx
D, ()P, (x dx:/ sen | — | sen (—— ) dx,
[, pewnae= [ e (") sn (V77
sabemos que

nnwT + mnx . (mrx) (mwx) n (THTI‘) I (TTIJT(L’)
COS I = COS I COSs I S€ 7 N I

(TL?TIL’) <m7rx> o 1 nwr —mmnx nmwr + mmnx
sen I3 sen I = 5 COS I COS I y

segue que

L L .
1 = 1
[ wuwpatertr =1 [ os (MY gp L o (MTEEITE g
—L 2/ L 2], i

L L L
/_ Do) = —ssen [0~ m)] = ——ssen [(n+ m)] = 0,

pois n — m e n + m sdo nimeros inteiros e portanto A € um conjunto ortogonal no intervalo
[—L, L].
Equacoes homogéneas

Uma equacao diferencial de n-ésima ordem

n n—1

d"y d"y dy _
an(x)dxn -+ anfl(x)dan + ...+ ai(x) I + ag(x)y = g(x)

¢ chamada de homogénea quando g(x) = 0, caso contrdrio a mesma é chamada ndo-homogénea.
Principio de superposi¢cao

O préximo teorema garante que a combinagdo linear de duas ou mais solu¢des de uma

equacdo diferencial linear homogénea é também solucdo.

Teorema 1.4 (Principio da superposicao) Sejam v, vy, ..., yr solucbes para uma equagdo di-

ferencial linear homogénea de n-ésima ordem, em um intervalo I. Entdo, a combinagdo linear

y = c1yh(x) + cona(x) + ..+ cryi(),

em que c;,1 = 1,2, ..., k sdo constantes arbitrdrias, é também uma solugcdo para a equagdo no

intervalo.
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Demonstracao. Sejam v, (z), y2(z), ..., yr(x) solugdes para

(n—1) + .+ al(x)y/ + ao(l’)y =0

an(2)y" + an—1(x)y
se definimos y = 1y (z) + caya(z) + ... + cryx(x), entdo

an(@) [y (@) + 208" (@) + o+ (@) +

mhﬂ@[QA””@ﬂ+cqukﬂ4n~+cwﬁqxw]+-~

a1 (1) [eay; (2) + oy (@) + o+ eu(0)] + ao(@) [er9a (2) + caya(@) + .+ ()] =
&1 |an(@y" (@) + an 1 @)y @) + o+ (@) + aol2)y ()] +

& [an(@y;n) (2) + ant (@) (@) + ... + a1 (2)yh + ao(a:)yQ(as)] + ..+

o [an(@y" @) + an @V (@) + o+ @ (@) + ao(w)un()]| =

c1.0+c.04+...4¢,.0=0
[ |

Corolario 1.1 Um miiltiplo y = c1y1 () de uma solugdo vy, (x) para uma equagdo diferencial

linear homogénea é também solugdo.

Corolario 1.2 Uma equacgdo diferencial linear homogénea sempre possui a solucdo trivial

y = 0.

Definicao 1.9 Qualquer conjunto yi, s, ..., Y, de n solugcoes linearmente independentes para
equagdo diferencial linear homogénea de n-ésima ordem em um intervalo I é chamado de

conjunto fundamental de solucdes no intervalo.

Definicao 1.10 Sejam vy, yo, ..., Yy, n solucdes linearmente independentes para a equacdo dife-
rencial linear homogénea de n-ésima ordem em um intervalo I. A solugdo geral (ou solugcdo

completa) para a equagdo no intervalo é dada por

y = a1y (z) + o) + ... + (),

em que os ¢;, 1 = 1,2, ...,n sdo constantes arbitrdrias.

Construcao de uma segunda solucio a partir de uma solucao conhecida

Nosso objetivo aqui é encontrar uma solugdo y»(x) para uma equacéo diferencial linear
homogénea de segunda ordem a partir de uma solugdo y;(z), a qual supostamente ja seja

conhecida. Dada a equacao

as(x)y" + a1 (z)y' + agy = 0, (1.7)
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dividindo a equagdo (1.6) por ay(x), temos

y' + P(x)y + Q(x)y = 0, (1.8)

em que P(x) = ay(z)/as(z), Q(x) = ap(x)/az(x) sdo continuas em algum intervalo /. Supo-
nhamos que y; () seja uma solugdo conhecida para (1.8) em /, com y; (z) # 0 para todo z no

intervalo. Definindo y = h(z)y;, teremos
y' = hyi +yih e y” = hy{ + 2y1h" + 07
substituindo na equacao (1.8)
hlyy + Pyi + Q] + yih” + (20 + Pyl =0,

como y; + Py; + Qy; = 0, pois y; € solucdo de (1.8), segue da equagdo anterior que

yih" + 2y, + Py1)h' =0,
fazendo w = h/ = w’ = h” temos

yhw' + (2y) + Py)w = 0. (1.9)

Note que a equacdo (1.9) € linear e separdvel, assim separando e integrando (1.9), teremos

d d
yl—w+2ﬂw+Py1w:O:>
dx dx
d dy, 1
T o™ " iy 4 Pdr =0 =
w dx 1
dw oW | pay— 0 =
w hn

1n|w|+21n|y1|+/Pda7:c:>

ln]wy%\——/de+c:>

— [ Pdz+c — [ Pdz

lwyi| = e = e‘e =

wy? = +efe” /Pl

ieceffpdm
n =
2 s

Y1

como w = h/, segue

2 2

:l:c—dex —deac
h’:Léh:iec/e dz + ¢
Y1 Y1

€ portanto
e J P(z)dz

Y = h(l’)yl(l’) = :I:ecyl / le’ + C1Y1,
1
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escolhendo ¢; = 0 e +e“ = 1, concluimos que uma segunda solugdo para a equacgdo (1.8) é
e—fP(m)dx
Yo =y1/—2 dzx. (1.10)
yi(z)

As fungdes y; () e yo(z) sdo linearmente independentes em qualquer intervalo 7, pois W (y1, y2) =
— [ Pdz 7& 0
(& .

Exemplo 1.6 A equacgdo y" + 5y = 0 tem como solucdo vy, = 1. Usando (1.10) vamos

determinar uma segunda solucdo

ff5d:r 1
Y2 = ?ﬂ(l‘) / ¢ dr = /e‘5mdx = —56_5I,

12

dessa forma a solugdo geral para equagdo diferencial é

—C2 5,
Y = c1y1 + Ca¥Y2 =C1+T€ .

Perceba que conhecendo uma solucao y; para uma equacgao diferencial linear homogénea de

segunda ordem, a solu¢do geral para esta equacdo é dada por

effP(x)d:r
y—C1y1+02y1/—2 . (1.11)
yi(z)

1

1.3.3 Equacdes lineares homogéneas com coeficientes constantes

A equacio diferencial linear de primeira ordem % + ay = 0, em que a € uma constante,

—axr

tem como solugdo a fungéo exponencial y = c¢;e~% em (—o0, 00). Com isso em vista, é comum
procurar determinar se solu¢des exponenciais existem em (—oo, 00) para equagdes de ordem
superior como

any™ + a1y ™V + o+ aoy” + ay + agy =0, (1.12)

em que os a;, ¢ = 0,1, ..., n s@o constantes. No que segue vamos determinar a solu¢ido de uma

EDO linear homogénea de segunda ordem com os coeficientes constantes:
ay” + by + cy = 0. (1.13)

Suponhamos uma solu¢do da forma y = e™* para a equagdo (1.13), entdo iy = me™" e

y" = m2e™*, substituindo na equagio

am?e™ 4+ bme™" + ce™® = ™ (am?® + bm + ¢) = 0,

como e™* = () para qualquer x real, entdo para a fungdo exponencial satisfazer a equacéo (1.13),

devemos escolher um valor para m que satisfaca a equagao

am? +bm +c = 0. (1.14)
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A equacdo (1.14) é chamada de equacao auxiliar ou equacao caracteristica da EDO (1.13). As
raizes da equacdo (1.14) podem ser: raizes reais distintas, raizes reais iguais ou raizes complexas

conjugadas. Analisaremos cada caso.
Caso I Raizes reais distintas.

Considerando m; e my duas raizes reais distintas para (1.14), teremos as seguintes
solugdes para (1.13): y; = €"™'* e y, = €™2*. Essas fun¢des sdo linearmente independentes em

(—00, 00) e portanto formam um conjunto fundamental de solu¢des. Desta forma
y = c1e™" + coe™?”
¢ a solugdo geral para (1.13)
Caso II Raizes reais iguais.

No caso em que m; = ms, obtemos somente uma solu¢cdo exponencial y; = €™,

Porém a partir de y; podemos obter uma segunda solu¢do, como descrito na secdo (1.3.2), por

- e—(b/a)x
Yo =€ o dx

Da equagdo caracteristica temos m; = —b/2a, pois b* — 4ac = 0. Dessa forma 2m; = —b/a, e

assim

62m1:)3
Yo = €eM* 2m1xd$ =™ [ dx = xe™".
e

Logo a solugdo geral para a equacdo (1.13) torna-se

y = 1™ + coxe’™,

Caso III Raizes complexas conjugadas.

Sendo m; e ms raizes complexas de (1.14) podemos escrever m; = a+if e mg = a—1if3,

em que «, 3 > 0 sdo valores reais e i = —1. As solugdes para (1.13) sdo

Yy = e(a""iﬁ)m €Yy = e(a_iﬁ)x

e a solucdo geral torna-se
Yy = cle(a-ﬂﬂ)m + 026(04—1'5)?

Estamos interessados em trabalhar com fun¢des definidas apenas nos reais, desta forma usaremos
a formula de Euler
" = cos(0) + isen (6),

em que 6 é real, de onde segue que

P = cos(Bx) + isen (Bx) (1.15)
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e~ = cos(Bx) — isen (Bx) (1.16)

onde usamos cos(—fx) = cos(fx) e sin(—[Fz) = — sin(fx). Somando e depois subtraindo as

equagoes (1.15) e (1.16), obtemos respectivamente

P 4 7T = 2 cos(Bx) (1.17)

P — 7% — 9jisen (Bi). (1.18)

Como y = ;e @)% 4 ¢ye(@=i8)7 & solugdo para (1.13) para qualquer escolha das constantes ¢,

e co, entdo fazendo ¢; = ¢, = 1 obtemos a solugdo

Y = e(a—l—iﬁ)m + e(a—iﬁ)r =

yr = e (e 4 e (1.19)
e fazendo ¢; = 1 e ¢y = —1 teremos

Yy = e (eiﬁ:p . e—iﬁm) ) (120)

Das equacdes de (1.17) e (1.18), as solucdes (1.19) e (1.20) tornam-se
Y1 = 2e** cos(fx) e yo = 2ie**sen (Sx).

Pelo corolério (1.1) as fungdes e** cos(fz) e e**sen (fx) sdo solugdes para a equagdo (1.13). E
note que essas solugdes sdo linearmente independentes no intervalo (—oo, 00), pois W (e** cos(fz),
e*sen (fx)) # 0. Assim concluimos que tais fun¢des formam um conjunto fundamental de

solucdes para a EDO (1.13). Pelo principio da superposi¢do, a solugao geral é

y = e [cy cos(fx) + cosen (Sz)] .

1.4 Equacoes diferenciais parciais

Agora veremos o método de Separagdo de Varidveis para EDPs, o qual depende dos

conceitos abordados sobre as equagdes diferenciais ordindrias.
Separacao de variaveis

Esta € uma técnica que possibilita transformar uma equacao diferencial parcial com n
varidveis independentes em n equagdes diferenciais ordindrias, uma para cada varidvel indepen-
dente. Dessa forma quando possivel encontrar as solucdes para as n EDOs, encontraremos a

solucdo para a equacgdo diferencial parcial.
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O método consiste em uma tentativa de encontrar uma solucao para a equacao diferencial
parcial na forma de um produto de n fungdes, em que cada uma das funcdes, seja apenas de uma
das varidveis independentes. Com essa hipotese, substituimos a suposta solu¢ao na EDP e, se
obtivermos n equagdes diferenciais (que podem ser resolvidas) a EDP é separavel ou pode ser

resolvida pelo método de separacio.

Exemplo 1.7 Vamos aplicar o método na seguinte EDP

0%u ou

Supondo uma solugdo do tipo u(z,y) = X (z)Y (y), teremos

*u  0*°X
0x? B 0x? Y(y)
© B oy
u
A

substituindo as derivadas na EDP (1.21)

02X oy

S Y ) = 4X ()

separando a equagao, isto €, colocando X e suas derivadas em um dos membros da igualdade e

Y e suas derivadas no outro, temos

FX1 _ov1
0x2 4X Oy Y

agora as varidveis se encontram separadas, isto €, com o lado esquerdo dependendo apenas da

varidvel independente z e o lado direito dependendo apenas da varidvel independente y. Note
que quando somente a varidvel x muda de valor, a expressao que sé depende de y permanece
constante, com isso conclui-se que toda a expressdo de x no lado esquerdo € constante para todo
x, € 0 mesmo ocorre para a expressao de = quando somente a varidvel y muda de valor, assim

toda expressdo de y do lado direito € constante para todo y. Dessa forma

#X 1 Y1
ox2 4X  OyY

o que fornece duas EDOs
X" —4kX =0 (1.22)

Y- Yk=0 (1.23)
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Vamos usar o método de resolugdo descrito na se¢do (1.3) para EDO com coeficientes constantes

nas equagoes (1.22) e (1.23), assim temos as respectivas equagdes caracteristicas para as EDOs

m? —4k =0 (1.24)

m—k=0, (1.25)

desta forma m = +2v/k para equacdo caracteristica (1.24) e m = k para a equacdo (1.25), logo

teremos trés casos para o valor de k, a saber; k > 0,k < 0e k = 0.

Caso I Se k > 0 facamos k = A2, assim as raizes para as equagdes caracteristicas sio
m = +2\ = m; = 2\ e my = —2\ para a equagdo (1.24) e mz = A\? para (1.25). O que nos

fornece as solucoes
X (x) = 162 + e e Y (y) = c3eY,
respectivamente para as EDOs (1.22) e (1.23). Donde uma solucao particular para a EDP (1.21)

é

u(z,y) = (c1e + coe™ ) 3V =
w(z,y) = A1V 4 BieMve N =

U((E,y) _ Ale()\2y+2)\x) + Ble(Azy—QA;t)’
em que escolhemos A; = cic3 e By = cacs.

Caso II Se k < 0, entdo fagcamos k = —\?, assim teremos m; = 4-2\i para a equagio
caracteristica (1.24) e my = —\? para (1.25), e as respectivas soluc¢des para as EDOs (1.22) e

(1.23) tornam-se
X (x) = cqcos(2Az) + cssin(2A\x) e Y (y) = eV,

Dessa forma uma outra solu¢do particular para a EDP (1.21) é
u(z,y) = Aye ™Y cos(2Ax) 4+ Bye NV sin(2\x),

em que A2 = CyCg € BQ = C5Cg.

Caso III Se k£ = 0, teremos das EDOs (1.22) e (1.23) que
X"=0eY' =0,

segue por integragdo que
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X' =ceY =cg=>
X=cxr+ceY =cs.

E uma outra solucao particular para a EDP (1.21), torna-se
u(z,y) = Asx + Bs

em que Ag = C7Cg € Bg = C9Cg.

Exemplo 1.8 Considere a equagdo diferencial parcial

v Ov Ov
— 4 === 1.26
ox oy 02 (1.26)
Nesse caso vamos supor uma soluggo na forma v(x,y, z) = X (x)Y (y)Z(z). Derivando esta

solucdo com relagdo a x, y e z, obtemos respectivamente

ov  0X ov )4 v 0z
= g L W), on=X(2)5-2(2), - =X(@)Y(y)5-
substituindo as derivadas na EDP (1.26), segue que

SeYW)Z()+ X@)5 2() = X@Y )5

dividindo toda expressdo por X (z)Y (y)Z(z)

10X 1o 1oz
X(z)oxr  Y(y) oy Z(z) 0z

perceba que o lado direito da dltima expressdo depende apenas da varidvel independente z,
enquanto que o lado esquerdo depende das varaveis x € y. Dessa forma a medida que z varia
o lado esquerdo permanece constante € 0 mesmo acontece com o lado direito quando x ou y

variam. Assim
10X 190Y 1 oz B

Xor Yoy Zoz ©

o que fornece duas equacdes diferencias

%%—f—i—%g—}y/:c (1.27)
e
%Z_f =c (1.28)
a equacdo (1.27) pode ser escrita na forma
10X 10Y

Xor Yoy
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isto é, a equacdo (1.27) é uma EDP separdvel, e podemos ver que o lado esquerdo niao depende
de y e o lado direito ndo depende de x, assim cada lado s6 pode ser igual a uma constante, ou
seja

10X 10Y

Xor Yoy "
que fornece as seguintes EDOs

Il ' (1.29)

— = (c=b)Y, (1.30)

as quais podem ser resolvidas pelo método de separacdo de varidveis para EDOs. Separando a

EDO (1.29) temos
X
dy = bde‘,

integrando
dX
/7 = /bdx:>1n|X] =br + b = |X]| = T = el

a solugdo para a EDO (1.29) torna-se

X (z) = xelre, (1.31)
Da EDO (1.30), teremos

dY

3 = (c —b)dy,

integrando
ay (c—b)y+c (c=b)y ¢
v = (c=b)dy=I|Y|=(c=by+cy= Y| =T =l

e a solucdo para EDO (1.30) é
Y (y) = +ecrelet, (1.32)
A equagdo (1.28) pode ser escrita na forma

iz

Y _ .z
dz €4

que também pode ser resolvida pelo método de separacdo de vardveis para EDOs. Integrando a

equacgdo anterior
dz
/7 = /cdz = In|Z| = cz+ ¢y = |Z]| = e¥1? = %e?,
a solu¢do da equacgao (1.28) resulta em

Z(z) = te®e”. (1.33)
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fazendo X, = £e%, Y, = +e e Zy = £ nas solucdes (1.31), (1.32) e (1.33) respectivamente,

obtemos finalmente a solucdo geral para a EDP (1.26)
v(z,y,2) = Xe?YoelebY 7,

ou

U(.Z‘, Y, Z) - Vbebm—&-(c—b)y—i—cz?

em que Vp = XYy Zp.
A proposi¢do a seguir € bem semelhante ao teorema da superposi¢cdo para EDOs, neste

apresentamos o caso de superposi¢do de solucdes de uma EDP linear homogénea de segunda

ordem.

Proposicao 1.1 (Principio da superposiciao) Suponha que {uy,us, ...} é um conjunto de fun-
coes de classe C?* em Q) satisfazendo a EDP linear homogénea
0%u 0%u 0%u 0%u 0%u 0u Ju 0 ou

u
A% L op o L op Y L op LAy Ay Sy
022 Pozay T T ape: T o2 T om0z T Ty T e T

com alguns dos coeficientes ndo identicamente nulos. Entdo, se {ay, as, ...} é uma sequéncia de

escalares, tal que a série

:zc Y, 2 Z amum T,Y,2) = ai1uy + agUs + ...
é convergente e tem todos os seus termos de classe C?, u satisfaz a EDP.
Observacio 1.1 Para este caso Q2 é um subconjunto aberto do R>.

Observacao 1.2 Na EDP os coeficientes A, B, C, D, E, F, G, H, I e J sdo varidveis depen-

dentes das varidveis independentes x, y e z.

Observacao 1.3 Na EDP

Pu  u Pu  Pu Pu  Pu
0xdy  Oydx’ 0z0x 0xdz Oydz 020y

Observacao 1.4 A proposicdo vale para um caso mais geral; em que a EDP é de n-ésima ordem
e neste caso u = u(xy, Ty, ..., T,) € R e {uy, ug, ...} é um conjunto de funcéoes de classe C*

com k no conjunto dos naturais e sua demonstracdo segue em (IORIO, 2007).

Condicoes de contorno e iniciais

Para equacdes diferenciais ordindrias lineares, em sua solucdo geral aparecem uma

ou mais constantes arbitrarias, as quais podemos determina-las impondo condi¢des iniciais.
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Podemos também obter a unicidade da solugdo, no caso de intervalos finitos, impondo as
condi¢Oes de contorno para EDOs. No caso das equacdes diferenciais parciais, a solugdo geral,
quando é possivel determina-la, envolve fungdes arbitrarias das varidveis independentes, de

modo que existe um grau de generalidade muito maior com relagdo a forma da solugdo.

As condi¢des de contorno para EDP aparecem de forma natural nos fendmenos fisicos
estaciondrios (problemas que independem do tempo) e as condi¢des iniciais aparecem geralmente
em problemas fisicos dependentes do tempo, como sdo os casos dos problemas envolvendo
transferéncia de calor ou massa, e problemas oscilatorios, que sdo fendmenos fisicos que podem
ser descritos por EDPs lineares dependendo de um espaco no maximo trés dimensdes e do tempo.
Nestes problemas € conveniente separar a varidvel temporal ¢ das varidveis espaciais x, y, 2 (nem
sempre o problema € resolvido em coordenadas cartesianas). O que geralmente acorre é que 0s
valores da solu¢do e de suas derivadas em relagdo ao tempo até a ordem £ — 1 (supondo que
a EDP € de ordem k em t) sdo descritas no instante ¢ = 0 como funcao de x, y, z (condi¢des
iniciais), a0 mesmo tempo em que sdo impostas condi¢des de contorno, para ¢ > 0, em relagdo

as varidveis espaciais. Tais problemas sao chamados de problemas mistos.

Exemplos de problemas de valores de contorno

Problema 01:
Resolver: 92 o
2 0°u  O%u
a@—w, 0<$<L, t>0
Sujeito a:
(C.C): wu(0,t)=0, wu(L,t)=0, t>0
ou
(CI): wu(z,0)=f(z), —| =yglx), 0<z<lL
Ot li=0
Problema 02:
Resolver: 92 92
U U
@—i_a_yQ:O’ O<zr<a, 0O0<y<bd
Sujeito a:

%’ZBZOI()a g_Z|I=a:0 , 0<y<b

(C.C):
w(z,0) =0, wu(z,b)=f(z) , 0<z<a

Note que no primeiro exemplo o problema € misto, isto €, envolve simultaneamente uma
condi¢do de contorno na variavel parcial x em ¢ > 0 e uma condig¢do inicial definida em um

intervalo para x.

Os métodos de resolugdo, e as propriedades, para equagdes diferenciais apresentados
neste capitulo, serdo usados nos proximos para encontrar fungdes que descrevem movimentos
oscilatérios, quando conhecemos a equacdo diferencial que os governam. As condicdes fisicas

em que o problema € apresentado, geralmente podem ser descritas por condi¢des de contorno.
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Dessa forma, nos problemas fisicos que iremos trabalhar € preciso resolver problema de valor de

contorno.
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2 OSCILACOES E ONDAS

2.1 Oscilacbes

As oscilagdes estdo presentes em diversos fendmenos, seja ele natural ou causado pelo
homem, nos quais os objetos se movimentam repetidamente de um lado para o outro. Como
exemplos; quando um jogador rebate uma bola com um taco de beisebol, o taco pode sofrer uma
oscilagdo suficientemente forte a ponto de machucar sua mao. Quando um vento forte perturba
uma linha de transmissdo de energia elétrica, a linha oscila com uma intensidade tdo grande que
pode gerar seu rompimento. Quando ocorre um terremoto em uma vizinhanca de uma cidade, as

oscilagdes sdo tao intensas que as constru¢des podem desmoronar.

O estudo das oscilagdes muitas vezes torna-se necessario quando nos deparamos com
fendmenos fisicos que podem prejudicar ou beneficiar o homem, nos dois casos € importante
conhecer as grandezas do fendmeno. A principio mostraremos aqui um tipo basico de oscilacao,
conhecido como movimento harmoénico simples e em seguida, por meio de um fendmeno um

pouco mais geral, iremos apresentar suas grandezas matematicas.

2.1.1  Movimento harmdnico simples

Quando queremos localizar um objeto (particula) que se encontra em movimento, faz-se
necessario conhecer uma equacgdo que melhor descreva o deslocamento de tal objeto. Como por
exemplo; a equacdo que descreve o movimento de um corpo que se encontra em movimento
retilineo uniforme é

x(t) = xo + vt,

em que z(t) representa o deslocamento, x, a posi¢do inicial, v a velocidade do objeto e ¢ o

tempo.
Para um objeto que se desloca em queda livre, com a acdo da gravidade (aceleracao
constante), seu movimento € descrito por

1
z(t) = zo + vot + §gt2,

em que x(t) representa o deslocamento, xy a posi¢do inicial, vy a velocidade inicial do objeto, g

a gravidade e ¢ o tempo.

Nosso objetivo aqui é descrever por meio de uma equacgdo, o deslocamento de uma
particula que se encontra em um sistema oscilatério simples. Suponhamos uma sequéncia de
"instantaneos"de um sistema oscilatério simples, no qual uma particula se movimenta para cima

e para baixo, com o movimento paralelo ao eixo z, como indica a figura (1).
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Figura 1 — Instantes do movimento da particula.
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Fonte: Prépria

Definicao 2.1 Em um sistema oscilatorio, o niimero de oscilacdes completas por segundo é

chamado de frequéncia do movimento oscilatorio ou simplesmente frequéncia.

O simbolo da frequéncia é o f e a unidade de frequéncia no Sistema Internacional de Medidas
(SI) é o Hertz, definido como

1 hertz= 1Hz= 1 oscilagdo por segundo= 15",

A figura (1) mostra a representacido de um sistema oscilatério, destacando a sequéncia de
"instantaneos", para 0 movimento de uma particula que oscila paralelo ao eixo x (vertical) entre
0s extremos —x,,, € T,,. O comprimento dos vetores, que indicam o sentido do movimento da
particula € proporcional a sua velocidade escalar no mesmo instante da posi¢do em destaque;
por exemplo, em ¢ = 0 a particula sai do repouso e sua velocidade € nula. Se a particula parte
do repouso em z,, € nessa mesma posi¢ao € escolhido o tempo inicial como sendo ¢ = 0, a
particula retornaria para z,,, em ¢t = 7. Em que 7' é o periodo do movimento, que serd definido

em seguida.

Definicao 2.2 Em um sistema oscilatorio simples, o tempo necessdrio para uma particula

percorrer uma oscilacdo completa (ou um ciclo) é chamado de periodo (T).
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A frequéncia da particula ap6s um periodo 7' é

1

I=7

ou 1
T ==, 2.1
7 (2.1)

Estamos trabalhando com movimentos que se repetem a intervalos regulares, o qual é chamado
de movimento harménico ou movimento periédico. O interesse é descrever o movimento
representado na figura (1). Esse tipo de movimento pode ser descrito por uma funcdo x, que
representa o deslocamento da particula, e tem como varidvel independente o tempo ¢. Para
determina-la vamos partir de um caso mais geral, em que o movimento do sistema oscilatério é

reduzido por uma forca externa.

2.1.2 Movimento harmdnico simples amortecido

Quando o movimento de um oscilador é reduzido por uma forc¢a externa, dizemos que o
oscilador e seu movimento sdao amortecidos. Aqui vamos apresentar este movimento por meio

de um sistema massa mola com amortecimento.

Considere um bloco de massa m oscilando e preso a uma mola de constante elastica k.
Em que uma barra liga o bloco a uma palheta dentro de um liquido, causando o amortecimento
do movimento do bloco. Vamos considerar que as massas da barra e da palheta sdo despreziveis,

assim consideramos a particula do movimento como sendo o bloco de massa, veja a figura (2).

Figura 2 — Oscilador harmdnico simples amortecido.

.

Fonte: Prépria

Vamos supor que o liquido, em que a palheta se encontra exerce uma forca de amorteci-

mento ﬁa proporcional a velocidade 7 do movimento, isto é

F,=—-b
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em que b € a constante de amortecimento, a qual depende das caracteristicas tanto da palheta
como do liquido. Na expressdo da forca de amortecimento o sinal negativo indica que a forca
se opde ao movimento. Usando a lei de Hooke, a forca exercida pela mola sobre o bloco é
F,, = —kz, em que k € a constante de elasticidade da mola e x € o deslocamento do bloco em
relacdo a posi¢do de equilibrio. Vamos considerar que a forca gravitacional seja desprezivel

quando comparada com as forcas F, e F;,,. Dessa forma a soma das forcas do sistema é
F=F,+F,=—bv—kx,
aplicando a segunda lei de Newton no sistema, segue que
F=m.a= —-bv—kr=m.a

substituindo v por dx/dt e a por d*z/dt?, obtemos a seguinte EDO linear homogénea de
coeficientes constantes P J
x x
— +b—+kx=0 22
m 7z + 7 + kx (2.2)

que pode ser resolvida pelo método descrito em (1.3.3).

A equacdo caracteristica da EDO (2.2) é
mr® +br +k =0, (2.3)

considerando que a forca de amortecimento do sistema € pequena quando comparada a forca que
faz o sistema oscilar, isto €, que a constante de amortecimento b seja pequena quando comparada

a constante de elasticidade da mola %, de forma que b* < 4mk, teremos as raizes complexas

conjugadas
—b  VAmk —b?
rn=—-+t1———-—
2m 2m
e
—b  V4Amk — b?
ro=o— —i—p ——,

" 2m ! 2m
para (2.3). Donde a solucdo geral para (2.2) é

v/ 2 / )
z(t) = e 0/ [01 cos (Mt) + cosen (Mt)} :

2m 2m
definindo ¢ tal que cos¢ = ¢;/A e sen¢ = —cy/A em que A é uma constante ndo nula onde

2 = A?cos? ¢, c3 = A%sen?p e ¢ + 3 = A?, teremos

\/4mk5—b2) (\/4mk‘—b2> _ }
——t| —sen | ———t ) sin¢|,

2m 2m

(2.4)

z(t) = Ae~bt/2m {cosqbcos (
completando o cosseno da soma, temos

/ 2
z(t) = Ae ™ cos (Mt + qb) :

2m
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Logo a equacdo (2.4) torna-se
z(t) = zme ™ cos(wt + ¢) (2.5)

emque z, = Ae

_ V4km — b2 _ [4km

4m2  4m?2

k b?
S>w=1——-—. 2.6
m  4m? 2.6)
Na equagio (2.5) z,,e"/?™ representa o deslocamento maximo da particula em um dos sentidos,

denominada amplitude do movimento e w € a frequéncia angular do oscilador amortecido. O
gréfico (3) mostra a descri¢ao do movimento oscilatério do bloco com amortecimento, obtido da

equacao (2.5).

Figura 3 — Movimento harmdnico simples amortecido.

xm
~--a x(t)

f\ /\/\/\

| \/\/\/\/\/ AIATATAYA

—-bt/2
e btz

—Xmt-

Fonte: Prépria

Se b = 0 (isto é, o sistema oscilatério ndo tem amortecimento) entdo a equacao (2.5) se
reduz a
z(t) = xpy, cos(wt + @), (2.7)

que descreve o movimento harmdnico sem amortecimento, € a equacao (2.6)

W = ﬁ (2.8)

m

resulta na frequéncia angular de um oscilador harmonico ndo-amortecido, o grafico (4) mostra a

descri¢ao da particula livre de amortecimento .

A equagdo (2.7) descreve o movimento oscilatério da particula apresentado na figura
(1), vamos fazer uma andlise desse movimento destacando as grandezas que caracterizam o

movimento.
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Figura 4 — Movimento harmodnico simples livre de amortecimento.
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Fonte: Prépria
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Na equagdo (2.7) z,,, > 0 € a amplitude do movimento, o indice m indica o seu valor
maximo e como a fungdo cosseno varia entre —1 e 1, entdo o deslocamento x(t) varia entre
—Zym € Ty A expressdo (wt + ¢) é chamada de fase do movimento, uma grandeza que depende
do tempo; ¢ é chamada de constante de fase e w € a frequéncia angular do movimento.
Esse movimento é chamado de Movimento Harmonico Simples (MHS), o que significa que
o movimento € periddico e é representado por uma func¢do senoidal que depende do tempo. O
valor de x(t) se repete apds o periodo da oscilagdo, isto é, x(t) = z(t + T), para qualquer valor
de t. Considerando ¢ = 0

Ty €OS(WE) = Ty, o8 [w(t +T)] =
cos(wt) = cos(wt + wT),

na primeira repeticdo do movimento teremos

wt +wl = wt + 27 =

wl = 2m,
e da equacgdo (2.1)
2
w = % — o f. 2.9)

Velocidade do movimento harmonico simples

A velocidade de uma particula que se desloca no movimento harmonico simples € a taxa

de variacao de sua posi¢do com relacdo ao tempo, ou seja

o(t) = S (1) = & facos(wt + )],
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que resulta em
v(t) = —wr,sen (Wt + @), (2.10)

em que wz,, ¢ denominada amplitude da velocidade.
Aceleracao do movimento harmonico simples

A aceleracdo do movimento harmonico simples € a taxa de variacdo da velocidade do
movimento com relagdo ao tempo. Uma vez conhecida a equag@o da velocidade v(t), podemos

determinar a aceleracdo do movimento

d d
a(t) = o (t)] = o [~wamsen (wt + )],
desta forma a equacao da aceleracdo é
a(t) = —w?x,, cos(wt + @), (2.11)
em que w’r,, é denominada de amplitude da aceleracio.

Das equagdes (2.7) e (2.11) podemos notar que existe uma relagdo entre o deslocamento
da particula e sua aceleracdo, podemos dizer que: a aceleracdo € proporcional ao negativo do

deslocamento, e as duas grandezas estao relacionadas pelo quadrado da frequéncia angular

a(t) = —w?z(t). (2.12)

Na figura (5) pode-se ver os gréficos de x(t), v(t) e a(t) no caso em que consideramos

Figura 5 — Superposicdo de x(t), v(t) e a(t).

Fonte: Prépria

Quando a particula toca o eixo ¢, o médulo de sua velocidade ¢ maxima enquanto sua
aceleracdo € nula e quando a particula se encontra em algum dos extremos —z,, ou x,, sua

velocidade € nula e o médulo de sua aceleragdo € maxima.
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Forca de um movimento harmonico simples

Uma vez conhecendo a aceleracdo de um movimento, podemos usar a segunda lei
de Newton para determinar a forca que deve agir sobre a particula para que ela adquira essa

aceleracdo. Da segunda lei de Newton
F=m.a,

em que F' € a forca que age sobre o sistema, m € a massa do corpo e a € a aceleracdo do sistema.

Como no (MHS) a = —w?x, entdo
F = —(mw?)x, (2.13)

essa equacao mostra que no (MHS) a forga restauradora € proporcional ao deslocamento. No caso
do sistema massa mola a equacdo (2.13) € a expressao matematica da Lei de Hooke, em que a
constante de proporcionalidade (ou constante eldstica) é mw?. Assim 0 movimento harmonico
simples também pode ser definido como sendo o0 movimento executado por uma particula, sujeito

a uma forca proporcional ao deslocamento da particula e de sinal oposto.
Energia do movimento harmonico simples

A energia de um sistema € uma grandeza escalar, que estd associada ao estado de um ou
mais objetos do sistema; se um (ou mais) objetos do sistema entram em movimento por causa
de alguma forga, entdo sua energia varia. Aqui apresentaremos trés tipos de energia que estao
associadas ao movimento do sistema oscilatorio, sdo elas: energia cinética, energia potencial

elastica ¢ energia mecanica.

Definicao 2.3 (Energia cinética) A energia K que estd diretamente relacionada ao estado de

movimento de um objeto de massa m e velocidade v, dada por

1
K = §mv2, (2.14)

¢ chamada de energia cinética.

Definicao 2.4 (Energia potencial elastica) A energia U, associada ao estado de compressdo
ou distensdo de um objeto eldstico é chamada de energia potencial eldstica. No caso de uma
mola, com constante de elasticidade k, que exerce uma forca eldstica F' quando sua extremidade
sofre um deslocamento x, a energia potencial eldstica é dada por

1
2

U= —ka? (2.15)

Definicao 2.5 (Energia mecanica) A soma da energia cinética K com a energia potencial U
de um sistema
E=K+U (2.16)

¢ chamada de energia mecdnica.
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Uma propriedade fascinante do nosso universo € o fato de que a energia pode se transformar de
uma forma para outra, e pode ser transferida de um objeto para outro, com a quantidade total de

energia sempre a mesma, quando isso ocorre, dizemos que a energia € conservada.

Definicao 2.6 (Sistema conservativo) Em um sistema produzido por forcas, quando a soma
da energia cinética K com a energia potencial U se encontra constante para todo estado do

sistema, dizemos que esse sistema é conservativo, caso contrdrio o sistema ndo é conservativo.

Da definicdo (2.6) e da equacdo (2.16) podemos dizer que um sistema € conservativo quando
sua energia mecanica € sempre constante. Agora vamos aplicar esses conceitos de energia ao

movimento harmonico simples.

Para determinar a energia mecanica do (M.H.S), faz-se necessario conhecer a velocidade

em que o sistema se desloca. Desta forma, derivando a equacdo (2.5) teremos

bt

v(t) =2'(t) = —zpe2m % cos(wt + ¢) + wsen (wt + qﬁ)} ,

elevando ao quadrado a velocidade do movimento

[ b2 b
V¥ =alem {m cos®(wt + ¢) + Ew cos(wt + ¢)sen (wt + @) + wsen?(wt + qﬁ)] :

e usando a equacao (2.14) temos a expressao para a energia cinética do oscilador amortecido

bt

K(t) = 1352 e m {% cos?(wt + @) + bw cos(wt + ¢)sen (Wt + @) + wmsen?(wt + qﬁ)} .

2 m
(2.17)
A energia potencial elastica do (M.H.S) pode ser calculada combinando as equacdes
(2.5)e (2.15)

1 1 ¢
Ut) = §kx2 = ékxfne’bﬁ cos®(wt + @),

sabendo da equacdo (2.6) que

P + w?
=— +wm

4m
concluimos que

1/ v ¢
U(t) = 5 (R + w2m) xfne_% cos?(wt + ). (2.18)
Somando as energias cinética e potencial eldstica, apresentadas nas equagdes (2.17) e (2.18),
teremos
E(t)=K(t)+U(t) =
E(t) = %xfne_% [% cos*(wt + @) + bw cos(wt + ¢)sen (wt + @) + w?msen?(wt + @) | +

tx2, (% + w2m> e~ m cos?(wt + ),
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organizando os termos e usando a relagdo cos?(wt + ¢) + sen?(wt + ¢) = 1, segue que

E(t) = 1952 e m [(ﬁ + ﬁ) cos?(wt + ¢) + bw cos(wt + ¢)sen (wt + ¢) + w2m} =

2" dm  4dm
1 9 _bt b2 2 2
E(t) = gTme ™ |5 cos (wt + @) + bw cos(wt + @)sen (wt + @) +wm]| . (2.19)
m

A equacdo (2.19) mostra a expressio da energia mecanica para 0 movimento harmdnico simples
amortecido, pode-se perceber que a medida que ¢ aumenta £/(¢) se aproxima de zero, anulando o

movimento. Neste caso, dizemos que o sistema ndo € conservativo.

Considerando b = 0 (caso em que o sistema nao € amortecido) a equagdo (2.19) resulta

em . . .
E(t) = §xiw2m = §xfnk = §kxfn =
L, s
B(t) = ka2, (2.20)

em que usamos w?m = k da equacdo (2.7). Note que a equacio (2.20) é uma expressio constante
para F(t) para todo t. Desta forma, conclui-se que em um sistema oscilatério simples livre de
amortecimento, suas energias (energia cinética e energia potencial eldstica) se conservam, ou
seja, o sistema € conservativo. E neste caso a massa oscila indefinidamente, sem nenhuma perda

na amplitude das oscilacdes.

2.2 Ondas

Quando uma pessoa se encontra assistindo televisdo, o som da TV se propaga no formato
de uma onda esférica, possibilitando o individuo a ouvi-lo e a imagem na tela da televisao se
propaga na forma de uma onda luminosa até a pessoa. Além disso as ondas também tém uma
grande aplicacdo na medicina para diagnosticar fraturas, tumores ou males, em aparelhos de

raio-x, de ultrassom e de ressonancia.

Definicao 2.7 (Onda) Toda perturbagdo de um meio que se propaga de um ponto a outro, com

velocidade definida, sem transportar matéria, é chamado de onda.

As ondas podem ter trés classificacdes diferentes, de acordo com sua origem e natureza.

2.2.1 Classificagdo de Ondas

1. Ondas mecanicas: As ondas mecanicas possuem duas caracteristicas que as destacam:
sdo governadas pelas leis de Newton e existem apenas em meio material, como a dgua, o ar e as

rochas. Sdo exemplos desse tipo de onda, as ondas do mar; as ondas sonoras e as ondas sismicas.
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2. Ondas eletromagnéticas: Uma caracteristica importante desse tipo de onda é que
ndo precisam de um meio material para existir. Como por exemplo a luz, a luz ultravioleta, as

ondas de rddio e de televisdo, as micro-ondas, os raios X (raio Roentgen) e as ondas de radar.

3. Ondas de matéria: As ondas de matéria estdo associadas a elétrons, prétons e outras
particulas elementares, € mesmo a dtomos e moléculas. Essas ondas ganham esse nome porque

normalmente é pensado nessas particulas como elementos bésicos da matéria.

A maior parte dos conceitos abordados neste capitulo, se plicam a todos os tipos de onda,

mas vamos apresentar apenas problemas que envolvem ondas mecanicas.
Ondas transversais e longitudinais

Vamos exemplificar o conceito de onda transversal apresentando uma das mais simples

ondas mecanicas, a onda que se propaga em uma corda esticada.

Consideremos uma sacudida de leve, realizada na ponta de uma corda esticada, com a
forma de um pulso que se propaga ao longo da corda. A tensdo da corda € o que ocasiona o seu
movimento. Quando a ponta da corda € puxada para cima ela puxa para cima a sua parte vizinha
através da tensdo que existe entre elas. Quando a parte vizinha da ponta da corda se move para
cima puxa para cima a parte seguinte da corda (a outra parte vizinha) e assim por diante. Logo
em seguida a extremidade da corda € puxada para baixo (realizando a sacudida). Enquanto as
outras partes da corda estio se deslocando para cima, num certo momento comec¢am a serem

puxadas de volta para baixo pelas partes vizinhas, que se encontram em movimento descendente.

A sacudida realizada na corda resulta numa distor¢ao da forma da corda (ou pulso)
que se propaga ao longo da corda com uma velocidade v. Se a corda tiver a sua extremidade
deslocada para cima e para baixo continuamente, em um movimento harmonico simples, uma

onda continua se propagara ao longo da corda com velocidade v, como mostra a figura (6).

Figura 6 — Movimento ondulatério da corda.

—
v
—_—

lﬂ

Fonte: Prépria

Observando o movimento de um elemento da corda que oscila para cima e para baixo,
por causa da passagem da onda, percebemos que os deslocamentos dos elementos da corda

sdao sempre perpendiculares a direcdo de propagacdo da onda. Esse movimento é chamado de
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transversal e dizemos que a onda que se propaga em uma corda ¢ uma onda transversal.

Se o movimento das particulas de um meio em que se propaga uma onda ocorre para
frente para trds ao longo da direc@o de propagacgao, entdo teremos uma onda longitudinal. Como
¢ o exemplo de uma mola tensa em movimento oscilatério, em que as espirais da mola tem suas

vibragdes paralelas a dire¢cao em que ha perturbacdo ao longo da mola, observe a figura (7).

Figura 7 — Propagacdo de onda longitudinal.

Fonte: Prépria

Existem casos de ondas que sdo transversais e longitudinais, como € o caso de uma
onda na superficie da 4gua, em que as particulas de 4gua se movem tanto para frente e para trés
como também para cima e para baixo, formando trajetorias elipticas a medida que as ondas se

deslocam.

As ondas transversais e longitudinais, as quais se propagam de um lugar para outro, sao

chamadas de ondas progressivas.

2.2.2 (Grandezas das ondas

Comprimento de onda e frequéncia

Vamos considerar uma onda que se propaga em uma corda "ideal"na qual ndo existem
forcas de atrito, e nenhuma outra for¢ca que possa reduzir a amplitude do movimento da onda
enquanto ela se propaga. Para que seja possivel trabalhar com as propriedades da onda, €
necessario conhecer uma fungdo que descreva seu movimento, isto €, uma funcdo do tipo
y = h(z,t), onde y é o deslocamento transversal de um elemento da corda que se localiza
na posicdo = e h é uma fungao do tempo ¢ e da posicao x. Toda onda que tem uma forma
senoidal, como € o caso da onda que se propaga no movimento harmonio simples, em uma corda,
como estd representado na figura (6), poderd ser descrita tomando h como uma das funcdes
trigonométricas seno ou cosseno, aqui adotaremos a fun¢do seno. Dessa forma, para uma onda
que se propaga numa corda "ideal", no sentido positivo do eixo horizontal, seu deslocamento y

situado numa posi¢ao z para um certo instante ¢ ¢ dado por
y(x,t) = ymsen (kz — wt), (2.21)

em que y(x,t) é o deslocamento de uma particula  num instante ¢, y,, é a amplitude do

movimento (sdo iguais para todos os pontos x da onda), sin(kz — wt) é chamado de fator
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oscilatério, em que (kz — wt) é a fase do movimento, k& € nimero de onda e w € a frequéncia

angular.

Definicao 2.8 A distancia, paralela a direcdo de propagacdo da onda, entre repeticoes da forma

de onda é chamado de comprimento de onda ).

Se fizermos ¢ = 0 em (2.21), obtemos a equagio y(z, 0) que descreve a posicao inicial de uma
particula qualquer da onda
y(x,0) = ymsen (kx). (2.22)

Pela definicdo (2.8) os deslocamentos y nos pontos x = x; € x = x1 + A tem valores iguais, isto

¢, y € o mesmo nas duas extremidades do comprimento de onda, dessa forma
y(x1,0) = y(x1 + A, 0) = ypsen (kxy) = ynsen (k(xy + N)) = sen (kxq) = sen (kxy + kA),

na primeira repeticao do seno teremos kA = 27 ou

2
) 2.2
1 (2.23)

o nimero de ondas k. Sua unidade no (SI) é o radiano por metro, ou m .

Fazendo x = 0 em (2.21), obtemos o deslocamento (0, t) da particula que oscila em
funcdo do tempo passando pela origem

y(0,t) = —ymsen (wt), (2.24)

como a onda se movimenta em (MHS), da definicao (2.1) teremos que apds um intervalo de

tempo 1" (periodo) o valor de y(0, t) ird se repetir para todo ¢, isto é
y(0,t) = y(0,t +T) = —yysen (wt) = —ysen (wt + T) = sen (wt) = sen (wt + T')

Logo, wt = 27, ou
B 2T

T
a unidade da frequéncia angular w no (SI) € o radiano por segundo. A frequéncia f de uma onda

(2.25)

w

estd relacionada com a frequéncia angular por

= — (2.26)
e assim como no oscilador harmonico simples, sua unidade de frequéncia no (SI) é medido em
herts.

Velocidade de uma onda progressiva

A velocidade ¥ da onda é a velocidade de propagacdo (vamos supor no sentido positivo

de x) que pode ser determinada calculando dz/dt ou Ax/At.
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Figura 8 — Onda transversal, destacando os pontosem ¢t = 0 e t = At.

<l
~

Ax

N A
NS\ ER\

Ondaemt =10

Fonte: Prépria

Considere dois instantaneos de uma onda, como mostra a figura (19), separados por um
pequeno intervalo de tempo e sua forma de onda se desloca Ax na dire¢do positiva durante um

intervalo At. Quando a onda se move, cada ponto da forma conserva seu deslocamento y.

Se os pontos da onda conservam seus deslocamentos quando se movem, a fase da equacgdo

(2.21) que descreve o deslocamento permanece constante, isto €,
kx — wt = constante (2.27)

mesmo com O argumento constante, tanto x como ¢ continuam variando. Encontraremos uma

expressao para v da onda, derivando a equagdo (2.27) com relagdo ao tempo ¢,

kd—x —Ww == dv_w
dt Cdt K
usando as equagdes (2.23), (2.25) e (2.26)
w A
— 2 =2 _\f 2.2
v= =5 = (2.28)

A igualdade v = \/T nos diz que a velocidade da onda é igual a um comprimento de onda por

periodo.
Velocidade da onda que se propaga em uma corda esticada

A velocidade da onda depende das propriedades do meio em que a mesma se propaga,
isto é, a densidade do meio material em que ela oscila e a for¢a de tragdo sdo quem vao fornecer

um valor para velocidade da onda.

Consideremos um pulso simétrico que se propaga da esquerda para direita com velocidade

v como mostra a figura (9).

O pulso se propaga com uma tensao 7 na corda esticada, que puxa tangencialmente o

pequeno elemento AL nas duas extremidades da corda. O deslocamento AL forma um arco de
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Figura 9 — Pulso simétrico em que a corda se move da esquerda para direita.

Fonte: Prépria

Figura 10 — Decomposicdo das for¢as que agem na por¢do A L.

Tsind

'ni<°
L

Fonte: Prépria

circulo de raio R e subtende um angulo igual a 26 no centro do circulo. Podemos decompor as

forcas em AL como mostra a figura (10).

As componentes horizontais das forcas tangentes a AL se cancelam e as componentes

verticais resultam em uma forca ?, dada por
F =71sinf + 7sinf = 2(7sin0).
Considerando 6 =~ 0, teremos sin § = 0, isso nos dar F' = 7(26). E como o comprimento de

uma circunferéncia vale 27 R, segue por regra de trés que AL = 20 R, assim

TAL
F = . 2.2
7 (2.29)

A massa especifica do elemento AL da corda é dado por

Am

N = Am = pAL, (2.30)
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em que u é a massa especifica linear da corda e Am € a massa do comprimento A L. O elemento

AL se encontra em um arco de circulo, assim ele possui uma aceleragdo em dire¢ao ao centro do

circulo, dada por

a=—.
R
Aplicando a segunda lei de Newton em AL, obtemos
F = Am.a,

agora combinando as equacdes (2.29), (2.30) e (2.31), teremos

AL 2
T = (uAL)% = 7= ==
ou
=
v=,/—.
U

(2.31)

T

(2.32)

A equacido (2.32) nos diz que a velocidade de uma onda que se propaga em uma corda ideal

esticada, depende apenas da tensdo da corda e de sua massa especifica linear.

No préximo capitulo apresentaremos a deducdo do modelo matemético que descreve o

deslocamento das particulas que se encontram em uma onda estaciondria (onda que se propaga

em uma corda com as extremidades presas).
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3 EQUACAO DA ONDA EM UMA DI-
MENSAO (MODELO DA CORDA VI-
BRATORIA)

Neste capitulo apresentamos a equacdo diferencial e sua solucao, que descreve o movi-
mento de uma onda estaciondria encontrada em uma corda esticada e presa em suas extremidades
(como a corda de um violdo). Tal equacdo também modela a onda que se propaga ao longo de

uma corda apresentada na figura (6).

Consideremos uma corda, de comprimento L, que se encontra esticada horizontalmente
por uma forca 7" e fixada nas extremidades x = 0 e x = L, entdo esticando acordaemt¢ =0 e
soltando, deixando-a vibrar obtemos um movimento oscilatério de um conjunto de particulas
(pontos) que se encontram na corda. Nosso objetivo € determinar as vibra¢des da corda em todos
os pontos de x € [0, L] em qualquer instante ¢t > 0, para isso faremos as seguintes suposi¢des

fisicas:
i) A corda é homogénea e perfeitamente flexivel. Como mostra a figura (14).
ii) Os deslocamentos sdo pequenos, quando comparados a L.

iii) A tensao 7' tangente a corda tem o mesmo valor, e a inclinagdo é pequena, em todos

os pontos da corda.
iv) A for¢a da gravidade e nenhuma outra forca externa interfere nas vibragdes da corda.

Ap0s a perturbagdo realizada na corda, a mesma se encontra em vibragdo, em que cada
ponto x se desloca verticalmente. Consideremos as forcas atuando numa pequena por¢ao da

corda, veja a figura (14). E sejam 77 e T as tensdes nas extremidades P e () desta por¢do.

Figura 11 — Corda esticada

]

T,

L L L

Fonte: Prépria
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Fazendo a decomposicao da forcas:

Figura 12 — Decomposi¢do das forcas na por¢ao

g T,

—T4, B

Fonte: Prépria

Na horizontal as forgas sdo decompostas da seguinte forma (veja a figura 12)

TQm

cos(a) = ==, cos(f) = T,

Como na horizontal nao ha deslocamento de massa na corda, temos 11, =715, =1, 0
que nos fornece
T cos(a) = Ty cos(B) =T. (3.1)

Na vertical podemos relacionar as for¢as da seguinte maneira
Ty, = Tisen () e Ty, = Tosen ().

O somatorio das forcas na vertical fornece
Z F, =Ty, — T\, = Tysen () — Tisen (),

em que o sinal negativo aparece em 77, por que consideramos as for¢as que atuam para baixo
como sendo negativas e positivas as que atuam para cima. Aplicando a segunda lei de Newton, a
resultante dessas duas forcas é igual a massa pAx da por¢do multiplicada pela a aceleracio %
do deslocamento, calculada em algum ponto entre x e x + Az, em que p é massa por unidade de
comprimento da corda e Ax é o comprimento da por¢io, assim
0%u
Tysen () — Tysen (a) = prW, (3.2)

dividindo (3.2) por T} cos(«) e usando (3.1)

Tysen(B) Tisen(a)  pAz d*u N
Tycos(B) Ticos(a) T Ot2
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Az 9
tan(f) — tan(a) = %a—g, (3.3)
donde tan(«) e tan(f) sdo as inclinagdes da corda em x e x + Ax, respectivamente, isto é
ou ou
t - — t —
an(a) Ox |z’ an(ﬁ) 0x la+ Az

assim, dividindo (3.3) por Az e usando as expressdes anteriores, segue que

1 [Ou ou| | pdu
Az | Oz z+Ax oxlz N T Ot? ’
Sendo o comprimento da por¢do na corda uma grandeza infinito-decimal, isto é Ax — 0,
obtemos
*u  p O*u
ox? T o2
Da equagdo (2.32) temos v? = T'/p, que substituido na equagio anterior, resulta
Pu 0%
— =V —. 34
o~ " a2 G

A equagdo (3.4) é chamada Equacao de Onda, é uma EDP linear de segunda ordem de

coeficientes constantes.
Condicoes de contorno e iniciais

Como a corda esté presa nas extremidades z = 0 e x = L, entdo ndo ha vibragdes nestes

pontos. O que nos dar as seguintes condi¢des de contorno

(a) u(0,t) =0 () w(L,t)=0, V>0

As condigdes (a) e (b) indicam que os pontos, nos extremos da corda de comprimento L,
nao sofrem deflexdes mesmo apds a realizacio da perturbacdo. A forma do movimento da onda
ird depender de sua deflexdo inicial f(z) e de sua velocidade inicial que também é uma fungio

de z. Teremos assim as seguintes condicdes iniciais

0 ulr,0) = f(z) D D0 =gl), O<r<L)

As fungdes f(z) e g(x) sdo dadas, em que f(z) € de classe C? e g(z) é de classe C'. Dessa
forma, para este modelo ondulatdrio, o problema consiste em resolver a equagdo (3.4) sujeito as
condi¢des (a), (b), (c) e (d).

Solucio da equacio de onda

Para resolver a equacdo (3.4), podemos aplicar o método de separacio de vardveis para
EDP, veja o exemplo (1.7). Suponhamos uma solu¢ao para (3.4) do tipo u(z,t) = F(z)G(t),
calculando 0%u/dx? e 9%u/Ot?, obtemos
Pu  O*F 0%u 0°G
—=—G), = = F(2)—
g~ oW e = W
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substituindo as expressdes das derivadas na equacdo (3.4)

0*G ,O*F
dividindo a expresso anterior por v2F(x)G(t) # 0, segue que

G 1 0PF 1
o2 G(t)yw? 022 F(x)

Agora a equagdo se encontra separada, isto €, com suas varidveis separadas. Como visto

no exemplo (1.7), teremos
0?’G 1 B ’F 1
o2 G(t)yw? 022 F(x)

em que A é uma constante arbitrdria, com isso teremos duas EDOs

= A’

0*G

- 2 —
= WG() = 0 (3.5)
) O°F

As equacoes (3.5) e (3.6) sdo lineares, homogéneas de coeficientes constantes e podem
ser resolvidas pelo método descrito na se¢do (1.3). Assim as respectivas equacgdes caracteristicas
para (3.5) e (3.6) sdo

m? = A\?=0=m=+vV?

e
m?—A=0=m==+V\
Teremos trés casos para os valores de A a serem analizados:
e Se A\ = 0, de (3.6) segue que
0?F
W:0:>F(I):(l1$+b1
logo

u(z,t) = (a1 + by)G(1).

Usando a condigdo de contorno a)
u(0,t) =b1G(t) =0=b; =0,
pois G(t) # 0, assim para este caso resta u(x,t) = a;xG(t), agora usando a condic@o b)
u(L,t) = a LG(t) = a1 =0,

pois LG(t) # 0. Portanto, para A = 0 teremos u(x,t) = 0 uma solugdo trivial que ndo tem

intepretacio fisica para descrever o movimento da corda, logo ndo temos interesse.



Capitulo 3. Equagdo da onda em uma dimensdo (Modelo da corda vibratoria) 50

e Se \ > ( obtemos a seguinte solucao para (3.6)

F(z) = AeV™ 4 BV

assim,

u(e, t) = (Alem + Ble’ﬁ””> G(t)

usando a condi¢@o de contorno a)

w(0,8) = (A, + BI)G(t) = 0= A, = —By,

usando b)
w(L,t) = (Alem + Ble—m) G(t) =0,
com A; = — By, segue da expressdo anterior que
AleﬁL — Ale_ﬁL =0= A <eﬁL — e_ﬁL> =0= A, =0,
pois se

(em _ e—m) — 0= VAL = VAL = 2V\L =0,

mas como 2v\L # 0, entdo A; = —B; = 0, donde
(e, t) = (Aleﬁw + Ble’ﬁx> G(t) = 0.

Novamente obtemos somente a solu¢do trivial.

e Se \ < 0, facamos A\ = —p?, logo as solucdes das equacdes (3.5) e (3.6) sdo respecti-

vamente
F(x) = Acos(px) + Bsen (px)

G(t) = D cos(puvt) + Esen (put)

em que a solugdo particular para (3.4), torna-se
u(z,t) = F(x)G(t) = [Acos(px) + Bsen (pz)] [D cos(pvt) + E'sen (puvt)],

onde A, B, D e E sio constantes. Usando as condi¢des de contorno a), b) e sabendo que
G(t) # 0, segue que

u(0,t) = A[D cos(pvt) + Esen (pvt)] =0 = AG(t) =0= A =0

u(L,t) = Bsen (pL)G(t) = 0 = Bsen(pL) =0,
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observe que B # 0, pois caso contrdrio teriamos F'(x) = 0, assim
nm
L )

em que n é um ndmero natural (1,2, 3, ...). Dessa forma para cada valor de n teremos uma

sen(pL)=0=pL=nwr=p=—

solucdo para (3.4) satisfazendo as condi¢des ) e b), dada por

u,(z,t) = Bpsen (%x) [Dn coS (%t) + E,sen (?t)] =

Up(z,t) = [Fn coS <mTﬂt> + H,sen (mTﬂtﬂ sen (%x) (3.7)
emque F,, = B,D,,e H, = B, F,.
vw 2um 3um

As fungdes uy, uy, ... sdo chamadas de autofungdes e os valores 7, =%, <%, ... sdo cha-

mados de autovalores de uma corda vibrante. As autofuncdes formam um conjunto fundamental
de solucdes para (3.4), como a equacdo de onda ¢ linear e homogénea, teremos da proposi¢ao

(1.1) a seguinte solugdo geral para (3.4)

Zun z,t) = Z [F cos (Tt> + H,sen (Ttﬂ sen (Tx> (3.8)

Por enquanto a solugdo (3.8) para a Equacao de Onda, satisfaz apenas as condi¢des de
contorno, agora iremos aplicar as condi¢des iniciais em (3.8) para determinar as constantes F;, e

H,,. Usando a condi¢@o c), teremos

= iFnsen (%x) = f(z),

multiplicando toda a expressdo por sin (mmz /L), sendo m um niimero inteiro

iFnsen (%m) sen (%x) = f(x)sen <%x> :

aplicando a integral de —L a L em ambos os membros da equagdo anterior, obtemos
L
/—L

supondo que seja possivel integrar os dois membros da igualdade de —L a L, isto €, estendendo

L

ansen (%1‘) sen (%x)] dx = (x)sen (%x) dx,

—L

uma meia escala de —L a 0 e nesses cdlculos z € [—L, L], assim

an /_LL sen (%x) sen (%x) dx = /_LL f(z)sen (%x) dx,

o conjunto dessas fungdes seno sdo ortogonais no intervalo simétrico de —L a L, logo pela
defini¢do (1.8) teremos que o lado esquerdo da expressdo vale zero quando m # n (veja o

exemplo 1.5) e param =n
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F, /LL sen (%x) sen (%x) dr = /_i f(z)sen (%x) dr =

F, /_LL sen” (%x) dr = /_LL f(z)sen (%x) dr =

L1 — cos (B2x) L nm
F, /_L 5 dx = /_L f(z)sen (Tx> dx =

2L L
F, (— — 2—sen (2nm) ) / f(x)sen nl:zc) dzx,

2 nm

sendo sen (2n7) = 0, segue que

F.L = /_LL f(z)sen (%x) dr =
/ f(z)sen Hx) dzx,

para F,, # 0, f(z)sen (nmz/L) é uma fungdo par, desta forma segue por propriedade de fungio

par que

/f sen @x x—2/f x)sen Tz)dw,

2 [t nmw
— E/O f(z)sen (TJE) dx. (3.9

logo

Derivando (3.8) com relacdo a ¢

a o0
0 S e (1) 7 o () s ()

Usando a condigdo inicial d) (Velocidade inicial)

ZH U Gen (%x) = g(x),

multiplicando os dois membros da igualdade por sin(mmx /L), integrando de —L a L e supondo

que todas as funcdes da expressdo sdo integrdveis no intervalo, segue que

00 L L
;Hn¥/;L sen <%x> sen (nzw >da: = /_Lg(x)sen (%x) dz,

as integrais do lado esquerdo valem zero quando m # n e param = n
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L L
Hn¥ /_L sin? (%x) dr = /_Lg(x)sen (%x) dr =

L 2nm L
N 1 —cos ( :L‘) nmw
H, L - (- )
7 / 5 dx /_ g(x)sen 7T dr =

L

vmr/ dx—/ )sen —x) dx
2nm

pois f . COs ( . ) dr = 0, assim

L

H 2L (2L) /_Lg(x)sen (%x) dr =
1 L n
e o ()
) g(z)sen 7 ) dz,
para H,, # 0, teremos que g(x) sin(nmz/L) é uma fungdo par, logo
2 L
H,= [ g(x)sen (@x> dz. (3.10)
vnm J, L

Portanto a soluc¢do que descreve o movimento da onda € a equacdo (3.8) com os coefici-
entes determinados por (3.9) e (3.10).

Anadlise da solucao

Da solugdo (3.7), teremos

up(z,t) = C, [% cos (?t) + %sen (?t)} sen (%x) :

definindo ¢, de forma que sen¢, = F,/C, € cos¢, = H,/C, = F?>+ H? = C? com
n=1,2,3,..., assim

up(x,t) = C, [sen ¢y, COS (mTWt) + cos ¢, sen (mthﬂ sen (%x) ,

completando o seno da soma
vnT nm
p(o8) = Cusen (77t 56 ) s (7).
un (2, 1) sen (— + ¢, ) sen 7T

As funcdes u,, formam um conjunto de ondas estaciondrias, as quais sdo formadas por
sen (nmz/L) com amplitude C,,sen (vnnt/L + ¢,) que varia com o tempo. Para cada valor de

n teremos um onda estaciondria como mostra na figura (13).
A medida que n varia a quantidade de ondas aumenta, com isso teremos a sequéncia:

L:)\

Z =1
27 n Y
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Figura 13 — Onda estaciondria

2\
L = 7, n = 2,
3\
L= 7, n = 3,
4\
L=—, n=4,
2
generalizando, teremos
L= nA =
2
2L
A= —. (3.11)
n

Em um valor fixo para n, a solu¢@o u,(x, t) representa um movimento harmonico simples
com amplitude C,sen (vnnt/L + ¢,) e como a frequéncia é dada por f = v/ segue da equagdo

(3.11) que
v nv un

= =— = f,=—.
In 2L/n 2L fa 2L
Assim concluimos que cada ponto de uma onda estaciondria vibra com amplitudes diferente,

mas com a mesma frequéncia f,,.

Quando n = 1, iremos ter
uy(z,t) = Cysen (%t + ¢1) sen (%x) ,
em que C? = F2 + H?,

F = %/OL f(z)sen (%x) dx

2 [k s
Hy=— (F2).
1 7”)/0 g(x)sen 7%

uy € chamado de primeira onda estaciondria, primeiro modo normal ou primeiro modo fundamen-
tal de vibracdes. Da mesma forma w5 e u3 sdo chamados de segunda e terceira onda estaciondria,

respectivamente.

Aplica¢ao: Considere uma corda eldstica de comprimento 7 presa nas extremidades e

vibrando em um plano vertical. Determine o deslocamento u(z,t) da corda em que v* = 1,
f(z) =0eg(z) =sen(x).
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Solug¢do: Como f(z) =0, g(x) = sen(z) ev? = 1,entdo F,, =0 e

2 s
H, = —/ sen (z)sen (nz)dz.
0

nm

Para n # 0, teremos do cosseno da soma que

1
sen (z)sen (nx) = 5 [cos(x — nx) — cos(x + nz)],
segue que
1 s

H,= — ~nz) — d
— /0 [cos(x — nx) — cos(x + nx)| dx

H 1 [sen(x —nz) sen(z+nx)]”

" 1—n 1+n 0
Hn:i sen(m —nm)  sen(w + n) _o,

™ 1—n 1+n

pois 1 — n e 1 + n sdo ndmeros inteiros.

Se n = 1, teremos

2 [T 2 [T1— 2
H, = —/ sen?(z)dr = —/ de
0 0 2

- (x B sen(2x)> _ lw _
portanto o deslocamento da corda é
u(z,t) =sen(x)sen(t) 0<z<m t>0.

O grafico da solug@o pode ser visto na Figura (14) para tempos especificos do movimento da

corda
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Figura 14 — Onda estaciondria.

uxt) | u(x,t) |

|
1
|
1
1
|
|
|
|
*
|
|

0 n *
t=0
u(x,t) u(x,t) E
1
o nox
t==
2
. u(x,t) |
u(x, t) |
: :
5t _—
t=m
u(x,t) |

u(x, t)

Fonte: Prépria
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4 EQUACAO DA ONDA EM DUAS
DIMENSOES (MODELO DA MEM-
BRANA ELASTICA)

Neste capitulo abordamos a representacdo de um movimento oscilatério em duas dimen-
soes (em uma malha retangular), a qual representa um deslocamento u qualquer do movimento
oscilatério de uma posi¢ao (x, y) da malha em um instante ¢, partiremos de uma parti¢do retan-
gular com dimensdes infinitesimais. Considere uma malha de couro completamente esticada e
que a mesma sofre uma perturbagao entrando em movimento oscilatério. Semelhante ao caso
da onda em uma dimensao, iremos determinar o modelo da membrana elastica, isto é, deduzir
matematicamente a equacio que descreve o fendmeno oscilatério em uma malha esticada e em
seguida encontrar a solu¢do da equagao para o caso em que a malha tem um formato retangular.

Para essa realizagdo faremos as seguintes suposicoes fisicas:

i) A membrana (couro) € considerada homogénea, perfeitamente flexivel e nao oferece

nenhuma resisténcia quando perturbada.

ii) A forca de tensao, por unidade de comprimento, 7" tem o mesmo valor em todos os

pontos da membrana e ndo muda de valor durante 0 movimento.

iii) A membrana tem sua deflexdo pequena, quando comparada com o seu tamanho, e 0s

angulos de inclinacdo formados pelo movimento sdo pequenos.

A forca que atua sobre a membrana (considerando que as demais for¢as ndo interferem

no movimento) € a tensdo 7', fornecida por unidade de comprimento.

Figura 15 — Porc¢ao retangular contida na malha.

Membrana

y+Ay[- === ==~

[ S —

Fonte: Prépria
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Destacando uma por¢do retangular contida na membrana (como mostra a figura 15) e
considerando que, a mesma, as deflexdes da membrana e o angulo de inclinacdo sdo valores
muito pequenos, as dimensdes da por¢do tornam-se aproximadamente Ax e Ay, assim a tensao

da por¢do no lado de comprimento Ax é T'Ax e no lado medindo Ay é T'Ay.

Como a membrana é perfeitamente flexivel, as forcas T'Azx e T'Ay sao tangentes a

mesma a cada instante do movimento, veja a figura (16).

Figura 16 — Particdo da malha vibratéria

Fonte: Prépria

Da figura (16) podemos decompor as for¢as na direcao de x como mostra a figura (17).

Figura 17 — Decomposicio das forgas verticais em x.

[ Sy ——

Fonte: Prépria

Decomposig¢ao:
() = i = Ti, = Tysen (9)
n(f) = = n
se TAy 1z yse
e
T2x
sen () = Ty, = TAysen (a),

:TAy
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em que « e ( sdo os angulos de inclinagdo. Como a, f =~ 0, entdo sen(a) ~ tan(a) e

sen () ~ tan([), assim a resultante das forcas na dire¢ao de z ¢é

ZTQ? =Ty, — To, = TAysen (8) — TAysen (o) = T Ay [sen (5) — sen (a)] =

Z T, = TAy [tan(f) — tan(«)],

onde tan(f) e tan(«) sdo as inclinagdes nos pontos = + Az e x, comy < y1,y2 < y + Ay,

teremos

ou )

[ Ou
> T, =TAy ax(a: + Az, y1) = o (2,40) |- (4.1)

Seguindo o mesmo raciocinio, obtemos o somatdrio das forgas na dire¢do de y, dado por

ou ou

emque r < 1,22 < x4+ Az. O somatdrio das for¢as decompostas tanto em x como em ¥ na
direcdo paralela ao plano zy valem zero, pois a malha nao sofre nenhum deslocamento nesta

direcdo.

Aplicando a segunda lei de Newton na por¢do de dimensdes Ax e Ay, teremos que a

soma das forgas de (4.1) e (4.2) é igual a massa da por¢do Am vezes a aceleragdo 9*u/0t?, logo

TAy {%

ax('x + A$7y1> -

ou ou ou
P yz)] +TAx {a—y(ml, y+Ay) - 8—y(x2, y)} = Am—.
A densidade do retangulo é p = Am/AA = Am/AxAy (massa/area)= Am =
AxAyp, substituindo na equacdo anterior, obtemos
0%u ou ou ou ou
Py =Ty |G+ ) = G| + T | Sy + 89) = Gtran)|.

dy

multiplicando toda expressdo por 1/(pAxAy), obtemos

62u_T
o p

Y

(.Z'+A£K yl) (l‘ ?/2) (mlay—'—Ay) (‘rQ’y)
Az + Ay

considerando a por¢ao retangular infinito-decimal, isto é, Az, Ay — 0, obtemos
Pu T (d%u N 0?u
o2 p\ox2 0y2)’
No capitulo 2, a velocidade v da onda em uma dimensao (ao longo de uma corda) é dada

or y/T/p. No caso da membrana (duas dimensdes) ndo é diferente, pois 0 modelo funciona

como duas oscilagdes unidimensionais, dessa forma a velocidade de propagacao da malha é

v =

Y

T
P
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logo

0*u v O*u

A equagdo (4.3) é a equagdo de onda em duas dimensdes, em que u(z, y, t) representa o
deslocamento vertical de um ponto (z, y) no interior da malha no instante ¢ > 0.

Condicoes de contorno e iniciais

Durante todo movimento as extremidades da malha se encontram presas, isto é, u = 0
no contorno € como a geometria considerada € um retangulo, como mostra a figura (18), entao

teremos as seguintes condi¢des de contorno

u(z,0,t) = 0 com 0<uz<a, 4.4)
w(0,y,t) = 0 com 0<y<pb, 4.5)
u(a,y,t) = 0 com 0<y<hb, (4.6)
uw(z,b,t) = 0 com 0<z<a. 4.7)

Figura 18 — Malha retangular presa nos extremos

b (a,b)

(0,0) a x

Fonte: Prépria

No inicio do movimento, teremos uma posi¢do e uma velocidade inicial, ambas as

condi¢Oes podem ser escritas de uma forma mais geral como funcdes de = e y

u(z,y,0) = f(z,y), (4.8)
ou
Erll g(z,y). (4.9)

As funcdes das condicdes (4.8) e (4.9) sdo dadas e exigimos que ¢ seja de classe C' e f seja de
classe C. Dessa forma o problema de valor de contorno consiste em resolver a equaco (4.3)
satisfazendo as condi¢des de contorno (4.4), (4.5), (4.6), (4.7) e as condi¢des iniciais (4.8), (4.9).

Tal solucdo representa a descri¢do do movimento da malha nas condi¢des supostas.

Solucdo da equacdo de onda em duas dimensoes
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Vamos resolver a equacdo (4.3) usando o método apresentado na secdo (1.4), (veja o
exemplos 1.7). Suponha uma solugao para (4.3) da forma u(zx,y,t) = F(x,y).G(t), derivando

duas vezes com relagdo a ¢, x e y, obtemos

0%u *G  0*u  O*F P O*F

w - F(‘rvy> o2’ Or2 - 12 <x7y)G(t)7 a_yQ - a_yg('ray)G(t)?
substituindo as derivadas em (4.3), segue que

0*G , [O*F O*F
F(%?J)W = {@(%Q)G(l‘) + a_yg(xvy)G(t):| ;
dividindo toda expressdo por v?F'(x,y)G(t) # 0
1 0°G 1 0*F 0?F
= —_— 4.1
G 0 Flay) [aIQ (2, y) + 3y (fc,y)} : (4.10)

como o lado esquerdo depende somente da varidvel ¢ e o lado direito da expressao € independente

de ¢, entdo a medida que ¢ varia a expressao a direita permanece constante. De (4.10), teremos

v2G(t) 02 F(x,y)

em que ¢ € uma contante. Dessa forma obtemos duas equacdes diferenciais

L #G_ 1 [eF o PF )
ax2 .’L',y ayQ ‘I?y _q

2
T — wG(1) =0 (.11
© 0*F 0*F
W(%y)Jra—yQ(%y) —qF(z,y) = 0. (4.12)

Inicialmente iremos resolver a equacdo (4.12) usando o método de separacdo para EDP. Supondo

F(z,y) = M(z)N(y) uma solugao para (4.12), teremos

TN )+ M) — M @IN) =0

dividindo toda expressdo anterior por M (x)N(y) # 0, segue

1 0*°M n 1 9°N _
M(x) 0z = N(y) 0y?

1 0°M 1 0°N
M@ 9 N (W - qN(y)) |

Agora a equacdo se encontra separada, com o lado esquerdo dependendo apenas da varidvel = e

qg=0=

o lado direito dependendo somente de ¥, assim

1 0*M 1 02N
M(z) 922~ N(y) <8y2 - (y)> -
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em que r € uma constante, com isso obtemos duas EDOs lineares de coeficientes constantes

2
%;\;[ —rM(z)=0 (4.13)

© PN
ay7 (g —7)N(y) =0, (4.14)

segue que m? —r = 0 e m? — (¢ — r) = 0 sdo as equagdo auxiliares das EDOs (4.13) e (4.14),
respectivamente. Para obter as solucdes das equacgdes (4.13) e (4.14), de forma que tenhamos

uma solugdo significativa para o problema, faremos uma andlise para o valor de r.

e Se r > () obtemos a seguinte solucdo para (4.13)
M(zx) = AeV 4 Ble VT

donde
ulw,y,1) = (A1e¥™ + Bie V™) NG ). 4.15)

Aplicando as condi¢des de contorno (4.5) e (4.6) em (4.15) e sabendo que N(y)G(t) # 0,
obtemos
u(0,y,1) = (A1 + BN (y)G(t) = 0= Ay = =By

u(a,y,t) = (Aleﬁ“ + Ble_ﬁa) N(y)G(t) =0,

logo das ultimas expressoes

Ale‘/;a — Ale_ﬁ“ =0= A1 (6\/;(1 — 6_\/;(1> =0=

Al - O
pois
\/7_"CL 7& —\/FC%
assim A; = —B; = 0, o que nos fornece de (4.15) a solugdo trivial
u(z,y,t) =0
para (4.3).

e Se r = 0, obtemos para (4.13) a solucdo
M(.T) = klx + kg
em que k; e ky sdo constantes, daf

u(z,y,t) = (ki + k) N(y)G(2). (4.16)
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Aplicando a condicao (4.5) em (4.16), obtemos

w(0,y,t) = ko N(y)G(t) = 0= ko =0,
usando (4.6) em (4.16)

u(a,y,t) = kiaN(y)G(t) =0 =k =0,

o que resulta novamente na soluco trivial

u(z,y,t) =0
para (4.3).
e Se r < 0, facamos r = —k?, logo a solugdo para (4.13), torna-se
M (z) = Ay cos(kx) + Basen (kx). (4.17)

Da equacdo auxiliar de (4.14) teremos m = ++/q + k2. Agora analisaremos 0s possiveis

valores de q + k* e descartaremos aqueles que fornece solugdes triviais para (4.3).

e Para ¢ + k2 > 0, a solugdo para (4.14) resulta em
N(y) = Agemy + Bge_\/my.

Assim a solugdo para (4.3) é

u(e,y,t) = M(x) (Age\/qu + Bge—\/@y) G(t). (4.18)
Aplicando a condicdo (4.4) em (4.18)

u(x,0,t) = M(x)(As + B3)G(t) = 0= A3 = —Bs,
agora aplicando (4.7) em (4.18) e usando A3 = —Bs

u(z,b,t) = M(x) (Ag@ IR Age” q+k2b> G(t)=0=
As (e etk o= q+k2b> =0= A3 =0,

pois g + k? # 0, assim obtemos u(z, y,t) = 0 para este caso.

e Se g + k? = 0 de (4.14), teremos

0?’N
dy?

=0= N(y) = c1y + ¢,

assim
u(z,y,t) = M(z)(cry + c2)G(2). (4.19)
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Aplicando (4.4) em (4.19)
u(z,0,t) = M(x)caG(t) =0 = ¢ =0,
e (4.7)em (4.19)
u(z,b,t) = M(z)(c1b+ c2)G(t) =0 = c1b+c2 =0

com ¢y = 0, logo ¢; = 0 e portanto u(z,y,t) = 0.

eSendoq+ k%< 0= q< —k*= ¢q <0, fazendo ¢ = —§2, a solucdo para (4.14)

torna-se

N(y) = Cscos (\/ 0% — k2y> + Dssen (\/ 62 — k2y> (4.20)
de (4.17) e (4.20) a solugdo de (4.12) fica

u(z,y,t) = [Az cos(kx) + Bgsen (kx)] |:CQ cos (My) + Dssen <My>] G(t)
(4.21)

usando a condicao (4.5) em (4.21), teremos
u(0,y,t) = A2N(y)G(t) = Ay =0,
aplicando (4.6) e usando A; = 0
u(a,y,t) = Basen (ka)N(y)G(t) = 0 = Bysen (ka) =0
consideramos By # (, pois caso contrdrio teriamos a solugdo trivial para (4.3), segue que

sen (ka) =0 = ka = mm =

=" m=1,2,3, .. (4.22)
a

Aplicando a condicao (4.4) em (4.21)
u(z,0,t) = M(2)CoG(t) =0=Cy=0
agora aplicando (4.7) em (4.21) e usando (5 = 0, segue
u(x,b,t) = M(z)Dysen (\/Wb) G(t) = 0= Dssen (Mb) =0
supondo D, # 0, teremos

sen (\/52 — k%) =0= V2 -k =nm =

52—k2:%, n=1,23.. (4.23)
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Tendo em vista ainda determinar uma expressdo G(t), a solugdo para (4.3) satisfazendo as
condig¢des de contorno (4.4), (4.5), (4.6) e (4.7) é

Umn (2, y,t) = By Dysen (%x) sen (%y) G(t).

Lembrando que ¢ = —62, a equacio (4.11) torna-se

W+(52 Vv?G(t) =

e sua equagdo auxiliar m? + 6%v% = 0, assim a solugdo de (4.11) é
G(t) = Eycos(dvt) 4+ Fysen (dut), (4.24)
de (4.23) podemos explicitar o valor de

52—k2:%:»52:(%)2+k2,

usando (4.22) na expressao anterior

o () () e () -

usando a expressao anterior na equagao (4.24) obtemos a seguinte solucdo para (4.3)

2 2 5 2
Umn(ﬂf, Y, t) = [Gmn COS (UTF m— + Z—2t> + Hmnsen (U?T\/%f)]

sen (myg) sen <%y> . 4.25)

a
A solucdo (4.25) satisfaz as condi¢des de contorno para cada valor de m, n natural, isto quer

dizer que o conjunto ,,, com 1 < m,n < oo é um conjunto fundamental de solucdes, usando a

proposicao (1.1) podemos escrever a solucao geral de (4.3) como

u(z,y,t) ZZ G cos | v —+b2 + H,,p,8in | v ——l—b—2t

m=1 n=1
sin (?x) sin (%y) (4.26)

aplicando a condig¢do inicial (4.8) em (4.26), teremos

u(z,y,0 Z Z Gnsen <—x> sen (%y) = f(z,y) 4.27)

n=1m=1
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fazendo -
nm
Kn(y) =Y Gpsen <Ty) , (4.28)
n=1
em (4.27) obtemos
mi
>~ Kulypsen (“Fa) = f(.y), (429)
m=1

multiplicando a igualdade anterior por sin(m;7x/a), segue

i:[(m(y)sen (mx) sen (%x) = f(x,y)sen (%x) )

a

Embora nossa malha tenha dimensdes de tamanho a e b fazemos aqui a constru¢do de uma meia
escala nas direcdes de z e y, isto €, —a < x < ae —b < y < b, assim integrando a expressao

anterior de —a a a e supondo que todas as funcdes da série sdo integraveis no intervalo

i K (y) /_a sen (?x) sen (m;ra:) dx = /_a f(z,y)sen (%x) dx.

m=1

Pelo exemplo (1.5) a integral do lado esquerdo resulta em zero para m # 0 e para m = m;
Km(y)/ sen > <mx) dr = / f(z,y)sen (mx) dr =
—a a —a a
2mm

Kn(y) /_a L= cos (Tx) dr = /_(; f(z,y)sen (?m) dr =

a 2

Ko(y) Bx— @ gen (Qm”x)ra:/_zjf<x,y>sen (") dr,

Admm a

sendo sen (2mm) = 0, segue que

Km(y)%t = Ky (y)a = : f(z,y)sen (%x) dr =

Kn(y) = 2/_@ f(z,y)sen (%I) dr,

para K,,(y) # 0, teremos que f(x,y)sen (mnz/a) é uma fungdo par, assim

2 a
K, (y) = E/O f(z,y)sen (?x) dx. (4.30)

Multiplicando (4.28) por sin(n,7y/b) e integrando de —b a b

/Z Kon(y)sen (%y) dy = /Zi Gmnsen (%y) sen (anﬂy> dy,
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supondo que todas as func¢des do segundo membro sdo integraveis de —b a b, assim as integrais

em que n # n; valem zero. Para n = n,

2nm

b b
o (M B 1 —cos ( . y)
/ K,,(y)sen Ty) dy = Gmn/bsen <7y> dy = Gmn /b 5 dy =

’ 1 b 2 b G
- —b

1 f° nmw

Para GG,,,,, # 0, temos que K,,,sen (n7y/b) é uma fungdo par, assim segue que

9 b
= g/0 K,.(y)sen (%y) dy. 4.31)

de (4.28) e (4.31), obtemos

Gon = %/Ob E /Oa f(x,y)sen (%x) dx] sen (%y) dy =
Gon = %/Ob /Oa f(z,y)sen (%x) sen (%) dzdy. (4.32)

Derivando (4.26) com relagdo a t

m2 n? m2 n? m2 n? m2 n?
—G 0T\ — ﬁsen s ——I—b—2t + H,,,um ——I—ECOS VT —+b—2t

aplicando a condic¢do (4.9)

Fazendo
> m2  n? n
Ln(y) = ;Hmnvm/ ) + ﬁsen (Ty)
segue que
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com o procedimento andlogo ao realizado em (4.29), teremos da expressao anterior

2 a
Lin(y) = = / g(w,y)sen (@x) dz. (4.33)
a Jo a
E o andlogo a (4.28) de
> m2  n? nm
= ; Hmn’U’ﬂ' ? + b_QSCn <7y) s
obtemos ,
m2 n2 2 nm
Hppom\ [ + 25 = = /0 Lon(y)sen <7y) dy (4.34)

de (4.33) e (4.34), teremos

2 2 2 b 2 a
Hyomy [ 12 2 /0 [5 [ ot sen (7 )dx} sen (") dy =

H,, = / / x,y)sen —x) sen (Ty) dxdy (4.35)

mn 5 5
abvmy /5 + 43

Portanto a solu¢do da equacdo (4.3) satisfazendo as condi¢des de contorno e as condi¢des

iniciais € (4.25) com os coeficientes determinados por (4.32) e (4.35).

Problema: Encontre a deflexdo de uma membrana com lados medindo a e be v? = 1,

em que sua deflexdo inicial é
3 3
f(z,y) = sen (ﬂ) sen (%)
a

Solucao: Como a membrana tem velocidade inicial nula, de (4.25) a deflexdo da membrana €

m?2 n2 mir nim
Upn (T, Y, 1) = Gy cOS | VT — 5 T+ b—2t sen <—m> sen <7y> )

a

e a velocidade inicial € nula.

em que, de (4.32), temos

Gn = / / sen <—x) sen <4T7ry> sen (%x) sen (%y) dxdy =
Gon = % Obsen <4%y> sen (n%y) dy /Oa sen (%Ta:) sen (%x) dx.

As integrais em que m # 3 e n # 4 resultam em zero e para m = 3 e n = 4, teremos

4 [P 4 @
G3y = —/ sen 2 (—Wy) dy/ sen ? (3—7Tx) dr =
ab /o b 0 a
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G 4 /b 1 — cos (2y) " /a 1 — cos (=) PN
0 2 0 2

Assim, a deflexdo da malha é

9 16 3 4
u(z,y,t) = cos | m\/ = + —t | sen R sen —ﬂy 0<z<a 0<y<b t>0.
a? b2 a b

Veja o grafico da solucdo na Figura (19) para trés tempos especificos das vibracdes da malha

Figura 19 — Vibracdes da malha retangular.

- t=1.26

t=2.52

Fonte: Prépria

A solucdo obtida para a Equagdo de Onda em duas dimensdes nos permite determinar
a descricao do movimento oscilatério em uma malha, em que a descricdo do modelo pode ser
representada por alguma (ou algumas) das solugdes presentes na série. Além disso, podemos
considerar uma outra geometria para a membrana, isto €, podemos obter a solucao com outra

configuracdo se considerarmos uma outra condi¢do de contorno para a malha.
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CONSIDERACOES FINAIS

Os fendmenos oscilatorios apresentados neste trabalho sdao governados pelas leis de
Newton, as quais permitem representar uma descricao para tais fendmenos por meio de equacdes
diferenciais. A equagdo que descreve o modelo ondulatério tem um grau de generalidade
bem maior quando ndo falamos de condicdes de contorno, essas condi¢cdes quando definidas
classificam o fendmeno quanto a sua geometria. Em nossa pesquisa priorizamos o estudo do
modelo oscilatério em uma e duas dimensdes, no caso unidimensional tratamos do modelo que
descreve o movimento de uma onda estaciondria encontrada em uma corda esticada e presa
em suas extremidades. E no caso bidimensional, o movimento oscilatério em uma membrana
eldstica, também presa em suas extremidades. Para cada caso abordamos a dedu¢@ao do modelo
matemadtico que o representa, a solucdo e interpretacao fisica do resultado, além de trazer um

problema relacionado.

A realizacdo desta pesquisa possibilitou um aprofundamento no conhecimento cientifico
inerente as equacoes diferenciais, especialmente as equacdes diferenciais parciais que geralmente
ndo sdo estudadas por alunos de curso de licenciatura em Matematica. Além disso, pudemos
analisar uma importante aplicagdo fisica de tais equagdes. Neste sentido, a relevancia desse
trabalho deve-se ao fato de trazer uma abordagem de conhecimentos estudados na fisica e
associd-los na descricdo matematica de modelos oscilatérios, que estdo tdo presentes em nossas

vidas e na natureza.

A equacdo diferencial apresentada para descrever as vibragdes da membrana, pode ser
resolvida para uma condicao de contorno circular, isto é, podemos considerar uma membrana
com o formato circular, como a de um tambor. Para tal realiza¢io seria necessario conhecermos
os conceitos e resultados das equagdes de Bessel, essa seria uma sugestao para pesquisas futuras

sobre o assunto.
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