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RESUMO zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Ferroressonancia e uma oscilacao nao-linear que tern sido observada em sistemas eletricos de 

potencia. Ela e uma das causas de sobretensoes, de frequencia harmonica ou subharmonica, 

fracamente amortecidas. A analise de ferroressonancia e essencialmente a determinacao das 

solucSes multiplas de regime permanente de um circuito nao-linear. Uma dentre as varias 

solucoes possiveis e a solucao desejada; as outras sao de natureza anormal. E possivel que um 

circuito que esteja em operacao normal passe para um estado anormal em consequencia de 

uma operacao de chaveamento. Com isso, surgem sobretensoes que podem vir a danificar 

equipamentos, tais como para-raios. 0 fenomeno da ferroressonancia e estudado e as 

circunstancias em que ele e observado sao descritas. Metodos de determina^o das respostas 

de regime permanente de circuitos nao-lineares sao revistos; inclusive, dois muito eficientes: o 

metodo do gradiente e o de Newton-Raphson. Ambos convertem o problema da determinacao 

da resposta de regime permanente de um circuito nao-linear em um problema de valores de 

contorno em dois pontos. Os metodos do gradiente e de Newton-Raphson sao adaptados para 

a analise de ferroressonancia. Um circuito ferroressonante tipico, que e o equivalente de um 

transformador de potential desconectado do barramento energizado, e estudado em detalhes. 

A caracteristica de ferroressonancia do circuito e determinada e as faixas de valores dos 

parametros em que ha risco de ferroressonancia sao identificadas. 

xxi 



ABSTRACT zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Ferroresonance is a nonlinear oscillation that has been observed in electric power systems and 

is one of the sources of weakly damped overvoltages of harmonic or subharmonic 

frequencies. The analysis of ferroresonance is essentially the determination of the multiple 

steady-state solutions of a nonlinear circuit. Only one among the several possible solutions is 

the desired or normal solutions and the other solutions are abnormal in natural. It is possible 

that a switching operation could cause the circuit operating in the normal state to jump to an 

abnormal state and the ferroresonant overvoltages are likely to damage equipment such as 

surge arresters. 

The phenomenon of ferroresonance has been studied and the circumstances in which it 

has been observed are described. The methods of determining the steady-state response of 

nonlinear circuits are then described. Of these methods, the gradient and Newton-Raphson 

schemes convert the problem of determining the steady-state response of a nonlinear circuit 

into a two-point boundary value problem. These techniques have been found to be very 

efficient. 

The gradient and Newton-Raphson schemes have been adapted for the study of 

ferroresonance. A typical ferroresonant circuit, the equivalent of a potential transformer 

disconnected from the energized busbar, has been studied in detail. The ferroresonance 

characteristic of the circuit has been determined and the range of parameter values for which 

there is a risk of ferroresonance has been identified. 
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Capitulo I 

O FENOMENO DA FERRORESSONANCIA zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Ferroressonancia e uma oscilacao que ocorre em circuitos eletricos contendo pelo menos um 

indutor de nucleo ferromagnetico e um capacitor linear excitados por fonte de tensao 

senoidal. A oscilacao pode ter a mesma frequencia da fonte de excitacao. Neste caso o 

fenomeno e chamado de ferroressonancia fundamental. Tambem e possivel que a oscilacao 

eletrica ocorra numa frequencia harmonica ou subharmonica. 

Uma caracteristica importante dos circuitos ferroressonantes e que para uma dada 

excitacao senoidal e para certas faixas de valores de seus parametros, multiplas solucoes de 

regime permanente sao possiveis. A solucao que prevalece e fortemente dependente do estado 

inicial do circuito. A magnetizacao remanescente do nucleo, a tensao no instante de 

chaveamento e a quantidade de carga no capacitor sao todas condicoes iniciais que 

determinarao a resposta de regime permanente. Mesmo com diferencas infimas nas condicoes 

iniciais e possivel que iniciacoes subseqiientes de ferroressonancia resulte em formas de onda 

muito diferentes. A resposta pode saltar de uma condicao de sobretensao para outra, mais ou 

menos severa, espontaneamente ou devido a um transitorio. 

A ocorrencia de ferroresonancia e comum em circuitos com transformadores de 

potencial, embora tambem aconteca naqueles com transformadores de potencia. De todo 

modo, ferroressonancia pode ocorrer sempre que o nucleo magnetico do transformador for 

excitado em serie com um capacitor. Tal capacitor pode ser devido a uma linha de transmissao 

longa, um transformador de potencial capacitivo ou a camara de extincao de um disjuntor. 



Ferroressonancia e um fenomeno perigoso que pode ter serias consequencias, se 

medidas preventivas nao forem adotadas. Pode danificar equipamentos e comprometer 

gravemente a qualidade do suprimento, uma vez que pode causar sobretensSes ou subtensoes, 

com formas de onda altamente distorcidas. As tensoes de ferroressonancia dependem da 

amplitude da fonte de tensao, da capacitancia e das perdas. Alem disso, a caracteristica da 

indutincia nao-linear, geralmente descrita pela curva de excitacao do transformador, afeta 

muito as tensoes de ferroressonancia. 

As sobretensoes geradas por esse fenomeno tern um espectro de frequencia com 

predominancia entre a subharmonica de 1/3 e a 3- harmonica. Alem das sobretensoes, o 

elevado nivel de corrente absorvido pelo transformador saturado pode provocar sua 

destruicao por efeito termico. 

A analise de ferroressonancia e essencialmente a determinacao das varias solucoes de 

regime permanente do circuito nao-linear excitado por uma fonte senoidal. Neste capitulo se 

fara uma primeira analise de ferroressonancia, que da uma visao da principal caracteristica do 

fenomeno: o fato de existir solucoes de regime permanente multiplas. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1.1 Revisao bibliografica 

Pesquisas envolvendo ferroressonancia em transformadores vem se desenvolvendo ao longo 

das ultimas oito decadas. Segundo MORK & STUHEM (1994), o termo ferroressonancia foi 

visto pela primeira vez na literatura no initio da decada de vinte (BOUCHEROT, 1920), 

embora artigos sobre ressonancia em transformadores tivessem sido publicados bem mais 

cedo (BETHENOD, 1907). As primeiras analises foram feitas usando-se metodos graficos 

(ODESSEY & WEBER, 1938; RUDENBER, 1950). Um trabalho detalhado e mais exato foi 

realizado por HAYASFH (1964) no fim da decada de cinqiienta . 

Numa serie de artigos publicados nos anos 60, HOPKINSON (1965, 1967, 1968) 

relatou testes ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA simula96es reahzados para avaliar os efeitos de diferentes estrategias de 

chaveamento sobre a iniciacao de ferroressonancia em sistemas trifasicos. SMITH et al (1975) 

classificou os modos de ferroressonancia em sistemas de distribuicao com um determinado 

tipo de transformador, com base na amplitude e na forma de onda da tensao. GERMAY et al 
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(1974) fez uma revisao de ferroressonancia em sistemas de alta tensao; varias circunstancias 

em que o fenomeno pode ocorrer foram apresentadas nesse trabalho. 

Programas de computador como o EMTP (Electromagnetic Transient Program) foram 

utilizados em estudos recentes de ferroressonancia por ARTUPJ (1991), MAIRS et al (1989), 

MORK (1981), STUEHM et al (1989). Os modelos de sistema e de transformador adotados 

por esses softwares sao muito melhores de que aqueles que eram disponiveis no passado, 

mesmo assim, nao sao suficientemente apropriados para a simulacao plenamente satisfatoria 

do comportamento do circuito ferroressonante. 

Varios outros estudos de ferroressonancia foram levados a efeito, analisando-se o 

circuito ferroressonante no dominio da frequencia. SEMLYEN et al (1987, 1989) aplicaram o 

metodo do balanco de harmonico. AGGARWAL et al (1981) tambem empregaram o metodo 

do balanco de harmonico, combinado com um metodo analitico proprio bastante interessante 

mas cuja aplicabilidade e restrita, tamanho e o peso da formulacao algebrica. GERMOND 

(1975) empregou o metodo de Galerkin num artigo que se tornou referenda obrigatoria pela 

clareza, objetividade e propriedade com que trata o problema da analise de ferroressonancia. 

O metodo de Galerkin tambem foi utilizado por KTENY et al (1991). MARTI & SOUDACK 

(1991) fizeram um estudo de ferroressonancia de frequencia fundamental com base em 

formulas analiticas determinadas atraves do metodo de Ritz. Os metodos empregados pelos 

trabalhos a que se fez referenda aqui serao revistos em profundidade no proximo capitulo. 

Uma dificuldade a mais oferecida pelo circuito ferroressonante e o fato dele apresentar 

algumas vezes um comportamento quase-periodico. Nesse particular, KUNDERT & SORTN 

(1988) e GLAZIER & LD3CHABER (1988) sao esclarecedores. 

A teoria da bifurcacao (KIENY, 1991) e dinamica de circuitos nao-lineares e caos 

(MORK & STUHEM 1994; MORK, 1992) foram aplicados a estudos de ferroressonancia 

nos ultimos anos. Essa teorias nao sao simples, mas VERHULST (1990) e PARKER & 

CHUA (1989) apresentam uma introducao conceitual muito boa. 

Reconhecidamente, a analise de ferroressonancia em sua essentia, corresponde ao 

problema de determinar a resposta de regime permanente de um circuito nao-linear. Um 

circuito com propriedades que precisam ser respeitadas, mas que podem e devem ser 
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exploradas. A detenninacao da resposta periodica de circuitos nao-lineares tem sido tratada 

como um problema de valores de contomo em dois pontos (GERALD, 1978) e resolvido por 

metodos de tentativa e erro (APRTLLE & TRICK, 1972; COLON & TRICK, 1973; ZEIN, 

1990) ou por metodos de otimizacao (NAKHLA & BRANTN, 1977). Estes metodos, foram 

aplicadas a osciladores, conversores e outros tipos de circuitos eletronicos. Aqui, se defende a 

tese de que essas tecnicas podem ser utilizadas com vantagens, em combinacao com um 

procedimento de continuacao apropriado, no levantamento da caracteristica de ferroressonan-

cia. Nao se encontrou indicacao na literatura de que isso tenha sido feito antes. Uma 

divulgacao de maior alcance deste trabalho, compreende tres artigos, o primeiro dos quais ja 

publicado por NAIDU & SOUZA (1992, 1993) e os outros em via de pubUcacao (SOUZA & 

NAIDU, 1995; NAIDU & SOUZA, 1995). 

Ha todos os indicios de que a metodologia de levantamento da caracteristica de 

ferroressonancia desenvolvida aqui, possa ser empregada com modelos de nucleo 

ferromagnetico que considere histerese e correntes parasitas, como o que e proposto por 

NAIDU (1991). zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1.2 E\ ten sao do conceito de fasores a sinais de forma de onda nao-senoidal 

Os sinais num circuito nao-linear, mesmo excitado por fonte senoidal, como os circuitos que 

sao objeto desta tese, sao em via de regra, nao-senoidais. Deste modo, a analise fasorial, a 

rigor nao se aplica. No entanto, o conceito de fasores pode ser estendido, com certo grau de 

aproximacao, a circuitos nao-lineares onde os sinais sao nao-senoidais (BESSONOV, 1973). 

1.2.1 Valor eficaz de sinais com forma de onda nao-senoidal 

Seja /' um sinal periodico cujo valor instantineo se expresse em termos dos componentes de 

Fourier da seguinte maneira: 

/ = / o + / i S e n zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(cDr+ 0 i ) + /2sen(2cor + 02) + " - (1.1) 

Por definicao o valor eficaz deste sinal e 
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A partir da equacao (1.1) se tern: 

ou simplesmente, 

/ 2 = / o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
2

4 S A
2

- 0 -3) 

uma vez que 

r zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

f s e w zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA^ f a D f + G * ) ^ — (1.4a) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

J 9 2 

Jse /?(/?G> rzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA +Qp) sen(qzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(a t + Qq)dt = 0 

o 

Combinando-se as equacoes (1.2) e (1.3) resulta 

(1.4b) 

Desde que a amplitude de cada harmonico, Ik , e yjl vezes o seu valor eficaz, Ik, se 

tern por fun: 

Assim, o valor eficaz de um sinal nao-senoidal e a raiz quadrada da soma dos 

quadrados dos valores eficazes dos harmonicos individuals e do quadrado do componente 

D.C.. Deve-se notar que o valor eficaz de um sinal nao senoidal e independente dos angulos 

de fase dos harmonicos. 



1.2.2 Potencia associada a tensao e corrente nao-senoidais 

AzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA potencia mediazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA P em um circuito alimentado por uma tensao v e uma corrente i periodicas zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

e: 

1 T 

P = -\vidt (1.6) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

o 

Representando-se v e /' por series de Fourier se tern: 

00 

v = V0+YdVmsen(kvt+Qk) (1.7a) 

Substituindo-se as eqs. (1.7) na eq. (1.6) e levando-se em conta as eqs. (1.4) se chega a: 

00 

P = 2 > y , cos<|)t (1.8) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

k=l 

Da equacao (1.8) se conclui que a potencia associada a cada harmonico e 

independente e a potencia media devida a tensoes e correntes nao-senoidais e igual a soma das 

potencias medias devidas aos harmonicos individuais. 

1.3 As solucoes de um circuito ferroressonante. 

O circuito da figura 1.1 corresponde a bobina de um transformador, que e energizada atraves 

de uma capacitancia. A caracteristica X-i do nucleo do transformador tambem e mostrada na 

figura, o que evidencia a natureza nao-linear do circuito. Conforme foi discutido na secao 

anterior, se pode por aproximacao, aplicar o conceito de fasores a esse circuito, apesar dele 

nao ser linear. Deste modo, se constroi o diagrama fasorial que e visto na fig. 1.2, o qual se 

transforma num dos diagramas da fig. 1 3b ao se desprezarem as perdas no circuito. De modo 

geral, vale para o circuito a equacao fasorial 

E = U + V . (1.9) 

No caso das perdas nao serem levadas em conta, os fasores U e V estarao defasados de 

180°. Logo, 6 



U=E+-^I zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
co C zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (1.10) 

A equacao (1.10) e representada graficamente pela fig. 1.3a, onde a curva 

caracteristica V-I do indutor e superposta a reta de inclinacao 1/coC correspondente ao 

conjunto fonte-capacitor. Da forma como e visto na fig. 1.3 a, a curva e a reta se interceptam 

em tres pontos distintos, o que significa que ha tres solucoes possiveis para o circuito. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

i e C 

Fig. 1.1 Circuito ferroressonante serie e a caracteristicazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA X-i do indutor nao-linear. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

U 

I 

Fig. 1.2 Diagrama fasorial do circuito da fig. 1.1 
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(a) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

u 
u V 

E A zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

V 

solucao em A 

(normal) 

V 

solucao em B 
(instavel) 

U 

solucao em C 
(ferroressonancia) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(b ) 

Fig. 1.3 Solucao simplificada do circuito da fig. 1.1 desprezando-se as perdas. 

(a) intersecao das caracteristicaszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA V-I do indutor e do capacitor. 

(b) diagramas fasoriais. 
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O diagrama fasorial correspondente a cada um dos pontos de solucao indicados na 

fig. 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA.3a sao mostrados na fig. 1.3b. Um pequeno aumento na tensao de excitacao, repercute 

no grafico como um ligeiro deslocamento da retazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA E + V para cima. Isso significa que os 

pontos de operacao A e C se deslocam para cima e para direita, enquanto o ponto B se 

desloca ao contrario, isto e, para baixo e para esquerda. Portanto em torno das solucoes A e 

C, um aumento da tensao de excitacao tern com efeito aumento da corrente e 

consequentemente das tensoes do capacitor e do indutor. Em torno da solucao B, esse 

comportamento se inverte, isto e, se a amplitude da tensao de excitacao aumenta, a corrente 

diminui; diminuem tambem as tensoes do capacitor e do indutor. 

As solucoes A e C sao estaveis, ou seja, se o circuito esta operando em regime 

permanente no ponto A (ou C) e ocorre uma ligeira alteracao, por exemplo, na amplitude ou 

na frequencia da tensao de excitacao, novo ponto de operacao sera alcancado proximo do 

ponto original. Isso nao e o que acontece com relacao a solucao B; se esta solucao e 

alcancada, o que nao e facil, qualquer perturbacao, por menor que seja, tende a levar o 

circuito para um ponto de operacao perto de A ou de C. A solucao B e instavel. 

No ponto de fimcionamento estavel A o comportamento do circuito e predominante-

mente indutivo (U >V). Ja no ponto C predomina o efeito capacitivo (V > U). 

Se ha um aumento progressive da tensao aplicada, uma diminui9§o da frequencia, ou 

uma reducao da capacitancia, o ponto de operacao normal tende a se deslocar para cima ate 

que as duas curvas deixem de se interceptar no primeiro quadrante (fig. 1.4). Nessas 

condi96es, o circuito passa a apresentar apenas solu9§o ferroressonante. 

Como ja foi mencionado, a solu9ao  ferroressonante apresenta em rela9ao  a solu9ao 

normal uma corrente de amplitude elevada e fase invertida. A tensao capacitiva e 

predominante sobre a tensao indutiva e a tensao no elemento nao-linear assume valores 

elevados, trazendo perigo a instala9ao. 

A analise feita aqui e simples e tem conota9ao  apenas preliminar. Nao se pode perder 

de vista que ela esta centrada na hipotese de que seja razoavel substituir correntes e tensoes 

nao-senoidais por equivalentes senoidais, da forma como se explicou na se9&o precedente. 
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Fig. 1.4 Comportamento do circuito da fig. 1.1 desprezando-se 

as perdas; (a) efeito do aumento da tensao aplicada; (b) efeito da 

reducao da capacitancia ou da frequencia. 
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c o r r e n t e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Fig. 1.5 Caracteristica tensao-corrente do capacitor , do indutor e do circuito. 

Continuando esta analise, e possivel se delinear a forma da curva tensao-corrente do circuito 

da fig. 1.1, se a resistencia e desprezada. Na fig. 1.5 aparecem as curvas tensao-corrente do 

indutor nao-linear e do capacitor linear. Para uma dada corrente, a tensao resultante e sempre zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

\U-V\. 

A figura 1.6 e a forma mais geral da curva tensao-corrente do circuito ferroressonante 

serie. Esta curva pode ser levantada em laboratorio, ou pode ser calculada com auxilio de 

computador, usando diferentes metodos, conforme se discutira nos proximos capitulos. O 

interesse agora e apenas entender o comportamento do circuito ferroressonante mediante a 

analise de sua curva tensao-corrente. 

Reportando-se a fig. 1.6, suponha-se que a tensao da fonte aumente gradualmente a 

partir de zero. Como consequencia, a corrente tracara a curva do ponto 0, atraves do ponto 1 

ate o ponto 2. Se a tensao cresce ainda mais, a corrente pula do ponto 2 para o ponto 4 e 

entao traca o segmento 4-5. Quando a tensao e diminuida gradualmente, a corrente segue o 

trecho da curva 5-4-3, entao outro pulo acontece do ponto 3 para o ponto l e a partir dai cai 

para o ponto 0. 
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1.4 Casos de ferroressonancia em sistemas de potencia zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

O estudo do fenomeno da ferroressonancia tern sido objeto de grande interesse. Em parte, 

isso se deve ao emprego, nos sistemas de alta tensao, de disjuntores incluindo duas ou mais 

camaras de interrupcao em serie. Nestes equipamentos, a reparticao das tensoes entre as 

diferentes camaras, quando da interrupcao da corrente, e assegurada atraves de capacitores de 

equalizacao em paralelo com as referidas camaras. 

Alguns casos de ferroressonancia sao descritos a seguir (GERMAY, 1974). 

1.4.1 Transformador de potencial ligado a uma linha desenergizada de circuito duplo 

Considere um circuito duplo como indicado na fig. 1.7a. Seja a linhazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A de tensao nominal 

maior que a da linha 5 , que esta desligada nas suas extremidades e a qual esta ligado um 

transformador de potencial indutivo. Ocorre ferroressonancia subharmonica neste circuito 

quando a linha A permanece energizada (DOLAN et al, 1972). 

Ha um acoplamento capacitivo entre as duas linhas, atraves do qual a linha B sera 

energizada, apesar de estar desligada em seus extremos. Portanto, a indutancia de 

magnetizacao do TP se energiza por uma fonte de tensao atras de um capacitor (fig. 1.7b). 

Uma topologia como essa e favoravel a ocorrencia de ferroressonancia. 
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Fig. 1.7 Ferroressonancia em um circuito duplo; 

(a) diagrama unifilar; (b) circuito equivalente. 
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Visto dos terminals do TP, a parte linear do circuito pode ser reduzida a seu 

equivalente de Thevenin, o qual e uma fonte de tensao em serie com um capacitor (fig. 1.7b). 

Ferroressonancia ocorre entre o capacitor e a reatancia nao-linear de magnetizacao do TP. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1.4.2 Energizacao de uma ou duas fases de um transformador em vazio 

Considere-se um transformador em vazio ligado a uma fonte de tensao trifasica. Suponha-se 

que uma ou duas fases do transformador estejam desligadas em consequencia da queima de 

fusiveis, ou do fechamento nao simultaneo dos contatos do disjuntor trifasico, ou da quebra 

de condutores de fase. Dependendo dos valores relativos das reatancias capacitiva e indutiva, 

tern sido observada ferroressonancia fundamental ou subharmonica (PETERSON, 1951). 

1.4.3 Desenergizacao de um transformador de potencial 

Considere a fig. 1.8a, que mostra o diagrama unifilar de um trecho de sistema de potencia 

com condicoes propicias ao surgimento de ferroressonancia. Em caso de desligamento do 

transformador de potencial do barramento tem sido observada a ocorrencia de 

ferroressonancia subharmonica (DOLAN et al, 1972). 

A fig. 1.8b e um diagrama esquematico do sistema, que mostra o disjuntor da linha 

proximo da barra local. Esse disjuntor, conforme indicado, tem duas camaras de extincao. A 

linha e alimentada a partir de uma barra infinita, ou seja, a impedancia equivalente do sistema 

ate o initio da linha e desprezivel. A impedancia da linha tambem e desprezada. O disjuntor 

proximo da barra remota que permanece fechado foi suprimido do diagrama esquematico. 

A fig. 1.8c mostra o circuito equivalente do sistema. Para efeito de simplificacao, 

considerou-se uma unica capacitancia,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA C\, em paralelo com as camaras de extincao do 

disjuntor. representa a capacitancia a terra do barramento e demais equipamentos a ele 

conectado. 

Observa-se que Q e Cj caracterizam um divisor capacitivo que pode, sob certas 

condicoes, sobretudo se e pequeno, dar lugar a ferroresonancia envolvendo o 

transformador de potencial. 
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barra 
barra 

remota , , 
local zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

». i I - linha de transmissao . . . 

chaves e disjuntor chaves fechadas 
fechadcs disjuntor aberto zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(a) 

Fig. 1.8 Sistema com condicoes de ferroressonancia; (a) diagrama 

unifilar; (b) diagrama esquematico; (c) circuito equivalente. 
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Fig. 1.9 Aproximacao linearizada por parte da curva 

caracteristica do transformador de potencial. 

A caracteristica nao-linear do nucleo saturavel do transformador (fig. 1.9) e 

linearizada por parte para efeito de simplificacao. As perdas no nucleo, que sao as 

predominantes, sao representadas porzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Rp. Elas sao supridas pela energia que o sistema fornece 

atraves do capacitorzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA C\. Em virtude da aproximacao linearizada da caracteristica X-i, se 

pode distinguir dois periodos no desempenho do circuito: periodo nao-saturado e periodo 

saturado. O comportamento do circuito nestes dois periodos sera analisado a partir das ondas 

de tensao, fluxo e corrente representadas na fig. 1.10. 

Periodo nao-saturado. Seja o tempo comecado a contar no instante em que o nucleo 

nao possua magnetizacao. Nesse instante a tensao no capacitor Cj esta em seu valor maximo 

e o fluxo e nulo. Havendo uma tensao aplicada nos terminals do TP, havera um crescimento 

do fluxo (X, = judt). Enquanto o valor do fluxo for inferior ao valor do joelho da saturacao, 

X-sat, a indutancia e muito alta (L{), podendo desprezar-se a corrente de excitacao. Ate o 

instante f j , portanto, praticamente nenhuma corrente e requerida e a tensao u permanecera 

constante. 
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Periodo saturado. A partir do momento em que a saturacao e atingida (f =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA t{) a 

indutancia cai drasticamente, passando para L2, com isso ocorre um grande pulso de corrente 

que atinge seu valor maximo no instante t2. Neste instante, a tensao u possui valor nulo. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

u " 

Fig. 1.10 Tensao, fluxo e corrente no sistema da fig. 1.8 durante 

a ocorrencia de ferroressonancia 

Entre os instantes t\ e t2, portanto, toda energia armazenada no campo eletrico do capacitor e 

convertida em energia magnetica, armazenada no campo do indutor. A partir de t2 o campo 

magnetico entra em colapso carregando o capacitor com polaridade oposta. 

No instante r3 o fluxo retorna ao valor de joelho , a corrente praticamente cessa e 

o capacitor esta completamente carregado com polaridade oposta. Sob a influencia deste 

potencial negativo o fluxo decresce, passa pelo zero e entao cresce com polaridade oposta, 
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ate que no instantezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA t± o nucleo se satura completamente. Um pulso de corrente entao flui e a 

tensao e novamente revertida em polaridade, repetindo-se o processo. 

Uma vez iniciado, o fenomeno se mantem estavel, ja que a causa determinante, que e a 

saturacao, nao envolve perdas. A energia que o sistema fornece atraves do capacitor C\ supre 

as perdas por histerese. 

Para que o fenomeno descrito se estabeleca, e necessario que o nucleo seja levado a 

saturacao, o que se da por meio de alguma sobretensao. Neste caso da fig. 1.8, o nucleo pode 

ser levado a saturacao pela sobretensao transitoria de chaveamento decorrente da abertura do 

disjuntor. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1.4.4zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Ferroressonancia em sistema de distribuicao 

0 interesse, antigo, por estudos de ferroressonancia em sistemas de distribuicao, demons-

trado na literatura1 se expbca pela maior ocorrencia do fenomeno nesses sistemas. O 

transformador de distribuicao do tipo cinco colunas, recebeu atencao a parte2. GONEN 

(1986) apresenta de modo sintetico, uma serie de recomendacoes que podem minimizar os 

efeitos da ferroressonancia em sistemas de distribuicao. Essa recomendacoes sao baseadas em 

conclusoes (muitas das quais, empiricas) de algumas das referencias acima e de outras 

publicacoes. 

Uma causa comum de ferroressonancia em sistemas de distribuicao e a abertura de 

condutores em alimentadores trifasicos com capacitores em derivacao (HENDRICKSON et 

al, 1953). Mesmo na ausencia de bancos de capacitores, pode ocorrer o fenomeno, 

dependendo da extensao do alimentador. E o que procura representar a fig. 1.11, onde o 

transformador no fim do alimentador tern o secundario em vazio ou entao uma carga muito 

leve. A capacitancia distribuida da propria da linha e representada na figura pelos capacitores 

Cg e C 2 . Em condi96es normais de operacao, esses capacitores estao em deriva9ao. Apos a 

abertura do disjuntor (ou fusivel, ou seccionalizadora semi-automatica) ocorre uma variacao 

1

 HOPKINSON (1965, 1967, 1968), SMITH et al (1975), CRANN & FLICKINGER (1954), SCHULTZ 

(1964). 

2

 ARTURI (1991), MATRS et al (1989), STUEHM et al (1989), MORK (1992). 
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disjuntor 

rede zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

"T 2T 

transformador zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Fig. 1.11 Uma situac;ao de ferroressonancia serie em sistemas de distribuicao. 

nazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA configura9ao  do circuito, com a corrente de magnetiza9ao  do transformador passando a ser 

suprida atraves dos capacitores Q eC 2 , agora em serie. Com essa nova configura9ao  e 

possivel o surgimento de ferroressonancia. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1.4.5 Derivacao em linhas de circuito duplo (BORNARD, 1990) 

Para criar uma nova subesta9§o de suprimento regional, pode-se mostrar atrativo, sob o ponto 

de vista economico, fazer uma deriva9ao  de linha de circuito duplo de alta tensao que 

eventualmente passe na vizinhan9a ponto onde se deseja o suprimento. O diagrama da 

conexao da subesta9§o de deriva9ao  e mostrado na fig. 1.12, onde DA e DB designam os 

disjuntores das subesta9oes de interconexao A e B, e DP o disjuntor da subesta9§o de 

deriva9ao  P. 

Nesse tipo de conexao pode surgir, durante condi9oes anormais de opera9ao  ou falhas 

de equipamento, problemas de ferroressonancia. Quando DA e DB estao abertos nas tres 

fases e DP esta fechado em pelo menos uma das fases, pode aparecer ferroressonancia devido 

ao acoplamento com o segundo circuito que permanece em servi90. Desse modo, pode haver 

sobretensao, o que requer uma a9§o muito rapida para evitar danos a equipamentos, 

especialmente para-raios. Tambem pode haver a satura9ao  do nucleo ferromagnetico do 

transformador, causando danos devido ao aumento de temperatura, no caso do fenomeno 
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durar varios minutos. Dependendo da sequencia de abertura dos polos do disjuntor e possivel 

estados de ferroressonancia fundamental, com fortes distorcoes das ondas, ou estados de 

ferroressonancia subharmonica de 1/3. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

subestacao 
A 

— a -

DA zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

• DP 

subestacSo 

subestacao 
B 

DB 

Fig. 1.12 Subestacao de derivacao. 
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Capitulo II 

SOLUCOES PERIODICAS DE CIRCUITOS NAO-LINEARES zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

O interesse em compreender o comportamento dos circuitos nao-lineares nao e de hoje; ha 

decadas vem surgindo metodos voltados para esse rim. Evidentemente, esses metodos foram 

de certa forma, influenciados pelos recursos para implementacao disponiveis na epoca de suas 

concepcoes. Assim, os primeiros, eram metodos graficos, ou analiticos bastante simples. 

Durante anos foi dado enfase a analise de circuitos nao-lineares atraves de simulacao, do TNA 

(Transient Network Analyser) (HOPKINSON, 1967, 1968) e empregando-se computadores 

analogicos. Com o advento e difusao do computador digital, algoritmos elaborados com base 

em metodos numericos sistematicamente mais sofisticados, puderam ser implementados. 

Assim, os circuitos passaram a ser analisados com mais realismo. 

As correntes, tensoes e fluxo magneticos em circuitos nao-lineares com excitacao 

senoidal sao nao-senoidais em diferentes graus. As relacoes numericas para tais circuitos 

demanda muito mais tempo para serem levantadas que para circuitos lineares. Os fenomenos 

nao-lineares sao mais dificeis de analisar. 

Dentre os varios tipos de circuitos nao-lineares, o interesse desta tese se concentra 

naqueles alimentados por sinais senoidais e em que o elemento nao-linear e um indutor. 

Circuitos assim, estao sujeitos a muitos eventos fisicos que nao ocorrem em circuitos lineares, 

tais como (BESSONOV, 1973): 



1. Fortes oscilacoes contendo harmonicos que nao estao presentes no sinal de 

entrada. Em circuitos lineares, tais oscilacoes so ocorrem se os respectivos 

harmonicos estiverem presentes na onda de entrada. 

2. Ocorrencia de oscilacoes subharmonicas (ondas cujas frequencias sao submultiplos 

inteiros da frequencia fundamental). As oscilacoes subharmonicas mais comuns sao 

as de frequencias o/2, o/3 e o/5, onde o e a frequencia de excitacao. 

3. Operafao em duas ou mais regioes distintas ou estados estaveis. Isto se aplica 

inclusive ao circuito ferroressonante discutido no capitulo anterior. 

4. Automodulacao. Isto e uma varia^ao periodica ou quase periodica da amplitude da 

corrente ou da tensSo em um circuito nao-linear sem um estimulo externo tal como 

um sinal modulador de baixa frequencia. 

5. Ocorrencia de catastrofe (CHUA & LIN, 1975; CHUA et al, 1992). Esse 

fendmeno consiste no circuito, quando em regime periodico ou quase periodico, 

passar "espontaneamente" para um estado caotico. A transicSo inversa, do estado 

caotico para o estado periodico, tambem e possivel. 

Ha uma variedade de metodos mediante os quais se podem determinar as respostas de 

regime permanente de circuitos nao-lineares. Os principals deles serao tratados neste e no 

proximo capitulo e se aplicarao a um mesmo circuito simples. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2.1 Um circuito nao-linear para exemplifica?6es 

O circuito nao-linear da fig. 2.1 sera empregado na sequencia de exemplos que ilustrarao os 

metodos de determinacao de solucoes periodicas abordados. Nao se concebe um circuito mais 

simples que esse: um indutor nao-linear em serie com um resistor e alimentado por uma fonte 

senoidal. Ele foi escolhido a proposito de se evitar complicacoes algebricas que 

eventualmente, pudessem comprometer a completa clareza dos principios dos metodos. 

Os parametros do circuito da fig. 2.1 sao:zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA R = 4,8 Q,; E= 1,5 V; oo = 120 ft rd/s. Para o 

fluxo em volt-segundo e a corrente em ampere, a caracteristica do elemento nao-linear se 

expressa por: 
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AAAr zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
e(t)»Esen(©t) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Fig. 2.1 Circuito com indutor nao-linear empregado para exemplificacoes. 

/ = / ( A ) = 3,12X + 2,15-10 2 1^ 9;i? = 4 , 8 n ; £ = 1,5 V; co = 120ft rd/s; 

/ ( > I ) = 3 , 1 2 A + 2 , 1 5 - 1 0 2 I X 9 . (2.1) 

O circuito e regido pela equacao diferencial nao-linear: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

rfk 

dt 
= E sen co t - Ri (X) (2.2) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2.2 Metodo da for^a bruta 

Considere-se o sistema de equacSes diferenciais nao-linear: 

dx 

dt 
= G(x, / ) , (2.3) 

onde x e G sao vetores de ordem n, G e uma funcao periodica em t de periodo T, e continua 

em t, e x tern primeira derivada partial com relacao a t continua para todo x e -oo < I < co. Em 

regime permanente, a solucao periodica deve satisfazer as condicoes de contorno 

x 0 =x(r) , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

T 

x ( r , x 0 ) = J 0 G(x,x)dz + xQ, 

(2.4) 

(2.5) 

onde T e o periodo do sinal de entrada e x 0 = x(0). A solucao dessa equa9ao pode ser 

encontrada aplicando-se o algoritmo de integracao do ponto fixo: 

23 



^ + l ) r i = ^ + 1 ) r G ( x , T K x + x0

0 (2.6a) 

Essa integracao deve ser repetida ate que zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

-x' 0 < e, (2.6b) 

onde s e um niimero positivo arbitrariamente pequeno. 

Nota-se que as eqs. (2.6) dizem simplesmente que integrando-se a eq. (2.3) por um 

niimero de periodos suficiente para que a resposta transitoria se torne desprezivel se chega a 

resposta de regime permanente. Isso e justamente o metodo da for^a bruta, com base no qual 

se procura encontrar a resposta de regime permanente empregando-se um programa de 

calculo de transitorios como o EMTP. 

Em principio a solucao periodica de qualquer circuito poderia ser determinada 

integrando-se suas equacoes em passos de tempo sucessivos ate que os transitorios se 

extinguissem. Contudo, para circuitos com constantes de tempo muito pequenas comparadas 

com o periodo dos sinais, pode ser necessaria a integracao de ate centenas de periodos para 

que a resposta transitoria se extinga, o que torna o metodo computacionalmente inviavel. 

A inviabilidade do metodo da forca bruta tambem ocorre para circuitos governados 

por sistemas de equac5es com autovalores de ordens de grandeza bastante diferentes. Nesses 

casos, o periodo de transitorio requer grande esforco computational, por que o passo de 

integracao deve ser suficientemente pequeno para tracar com precisao os componentes de 

transitorio correspondentes aos autovalores pequenos enquanto o tempo de simulacao total 

deve ser bastante alto para cobrir os componentes correspondentes aos autovalores maiores. 

Exemplo 2.1 

Determinar a solucao periodica do circuito da fig. 2.1 empregando o metodo da forca bruta. 

Conforme e estabelecido na eq. (2.6a), o metodo da forca bruta e fundamentalmente 

um metodo de integracao. Para conduzir o processo por via numerica, deve-se deliberar o 
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numerozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n de passos de integracao por periodo T = ~ . Com isso se define o tamanho do zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
CD 

passo de integracao Tjn. Adotando-se a notacao 

e aplicando-se a regra trapezoidal de integracao a equacao diferencial do circuito (eq. (2.2)) 

se transforma na seguinte equacao algebrica: 

Xp+aip+y=0 (2.7) 

onde 

R % 
a - — , 

co n zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

J , = / ( X , ) = 3 .12X,+2.15-10
2 I

X» , 

Y =ep -ep-i-Xp-\ +oip_i (2,8) 

congrega o valor atual da fonte e os valores historicos de fluxo e corrente. Na eq. (2.8), 

ep =Ecos(^-p). 

Partindo-se da condicao inicial X ( 0 ) = 0 e tomando-se n = 128, se consegue a 

resposta de regime permanente, que e mostrada na fig. 2.2, em apenas 3 periodos, com 

discrepancia entre os valores no initio e no fim do periodo das variaveis de estado, inferior a 

0,001%. 

2.3 Metodo da linearizacao por partes 

O metodo da linearizacao por parte da curva caracteristica do elemento nao-linear, como o 

proprio nome diz, consiste em se aproximar a curva por segmentos de retas. Basicamente, 

por esse metodo, o problema de se determinar a solucao periodica de um sistema de equacoes 

diferenciais nao-lineares e transformado em se encontrar tal solucao para um sistema de 

equacoes diferenciais lineares. Os passos basicos desse metodo sao: 
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Fig. 2.2 Resposta de regime permanente do circuito da 

fig. 2.1 obtida atraves do metodo da forca bruta. 

1. A curva caracteristica tensao-corrente, ou fluxo-corrente instantanea do elemento 

nao linear e aproximada por segmentos de reta. 

2. Para cada segmento de reta uma equacao linear e escrita e substituida nas 

equacoes diferenciais nao-lineares, as quais sao reduzidas a equacoes diferenciais 

lineares. Para cada equacao nao-linear havera tantas equacoes lineares quanto 

forem os segmentos de reta que substituem a curva caracteristica do elemento nao-

linear. 

3. As equacoes lineares sao resolvidas. Para cada segmento havera uma solucao 

separada, com suas proprias constantes de integracao. 

4. Uma solucao completa e obtida juntando-se as solucoes individuals das equacoes 

lineares mediante o ajuste apropriado das constantes de integracao em cada 

transicao (coincidencia de solucao para segmentos de reta adjacentes). 

Exemplo 2.2 

Determinar a solucao de regime permanente do circuito da fig. 2.1 empregando o metodo da 

linearizacao por parte. 
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A caracteristica do elemento nao-linear (eq. 2.1) e aproximada por segmentos de reta 

conforme se ve na fig. 2.3a. Uma parte dessa figura de grande significado, em torno do vertice 

da aproximacao linear, e vista ampliada na fig. 2.3b. Com essa aproximacao linear por parte, a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0 1 2 3 4 

fluxo, m V s 

( a ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

/ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
; zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

I 

+ 1; • 

(b) 

Fig. 2.3 (a) Caracteristica do elemento nao-linear do circuito da fig. 2.1 e 

sua linearizacao por partes, (b) Regiao do vertice da aproximacao linear em 

destaque. 

corrente no circuito passa a se expressar analiticamente em funcao do fluxo, do seguinte 

modo: 
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i (X) = 

onde zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

X{ -X{ 

(X-X,)/Lx, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

v Lj 

para X > X 0 

para - XQ < X < XQ 

para X < - X 0 

(2.9) 

(2.10) 

Em conformidade com as figs. 2.3 e a eq. (2.10), os valores dos parametros nas 

eqs. (2.9) sao: 

LQ = 320 mH 

L] = l , 6 m H 

XQ = 3,2 mVs 

Xx =3,184 mVs 

Levando-se em conta as eqs. (2.9), a eq. (2.2) que governa o circuito, se desdobra em 

tres equacoes diferenciais lineares (justamente o niimero de partes em que a curva 

caracteristica foi linearizada): 

dX 

~dt 

dX 

dt 

dX 

~dt 

R R 
X + Esenot +—Xl, 

R_ 

R 

X + Eseno t, 

R zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

L 

X>X( 

x 0 < x < x zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAo 

X + Esenat Xx, X<-X^ 

As equacoes (2.11) podem ser reescritas na forma: 

^ o X = g(t) 
dt 

onde 

g(t) = £ sen co t + ab 

(2.11a) 

(2.11b) 

(2.11c) 

(2.12) 

(2.13) 
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a = R/LizyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e b = Xx , para X > XQ 

a-RILQ e & = 0 , para -X0<X<X0 (2.14) 

a = R/L} e 6 = -X.j , para X <-XQ 

Os valores numericos deaeb sao portanto: 

para 

X > X zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
o 

"A.Q < A. ^ XQ 

X < ~XQ 

3000 s"1 

15 s"1 

3000 s-1 

3,184 mVs 

0 

-3,184 mVs 

A solupao da eq. (2.12) e simples (BOYCE, 1977): 

X(t) = e-a'jea,g(t) dt + ce~at (2.15) 

onde c e uma constante de integracao. Para a funcao g{t) dada pela eq. (2.13) em particular, 

essa solucao e 

X(t) = — ^-(asenco/-co coscor)+Z» + ce _ a ' (2.16) 
a + C 0 " 

Os parametros a e b estao definidos. Ja os valores de c, devem ser tais que X(t) seja 

continua. Para determina-los se estima o fluxo initial. Com esta estimativa e os valores 

correspondentes dos parametros a e b, se calcula c atraves da eq. (2.16). Este valor 

permanecera valido ate o instante em que o fluxo seja + XQ O U - XQ, dependendo do caso. 

Neste instante, os parametros a e b mudam. O valor de c deve ser recalculado. 

Considerando-se o indutor inicialmente desmagnetizado, isto e estimando-se X{0) = 0, 

se consegui a resposta mostrada na fig. 2.4a, que evidentemente nao e de regime permanente. 

Os pontos em que o fluxo muda de condicao, de normal para saturado ou vice-versa sao 

indicados na figura. Os instantes correspondentes e os valores de c sao: 
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ponto tempo, ms zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

® 

® 

3.687 

8.500 

14.21 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

c, mVs 

3.973 

-2.9100104 

-0.8426 

1.372-1018 

T 200 

(b) 

Fig 2 4 Respostas do circuito da fig. 2.1 obtidas atraves do metodo da linearizacao por 

parte, (a) Com fluxo initial nulo; (b) com fluxo initial de -3.246 mVs (regime permanente). 
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Procedendo de algum modo que se explica no proximo capitulo, se chega a condicao 

inicialzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Q^O) = -3.246 mVs) para a qual a resposta e a de regime permanente. Na fig. 2.4b o 

tempo esta expresso em por-unidade com base no do periodo, isto e, T— 1 p.u. = 16,67 ms. 

Chua1 e um entusiasta do modelo linear por partes. Seu principal argumento e que 

esse modelo fornece formulas analiticas exatas, validas em cada regiao linear. Assim a 

precisao da solucao fica dependente somente de erros de arredondamento que ocorrem nos 

instantes correspondentes as fronteiras de regiao linear; isto e, no caso do exemplo 2.2, 

quando t e tal que X(t) = ±X0. Sem diivida, isso contrasta com os metodos baseados em 

formulas de integracao numerica, os quais sempre envolvem erros de arredondamento e de 

truncamento local. O que se pode questionar, e a qualidade da aproximacao linear por parte, 

que e menor no joelho da curva-caracteristica (fig. 2.3a). Ate que ponto isso tern repercussao 

sobre a solucao obtida? E verdade que o niimero de partes em que se da a linearizacao pode 

ser aumentado. Embora isso melhore o modelo, complica e reduz a precisao do processo de 

solucao. 

FELDMAN & CAPPABIANCA (1978) avaliaram a precisao do metodo de 

linearizacao por parte ao aplicarem-no a um circuito de grande interesse pratico. Esse circuito, 

cujo elemento nao-linear era um transformador de niicleo saturavel, foi reduzido a um 

equivalente RLC serie, o que nao evitou uma formulacao matematica carregada. Respaldados 

em resultados de laboratorio, concluiram que o modelo linear por parte tem precisao 

satisfatoria para aquele tipo de aplicacao. 

A equacao (2.12) pode ser estendida a circuitos de segunda ordem. Para um circuito 

contendo um indutor nao-linear mais um capacitor e resistores Uneares se tem (CHUA et al, 

1992): 

(2.17) 

onde zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

x = (2.18) 
v 

1

 CHUA & LIN (1975), CHUA etal (1992). 
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e o vetor de estado e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

g = d£sencor + A b . (2.19) 

A matriz A e o vetor d sao funcoes da topologia e dos parametros do circuito, e 

b = [ ^ i , 0 ] r , parazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA X > XQ 

b = [ 0 , 0 ] , para - X0 < X < X0 (2.20) 

b = [ - X . j , 0 ] r , para X <-X0 

A solucao da equacao (2.17) que satisfaz a condicao initial x(f0) no tempo /zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAq e 

x(0 = x 5 (/) + e~A ( r- ro )

 [ i ( / 0 ) - x 5 ( / 0 ) ] (2.21) 

onde 

x 5 (0 = [ I + (A / co ) 2

 ]
_ 1

 [A sen co t - Ico cosco / ) ] - ^ - d + b (2.22) 
CO 

e a solucao de regime permanente do circuito linear correspondente. l e a matriz identidade de 

mesma dimensao que a matriz A, nesse caso, 2x2. 

2.4 As modalidades de curva-caracteristica 

A forma polinomial i-aX + bXq com q inteiro e impar, e uma maneira comum de se 

aproximar caracteristicas nao-lineares obtidas por experimento. Essa funcao, por ter simetria 

impar, pode se ajustar a curva experimental. SEMLYEN et al (1987) recomendam para um 

bom ajuste que se observe o seguinte: 

• O coeficiente a corresponde a inclinacao inicial; 

• O expoente q e uma medida de agudez do joelho; 

• Depois de a e q terem sido escolhidos, o coeficiente b deve ser definido de modo 

que a curva passe pelo ponto limite do trecho da curva, que se quer aproximar. 
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Nem sempre uma caracteristica nao-linear e dada em termos de valores instantaneos, 

como aconteceu na secao 2.1. Curvas de saturacao de transformador sao dadas usualmente 

pelo fabricante, na forma tensao versus corrente eficazes. 

Dependendo da natureza do estudo e do metodo empregado pode haver necessidade 

de converter a curva-caracteristica de uma modalidade noutra. Isto e facil, se a resistencia dos 

enrolamentos, a histerese e as correntes parasitas sao ignoradas. Com a suposicao de que a 

resistencia dos enrolamentos e desprezivel, se pode considerar que o fluxo varie no tempo 

senoidalmente com frequencia fundamental, do mesmo modo que a tensao que normalmente e 

aplicada aos terminais do elemento por ocasiao do levantamento de sua caracteristica. A 

Substituicao do valor eficaz da tensao,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA V, pelo valor correspondente de fluxo, X, e, portanto, 

uma mera mudanca de escala: X = -JlV/a. A conversao de valores de corrente ate o limite da 

regiao linear e igualmente simples. A partir dai, o processo de conversao deve ser recursivo, 

como descrevem DOMMEL et al (1986). zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2.4.1 A conversao da curva fluxo-corrente em curva tensao-corrente eficaz 

Esse processo consiste, evidentemente, em tomar um conjunto de pontos (Xk,ik) da curva 

X - i dispostos adequadamente e em niimero suficiente para representa-la, e entao encontrar 

os pontos (Vk,Ik) correspondentes da curva Vk-Ik. 

Alem de se supor que o fluxo seja senoidal, suponha-se tambem que os valores 

conhecidos, Xk, i k , sejam justamente valores de pico (fig. 2.5a), de modo que 

A.(i') = Xk sen co t (2.23) 

e 

v(f) = — = ®Xk coscor (2.24) 

Portanto, o valor eficaz da tensao e 

(2.25) 
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(a) 
(b) 

Fig. 2.5 (a) fluxo e corrente versus tempo e (b) curva fluxo-

corrente. 

Para a corrente, que nao e senoidal, se deve recorrer a propria defmicao de valor 

eficaz. Tirando-se proveito da simetria, se estabelece a seguinte equagao: 

A integracao indicada na eq. (2.26) pode ser efetuada em /? passos, empregando-se a 

regra do trapezio. Desse modo se chega a seguinte expressao: 

onde os termos do somatorio sao conhecidos atraves da curvazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA X-i, a partir do fluxo em cada 

instante, que se supoe dado pela eq. (2.23). 

No caso da caracteristica fluxo-corrente ser um polinomio, uma conversao completa-

mente analitica e possivel, ja que se pode dispor diretamente da corrente como funcao do 

tempo. Se 

(2.26) 

(2.27) 

i(X) = aX + bXq, (2.28) 
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comzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA aeb reais e q inteiro impar, todos conhecidos, entao, levando-se em conta as eqs. (2.23) 

e (2.25), se encontra: 

i(t) -a sen co/ +b 
co I co 

sen q at (2.29) 

A potencia de seno que aparece na eq. (2.29) pode ser substituida por uma soma de 

senos de angulos multiplos, uma vez que (SPIEGEL, 1979): 

sen 2 m _ 1 A = jsen(2w - I ) A zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
v 1 J 

sen(2/77-3)^4 + 

(-1) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
m-1 

2m-1 

m - 1 
sen ,4 (2.30) 

onde m e um inteiro positive A partir dai, flea facil determinar o valor eficaz da corrente. 

Basta utilizar a eq. (1.5). 

Exemplo 2.3 

Levantar a curva tensao-corrente eficaz do elemento nao-linear cuja caracteristica X-i e dada 

pela eq. (2.1). 

Comparando-se as equacoes (2.1) e (2.28) se identificam: 

a-3,12 I T
1

, 

6 = 2,15 10 2 1 H^Wb^e 

q = 9. 

Como co = 1207t, entao a eq. (2.29) nesse caso e: 

onde 

i(t) = aV seno t + $V9 s en 9 ©/ 

a = — = 0,011704 AV" 1 

co 

(2.31) 
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7(0 = a + 
63ft F 

128 

8\ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

V sen co/ + ^ J g ~ { - 8 4 sen3co/ + 36sen5co/ -9sen7co/ + sen9co/} 

(2.32) 

que e uma expressao da corrente em termos de seus componentes harmonicos. Logo, como 

foi mostrado na secao 1.1, o valor eficaz da corrente e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

\ 

com /' = 1,3,5,7,9; e sendozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Ij a amplitude do y'-essimo harmonico, estabelecido na 

eq. (2.32) em funcao do valor eficaz da tensao . 

A curva volt-ampere eficaz foi assim levantada e e apresentada na fig. 2.6. Por 

enquanto, os pontos destacados devem ser desconsiderados, pois so importarao mais tarde. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0.15 T 

nj 0.10 
o 

CD 

S 0.05 •• zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
i _  

i — 

o 
o 

limite do trecho linear 

ponto a ser convertido 

0.2 0.4 0.6 0.8 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

tensao ef icaz, V 

Fig. 2.6 Caracteristica volt-ampere eficaz do 

elemento nao-linear do circuito da fig. 2.1. 
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2.4.2 AzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA conversao da curva tensao-corrente eficaz em curva fluxo-corrente 

Neste caso o interesse se inverte. Conhecendo-se um pontozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (Vk ,Ik) da curva V -1, se quer 

determinar o correspondente (vk, ik ) da curva v - /'. Todas as hipoteses de antes se mantem, 

de modo que as eqs. (2.25) e (2.27) continuam validas. Reorganizadas, elas tornam-se: 

(2.33) 

ik =2nl~ - 2 § i2(±p) (2.34) 

p=\ 

A equacao (2.34) e de fato uma formula de recorrencia, pela qual se pode determinar 

um ponto da curva X-i quando pontos anteriores ja foram determinados. Note-se que os 

termos do somatorio fazem parte do trecho ja levantado da nova curva. 

Exemplo 2.4 

Determinar o ponto da curva X-i que corresponde aoponto a ser convertido da fig. 2.6, cujas 

coordenadas sao: 

Vk =0,86135 V 

Ik =0,04102 A 

De acordo com a equacao (2.33), 

= ^ - - 0 , 8 6 1 3 5 - 1 0 3 =3,231 mVs. 
H 120zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBATC 

O problema mesmo e determinar a corrente. Para resolve-lo, se empregou o processo 

recursivo estabelecido pela eq. (2.34). Utilizando-se n = 100, e 10 pontos intermediarios 

equidistantes entre o limite do trecho linear (0,6; 0,00613) e o ponto a ser convertido, 

encontrou-se ik = 79,785 mA. 
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2.5 Metodo baseado na caracteristica volt-ampere eficaz zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Este e um metodo grafico, baseado nas curvas volt-ampere eficazes dos elementos nao-

lineares, as quais podem ser obtidas por calculo ou experimentalmente, como se viu na secao 

anterior. Sua vantagem esta na facilidade que oferece para se analisar algumas propriedades 

dos circuitos nao-lineares. No capitulo I , o metodo foi de grande utilidade ao se introduzir o 

fenomeno da ferroressonancia. 

A aplicabilidade desse metodo e limitada a estudos qualitativos ou quantitativos de 

pouca precisao. Por ser grafico e estar centrado na substituicao de sinais nao-senoidais por 

equivalentes senoidais, nao se podem esperar resultados com boa precisao. 

Exemplo 2.5 

Determinar a resposta de regime permanente do circuito da fig. 2.1 empregando a 

caracteristica volt-ampere eficaz. 

Na fig. 2.7 as caracteristicas volt-ampere do elemento nao-linear e da parte linear do 

circuito (no caso, fonte-resistor) se sobrepSem. A solucao procurada corresponde ao ponto de 

intersecao, que tem como coordenadas os seguintes valores eficazes: 

0.25 

0.2 0.4 0.6 0.8 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

tensao ef icaz, V 

Fig. 2.7 Caracteristicas volt-ampere eficazes das partes linear e nao-linear do circuito da 

fig. 2.1. 
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V =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0,86135 V 

7 = 0,04102 A 

aos quais correspondem os seguintes valores de pico determinados no exemplo 2.4: 

A = 3,231 mVs 

/ = 79,785 mA. 

2.6 Metodo do balanco de harmonicos 

No metodo do balanco de harmonicos (SENLYEN &zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA PvAJAKOVIC, 1989; AGGARWAL et 

al, 1981), cada variavel de estado e representada por uma serie de Fourier. A solucao 

presumida e substituida na equacao diferencial do circuito. 0 sistema de equacoes algebricas 

nao-lineares e formado e deve ser resolvido para se determinarem as amplitudes e as fases dos 

harmonicos. 

De modo mais detalhado, este metodo consta dos seguintes passos: 

1. O circuito que esta sendo analisado e descrito por um sistema de equacoes 

diferenciais. 

2. As curvas caracteristicas dos elementos nao-lineares sao expressas analiticamente 

(geralmente por funcoes polinomiais) e entao substituidas nas equacoes diferen-

ciais do circuito. 

3. A solucao para as grandezas desconhecidas e apresentada como uma expansao de 

Fourier contendo a fundamental e um ou alguns harmonicos, que a prior se 

acreditam ser significativos. A solucao esperada e substituida nas equacoes 

simultaneas. 

Com a substituicao que e feita no passo 3 e possivel quebrar as equacoes simultaneas 

em varias equacoes algebricas que descrevem as amplitudes da fundamental e dos harmonicos 

e suas fases. 

No caso geral, o niimero minimo de equacoes algebricas e duas vezes o niimero de 

harmonicos envolvidos, pois a equacao que descreve cada harmonico e desdobrada em duas. 

Uma equacao sendo para os termos em seno, outro para os termos em coseno. 
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As equacoes algebricas nao-lineares sao resolvidas simultaneamente. Ha dificuldade 

para a solucao, pelo fato de que cada equacao algebrica contem todas as incognitas. Deste 

modo, frequenternente e feito uso de aproximacoes sucessivas. 

Esta tecnica nao e adequada para sistemas de ordem elevada, onde o niimero de 

variaveis a serem ajustadas torna-se alto. Alem disto, ha o risco de algum harmonico impor-

tante nao ser incluido na solucao presumida. 

Exemplo 2.6 

Deteirninar a resposta de regime permanente do circuito da fig. 2.1 empregando o metodo do 

balanco de harmonico. 

Admita-se que o fluxo magnetico seja senoidal, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

X = Asen« (2.35) 

onde zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

u = at + 9. 

Levando-se a eq. (2.35) a eq. (2.1) resulta: 

i(u) = # Asenz/ + /3A9 sen9 u (236) 

Mas pela eq. (2.30) particularizada para m = 5, 

sen9 u = 7-^-7 (126 sen u - 84 sen 3w + 36 sen 5u - 9 sen lu + sen 9u}. (2.37) 
256 

Logo, 

/(//) = | a A + /3 A 9 ^ | | s e n M + y (2.38a) 

onde 

y = ^ - { - 8 4 s e n 3 z / + 36sen5w-9sen7« + sen9/y} (2.38b) 
256 

e uma soma ponderada de harmonicos, que nao entram no balanco. 

A equacao differencial do circuito em termos da nova variavel independente, u, e 

e>Q + Ri(u) = Esen(u-Q) (239) 
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e tern a seguinte versao algebrica: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

^RaA + Rb^^^A9 jsenw + (oA)cosw + /?Y = (£cos9)sen7v-(£'sen9)cosw (2.40) 

A equacao (2.40) pode se desdobrar em duas, uma relacionando os coeficientes de seno, outra 

os coeficientes de coseno: 

coA = - £ s e n 9 

RaA+Rb^A9 = £cos9 
256 

ou alternativamente. 

(a2+R2a2)A2+R2b2-^Al*=E2 (2.41a) 

9 = tg - 1 
o/'R zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

a + b i i A § y 

(2.41b) 

A solucao das equacoes (2.41) sao A = 3,579 mVs e 9 = -69,34°. Uma vez 

calculados esses parametros, o fluxo de regime permanente em funcao do tempo passa a ser 

conhecido (eq. 2.35), e por conseguinte, a corrente de regime permanente em funcao do 

tempo. Essas funcoes foram avaliadas para um periodo completo e sao apresentadas na 

fig. 2.8. 

As equacoes (2.38) ostentam uma propriedade do circuito nao-linear que fora citada 

no initio do capitulo: a corrente possui harmonicos superiores, embora a tensao de excitacao 

seja uma senoide pura e o fluxo magnetico tenha sido considerado assim. 

O problema que acabou de ser resolvido, foi simples, pelo fato do fluxo ter sido 

considerado perfeitamente senoidal. Bastaria se admitir a existencia do terceiro harmonico do 

fluxo, para que o metodo do balanco de harmonico, na versao analitica, como foi aplicado, 

tivesse se tornado praticamente proibitivo. 
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Fig.2.8 Resposta de regime permanente do circuito da fig. 2.1 obtida pelo 

metodo do balanco de harmonico. 

SEMLYEN et al (1987) abordam uma versao do balanco de harmonico que emprega 

transformada rapida de Fourier, e assim viabiliza sua aplicacao mais generica. Contudo, o 

esforco computacional requerido nessa versao numerica e muito alto, notadamente para 

circuitos maiores ou quando sao varios os harmonicos superiores considerados. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2.7 Metodo de Galerkin 

Os metodos baseados em aproximacoes residuais ponderadas sao abundantes na literatura 

sobre ferroressonancia, como o metodo do balanco de harmonico (SEMLYEN, 1987, 1989; 

JA5SENS et al , 1991), o metodo de Ritz (KJENY et al, 1991) e o metodo de Galerkin 

(AGGARWAL et al, 1981; GERMOND, 1975). O metodo de Galerkin (do qual o metodo do 

balanco de harmonico, de fato e um caso particular) e um metodo analitico cujo objetivo e 

encontrar uma solucao aproximada para um sistema de equacoes diferenciais. O problema da 

aproximacao residual ponderada, com enfase ao metodo de Galerkin, sera materia das 

proximas secoes. 
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2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA.7.1 Funcoes de base 

Suponha-se que se deseje aproximar uma funcao dada <}> numa regiao Q, contoraada por uma 

curva fechada I * . Em problemas envolvendo equacoes diferenciais, e necessario encontrar a 

solucao satisfazendo certas condicSes de contorno. Assim se tentara inicialmente conseguir 

aproximacoes que sejam exatamente iguais aos valores especificados de <}> na curva de 

contornozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA T. Se alguma funcao \\i que assuma os mesmos valores que $ em T pode ser 

encontrada, isto e, v|/|r=<J>|r, e se um conjunto de funcoes independentes 

{Nm, m = 1,2,3,...} e introduzido de tal modo que Nm\T = 0 para todo m, entao em todos os 

pontos de Q se podera aproximar <}> por: 

M 

4>£i = N/ + £ a m t f M (2-42) 
777=1 

onde am (m - 1,2,..., M) sao alguns parametros a serem calculados de tal modo que se 

obtenha um ajuste de boa qualidade. Funcoes deste tipo sao frequentemente referenciadas 

como fungoes de forma oufungoes de base. A maneira como \\i e o conjunto de funcoes de 

base foram definidos garante que esta aproximacao tern a propriedade de que <j> - fy\r 

quaisquer que sejam os valores de am. Evidentemente, o conjunto de funfoes de base deve 

ser escolhido de modo que ocorra melhoria da aproximacao com aumento do numero M de 

tais funfoes. Uma condigao obvia para essa convergencia da aproximafao e que o conjunto de 

funcoes de base seja tal que a combinacao W + ^^,=i

am^m possa representar adequadamente 

qualquer funcao <{), satisfazendo V|/|r = <|>|r quando M —> oo. 

2.7.2 Aproximacoes residuais ponderadas 

Um metodo geral para determinar as constantes nas aproximacoes formuladas conforme a 

eq. (2.42) sera desenvolvido agora. Para come9ar, define-se o erro, ou residuo, como 
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Nota-se quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA RzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAq e funcao da posicao em CI. Numa tentativa de reduzir de alguma maneira 

esse erro em toda a extensao da regiao Q, se pode exigir que um numero apropriado de 

integrals do erro em Q, ponderadas de diferentes maneiras, sejam zero, isto e, se tentara fazer 

jW^-fodn^ RQt£l=0; 7 = 1,2,... ,M (2.44) 

azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Q 

Aqui {Wf \ 7 = 1,2,3,...} e um conjunto de fungoes de peso independentes. O criterio de 

convergencia geral, que estabelece que <j) —> 4> quando M —> oo, pode se apresentar de forma 

alternativa, exigindo-se que a eq. (2.44) seja satisfeita para todo / quando MzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA —>oo. 

Prontamente se pode verificar que isso so e verdade se RQzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA —> 0 em todos os pontos do 

dominio, como requerido. 

Substituindo | na eq. (2.44) pela eq. (2.42), se chega a um conjunto de equacSes 

lineares simultaneas, tendo como incognitas os coeficienteszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA am, o qual pode ser escrito de uma 

forma completamente geral como 

K a = f (2.45) 

onde 

a = ( a „ f l 2 , a 3 aM) (2.46a) 

Klm = f WtNjXl \<l,m<M (2.46b) 

f l = \ W,(<b-\i))dn, \<1<M (2.46c) 

Assim, quando uma funcao a ser aproximada e dada, a eq. (2.45) deve ser resolvida para se 

obterem os coeficientes na aproximacao (eq. (2.42)), tendo sido primeiro determinada a 

funcao vj/ e escolhidas as fun9oes de base e de peso adequadas. 

Varios tipos de conjuntos de funcao de peso {J¥t; 7 = 1,2,...}, podem ser usados na 

pratica (ZENKIEWiCZ & MORGAN, 1983), cada qual levando a um metodo de 

aproximagao residual ponderada diferente, como por exemplo, o metodo da colocagao de 

pontos, o metodo da colocagao do subdominio e o metodo de Galerkin. Esse ultimo e 

frequentemente empregado em estudos de ferroressonancia (AGGARWAL et al, 1981; 

GERMOND, 1975) e sera abordado a seguir. 
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2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA.7.3 A aproximacao de Galerkin 

No metodo de Galerkin se escolhe como funcSes de peso as proprias funcoes de base, isto e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

W^Nlt (2.47) 

em vez de procurar por um novo conjunto de funcoes. Neste caso a matriz K e o vetor f da 

eq. (2.45) tern como elementos tipicos: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Klm =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA jQ N^da (2.48a) 

fJ=jQNlQ-\»)dx (2.48b) 

A vantagem computational do metodo e que a matriz K e simetrica. 

Para aproximar uma funcao <j>(x) num intervalo 0 < x < L x pelo metodo de Galerkin, se 

pode tomar diferentes conjuntos de funcoes de base, como por exemplo: 

{Nm = xm(Lx-x)} (2.49) 

ou 

{Nm=sen(mwc/Lx)} (2.50) 

onde m = 1, 2, 3, . . . . Caso se escolha o conjunto (2.50), os elementos da matriz K e do 

vetor f na eq. (2.45) sao: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

CLx Inx mux nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - l a v 

Klm = sen sen dx (2.51a) 
Jo L x L x 

/ / = J 0

4

( 4 > - V ) s e n ^ ^ (2.51b) 
X 

Efetuando a integra?ao indicada na eq. (2.5la) se chega a: 

k , „ A L ' 1 2 " ',=M <2 52> 
l m

 | 0 , l*m 
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e neste caso o sistema de equacoes (2.45) tem a forma particularmente simples de um sistema 

diagonal, resultando imediatamente na solucao: 

sen zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
mux dx- m = 1, 2, . . . ,M (2.53) 

A simplicidade das equacoes produzidas pela aproximacao de Galerkin nesse caso particular 

se deve a propriedade da ortogonalidade das funcoes de base que foram usadas, resultando 

em 

Esta caracteristica dos elementos do conjunto das funcoes de base e particularmente util. 

A representacao por serie de senos de Fourier pode ser entendida como uma 

aproximacao residual ponderada de Galerkin. Basta notar que a expressao dos coeficientes am 

da aproximacao de Galerkin dada pela eq. (2.53), e identica a expressao dos coeficientes da 

representacao de uma funcao por serie de Fourier. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2.7.4 Solucao periodica de circuito nao-linear pelo metodo de Galerkin 

Uma outra maneira de resolver o problema do exemplo 2.5, mais flexivel que o metodo do 

balanco de harmonico (secao 2.6) se apresenta a seguir. 

Em vez de se expressar apenas o fluxo magnetico, expressa-se tambem a corrente 

como uma serie de Fourier com coeficientes a se determinarem. Admita-se que so os m 

primeiros harmonicos impares consecutivos do fluxo sejam significativos (o componente 

fundamental e o primeiro harmonico): 

X = A j senw + A 2 cos u + A 3 sen3w + A 4 cos3z/ H — 

(2.54) 

• • • + A2m-i sen(2/w - l)w + A2m cos(2/w - l)w 

ou, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
m 

X = A2p-\ sen(2p-\)u + A2p cos(2p-\)u (2.55) 
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Dada a caracteristica do elemento nao-linear e a forma do fluxo pressuposto, a 

corrente nao deve ter harmonico pares. Portanto, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

m 

sendo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

/ = Ai + £ I 2 p - \ sen(2p - \)u + I 2 p cos(2/? - l)w (2.56a) 

AT= ]T 7 2 p_,sen(2/?-l)w + 7 2 p cos(2/?- l )w (2.56b) 

p=m+\ 

A partir da equacao diferencial do circuito define-se o residual: 

6 = a ^ + Ri - £ s e n w , (2.57) 
an 

que e um funcional de A e /'. e sera minimo quando a solucao assumida, A e i , estiver o mais 

proximo possivel da solucao exata, A e /', do sistema formado pelas eqs. (2.1) e (2.2). 

Derivando-se a eq. (2.55) e em seguida substituindo-a juntamente com a eq. (2.56a) na 

eq. (2.57) resulta: 

m 

s = A e + X { - ( 2 / ? - l ) o A 2 p + J R / 2 p _ 1 - F 2 p _ 1 } s e n ( 2 ^ - l ) w + 

+ { ( 2 / / - l ) o A 2 p _ i +RI2p} cos(2p-\)u (2.58) 

onde, 

F2p-l = < 

E, para/? = 1 
(2.59) 

0, para/?zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA * 1 

e As = R Ai e um valor incremental que nao e nulo por conta do fluxo haver se expandido em 

serie de Fourier truncada. Desprezar Ae nao deve ter grande repercussao, de modo que a 

eq. (2.58) pode se expressar assim: 
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e = . J ] E 2 j 7 _ i s e n ( 2 p - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA\ ) u +E2p c o s ( 2 p - l ) w (2.60) 

p=l 

onde 

E 2 „ - i = - ( 2 / , - l ) e > A 2 p + / t f 2 j » - i - ^ 2 p - l (2.61a) 

E 2 p = ( 2 p - l ) c o A 2 p _ , + i V 2 / , (2.61b) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

parap= 1,2, ..., m. 

Os coeficientes de Fourier da corrente que aparecem na eqs. (2.61) devem ser 

calculados a partir de suas proprias definicoes: 

V l = - £ J T
 r s e n ( 2 / > - l ) « ^ , ( 2 6 2 a ) 

/ , _ = — f27C i r cos (2p- \ )udu \ (2.62b) 

sendo / determinado pela eq. (2.1), fazendo-se X = A. 

A forma matricial do sistema de equacoes algebricas nao-lineares (2.61) e 

E = H( A ) (2.63) 

onde A e o vetor de dimensao 2m dos coeficientes de Fourier do fluxo. Os valores desses 

coeficientes, para os quais o residual e minimo podem ser calculados pelo metodo de Newton-

Raphson: 

A ( * + D = A ( * ) _ j - l E ( * ) (2.64) 

onde J e o Jacobiano de H. 

O procedimento para se determinar a resposta de regime permanente pelo metodo de 

Galerkin, com as consideracoes feitas acima compreende basicamente o seguinte: 
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1. Escolher uma estimativa initial dos coeficientes de Fourier do fluxo magnetico, 

que se quer deterrninar. 

2. Calcular e armazenar os valores de / ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA di/dX em n pontos especificados do 

periodo, isto e, em u = 0,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA AzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAM, 2AM, . . . , 2n; AM = 2n/n. 

3. Calcular I 2 p - \ e/ 2p ( eQ s- (2-62)), por integracao numerica. 

4. Calcular os coeficientes atuais do residual (eq. (2.63)) e se forem suficientemente 

pequenos, isto e, se || E || < cr, parar. 

5 Calcular o Jacobiano atual. 

6. Corrigir o valor atual de A, empregando a eq. (2.64) e voltar para o passo 2. 

Exemplo 2.7 

Deterrninar a resposta de regime permanente do circuito da fig. 2.1 empregando o metodo de 

Galerkin. 

Considere que o fluxo seja constituido de fundamental mais terceiro harmonico. Isto 

significa particularizar o desenvolvimento anterior para m =2: 

A = Aj sen u + A 2 COSM + A 3 sen 3M + A 4 COS3M 

A caracteristica nao linear e dada pela eq. 2.1: 

i = aX + b A 9 

logo, 

£ = a + 9b\* (2.65) 

Neste caso o residual e 

E = 

- o A 2 +RIX-E 

©Aj +RI2 

-3coA4 +RI3 

3coA3 +RI4 

(2.66) 
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e seu Jacobiano, uma matriz 4x4 cujos elementos tern as expressSes seguintes, obtidas 

fazendo-se uso da regra de Chain e da regra de Leibnitz da derivacao de integrals: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

cE: RzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA r2*zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - o  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

' J o (a+ 9bX ) f j f j du + y jj 8A 
(2.67) 

Na eq. (2.67), 

sen aw, a-2p-\ 

cosaw, a = 2p zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

p = \,2 (2.68) 

e y e uma matriz de mesma dimensao que o Jacobiano, em que so nao sao nulos os seguintes 

elementos: 

Y 2 1 = Y l 2 = c o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Y 4 3 = Y 3 4 = 3 ° 

Fazendo-se a estimativa initial da solucao 

A { 0 ) = [ 0 0 0 0 ] ' , 

ou seja, 

X<°> = o 

f<°>=0 

o vetor-residual e inicialmente, 

E ( 0 ) = [ - £ 0 0 0 ] ' . 

O Jacobiano desse residual de acordo com as eq.(2.67) e 

Ra -co 0 0 

co Ra 0 0 

0 0 Ra -3co 

0 0 3co Ra 
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A estimativa initial pode entao ser corrigida atraves da eq. (2.63), resultando: 

A ( 1 ) = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
\ + (a/R)2 R2a2+a2 

0 0 (2.69) 

Esse procedimento deve continuar ate que o vetor-residual tenha norma pequena tanto 

quanto aceitavel. Em 6 iteracoes se conseque a solucao 

A ( 1 ) =[1,1907 -3,3842 0,017081 0,2565] 7 mVs 

com vetor-residual cuja norma e menor que 10"7. O grafico da solucao desse problema e 

mostrado na fig. 2.9. 

Um sistema periodico nao-linear se expressa de forma generica como 

Fig. 2.9 Resposta de regime permanente do circuito da fig. 2.1 obtida pelo 

metodo de Galerkin. 
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(2.70) 

e pode exibir uma ou varias respostas periodicas. 

Assurnindo uma solucao periodica de periodo x ainda desconhecido, se pode encontrar 

uma solucao aproximadazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x que satisfaca suas condicoes de contorno de periodicidade e de 

suas derivadas com certas funcoes de base. E conveniente usar series de Fourier com 

coeficientes indeterminados. Assim, com co = 2 J C / T , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

X zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

x,=^,o+ZzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA { ^ , 2 P - i S e n ( /?coO + Xl2pcos(jHOt) (2.71) 

e como x e assumido ser periodica de periodo x: 

~T- = — Y. iPzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAX,2P-i cos(/?co t) - pXi2 sen(po t)) (2.72) 

O metodo de Galerkin requer que o vetor residual 

s = ̂ - G ( x , 0 (2.73) 
at 

resultante da introducao da solucao aproximada na equacao differencial do sistema, eq. (2.70), 

seja ortogonal as funcoes de base. As condicoes de Galerkin conduz a identificacao das 

amplitudes dos componentes com mesma frequencia em ambos os membros do sistema de 

equacoes differencials. 

Considere-se um circuito nao-linear com nc capacitores lineares e nL indutores (com 

pelo menos um dos quais nao-linear). Tomando-se a carga dos capacitores e os fluxos 

magneticos com variaveis independentes, G(x,/) se expressa na forma matricial, do seguinte 

modo: 

— = A q + B i ( X ) + C f ( 0 (2.74) 
dt 

onde 
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qzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e o vetor de dimensaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA nc, das cargas do capacitores; 

X e o vetor de dimensao nL, dos fluxos magneticos; 

x = e o vetor das vanaveis independentes, de dimensao n = nc + nL. 

i e o vetor de dimensao nL, das conentes que sao funcoes dos fluxos; 

f (t) e o vetor de dimensao nF, das fontes periodicas de tensao e conente 

de periodo T. 

A expressao alternative para a eq. (2.74) e 

"c zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA"L 

G,(x,0 =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Y.aifli + Z V , ( X ) + 2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA> y / /  >  l = l ,2 , . . . , /2 (2.75) 

Quando se esta interessado em solucoes periodicas, como e o caso, e conveniente 

representar a solucao aproximada por uma serie de Fourier. Introduzindo essa solucao 

aproximada na eq. (2.70) se obtem um sistema de equacoes algebricas nao-lineares onde as 

incognitas sao os coeficientes de Fourier: 

ou 

0 0  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA\  

Z °ij Qi + Z Q , P - i sen pat + Qh sen pat + 

J 

"L f 0 0  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA> 

+ z * . Z—i Jip-i 
sen pat +/,-. sen + zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

J-l V p=l 

"F f oo >  

+ Z cv z ^ sen pot + Fj sen pat zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

7=1 V J 

"c 
oo 

G,(x,/) = 2 X O , 0 + Z 2 > / A , _ , senpcor + X 2 X 9 f c senp©f) + 

nL oo oo (72, 

+ Z V , o + Z + ZzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA H¥hP
 sen/ * ° '  + 

lp-\ -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA V , a—' V J 2 p 

oo Wjr oo 

p=\ ;= 1 p=l j=l 

(2.76) 

(2.77) 
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Introduzindo-se as expressoes das eqs. (2.70) e (2.72) na equacao que define o 

residuo, 

e,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = — f — G , ( x , / ) , / = 1,2,...,/?; zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
at 

e observando-se a condicao de Galerkin de que esse residuo seja ortogonal as funcoes de 

base, se chega a: 

-e,o = 1X0/0+1;zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA VzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAJOM ^ 278a) 

"C " I "F 

ZzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a ^ ; 2 p - i
 + Z * y zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAJ J 2 P - I (*•) + Z 

;= 1 / - I ; - l 

- B , 2 p _ , =  ^  + Z " i £ / 2 , - l + Z W + ZzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA CVFJ2pzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-l ( 2 7 8 b ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 7=1 y - l ; = i 

para i = 1, w;« = HQ+vtj\, p—1, °°; e onde 

Qia se i = l , . . . , » c ; Va 

A , a se /' = nc +1 , . . . , « ; Va 

Qja e um dos componentes de Fourier de q} \ se a=2/?-l e o componente de ordem p 

do seno, se a=2/? e o componente de ordem p do coseno. Analogamente, 

AJa e um dos componentes de Fourier de Xy 

e um dos componentes de Fourier de ij. 

Fja e um dos componentes de Fourier de fj. 

Para um elemento nao-linear, um coeficiente de Fourier Ijk depende em geral dos 

coeficientes de Fourier de X em todas as frequencias, como e indicado nas eqs. (2.78). 

Se o desenvolvimento de Fourier e agora truncado para uma quantidade de termos 

finita, o metodo conduz a solucao de um conjunto finito de equacoes lineares nas variaveis 

Xy. Se /? e o numero de variaveis e m a ordem do harmonico mais elevado, obviamente 

n (2/72 + 1) equacoes devem ser resolvidas. 
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O sistema de equacoes algebricas nao-lineares (2.78) na forma matricial e 

-8 = H(x) (2.79) 

ondezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA H O vetor das incognitas, e s o vetor dos residuos, ambas de dimensaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n• (2m +1). 

Uma maneira conveniente de resolver a eq. (2.79) e atraves do metodo de Nevvton-Raphson. 

Conhecendo-se x
( i ) no passo k, s ( i ) e avaliado e entao x

( i ) e corrigido para 

x ( * + D = x ( * ) + j - i . e ( * ) (2.80) 

onde J e o jacobiano de H no passo k. 

No sistema (2.79), os componentes do vetor e sao todos os residuos zip e os 

componentes do vetor x sao todos os coeficientes de Fourier, Xip, das incognitas, com 

/ = 1, ...,/? e p = 0, ... , 2m. 

Para os elementos do jacobiano 

tres alternativas sao possiveis:zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA J!<XJ?I e zero; JiaJf) e constante; ou JiajP e funcao de x. Esse 

ultimo caso, que ocorre quando s,a e derivado em relacao a um componente de x que e um 

coeficiente de Fourier de um fluxo em um elemento nao-linear, se expressa do seguinte modo: 

/ = gga _ i, dIJ°-

ou seja, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

J*,fi = bvizyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f0 TT $enpat *> sea = 2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA/ 7-1 (2.81b) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA CXJP 

J^fizyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = b± f -rj- cospcor dt, sea = 2/ 7 (2.81c) 
1 car/p 
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onde 

e 

se|3 = 0 

senzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA pot , se (3 = 2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA/ 7-1 

cA cA 
cos/ 7© /  , se P = 2/ 7 

Uma vez que o sistema de equacoes diferenciais (2.74) tenha sido encontrado, a partir 

da topologia e dos parametros do circuito em estudo, varias etapas precisam ser vencidas para 

que a solucao de regime permanente seja determinada. De fato, o sistema de equacoes 

diferenciais admite solucdes periodicas multiplas, para um dado periodo, cada uma 

correspondendo a uma solucao diferente do sistema de equacoes algebricas. A solucao 

periodica encontrada entre aquelas possiveis depende da estimativa initial escolhida. 

No decorrer do processo de solucao e necessario calcular os coeficientes de Fourier da 

corrente para o fluxo magnetico aproximado entao disponivel. Normalmente as correntes sao 

expressas como funcSes polinomiais do fluxo magnetico. Com todos os coeficientes de 

Fourier calculados, os residuos sao determinados atraves da eq. (2.78) e o jacobiano pela 

eqs. (2.81). As incognitas (coeficientes de Fourier das variaveis de estado) sao entao 

corrigidas atraves da eq. (2.80). 

O metodo de Newton-Raphson evidentemente requer de partida que sejam estipulados 

aproximacoes da solucao, inclusive do periodo, e tambem as tolerancias. Uma boa estimativa 

initial e fundamental para o sucesso do processo de solucao. Comecar assumindo todas as 

incognitas iguais a zero e razoavel. Isso leva a uma solucao nao-saturada na frequencia 

fundamental, se existe alguma para o valor de tensao que esta sendo considerado. 
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2.8 Comparacao de resultados 

Os varios metodos abordados foram aplicados a um mesmo circuito. 0 objetivo disso foi 

tornar o mais claro possivel o modo como realmente funciona cada metodo. Dai porque o 

circuito escolhido para aplicacao ter sido bastante simples. Agora que esses resultados estao 

disponiveis, nao se pode deixar de compara-los. Evidentemente, que essa comparacao nao 

pode ser conclusiva no sentido de apontar a superioridade de um metodo em relacao a outro, 

haja visto a simplicidade do circuito a que se referem os resultados. Alem do que e bastante 

dificil fechar questao de maneira definitiva a respeito da qualidade de um metodo 

computacional em relacao a outros. Isso por que e comum um metodo que em geral apresente 

excelente qualidade falhar em certas aplicacoes. A reciproca tambem e verdadeira: um metodo 

que na maioria das circunstancias nao tenha desempenho alem de sofrivel pode vir a ser otimo 

em alguns casos. Isso explica a coexistencia de todos eles. 

A tabela 2.1 expoe valores expressivos extraidos dos resultados conseguidos mediante 

o emprego dos diferentes metodos abordados ao longo do capitulo. Sao os valores extremos 

(no initio e no fim do periodo), os valores de pico e os instantes em que eles ocorrem. O 

tempo esta expresso em por-unidade com base no periodo. Isto e,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA T = 1 p.u. = 16,67 ms. 

Os valores de pico, tanto de fluxo quanto de corrente, obtidos pelos metodos da forca 

bruta, da linearizacao por parte e de Galerkin sao compativeis. 

Com o metodo de balanco de harmonico, os valores de pico sao mais elevados: o 

fluxo menos de 2,5% mais alto enquanto a corrente quase 17% mais elevada. Isso ocorre por 

conta dos harmonicos superiores haverem sido desprezados. Ao se considerar o fluxo 

senoidal, o que se fez de fato foi o chamado balanco do primeiro harmonico. O fato do valor 

de pico da corrente divergir muito mais que o pico de fluxo, com relacao aos mesmos valores 

encontrados atraves de outros metodos, serve de advertencia: pequenas deformacoes da onda 

de fluxo com respeito a uma senoide pode ser responsavel por variacoes significativas na 

corrente. 
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Os valores de pico obtidos atraves do metodo baseado na caracteristica volt-ampere 

eficaz sao mais baixos. 0 valor de pico da corrente entao, e muito mais baixo, e mesmo 

completamente destoante. 

A semelhanca das formas de onda levantadas nao resiste a uma contemplacao mais 

demorada. Na fig. 2.4 a descontinuidade da inclinacao da corrente, devida a linearizacao por 

parte da caracteristica nao-linear, e facilmente percebida. A simetria de meio periodo com 

respeito ao eixo do tempo, que se ve na fig. 2.8 e artificial e conseqiiente do fato do terceiro 

harmonico do fluxo nao ter sido levado em conta. 

Uma comparacao efetivamente mais completa das formas de onda pode ser feita 

mediante a superposicao de suas trajetorias no piano de fase. Essas trajetorias sao graficos 

cartesianos da amplitude da forma de onda versus suas inclinacoes, como se ve na fig. 2.10. 

Como dizem MORK & STUEHM (1994): " A trajetoria no piano de fase e uma assinatura 

singular da forma de onda". Mais do que isso, se diria que e a assinatura vista com uma lupa, 

uma vez que pequenas diferencas ampliam-se. 
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Tab. 2.1 Fluxo e corrente (valores extremos e valores de pico) 

no circuito da fig. 2.1 calculados por diferentes metodos. 

metodo-* forcabruta baseada na balanco de G a l e r k j n 

por parte curva V - I harmonico 

in
ic

ia
l tempo*, p.u. 

fluxo, mVs 

corrente, mA 

0. 

-3.15973 

-77.3555 

0. 

-3.24563 

-38.5218 

0 

-3.34857 

-124.26 

0. 

-3.12765 

-71.3333 

m
a

x
im

o
 

tempo de, p.u. 

fluxo, mVs 

corrente, mA 

0.39844 

3.51115 

185.328 

0.398438 

3.48534 

188.335 

3.231 

79.785 

0.4426 

3.57830 

217.953 

0.41208 

3.54479 

201.060 

m
in

im
o
 

tempo de, p.u. 

fluxo, mVs 

corrente, mA 

0.89844 

-3.51115 

-185.328 

0.898438 

-3.48534 

-188.335 

-3.231 

-79.785 

0.9426 

3.5783 

217.953 

0.91208 

-3.54479 

-201.060 

fi
n

a
l tempo, p.u. 

fluxo, mVs 

corrente, mA 

1. 

-3.15973 

-77.3555 

1. 

-3.24564 

-38.5228 

1. 

-3.34857 

-124.26 

1. 

-3.12765 

-71.3333 

(*) Tempo expresso emunidade do periodo,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA T= 1 p.u. = 16,67 ms. 
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30zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA T 

-30 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

fluxo, mVs 

(a) 

9000 T 

por parte -9000 1 

corrente , mA 

(b) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Fig. 2.10 Trajetorias no piano de fase. (a) fluxo, (b) corrente. 
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Capitulo III 

O CALCULO DA RESPOSTA PERIODICA COMO 

UM PROBLEMA DE VALORES DE CONTORNO zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Os metodos de que se dispoe para calculo da resposta de regime permanente de circuitos nao-

lineares sao de duas classes, conforme o dominio em que a solucao e encontrada. O metodo 

do balanco de harmonicos e o metodo de Galerkin, que foram abordados no capitulo II, sao 

metodos de solucao no dominio da frequencia. 

Ha fundamentalmente dois metodos de solucao no dominio do tempo: o metodo da 

linearizacao por parte, de que especificamente tratou a secao 2.3, e os metodos de integracao 

explicita. O metodo da linearizacao por parte e urn metodo direto, de natureza analitica. 

Enquanto isso, os metodos de integracao explicita sao recursivos, e se baseiam na substituicao 

das equacoes diferenciais que descrevem o circuito por equacoes algebricas, mediante o 

emprego de formulas aproximadas para integrais definidas (ordinariamente a regra 

trapezoidal). 

Diferentemente dos metodos no dominio da frequencia, os metodos no dominio do 

tempo, nao fornecem prontamente e por si proprios, a resposta de regime permanente, mas 

sim, a resposta completa, incluindo a componente transitoria. Para se descartar essa 

componente da resposta obtida, algum procedimento adicional deve ser adotado. A maneira 

mais primaria de se fazer isso e atraves do metodo da for9a bruta (sefao 2.2). Outros 



procedimentos mais elaborados, que sao materias deste capitulo, emergem ao se tratar a 

determinacao da solucao periodica como um problema de valores de contorno em dois 

pontos. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3.1 A formulacao do problema 

Um circuito excitado por sinal de periodozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA T pode ser descrito por um conjunto de equacoes 

diferenciais de primeira ordem 

onde x eR" e o vetor de estado do circuito; o vetor G e R " e periodico em t com periodo T, 

isto e, G(x, t) = G(x, t + T). 

Quando G e nao-linear, nao ha garantia de que a eq. (3.1) tenha solucao periodica. 

Por outro lado, e possivel que essa equacao tenha solucao periodica de periodo Tx * T ou que 

admita solucSes multiplas de periodo T. 

Suponha-se que a eq. (3.1) tenha uma solucao periodica x de periodo T. Para se 

encontrar essa solucao, se deve procurar um estado inicial x0 = x(0) tal que 

Isso e essencialmente um problema de valor de contorno em dois pontos. O estado que 

satisfaz a eq. (3.2) e denominado de estado periodico. 

Para se estabelecer sucintamente as condicoes de contorno, se define a seguinte funcao 

vetorial de discrepancia: 

onde x(x0 ,7} e a solucao da eq. (3.1) em / = Te depende do vetor de condicoes iniciais x0. 

Esse vetor de discrepancia e uma medida de como uma solucao qualquer esta satisfazendo a 

condi^ao de periodicidade. 

dx 

dt 

= G(x,/) , (3.1) 

x0 =x(T) (3.2) 

(3.3) 
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Evidentemente a solucao periodica e alcancada quando o vetor de discrepancia se 

anula. Portanto, a determinacao da solucao periodica e equivalente a resolver o sistema de 

equacoes 

e(*o) = 0 (3-4) 

Num problema convencional de valor de contorno em dois pontos, as condicoes que a 

solucao do sistema de equacoes diferenciais devem satisfazer sao conhecidas em valores. No 

problema da solucao de regime permanente e diferente; as condicoes sao conhecidas apenas 

em relacao. Isto e, sabe-se apenas que x0 =x(T) . Sendo que ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA estado periodico deve ser 

determinado. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3.2 A solucao do problema por metodo de tentativas e erros 

Da forma como foi colocado o problema do calculo da resposta de regime permanente 

(eq. (3.4)), ele se converte em resolver um sistema de equacoes nao-lineares. O primeiro 

metodo que se apresenta para resolve-lo e o de tentativas e erros {shooting method) 

(GERALD, 1978; SMITH, 1977), o qual, como o proprio nome diz, busca encontrar um 

estado periodico por tentativa. Estas tentativas nao sao aleatorias, mas se dirigem por algum 

criterio. O metodo da forca bruta (secao 2.2) pode ser visto como um metodo de tentativas e 

erros em que as correcoes se fazem atraves de: 

x f + , ) = 4 * ) +H.E(x<*>), (3.5) 

onde H e a matriz identidade no espaco de x e £ . Esse criterio pode ser generalizado, 

ponderando-se o vetor de discrepancia com uma matriz H qualquer, constante ou mesmo 

funcao de £. 

Outro criterio de definicao da proxima tentativa e: 

4 "zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 4 (4°+^) . (3-«) 

/, j < k, que e muito eficiente quando os vetores de discrepancia correspondentes a duas 

tentativas passadas tern os elementos de mesma ordem com sinais trocados. Isso seria um 
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equivalente generalizado do metodozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA regula falsi usado para calculo de raizes de funcoes nao-

lineares. 

A solucao de regime permanente apresentada no exemplo 2.2 foi efetivamente 

encontrada empregando-se um metodo de tentativas e erros. O metodo da linearizacao por 

parte, foi o meio empregado naquela ocasiao para calcular o vetor (unidimensional) de 

discrepancia, £. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3.3 Um circuito de segunda ordem para exemplificacao 

No circuito da fig. 2.1 se introduz agora um capacitor linear de 1 uF em paralelo com o 

indutor, resultando no que se ve na fig. 3.1. Essa modificacao e necessaria para que o circuito 

se adeque melhor aos exemplos a seguir, com os quais se pretende elucidar por completo os 

metodos que serao abordados neste e no proximo capitulo. 

O circuito da fig. 3.1 e regido pela equacao diferencial de segunda ordem 

d2X(t) 1 1 1 y« » 

ou alternativamente pelo sistema de equacoes diferenciais de primeira ordem 

*M = ± m , (3.7a) 

onde u = cot e i(k) continua a se expressar pela eq. (2.1). Nesse caso, o fluxo magnetico e a 

tensao no capacitor sao tornados como variaveis de estado. 

As equacoes diferenciais (3.7) podem ser aproximadas por equacoes algebricas que se 

obtem aplicando-se a regra trapezoidal. Voltando-se a expressar a variavel independente 

como multiplos do passo de integrafao, u = pAu, e a empregar a notacao xp = x(pAu), se 

tern: 
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AAA-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0 e(t)=Esen(cot) CzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ?4= v # 

Fig. 3.1 Circuito empregado em exemplificacao. 

£ = 1 , 5 V ; co =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1207C rd/s;zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAR = 4,8 Q ; C = luF 

/ = /(X) = 3,12A. 4-2,15- 1021?t9 

^ P =ou ;P + Yi, (3.8a) 

i , a \ a 
1 + — Ivp = - - / +Y: 

sendo /? = 1,2,...,/7 e 

a = 
71 

Yi = V i +avp_! 

a ) a 
Y2, = e/>~ e^_i + | 1 - — I v _ ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-— J 

(3.8b) 

(3.9) 

(3.10a) 

(3.10b) 

Como se ve acima, a e (3 sao constantes que dependem dos parametros do circuito e do 

numero de subintervalos do periodo. Ja yx ey 2 sao funcoes do tempo, dos parametros do 

circuito e do passo de integracao. Na eq. (3.10b), e = ^e du, portanto, 

&RC 

,2% \ 
c o s t — p ) 

v n ' 
(3.11) 

O estado pode ser determinado em cada instante p a partir do estado no instante 

anterior, p-l. Para isso se devem resolver as equacoes nao-lineares (3.8). Ou seja, se deve 

resolver 
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1 + zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAa zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
a • , = 0 (3.12) 

ondezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA xp = [ Xp vp]T. Isso pode ser feito atraves do metodo de Newton-Raphson tomando-

se xp_, como estimativa inicial. 0 jacobiano de f e 

rf 

cx 

-1 

a di 

Cdk 

a 

1 + g 

AC 

(3.13) 

No final do processo se tern determinado o vetor de discrepancia: 

(3.14) 

3.4 O metodo de Newton-Raphson 

Para resolver o problema da determinacao da solucao periodica de um circuito nao-linear, 

formulado como um problema de valor de contomo em dois pontos, APRILLE & TRICK 

(1972a, 1972b) propuseram o metodo de Newton-Raphson. Posteriormente COLON & 

TRICK (1973) e ZEIN (1990) tambem trataram dessa tecnica, segundo a qual, a solucao da 

eq. (3.4) e obtida iterativamente por meio de 

V 1 

(3.15) 
- ( * + ! ) _ T ( t ) _ 
A 0 — 0 ce 

cx 
*0 J zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

de. 

a partir de uma estimativa inicial x[,0); sendo 
o jacobiano do vetor de discrepancia, 

avaliado com os valores disponiveis do vetor de estado inicial. 

O desafio enfrentado por Aprille e Trick foi justamente encontrar uma forma compu-

tacionalmente eficiente de calcular o jacobiano. Para isso foi definido a funcao 
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T(x 0 ) = s ( x 0 ) + x0 = | Q r G(x,T)rfc. 
(3.16) 

de modo que, 

£ T ( x o ) = _ a _ 

cx0 cx0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
JQ G(X,T)</T + X0 

ou zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

<?T(x0) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

8zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAXQ = i + r ? 
JO c 

r cG CX(T) 

cx cx0 

(3.17) 

A integracao indicada a direita da eq. (3.17) representa a matriz de transicao de estado 

correspondente a equacao variacional 

z = 

cG 

cx 
»(,)(0 

(3.18) 

associada a equacao diferencial (3.1), onde 

cG 
ax 

x(,)(0 

e o Jacobiano de G avaliado ao longo da trajetoria x' (t), 0<t<T. 

Resumindo, o Jacobiano do vetor de discrepancia e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

de 
^ = O ( r , 0 ;x ( 0 ' > ) - I (3.19) 

onde O(T,0;x[) ')) e a matriz de transicao de estado da eq. (3.18). 

A matriz de transicao de estado <&(T,0;x^), pode ser calculada facilmente, pois ela 

esta relacionada com o Jacobiano de G ao longo da trajetoria de x ^ . Aplicando-se a formula 

de Euler regressiva a eq. (3.1) se obtem: 

(3.20) 
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T zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ondezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA h- — eo tamanho do passo, p = l,2,...,n e xp = x(p/Y). A eq. (3.20) e resolvida pelo 

metodo de Newton: 

p p l-h 
cG 

cx 
*,-«» -*G(i»)] (3.21) 

cG 

onde e o jacobiano de G, e xn = x(nh) « x(T) . 

Apticando-se a formula de Euler regressiva a eq. (3.18), entao zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Zj = z 0 + /7 cG 

CX *1 

ou 

T 7. CG 
I - f l -

ex *i J 

-l 
(3.22) 

* c n -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = n I - / 7 
5G 

cx (3.23) 

Assim se tern: 

O (r , 0 ;x 0 ) * f l zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

P=\  

l - h 
cG 

dx (3.24) 

<i>-\ta*O) *n 

p=1 

I - A 
cG 

cx (3.25) 

onde /J foi previamente escolhido e x fora calculado antes. 
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3.4.1 O algoritmo do metodo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

O algoritmo de analise de regime permanente de circuitos nao-lineares baseado no 

metodo de Newton e o seguinte: 

1. Para um estado inicial dado x ^ calcule a solucao da eq. (3.1), x ( , ' ( ? ,x^ ) , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0<t<T; 

2. calcule a matriz de transicao de estado <t>(T,0;^), da eq. (3.18) e entao o 

Jacobiano do vetor de discrepancia; 

3. Corrija o estado inicial, isso e, calcule x^'+I) atraves da eq. (3.15); 

4. Retorne ao passo 1 com x[)'+1-) a menos que x ( ' ^ ( r ) - x ^ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA<s e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

x 0 x 0 t('"+l)_ , (0 

5. Pare. 

< 5 , onde s e 8 sao numeros positivos arbitrariamente pequenos; 

Exemplo 3.1 

Calcular a resposta de regime permanente do circuito da fig. 3.1 empregando o metodo de 

Newton-Raphson. 

Comparando-se as eqs. (3.1) e (3.7) identifica-se 

G(x,w) = 

v(«0 

CO 

' ' senw i?vV(tt)— 

COL 
&RC &RC 

(3.26) 

cujo jacobiano e 

dG 
CO 

1 di 

aCdk &RC 

(3.27) 

O procedimento de calculo apresentado na secao 3.3 deve ser modificado para 

fomecer alem do vetor de discrepancia o seu jacobiano. Em cada ponto da trajetoria tracada 

no espaco de estado para calcular o vetor de discrepancia, se deve calcular tambem a matriz 
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I - AM 
cG 

cx zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAK 

2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBATC </I 

CD/?C <A, 1 -
271 

otiRC 

(3.28) 

e entao se corrigir a matriz <I> , 

0» I -AM 
cG 

que inicialmente foi tomada igual a I. Terminado o processo iterativo se determina o 

jacobiano do vetor de discrepancia atraves da eq. (3.19). 

Estimando-se inicialmente o estado periodico como zero (x[,0 )=0) e tomando-se 

n = 256, se encontram em apenas duas iteracoes, o seguinte resultado: 

x -

-3.16045 10 

0.37094 

-3 

com zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
s = 

MO" 

3-10" 

A resposta de regime permanente do circuito da fig. 3.1 correspondente ao estado 

periodico encontrado acima e mostrado na fig. 3.2. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

4e-3 T 

2e-3 •• 

I 

-2e-3 •• 

-4e-3 x 

-1.5 x -0.2 

Fig. 3.2 Uma resposta de regime permanente do circuito da fig. 3.1 obtida pelo metodo de 

Newton-Raphson (exemplo 3.1). 
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Comparando-se as eq. (3.5) e (3.15) fica claro que o metodo de Newton-Raphson e 

um metodo de tentativas e erros, "inteligente", e verdade, pois H = - (ce/cx) -1 e funcao do 

proprio erro. As propriedades do metodo de Newton que se conhecem de outras aplicacoes 

continuam validas: convergencia rapida, mas que depende muito da estimativa inicial da 

solucao. O que ha de realmente novo aqui, e o processo de calculo do jacobiano. Esse 

processo, iterativo, exige um esforco computacional muito grande, uma vez que implica em 

produtos sucessivos e inversoes de matrizes. Esse esforco aumenta acentuadamente quando 

crescem a dimensao do vetor de estado e o niimero de passos de integracao. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3.5 Solucao do problema atraves de metodo de otimizacao 

Uma alternativa para a deterrninacao da resposta de regime permanente de circuitos nao-

lineares, formulada como um problema de valores de contorno em dois pontos, foi proposta 

NAHKLA & BRANIN (1977). Esse metodo, que se baseia em tecnica de otimizacao que 

emprega o gradiente, sera descrito a seguir. 

A funcao escalarzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA C(xo) ^ definida como o quadrado do modulo do vetor de 

discrepancia (eq. (3.3)): 

C(x0) = [e(x0)] r6(x0) (3.29) 

Se procura minimizar C(x0) ajustando x0, atraves de um algoritmo de otimizacao que 

requer o gradiente: 

rc(*o) 

CXN 

e(xo) (3.30) 

ou, usando a eq. (3.3), 

VC(*o) = 2-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAdXn •e(xo) (3.31) 
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A principal tarefa aqui e encontrar uma maneira computacionalmente eficiente de 

calcular o vetor gradiente. Para se realizar isso, se deriva a equacao diferencial do circuito, 

eq. (3.1), com respeito a x0, o que resulta na equacao diferencial linear dependente do tempo 

cx _zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA cG_ 

cx 
cx 0 

cx (3.32) 

que tern a forma da equacao variacional 

. dG 

cx (3.33) 

i(*o.O 

Essa equacao descreve pequenas variacSes em torno de qualquer trajetoria conhecida 

x(x 0 , / ) . A adjunta da equacao variacional e 

4/1 M*o, o 
(3.34) 

que tambem e linear e dependente do tempo. 

Uma propriedade fundamental de equacoes variacionais lineares dependentes do 

tempo e suas adjuntas, assegura que suas solucoes obedecem a relacao zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

y(O rz(0 = y(0)rz(0), (3.35) 

constante para todo t. De acordo com essa propriedade, se pode escrever 

e*(x0,oY„,,x_fftt(xoIo) 

ou 

dxQ 

dxQ 

z(0 = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAdXr 
2(0) 

z(0 = z(0) (3.36) 

levando-se em conta que 
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Assim, fazendo-sezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA z(T) = s(x0) na eq. (3.34), isto e, usando-se o vetor de discrepancia e(x0) 

como condicoes iniciais em / = T, e entao integrando-se recursivamente a eq. (3.34) ate / = 0, 

o vetor resultante z(0) e justamente o que se necessita. Logo a eq. (3.31) finalmente se reduz 

a: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

VC(x0) = 2-[z(e(x 0 ) ,0) -e(x 0 ) ] (3.37) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3.5.1 O algoritmo do metodo do gradiente 

Do que se apresentou acima emerge o seguinte algoritmo para encontrar o estado periodico e 

a solucao periodica correspondente: 

1. Escolha uma primeira estimativa de x0. 

2. Usando x0 como condicao inicial na eq. (3.1), integre-a progressivamente de t = 0 

ate / = T, guarde a trajetoria x(x0 ,7) na ordem em que ela e gerada. 

3. Calcule o vetor de discrepancia e(x0) e o quadrado de seu modulo C(xo)-

4. SezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA C, e menor do que um criterio de convergencia aceitavel, pare. Do contrario va 

para o passo 5. 

5. Use e(x0) como condicao inicial na eq. (3.34), a equacao variacional adjunta, em 

t = T e integre-a reversivelmente ate t = 0, usando a trajetoria x(x0,?) na ordem 

inversa para calcular a matriz (dG/cx) r durante esse processo de integracao. 

6. Calcule o vetor de discrepancia adjunto e dobre-o para obter o vetor gradiente 

V£(x0) . Entao passe C(xo) e ^C(xo) como argumentos de uma rotina de 

otimizacao para minimizar C(xo)-

7. Calcule a proxima estimativa de x0 usando o vetor de correfao Ax0 fornecido pela 

rotina de otimizafao e volte para o passo 2. 

A taxa de convergencia do metodo de gradiente e fortemente dependente do metodo 

de otimizacao usado para minirnizar C(xo)- NAHKLA & BRANTN (1977) empregam o 

metodo de Fletcher, embora outros metodos, como o de Polak-Ribiere (PRESS et al, 1986), 

possam ser empregados com possivel melhoria do desempenho do metodo de gradiente. 
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Exemplo 3.2 

Calcular a resposta de regime permanente do circuito da fig. 3.1 empregando o metodo do 

gradiente. 

0 esforco realizado para calcular o vetor de discrepancia e que foi descrito na secao 

3.3 e aproveitado no calculo do gradiente. A trajetoria x^zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (p = 1 , 2 , w ) deve ter sido 

cG 

cx 
em cada ponto. A solucao da memorizada, pois com base nela se definira a matriz -

equacao variacional adjunta e mais simples por se tratar de uma equacao diferencial linear. A 

equacao algebrica correspondente a eq. (3.34) e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ZP = 
* + nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (  dx J zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

- i 

I -

n V cx 
V 

(3.38) 

onde z0 =E tp - 1, 2, ... , n. 

Logo, a eq. (3.38) fica assim: 

dG 

cx e a transposta da matriz que e dada pela eq. (3.27). 

1 -

TC 

n zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

7t di 

no C dk 

71 
1 + 

7t di 

* 1 
n 

imC dk 

7C 

H O C 

(3.39) 

Uma vez que zn tenha sido calculado, o gradiente do vetor de discrepancia estara 

determinado atraves da eq. (3.37). 

Tomando-se o estado inicial como zero (x[,0 )=0) e n = 256, como foi feito no 

exemplo 3.1, se encontram em cinco iteracoes, o seguinte resultado: 

x = 

-3.16041-10 

0.37095 

-3 

com 

2-10" 

3-10" 

A resposta de regime permanente do circuito da fig. 3.1 correspondente a esse estado 

periodico e mostrado na fig. 3.3. 
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4e-3zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA T 1.5 T 

-4e-3 A -1.5 x 

-0.2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Fig. 3.3 Uma resposta de regime permanente do circuito da fig. 3.1 obtida pelo metodo do 

gradiente (exemplo 3.2). zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3.5.2 O metodo do gradiente com variacao de fase 

Na secao 3.5.1 ficou implicito que as condicoes iniciais sao sempre dadas emzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA t = 0; mas essa 

restricao nao e necessaria para a definicao do estado periodico. De fato se pode usar uma 

definicao de periodicidade geral: se w(r) e uma solucao periodica de periodo T, entao: 

onde <}> e uma fase que assume valores entre 0 e T. Ao se permitir que a fase seja variavel se da 

uma nova dimensao ao problema, o que equivale a oferecer um alvo maior para o processo 

iterativo atingir. Isso tende a tomar a convergencia mais rapida. 

Tomando-se a fase como uma variavel adicional, o vetor de discrepancia passa a ser 

definido do seguinte modo: 

w(<|)) = w(r+<t>) (3.40) 

(3.41) 
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ondezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA xzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(4>) e o vetor de condicoes iniciais era / = ((). O quadrado da amplitude de e(x(j)) 

tambem deve depender de <{>, ou seja, 

C(x+,4>) = [e(x+,<t»)fe(x+,<|)).zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (3.42) 

Desse modo, a dimensao adicional aparece no gradiente Vĉ (x+,<}>), com o termo 

5C(x. ,cp) . cx(x.,,,r + c}>) 

que deve se agregar ao vetor d£(x ,̂«j>)/3x ,̂ que se expressa pela eq. (3.30) e e efetivamente 

calculado pela eq. (3.37). 

O calculo eficiente de c C ^ , <{>)/«{) segue um procedimento analogo ao apresentado 

anteriormente. Primeiro se diferencia a eq. (3.1) com respeito a <|>, e assim se obtem a relacao 

cx _ cG 

ccp cx 

cx cG ,_ .... zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

7£
 +

 77'
 ( 3 4 4 ) 

i(xzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA4,f) C<{) C* 

que tem a forma da equacao variacional nao-homogenea zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

8G 

" cx y + VG(/), 

onde VG(/) =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA dG/dt e conhecido. A solucao desejada da eq. (3.44), 

dx(x4,r+<|>) 

y(T+<|>) = 
<3<j> 

e obtida integrando-se-a progressivamente de / = <j) a f = J* + <j>, usando-se 

y((})) = dx(x^)fd^ = 0 como vetor de condicoes iniciais. O componente extra do vetor 

gradiente e deterrninado de acordo com a eq. (3.43). 

Se agora o vetor gradiente aumentado V£(x^,<|)) e c ^ x ^ ) sao passados para uma 

rotina de otimizacao, conforme estabelece o passo 5 do algoritmo, retorna-se-ao nao apenas zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A x a , mas tambem A<{>, que determina como modificar-se a fase para a proxima iteracao, de 

modo que ^(x^ ,<J>) seja reduzido de uma maneira otima. 
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Capitulo IV 

UMA NOVA FORMULACAO DO 

METODO DO GRADIENTE E SUA EXTENSAO AO 

METODO DE NEWTON-RAPHSON zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Uma formulacao alternativa do metodo do gradiente surge ao se observar que o problema de 

valores de contorno a que foi convertido a determinacao do estado periodico de um circuito 

nao-linear, pode ser tratado como um problema de otimizacao com restricao. Essa nova 

versao do metodo, em que o gradiente e determinado por otimizacao, com as equacoes do 

circuito em cada instante tomadas como restricao, sera referenciada comozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA metodo da 

otimizagao restrita. 

4.1 O metodo da otimizacao restrita 

Como ja se colocou antes o interesse neste trabalho se concentra em circuitos com excitacao 

senoidal, cujos elementos nao-lineares sao so indutores. Sendo assim, a funcao G na eq. (3.1) 

pode se expressar ainda com grau de generalidade acima do suficiente, como: 

G = Ee + A x + By (4.1) 

onde, 

x = [ x\ x2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ••• xm V © 0 vetor de estado; 



y e uma funcao vetorial do vetor de estado atraves da qual as caracteristicas dos 

elementos nao-lineares entram na formulacao; 

E, A, B sao matrizes constantes no tempo, que dependem das amplitudes e frequencia 

das excitacoes, e dos parametros e topologia do circuito; zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

e e o vetor das excitacoes do circuito; uma funcao periodica do tempo. 

As equacoes de diferenca resultantes da discretizacao das eqs. diferenciais (3.1), 

postas na forma matricial sao: 

( A - I ) x p + B y ; , + Y p = 0 (4.2) 

onde, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

p=l,2,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ..., n; 

A=*A-
n 

B = ^ B ; 

n 

e = Je(w) du; 

n e o numero de passos de integracao; e 

yp=(A +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA l)xp_x +Byp_1 +E(tp-ep_x) (4.3) 

e funcao dos valores atuais das excitacoes e dos valores historicos das variaveis de estado e 

das excitacoes. 

Para se determinar um estado periodico (se e que existe algum) se estabelece a 

seguinte funfao objetivo: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

C(x0) = ^ [ s ( x 0 ) f s ( x 0 ) 

que deve ser minimizada com as restricoes (4.2). Isso equivale a minimizar sem restri9ao a 

seguinte funcao objetivo aumentada (tambem conhecida como funcao de Lagrange 

(GOTTFRIED & WEISMAN, 1973 ): 
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Z = i [e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA( x o) f e ( x 0 ) + £ ^ [ ( A - l ) x p + B y / , + y p ) ] zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
(4.4) 

onde s ( x 0 ) e o vetor de discrepancia definido pela eq. (3.3) ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA £p -  [ £ l p , £2p» ••• > ^ n p ] & 0 

vetor multipbcador de Lagrange no /7-essimo passo. 

Por conveniencia, a eq. (4.4) e reorganizada do seguinte modo: 

Z -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA | [ 8 ( x 0 ) f e ( x 0 ) + £1r[(A + I ) x 0 + B y 0 ] - £ [ E e 0 + 

+ J ] [ £ j (A - I) + £ ^ , (A +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA l)]xp + [ZTp + £;+ 1 ] Byp + 

+ [ £ j - £ j + 1 ] E e p + 

+ £ n r [ ( A - I ) x „ + B y J + £„ r Ee„ 
(4.5) 

Levando-se em conta que zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

J\±BTB zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA- -ETdx« + eTdx. 

se tern a seguinte expressao da diferencial da eq. (4.5): 

dZ = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
= i -ER + £ [ 

A + I + B 

dy 
\dx0-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA {sfE}de0 + 

«o JJ 

p-i 

A - I + B ^ 

cx zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+ £  A + I + B ^ 

cx 

dx. 

{ K - < + . ] E } J e ; + 

+ •< e
r + £ l A - I + B ^ 

cx 

(4.6) 

dy 

onde e o jacobiano da funcao y(x). 

No caso das excitacoes serem completamente fixas (em amplitude, frequencia e fase) 

os termos dep, p = 1,2,... ,n, na eq. (4.6) sao todos nulos. 
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As eq. (4.4) e por conseguinte a eq. (4.6) sao verdadeiras, quaisquer que sejam os 

valores dos multiplicadores de Lagrange. Contudo, por conveniencia, eles devem se definir de 

modo que anulem todos os termos da eq. (4.6), a nao ser aqueles que correspondam ao estado 

inicial. Desse modo, se assegura que o gradiente da funcao objetivo aumentada seja igual ao 

gradiente da funcao objetivo original. Para se levar isso a efeito, se estabelece a seguinte 

equacao: 

A - I + B ^ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

cx 

0 (4.7) 

a partir da qual se determina zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

£ = - I \ T - I + zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
dx 

(4.8a) 

Os outros multiplidadores de Lagrange sao determinados recursivamente e na ordem 

inversa. Isto e, parap = n-\,..., 1, se faz: 

A - I + B ^ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

cx zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+ £  
p+i A + I + B 

cy 

cx 0 

ou seja, 

A - I + B ^ 

CX 

A + I + B 
cy 

cx P+l (4.8b) 

Concluido esse processo, ha como calcular o gradiente dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA C, que conforme a eq. (4.6) 

e dado por: 

( 

A + I + B 

V 

cy zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

dx 

£, - e (4.9) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

*o J 
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Essa formulacao geral pode ate parecer complexa a primeira vista, mas de fato e mais 

compreensivel e muito mais eficiente, sob o ponto de vista de implementacao, que a da secao 

3.4.1. Isso fica claro reportando-se ao circuito da fig. 3.1 como se fara no exemplo seguinte. 

Exemplo 4.1 

Calcular um estado periodico do circuito da fig. 3.1 atraves do metodo da otimizacao restrita. 

O problema consiste fundamentalmente em determinar o gradiente da discrepancia. 

Isso poderia ser feito simplesmente particularizando-se o procedimento geral estabelecido 

acima, mas isso seria de pouca utilidade neste momento em que se quer deixar o metodo 

absolutamente claro. Portanto, se repetira todo o desenvolvimento, agora tomando-se por 

base o circuito da fig. (3.1). 

O problema agora se apresenta assim: minimizar a funcao objetivo 

sendo 

e2 =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Vn~V0 

e tendo as eqs. (3.8) como restricoes. 

Noutros termos, o problema e enunciado como: minimizar sem restricao a seguinte 

funcao objetivo aumentada: 

p=\ 

( , , a ^ a - , 

que apos a eliminacao de y1 e y2p , empregando-se as eqs. (3.10), e a reorganizacao numa 

forma mais conveniente fica assim: 
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C 2> zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA'0 + zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

- ) 
v 0 + [ - £ 2 l ] « o + zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

n-1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

z - £ , + £, 
+ £, y 

&7 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAV

P
 + 

+ l £ 2 - £ 2 , 

a .3 

Ĉ 2« 
1

P
 + 

1 + v„ + £ , e„ 

n 2„ n 

(4.10) 

A diferencial da eq. (4.10) e: 

JL = £ , dk0 + 

+ e, + a £ , + l - - ^ r £ 
--SzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA- Y 

^ 0 + [ -
£

2 , ] ^ 0 + 

n-1 

p=l 

-£, +£, --̂ 4 

+ 
a a dv. 

r , o n dj 

= £ , + 3 £ , 

- S. 

(4 11) 

Como a excitacao e completamente fixa (em amplitude, frequencia e fase) os termos 

dep, p = 0 , 1 , n , na eq. (4.11) sao naturalmente nulos. Existem valores dos 

multiplicadores de Lagrange com os quais todos os termos da eq. (4.11) sao nulos, excetos 
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aqueles que correspondem ao estado initial. Para deterrnina-los se deve estabelecer essa 

condicao comecando por: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

a _ p zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

a 

(4.12a) 

(4.12b) 

Resolvendo-se as eqs. (4.12) simultaneamente se determinam £,n e £2„- A partir dai os 

demais multiplicadores de Lagrange, serao determinados recursivamente e na ordem inversa: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

xp C dk 
9 -s> _°L^L 

onde, p = n-l,n-2,1. 

Uma vez calculados e £ 2 , se tern como determinar o gradiente da funcao objetivo, 

cX0 d\'0 

pois de acordo com a eq. (4.11), 

dCzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA _ „ _ J/ ' 
— 2- = £ , + B £ , — (4.13 a) 

(4.13b) 

Passando-se o erro C, e e seu gradiente V£ para a mesma rotina de otirnizacao 

empregada no exemplo 3.2 se chega ao mesmo estado periodico (A0 =-3,16045-10 Vs, 

v0 = 0,37094 V) que se encontrou la, partindo-se do estado zero. 
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Agora se percebe com clareza que o metodo da otirnizacao restrita e simples, muito 

mais do que aparenta atraves da formulacao geral. E tambem uma maneira extremamente 

eficiente de se calcular o gradiente. Aquela formulacao, que apresentou-se aqui apenas para 

demonstrar que o metodo e absolutamente geral, podera vir a ter importancia pratica noutra 

instancia, no desenvolvimento de uma rotina computational de proposito geral, capaz de ser 

apiicada a qualquer circuito de interesse. Note-se que a excitacao nao precisa se restringir a 

funcoes senoidais e que esta previsto acoplamento magnetico, atraves da funcao y(x). 

Antes de deixar de lado a formulacao geral, ela sera apiicada ao circuito da fig. 3.1. 

Isso e importante por varias razoes: primeiro, pode ajudar a quebrar uma eventual resistencia 

a sua aceitacao; segundo, serve para definir as dimensoes das matrizes A,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA B e E, que ficaram 

em aberto; por fim, da uma ideia do que essas matrizes representam. 

As equacoes diferenciais (3.7) postas na forma matricial sao: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

dk 

dv 

0 1 
o 

0 -
&RC 

1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

coC 

0 0 

E 

®RC 

[sen?/] 

Logo, as matrizes e vetores que participant das eq. (4.2) e (4.3) sao: 

A = 

a 

a 

RC\ 

B = a 

C 

E = 

0 

E 

<oRC 

0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAP 

' y p 

0 

_VP_ 

*p = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
(111 

cos — p 
V » 

Alem disso se tern que o jacobiano da funcao y e: 

0 0" zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

dy 

dk 
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Levando-se as matrizes expressas acima a eq. (4.9) ira se encontrar exatamente as 

expressSes dadas pela eq. (4.13), o que prova a compatibilidade entre as formulacoes 

particular do exemplo 4.1 e a formulacao geral. 

Os vetoreszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i f e y f e a matriz quadrada A tern obviamente a dimensao do espaco 

estado, que aqui e 2. Como ha apenas um elemento nao-linear e uma excitacao, B ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA tp sao de 

dimensao 1. A primeira dimensao da matriz E e sempre a dimensao do espaco e a segunda o 

numero de excitacoes. 

4.2 O metodo da otirnizacao restrita com variacao de fase 

Conforme foi discutido na secao 3.5.2, pode ser vantajoso permitir que as fases das 

excitacoes variem durante o processo de rninimizacao da discrepancia. Tambem foi visto que 

isso implica em num sobredimensionamento do jacobiano, ja que o vetor de discrepancia passa 

a ser funcao tambem das fases. A questao agora e: como os elementos adicionais do 

gradiente serao determinados pelo metodo da otirnizacao restrita? Para responde-la deve-se 

reportar a eq. (4.6). 

Suponha-se que existam k excitacoes no circuito, todas senoidais, de modo que 

e = 

sen(w + (|)1) 

sen(« + <t>2) 

sen(M + (j)fe) 

Por conveniencia, as amplitudes das excita?6es estao contidas na matriz E. Se tern por 

definicao que 
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\idu = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

- cos (u + 

-cos(w + <j)2) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

•COS(l/ + <J>A.) 

Logo, 

cos 

I 2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA K . 

C 0 S | — /7 + (t>2 

c o s | — /> + <!>* 

Os termos dtp (p - 0,1,...,/w) na eq. (4.6) nao podem mais ser desconsiderados como 

antes. Desenvolvendo-os, se tern por resultado: 

ou 

onde <|) e o vetor das fases e oe/c(|) e uma matriz diagonal de dimensao em que o 

7'-essimo elemento e 

(2K  . \ . 

A eq. (4.6) fica entao assim: 
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dZ = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
- s

r

+ £f zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA[ A + I + B ^ 
cx ]\dx0 + zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

n-l 

+ z 

p-1 

A - I + B 
cy 

cx p+l 

A + I + B ^ A + I + B ^ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA> 

ex 

+ <! s
r

 A - I + B ^ 

cx zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+4 
_ ^ E % + y f ( £ ; _ £ j ) E 1%. + £ [ E % (4.14) 

O vetor gradiente da discrepancia portanto e agora, 

cx 0 i bty 
(4.15a) 

Os multiplicadores de Lagrange continuam a ser calculados absolutamente como antes, isto e, 

resolvendo-se as eqs. (4.8). Tambem nao ha mudanca no calculo do sub-vetor dC,/dx.0, que 

continua a ser feito atraves da eq. (4.9). Isto e, 

cx 0 
A + I+B 

cy 

*0 J 

Por outro lado, como 

(4.15b) 

cfy 
ce 

- I E o<t> 

entao, 

(4.15c) 

esse sub-vetor deve ser calculado por parte a medida que os multiplicadores de Lagrange 

forem sendo determinados. 

Como se percebe facilmente, o esforco computational e maior quando se tomam as 

fases como variaveis. Mesmo assim, ha casos em que esse esforco adicional e compensativo 
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porque melhora a velocidade de convergencia; ha outros em que ele chega a ser decisive- no 

sucesso do processo de otirnizacao. No levantamento da curva de ferroressonancia, problema 

que e materia do proximo capitulo, e praticamente impossivel a solucao em alguns trechos, se 

nao se permitem as fases variarem. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

4.3 Criterios de definicao da resposta periodica de circuitos nao-lineares 

Tudo que se desenvolveu ate aqui teve por base um vetor de discrepancia s definido pela 

eq. (3.3). Ou seja, foi empregado ate agora ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA criterio dos extremos das trajetorias no espaco 

de estado (fig. 4.1a), segundo o qual, uma resposta e periodica se sua trajetoria no espaco de 

estado e fechada; ou seja, se os extremos da trajetoria durante um periodo completo 

coincidem. 

O criterio dos extremos e exato e absolutamente geral. Contudo, por imposicao de 

ordem pratica ele e relaxado. Em vez de e = 0 se pratica | s | < c . Isto repercute no espaco de 

estado do modo que se ve na fig. 4.1a. A resposta e considerada periodica se os extremos da 

trajetoria estao dentro de uma regiao arbitrariamente pequena. No espaco bidimensional, 

como no caso da fig. 4.1, essa regiao e um circulo. No espaco tridimensional, uma esfera e em 

espacos de dimensoes mais elevadas, a regiao e uma hiper-esfera. Com a relaxacao do criterio 

sua seguranca e prejudicada, passa a haver risco de uma solucao quase-periodica ser tomada 

por solucao periodica (KUNDERT & SORKTN, 1988; GLAZIER & LEBCHABER, 1988). 

Para contornar essa dificuldade pode ser necessario aumentar a trajetoria por mais alguns 

periodos. 

Quando sao esperadas solucoes periodicas simetricas (fig. 4.1b), o que ocorre quando 

o trato e com circuitos bilaterais, um criterio particular pode substituir o dos extremos, para 

se ter economia de esforco computacional e possivelmente mais resolucao. Esse outro 

criterio, denominado criterio dos limites, se apoia numa nova definicao do vetor de 

discrepancia: e =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x - x onde 
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(b) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Fig. 4.1 Espaco de estado bidimensional. (a) Trajetoria generica; (b) 

trajetoria fechada e simetrica correspondente a uma solucao periodica de 

circuito bilateral. 
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max (x, ) 

p=L«zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1P 

min (x, ) 

p-i.it P 
max (x, ) 

e x = 

min (x2 ) 
P-i.it p 

max(x ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

p=l, n r 

™n (*„„) 
P = I . " * 

Note-se que x e x nao sao vetores de estado do circuito, ou melhor, nao sao pontos da 

trajetoria no espaco de estado do circuito, mas sim colecoes de coordenadas (maximas e 

minimas respectivamente) de tais pontos organizadas em forma de vetor. Isto esta muito 

evidente na fig. 4.1a. 

Suponha-se que o valor maximo da variavel de estado x, ocorra no instantezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA r{ e o 

valor minimo em st, entao zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

v m/r„ VzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA mJsm 

(4.16) 

No caso muito particular de nao haver histerese no circuito bilateral, se poderia esperar 

respostas com simetria de meia onda. Assim, os valores limites estariam defasados no tempo 

em meio periodo, ou seja, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

5, = r,± - , / = 1,2,...,« 

sendo que o sinal deveria ser escolhido de modo que 0 < st <n. 

O que muda no metodo da otirnizacao restrita com o criterio dos limites? A definicao 

da funcao objetivo se mantem: 

90 

http://P-i.it


porem £ agora e dado pela eq. (4.16). Logo, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

i = l 

Desta maneira a diferencial da funcao objetivo aumentada e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

dZ = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA£ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
A + I + B zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

cy 

cx 
> dx0 - { f if E } c/e0 + 

A - I + B 
cy 

cx zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
+  £  

>+i 
A + I+B§^ 

cx 

+ { [ * J - * L I 1 k } * j 
+ 

+zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA< 
£ 

A - I + B 

cy 

cx 
^ „ + { £ n

r

E} j e r 

<fr p + 

(4.17) 

Naeq . (4 .17)S = R l f ^ - ^ f, sendo 

8, se = ou /? = 5, 

0 se p*rt t p^Sj 

De acordo com a eq. (4.17), quando se emprega o criterio dos limites, o gradiente e 

dado por 

vc = A + I + B ^ 

cx zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
x

o 

O esforco computacional pode ser reduzido porque o processo iterativo de calculo de 

£j nao deve comecar necessariamente no fim do periodo, mas sim a partir do ultimo instante 

em que ocorreu um pico, isto e, no instantep = q tal que q = max(rl5 sl,r2,s2,...rm,sm), pois, 

£ p = 0 parap = n,n-\, ...,q + \. Parap = q,q-\,...,\,£,p e calculado recursivamente re-

solvendo-se: 
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-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAT -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A - I + B ^ 

cx 
K P . 

A + I + B $ ^ 
cx (4.18) 

O procedimento para permitir a variacao de fase das excitacoes e completamente 

analogo ao apresentado na secao 4.2. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

4.4 Calculo do jacobiano do vetor de discrepancia pelo metodo da otirnizacao restrita 

Ligeiramente modificado, o metodo da otirnizacao restrita, inicialmente desenvolvido para 

calcular o gradiente V£, podera tambem ser empregado para calcular o jacobiano ce/cx 0. 

Mais adiante se vera como isso e possivel. 

Como a funcional erro e definida por 

(4.19) 

seu gradiente e dado por 

. cC _ 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA dzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(ETe) 

r 1 T 

cx 0 2 cx c 

ou seja, 

CXn 2 
CE 

_5x0_ 
e. (4.20) 

A equacao (4.20) permite determinar o gradiente da funcional erro quando sao 

conhecidos o vetor de discrepancia £, e seu jacobiano e ce/cx 0. Infelizmente, essa equacao 

nao estabelece uma relacao biunivoca entre o gradiente e o jacobiano de £ ; o que e obvio, 

pois o gradiente contem menos informacao que o jacobiano. Basta observar, por exemplo, o 

seguinte: vetores de discrepancia em que os elementos de um sejam iguais em valores aos do 

outro, sao diferentes se os elementos de igual valor sao de posicoes diferentes. Neste caso, os 

jacobianos sao diferentes, mas as funcionais erros associadas e seus gradientes sao iguais. 

A prova formal de que a relacao (4.20) nao e biunivoca e simples. Se fosse possivel 

determinar o jacobiano c£/cx 0 de um vetor de discrepancia £ dado, a partir do conhecimento 
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do gradiente V£ da funcional erro associada (definida pela eq. (4.19)), haveria um vetorzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA p. no 

espaco vetorial de £, de modo que a matriz quadradazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \LTE fosse nao-singular. Mas isso nao 

acontece; quaisquer que sejam £ e | i , a matriz | ir£ sera sempre singular (suas colunas sao 

nulas ou linearmente dependentes de outras). 

Sendo pragmatico, considere-se que os vetores £ e x0 e sejam de mesma dimensao,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA m. 

Para qualquer matriz quadrada U, com a mesma dimensao do vetor £ e independente do 

estado initial, x0, a seguinte igualdade e valida: 

g(U,e) = n c e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

CXn CXn 

Se todos os elementos de U, sao nulos exceto o /-essimo elemento diagonal, que e unitario, o 

produto U, ( C E / C X 0 ) e uma matriz quadrada em que /'-essima linha e a unica que nao e nula, 

mas sim, igual a /'-essima linha de <5e/cx0. Por outro lado U,e e um vetor em que o /-essimo 

elemento e igual ao /"-essimo elemento de £ e que os demais sao nulos. 

A conclusao e portanto a seguinte: se £ e substituido por U,£ = [0 0 ••• s, ••• 0 0]T 

nas eqs. (4.8a) e (4.9), o gradiente que se obtem e o da funcional erro C, = 2 s/2 ' 0 1ua^ 

corresponde justamente a /"-essima linha do jacobiano de £. Isto e, 

cs, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
O S , 

dx, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
mo 

Fazendo-sezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i = 1, 2 , . . . , m\ sucessivamente se determina o jacobiano por completo, linha por 

linha. Ou seja, o jacobiano do vetor de discrepancia que se precisa determinar e, 

cxn 

8xlQ dx zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2o 

<3s, 

dxm 

de2 de2 
<3s2 

cxn, 

mo 

de„ 

dx 
mo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

fc

l 

T -[ v c 2 ]
r 

[VCm]3 
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Neste ponto, fica muito claro o tamanho do esforco computational exigidozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA no 

processo de determinacao do jacobiano em comparacao com o que e requerido para o calculo 

do gradiente. O esforco computacional do jacobiano e maior que o do gradiente. o numero de 

vezes correspondente a dimensao do jacobiano. E preciso ter isso em mente, e decidir se vale 

a pena arcar com esse onus. A experiencia mostra que ha circunstancia em que o metodo de 

Newton-Raphson e indubitavelmente melhor, pois converge rapidamente, enquanto o metodo 

do gradiente so consegue a solucao com um numero de i te ra tes muito alto. 
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Capitulo V 

ANALISE DE FERRORESSONANCIA 

ATRAVES DO METODO DA OTIMIZACAO RESTRITA zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A tecnica da otirnizacao restrita sera apiicada agora em conjunto com um procedimento de 

continuacao, para se levantar a caracteristica de ferroressonancia fundamental de um circuito 

contendo um indutor saturavel. As faixas de valor dos parametros do circuito em que haja 

risco de ferroressonancia tambem serao determinadas. 

O estudo a que se reportara este capitulo teve por base o circuito mostrado na fig. 5.1. 

A dependencia da corrente de magnetizacao com relacao ao fluxo magnetico foi expressa por 

uma funcao polinomial de 9- ordem, embora isso nao seja nenhuma imposicao metodologica. 

A tecnica de otirnizacao restrita e absolutamente geral, conforme ficou demonstrado no 

capitulo anterior, e pode aceitar qualquer outra dependencia nao-linear. 0 programa de 

computador, em que essa tecnica foi implementada, e inclusive capaz de gerar internamente a 

relacao de dependencia atraves dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA spline sob tensao (SCHWEIKERT, 1966; CLINE, 1974a), 

a partir de alguns pontos da curva caracteristica experimental dados. Para ter essa faculdade, 

o programa incorporou as subrotinas desenvolvidas por CLINE (1974b). 



Fig. 5.1 Circuito fenroressonante serie. 

5.1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A resposta transitoria do circuito 

As equacoes que governam o circuito da fig. 5.1 no dominio do tempo sao: 

^ + v + K / = £ s e n ( © f - ( p ) , (5.1a) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
at 

C— = i . (5.1b) 
dt 

A relacao bilateral nao-linear entre o fluxo concatenado X e a corrente de magnetizacao / e: 

i = aX + bXq, X>0 (5.1c) 

onde a e b sao constantes reais e q e um numero inteiro impar. Deseja-se determinar a respos-

ta transitoria do circuito subseqiiente a energizacao, dadas as condicoes iniciais X(0) e v(0). 

As derivadas em relacao ao tempo que aparecem nas equacoes (5.1a) e (5.1b) sao 

removidas dividindo-se o periodo T em n intervalos de tempo iguais de duracao At, e 

aplicando-se a regra trapezoidal. Isso resulta nas seguintes equacoes discretizadas: 

Xp - Xp_x + —(vp + vp_x + Rip + Rip^) 

—| cos ( 2 7 izyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA^ -4) ) - cos ( 2 T T ^ — - - <t>) f = 0 (5.2a) 
© L n n 
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O fluxo magnetico e maximo emzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA tzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = j At e rninimo em t = kAt. Analogamente, a tensao do 

capacitor e maxima em t = / A t e rninima em / = m A /. 

A funcional erro e minima quando a resposta for de regime permanente. Portanto o 

problema aqui e minimizar Q, sujeita as restricoes dadas pelas eqs. (5.2). Essas restricoes 

podem ser removidas, incorporando-as a funcional objetivo mediante o emprego de 

multiplicadores de Lagrange. Essa funcional objetivo aumentada, que deve ser rninimizada 

sem restricao alguma, e: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

- - {COS(2TX£- - - c o s ( 2 7 t ^ - - is,)}] 

+ \ [ ( V
? - V i ) - 2 Z ^ 

- l p J + l p 2 

- £ „ X0 + ^ ( £ , A - - £ - ) + v 0 - £2 i ) + cos* 

+ V P zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA{ ^ < * » ,
 +

^ , )
+

^ -
£

V . } + f c o s ( 2 ^ - ( l ) ) . ( - £ l p + £ V l ) 

onde £ , e £2 p sao os multiplicadores de Lagrange, e £,n+] = 0 ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA £2^. , = 0 P o r definicao. 

Assumindo que a tensao da fonte seja fixa, a diferencial primeira de Z e dada por: 
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5Z =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 8k0 \-£hzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA + f-£ (A, + 8v0 ( % f + 

+ £ 8X^1 1 + ^ 1 f T zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2// J"1' 

2/7 Vi 2//C V> 

T 
/

' \27/^^ ' ' °
2

 ^ ' 2 / i ~ V i ~ V i zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

onde zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

P dk 

(5.4) 

u,,̂  = 1 para p - j , k e = 0 para outros valores de /?, 

p.2^ = 1 para p = l,m e H2 p = 0 caso contraria 

Os multiplicadores de Lagrange, £ 1 ? e £ 7 ^ , sao determinados resolvendo-se as 

equacoes: 

RfDT\ fpT 
2// 

fpT 

V '  + 2nCzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA^p^ (5.5a) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+ £

2 , = ~
S

2 ^2 D - ^^lp+j
 + £

2 B + i 
V 2/2 ^P+i P+] (5.5b) 

retroativamente no tempo, para p = 5, 5-1,... ,1; onde 5 = max(/, /V, /, /w), pois S^p e £ ^ sao 

nulos parap = 5 + 1 , . . . , n. 

Por fim, se obtem a diferencial primeira de Z: 

5Z = oX, +-5—8v0 

onde 

dk, ~ *** In C '  (5.6a) 

cV0 2//
 / ] (5.6b) 
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As condicoes iniciais para as quais a funcional erro tern um valor minimo, serao determinadas 

passando-se as informac5es do gradiente para uma rotina de otirnizacao. A resposta gerada 

com essas condicoes iniciais e a resposta de regime permanente do circuito. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

5.2.2 Determinacao pelo Metodo de Newton-Raphson 

Outra vez considere-se a resposta transitoria do circuito da fig. 5.1 durante um periodo 

completo (secao 5.1). Para determinar a resposta de regime permanente pelo metodo do 

gradiente, uma unica funcional erro foi definida (eq. 5.3). Diferentemente do que foi feito la, 

definam-se agora duas funcionais erros como iguais as discrepancias: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

C]=e, = maxzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(/V) + min(>i) 

Existe um estado initial X0, v0, para o qual = £2 = 0. A resposta transitoria gerada 

pelas eqs. (5.2) a partir deste estado initial pode ser identificada como a resposta de regime 

permanente. Portanto, o objetivo agora e determinar o estado initial para o qualzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA C,X=Q2~ °> 

respeitando-se as equacoes do circuito (eqs. (5.2)). Essas restricoes podem ser removidas, 

incorporando-se-as as funcionais erros mediante multiplicadores de Lagrange. Assim, sao 

estabelecidas as seguintes funcionais objetivos aumentadas: 

^ 2 = s 2 = max(v) + min(v) 

= v , + V, m 

i T zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Z 1 = e 1 - £ l l l X 0 + ^ r ( £ l l l ^ 

COS(J) + 

n 
11 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

i P T \ 

+ — C O S 

CO 

(2«J-*).(-aIlF+«IVl) (5.7a) 
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£,, £ 
Z 2 = s 2 - £ 2 1 i X 0 + ^ i - ( £ l l i J R - ^ L ) + v 0 ( ^ l - £ 7 2 i ) + ^ c o s ( l ) + 

+ vJ—(£,, + £,, ) + £,, -£ , , 1 + zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+ - c o s ( 2 7 t ^ - < t » ) - ( - £ 2 1 + £ 2 1 , ) (5.7b) 

Nas eqs. (5.7), ^ (a = 1,2; P = 1,2) e o multiplicador de Lagrange na oc-essima funcional 

da (3-essima equacao do circuito, ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA } = 0 por definicao. 

Com a fonte fixa, em amplitude e fase, a diferencial primeira de Zj e: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+ 

i f RfpT\ 
1+-

2» 
V 7 

1 2/7 r n * + 1 2//C 

iv_l^-£ n +£ 1 2 + ^ 
p [2 /?zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA H P

 1 2 f 2« 
g - g I 

onde 

= 1 para p = _/', k e 1 ^ = 0 para outros valores de p. 

Os multiplicadores de Lagrange, e £ , 2 , sao determinados resolvendo-se as 

equacoes: 

( RfpT\ 
1 + -

In H
1

' zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
£12 = " H i + 1 g + p £ 

2n I ^ V i " 2 n C ~
1 2

'
+

i 
(5.8a) 

(5.8b) 
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retroativamente no tempo, parazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA p - s, 5-1, ... , 1 ; sendo 5 = max (j, k), pois l U p e £ 1 2 ^ sao 

nulos parap = 5+1, 5+2,..., n. 

Por fim, se obtem a diferencial primeira de Z j i 

onde 

(5.9a) 

cVn 2/? ~ 1 2 ' 
(5.9b) 

De maneira analoga, se tem que a diferencial primeira da funcional Z 2 e: 

8Z 2 = s U - * * , - f ^ ^ ^ - ^ f + Sv, 
~2/7~ ~ 2 2> 

V zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
+ 

1 + 
RfJ\ 

In 

/ , 7 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

j» 2wC ^ 2 ' 

1 -
Rf.T\ 

In zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

f T 

2>?C 2 2 * + 1 

+ 

onde / , = A , como antes, u 2 ^ = 1 para /? = j,k e = 0, para outros valores dep. 

Os multiplicadores de Lagrange,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA S
7l

 e £ 2 2 , sao determinados resolvendo-se as 

equacoes: 

1 + 
2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAAJ In 

fpT 
(5.10a) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1

 & 4 . & — 

2/7~ 2 Vi + ^ 2 V ' 
(5.10b) 
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retroativamente no tempo, parazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA p = s, 5-1, ... , 1 ; sendo s = max (/, m), pois £ 7 l p e S ^ &° 

nulos para/? =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 5+1, 5+2, ... , 

Por fim, se obtem a diferencial primeira de Z 2 : 

onde 

cZ- az. 8Z 2 = ^ 2 - 5 X 0 + - = - 2 - 5 v 0 

C A 0 cv0 

cZ 2 _ 

^ > +

 2/7 

-22, 

21 ' c 
(5.11a) 

cZ 2 _ ^21, T 

8vn 

„ ^22 , (5.11b) 

As derivadas expressas pelas eqs. (5.9) e (5.11) formam respectivamente a primeira e a 

segunda linha do jacobiano 

cZ _ 5[Zj Z 2 ] 

£x 0 ~ d[X0 v 0 ] 

O estado inicial para o qual Zj = Z 2 = 0 e determinado por um esquema iterativo de 

Newton-Raphson. As iteracdes sao dadas por: 

X0 

0+1) (0 -1 

,vo_ .
v

o _ .
Z

2 _ 

As iteracoes convergem para um estado periodico, isto e, um estado inicial a partir do qual, a 

resposta transitoria gerada do modo que e descrito na secao 5.1, coincide com a resposta de 

regime permanente do circuito. 

5.3 A caracteristica de ferroressonancia de frequencia fundamental 

Uma vez que as equacoes que governam o circuito sao nao-lineares, pode existir uma unica 

solucao, ou podem existir solucoes multiplas, dependendo da amplitude E da tensao de 

excitacao. Ha boa chance da solucao ser unica para baixas amplitudes, porque o circuito opera 

na regiao linear. Conhecendo-se uma solucao de regime permanente e a amplitude de tensao 
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de excitacao correspondente, um procedimento de continuacao pode ser empregado para 

determinarem-se outras solucoes. 

Considere-se a solucao de regime permanente correspondente a uma amplitude £, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A . A 

representada pelo estado inicial (v 0 , Seja A = max(?i), o valor de pico positivo dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA X. O 

procedimento de continuacao compreende a procura por uma nova solucao (v 0, X0) e a 

amplitude desconhecida E da excitacao, tal que um novo valor de pico A = max(?t) do fluxo 

concatenado e dado por: 

A = A+8A = A* (5-12) 

onde A* e especificado. A busca parte das condicoes iniciais (v 0 , X0) e amplitude £ , ja 

conhecidas no passo anterior. 

O procedimento de continuacao e por conseguinte, a determinacao de uma nova 

solucao com um valor especificado de pico do fluxo, A*, conhecendo-se a solucao 

correspondente ao valor de pico (A - 8 A ) . 

Os procedimentos de calculo descritos a seguir levam a determinacao das solucoes de 

regime permanente simetricas do circuito nao-linear, como uma funcao da amplitude da fonte 

de tensao. Os resultados da analise sao usualmente apresentados como uma curva 

relacionando o pico da onda de fluxo concatenado com a amplitude da fonte de tensao. Cada 

ponto dessa curva, conhecida como caracteristica de ferroressondncia, representa uma 

solucao de regime permanente. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

5.3.1 Determinacao pelo metodo do gradiente 

Para se levar a efeito procedimento de continuacao pelo metodo do gradiente, se define uma 

nova funcional objetivo da seguinte maneira: 

onde 
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£ 3 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

= max(X) + minzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (X) 

= max(v) + min(v) 

= max(X) - A* 

A nova solucao e obtida minimizando-se Q, sujeita as restricoes dadas pelas equacoes (5.2a) e 

(5.2b). 

Pode-se mostrar que o gradiente da nova funcional erro C, e dada por: 

[VC] = 
aczyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA sc, ec, 

cX0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA cv0 cE 

onde 

- H + 2 w ^ - i , c ; 

cv0 2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA/7 1̂ 

I F =—  ^ + - L E ( -
£

i + £

i , ) co s( — 

(5.14a) 

(5.14b) 

(5.14c) 

Neste caso, os multiplicadores de Lagrange, £ ] ? e que aparecem nas eqs. (5.14) sao as 

solucoes de 

1 + 
RfpT\ m f,T 

In In 

f T 

~ Vi 2«C ~V> 

(5.15a) 

(5.15b) 

onde u3^ = 1 para p = j e u3^ = 0 caso contrario. 

Um procedimento de otimizacao suprido com a informacao do gradiente fornecera a 

nova solucao (v0 , X0) e a amplitude E da excitacao necessaria para se obter o valor de pico 

especificado A* do fluxo concatenado. As solucoes de frequencia fundamental sao obtidas 
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aumentando-se progressivamente A*. Em cada passo, o procedimento que determina a 

solucao, usa a solucao obtida no passo anterior como estimativa inicial. 

O algoritmo que e finalmente sugerido para determinar a curva de ferroressonancia e o 

seguinte: 

1. Obter a solucao do circuito1 para um valor baixo de amplitude,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA E0, da tensao de 

excitacao. Seja A o valor de pico do fluxo correspondente a essa solucao. 

2. Determinar uma nova solucao, na vizinhanca da solucao conhecida anteriormente, cujo 

pico de fluxo A = (A + 8A) seja especificado. Este passo compreende o seguinte: 

(a) Gerar uma resposta transitoria ao longo de um periodo completo para uma 

tensao de excitacao E0, e condicoes iniciais X . 0 , v 0 . Durante o calculo do 

transitorio, 

(i) calcular e armazenar fi = ci/cX em cada passo de tempo; 

(ii) monitorar as formas de onda de v e X e armazenar os valores maximo e 

minimo dessas variaveis e os passos de tempo que eles ocorrem, isto e, 

jAt, kAt, I At em At. 

(b) Depois de determinar a resposta transitoria, 

(i) calcular a funcional erro C, e seu gradiente, 

(ii) passar os valores calculados da funcional erro e seu gradiente para uma 

rotina de otimizacao, tal como a rotina de Polak-Ribiere (PRESS et al, 

1986), a fun de alterar convenientemente os parametros X0, v 0 , E0. 

(c) Repetir (2a), (2b) ate que £ seja menor que uma tolerancia especificada. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

5.3.2 Determinacao pelo metodo de Newton-Raphson 

Um modo alternativo de se levar a efeito o o procedimento de continuacao e descrito a seguir. 

Deseja-se agora encontrar um novo estado inicial (X0 v 0 ) e uma nova excitacao (E, <(>), tais 

que: 

'Uma solucSo do circuito e definida pelo fluxo inicial no indutor, X zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAq , e a tensao inicial do capacitor, v 0 
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CizyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(X 0 , v 0 ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA E, <|>) = max(X) + min(X) = 0 

C2(^o>
 v

o> = max(v) + min(v) = 0 

Q3(X0,v0,E, <|>) = max(X)-A*=0 

Exatamente da maneira que foi descrita na secao 5.2.2, se formam as funcionais 

aumentadas Zx, Z 2 e Z 3 e determina-se a matriz jacobiano 

cZ _ c[Zj Z 2 Z 3 ] 

ax " d[X0vQE^] 

Tomando-se a ultima solucao encontrada, [X0 v0E §]T, como estimativa inicial, emprega-se 

o esquema de Newton-Raphson para encontrar uma nova solucao [k0 v0 E $]T, na vizinhanca 

da solucao anterior, para a qual Zx = Z 2 = Z 3 = 0. As iteracoes sao dadas por: 

onde, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0+1) 
^0 

CO 

vo v

o 

E 

_4>. A . 

(5.16) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

v cx 

0) 
-Zl 

(0 

(5.17) 

As correcoes A, devem ser deterrninadas a partir da eq. (5.17) e substituidas na eq. (5.16) 

para se obterem valores atualizados de [ X 0 v0E $]T. Porem, as eqs. (5.16) sao um conjunto 

de 3 equacoes a 4 incognitas e portanto, admite uma infinidade de solucoes2. Dentre essas, e 

recomendavel se escolher aquela mais proxima da solucao anterior, o que pode ser feito zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
4  

impondo-se a condicao de que V A 2 seja minimo. 
i=i 

Do que se apresentou ate aqui surge o seguinte algoritmo para determinacao da 

caracteristica de ferroressonancia: 

2

 Esse e um problema semelhante aquele que e tratado por Scheid (1991). 
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1. Obter uma solucaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (kQ, v0, E0, <}>) para uma amplitude baixa da fonte de excitacao 

£ 0 s e n ( o r - <}))). Seja Ao pico do fluxo concatenado correspondente a essa solucao. 

2. Determinar uma nova solucao na vizinhanca da solucao conhecida, para qual o pico de 

fluxo concatenado seja A = A + 5A. Este passo compreende o seguinte: 

(a) Gerar a resposta transitoria durante um periodo completo da excitacao com 

condicoes iniciais X 0 , v 0 . Durante o calculo do transitorio: 

(i) Calcular e guardar fp - -^r em cada passo de tempo 

(ii) Monitorar as formas de onda de X e v; guardar os valores finais X„ e vn. 

(iii) Identificar e guardar os valores de pico A = max(A) e V - max(v) e os 

passos de tempo em que eles ocorrem. 

(b) (i) Calcular o vetor de discrepancia e =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA [ e
l
 8 2 e 3 J e o jacobiano j ^-

(ii) Usar o procedimento de Newton-Raphson para alterar £ = 

(c) Repetir os passos (2a) e (2b) ate quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Cj,C2,C3 sejam menores que uma 

tolerancia especificada. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

5.4 Resultados e discussao 

A caracteristica de ferroressonancia do circuito da fig. 5.1 foi obtida usando-se a 

tecnicas descritas na secao precedente. O circuito e o equivalente de um transformador de 

potencial indutivo desconectado da barra de alta tensao. A capacitancia serie representa a 

capacitancia do disjuntor aberto. Os parametros usados nos calculos foram: 

<j)-0, # = 32kn , C = 400pF, 

i = aX + bX9, a = \0~\ b = 1.8385- 1(T 3 6, 

que sao iguais aos de um circuito similar, que e apresentado por KIENY et al (1991). 

^0 ^0 ^0 4> 
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A fig. 5.2 mostra a curva de ferroressonancia fundamental e ela concorda bem com os 

resultados de KJENY et al (1991), que emprega uma metodologia computacional 

completamente diferente. Os pontos da curva de ferroressonancia que sao indicados na 

fig. 5.2 como • , sao conhecidos comozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA pontos criticos. Neles a direcao da curva muda com 

referenda ao eixo das abcissas. 

Para amplitudes da tensao de excitacao entre 40 kV e 2385 kV, o circuito 

ferroressonante estudado apresenta tres solucoes de regime permanente. Essas solucoes sao 

tipicamente representadas na fig. 5.2 pelos simbolos ©, ® e G). O segmento da caracteristica 

de ferroressonancia compreendido entre os dois pontos criticos representam solucoes de 

regime permanente que sao instaveis. As figs. 5.3 e 5.4 mostram as formas de onda da tensao 

do indutor e da corrente de magnetizacao correspondentes as solucoes estaveis (pontos ©, e 

G>) e a solucao instivel (ponto ®) respectivamente. Para ambas as figuras, a amphtude da 

tensao de excitacao e de 1000 kV. Uma mudanca de fase de aproximadamente 180° pode ser 

observada entre as formas de onda das solucoes estaveis (fig. 5.3). zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

amplit ude da t ensao da f ont e, kV 

Fig. 5.2 Caracteristica de ferroressonancia fundamental do circuito da fig. 5.1. 

(C = 400 pF, R = 32kfi). 
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tempo normalizado, (TzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA=1) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(b) 

Fig. 5.3 Solucoes estaveis do circuito da fig. 5.1 para uma tensao de excitacao de 

1000 kV; (a) com baixo nivel de saturacao (ponto © da fig. 5.2); 

(b) com alto nivel de saturacao (ponto G> da fig. 5.2). 
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A figura 5.5 mostra a caracteristica de ferroressonancia obtida para diferentes valores 

da capacitancia, mantendo-se os outros parametros fixos. Pode-se ver que a regiao de 

instabilidade das solucoes periodicas dirninui com a capacitancia e que a amplitude da tensao 

de excitacao correspondente ao ponto critico © e pouco sensivel a variacao da capacitancia. 

Ferroressonancia e observada somente para capacitancias na faixa 0.01 pF < C < 400 nF. Na 

segunda serie de experimentos numericos, a capacitanciazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA C foi fixada em 400 pF. A fig. 5.6 

mostra as caracteristicas de ferroressonancia para valores crescentes da resistencia. A 

caracteristica de ferroressonancia e quase insensivel a resistencia e somente para um valor de 

320 MQ e que o fenomeno nao foi observado. 

Do modo como foram definidas as funcionais erros ate agora (pelo criterio dos 

limites), somente sao encontradas as respostas de regime permanente com formas de onda 

simetricas. Contudo, e possivel que a resposta de regime permanente de circuitos nao-lineares, 

mesmo bilaterais, venha a apresentar formas de onda assimetricas (CHUA et al, 1992). Uma 

funcional erro capaz de revelar a existencia de solucoes de regime permanente assimetricas 

deve ser estabelecida com base no criterio dos extremos (ver secao 4.3). Esta nova funcional 

se definiria ainda pela eq. 5.13, onde zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

t empo normalizado (T=1) 

Fig. 5.4 Solucao instavel do circuito da fig. 5.1 para uma tensao de excitacao de 

1000 kV (ponto ® da fig. 5.2). zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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12000 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

400 pF 

1000 2000 3000 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

t ensao de excit acao, kV 

(a) 

18000zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA t 

t ensao de excit acao, kV 

( b ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Fig. 5.5 Dependencia da caracteristica de ferroressonancia fundamental com 

relacao a capacitancia do circuitozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (R = 32kQ); (a) caracteristicas para C < 400 pF; 

(b) caracteristica para C = 400 nF. 
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8000zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA -r zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1800 2000 2200 2400 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

t ensao de excit acao, kV 

Fig. 5.6 Dependencia da caracteristica de ferroressonancia fundamental com relacao 

a resistencia serie (C = 400 pF). 

s 3 = max(X)-A* 

com antes, mas com as discrepancias de fluxo e tensao redefinidos como: 

A analise de ferroressonancia do circuito da fig. 5.1 foi repetida mudando-se o criterio 

de definicao da resposta de regime permanente. Nao foram observadas solucoes de regime 

permanente assimetricas. As caracteristicas de ferroressonancia foram determinadas pela 

minimizacao da funcional £ , definida por um e outro criterio de regime permanente, e os 

resultados foram identicos. Alem disso, a analise foi feita usando as tecnicas do gradiente e de 

Newton-Raphson, descritas respectivamente nas secoes 5.3.1 e 5.3.2. Outra vez nao se 

encontrou diferencas significativas nos resultados. O que se observou realmente de diferente 

foi o tempo exigido por cada metodo. Para se ter uma ideia dessa diferenca, na fig. 5.7 se 

compara o numero de iteracoes requerido por cada um dos metodos para se chegar a alguns 

pontos da curva de ferroressonancia. 

s 2 =
v

„ -
v

o 
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w zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
w  

o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
CO zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

03 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

•o o 
c zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

30zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA T 

20 --

10 -• 

© zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

L i gradiente 

• Newton-Raphson 

O © © 

ponto da curva de ferroressonancia 

Fig. 5.7 Numero de iterac5es para se obterem os pontos indicados da curva 

de ferroressonancia da fig. 5.2. 

Observou-se que bem proximo dos pontos criticos o processo encontra alguma 

dificuldade de convergencia com o metodo do gradiente. Com o metodo de Newton-Raphson 

se tem um indicador de proximidade dos pontos criticos. Nesses pontos, A parte do jacobiano 

do vetor de discrepancia correspondente as variaveis de estado (isto e d[Z,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Z2]
T/c{k0 v 0 ] ) , 

torna-se singular, e portanto, ao atravessa-los o determinante dessa matriz muda de sinal. 
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CapftulozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA V I 

CONCLUSAO 

Os metodos para a analise de circuitos nao-lineares em regime permanente sao de dois tipos, 

conforme o dominio em que as solucoes sao obtidas:zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA metodos no dominio da frequencia e 

metodos no dominio do tempo. 

Os metodos no dominio da frequencia fornecem diretamente uma resposta de regime 

permanente aproximada. Dois deles foram abordados no capitulo I I : o metodo do balanco de 

harmonico e o metodo de Galerkin; justamente os de uso mais frequente. 

Os metodos no dominio da frequencia reunem uma gama de desvantagens, a comecar 

pelo esforco computacional exigido. Para se ter uma ideia, suponha-se que apenas a 

componente de frequencia fundamental mais dois harmonicos sejam dominantes. Isso da seis 

incognitas (amplitude e fase de cada harmonico) para cada variavel de estado. Se o numero de 

variaveis de estado e cinco, a ordem do sistema de equacoes a ser resolvido e trinta. Porem 

mais serio, e o fato do metodo exigir que sejam pressupostos quais harmonicos sao 

determinantes. Essa solucao presumida pode ser instavel ou harmonicos importantes podem 

ter sido desprezados. 

Os metodos no dominio do tempo sao em principio dois: o metodo da linearizagao 

por partes e o metodo da integragao explicita. Naturalmente, eles fornecem a resposta 



completa (transitoria mais periodica) do circuito. AJgum procedimento adicional e necessario 

para evitar a componente transitoria . 0 usual e tratar a determinacao da resposta de regime 

permanente de um circuito nao-linear como um problema de valores de contorno em dois 

pontos e procurar resolve-lo empregando-se um metodo de tentativas e erros ou um metodo 

de otimizacao. 

Aprille e Trick enfrentaram o problema da determinacao da resposta periodica de um 

circuito nao-linear como um problema de valores de contorno em dois pontos, empregando 

um esquema de Newton-Raphson. A dificuldade nesse metodo e calcular a matriz zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ce/c\Q onde s = x( T) - x 0 e o vetor de discrepancia entre o vetor de estado inicial e o vetor 

de estado apos um periodo completo. Esse calculo requer a integracao num periodo completo 

do sistema de equacoes diferenciais originais para determinar s (x 0 ) . Alem do mais, varias 

integracoes de periodo completo das equacoes variacionais correspondentes sao necessarias 

para se calcular ce/cx 0, apesar de que essas integracoes possam ser efetuadas 

simultaneamente com as integracoes principais. 

Uma vez que o processo iterativo de Newton-Raphson tenha se iniciado 

satisfatoriamente, o metodo de Aprille-Trick converge rapidamente; mas a regiao de 

convergencia e algumas vezes restrita, e o esforco computacional por iterapao pode ser alto 

para grandes problemas. 

O metodo do gradiente e fortemente dependente da tecnica de otimizacao empregada 

para minimizar a funcional objetivo. E de convergencia mais lenta que o metodo baseado no 

algoritmo de Newton-Raphson, embora algumas vezes convirja numa regiao consideravel-

mente mais ampla. Nesse metodo, um algoritmo de otimizacao e usado para minimizar o 

quadrado do modulo do vetor de discrepancia P (x 0 ) = [ e ( x 0 ) ] r zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
- 6 ( x 0 ) . O calculo do 

gradiente dessa funcao escalar de x 0 requer a integracao progressiva num periodo completo, 

das equacoes diferenciais originais, do mesmo modo que no metodo de Aprille e Trick, mas 

somente uma integracao regressiva das equacoes variacionais adjuntas, usando e(x 0 ) como 

condicoes iniciais. O vetor gradiente e duas vezes o vetor de discrepancia adjunto. 

116 



0 metodo da otirnizacao restrita desenvolvido neste trabalho e uma formulacao 

alternativa do metodo do gradiente, muito mais compreensivo e mais eficiente, e que 

comprovadamente, e extensivel a determinacao do jacobiano do vetor de discrepancia. Outra 

vantagem da nova formulacao e o fato dela se adaptar ao criterio dos lirnites tao bem quanto 

ao criterio dos extremos. Embora restrito, o criterio dos lirnites e muito eficiente quando sao 

esperadas solucoes simetricas, pois melhora a resolucao e reduz o esforco computacional. 

Para levantamento da caracteristica de ferroressonancia, o metodo da otirnizacao 

restrita conjugou-se com um procedimento de continuacao. O processo parte de uma solucao 

de regime permanente em condicoes de nao-saturacao (cuja determinacao e muito facil) e 

prossegue, buscando uma nova solucao em que o fluxo maximo tenha sido especificado. Em 

cada passo, a solucao do passo imediatamente anterior e tomada como estimativa inicial. 

O metodo de Newton-Raphson quando converge, faz em poucas iteracoes. Contudo 

exige um esforco computacional por iteracao muito alto. Isso o desfavorece em comparacao 

com o metodo do gradiente, quando aplicado a problemas em que as variaveis de estado sao 

muitas. Por exemplo, se ha 15 condicoes iniciais, a matriz jacobiano tem dimensao 16x17, e 

16 equacoes lineares simultaneas devem ser resolvidas repetidamente, no processo iterativo de 

Newton-Raphson, o que tem repercussao marcante no tempo de processamento. Nestas 

circunstancias, o metodo do gradiente devera ter melhor desempenho. 

Ao se conseguir uma formulacao unica, que atenda tanto ao metodo do gradiente, 

quanto ao de Newton-Raphson, viabilizou-se a criacao de um programa de computador 

hibrido que da ao usuario maior autonomia. 

Este trabalho se configura como um trabalho de base, com possibilidades de 

aplicacoes diversas. Para efeito de sua continuacao, algumas sugestoes se apresentam: 

• Implementacao e validacao de um procedimento para determinacao dos ramos de 

bifurcacao da caracteristica de ferroressonancia. 

• Adaptacao da rotina computacional desenvolvida para aplicacao a sistemas eletricos 

trifasicos de porte, empregando-se tecnicas de preservacao e exploracao de 

esparsidade. 
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Realizacao de estudos de ferroressonancia utilizando modelo reaUsta do nucleo 

ferromagnetico, que leve em conta histerese e correntes parasitas. Isso podera ser 

feito sem nenhum obstaculo, pois o metodo da otirnizacao restrita e absolutamente 

geral e nao faz restricao ao modelo de nao-linearidade adotado. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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