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Resumo 

Desde a decada de 70 o metodo de Monte Carlo tern sido a tecnica predominante 

para a simulagao de sistemas de comunicagoes. Entretanto, nos ultimos anos uma 

tecnica de redugao de variancia conhecida como valorizagao das amostraszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (Importance 

Sampling) vem demonstrando ter melhor desempenho possibilitando simulagoes mais 

curtas com a mesma precisao. 

A moclelagem para implementar a valorizagao das amostras exige um amplo conhe-

cimento dos processos estocasticos envolvidos e a escolha de parametros da simulagao 

que tern forte impacto no desempenho do metodo. 

Nesse trabalho o metodo de valorizagao das amostras e aplicado a sistemas de 

comunicagoes codificados, utilizando o metodo gradiente descendente estocastico para 

a escolha ot ima dos parametros da simulagao. O ganho de desempenho obtido na 

simulagao e demonstrado para um sistema com codigo de Hamming em canal A W G N . 

A redugao do custo de processamento encontrada para esse sistema foi de ordem 10 

quando comparada a simulagao original com IS. 



Abstract 

Monte Carlo Trials is the main method used since the 70's to perform communi-

cation systems simulation. Nowadays, a variance-reducing method has been used to 

improve the simulation performance. This method is called Importance Sampling (IS) 

and i t allows to perform faster simulations w i t h same accuracy. 

In order to use IS, i t is necessary to know in detail the underlying stochastic process 

and to choose specific simulation parameters, which have a strong performance impact. 

In this work, IS is applied to encoded communication systems, using the Stochastic 

Gradient Descent (SGD) method to optimize the parameters search. 

The performance gain sped up the simulation process ten times when compared to 

the original simulation wi th IS. Experiments were performed with Hamming encoded 

system over additive white Gaussian noise (AWGN) channels. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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Capitulo 1 

Introdugao 

0 surgimento de tecnologias que a cada dia possibilitam novos scrvigos tornou as 

telccomunicagocs um dos campos que mais cvoluiu nos lilfimos anos c que vcm atraindo 

um grandc numero dc pesquisadorcs cm scus diversos ramos de atuagao. 

Com a existcncia dc um mercado tao promissor, empresas por todo mundo investem 

cm tecnologias inovadoras que possam modificar o dia-a-dia dc sens usuarios. Sao 

sistemas moveis dc tcrccira gcragao (CDMA2000, DECT, U T R A ) [37], H D T VzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA {High 

Definition Television) , PLC {Tower Line Communication), W L A N (Wireless Local 

Area Network), redes de alta vclocidadc, cntrc outros, proporcionando novos servigos 

c links cada vez mais rapidos c scguros. 

Em uma area tao dinamica novas oportunidades cstao constantcmcntc surgindo, e 

incorporar novas tecnologias rapidamente e cficicntemcnte c um rcquisito fundamental 

para novos projetos. 

A validagao de uma nova tccnologia rcquer o uso dc mcdidas dc dcscmpcnho que 

possam garantir as mclhorias cstabclccidas durante o projeto. Espccificamcntc em 

sistemas digifais a medida amplamente utilizada c a probabilidade de erro de bit (BER 

- Bit Error Hale), que c uma medida csfafi'sfica da confiabilidadc do sistema. 

Para obter o valor da BER podc-sc usar prototipagem, calculos analfticos ou si-

mulagao. A prototipagem demanda custo c tempo dc projeto, j a a utilizagao de calculos 

analfticos c lirnifada pcla cornplcxidade dos sistemas e do canal dc comunicagao en-

volvido. Por fim, simulagao c uma forma mais gencrica para csfimar o valor da BER 

e tern sido amplamente utilizada na prafica. 

0 metodo de simulagao tradicional em sistemas dc comunicagoes c conhecido como 

Metodo de Monte Carlo. Esse metodo visa reproduzir o sistema conrplctamentc uf i -
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lizando modclos discrctos no tempo, tcndo como caractcristica principal a gencralidade. 

0 metodo dc Monte Carlo torna-sc impraticavcl em sistemas corn probabilidade dc 

erro muito baixa, pois o tempo de proccssamcnto nccessario para obtcr valorcs estatis-

ticamentc significativos torna-sc intoleravcl mcsmo utilizando computadores de ul t ima 

geragao. Por excmplo, levantar a curva da probabilidade de erro cm sistemas com 

codificagao turbo podc demandar ate uma scmana de proccssamcnto. Uma solugao 

para esse problema c o uso dc tccnicas dc redugao de variancia que sao mctodos mais 

eficicntcs (rapidos) para csfimar a BER. Entrc cssas tccnicas o metodo dc valorizagao 

das amostras (IS -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Importance Sampling) e o mais promissor, com o qual foi obtida 

uma redugao de proccssamcnto da ordem dc 10 s [5]. 

Embora o ganho de dcscmpcnho com a valorizagao das amostras tenha sido utilizado 

cm varios sistemas simulados, a sua aplicagao nao c dircta, e nccessario analisar o 

modclo do sistema c conheccr os proccssos alcaforios cnvolvidos [9]. 0 metodo bascia-sc 

em modificar as densidades de probabilidade desscs proccssos dc uma forma convcnicntc 

para a simulagao. Essa modificagao c conhecida como polarizagao. 

Mcsmo apos a escolha da cstratcgia dc polarizagao, e nccessario encontrar parametros 

que otimizem o ganho do proccssamcnto obfido pcla valorizagao das amostras. Em 

muitos casos, esses parametros sao enconfrados utilizando o metodo da "forga bruta", 

ou seja, realizam-se varias simulagSes com parametros distintos c o conjunto de valores 

com melhor desempenho e selccionado. 

Alguns mctodos de otimizagao dc parametros para a valorizagao das amostras tern 

sido propostos c a convcrgcncia desscs mctodos tern sido demonstrada [12] [13]. Entre-

tanfo, ate cntao esses mefodos foram utilizados para sistemas simples e scm mcmoria. 

Nesse trabalho, um metodo dc otimizagao dc parametros cm Importance Sampling c 

utilizado para auxiliar a aplicagao dc valorizagao das amostras em sistemas com codi-

ficagao. 

A Scgao 1.1 confern alguns conccifos imporfanfes na modelagem de sistemas di-

gitals. As Scgocs 1.2 c 1.3 discutcm as medidas dc dcscmpcnho cm sistemas dc co-

municagoes e os principals metodos para calcula-las. Na Scgao 1.4 c introduzido o 

problema do calculo da probabilidade de erro de bit (BER). Por fun, a Scgao 1.5 des-

creve a organizagao da disserfagao. 
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1.1 Modelo do Sistema de Comunicacao Digital 

Nesta scgao sera estabclecido um modelo para um sistema de comunicagao digital. A 

dcscrigao a seguir tern como objctivo introduzir conceitos utilizados no dccorrcr do 

prescntc trabalho. 

Na FigurazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1.1 e mostrado o diagrama clc blocos do modelo dc um sistema de comu-

nicagao digital . A informagao a scr transmitida e gcrada pela fonte, que emite um bit 

a cadazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA To scgundos. 0 modulador cm seguida segrncnta a seqiiencia de bits cm blocos 

de k bits. Cada bloco c mapcado cm um unico sfmbolo, dc modo que um sfmbolo c 

cmitido a cada T„ = k • 'L\ scgundos. 

b. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
i 

sfi) x(t)\ 
Fonte Modulador l Canal Fonte Modulador Canal 

— i — • 
i 

f 

Dcmodulador 
r zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

— * ~ 
Detetor 

Ruido Receptor 

Figura 1.1: Modelo para um sistema de comunicagao digital. 

Os simbolos emitidos sao cscolhidos a partir dc um alfabcto que contem M simbolos 

distintos, denominados por s i , s 2 , . . . , % . Todos os simbolos sao considerados cquipro-

vaveis, ou seja, a cada intervalo Ts todos os simbolos do alfabcto tern a mcsma proba-

bilidade dc sercm transmitidos. Escrcvcndo formalmentc, a probabilidade a priori pi 

do sfmbolo Si scr transrnitido c dada por: 

Pi=M> z = l , 2 , . . . , M . 

Dc modo geral, para urn sfmbolo confer a informagao dc k bits, c nccessario que o 

tamanho do alfabcto scja M = 2 f c simbolos. 

Para cada sfmbolo Si do alfabcto, o modulador associa uma forma clc onda Si(t) a scr 

transmitida atraves do canal. As formas dc onda possiveis na safda estao relacionadas 

ao metodo dc modulagao que podc scr por mcio de pulsos ou uma forma de onda. 

Em ambos os casos as formas de onda transmitidas sao modificagocs na amplitude, 

frequencia, ou fasc dc uma portadora, ou alguma combinagao dessas modificagocs. 
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Os formatos basicos clc modulagao digital saozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA amplitude shift keying (ASK) , fre-

quency shift keying (FSK), c phase shift keying (FSK) [28]. Em alguns sistemas a 

combinagao da modulagao cm fasc c em amplitude aprcscnta algumas vantagens. Essa 

modulagao e conhecida como quadrature amplitude modulation ( Q A M ) [29]. 

0 sinal st(t) e ncccssariamcntc limitado em energia, que e definida como 

0 canal esta dirctamcnte relacionado com o meio fisico atraves do qual as formas 

de ondazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Si(t) sao transmitidas. Divcrsos modclos para canais tern sido propostos en-

globando cliferentes mcios de comunicagao. A cxisfencia clcsses modclos e fundamental 

para analisar o sistema analificaincnfe ou atraves clc simulagao. 

Do mcsmo modo que os bits clc informagao, c conscquenfcmcnfc os simbolos, fern 

uma estaffstica associada, o mcsmo acontecc com o canal. Apos a forma cle onda 

Si(t) ser transmitida atraves do canal, cla pode sofrcr modificagocs alcatorias cau-

sadas por ruido adifivo, ruido rnulfiplicafivo, infcrfcrcncias, afcnuagao, sclcfividadc 

cm frequencia, atrasos, dcsvanccimcnto, enfrc oufros. Essas modificagScs tern uma 

distribuigao dc probabilidade associada e desde que o sinal x(t) na enfrada do receptor 

pode ser confundido com um sfmbolo do alfabcto difcrente do sfmbolo transmitido. 

0 receptor tem a farefa dc observar o sinal rccebido x(t), a cada intervalo cle Ts 

scgundos, e fazcr a mclhor estimativa do sinal transmitido, ou cquivalcntementc, do 

sfmbolo transmitido. A estimativa do sfmbolo transmitido c feita cm cluas etapas. 

Primeiro o demodulador convcrtc a forma de onda rcccbida x(t) cm um vctor N d i -

mensional r = [ r i r 2 • • • rjsf], cm que iV c a climensao cla forma cle onda transmitida. 

Por cxcmplo, na modulagao ASK o sinal transmitido tern apenas uma climensao, j a na 

modulagao 4-PSK, a dimensionalidadc e dois [28]. A segunda ctapa c rcalizada pelo 

detctor. 0 vctor r deve confer toda informagao imporfantc da forma dc onda rcccbida 

c que e suficicntc para que no proccsso clc dctcgao o receptor possa decidir qual das M 

possfveis formas cle onda c mais provavel cle tcr sido transmitida. 

Ha cluas formas principals clc consfruir denioduladores, podc-se ufilizar filtros casa-

dos ou corrclatorcs [29]. A construgao dos dcteforcs csta ligada ao conhecimcnto cla 

cstatistica do canal. Em geral, os detetorcs cstabcleccm uma rcgra baseada no vctor r 

que maximize a probabilidade cle uma decisao correta. Alguns clcsses criterios sao [29]: 

maxima probabilidade a posteriori ( M A P ) , maxima probabilidade a priori , c maxima zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(1.1) 
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verossimilhanga. 

As probabilidadcs clc erro dc sfmbolozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (ps) c erro clc bit (pi,) fornaram-se fundamen-

tals no dcscnvolvimcnto c analisc clc novos sistemas clc comunicagoes como medidas clc 

desempenho. Na proxima scgao algumas medidas clc dcscmpcnho scrao cifadas c as 

probabilidadcs ps c pb scrao definidas. 

1.2 Medidas de Desempenho em Sistemas de Co-

municagoes 

O desempenho cle um sistema clc comunicagao c caractcrizado por divcrsos tipos de 

medida. 0 conjunto de medidas e difcrentc dependendo do sistema particular cm 

estudo. 

Em urn sistema de mult iplo accsso como C D M A , T D M A ou F D M A , medidas como 

numcro dc canais, taxa dc transmissao c eficiencia clc uso do espectro sao dc natural im-

porfancia. Aclicionalmcntc, cm um sistema movel celular, medidas cle dcscmpcnho im-

porfantcs sao, consurno clc energia nos terminals movcis, tempo para handojf, trafego, 

intcrferencia, rclagao sinal-ruido, rcuso de freqiiencias, enfre oufros. Para sistemas cle 

transmissao clc dados, medidas importantcs scriam taxa clc transmissao, capacidadc do 

servidor, numcro clc colisocs, enfre outros. 

Alcm das medidas lisLadas acima, ha cluas medidas clc desempenho relacionaclas a 

produgao clc erros no sistema, que sao dc particular irnportancia cm qualquer sistema 

cle comunicagao digital . Como discutido na scgao anterior, a informagao transmitida 

pelo sistema pode scr rcconhccida cm tcrmos cle bits ou clc simbolos, cle modo que 

e importantc conhcccr a probabilidade do sistema fransmitir uma certa informagao 

c rccebc-la com erro. Essas medidas sao conhecidas como probabilidade cle erro de 

sfmbolo, c probabilidade dc erro cle bit (BER - Bit Error Rale). Esses valorcs sao 

importantcs pois demonstram o nivel clc confiabilidadc do sistema, c tem sido utilizados 

desde os primciros sistemas digitais, seja na cspccificagao do sistema, ou como um 

critcrio clc comparagao para valiclar uma nova tecnica. 

Em urn sistema com alfabcto clc M simbolos, dado que st 6 transmitido, a proba-

bilidade de erro c dada por 
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P(crro|s. t) =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA P(sj\si), i= 1 ,2 , . . . , M , (1.2) 

onde, PzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(sj\s.i) 6 a probabilidade do receptor decidir pelo simbolo Sj dado que o sfmbolo 

Si foi transmitido. A probabilidade de erro de sfmbolo c calculada ponderando as 

probabilidadcs de erro cspccfficas, como segue 

M 

PszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ^ p i - P ( e r r o | s i ) 

M 

i=l j / i 

cm que pt c a probabilidade de fransmifir o sfmbolo ,s,. Caso os simbolos sejam 

cquiprovaveis, p; = JJ, para i = 1 ,2 , . . . , M, e ps e escrito como 

1 M 

^ i E E w (i .4) 

A BER c definida como a probabilidade que uma unidadc de informagao (bit) seja 

interpretada erroncamcntc pelo receptor. Sendo p^ 0 ) c p ( 1 ) as probabilidadcs cla fonte 

cmit i r um bit "0" e " 1 " , rcspcctivamentc, a probabilidade clc erro clc bit pi, 6 dada por 

P b =--Pm • p(l\0) + PW • P(m (1-5) 

cm que p(y\x) c a probabilidade cle rcccbcr o bit "-;/' dado que o bit V foi emiticlo 

pcla fonte. Se os bits forcrn cquiprovaveis, p^ — p* 1 ' = 1 /2 , e pi, torna-sc 

P 6 = ^ ( p ( l | 0 ) + p ( 0 | l ) ) . (1-6) 

Dc modo gcral, e possfvel obfer a BER a parfir da probabilidade cle erro clc simbolo 

ps. Se n(Sj, Si) c o numcro dc bits que difercm enfre os simbolos Sj e Sj, entao 

M 

Pi, = $ ^ S n ( s j > s i ) • Pi • p ( s j l s i ) . (!- 7) 
j=i j/i 
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cm que foi feito uso das Equagoes 1.2 c 1.3. Em alguns sistemas o alfabcto dc simbolos 

pode ser binario,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA M = 2. Ncsse caso pi, = ps e a Equagao 1.7 e simplificada a Equagao 

1.5. 

Na proxima scgao scrao relacionados os principais mctodos para calcular ps c pi,. 

No Capftulo 6, sistemas com codigos dc confrolc dc erro sao considcrados. Para esses 

sistemas a probabilidade de erro de uma palavra codigo e de intcrcssc, c como sera 

visto, uma palavra-codigo pode scr intcrprefada como um sfmbolo transmitido. 

1.3 Calculo cle Desempenho em Sistemas de Comu-

nicagoes 

Urn passo nccessario no desenvolvimcnto de um novo sistema de comunicagoes e a 

experimcntagao. Entretanto, construir prototipos do sistema c um proccsso caro e 

consome tempo. Alem disso, depende da disponibilidade da cquipe que projeta o hard-

ware e dos componentcs necessarios. 0 uso dc prototipagem e rclativamcnfc inflexfvcl, 

pois a escolha dc certos componentcs frequentemenfc restringe os valores dc alguns 

parametros do sistema. Felizmente c possfvel modelar o sistema e predizer algum com-

portamento usando mctodos para calculo dc dcscmpcnho. Como detalhado na scgao 

anterior, as medidas dc dcscmpcnho dc intcrcssc sao a probabilidade clc erro cle sfmbolo 

e a probabilidade dc erro dc bit ( B E I l ) . Ja que a forrnulagao para calcular cssas medidas 

e similar, a partir dc agora, as medidas clc dcscmpcnho dc intcrcssc scrao referenciadas 

apenas como calculo cla probabilidade cle erro. 

I la clifercntcs abordagens para predizer o valor cla probabilidade clc erro, cada uma 

com vantagens c desvantagens proprias. A aplicabilidadc dc urn dado metodo depende 

das particularidades do csqucma de modulagao, codificagao, do canal c cla cstrutura 

do receptor. 

A aplicagao clc tccnicas analiticas fern a vantagem que cxprcssocs cm formulas 

fcchaclas sao obtidas bascanclo-sc cstritamcntc na manipulagao clc equagoes. Entre-

tanto, na medida que a complcxidadc do sistema aumenfa, pode-se encontrar carac-

tcrfsticas clc nao-linearidade, memoria, codificagao, diversidadc, espalhamento cspec-

tral, cmbaralhamcnto, entre outros, que dificultam a obfengao clc uma formula fechada 

para o calculo cla probabilidade cle erro. Alem disso, os modclos clc canais que surgiram 

nos liltimos anos sao cornplcxos, resultando cm uma fungao densidadc cle probabilidade 
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(fdp) nao gaussiana na safda do receptor [29]. 0 que torna os calculos ainda mais 

dificeis. 

Abordagcns alternativas [20], bascadas cm limitcs ou aproximagocs, tern sido ampla-

mentc utilizadas na literatura, cntrctanto, as abordagcns corn maior generalidade nao 

possibilitam estimativas prccisas dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA po, ctnquanto que cstratcgias mais promissoras sao 

dificeis de aplicar c perdem alguma generalidade. As abordagcns mais utilizadas sao: 

dcsigualdadc de Chcbyschcv, limite dc ClicrnofT, aproxirnagao gaussiana, aproxirnagao 

da fdp por scric, cxtrapolagao da calda c aproxirnagao ponto dc scla (Saddle-point) [20]. 

Esses mctodos tern sido aplicados cm alguns sistemas, mas devido a sua imprecisao, 

complexidade c falta dc generalidade, nao tern sido rnuito utilizados na pratica, e nao 

scrao abordados no prcsente trabalho. 

No final da decada dc setenta tornou-sc comum o uso cle tccnicas que utilizam o 

cornputador para cstimar o dcscmpcnho clc sistemas cle comunicagoes. Essa tcnclcncia 

foi motivada pclos sistemas clc satelite, principalmente devido a dificuldade clc analisar 

em forma fechada um sistema nao-linear corn rcstrigao na largura clc faixa. A nao-

lincaridacle gera uma componente dc ruido nao-gaussiana no receptor c a rcstrigao na 

faixa introduz intcrfcrcncia infcrsimbolica, que cm gcral caracteriza urn enlace digital 

de satelite. 

Simulagao em cornputador dc sistemas clc comunicagoes e uma ativicladc multiclisci-

plinar que envolve clcmcntos dc divcrsos campos, tais como modelagcm cle sistemas, 

projeto clc sistemas, qucstocs de implcrncnlagao, modelagcm c gcragao cle proccssos 

aleatorios, cstatfstica c tcoria cle estimagao. A simulagao rcproduz o sistema utilizando 

modclos cliscrctos no tempo, e usa gcradorcs clc mimeros aleatorios para representar os 

proccssos estocasticos cnvolvidos. 

Tradicionalmcntc as sirnulagocs sao chamadas cle simulagoes clc M o n t e Car lo , c 

sao caractcrizadas por usarcrn gcradorcs clc mimeros aleatorios c screni implementagdes 

clirctas do estimador cla media arnostral, Capftulo 2. Cornparaclo corn outros mctodos 

cle calculo dc desempenho, Monte Carlo e a abordagem mais gencrica. Outra vantagem 

cla simulagao cle Monte Carlo c que, em contraste com os mctodos clc aproxirnagao, a 

prccisao do estimador pode ser facilmentc dctcrrninada durante a simulagao, como sera zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

mostrado no Capftulo 3. 

A evolugao dos sistemas cle comunicagoes, hojc admitindo transmissao clc video, 

audio c dados a altas taxas, juntamcntc com o surgimento clc tecnologias com trans-

missao cle alto grau dc confiabilidade (fibras-oticas), implica que a probabilidade clc 
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erro torna-se cada vcz menor. Como sera visto no Capftulo 3, quanto rncnor o valor 

da probabilidade de erro, maior o tempo nccessario para a simulagao obtcr estimativas 

precisas. Por isso, o metodo de Monte Carlo torna-sc impraticavel para sistemas com 

baixa probabilidade clc erro. A origem desse problema c que se a probabilidade clc 

erro e muito pequcna, os crros, que sao os eventos significantcs na simulagao, sao raros 

de ocorrer e a simulagao nao consegue obtcr a informagao ncccssaria para estimar a 

probabilidade cle erro. Quando os eventos importanfes fornam-sc raros, impossibilita 

o metodo clc Monte Carlo cxlrair conclusoes esfafisficamcnte significativas. 

Daclas as dificuldades cla simulagao de Monte Carlo, c descjavel usar tccnicas que 

recluzem o tempo nccessario para obtcr uma estimativa prccisa da probabilidade clc erro, 

tornando a simulagao mais rapicla. As tccnicas que acclcram o processo cle estimagao 

sao conhecidas como tecnicas de redugao de var ianc ia . 

Dentre essas tccnicas, a mais promissora c a tecnica cle valor izagao das amost ras 

(IS -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Importance Sampling) que c aprcsentada no Capftulo 4. Esse metodo tambem 

e conhecido como rnctodo clc Monte Carlo modificado, pois rcaliza uma simulagao clc 

Monte Carlo moclificando os proccssos cstocasticos cnvolviclos. E uma tecnica que usa 

conceitos cla cstafistica, c sc baseia em aumcntar a proporgao dos eventos raros (crros) 

que sao cle interesse na simulagao. Para tanto, a distribuigao clc probabilidade do ruido 

e polarizada na diregao das regioes em que os crros ocorrcm. 

A iclcia por traz cla polarizagao e que a probabilidade que um erro de comunicagao 

ocorra durante a simulagao torna-se maior que cm uma simulagao clc Monte Carlo 

convencional, clc modo que uma simulagao mais curta sera suficiente para adquirir 

medidas cstatisticamente significativas. 

Na proxima segao sera definido formalmcntc o problema do calculo cla probabilidade 

cle erro em sistemas clc comunicagoes digitais. Em scguida, um cxcmplo simples c 

apresenfado cm que a probabilidade clc erro pode scr obfida analificamcnfc. 

1.4 Definigao Geral do Problema 

As equagoes para a probabilidade dc erro dc bit c dc simbolo obtidas na Scgao 1.2 

fizcram uso clc cstatfsficas cnvolvidas nos proccssos clc transmissao c reccpgao, que sao 

quantidades desconhecidas no processo clc simulagao, c nao Coram usadas fungoes que 

representassem o sistema cle comunicagao em questao. Nessa segao sera expos to um 

modelo clc sistema cle comunicagao mais convcnicnfc para o proposifo clc estimagao, c 
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a probabilidade dc erro sera definida dc uma forma mais dctalhada que anteriormente. 

Considcrc o modelo simplificado dc um sistema dc comunicagoes digitals mostrado 

na Figura 1.2. A fungao do sistemazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA g(-) abrange o transmissor, o canal, c a parte do 

receptor que c anterior aozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA decisor, ou comparador. 0 valor dc cada sfmbolo s* na safda 

do decisor depende do valor dc cada arnostra do sinal Vk em sua entrada. klcalmente, 

a seqiiencia dc simbolos {s*} rcconsfrufda pelo decisor deveria scr igual a seqiiencia 

transmitida { s f c } . Entretanto, havera um numero dc variavcis aleaforias X\, X2,..., XL 

envolvidas na detccgao do fc-esimo simbolo s*, c portanto, havera uma probabilidade 

nao nula que a seqiiencia dc safda nao seja exatamente igual a seqiiencia dc entrada. 

fsto e ilustrado na Figura 1.2 cm que os clcmcntos da seqiiencia {vk} dependem da 

seqiiencia dc informagao {s^} e do vetor dc variavcis aleaforias X = (A'], AzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA'2, • • . , A ' /J. 

0 decisor compara o valor da arnostra do sinal 74. com um conjunto dc valores prc-

definidos (os limiares), e gera difcrcntcs simbolos na safda dc acordo com difcrenfes 

faixas dc valores de Vk- Portanto, o processo para obtcr a probabilidade de erro envolve 

encontrar a fungao dcnsidade de probabilidade (fdp) / v ( - ) da variavel alcaforia V = vk 

sobre ccrtas rcgiocs. 

vk zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
A 

SisLcma: g(.x) 

vk 
Decisor 

Figura 1.2: Modelo para analise de dcscmpcnho dc um sistema dc comunicagoes. 

Um cxcmplo simples pode scr usado para ilustrar o problema geral descrito acima. 

Considcrc um sistema de comunicagao cm que cada unidadc de informagao (bit) c 

transmitida por urn pulso rcfangular de duragao 7' s. Dcpendcndo da informagao a scr 

enviada a amplitude do pulso pode scr fanto A ou —A. 

0 canal modifica o sinal transmitido adicionando realizagoes dcscorrelacionadas de 

uma variavel aleatoria gaussiana corn media zero c variancia unitaria. 0 receptor e 

considcrado idcalrnenfc sincronizado corn o transmissor, c rcaliza uma opcragao dc 

infegragao para cada pulso transmitido. Com cssa descrigao, as amostras do sinal na 

entrada do comparador para cada bit transmitido podem scr cscritas como 

vk = ±A • 7 ; - I nk 

cm que 0 sinal depende da unidadc de informagao transmitida, e nk denota a compo-
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nente do ruido gaussiano. 0 decisor comparazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Vk com um liniiar r . Quando Vk > r o 

decisor dctcrmina que o simbolo transmitido foi aquclc dc amplitudezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A; caso contrario 

clc conclui que um pulso com ampliludc — A foi transmitido. A fdp de Vk, Figura 1.3, 

pode cntao scr escrita como 

G(vzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — A •'/',), sc A foi transmitido 
fv(v) - \ (1.8) 

G(v I A • Ts), sc —A foi transmitido 

cm que G(-) c a fdp gaussiana normalizada, com media nula c variancia unitaria, 

definida como 

G(y) = - = e * . 

Sc a informagao transmitida c equiprovavel, a probabilidade que o bit dctecfado 

seja difercnte do bit transmitido c 

pb = \ I"G{x l A • Ta)dx I l- I G(x - A • Ts)dx zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2 ./() ^ ./-OO 

-^r^dx V- - - = e ' dx. (1.9) 
2 ,/o V27T 2 
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Devido a simetria da distribuigao gaussiana as cluas infcgrais aciina sao idcnlicas, 

portanto a Equagao 1.9 pode ser simplificada rcsultando em 

1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (.,:zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA | /IT,)-

/ -j=e s dx. (1.10) 

A Equagao 1.10 nao pode ser resolvida analitieamcnfc e desde quo tabelas para a 

distribuigao gaussiana tcm-se tornado bastanfe popularcs. E comum escrevcr integral's 

definidas cla distribuigao gaussiana normal izada cm formos <la fungao eri'o Q(-), 

Pb = Q(A • Z) 

cm que 

(1.11) 

Formalmcntc, o problema cle calcular o dcscmpcnho pode scr clcscrito como segue. 

Dado o vctor clc variavcis aleaforias X — (X\, X2, • • •, XL) com fdp conjunta / x ( x ) co-

nhecida, que represenfa as difercntcs variavcis aleaforias cnvolvidas cm cada detecgao. 

A probabilidade cle erro c cntao obtida infegrando a variavel alcatoria V = g(X) sobrc 

uma rcgiao Xi isLo e, 

Pc r{Vd\)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f fv(v)dv 
•'x zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

/zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

I oo 

H{v)fv(v)dv (1.12) 

•oo 

em que x ( ; a regiao cle valores clc V que ocasionam crros na detecgao do sinal, g(-) e 

uma fungao cscalar que represenfa o modelo do sistema, como indicado na Figura 1.2, 

e / / ( • ) c a fungao indicadora cle crros clada por 

1 , SC VEX ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA , , n V 

U(v)- { (1.13) 
0, se v ^ x-

A dcfinigao cle H(v) e importantc para a claboragao dos estimadorcs da probabili-

dade de erro, pois durante a simulagao ela sera cnconfracla iniplicifaiucnfe no processo 
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dc decisao. Em muitos problemas a principal dificuldade e que a fdp yV(-) nao c co-

nhecida. Para solucionar esse problema, a Equagao 1.12 pode ser escrita em fungao 

das variavcis aleaforias da entrada [30], ou seja 

/zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

-| CO 

/ / ( r y ( x ) ) / x ( x ) f / x (1.14) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

oo 

em que o vetor x e uma realizagao do vefor aleaforio X -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (XUX2,..., X/,). As 

Equagoes 1.12 e 1.14 sao basfanfe semelhantes ao calculo da cspcranga dc uma variavel 

alcatoria. 0 opcrador valor esperado de uma variavel alcatoria Y com fdp jy{y) c 

definido como 

r I oo 

iMv\ / yfy(v)dy zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
•I — oo 

e desde que as Equagoes 1.12 e 1.14 podem scr cscrilas como 

Pe /',V|//(10| 

= ExWgiX))] (1.15) 

em que os opcradores Ev[\ e Ex[-\ rcprescntam o valor esperado calculado cm rclagao 

as fdp's fv(-) c /x(-)> rcspccfivamcnfc. Como mostra a Equagao 1.15, o problema dc 

estimar a probabilidade dc erro c cquivalentc a encontrar o valor esperado da variavel 

aleatoria H(V) que indica a ocorrencia dc erros. 

1.5 Organizagao do Trabalho 

No Capftulo 2 c introduzido o problema cle estimagao. Os es I, i mac lores cla media 

amostral c variancia arnostral sao definidos, c suas principals propriedades sao aprcsen-

tadas. Alem disso, medidas para avaliar o dcscmpcnho clc cstimaclorcs sao estabelecidas 

c postcriormentc utilizadas com o objetivo cle compara-los. 

0 metodo dc Monte Carlo para a estimagao cla probabilidade dc erro e definido 

no Capftulo 3. Algumas propriedades importantes sao demonstradas, c medidas para 

avaliar a prccisao das cstimativas sao discutidas cxtensivamcnte. Um problema analiti-

camente tratavel cm sistemas clc comunicagoes c utilizado como cxcmplo cm que sao 

comparados os resultados obtidos analiticamcnte e com o metodo clc Monte Carlo. 
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A simulagao com valorizagao das amostras c cxplicada no Capftulo 4. Uma discussao 

sobrc despolarizagao e prccisao do estimador e aprcsentada. Tambcm e cstuclada a 

questao importante dc selccionar a distribuigao utilizada na simulagao. Para finalizar 

o capftulo c demonstrado o beneficio da valorizagao das amostras cm rclagao ao metodo 

de Monte Carlo simulando um sistema de comunicagoes binario. 

0 Capftulo 5 trata da otimizagao dc parametros associados com a implemcntagao 

da valorizagao das amostras. Apos mencionar varios mctodos existentes, a aplicagao 

de mctodos numcricos para otimizagao e discutida. 

A utilizagao de valorizagao das amostras c esfendida no Capftulo 6 para sistemas 

com codificagao. Essa abordagem e introduzida para sistemas com codigo dc bloco, c 

discutida superficialmcntc para codigos convolucionais. 

0 Capftulo 7 propoe um metodo dc simulagao de sistemas com codificagao que 

usa os beneffcios de valorizagao das amostras c mctodos de otimizagao numerica. As 

vantagens do metodo sao demonstradas para um sistema com codigo de Hamming cm 

um canal aditivo gaussiano. As conclusSes gerais dessa disscrtagao sao apresentadas 

no Capftulo 8. 
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Capftulo 2 

Estimagao 

Os metodos para estimagao da probabilidade de erro discufidos ncssc trabalho cstao 

relacionados ao uso dc inferencia csfafistica, que consisfe em fazer declaracoes proba-

bilisticas sobrc quantidades desconhecidas. Por exemplo, pode-sc calcular mcclias, 

variancias, probabilidadcs, ou algum oulro parametro desconhecido a partir de urn 

conjunto dc amostras aleaforias pcrtcnccntcs a distribuigao dc probabilidadcs de intc-

rcssc. Inferencia cstaL'sfica c geralrncnfc dividida em estimagao c teste de hipotcscs. 

Na fcoria de estimagao o objefivo c obtcr uma estimativa dc um parametro cn-

volvcndo uma variavel alcatoria que c rcsultado dc um cxperirnenfo. Tal parametro 

pode ser o valor esperado ou a variancia da fdp. Em urn teste de hipotcscs o objclivo e 

utilizar os resultados do experimento para tomar uma decisao que seja cstafisticamentc 

mais adequada cm um dcterrninado contcxto [31]. 

Ncssc capftulo sera definido o problema de estimagao no contcxto dc inferencia es-

tatfstica. Alguns estirnadores de intcrcssc scrao aprcsentados c suas propriedades scrao 

cstudadas. Por fim algumas medidas scrao cstabelccidas para avaliar o dcscmpcnho cle 

estirnadores e cornpara-los. 

2.1 Definigao do Problema de Estimagao 

FazendozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA X\, x-2}..., XN uma seqiiencia clc amostras da variavel alcatoria A', que assurne-

se fer fungao dcnsidade cle probabilidade (fdp) fx{xzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA;0), que depende dc urn parametro 

desconhecido 0. Bascando-sc na seqiiencia cle amostras descja-sc enconfrar uma fungao 

h(x\,X2,..., Xu) que pode ser usada para cstirnar 0. 

Para simplificar a notagao, a fungao h(x\, x2,..., % ) usada para cstirnar o parametro 
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0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA sera denotada por 

0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = h(xux2,...,xN). (2.1) 

c refcrcneiada como um eslimador dc 0. Para um conjunlo particular dc amostras 

Xi,X2, ...,XffO valor do estimador 0 consfitui uma estimativa do parametro 0. 

Como a estimativa 0 depende dos valores X],x2,... , zyv, que sao aleatorios, um es-

timador fambcm c uma variavel alcatoria, e a estimativa 0 6 uma rcalizagao particular 

dcla. Um estimador fern fdp propria e algumas de suas propriedades scrao derivadas 

dessa distribuigao. Observando a equagao 2.1 percebe-sc que para utilizar um esti-

mador nao e nccessario o conhecimento da fdp f\(x;0), mas apenas das amostras 

X\,X2, • • • , Xff. 

Os mctodos mais populares para obtcr estirnadores sao o metodo dos momentos, 

Bayes e o metodo da maxima verossimilhanga. Estc ul t imo visa maximizar a fdp 

conjunta n-dimensional / ( A ' ] , X 2 , . . . , XN\ 0) no ponto x\, x2,..., XN cm rclagao a 0. 

Com esse metodo, para obtcr o estimador c nccessario o conhecimento da fdp conjunta, 

alem disso, o problema dc maximizar a fdp l imi ta scnsivelmenfc a aplicagao desse 

metodo. 

A estimagao bayesiana assume que o parametro desconhecido 0 c uma variavel 

alcatoria. A distribuigao dc 0 c cscolhida dc acordo com algum conhecimento que 

antecede a estimagao. Por exemplo, sabendo que 0 c proximo dc algum valor 0Q, pode-

se cscolhcr uma fdp para 0 que tem uma pequcna variancia centrada cm OQ. Para 

aplicar cssa teoria c preciso especificar uma fungao dc custo, tal como erro quadratico 

ou erro medio, c tambem uma distribuigao a priori para o parametro 0. Espccificagoes 

significativas podem cxistir, a principio, mas podeni ser dificeis c demandar muito 

tempo para sercrn obtidas [31]. 

Na proxima scgao sera descrifo o metodo dos momentos, por ser t i t i l na dcfinigao 

dos estirnadores discutidos ncssc trabalho. 

2.2 Metodo dos Momentos 

O metodo dos momentos bascia-sc em equagoes intuitivas para cstirnar os momentos de 

uma variavel alcatoria A' . 0 r-esimo momento dc A' com fdp confmua 1 f(x) e definido 

'Formulas para o caso cm que X e uma variavel alcatoria discrcta sao analogas. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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como [30]: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

/

•oo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

xrf(xzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA;0)dx. (2.2) 
-oo 

Para um melhor entendimcnto, a dcpendcncia de f(x) e E (Xr) em relagao a 0 

e explicita na notagao. 0 estimador para o rcsultado cla equagao 2.2 e entao obtido 

intuitivamente como zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

»=1 

Igualando as equagoes 2.2 e 2.3 pode-se obter uma estimativa cle 0 [32]. No contexto 

das simulagoes do presente trabalho, os estirnadores da media amostral e variancia 

amostral sao cle maior interesse e scrao discuticlos a seguir. 

0 estimador para a media /* e obtido substituindo r = 1 na equagao 2.3, e e dado 

por 

A = ^ £ > - (2-1) 
t= l 

0 estimador da variancia tambem e obtido intuitivamente utilizando o metodo dos 

momentos. A variancia cle A' e definida como 

/

oo 

(x - ,ifj(x)dx. (2.5) 

•oo 

0 estimador da variancia obtido intuitivamente utilizando o metodo dos momentos 

e 

0 estimador cla media e utilizado no metodo cle Monte Carlo para a estimagao 

da BER, como sera visto no Capitulo 3. 0 objetivo do presente trabalho e utilizar 

diferentes estirnadores e compara-los. Para isso e nccessario conhecer um mimero de 
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propriedades dos estirnadores e obter medidas de desempenho para a escolha do melhor 

estimador. 

0 termo melhor nao pode ser atribuido a um estimador para todos os casos em que 

for aplicado, pois o desempenho depende do contexto. Por exemplo, um determinado 

estimador para a probabilidade de erro pode ter um bom desempenho para uma baixa 

relagao sinal ruido (SNR), mas pode nao ter boas estimativas para SNR com valores 

maiores. 

Nas proximas segSes serao descritas propriedades que facilitarao a escolha cle um 

estimador sobre outro. 

2.3 Despolarizagao 

Como dito anteriormente, um estimadorzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0 e uma variavel aleatoria, pois depende do 

conjunto de realizagoeszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA X\, X 2 , . . . , XN- Assim, cada uso do estimador pode resultar em 

um valor diferente dentro do dominio da fdp /$(•) do estimador. Entretanto, espera-se 

que as estimativas obtidas sejam proximas do valor exato 0, ou seja, uma propriedade 

desejada e que: 

E\0\ = 0. (2.7) 

Caso essa condigao seja verificada, o estimador e dito despolarizado. Por exemplo, o 

estimador da media e sempre despolarizado, independente cla distribuigao cle X, como 

e mostrado a seguir: 

E\fi] = E 
l -

X 

N 

N 

1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
i=l 

= -^-N-EIX] 

= E [X] = fi. (2.8) 

Alguns estirnadores polarizados podem ter sens valores medios corrigidos apenas 

multiplicando-os por uma constantc, e o caso do estimador cla variancia. Substituindo 

a Equagao 2.6 em 2.7, tem-se 

18 



E = E zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

i N zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

N 

1 £ a [X? - 2XJ + X2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

i=l 

N 

XiX + E X '2 (2.9) 

Cada valor esperado no lado direito cla equagao acima sera obtido separaclamente. 

A partir da definigao cla variancia, 

a\ = E [{X - E[X})2] = E [X2 - 2XE[X\ -I- E2\X}] 

= E\X2} - 2E[X]E[X] + E2[X] 

= E[X2]-E2[X}. (2.10) 

Isolando E[X2} resulta, 

E[X2} = al + E2[X] = a2

x + fJ?. (2 .H) 

A quantidadc A' c uma variavel alcatoria e nao pode ser retirada do valor esperado, 

seu calculo e obtido como segue: 

XiX E 

N 

NL A f I E-V'-A-

l_ 

77 
[E [X?]+5>[AVX;] 

= ^ K - i ^ - i - ( y v - i ) ^ 2 ) 

em que foi utilizada a independencia entre Xi c Xj, para i -fi j . Por fim, 

(2.12) 
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A ' 2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
= E 

= E 

N zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
j=i 

N N 

N2 

j=\ fc=i 
N N 

V v ; V V . V . V . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3=1 A:̂ j 

= ^ (Ar(<7_2- + ,,2) + yv(/v - 1 ) / , 2 ) . 

Substituindo os resultados 2.11, 2.12 e 2.13 na Equagao 2.9, tem-se 

(2.13) 

E 

N 

X 
i= 1 

2 £ x , ± 

AT A 

' 2W 2 A 2

 2 

2 °X 

(2-14) 

Esse resultado demonstra que o estimador da variancia obtido intuitivamente pelo 

metodo dos momentos e polarizado, mas conclm'-se que, 

e um estimador despolarizado de a\. E comum corrigir a polarizagao em estirnadores 

apenas multiplicando por uma constante. No contexto de estimagao, o fato do esti-

mador ser despolarizado c mais que uma propriedadc, e um requisite Na proxima 

segao sera introduzida uma metrica que c importante para comparar o desempenho de 

estirnadores. 
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2.4 Eficiencia 

Considerando dois estirnadoreszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA d\ e 02 do parametro 0, deseja-se cscolher o que se 

aproxima do valor verdadeiro o maior mimero de vezes. Sabe-se que a variancia de uma 

variavel alcatoria da uma indicagao do espalhamento da distribuigao. Como exemplo, 

suponha que as fdp's dos estirnadores dcspolarizados 0\ e 02 sejam como mostrado na 

Figura 2.1. Scndo V[0\\ c V\()2) as variancias dos estirnadores 0\ e 02, respectivarncnte, 

se V[02] > V[0i], pode-se perceber que o estimador 0\ e mais provavcl de assumir 

valores proximos a 0 que o estimador 02, grosseiramcnte falando. 

Figura 2.1: Comparacao cntrc estirnadores com variancias diferentes. 

Se §i c 02 sao estirnadores despolarizados cle 0, c V[02] > V[0i], diz-se que 0\ e* mais 

eficiente que 02, por outro lado, se um detcrminado estimador e polarizado, ter uma 

variancia menor nao implica nccessariamente que o estimador e mais eficiente. 

Ncssc momcnfo c irnporfante diferenciar a cstatistica cla arnostra X cla estatistica 

dos estirnadores. 0 estimador da variancia a2

K tem a finalidade de obter um valor que 

se aproxime cla variancia cla fdp cle X, por outro lado, como a\ c uma variavel alcatoria 

e consequentemcnte tem uma fdp associada, esse estimador tambem tem valor medio e 

variancia associados. Ao avaliar a eficiencia cle um estimador, 6 a variancia deste que 

e analisada, e nao a variancia da fdp cle X. 

Sc um estimador 6 6 despolarizado e tem variancia nula, a fdp dc 0 c 8(8 - 0), e o 

estimador e dito perfcito. Na proxima segao sera definida uma medida estatistica para 
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o erro de um estimador. 

2.5 Erro Normalizado 

Uma medida bastante utilizada para avaliar estirnadores e o erro normalizado. Esse 

valor e derivado do conceito de eficiencia, cm que quanto menor a variancia, a estimativa 

tem maior chance de se aproximar do valor desconhecido. Seja o estimadorzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0 do 

parametro 0, o erro normalizado £ e dado por 

e = ± Y 1 . (2.16) 

Esse valor e importante pois posibilita comparar estirnadores para diferentes valores 

de 0. Na tentativa cle escolhcr o estimador mais eficiente, e possivel que para alguns 

valores de 0 um estimador seja mais eficiente, e para valores maiores outro estimador 

tenha melhor eficiencia. Como 0 e desconhecido, na pratica usa-se a estimativa 0 para 

calcular £. 

2.6 Consistencia 

Consistencia e uma propriedade que da uma ideia melhor do quao proximo o estimador 

esta do valor verdadeiro. 0 estimador 0 cle 0 e dito ser consistente se, para qualquer 

valor pequeno S > 0, 

l im P(\0-O\ <5) = 1 
NzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA—>oo 

(2.17) 

em que N c o niimero cle observagoes usadas pela estatistica. Assim, garante-se que um 

estimador consistente aproxima-se de 0 se o tamanho cla arnostra e grandc o suficiente. 

Podc-se mostrar que o estimador da media e consistente usando a desigualdade 

de Chebyshcv [32]. Fazendo a\ a variancia da variavel alcatoria X, a variancia do 

estimador da media amostral fi 6 o-2

x/N [30], e o valor esperado e \i como mostrado na 

Equagao 2.8. Aplicando a desigualdade tem-se 

P(\H - /2| < S) = P 
1 N 

i=] 

< S > 1 
N52' 

5 > 0 (2-18) 
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e como o lado clircito da desigualdade tende a unidade quandozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA N cresce, jj, 6 um 

estimador consistente dc /t. 

Utilizar a Equagao 2.1.7 nao e facil, felizmente ha um criterio simples para determi-

nar se um estimador e ou nao consistente [32]. Usando a desigualdade cle Chebyshev 

pode-se escrever, 

P(\9N-0\>S)<E[{°N

n ° ) 2 ] = ±E[0N-E0N) + E(9N)-8]2 

= ^E{[dN-E(dN)}
2} + E{[dN-o}2} 

+2E[9N-E(6N)][E(0N)-9}2) 

= ±(V(9N) + E{{E(9N)-6}2}) (2.19) 

em que 0N co estimador do parametro 0 baseado em uma arnostra alcatoria de tamanho 

N. Analisando a Equagao 2.19 pode-se obter duas condigoes que se satisfeitas pode-se 

afirmar que o estimador e consistente, as condigoes sao 

l i m 7 V _ 0 0 E(9N) = 0 

l i m ^ o o V ^ ) ^ 0 

Na prafica essas condigoes em 2.20 sao mais simples de serem aplicadas que a 

dcfinigao 2.17. 

2.7 Intervalo de Confianga 

0 uso cle um estimador 0 resulta cm um tinico mimero que nao e necessariamcntc igual 

a 0, o valor verdadeiro desconhecido, c nao ha nenhuma medida estatistica que informe 

quanto o valor 0 e proximo cle 0. 

0 calculo cle um intervalo cle confianga obtem o intervalo (L, U) em que os limites 

sao cstatisticas da arnostra alcatoria usada pelo estimador, e associa uma probabilidade 

do valor desconhecido estar dentro desse intervalo. 

Seja X\ ,X2,..., Xn uma seqiiencia de variaveis aleatorias utilizadas na estimagao do 

parametro desconhecido 0. Os valores estatisticos L e U cleterminam o intervalo (L , U), 

que envolve o parametro desconhecido 0 com nivel cle confianga igual a 100(1 — a)%. 

Com isso, 
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P(L <9<U)>l-a,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0 < a < 1. (2.21) 

Ao inves dc cstirnar um linico mimerozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0, deseja-se cncontrar um intervalo (L; U) 

que sera 100(1 - a)% certo de contcr o valor verdadciro 0. A quantidade (1 — a) e 

chamada dc coeficiente de confianga e em geral e um valor cscolhido como 0.90, 0.95 

ou 0.99. L e U sao calculados usando a Equagao 2.21 c dependem cla fdp do estimador. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

L (I U 

Figura 2.2: Intervalo de confianga para o estimador. 

Como ilustragao, a Figura 2.2 mostra a fdp cle um estimador despolarizado A" 

para o valor medio cle uma arnostra aleatoria gaussiana X\,... ,X^r. 0 estimador e 

considerado ter fdp gaussiana com media fx e variancia cr^/N. Deseja-se obter dois 

limites L e U, cm fungao das amostras, de modo que, 

P(L < ji < U) > 1 - a. (2.22) 

Substituindo a fdp gaussiana na Equagao 2.22, tem-se 

/ /o~ M r C X P 2 " ' X / N d X ^ X - a ' ( 2 - 2 3 ) 

para algum a, 0 < cv < 1. Para simplificar, e comum rcscrevcr a Equagao 2.23 em 

fungao da distribuigao gaussiana normalizada 2. A variavel alcatoria 

2Distribuicao gaussiana com media nula o. variancia unitaria. 
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z x - » 
a/VN zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

e uma variavel alcatoria gaussiana normalizada e portanto um intervalo cle confianga 

pode ser construido a partir cle 

P(-za < Z < +za) = $(za) - $(-za) 

= I - a (2.24) 

em que <T>(-) e a fungao gaussiana cumulative, c o valor za e dado pela relagao implfcita, 

Figura 2.3, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

£ 

cxp 2 ax = 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — a. 
(2.25) 

Figura 2.3: Calculo clc za para o intervalo clc confianga. 

Note que o intervalo foi escolhido simetrico porque nesse caso ele produz um in-

tervalo mais curto. Recscrevendo os argumcntos da Equagao 2.24 para obter L e U, 

tem-se 
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P{-za<Z<+za) = P 
X -11 

•za < 7L < 

p [ * - 7 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAN Z ° - " - * + 7NZ' zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 - a. 

Portanto, 

L - X -

U = XzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I- a . 
7NA 

(2.26) 

cm que za c uma constante que depende apenas de a. A Tabela 2.1 mostra alguns 

valores dc za obtidos em uma tabela cla distribuigao cumulativa gaussiana normalizada 

[30]. 

Tabela 2.1: Alguns valores de z\-a/2 para calcular o intervalo cle confianga. 

a 

0.90 1.645 

0.95 1.900 

0.99 2.57G 

Descrcvendo dc uma forma mais simples, para obtcr os valores L e (J, Equagao 

2.20, e preciso seguir os seguintes passos: 

1. Escolher o coeficientc de confianga (1 - a) e obter o valor za com o auxilio de 

uma tabela cla distribuigao gaussiana normalizada; 

2. Obter a estimativa X para a media \i aplicando o estimador da media amostral, 

Equagao 2.4; 

3. Obter a variancia do estimador, ou ufilizar o estimador cla variancia 2.9; 

4. Calcular L e U usando as Equagoes 2.26. 

No proximo capftulo a tcoria cle estimagao e aplicada a simulagao cle sistemas 

clc comunicagSes digitals visando estimar a probabilidade de erro do sistema. Essas 

simulagSes sao conhecidas como simulagoes cle Monte Carlo e por envolverem o uso de 

estirnadores, as propriedades de polarizagao, eficiencia, consistencia, erro normalizado 

e o intervalo dc confianga sao de interesse e serao calculados. 
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Capftulo 3 

Metodo de Monte Carlo 

Como discutido no Capftulo 1, rnetoclos analfticos exatos, com algumas excegoes, nao 

sao viaveis para o calculo clc desempenho em sistemas cle comunicagoes. A analise e 

geralmente muito dificil , e frequentemente requer uma simplificagao excessiva do mo-

delo do sistemas. Em alguns casos essa simplificagao pode ser cvitada usando mctodos 

de aproxirnagao, entretanto, a precisao das medidas obtidas nao pode ser determinacla, 

o que represenfa um obstaculo importante. 

Corn o aumento cla capacidade clc proccssamento dos computadores, simulagao e 

uma alternativa que tem sido amplamente utilizada. As principals tecnicas cle simu-

lagao cm cornputador sao: Monte carlo, valorizagao das amostras 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (Importance Sam-

pling - IS), teoria do valor extrcmo, extrapolagao da cauda e metodo semi-analftico 

[3]. 

A aplicabilidadc de um dado metodo cle estimagao depende em geral das particu-

laridadcs do sistema. Devido a maior sirnplicidadc c generalidade, o metodo de Monte 

Carlo e sem duvida o mais utilizado, tendo como desvantagem o crescimento do custo 

computacional com a diminuigao da probabilidade cle erro. 

Nestc capftulo sera definido o metodo cle Monte Carlo para a estimagao da proba-

bilidade de erro pe em sistemas cle comunicag5es digitals. As propriedades de despo-

larizagao e consistencia serao demonstradas, c scrao apresentadas tres alternativas para 

calcular o intervalo de confianga. Por fim, sera exposto um exemplo cle uma simulagao 

de Monte Carlo para um sistema simples. 

'Uma simulagao de Monte Carlo modificada. 
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3.1 Definigao do Metodo de Monte Carlo 

0 nome simulagao cle Monte Carlo refere-se a qualquer estrategia que envolve a geragao 

cle mimeros aleatorios. Em gcral essa tecnica pode ser aplicada para calcular integrals 

de fungoes dctermimsticas ou estocasticas sobrc rcgioes complicadas [33]. 0 metodo 

baseia-se em implementar uma seqiiencia cle experimentos cle Bernoulli [30], ou seja, 

conta-se o mimero cle sucessos (erros) e divide pelo mimero total cle simbolos transmi-

tidos. 

A aplicabilidadc cle Monte Carlo na estimagao de probabilidades de erro de trans-

missao envolve reproduzir o sistema completarnenle. Para viabilizar o uso do corn-

putador, faz-se uma versao discreta no tempo dos diferentes sinais presentes no modelo 

do sistema, inclusive suas entidades aleaforias que sao simuladas atraves de algorit-

mos cle geragao cle mimeros aleatorios [1] [34] [35]. Os blocos dcterministicos presentes 

no modelo, como codificadorcs, filtros, moduladores, miiltiplas antenas, etc, tambem 

precisarn ser implcmcntados no processo cle simulagao. 

Como descrito na Scgao 1.4, o objetivo do estimador cla probabilidade de errozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA pe e 

calcular uma integral cla forma 

em que H(-) e a fungao indicadora cle erro, a fungao do sistema </(•) abrange o transmis-

sor, o canal, e a parte do receptor anterior ao decisor, e X e a vetor aleatorio envolvido 

no processo cle decisao. 

No processo clc simulagao a fungao / / ( • ) indica se houvc erro, ou seja, cla e calculada 

apos o decisor contido no receptor do sistema, comparando o sfmbolo recebido com o 

simbolo transmitido. Como mostra a Equagao 3.1, o problema cle calcular pe pode ser 

visto como um calculo cla media cla variavel aleatoria H(g(X)). Dai, o estimador dc 

Monte Carlo e o estimador cla media amostral 

em quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x.j e o i-esimo vetor gerado de X e N e o mimero cle iteragSes na simulagao. 

A intcrpretagao desse estimador e simples. Suponha que na i-esima iteragao do 

algoritmo x ; seja o vetor resultante dos diferentes processos aleatorios envolvidos na 

(3.1) 

(3.2) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

i=l 
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decisao do i-esimo simbolo transmitido. 0 valor recebido pelo decisor do sistema sera zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

g(xi). Apos o processo dc decisao, o valor de 77zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA( ^( XJ) ) e encontrado cornparando o 

simbolo transmitido com o simbolo recebido. Se um erro foi encontrado, o somatorio 

na Equagao 3.2 se encarrega de incrementar o contactor cle erros na simulagao. Por 

fim, a estimativa cle pe e calculada como a proporgao do mimero cle erros em relagao 

ao mimero total cle simbolos N. 

Pela dcfinigao cle H(-), esta fungao retorna apenas dois valores: " 1 " se a arnostra 

alcatoria x estiver na regiao cle erro, e "0" caso contrario. Com isso uma simulagao cle 

Monte Carlo pode ser vista como uma seqiiencia clc N proccssos cle Bernoulli [30], com 

probabilidade de "sucesso" igual a pe. 

Proccssos dc Bernoulli sao repetigSes independentes do mesmo experimento em 

condigoes identicas, como langar uma moeda, ou atirar um dado. No contexto cle 

estimar a probabilidade dc erro, o experimento e enviar um simbolo pelo sistema cle 

comunicagoes digitals e iclentificar se houve "sucesso" (/7(x. ;) = 1), que nesse contexto 

e um erro de transmissao e tem probabilidade pe. 

0 estimador cle Monte Carlo soma o mimero cle ocorrencias dc "sucessos" e divide 

pelo mimero total cle repetigoes do experimento. A fdp do mimero de sucessos em N 

proccssos cle Benoulli e a distribuigao Binomial. Portanto, o estimador de Monte Carlo 

PMC tem distribuigao binomial dada por 

em que pe = P[H(g(X)) = 1] e a probabilidade cle "sucesso" no processo cle Bernoulli. 

Note que o tcrmo y/N no lado esquerdo da equagao e devido a divisao por N efetuada 

pelo estimador. 

3.2 Despolarizagao e Consistencia 

Conforme discutido no Capftulo 2, cluas propriedades necessarias aos estirnadores sao 

despolarizagao e consistencia. Como o metodo de Monte Carlo e um estimador cla 

media amostral, a propriedade cle despolarizagao 6 demonstrada cla mesma forma que 

na Equagao 2.8, ou seja, 

(3.3) 
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= j;-N - E[H(g{x))) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

= Pe-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (3.4) 

ern que foi utilizada a dcfinigao do estimador de Monte Carlo, Equagao 3.2. Note que 

esse resultado independe da distribuigao cle X . 

Como visto na Segao 2.6, para mostrar que um estimador e consistente basta satis-

fazer as condigoes 2.20. A primeira condigao j a e satisfeita pela Equagao 3.4, portanto 

basta demonstrar que o estimador tambem satisfaz a segunda condigao. Partindo cla 

Equagao 2.10 e substituindo PMC pcla dcfinigao, Equagao 3.2, tem-se 

4»c = ^\plc\-E2[pMc] = E\j?MC]-Vl 

= E Pe 

N N zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

• 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA=1 j=] 

N 

- A 

N N 

^ ^ F [ / / ( . r ; ( x l ) ) / / ( < 7 ( x . i ) ) ] I - ^ 5 ] £ E[H(g(^))H(9(^))} Pe 

»=] t=l j=i+l 

em que nessa ul t ima igualdade foram separados os termos em que i = j em uma linica 

soma. Admit indo indcpcndcncia cntre os vetores aleatorios x ; e X j , para i ^ j , e 

sabendo que /7 2(f;(x.;)) = H(g(xi)), ver dcfinigao na Equagao 1.13, resulta 

a. VMC 

N N N 

i=l *=1 j=t+l 

P\ 

N N 

~Pe 

p. , A ( A r ~ 1 ) A r „ 2 

/V /V 2 2 P e 

^ [p. + (N - l)Pi - Np2] 

A 
(3.5) 
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E facil perceber que quandozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA N —» oo, OpMC —» 0, satisfazendo a segunda condigao 

em 2.20. Esse resultado demonstra que o estimador de Monte Carlo e consistente 2. 

A Equagao 3.5 e imporfantc na analise dos resultados da simulagao. Como discutido 

na segao 2.4, o estimador mais eficiente e aquele que tem menor variancia. Em geral, a 

variancia e uma das medidas mais utilizadas para avaliar um estimador, e sera utilizada 

constantcmente no presente trabalho. 

Embora o valor clc pc nao seja conhecido, c portanto o valor exato para c r | M C nao 

pode ser deferminado, na pratica usa-se a propria estimativa PMC para obter uma 

aproxirnagao para cr?MC. A possibilidade cle obtcr a variancia do estimador apos a 

simulagao e outra vantagem do metodo de Monte Carlo, pois podc-sc ter uma medida 

cla precisao da estimagao. Alem disso, como visto no Capftulo 2, a variancia e utilizada 

para obter o intervalo cle confianga e o erro normalizado da estimativa encontrada. 

Outra forma clc obter a media e a variancia do estimador cle Monte Carlo e u t i -

lizando o fato desse estimador ser uma variavel aleatoria com distribuigao binomial 

com parametros N e p(.. A media e a variancia dessa distribuigao sao bem conheciclas 

na literatura. Para utilizar esses resultados no estimador cle Monte Carlo e preciso 

resolver a divisao por N. Seja Z = $ ^ i = ] H(g(Xi)) uma variavel aleatoria com dis-

tribuigao binomial com parametros N e a media e variancia cle Z sao dados por 

[30]: 

' E[Z] = N-Pe 

a\ = N-pe{\-pe). 

Sendo W = Z/N, a media e variancia cle W sao dados por: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 
E[Z/N] = -E[Z] = pe 

E[W\ : 

a2

w E\(W - E\W]f) - E 

= i • E{(Z - E\Z\f) 

z_ E[zr 

N 

(3.6) 

(3.7) 

que sao os mesmos resultados obtidos pelas equagoes 3.4 e 3.5. Para uso future, pode-se 

exprcssar a variancia do metodo de Monte Carlo, Equagao 3.5, na seguinte forma 

2Esse resultado pode ser generalizado para o estimador da media 2.4. 
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a. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAPMC 
H(g(y))fx(x)dx 

N zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA £ ^ / / ( 0 ( x ) ) / x ( x ) ( l - p e ) < f a ; (3.8) 

crn que foi feito uso da definicao de pe, Equagao 3.1. Na proxima segao sera discutido 

como obter o intervalo de confianga crn uma simulagao de Monte Carlo. 

3.3 Intervalo de Confianga 

0 metodo de Monte Carlo e um dos poucos casos cm que e possfvel obter a distribuigao 

exafa do estimador. Como visto na Segao 3.1, a distribuigao do estimador de Monte 

Carlo e binomial, c portanto pode-se obter uma equagao fechada para o intervalo de 

confianga [1]. Essa abordagem, embora completamente rigorosa, tem a desvantagem 

que as equagoes rclacionadas devem scr resolvidas iterativamente [3]. Felizmente, para 

os casos de interesse os valores de pee N encontrados permitem aproximar a distribuigao 

binomial pela distribuigao normal. 

O intervalo de confianga para o valor medio de uma fdp gaussiana com media / i e 

variancia a2/N foi descrito na segao 2.7 e resultou na equagao 

P 
X — ft 

1 a (3.9) 

crn que A' e a estimativa da media, (1 — a) 6 o nfvel cle confianga, c za e um valor 

obtido a partir da gaussiana normalizada e e dado por 

/2TT 

expzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2 dx = 1 — a, (3.10) 

com o objetivo cle obter um intervalo de confianga simefrico. Quando N —> oo, o 

estimador pMC tendc para uma distribuigao normal corn media pe e variancia p e ( l — 

pE)/N. Aplicando esses resultados em 3.9, e substituindo o estimador X por PMC, 

tem-se 

. PMC - Pe . 
~~"a > < : :—" _ ' 

y/pe(\.-pe)/N 
a. (3.11) 
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Como o argumerito na equagao acima envolve o valor desconhecidozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA pe, e nccessario 

isolar esse valor para obter os limitcs do intervalo cle confianga. Elevando os tcrmos ao 

quadrado, as desigualdades resumem-se a 

PMC -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Pc 

y/pe(l-pe)/Nt 

Isolando pe na desigualdade acima, resulta 

<z2. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
— at 

(3.12) 

(N + z'M - (2Npe -|- zfx)pe + NfMC < 0. (3.13) 

Como 3.13 e quadratica cm pe, pode-se encontrar as raizes dessa equagao. Esse 

calculo resulta nos valores L e U para o intervalo cle confianga, 

X 

NzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA -I- zl 
PMC +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — - za 

PMCQ - PMC)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 4 \
 1 / 2 

N ' 2NJ 

<Pc < 
X 

N 

zl_ , (PMC(1 - PMC) 

\ N 

2 \ 1/2' 

PMC + ^ + * 
2N 

1 — a (3.14) 

cm que pe e o valor verdadciro cla probabilidade de erro. Alem cla vantagem cle obter 

facilmcnte tabelas para a distribuigao gaussiana normalizada, o intervalo cle confianga 

para a gaussiana pode ser utilizado para criar uma represcntagao grafica generalizada. 

Fazendo PMC = 1 0 - " e N = '/7IO", c considerando as aproximagoes N/(N -\- z2) = 1 

e P M C ( 1 — PMC) = PMC, que sao mais que amplamente satisfeitas, pode-se expressar 

3.14 como 3 

P[y- < Pe < y\zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I = 1 - OC 

em que o intervalo de confianga (y^,y+) e dado por 

y ± = 1 0 - " { 1 - I - (zl/2n)[l ± (4V/zl - I - 1 ) 1 / 2 ] } . (3.15) 

jNote que ]>MC n S ° pode ser zero, para este caso usa-se a aproxirnagao de Poisson. 

33 



Este intervalo e plotado na Figura 3.1 para niveis de confianga de 90%, 95% c 99%. 

Uma regra popular para estimagao e utilizarzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA N = 10/pe. Esse valor coincide corn 

a linha vertical em N = 10" + 1 , que produz um intervalo com 95% de confianga cle 

aproximadamentc (0.55J3MC, I&PMC), isto e, um fator cle aproximadamente 2 sobre a 

probabilidade cle erro, que c uma incerteza consiclcrada tolcravel. Incrementando /V 

por urn fator cle 10, ou seja, N = 101"1"2, a Figura 3.1 mostra um intervalo cle confianga 

cle aproximadamente (O.SPMCA-^PMC)-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

DC 

LU zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

10 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-(k-1) 

10' 

10 
-(K+1) 

10 10"' 10" zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
N - Numero total de bits observados 

10 k+3 

Figura 3.1: Intervalo de confianga quando o valor observado e 10 —jfc 

Outra forma bast ante utilizada para encontrar o intervalo de confianga, a partir da 

aproxirnagao pela normal, e simplesrnentc calcular as estimativas do valor medio pe e 

da variancia crMC, e aplicar esses valores na Equagao 2.26 resultando em 

L = PMC 

u = pMC+
sy$zl zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

VNZa 

(3.16) 

em que za c obtido utilizando a Equagao 3.10 para o coeficiente cle confianga especifi-
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cado. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0 fato do intervalo de confianga poder scr calculado no decorrcr da simulagao 

juntamcnte comzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA PMC possibilita o uso de uma regra de parada. Em outras palavras, 

ao inves de usar um valor pre-definido para N, a simulagao pode ser parada quando o 

intervalo de confianga atinge um tamanho satisfatorio. 

Uma terceira forma dc obtcr o intervalo de confianga do estimador de Monte Carlo 

e utilizando a desigualdade dc Chcbyschcv [20], cntretanto, esse intervalo contem o 

intervalo dado por 3.16, e portanto tem um tamanho maior, o que e indcsejavel. 

Na proxima segao sera exposto um exemplo em que o metodo cle Monte Carlo 6 apli-

cado. Alem das estimativas cla probabilidade cle erro para diversos valores da relagao 

sinal-rufdo (SNR), tambem sao obtidos a variancia do estimador, o erro normalizado e 

o intervalo cle confianga com aproxirnagao pcla normal. 

3.4 Simulagao de um Sistema de Comunicagoes com 

Modulagao Binaria 

Nessa scgao sera ilustrada a aplicagao do metodo de Monte Carlo em um sistema 

binario simples, cm que a probabilidade cle erro cle bit (BER) pode ser encontrada 

analiticamente. Sao obtidas estimativas cla BER para diferentes valores cla relagao 

sinal-rufdo (SNR), e comparaclas com os valores reais. A variancia do estimador e o 

intervalo de confianga tambem foram obtidos durante a simulagao c serao apresentaclos 

aqui. 

Em um sistema com modulagao BPSK, a cada intervalo dc sinalizagao Ts apenas 

um bit bk e gcrado pcla fonte binaria e transmitido atraves do canal. 0 modulador 

BPSK (binary phase shift keying) modifica a fase de uma portadora senoidal cle acordo 

com o bit bk a ser transmitido. 0 sinal rcsultante e dado por 

s(l) = A : E cos (27r / c f -I- <t>k)p(t - k • T.) (3.17) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

k 

cm que Ac e fc sao a amplitude e a frequencia cla portadora, respectivamente, Ts » 

1 / / . , e 
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, x 1, 0 <zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA t < T, , 
p(t)=\ ' ' (3.18) 

[ 0, caso contrario. 

A variavel 6k em 3.17 e a Case que modifica a portadora e que leva a informagao. 

Como a modulagao c binaria, a Case 6k pode ter apenas os valores {0 ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA7r} . Sc o bi t a ser 

transmitido c "0", a portadora c modulada corn fasc 6k = 0, caso contrario a fase sera 

6k = 7r. Portanto, a cada intervalo de sinalizagao um dos seguintes sinais e transmitido 

pelo sistema, 

s0(t) = Aecos(2nfct)p(t) (3.19) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

o u 

S] (£) =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Ac cos(27rfct -|- ir)p(t) 

= - Ac COS(2TT fct)p(t) 

= s0(i), (3.20) 

para a transmissao dc um bit "0" ou " 1 " , respectivamente. Desde que Si(L)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = —  So(t), 

esses sinais sao ditos antipodais. A energia por bit transmitido £b e dada por, 

i b = / " sl(t)dt = I ' s\(i)dl. (3.21) 
Jo Jo 

A Figura 3.2 mostra a rcpresentagao geomctrica dos sinais [29], em que s 0 = 

e Si = —y/ib- O canal e modelado como um rufdo aditivo gaussiano branco (AWGN) 

com media nula e variancia a2

N = No/2. 

S] s 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
- T 1 1 -

Figura 3.2: Rcpresentagao geomctrica dos sinais transmitidos no sistema BPSK. 
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0 clemodulador multiplica o sinal recebidozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x(i) = s(t) +n(t) por um sinal similar a 

portadora, c rcaliza uma operagao de integragao para cada bit transmitido.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0 receptor 

e considerado ter perfeito sincronismo com o transmissor. Com essas operagoes, o sinal 

Vk recebido pelo decisor para cada bit bk transmitido c 

-Vtb + rik, sebk=l 

cm que nk represcnta a componente do ruido aditivo gaussiano. Nesse caso, a rcgra 

de decisao utilizada e cornparar r com o limiar zero. Sc r > 0, a decisao e feita em 

favor de So, ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA SC r < 0, a decisao e feita em favor dc S\. Claramcnte, as duas fdp's 

condicionadas dc r sao4: 

p(r/s0) =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - i = e - ( ' - v ^ ) 2 / i V o ( 3 2 3 ) 

p(r/si) =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA —L=(r
{rhVU')2/"°. (3.24) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

V7r /V0 

Essas fdp's condicionadas sao mostradas na Figura 3.3. Utilizando a regra de 

decisao estabelecida, as probabilidadcs de erro de bit sao obtidas integrando as fdp's 

3.23 e 3.24 nas rcgi5es cm que ha erro de decisao. Dado que So(t) foi transmitido, a 

probabilidade dc erro e sirnplesmente a probabilidade que r < 0, isto e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

r 
JzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — at 

p(e/s 0 ) = / p(r/s0)dr 

1 
o 

1 

e-(r-Vh,)2/Nodr 

1 

OO 

0 0 

('. 

2n J y/2t„/N0 

= Q(y/2^/N0) (3.25) 

cm que Q(-) c a fungao erro defmida na Equagao 1.11. Fazendo esse mesmo proccdi-

mento para S\, obtem-se o mesmo resultado, ou seja, p(e/Sl) = Q(y/'2Zb/No). Supondo 

^istribuicoes gaussianas com medias e — v^6i respectivamente. 
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que os sinaiszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA s0(i) e Si(£) sao igualmente provaveis de serem transrnitidos, a probabi-

lidade cle erro cle bit pb e dada por zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Pb = ^P(e/s0) + -p(e/s1) 

= Q(xMM). (3.26) 

A razao £i,/N0 6 conhecida como a relagao sinal-ruido por bi t . A Figura 3.4 mostra a 

curva cla probabilidade dc erro cle bit pe versus £b/No-

Figura 3.3: Distribuigao dc probabilidade do sinal na entrada do receptor BPSK. 

A implcmentagao do metodo clc Monte Carlo para esse sistema e bastante simples, 

em que o estimador calcula uma estimativa puc de pe para cada valor SNR = ^/NQ. 

Para simplificar a implcmentagao, a distribuigao gaussiana e normalizada, ou seja, 

c'ir = Ao/2 = 1, c consequentemente NQ = 2. Feito isso, calcula-sczyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA usando o valor 

cla relagao sinal ruido, 

& = No • SNR = 2 • SNR. 

Como mostra a Equagao 3.22, o sinal na entrada do decisor e a soma cla componente 

do sinal transmitido (s 0 ou S\) com a componente do ruido nk. Como dito anterior-

mente, o metodo cle Monte Carlo baseia-se cm utilizar gcradores cle numeros aleatorios 
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para essas quanlidades e contar o niimero de erros ocorridos, conforme a dcfinigao do 

metodo na Equagao 3.2. 

A implcmentagao cntao utiliza um gerador de bits aleatorios e mapcia um bi tzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA bk em 

um dos valoreszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA SQ e Si, e tambem obtem a arnostra nk do ruido utilizando um gerador 

de amostras de uma distribuigao gaussiana normalizada 5. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

nmzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA duum »i l w na CAM  

10 , , 1 ( 1 

' — - O - -

' e „ 

"a 

9 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

b 
y Vale*  aiaio ( pj 

-O - M alta Cv f o ( N - 10") zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
s 

b zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
\  

V 

0 | 4 6 8 10 I? 14 

SNU (dB) 

Figura 3.4: Simulagao dc Monte Carlo para o sistema BPSK sobre um canal AWGN. 

Essas quantidades sao somadas para obtcr a arnostra rk na entrada do decisor. Dai, 

faz-sc o processo de decisao com limiar nulo e compara-se o bit recebido bk com o bit 

transmitido bk- Se um erro ocorrer o contador de erros e incrementado. Esse processo 

ocorre N vezes. Por fim, a estimativa PMC de pe 6 calculada pcla proporgao do total 

de erros em relagao a N, como estabelccc a Equagao 3.2. 

A Tabela 3.1 mostra os resultados obtidos estimando pi utilizando o metodo cle 

Monte Carlo para diversos valores cla relagao sinal-rufdo por bit ( ^ / A 0 ) . Nessa mesma 

tabela e colocado o valor real cle pi,, a variancia a2

MC do estimador e o erro normalizado. 

Na Figura 3.4 fem-sc o grafico dos valores dc PMC c pi,. 

Os resultados listados na Tabela 3.1 foram obtidos com simulagoes de comprimento 

N = 10G. Como pode-se notar, quando a probabilidade de erro atinge valores cla ordem 

de 1 0 _ G o mimero de erros encontrados na simulagao nao e suficiente para estimar pe, 

e portanto o erro normalizado e muito alto. Esse mesmo resultado pode ser visto na 

Figura 3.4, cm que a curva obtida pelo estimador clc Monte Carlo para N = 10 6 so 

5Media nula e variancia unttaria. 
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tem valores ate a relagao sinal rufdo de lOdBzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (p(. = 3,870 • l O - 0 6 ) , a part ir desse ponto 

o comprirnento da simulagao e insuficientc. 

Tabela 3.1: Resultados da simulagao de Monte Carlo para o sistema BPSK. 

SNR Pb PMC °MC Erro normalizado zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0 7, 860 • 1 0 - 0 2 7, 873 • 10-° 2 7,25- l O - 0 8 0,34% 

1 5,630- 10~'12 5,652 • 10-° 2 5,33- l O " 0 8 0,41% 

2 3, 750 • 10~ 0 2 3,783- 10"0 2 3,64 • 10- 0 8 0,51% 

3 2, 290 • l O " 0 2 2,284 • l O " 0 2 2,23- l O " 0 8 0,65% 

4 1, 250 • 10"0 2 

1,266- l O " 0 2 1,25 • 10"08 0,89% 

5 6,000- 10" 0 3 5,900- 10-° : i 5,87- u r 0 9 1,28% 

i G 2,400 • 10" 0 3 2,301 • l O " 0 3 2,30- n r 0 9 2,00% 

| 7 7, 730- 10- ( M 8,300 • 10- ( M 8,29 • l O - 1 0 3, 73% 

8 1,910 • l O - 0 4 

1,870- l O - 0 4 1,87- 10- 1 0 7,16% 

9 3,360- 10" 0 5 2,900 • l O " 0 5 2,90 • l O " 1 1 16, 03% 

10 3,870- 10~ 0 6 2, 000 • 1 0 - 0 6 2,00- l O " 1 2 36, 54% 

3.5 Conclusoes 

O metodo dc Monte Carlo 6 atualmente a abordagem mais utilizada para estimagao cle 

desempenho em comunicagoes. Os principals motivos sao a generalidade do metodo, 

o surgirnento cle modclos mais detalhados dos canais cle comunicagao e a evolugao dos 

processadores acclerando as simulagoes. Ao implementar o metodo percebc-se outra 

vantagem que e a simplicidadc, pois conhecendo o modelo do sistema que se deseja 

simular, a implcmentagao c simples e ha diversos algoritmos na li teratura que podem 

ser reutilizados. 

Analisando o metodo de Monte Carlo do ponto de vista de estimagao, foi clemons-

trado que o estimador cle Monte Carlo e despolarizado c consistente, e que as estima-

tivas obtidas tem distribuigao binomial. O conhecimento cla estatistica do estimador 

possibilita o calculo do desempenho do metodo, que e mais uma vantagem do metodo 

de Monte Carlo. Na analise do sistema utilizando estimagao e fundamental conhecer a 

estatistica do erro cometido, essa informagao pode ser obtida calculando a variancia, o 

erro normalizado, ou o intervalo cle confianga do estimador cle Monte Carlo. 

Embora as vantagens acima sejam importantes no contexto de simulagao, o metodo 
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de Monte Carlo c impeditivo quando a probabilidade de erro e muito pequena, pois sao 

nccessarias muitas iteragoes para que um erro ocorra. Para sobrepor esse problema sao 

aplicadas tecnicas conhecidas como metodos de redugao de variancia, que se utilizados 

podcm reduzir a variancia do estimador de Monte Carlo, ou equivalentemente reduzir 

o necessario numcro cle iteragoes para obtcr uma estimativa aceitavel. No proximo 

capftulo sera aprcsentada uma simulagao clc Monte Carlo modificada que util iza uma 

tecnica cle redugao de variancia para melhorar o desempenho cla simulagao. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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Capitulo 4 

Monte Carlo com Valorizagao das 

Amostras 

0 metodo de Monte Carlo torna-se ineficiente na medida em que a probabiliclade de 

erro a ser cstimada diminui. Isso ocorre pois sera necessario urn grande niimero de 

iterag5es para causar urn unico erro, o qual e o evento importante na simulagao. 

Como ilustragao, se o ruido e gaussiano com media nula, o valor mais provavel e 

zero, e nao induzira nenhum erro. Possivelmente, alguma faixa de valores do ruido 

proximos de zero tambem nao causara erros na transmissao. Por exemplo, para uma 

probabilidade de erro de 10~ 6, na media apenas urn evento de erro ocorre a cada 

106 iteragoes. Assim, na maioria do tempo os eventos obtidos na simulagao nao sao 

importantes. A conseqiiencia clisso e que as iteragoes em que o ruido nao pode causar 

erros tornam-se lixo computational por trazerem pouca informagao ao estimador. 

Estimar a probabilidade de erro da ordem de p e , com urn erro normalizado menor 

que 1/3, requer uma simulagao de Monte Carlo da ordem de 10/p e . U m erro normali-

zado de 1/3 corresponde a um intervalo de confiangazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA [\pe, l | p e ] para um nivel de con-

fianga de 95%. Com uma probabilidade de erro tfpica de, por exemplo, 10~ 8, o metodo 

de Monte Carlo necessitaria de 10° amostras por simulagao, o que e impraticavel. 

Em linhas gerais essa e a motivagao para o metodo de Monte Carlo modificado, 

conhecido comozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA metodo de Monte C a r l o com valorizagao das amostras (IS 

- Importance Sampling). Esse metodo propoe modificar a fdp do ruido na diregao 

de gerar erros artificialmente, que sao os eventos importantes na simulagao. Com 

essa modificagao espera-se obter mais rapido a informagao necessaria para estimar a 

probabilidade de erro com a precisao desejada. 
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A alteragao da fdp do rufdo para gcrar mais erros e feita de forma controlada e 

c chamada de polarizagao. Como conseqiiencia o contador de erros nao pode ser o 

mesmo. Entretanto, conhecendo a polarizagao associada com cada amostra do ruido, 

e possivel despolarizar adequadamente o contador. 

A escolha de uma boa fdp polarizada para o ruido, visando melhorar a eficiencia do 

metodo de Monte Carlo, e uma das tarefas mais importantes na aplicagao do metodo 

de Valorizagao das Amostras. Usar uma polarizagao ruim torna o estimador menos 

eficiente que Monte Carlo. 

Apos escolher a familia da fdp polarizada, e necessario encontrar os parametros 

otimos para a simulagao. Metodos para otimizagao de parametros sao de particular 

intcresse no presente trabalho e serao descritos no Capitulo 5. 

A vantagem de utilizar valorizagao das amostras em relagao ao metodo de Monte 

Carlo convcncional pode ser vista de duas formas. Inicialmente como uma diminuigao 

do custo computacional, mantendo a mesma precisao, ou equivalentemente, um au-

mento na precisao para o mesmo custo computacional. 

Valorizagao das amostras pertencc a um conjunto de tecnicas conhecidas como 

metodos para redugao de variancia. 0 primeiro artigo aplicando o metodo de Monte 

Carlo Modificado em comunicagoes foi publicado por K.S. Shanmugan e P. Balaban 

[2]-

Como anteriormentc, a fdp devc ser polarizada visando aumentar o niimero de erros 

encontrados na simulagao. Em sistemas complexos, a regiao da fdp do ruido em que sao 

gcrados erros no sistema nao e conhecida. Caso essa regiao pudesse ser encontrada o 

problema de calcular a probabilidade de erro seria resumido ao calculo de uma integral 

definida de uma fungao deterministica 1 em uma regiao conhecida. Por outro lado, o 

problema de encontrar essa regiao pode ser tao complexo quanto o calculo dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA pe. 

Outro fato importante relacionado a fdp polarizada e que as amostras do ruido sao 

obtidas a partir de algoritmos geradores de mimeros alcatorios, e portanto e preciso 

escolher uma fdp que seja possivel implementar um algorifmo para obter as amostras 

alcatorias. 

Alem da escolha da fdp, a despolarizagao do estimador pode ser uma tarefa dificil. 

Em geral, sistemas com memoria, em que varias amostras do ruido afetam um unico 

bit, e necessario conheccr a quantidade dessas amostras para fazer a despolarizagao, 

em outras palavras, e necessario conhecer a memoria do sistema. 

JEssa fungao refere-se a fdp do ruido. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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Ncssc capitulo o metodo de valorizagao das amostras (IS -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Importance Sampling) 

sera descrito no contexto do problema da estimagao da probabilidade de erro em co-

municagoes. Suas principals propriedades serao investigadas e comparadas com o es-

timador de Monte Carlo. Por firn, o ganho de desempenho do metodo e demonstrado 

em um sistema binario com canal gaussiano branco. 

4.1 Defmigao do Estimador IS 

Para desenvolver a abordagem IS, considere o modelo simplificado de um sistema digital 

mostrado na Figura 4.1. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

x(t) 
Sinai 

Ruido 
Sislcma: g(x) 

V, 
Dccisor Sislcma: g(x) 

V, 
Dccisor Sislcma: g(x) Dccisor Sislcma: g(x) Dccisor 

Figura 4.1: Diagrama de blocos do Sistema simplificado. 

0 proccsso de entrada X(t) e composto por sinal mais ruido e V(t) e o sinal na 

entrada do decisor. No processo de simulagao X(l) e discretizado no tempo e torna-se 

o vetor X ^ {X(U), X(U - Ts),X(U - (M - l)Ts)}, em que Ts 6 o intervalo entre 

amostras, Figura 4.2. 

Figura 4.2: Ilustragao das amostras de X(t). 

A dimensionalidade M do vetor X diz respeito ao numero de amostras que im-

pactam no processo de decisao do simbolo transmitido. Para cada simbolo transmitido 

tem-se T/Ts amostras, cm que T e a duragao do simbolo. Se o dispositivo decisor 

nccessita de m simbolos para efetuar uma decisao, em que men memoria do sistema, 

entao sao neccssarias M = m- T/Ts amostras para realizar a decisao de um simbolo. 
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Admit indo que as fdp's do sinal e do ruido sao conhecidas, a probabilidade de erro 

e dada por zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Vc. = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

/ •OO 

/ II(v)fv(v)dv (4.1) 
J — oo 

H(g(x))fx(x)dx (4.2) 

—oo 

em que g(-)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 6 a caracteristica de transferencia do sistema e fx(') e a fdp M dimensional 

A Equagao 4.1 nao e utilizada como base para a simulagao, pois fv(v) em geral nao 

e conhecida, e portanto nao e possivel implementar um gerador de numeros aleatorios 

para o vetor V. Caso seja possivel, essa formulagao e chamada de versao de saida do 

metodo de Valorizagao das Amostras [2]. Se a Equagao 4.2 for usada chama-se versao 

de entrada. Embora a abordagem utilizada a seguir seja essa ul t ima, a versao de saida 

pode ser encontrada de modo similar. 

0 metodo consiste em introduzir a fdp polarizada fx(x) q u e e m a i s adequada para 

a simulagao. Pode-se reescrever a Equagao 4.2 utilizando fx(x) como segue: 

em que w(x) = fx(?)lfxix) & chamada de fungao peso. Embora as EquagSes 4.2 e 

4.3 sejam identicas, a essentia da polarizagao e que a estatistica dos processos do ruido 

sao modificados de modo que fx(x) n a o e meramente um artificio matematico, como 

poderia parecer na Equagao 4.3, mas trata-se de uma mudanga na distribuigao de X 

para aumentar proporcionalmente o numero de erros na simulagao. A Equagao 4.3 

tambcm pode ser escrita como 

em que Et[] e a esperanga com respeito a fx(x). Como anteriormente, o estimador 

para a probabilidade de erro e obtido a partir da Equagao 4.4 como a media amostral 

de X. 

(4.3) 

pe = E.[H(g(x))w(x)} (4.4) 
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1 N zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

i -1 

No estimador de Monte Carlo, a contagem de erros e feita com incrementos de 

um, por outro lado, o estimador modificado pondera cada erro somando w(xi). A 

fungao peso w(x) = f{x)/ f*(x) tern a fungao de corrigir o contador de erros devido a 

polarizagao do ruido. 

Note que o valor N e usado em 3.2 e 4.5 como um simbolo generico para o niimero 

total de smibolos transmitidos, entretanto, os valores especificos nao precisam ser os 

mcsmos. Na proxima segao sera demonstrado que o estimador com valorizagao das 

amostras e despolarizado e consistente. 

4.2 Despolarizagao e Consistencia 

0 estimador modificado nao c polarizado, e isso pode ser facilmcnte mostrado. 0 valor 

esperado do estimador pode ser escrito como 

E\pIS] = & zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

j = i 

1 -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

N 
•i=\ 

As clifercntes amostras Xi sao identicamcnte distribufdas, portanto 

E\pis] = jj • N • E[H(g(x))w(x)] 

/

-l-oo 

H(g(X))w(X)r(x)dx 

oo 

= r II(g(X))^f\r(x)dx 

J-oo JX\X) 

= P e . (4-6) 

Esse ult imo resultado demonstra que a polarizagao da distribuigao de A' nao afetou a 

propricdade de despolarizagao do metodo de Monte Carlo. Como proposto inicialmente, 

a valorizagao das amostras, se fcita adequadamente, reduz a variancia do estimador. 
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Para demonstrar que o estimador modificado c mais eficiente que o estimador de Monte 

Carlo, e necessario eomparar suas variancias. 

A variancia do estimador de Monte Carlo foi obtida na Equagao 3.5. Seguindo o 

mesmo procedimento para o metodo modificado, tem-se zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

<r]S 
JM(p,s - E\f>,s]f\ 

= E.l(pIS-pe})
2} zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

E.\P%]-PI (4.7) 

em que foram utilizados os resultados obtidos nas Equagoes 2.10 e 4.6. Substituindo a 

definigao de pis na Equagao 4.7, tem-se zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

a is 

N2 

N N 

N 
j=i 

Pe 

N N 

(4.8) 

Separando os termos em que i - j , e admitindo independencia entre os vctores 

aleatorios Xi e Xj, para i '/ j , tem-se zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2 
°1S 

N-\ N 

•i=l J=t+1 

N /.-i-oo 

i i 
N-l N 

+ ^ 2 [HigixJMxi)] E. [H(g{x3))w{x3)\ - P l 

i = l j=i-\l 

/V /-loo 

i=l JX\J'') i=i j= i+] 

N - l N 
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cm que foi utilizada a igualdade // 2(</(x.;)) = / /zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(g{xi) ) , a defmicao da fungao peso w{x) 

e a definigao de p(. escrita como o valor esperado, Equagao 4.4. Retirando as expressoes 

dos somatorios, tem-se zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

«hzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA =  ̂ jT° H(g(x))w(x)fx(x)dx I ^ y V ( y V ~ 1 ) P f - - vl 

1 / ' | 0 ° D 2 

= H(g(x))w(x)fx(x)dx - ^ . (4.9) 

Similarmente ao calculo da probabilidade de erro, a variancia do estimador com 

valorizagao das amostras pode ser escrita em termos do operador valor esperado 

<TJs = ^{E[H(g(x))w(x)}-pl}. (4.10) 

Durante a simulagao e necessario estimar a precisao da estimativa obtida com a 

valorizagao das amostras, isso 6 feito usando o estimador da variancia amostral dado 

por 

E dcsejavel escrcver 4.9 cm uma forma mais adequada para analise futura. Substi-

tuindo um dos operandos de pe pela Equagao 4.2, tem-se 

cr2

IS = jjj H(g(x))w(x)fx(x)dx-^J H(g(x))fx(x)dx 

1 f+°° 

= - j H(g(x))fx(x)[w(x)-pe]dx. (4.12) 

A possibilidade de redugao de variancia e evidente comparando as Equagoes 3.8 

c 4.12. Para tanto, e necessario que w(x) < 1 nas regioes em que x resulta em 

erro (II(g(x)) — 1). Como w(x) — f.\(x)/fx(x), fazer w(x) < 1 significa escolher 

fx(x) > fx(x) nas regi5es em que ha erros. Essa propriedadc descjada em fx(x) im-

plica no aumento de ocorrencias de erros no processo de simulagao, como mencionado 

antcriormente. 

Outra informagao important^ a ser extraida da Equagao 4.12 c a possibilidade de 

reduzir a variancia a zero fazendo w(x) = pe para todos valores cle x na regiao onde 
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ocorrcm os erros. Isso implica no estimador perfeito, entretanto, como o valor dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA pc 

e desconhecido, tal polarizagao nao faz sentido no contexto de simulagao. Embora na 

pratica nao seja possivel realizar o estimador perfeito, alguma informagao l i t i l pode ser 

extrafda. 

Finalmente, como a integral em 4.12 nao depende dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA N, isto implica que o estimador 

e consistcnte, pois sc N oo, entao a]s -» 0. Com isso, as condig5es de consistencia 

sao satisfeitas pelo estimador. 

4.3 Escolha da distribuigao Polarizada 

Ate o momento foi apresentada a definigao do estimador com valorizagao das amostras, 

e foi mostrado que o estimador e despolarizado e consistcnte. No processo de modela-

gem para implcmentar o metodo em um sistema especifico, a linica quantidade sujeita 

a escolha e a distribuigao polarizada / x ( - ) ) Q u e a t c entao foi tratada apenas simboli-

camente. 

A distribuigao polarizada deve ser escolhida tal que a variancia do estimador seja 

tao pequena quanto possivel, e possa ser facilmente implcmentada utilizando geradores 

de mimeros alcatorios. Na maioria das aplicagSes apenas a distribuigao do ruido e 

polarizada, embora em algumas situagoes seja possivel polarizar o sinal transmitido e 

obter algum ganho de descmpenho, tais casos nao sao estudados nesse trabalho. 

E possivel obter analiticamentc a distribuigao polarizada ot ima [2] [5], entretanto, 

a fdp obtida depende da probabilidade de erro de bit desconhecida pi- Como obter 

essa quantidade e o objetivo da esfimagao, essa solugao nao e realizavel na pratica. Na 

proxima segao scrao mostradas duas abordagens difercntcs para polarizar a distribuigao 

gaussiana. 

4.3.1 Polarizagao da Distribuigao Gaussiana 

Na modelagem do canal assume-se que a fdp do ruido / zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAA T ( - ) e uma distribuigao gaus-

siana com media nula e variancia a%, c e dada por 

Desdc que a distribuigao gaussiana tern dois parametros, media e variancia, a densi-

dade polarizada pode ser diferente da densidade original apenas modificando esses 

1 
(4.13) 
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parametros. Historicamente, o primeiro esquema sugerido para demonstrar o ganho de 

desempenho obtido com a valorizagao das amostras foi aplicado a distribuigao gaus-

siana e e conhecido comozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA valorizagao das amostras convencionalzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (Conventional 

Importance Sampling - CIS). Essa abordagern baseia-se em aumentar a proporgao de 

erros na simulagao apenas incrementando a variancia a2

N da distribuigao para o valor 

alf,, como mostra a Figura 4.3. Com essa abordagern a distribuigao polarizada e escrita 

como 

2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I n 1  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
-e ' N* zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

^ • [OTJV/ VT^] 
(4.14) 

que e uma distribuigao gaussiana com media nula e variancia erjy, = cr2

N/(l — a). Para 

0 < a < 1 nota-se que a2

N» > a^, com igualdade para a = 0 em que a fdp polarizada 

reduz-se a fdp original. Para 0 < a < 1, essa modificagao garante um aumento na 

variancia da fdp. Supondo um sistema em que a calda da distribuigao do ruido provoca 

os eventos importantes (erros) na simulagao, como ilustra a Figura 4.3, o aumento da 

variancia da fdp induzira a ocorrencia dos erros mais frequentemente. 0 problema de 

implementar CIS, portanto, e selccionar a variancia a%. da distribuigao polarizada, ou 

equivalentementc escolher a constante a. 

Figura 4.3: Polarizagao no metodo de valorizagao convencional das amostras (CIS). 
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Na Segao 4.4 o valor otimo dczyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a e obtido analiticamente para um sistema BPSK 

em um canal A W G N . Ja no Capitulo 5, o problema de otimizagao dc parametros da 

distribuigao polarizada e tratado de uma forma mais generica. 

Uma alternativa que surgiu posteriormente para modificar a fdp gaussiana foi pro-

posta em [5] e c conhecida comozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA valorizagao das amostras melhoradazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (Improved 

Importance Sampling - I IS) . A idcia e usar um processo nao estacionario para modificar 

o valor medio da fdp gaussiana, de acordo com os valores atuais da seqiiencia de bits 

de informagao. A variancia da distribuigao nao e modificada. 

Figura 4.4: Polarizagao no metodo do valorizagao melhorada das amostras (IIS). 

O termo nao-estacionario e devido a distribuigao gaussiana polarizada poder ser 

diferente em instantes distintos. U m simples exemplo ilustra esse procedimento. Re-

tornando ao sistema BPSK discutido na Segao 3.4, o bit "0" e reconhecido no receptor 

pelo valor s 0, e o sinal rk na entrada do decisor tern distribuigao gaussiana com media zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

/  

51 



Tabela 4.1: Resultados da simulagao com valorizagao das amostras para o sistcma 

BPSK. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

SNR zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAI), Pi is a i i s l i r r o normalizado 

0 7,m)-1()-()- 7, 860 • 10 0 2 

1,109- l O " 0 8 0,13% 

1 5,030 • 10 0 2 

5,618 • l O " 0 2 6,167- 1()-° < J 

0,14% 

2 3,750 • l O 0 2 3,756 • 10 0 2 

2,996 • l O - 0 9 0,15% 

3 2,290 • u r 0 2 

2,282- 10 0 2 1,221 • l O 0 9 0, 15% 

4 1,250 • 10 0 2 

1,251 • 1 0 " 0 2 4,040 • 10~ 1 ( 1 0, Hi'.M 

5 6,000 • 1 0 " 0 3 5,947- 10" 0 3 1,015 • 1 0 " 1 0 

0,17% 

6 2,400 • J O ' 0 3 

2,387- l O ^ 0 3 1,819 • l O ' 1 1 0,18% 

7 7, 730 • l O " " ' 1 

7,740- L O - 0 4 2,137- 1 0 ~ 1 2 0,19% 

s 1,910 • 10 0 , 1 

1,910 • 10 0 , 1 1,460 • 10 1 3 0, 20% 

9 3, 360 • 10 0 5 

3,349 • 1 0 - 0 5 5,061 • 1 0 - 1 5 0 , 2 1 % 

10 3,870 • 10 < m 3,884 • 10 ( m 7,611 • l O " 1 7 0,23% 

11 2,61 • l O " 0 7 2,626 • 10 0 7 3,912 • 1 ( ) - 1 9 0,24% 

12 9,01 • u r 0 < J 

9,010- u r 0 9 

5, 230 • 1 0 - 2 2 0, 25% 

13 1,33 • 10 _ 1" 1,328- 10-1 ( 1 

1 , 2 8 4 • 1 0 " 2 5 0, 27% 

14 6,81 • 10 6,806 • 10 1 3 3,791 • 10 3 0 0. 2!)% 

No proximo capitulo o problema dc eneontrar distribuigoes de probabilidadcs po-

larizadas dc modo a minimizar a variancia do cstimador sera analisado. 

4.5 Conclusoes 

O metodo dc esLimagao com valorizagao das amostras c uina alternativa ao metodo de 

Monte Carlo que podc melhorar significativamcntc o desempenho das simulagoes. Valo-

rizagao das amostras faz parte dc urn conjunto dc tccnicas eonhecidas como mctodos 

de redugao dc variancia, que sc utilizados podern reduzir a variancia do cstimador, ou 

cquivalcntcrnentc reduzir o nurncro nccessario dc itcragocs para obtcr uma estimativa 

acoitavel. Kssa mcllioria no desempenho da simulagao ocorre pois o metodo dc valo-

rizagao das amostras uti l iza a cstatistica dos proccssos envolvidos para que os erros, 

que sao os eventos importantcs, ocorram com maior freqiiencia durante a simulagao. 

Embora o ganho de desempenho obtido com valorizagao das amostras tern sido 

demonstrado para varios sistemas, alguns desses bastante complexos, nao ha uma 

mctodologia gencrica para a aplicagao do metodo, sendo cntao neccssario analisar os 

proccssos cstocasticos prcsentes no modelo c cntao estudar a melhor forma de valorizar 
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as amostras para a simulagao. Embora cssa analise possa ser complicada, apos encon-

trar urn csquema dc polarizagao adequado, as simulagoes scrao mais rapidas, podcndo 

rccuperar o tempo tornado na analise. 

A analisc para cncontrar a polarizagao mais adequada para a simulagao muitas 

vezcs resulta cm urn numcro dc paramctros a serem cscolhidos. A selegao desses va-

lores impacta fortemente no desempenho da simulagao, de modo que alguns autores 

demonstraram a necessidadc dc utilizar metodos de otimizagao de paramctros para 

sclecionar valorcs que minimizem a variancia do cstimador. No proximo capftulo scrao 

cstudadas dlferentes abordagens para otimizagao de paramctros da simulagao. 
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Capitulo 5 

Otimizagao de Parametros em IS 

A eficiencia da mciodologia de valorizagao das amostras depende fortemente da po-

larizagao das distribuigocs cnvolvidas. Isto c, a sclcgao da densidade de polarizagao 

dctermina a precisao do cstimador, on correspondcntcmcnlc, o tempo dc processa-

mento nccessario para obter a precisao descjada. 0 problcma dc encontrar a densidade 

de polarizagao pode ser dividido em duas partes, o primciro passo c cscolhcr a classc 

dc densidades que satisfaz algumas condicocs gcrais e que e simples dc implcmcntar. 

Em scguida e nccessario sclecionar paramctros dessa distribuigao dc modo a otimizar 

o desempenho da valorizagao das amostras. 

Em rnuitas aplicagocs, os clemcntos das classes dc densidades selecionadas sao ca-

racterizados por urn nurncro dc parametros. Por cxcmplo, sc a classc dc densidades 

selecionada c a farnilia dc densidades gaussianas, os clemcntos desta classc sao caractc-

rizados pcios valores da media e da variancia. 

Sclecionar uma classc dc densidades clc probabilidade adequada nao garantc que a 

polarizagao sera cficientc. Na rcalidade, urn cstimador cficicnte resultara de uma boa 

escolha da classc dc densidades de polarizagao juntamcntc com uma sclcgao otirna dos 

valorcs dos paramctros caractcrislicos associados. 

Esse capitulo cstuda os mctodos de otimizagao dc paramctros para a valorizagao 

das amostras. Na Scgao 5.1 o problcma dc otimizagao dc paramctros sera definido 

formalmente. A Scgao 5.2 aprcsenta uma visao gcral das difereirtcs abordagens para 

otimizagao c detalha dois mctodos numericos de intercsse. 
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5.1 Formulagao do Problema 

De acordo com a Segao 4.1, o problema de estimar a probabilidadc dc crro de urn 

sistema de comunicagocs, utilizando o metodo dc valorizagao das amostras, podc scr 

visto como o problema de estimar o valor cspcrado zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

pe = E.[H(g(X))w(X)}. 

cm que X e um vctor alcatorio com densidade dc probabilidadc conjunta / x ( - ) co-

nhecida, c «;(•) = / x ( - ) / / x ( ' ) - 0 subscrito no valor cspcrado indica que a densidade 

que multiplica o argumcnto na integral do valor espcrado c a densidade de polarizagao 

/ x ( - ) . 0 cstimador com valorizagao das amostras para pc e 

1 N zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

P I S = yyr5^/f(^(x<)Mx<'r)' x i ~ / x ( x > r ) -

i= l 

E assumido aqui que a densidade de polarizagao / x ( - ) pertence a uma classe de den-

sidades com parametros caractensticos rcprcscntados pclo vctor r. Na Equagao 5.1 

foi escrito explicitamcntc a dependencia que a fungao / x ( ' ) ' j G m desses parametros. 

Da defmigao da fungao peso w(-), tambcm conclui-se que cla depende do vetor dc 

parametros r , como indicado cm 5.1. 

Retornando a Equagao 4.10, a variancia do cstimador com valorizagao das amostras 

c 

°2is = j ; {E[H(g(X))w(X)} - pi] (5.2) 

= jj{E.[H(g(X))w2(X)}-p2

e}. (5.3) 

Note que a Equagao 5.3 e simplesmente o rcsultado de aplicar a defmigao da fungao 

peso em 5.2. Para otimizar o cstimador c preciso minimizar a fungao custo a]s cm 

relagao aos parametros caractensticos. 

Para simplificar a abordagem do problema, denotando I ( r ) como os valorcs cs-

perados cquivalentes nas Equagocs 5.2 e 5.3, minimizar a variancia do estimador com 

valorizagao das amostras e o mcsmo problcma dc minimizar a fungao 
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/ ( r ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAE[H(g(X))w(X)} 

Et[II(g(X))to2(X)}. 

(5.4) 

(5.5) 

Nas proximas scgocs serao mostradas as principals abordagcns para minimizar a 

fungao I(r). 

5.2 Metodos de Otimizagao 

A abordagem forga-bruta para otimizagao de paramctros e rcalizar varios experimen-

tos com difcrentes valorcs de r , e cntao cscolhcr os valores de r que resultaram na 

mcnor variancia do cstimador. A dcsvantagem evidcnte dcssa abordagem e que faz-se 

nccessario uma multiplicidadc dc experimcntos longos. 

E m alguns casos particularcs c possivel usar tccnicas analiticas para determinar 

os valores otimos dos paramctros da simulagao, como mostrado em [5], [10] c [24]. 

Entrctanto, essa abordagem cm gcral c tao dificil quanto o problcma de encontrar a 

propria probabilidadc de erro. 

Uma alternativa c encontrar limites para a variancia do cstimador c rclacionar estes 

limites para os valores dos parametros r. Esta abordagem foi sugcrida em [11]. 

Dcsde que os mctodos descrifos acima sao computacionalmcnte ineficicntes (metodo 

de tentativa e erro) ou so adequados para problcmas particularcs, eles nao estao sendo 

amplamente utilizados. Abordagcns mais populares sao bascadas em exponential twist-

ing ou mctodos adaptativos. 

0 metodo exponential twisting e relacionado aos resultados da teoria do desvio am-

plo (large deviations theory). Pode-sc encontrar um tratamcnto extensivo desse campo 

em [36]. Essa tccnica tern sido aplicada com sucesso na otimizagao dc parametros de 

importance sampling em comunicagScs oticas [17], [18] e problemas gerais em comu-

nicagoes digitals [16], [19]. Embora tenha sido mostrado que exponential twisting c 

uma fcrramenta u t i l cm alguns problemas, para scr utilizada c nccessario o logaritmo 

da fungao gcrafriz dos momentos da densidade dc probabilidadc em cstudo, o que em 

muitos problcmas dc comunicagao isto nao e disponivcl. 

Uma importante classc de metodos com valorizagao clas amostras c conhecida como 

valor izagao a d a p t a t i v a das amost ras (adaptive importance sampling), cm que sao 
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utilizados mctodos numericos para a otimizagao dos parametros da distribuigao pola-

rizada. Na proxima segao esses metodos scrao analisados. 

5.3 Valorizagao Adaptativa das amostras 

A abordagem mais geral para a minimizagao de / ( • ) com respeito ao vetor dc parametros 

r c usar metodos numericos. Mcsmo com o acrcscimo de custo computacional, a gc-

ncralidadc dcssc metodo e uma vantagem decisiva cm rclagao a outras abordagcns dc 

otimizagao. 

Os metodos numericos cxistcntcs para otimizagao de fungocs podem cxigir o co-

nhecimcnto dc dcrivadas da fungao. Os mctodos que nao cxigem essa informagao sao 

teoricamente mais gencricos, c nao sao nccessariamcntc mcnos cficicntcs que os mctodos 

bascados em derivadas. 

As scgocs scguintes discutcm a aplicabilidadc dc clifcrcntcs tipos de metodos numeri-

cos, separados cm mctodos com derivadas c mctodos sem derivadas, para a otimizagao 

de parametros em importance sampling atraves da minimizagao de / ( • ) . 

5.3.1 Metodos de Otimizagao sem Derivadas 

Considcre o problcma dc otimizagao unidimcnsional. Isso implica em procurar pelo 

mfnimo da fungao / ( • ) , definida na Equagao 5.4, em que o argumcnto da fungao c 

a variavel unidimcnsionalzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA r. 0 objetivo e encontrar o valor de r para o qual I(r) c 

mfnimo. 

0 primeiro passo para encontrar o rninimo de uma fungao e sclecionar o intcrvalo 

[a,c] em que se descja obtcr o valor mfnimo da fungao. Mctodos numericos para 

minimizagao de fungao envolvcm um proccsso iferativo cm que porgocs desse intcrvalo 

que nao contem o valor mfnimo sao excluidos. Em linhas gcrais o proccdimento c como 

segue, 

1. Dados os valores das abscissas a c c, cscolhe-sc um tcrceiro valor b, cm que 

a < b < c, no qual sabe-se quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1(a) > 1(b) c 1(b) < 1(c). 

2. Escolhe-se um valor x no intcrvalo (b, c). Tambcm poderia-se escolher no intervalo 

(a, b) e seguir um proccdimento similar. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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3. SezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(b) < I(x), cntao o novo tr io de pontos c {a, b, x}; caso contrario, o novo trio 

de pontos e {b,x, c}. 

4. 0 processo e repetido iterativamentc ate que o valor de / ( • ) no meio do trio dc 

pontos seja suficicnterncntc pcqueno. 

0 valor da abscissa do novo ponto, cntre os extremos, podcria ser escolhido no 

centro do intervalo. Entretanto, uma forma melhor de sclecionar a abscissa do novo 

ponto c usar uma scgao de ouro (golden section). Isso implica que, dado o trio de 

pontos {a,b,c}, a < b < c, o novo ponto x em que / ( • ) sera calculado deve scr cm 

uma fragao 0.38197 do maior intcrvalo cntre os intervalos (a,b) c (b, c), iniciando do 

ponto b [33]. Uma altcrnafiva para a scgao dc ouro e utilizar as scries de Fibonacci 

para sclecionar a abscissa do novo ponto. 

Os mctodos descritos sempre convcrgem para um mfnimo local independentemente 

da curva da fungao I(-). quando a fungao c bem comportada, o metodo da i n t e r -

polagao p a r a b o l i c a inversa c mais cficientc. Estc metodo assume que a fungao c 

bastante similar a uma parabola na regiao proxima ao mfnimo [33]. Obviamente, o 

metodo dc interpolagao parabolica inversa nao e robusto porque elc conta que a fungao 

e similar a uma parabola. 0 m e t o d o de B r e n t c um proccdimento dc minimizagao 

que usa o metodo de interpolagao parabolica c, quando esse nao e convcnicntc, rnuda 

para a procura usando a scgao de ouro. 0 metodo de Brent combina um algoritmo de 

convergencia rapida para as segocs parabolica da fungao, com um algoritmo robusto 

para as outras scgocs. 

No contcxto de natureza cstocastica cm que o problcma de otimizagao de paramctros 

de importance sampling esta inscrido, o valor da fungao / ( • ) c calculado pelo estimador 

! ^ = -^Y,in9(xi)W(xl,r), xt ~ f*x(x,r). (5.6) 

i= l 

Isto implica que os valorcs da fungao usada nos mctodos dc otimizagao descritos 

ate agora sao variaveis alcatorias. Com isso, c possfvel que cm um dcterminado valor 

dc / ( • ) o intervalo escolhido pelo algoritmo scja incorrcto. Por cxcmplo, cscolhcndo 

um trio {a,b,c}, a < b < c, para obfer um novo ponto y para a proxima itcragao c 

preciso comparar I(y) com 1(b). Sc I(y) < 1(b), um valor dc I(y) muito maior que 

o valor verdadeiro I(y) podcria fazcr com que o algoritmo concilia que I(y) > 1(b), e 
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portanto cscolhcria um novo Lrio de abscissas incorreto para a proxima iteragao. Isso 

significa que a alcatoriamcnte cnvolvida no calculo da fungao / ( • ) constitui uma seria 

dcsvanlagem em sua otimizagao. 

Para concluir, metodos de minimizagao que nao cxigcm derivadas da fungao, nao sao 

convcnicntes para a otimizagao dc paramctros no metodo dc valorizagao das amostras. 

Nas proximas scgocs scrao estudados dois mctodos bastantc conhccidos que usam 

derivadas para dctcrminar o valor mfnimo dc uma fungao, e sao adcquados para a 

otimizagao da fungao cstocasfica / ( • ) . 

5.3.2 Gradientc Descendente Estocastico (GDE) 

0 gradientc descendente estocasticozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (stochastic gradient descent), e um metodo bem 

conhecido para a otimizagao de fungocs multi-dimensionais. Basicarncnte ele envolvc 

um proccsso itcrativo cm que o gradientc da fungao em um ponto c usado para dctcr-

minar o ponto da proxima iteragao. 

0 gradientc estocastico e uma vcrsao modificada do metodo gradient descent para 

rcalizar a minimizagao dc fung5cs cstocasticas. A aplicagao dessa abordagem na 

otimizagao de parametros em importance sampling tern sido mostrada em difercntcs 

problcmas em sistemas de cornunicagocs [13], [14] e [12]. 

Para iniciar o problema de minimizar I(r), sendo o gradiente de I(r) em relagao a 

r denotado por V r / ( r ) , e bem conhecido [13] que 

V , / ( r ) | r = r o p t = 0 (5.7) 

constitui uma condigao nccessaria, mas nao suficicntc, para que o vctor r o p t . seja 

um mfnimo local ou global dc I(r). Assim, na procura do mfnimo, o algoritmo dc 

otimizagao envolvc uma descida (descent) na fungao / ( • ) cm uma diregao clada por 

V r / ( r ) . Esse algoritmo c conhecido como gradientc descendente determinfstico (DGD 

- Deterministic Gradient Descent), e e um esquema itcrativo com a k-esima iteragao 

dada por 

r/t+i =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA rk - 6kVrI(rk), m=l,2,... (5.8) 

em que Sk e o tamanho do passo utilizado na k-esima iteragao, e e obtido experimen-

talmente. 
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Como em muitas aplicagocs uma cxprcssao em forma fechada de V r / ( - ) nao c 

disponfvcl, usa-se uma estimativa dcspolarizada V r / ( - ) do gradientc. Mudando o gra-

dientc dctcrminfstico pcla cstimafiva cstocastica dcspolarizada resulta no scguintc al-

goritmo gradientc descendente estocastico (GDE) 

rjt+i = r* - zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAS k V t I ( r k ) , fc=l,2,... (5.9) 

0 gradientc da fungao / ( • ) c obtido como segue. Ilcescrevcndo a defmigao dc /(•) 

ufilizando a integral do valor cspcrado, tcm-se 

/ ( r ) = E[H(g(X))w(X,r)} 

/

oo 

/ / ( < 7 ( x ) ) W ( x , r ) / x ( x ) ( / x . (5.10) 

•oo 

Como mostrado em [13], o operador gradientc podc ser transposto com o opcrador 

integral, que resulta, 

/

oo 

/ / ( r ; ( x ) ) V r W ( x , r ) / x ( x ) d x 

•oo 

/ / (<7(x))w(x, r ) V r w ( x , r ) / * r ( x ) d x zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
> 

= E,[H(g(X))w(X,r)VMX,r)}.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (5.11) 

0 estimador dcspolarizado para V r / ( r ) c obtido dc modo similar ao cstimador com 

valorizagao das amostras, ou scja, 

1 N 

V r ' M = 77 E ^ ( ^ ( x i ) ) « ; ( x i , r ) V r « ; ( x i , r ) , x t ~ / x ( x , r ) . (5.12) 

i= i 

A implementagao do algoritmo gradientc descendente estocastico e como segue: 

1. Encontra-se a expressao analftica para o gradientc da fungao peso que aparece 

na Equagao 5.12. 

2. Escolhc-se um valor inicial dos paramctros caractensticos r = r j . 

3. Faz-sc uma simulagao curta para estimar o gradientc de / ( • ) nesse ponto, de 

acordo com a Equagao 5.12. 
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4. Calcula-se r 2 utilizando a Equagao 5.9. 

5. Rcpete-se 3 e 4 itcrativamentc. 

Como dito anteriormente, o passozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 5k e obtido expcrimcntalmcntc. Um alto valor 

para o passo podc produzir desvios do caminho de convcrgencia do algoritmo, por outro 

lado, um passo curto implicara cm um alto custo computacional. Portanto, a cscolha do 

valor dcssa variavel envolvc uma rclagao de compromisso cntre o custo computacional 

c a convcrgencia do algoritmo. 

De acordo com a descrigao classica do algoritmo DGD, o passo podc scr escolhido 

como 5kzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — l / | | V r / ( r ) | | . No contcxto da otimizagao dos paramctros do metodo dc valo-

rizagao das amostras, poclc-se usar 5k = A/ajs, cm que o denominador c a estimativa 

da variancia do cstimador com valorizagao das amostras dada pcla Equagao 4.11, c A 

e um numero fixo que c escolhido expcrimcntalmcntc. 

A escolha do passo c bastantc ilcxfvel, podc-sc iniciar a busca do valor mmimo com 

um passo maior, acelerando assirn a simulagao, e na medida que os valorcs do gradientc 

comegarem a oscilar, podc-se encurtar o passo. 

E importante notar que para o calculo do k-csimo vctor dc parametros r*, uma 

simulagao completa e rcalizada, ou seja, Nk simbolos sao gcrados e o modclo do sistema 

c aplicado. Com isso, as amostras alcatorias X podcrao scr utilizadas nao apenas para 

estimar o gradientc usando a Equagao 5.12, mas tambcm pode-sc utilizar cssas amostras 

para calcular o valor de I{rk) utilizando o cstimador 

cm que o subscritozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA k indica que esta simulagao c rcalizada corn uma densidade dc 

polarizagao com paramctros caractensticos r = rk. Tambcm podc-se usar os mcsmos 

resultados da k-esima simulagao para estimar a probabilidadc dc erro pc usando a 

equagao 

Alem disso, a partir da estimativa 7(r f c ) pode-sc encontrar uma estimativa da 

variancia do cstimador pJSk utilizando as Equagocs 5.2 c 5.4. Comparanclo essa variancia 

(5.13) 

(5.14) 
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e o valorzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA pISk obLido, tem-sc uma medida da precisao do cstimador, c portanto pode-sc 

decidir quando parar o processo itcrativo. 

No algoritmo GDE, a fungao de polarizagao / x ( x , r f c ) , cujos paramctros carac-

tensticos sao obfidos itcrativamentc, sera otirna para estimar pc quando k —» oo. En-

tretanto, essa distribuigao nao sera necessariamcntc otirna para estimar o vctor V r / ( r ) . 

Felizmente, em muitos casos praticos a fungao / x ( x , rk) prove cstimativas com precisao 

suficiente c o algoritmo converge. 

0 algoritmo GDE exige que a fungao peso scja difcrenciavel com respcito a r. fe-

lizmente, a maioria das densidades dc probabilidadc conffnuas sao difcrenciavcis com 

respeito a seus parametros caractensticos, e em geral nao sera diffcil sclecionar a densi-

dade de polarizagao de uma classe de densidades tal que a fungao peso e difcrenciavel. 

Na proxima scgao sera abordado o metodo de Newton, que c bastanfc similar ao 

metodo do gradientc, tendo como difcrcnga a utilizagao da primcira e scgunda derivada 

dc / ( • ) ao inves do gradientc. 

5.3.3 Metodo Estocastico de Newton 

0 metodo de Newton c uma scgunda abordagem numcrica amplamcntc utilizada na 

minimizagao de fungocs determinfstica. 0 prinefpio desse metodo e encontrar uma 

diregao no sentido do mmimo para a aproximagao quadratica da fungao, ao inves da 

aproximagao linear como c feito no metodo do gradientc. 

A aplicagao do metodo de Newton para a otimizagao dos parametros caracterfticos 

r e bastante recente, e ate o momento nao tern sido amplamcntc utilizada. Embora o 

metodo cle otimizagao utilizado nesse trabalho scja o metodo do gradientc, a seguir e 

mostrado um resumo da aplicagao do metodo de Newton. 

Para simplificar, considere o problema unidimcnsional, ou scja, a minimizagao da 

fungaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I(r) cm que r e um escalar. Semelhantemente ao que foi feito na scgao anterior 

para obter o gradientc de / ( • ) , a derivada dessa fungao com respeito a r 6 dada por 

Procedendo de maneira similar, a segunda derivada de / ( • ) pode scr escrita como 

E*{Il(g(X))iv(X,r)iu'(x,r)}. (5.15) 
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I"(r) = E*zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Wg(X))w(X,r)w"(X,r)}zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA. (5.16) 

Scmclhantcmcntc ao gradientc, cssas duas derivadas precisam scr csLirnadas. Dois 

estimadores despolarizados para a primeira c scgunda derivada, respectivamcntc, sao 

1 -

= /v E H(9t*i)Mxi, r > / ( x n r ) x, ~ /* (5.17) 

c 

1 -

7 » = j;Y,Hte{*)M*,r)*fix*,r) x , ~ ft. (5.18) 

Essas cstimativas podem ser usadas para implcmcntar o metodo de Newton para 

minimizar / ( • ) . Utilizar as cstimativas nas Equagoes 5.17 e 5.18 ao inves dos valores 

reais, configura uma vcrsao cstocastica do metodo de Newton, desde que esse metodo 

e aqui nomeado como metodo de Newton estocastico, c c definido como 

I'(r) 
rk+i=rk-6r-J-^. 5.19) 

I"(r) 

A quantidadc 5r 6 um passo fixo escolhido expcrimcntalmcntc. Esse passo c mcnor 

que a unidade, c semclhantemcntc ao passo utilizado no metodo do gradientc, a escolha 

de 5r configura uma rclagao dc comproinisso entre custo computacional c convcrgencia. 

Podc-se notar comparando as Equagoes 5.9 e 5.19 que a implemcntagao do algoritmo 

estocastico de Newton c similar ao metodo do gradientc. 

0 algoritmo dc Newton cxige que a fungao I(r) seja duas vezes difcrenciavel com 

respeito a r . Felizmentc, a maioria das densidades de probabilidadc continuas fem essa 

propricdade, e cm geral nao sera diffcil sclecionar a densidade de polarizagao dc uma 

classc de densidades tal que isso scja vcrdadc. 

5.4 Conclusoes 

Entrc os metodos de otimizagao de paramctros citados, o metodo G D E c o mais simples 

de ser implcmcntado c e o mais utilizado. Embora a convcrgencia do algoritmo tenha 
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sido afirmada pelos autores, ainda nao foi fcilo um cstudo espccifico para a aplicagao 

cm sistemas de comunicagocs que demonstrassc formalmcntc a convcrgencia. Alem 

disso, a utilizagao de estimativas do gradiente ao invcs do valor cxato nao Lcm sido 

considcrada pclos autores no estudo da convcrgencia. Urna qucstao abcrta c conhcccr 

o comprimento da simulagao nccessario para estimar o gradiente suficicntcmentc para 

a convcrgencia do metodo. 

Outra desvantagem e a ncccssidadc dc calcular analiticamcntc o gradiente da fungao 

peso, crnbora na maioria das distribuigocs cm comunicagocs esse calculo scja simples. 

Embora o custo de proecssamento dessc metodo scja alto, pois varias simulagoes sao 

rcalizadas ate que os parametros otimos sejam encontrados, apos encontrar esses valorcs 

e necessario realizar apenas uma simulagao. Portanto, c conium realizar simulagoes 

curtas para obtcr os parametros otimos c cm scguida faz-sc uma simulagao longa para 

obtcr uma mclhor prccisao. 

No proximo capitulo o metodo dc valorizagao das amostras c estendido para sis-

temas com codificagao. No Capitulo 7 o metodo GDE c aplicado a sistemas com 

codificagao c os resultados das simulagoes sao aprcsentados. 
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Capitulo 6 

IS Aplicada a Sistemas Codificados 

Muilos sistemas de comunicagocs utilizam codificagao para realizar algum tipo de con-

trole de erro durante a rccepgao da informagao transmitida. Tais sistemas tern mcmoria, 

desde que a decisao de urn bit c fcita de acordo com uma seqiiencia dc simbolos trans-

mitidos. Em outras palavras, cxiste uma dependencia entre urn niimcro de bits con-

sccutivos recebidos, que e cxplorada pelo receptor para decidir sobre urn linico bit . 

A Figura 6.1 ilustra o rnodclo discrcto no tempo para o sistcrna. 0 codificador 

localizado no transmissor c responsavel por introduzir uma rcdundancia cstruturada 

entrc os bits de informagao. 0 decodificador, localizado no receptor do sistcrna, explora 

essa rcdundancia para dctcctar, c se possivcl corrigir, crros causados pclo canal. 

i 
1 

A 

Codificador Modulador Canal 
x« i Dcmodulador 

Dclclor 

A 

Decodificador Codificador Modulador 
i 

i 

Canal 1 — • 

Dcmodulador 

Dclclor 

A 

Decodificador 

Transmissor RuidozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I Receptor 

Figura 6.1: Modclo discrcto para o sistcrna dc comunicagocs com codificagao. 

A 
b; 

Nesse capitulo sera discutida a aplicagao do cstimador com valorizagao das amostras 

para sistemas com codificagao. Os codigos dc bloco serao discutidos com maior dctalhe 

por screm o objetivo das simulagSes desse trabalho. Na Segao 6.1 sera discutido o 

uso do estimador dc Monte Carlo c as dificuldadcs para implcmcntar o cstimador com 

valorizagao das amostras para tais sistemas. Na Segao 6.2 o metodo proposto cm [22] 

para adequar valorizagao das amostras a sistemas com codificagao sera detalhado para 
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codigos dc bloco. 

6.1 Estimagao de Desempenho em sistemas com 

codificagao 

0 desempenho de sistemas com codificagao tern sido amplamcnte estimado via o 

metodo dc Monte Carlo padrao, pclas mesmas razocs discutidas no Capitulo 3. Reccn-

tcmentc, simulagao com valorizagao das amostras tem sido utilizada com succsso para 

esses sistemas [22] [23] [6]. 

Para descrevcr a aplicagao do metodo de Monte Carlo para esses sistemas, sera 

utilizado o modclo ilustrado na Figura 6.1. 

0 bloco dc bits dc informagao c obfido usando gcradorcs dc bits alcaforios 

c c codificado dc acordo com a cstrutura do codificador. Os bits j a codificados sao 

mapeados em formas de onda (seqiiencia dc amostras) pclo modulador c corrompidos 

pelo ruido obtido por geradores dc mimeros aleatorios. 0 proccsso invcrso c aplicado 

ao sinal na entrada do receptor. Scmprc que um erro ocorrc, urn confador dc erros c 

incrementado, enquanto que o contador dc bits c obfido de acordo com o numcro de 

bits de informagao efetivamcntc transmitidos. A BER c obfida como a rclagao cntrc 

o numcro de bits recebidos com crro c o numcro dc bits de informagao transmitidos. 

Como pode-se notar, o uso do cstimador dc Monte Carlo c bastantc similar ao descrito 

na Segao 3.4 para um sistcrna BPSK nao codificado. Novamente, o metodo aqui torna-

se impraticavel para pcqucnos valores da probabilidadc dc erro, mas por outro lado 

persiste a vantagem da gencralidadc incrcnte da simulagao dc Monte Carlo. 

A aplicagao da tccnica de valorizagao das amostras para sistemas com codificagao 

nao e tao direta como no caso do sistcrna BPSK nao codificado. Duas dificuldadcs 

basicas sao encontradas, a m e m o r i a do sistcrna c a d imens iona l i dade do problema. 

Os bits de informagao sao agora transmitidos pclos bits codificados. Como a polari-

zagao do ruido e feita dc acordo com a seqiiencia dc bits que trafega pclo canal, que 

sao os bits codificados, obtcr o peso dc cada bit de informagao decodificado com crro 

nao e tao simples como no sistcrna BPSK nao codificado. Por exemplo, suponha que 

devido ao canal um numero de bits, maior que a distancia livrc do codigo < i r r c c , foi 

corrompido. 0 decodificador cntao faz uma decisao por uma palavra codigo difcrentc 

da transmitida c um numcro de bits dc informagao sao recebidos com erro. 0 problema 
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e encontrar um valor para o peso dc cada crro, pois devido a memoria do sistema, varios 

bits contribuem para um erro, c consequentemenlc varias amostras do ruido. Assim, 

utilizar o peso de todas as amostras do ruido envolvidas no erro particular e uma 

abordagem que reduzira o desempenho do cstimador. 

A segunda dificuldadc, a dimcnsionalicladc, esta mais ligada ao problema dc cscolhcr 

a distribuigao polarizada usada na simulagao com valorizagao das amostras. Para o 

sistema BPSK foi possivel encontrar as dircgocs para polarizar o ruido, pois ha apenas 

um limiar de decisao c so um crro possfvcl dc ocorrcr. No caso de sistemas com 

codificagao, a cscolha da diregao de polarizagao nao e tr ivial , pois cada palavra-codigo 

transmitida constitui um ponto no cspago multidimensional que deve ser considcrado 

um potencial centra dc crros. Os centres dcterminam a diregao dc polarizagao, c 

durante a simulagao todos os centres (crros) devem scr testados, mesmo que scja um 

numero elevado. Esse problema podc scr csfendido para sistemas com um grande 

numero de formas de onda, espalhadas em um espago multidimensional [22]. 

Para tratar com esse problema uma abordagem foi proposta [22] [23], em que a 

probabilidadc de crro para cada centre e estimada via um cxperimento difcrcntc. Para 

esse fim, o cspago multidimensional c dividido cm duas rcgiocs, correspondendo ao 

erro cspccifico c seu complemcnfo. Assim, a polarizagao cm cada simulagao sera feita 

partindo de uma unica palavra codigo transmitida, na diregao de um centre (erro) 

espeeffico. Por fim, a soma das probabilidadcs dc erro das simulagoes de cada centre e 

utilizada para calcular a BER. 

Essa abordagem sera descrita na proxima segao para codigos dc bloco. Em [23] esse 

metodo c dctalhado para sistemas com codigo convolucional. 

6.2 Valorizagao das Amostras para Simulagao com 

Codigos de Bloco 

Um codigo de blocozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (n, k) 6 simplesmente uma colcgao de M = 2k palavras-codigo dc 

n bits, cm que k c o numcro dc bits dc informagao, n c o cornprimcnto do codigo c 

(n - k) c o numero de bits dc rcdundancia que sao rclacionados algcbricamenfc com 

os k bits de informagao. A razao r = k/n e conhecida como a taxa do codigo, cm que 

0 < r < 1. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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Fazcndo1 b ; =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA [b\x\ bf \ ..., bf \ i = 1 , . . . , M, um bloco dc fc bits dc informagao, 

aplicando essa seqiiencia de bits a um codificador de bloco produz a palavra-codigo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Ci = [c,- ,Ci , . . . , c f ^ ] , que e transmitida pclo sistema. Como mostra a Figura 6.1, 

o vclor de amostras X{ na entrada do receptor c a composigao do sinal transmitido c 

o ruido adicionado pclo canal. Apos o dcmodulador e o defefor, a seqiiencia dc bits 

c = [&1\&2'i... na entrada do decodificador c a seqiiencia mais provavel dc tcr 

sido transmitida 2 . 0 decodificador utiliza a rcdundancia prcscntc cm c para corrigir 

possiveis crros inscridos pelo canal, e obtern o bloco dc bits b; [ b ^ \ . . . , b^\ que 

c uma cstimafiva dos bits dc informagao transmitidos. 

A rcgra de decodificagao pode scr cspccificada por rcgiocs de decisao [23]. Para 

cada palavra codigo C;, i — 1 , . . . , M, c associada uma rcgiao dc decisao 9ft(Cj) dc modo 

que 3?(Ci) n 3?(Cj) = 0 , para i / j . A rcgra de decodificagao c selccionar c ; como a 

palavra-codigo transmitida, sempre que c £ 5ft(Cj). 

Para simplificar a cxposigao, assumindo que a seqiiencia dc informagao b j c trans-

mitida, a probabilidacle de crro cle decodificagao pc e dada por 

M 

em que Pi = p[(c G 3 ? ( zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAC J ) ) / C I ] c a p r o b a b i l i d a d e de e r ro de decodificagao es-

pecif ica quando a palavra-codigo c;, i / 1, c decodificada dado que Cj foi transmitido. 

Em outras palavras, pi e a probabilidade que a palavra-codigo decodificada pcrtenga a 

regiao de decisao 3?(c;), ao inves de 5R(cj). 

0 proposito aqui c estimar a probabilidade de erro cle bit pb. Entrctanto, como sera 

mostrado posteriormentc, po pode ser facilmcntc obtido a part ir da probabilidade de 

erro dc decodificagao pc. 

Como cxposto anteriormcntc, a abordagem proposfa em [22] 6 estimar cada proba-

bilidade espccifica Equagao 6.1, separadamenfe, com experimenfos que objefivam 

cada tipo de erro, ou scja, para cada simulagao tem-sc uma distribuigao polarizada 

difcrentc. 

Com o mesmo proccdimcnto utilizado no capitulo 1, a probabilidade de erro es-

pccifica pode scr escrifa como uma integral, ou utilizando o valor esperado como segue 

10 subscrito i representa o indicc dentro do alfabclo ao qual o bloco perlencc. 
2Note que Cj e uma das M = 2k palavras do codigo, c c pode ser qualquer uma das 2" palavras 

possiveis de n bits. 
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Pi = J Hi(g(x))fx{x)dxzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ' (6.2) 

= E[Hi(g(X))}, i = 2,...,M (6.3) 

em que Hi(-) e a fungao inclicadora de erro para a regiao K(c;) . Na simulagao com 

valorizagao das amostras, o ruido e entao gcrado a partir da fdp polarizada / x . ( • ) 

ao hives da fdp verdadeira / x ( - ) - Rccscrcvcndo as Equacocs 6.2 c 6.3 cm termos da 

distribuigao polarizada, fcm-sc 

Pi =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f / / , ( r ; (x ) )m 1 (x ) /^ (x) r /x (6,1) 

= E4IJ.t(g(X))wt(X)\, i = 2,...,M, (6.5) 

em quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Wi(-) — / x ( - ) / / x ( - ) ^ a fungao peso com respeito a distribuigao polarizada 

/ x ; ( ' ) - 0 cstimador para a probabilidade dc crro cspccifica p< c entao a media amostral 

1 N ' 

Pi=J7z2 Hi(g{xk))wi(xk) (6.6) 
1 fe=i 

em quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Ni  -/ - 0 e o numcro de palavras-codigo utilizadas na simulagao, c as amostras zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

X/j sao obtidas a partir da distribuigao polarizada / X i ( ' ) - Dado que b j e transmitido, 

ou cquivalentementc C], uma cstimativa da probabilidade de erro de decodificagao c 

M M Ni ^ 

Pc =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = X! JfHi(9M)wi(xik). (6.7) 

i=2 i=2 fe=] * 

Antes dc continuar a descrcver a aplicagao dessa abordagem c necessario obtcr o 

valor cspcrado c a variancia dos estimadores das Equagocs 6.6 c 6.7. Fazcndo E*[ -\  o 

valor csperado para a distribuigao da simulagao, c considerando que X I , . . . , X J V . sao 

independents, o valor cspcrado do cstimador p i  e 
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N zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

^ J 3 ^ * ( y ( x f c ) M ( x f c ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

fc=i 

E ^[^(^.(Xfc))Wi(Xfc)] 

^ W ) ^ / X i ( x M x 
/x , W 

Hi(g(x))fx(x)dx zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Pi (6.8) 

e portanto o cstimador 6.6 c despolarizado. Um calculo similar indica que a variancia 

do cstimador c 

/ / i ( . 9 ( x ) ) W

2 ( x ) / X i ( ^ ) r / x - p ; 2 

A", 

que podc-se reescrever em termos do valor cspcrado 

(6.9) 

(6.10) 

4 A'; 
{ / ? [ / / 4 ( r ; ( x ) M ( x ) ] d x - p 2 } 

— { a [ff,fo(x))u?(x)<ix] - p ? } . 

(6.11) 

(6.12) 

Com os resultados 6.8 e 6.12 pode-se encontrar o valor cspcrado e a variancia do 

cstimador da probabilidade de erro de decodificagao pc como segue 

M M 

E zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2̂ Pi zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

i= 2  i=2 
M 

(6.13) 

(6.14) 

i=2 

(6.15) 
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respectivamente. Durante a simulagao e ncccssario estimar a precisao da estimativa 

obtida com a valorizagao das amostras, isso c feito usando o estimador da variancia 

amostral dado por zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

f > ( r y ( x , ) ) ^ ( x , 0 - # (6.16) 

Como dito antcriormcntc, o cstimador da probabilidade dc crro cspcci'ficazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA pi pode 

scr usado para estimar a probabilidade de crro dc bit p ,̂. Fazcndo rcj(bi,bj) como o 

numcro dc bits errados causados por decodificar b i ao inves dc b i , e dado que b izyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 6 

transmitido, a probabilidade dc erro de bit media e 

em que k = l o g 2 ( M ) e o numero de bits de informagao transmitidos por uma palavra 

codigo. Portanto, um cstimador dcspolarizado dc pi, 6 

No caso de canais binarios simefricos c sem memoria, com codigos cle bloco lineares c 

decodificagao com maxima verossimilhanga, a probabilidade cle crro dc bit p/, = pt (bj ) , 

i = 1 , . . . , M, c independente da mensagem transmitida [29]. 

Um excmplo simples pode ilustrar mclhor o metodo descrito ncssa segao. Suponha 

um codigo dc bloco (5,2) qualquer, cm que a seqiiencia cle bits cle informagao b] = 

{ 0 , 0 } c codificada na palavra-codigozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Ci = { 0 , 0 , 0 , 0 , 0 } . Dado que c 2 e transmitido 

pclo canal, cleseja-se obtcr a probabilidade cle crro cspcci'fica p 2 que correspondc a 

probabilidade dc decodificar a palavra-cocligo c 2 = { 1 , 0 , 1 , 0 , 1 } ao inves cle C i . Como 

pode-se notar, os bits 1, 3 c 5 dc c 2 sao os unicos bits difcrentes cm rclagao a C] . 

Portanto, o metodo propoe polarizar a distribuigao do ruido na diregao da rcgiao 3?(c 2) 

para estimar p-z- Isso e feito polarizanclo as amostras clo ruido associadas aos bits 

1, 3 c 5, c cleixando as amostras rclacionaclas aos bits 2 c 4 sem polarizagao. Esse 

modelo cle simulagao torna o proccsso clo ruido nao estacionario, j a que quando os bits 

corresponclentes das palavras-codigo envolvidas Cj c c 2 sao difcrentes, a fdp clo ruido e 

polarizada, c quando os bits sao iguais a fdp verdadcira e utilizada. 

(6.17) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1= 2  

(6.18) 
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Na proximo capitulo o metodo descrito acima sera aplicado a um codigo cle bloco 

bastantc conhecido, juntamente com o algoritmo dc otimizacao GDE descrito no Capitulo 

5. Os detalhcs da implementagao e rcsultados serao comcntados. 
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Capitulo 7 

Otimizagao de Parametros em IS 

para Sistemas com Codificagao 

Embora muitos resulLados obtidos durante esse trabalho estcjam distribuidos nas clivcr-

sas segoes do tcxto, ncsse capitulo se conccntram as simulagoes que sao o real objetivo 

dessa disscrtagao. 

Ate o momcnto foram introduzidos os conceitos importantes rclacionados a simu-

lagao com valorizagao das amostras, c a abordagem descrita no Capitulo 6 estendcu o 

uso desse metodo para sistemas com codificagao. 

Devido a inerente dependencia da eficiencia da valorizagao das amostras em rclagao 

a escolha da distribuigao polarizada, no Capitulo 5 foram descritos metodos computa-

cionalmente eficientcs para a escolha ofima dos parametros dessa distribuigao. 

Os trabalhos principais, c que validaram o uso dc valorizagao das amostras para 

sistemas com codificagao [22] [23], utilizaram como parametros da distribuigao valorcs 

obtidos pclo metodo de tenfafiva c erro, ou aplicaram translagao da media utilizando 

diretamcnte os rcsultados da valorizagao melhorada das amostras (IIS -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Improved Im-

portance Sampling), deslocando o centro da distribuigao do ruido para o limiar de 

decisao cle bi t . A lcm disso, os parametros da distribuigao cla simulagao permancceram 

os mesmos para fodas palavras-cocligo. 

Ncsse Capitulo scrao examinados cm mais detalhcs os rcsultados obtidos com o uso 

da valorizagao clas amostras cm sistemas com codificagao. Sera proposta uma nova 

metodologia para esse problema que e capaz dc otirnizar os parametros cla distribuigao 

polarizada c utiliza parametros difcrentes para a simulagao scparada dc cada palavra-

codigo. 
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7.1 Formulagao do Problema 

Para introduzir o metodo proposto ncsse Capitulo, a seguir sera descrito o problema 

em questao. 

A utilizagao dc valorizagao das amostras foi descrita no Capitulo 4, c bascia-sc cm 

dividir o problema de obtcr a probabilidade dc crro dc decodificagao calculando scpa-

radamente a probabilidade de erro cspccifica de cada crro possivel dentro clo alfabcto 

do codigo. Assuminclo que a seqiiencia de informagao b i c transmitida, a probabilidade 

dc erro dc decodificagaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA pc e dada por zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1= 2  

cm que Pi e a p r o b a b i l i d a d e de e r ro de decodificagao cspccif ica quando a palavra-

codigo Cj,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i -/- 1, c decodificada dado que Ci foi transmitido, c pode scr cscrito como 

px = J / / i ( j 7 ( x ) ) « ; i ( x ) / X i ( x ) r f x (7.2) 

= E.[Hi(g(X))wi{X)] (7.3) 

cm que lUi(-) = / x i O A / x O ) ^ a funcao peso com respeito a distribuigao polarizada 

/x. . (-) , Hi(m) e a fungao indicadora clo crro de decodificar Cj, « = 2 , . . . , M , ao inves 

dc Ci. 0 cstimador com valorizagao das amostras para Pi e definido como a media 

amostral 

P; =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ^£>(t f (x , JM(x f c ) (7.4) 
1 S i fc=i 

em que Ni ^ 0 e o numcro dc palavras-cocligo utilizadas na simulagao, e as amostras 

x f c sao obtidas a partir da distribuigao polarizada /£ . ( • ) • Como mostrado no Capitulo 

6, o cstimador 7.4 c dcspolarizado c tern variancia clada por 

o j = ^{EWMx^WiWdx-p2} 

== ^ { ^ [ / / 1 ( . 9 ( x ) ) W . 2 ( x ) c / x ] - p 2 } 

(7.5) 

(7.6) 
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que pode ser obtida durante a simulagao com o uso do cstimador da variancia amostral 

Descja-sc cntao encontrar a distribuigao polarizada /£ . ( • ) que minimize a fungao 

custo cr|.. Como introduzido no Capitulo 5, o problema dc sclccionar a distribuigao 

polarizada pode scr dividido cm duas partes. Inicialmente cscollic-sc uma classe dc 

elensidades que satisfaz algumas condigoes gerais, e em seguida c sclccionado um vctor 

de parametros que determina uma fdp cspccifica pertencente a cssa classe c que sera 

efetivamente utilizada na simulagao 

A distribuigao polarizada / X t ( x ) pode entao ser escrifa como / x . ( x ; r ; ) , cm que 

e escrito cxplicitamentc a dependencia cm relagao aos parametros r,. Utilizando o 

mcsmo procedimenfo de otimizagao de parametros utilizado no Capitulo 5, descja-sc 

encontrar r^ dc modo a minimizar a fungao custo <r|., Equagao 7.6. Para simplificar 

a abordagem do problema, denotanclo como o valor cspcrado na Equagao 7.6, 

minimizar a variancia do cstimador com valorizagao das amostras c o mcsmo problema 

de minimizar a fungao zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

I(n) = ElHMX^WiiX-^i)] (7.8) 

- a [ / / i ( y ( X ) K ? ( X ; r i ) ] . (7.9) 

Devido as vantagens de simplicidadc c gcncralidade, o metodo utilizado para mi-

nimizar / ( • ) cm relagao ao vetor r; sera o metodo Gradiente Dcscendente Estocastico 

(GDE), introduzido na Segao 5.3.2. 

0 metodo bascia-sc em deslocar o vetor de parametros r\ na diregao oposfa ao 

gradiente da fungao / ( • ) dado por 

/

oo 

/ / i ( 9 ( x ) ) w i ( x , r i ) V r i w ( x , r i ) / x < ( x , r i ) d x . (7.10) 

•oo 

0 calculo do gradiente acima e cm gcral tao diffcil quanto encontrar a probabilidade 

de crro descjada, portanto durante a simulagao usa-sc uma cstimativa dcspolarizada 

de V r 7 ( ) dada por 
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^ 7 ( r ) = ] y E ^ W M x ' ' r ) V ^ ' r ) ' x < ~ / x ( x , r ) . (7-H) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

i=l 

A implemcntagao do algorilmo GDE cnvolvc um numcro dc simulagoes curias do 

sistema, de modo que a cada simulagao o gradiente dc / ( • ) c estimado c um novo valor 

para o vetor dc parametroszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n e calculado utilizando o csquema iterativo 

r ( - + l ) = r M _ ( j ( m ) y r y ( r M ) ) m = ( 7 1 2 ) 

em quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 6 ^ e o tamanho do passo utilizado na m-esima iteragao da otimizagao, e c 

obtido experimentalrnente. E importantc notar que para o calculo do m-esimo vetor de 

parametros r \ m \ uma simulagao complcta e realizada, ou seja, A7; simbolos sao gerados 

c o modelo do sistema e aplicado. Portanto, as amostras aleatorias gcradas durante a 

simulagao podcrao se utilizadas para estimar a variancia do cstimador e a probabilidade 

de erro utilizando as Equagocs 7.7 c 7.4, rcspectivamente. 

A formulagao da simulagao c indicada com uma cuicladosa sclcgao das palavras-

cocligo (ccntros de erro), que levam a crros dc decodificagao. Os centros de erro para 

um codigo espceffico sao escolhidos dc acordo com o peso cle Hamming das palavras 

codigo, pois os erros mais provavcis de ocorrer (mcnor clistancia dc Hamming) tern 

maior influcncia no valor da probabilidade dc erro cle decodificagao. 

A informagao das palavras-cocligo possiveis e obtida por inspegao cla estrutura em 

treliga clo codigo particular, ou simplesmcntc a partir da matriz gcradora clo codigo [28]. 

Entao, uma simulagao c realizada separadamcntc para cada centra dc erro sclecionado, 

Equagao 7.1. Assumindo que a palavra-codigo transmitida c x c a seqiiencia dc fodos 

os bits zero, as amostras do ruido que afetarn os bits que diferern cntrc Ci e o centra dc 

crro Ci serao polarizados, por outro lado, as amostras clo ruido que afctam os bits que 

sao iguais nao serao polarizaclas, sendo entao gcradas a partir cla distribuigao original 

do ruido. 

Semprc que urn crro 6 detecfaclo apos a decodificagao, o peso clo crro particular c 

calculado como uma multiplicagao dos pesos dc fodos os bits individuals. Obviamcnfe, 

os bits que nao foram polarizados terao peso unifario. Alcm clisso, o gradiente clo peso c 

calculado analiticamente para o vetor dc amostras xk e o vetor de parametros r. ;. Como 

dito no Capitulo 5, encontrar uma exprcssao para o gradiente clo peso c urn requisito 
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para aplicar o metodo GDE, cnlrctanfo, a maioria das distribuigoes importantcs cm 

comunicagocs tern essa caractcrfstica. 

Quando um erro ocorrc os valorcs obtidos para o peso ^ ( x / ^ r j c o gradiente do 

peso V r u / ( x j , r ) sao multiplicados c adicionados ao contador, como inostra a Equagao 

7.11, dc modo que aposzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Ni  iteragScs da simulagao corrcntc c calculada a cstimativa do 

gradiente da fungao custo / ( • ) . Entao, a Equagao recursiva 7.12 c ulilizada para obtcr 

o novo valor dc r.;. 

Para cxcmplificar o numcro de simulagoes e ileragdes neccssarios para obtcr a csti-

mativa da probabilidade dc crro dc decodificagao p c , admitindo que Ci c LransrniLido, 

obtem-se a cstimativa cla probabilidade dc decodificagao cspccifica p i  para todos os 

centres de crros sclecionaclos. Cada cstimativa p i c obtida por um proccsso iterative 

objefivando a minimizagao cla fungao custo / ( • ) . Em oufras palavras, um numero 

de simulagoes curias sao realizadas para estimar p t.  Alem clisso, toclas as simulagoes 

citaclas acima sao realizadas apenas para calcular a probabilidade cle crro quando C! e 

transmitido. 

Em linhas gerais esse c o proccdimenfo proposto ncsse trabalho. Felizmente, varios 

sistemas com codificagao cle intcressc tern caractcrisficas que simpliticani o nurncro dc 

simulagoes neccssario para estimar p c . Sistemas com codigos lincarcs c decodificagao 

com maxima vcrossirnilhanga em canais binarios simetricos, tern probabilidade dc crro 

cle decodificagao independente da palavra-codigo transmitida. Alcm clisso, a probabi-

lidade dc crro cspcci'fica e igual para crros dc decodificagao corn a mesma clistancia 

de Hamming. Por cxcmplo, um codigo cle bloco (9,8) simples, com apenas um bit de 

paridadc, tern um alfabeto dc M  =  2 8 = 256 palavras codigo, cada uma corn nove 

bits. Calcular a probabilidade dc crro espceffica para todas as palavras do codigo c 

impraficavcl. Entretanto, analisando a csfrutura do codigo nota-sc que ha 32 palavras 

com distancia 2, 126 com clistancia 4, 84 corn clistancia 6, c 9 com clistancia 8. Por-

tanto, para obtcr a probabilidade de crro p c do exemplo acima c neccssario calcular 

apenas quatro probabilidadcs de decodificagao espeefficas p i , uma para cada clistancia 

de Hamming cxistentc. 

Outra simplificagao ainda pode scr usada, sc a relagao sinal-ruido cmprcgada na 

simulagao c alta, os crros com maior clistancia dc Hamming sao raros c portanto tern 

probabilidade muito pequcna cm relagao as palavras com menor clistancia dc Hamming. 

Assim, a soma para calcular p c na Equagao 7.1 pode scr truncada, diminuindo signi-

ficativarnentc o numcro neccssario dc simulagoes para estimar a probabilidade dc crro. 
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E comum observar nas simulagoes que ao estimar a probabilidade de crro espceffica zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Pi de uma palavra com clistancia dc Hamming pequena, a ordem de grandeza do crro 

comcticlo na estimagao pode ser niuito maior cm relagao a probabilidade cspcci'fica para 

uma palavra-codigo com distancia cle Hamming maior. 

Ha uma decisao importance na implemcntagao que ainda nao foi discutida. Dado 

que a palavra-cocligozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Cj e transmitida, na simulagao para estimar a probabilidade dc 

erro espcefficazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA p2, o ruido c polarizado na diregao clo crro espceffico c 2 , mas se um crro 

difcrcnte ocorrcr, por cxcmplo c . j , e neccssario considera-lo ou nao? Uma altcrnativa 

seria ignorar o crro enconfrado ou aclicionar esse erro na estimagao dc p,\ para nao 

polarizar a cstimativa p\. Um experimento rcalizado com polarizagao na diregao dc c 2 

esta longe cle ser otimo para a estimagao dc p 3 , e como introduzido na Segao 4.2, a 

escolha dc uma distribuigao polarizada ineficiente pode tornar a variancia clo cstimador 

igual ou ate mcsmo maior que a variancia clo cstimador dc Monte Carlo. Embora esse 

evenlo seja raro, sc ocorrcr podcra destruir a cficiencia obtida com a valorizagao das 

amostras. Durante as simulagoes ilustraclas ncsse capitulo, a porccntagem cle crros que 

diferem cla diregao cla polarizagao e monitorada e sera discutida postcriormentc. 

7.2 Desempenho do Codigo de Hamming (7, 4) 

Nessa segao serao mostrados c comentados os rcsultados obtidos aplicando o metodo 

de valorizagao adaptativa das amostras para sistemas com codificagao. 0 modelo clo 

sistema empregado aqui c mostrado na Figura 6.1 c confem o cocligo cle Hamming (7,4) 

e modulagao BPSK. A avaliagao cle desempenho c feita para o canal A W G N . 

7.2.1 Estrutura do Codigo 

Codigos de Hamming e uma famflia dc codigos de bloco lincarcs (n, k) em que n = 2 T U - 1 

e k - n - m, para m > 3. 0 codigo de Hamming (7,4), correspondendo a m = 3, foi 

cscolhido para analisc devido a simplicidadc c j a ter sido cstudaclo extensivamente por 

varios autores. 

Sendo b = (6 ( 1 ) , 6 ( 2 ) , . . . , fr(fc)) a seqiiencia de informagao composfa cle k bits quais-

quer, e c = ( c ( 1 ) , c ( 2 ) , . . . , c{n)) a palavra do codigo correspondents a b, o cocligo c 

complctamcntc descrito pela matriz gcraclora clo cocligo G que relaciona b c c com a 

equagao matricial 
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c = b - G . (7.13) 

Para o codigo de Hamming (7,4), a matriz geradora do codigo e dada por zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

" 110110 0 0 " 

0 111010 0 

1 1 1 100 1 0 

10 1 10001 _ 

Como a matriz G acima tern as ultimas qualro eolunas formando uma matriz 

identidade, o codigo e dito ser sistematico, pois os bits de informagao sao transmitidos 

sem modificagao em parte da palavra cocligo ( c ( 4 ) = c ( 5 ) = c ( 6 ) = 6 ( 3 ) c 

c(7) _ £(4)^ c o s jjj^g rggtantes (zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA c^x\ c c ^ ) sao referenciados como os bits de 

paridade clo codigo c calculados pcla rcgra dc codificagao cstabelccida por G, que 

detcrmina a estrutura matematica do codigo. 

O mapeamenlo rcalizado no processo dc codificagao c listado na Tabela 7.1. Para 

uma seqiiencia de bits dc informagao b, a palavra codigo correspondentc c obfida 

usando a Equagao 7.13. Tambein c listado na Tabcla 7.1 o peso cle Hamming dc 

cada palavra clo cocligo. Como pode-sc notar, a menor clistancia cle Hamming cntrc as 

palavras e dm[n = 3. 

Admit indo que a palavra c i = (0, 0,0, 0,0,0, 0) c transmitida, as palavras restantcs 

(centros de erro) podeni ser agrupaclas dc acordo com a clistancia cle Hamming cm 

relagao a Cj, entao tcm-sc 7 palavras com disfancia 3, 7 com clistancia 4, c 1 com 

clistancia 7. Como descrito antcriormcntc, a probabilidade dc crro cspccifica p» e igual 

para palavras codigo dc mesma clistancia cle Hamming, o que rcduz o numcro cle simu-

lagoes no processo dc estimagao. Portanto, apenas as palavras c2, c ; i e Ci f i serao 

efetivarncntc utilizadas para obtcr as probabilidades dc crro cspccfficas p2, p-,\ c pic, 

respectivamentc. Como o objetivo e encontrar uma cstimativa para a probabilidade 

de erro de decodificagao pc, Equagao 7.1, as probabilidades de crro cspccfficas para as 

palavras-cocligo restantcs sao obtidas pelas igualdades zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Pi ---- Pa  =  Pi  - Pg  =  Pu  =  Pu  =  P2  

PG =  PS = PlO - Pi 2 r - Pl3 - Pl5 = P3 

de modo que o somatorio na Equagao 7.1 c simplificado para 
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Tabcla 7.1: Alfabelo do codificador do Hamming (7,4). 

Seqiiencia dc Palavra Peso dc 

informagao codigo Hamming 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 1 10 10 0 0 1 3 

0 0 10 1 1 1 0 0 10 4 

0 0 11 0 1 0 0 0 1 1 3 

0 1 0 0 0 1 1 0 10 0 3 

0 10 1 1 1 0 0 1 0 1 4 

0 1 1 0 10 0 0 1 1 0 3 

0 1 1 1 0 0 10 1 1 1 4 

10 0 0 1 1 0 10 0 0 3 

10 0 1 0 1 1 1 0 0 1 4 

10 10 0 0 1 1 0 10 3 

10 1 1 10 0 10 1 1 4 

1 1 0 0 10 1 1 1 0 0 4 

1 1 0 1 0 0 0 1 1 0 1 3 

1 1 1 0 0 10 1 1 1 0 4 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 7 

Pc = 7-p2 + 7 - p 3 + p 1 6 . (7.14) 

A probabilidade dc crro de bit e calculada utilizando a Equagao 6.17, que rcsulta 

1 ^ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

i> b  =  j  2 2  ^ ( b i ' b « ) • p«> ( 7 - 1 5 ) 

em que n » ( b i , b i ) e o numero dc bits que difcrem entre as seqiiencias de bits cle in-

formagao b i e b ^ 

O calculo dc p c c p b  cnvolvc trcs simulagoes separadas, cada uma com valorizagao das 

amostras especifica, ou seja, as simulagoes para as estimativas p 2 , p zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-j, e pic sao realizadas 

polarizando a distribuigao do ruido na diregao dczyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA c 2 , c 3 c c 1 6 , respectivamentc. Para 

polarizar o canal em diregoes distintas, usa-se o processo nao-cstacionario para o ruido 

descrito na Segao 6.2. Como cxemplo, suponha que descja-sc estimar p 2 , entao o ruido 
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e polarizado dc modo que os bits da palavra cocligo transmitidazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Ci = (0, 0, 0,0,0, 0, 0) 

tenham mais chance de serem dccodificados comozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA c2 = (1 ,0 ,1 ,0 ,0 ,0 ,1) . Para im-

plcmentar cssa polarizagao c neccssario modificar a distribuigao clo ruido apenas nos 

instantcs cm que os bits de Ci sao difcrentes dos de c2 (bits 1, 3 c 7). Quando os bits 

restantcs sao transmitidos, o ruido nao e polarizado. 

Na proxima segao serao mostrados os rcsultados obtidos com a simulagao do codigo 

de Hamming (7,4) para o canal A W G N . 

7.2.2 Canal AWGN 

O modelo para o canal A W G N c caracterizado por adicionar ruido gaussiano branco 

a forma cle onda transmitida pclo canal de acordo com a relagao sinal-ruido csta-

belecida. Dcnotando por z =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (z^\ z ( 2 \ ..., £ ( n ) ) as amostras clo ruido cquivalcntcs 

aos bits Cj , q , . . . , cla palavra codigo transmitida C i , rcspcctivamcntc, c zik\ 

k — 1, 2 , . . . ,n a amostra do ruido polarizada para o fc-csimo bit, a simulagao da pro-

babilidade dc erro especifica p%, quando ĉ  e decodificado ao inves cle C i , e implcmcntada 

de modo que os bits em que C) c C; diferem sao corrompidos ])clo ruiclo zi , enquanto 

que o rcstantc dos bits sao corrompidos por z'k'. Considcrando as amostras clo ruido 

independentes, a fdp conjunta clo canal A W G N e dada por 

fz(*P\&,...,&) =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f[fN&h)) (7-16) 

fc=i 

cm que /jv(-) e a distribuigao gaussiana com media nula e variancia a% = No/2, definida 

na Equagao 4.13. Em uma simulagao de Monte Carlo convencional a fdp conjunta fz(-) 

e utilizada para obtcr as amostras do ruido que corrompcm o sinal. Na simulagao com 

valorizagao das amostras descja-sc obtcr uma distribuigao para simulagao diferente para 

cada palavra-codigo. Para simplificar a exposigao, admitindo que apenas os primciros 

Ki bits cle Ci sao difcrentes dc Ci, a distribuigao polarizada c dada por 

fi{*\zP>,...t&) =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f f t / ; ^ ) ) • (f[Mz{k))) (7.i7) 

W l / \k=Ki J 

em que e a distribuigao gaussiana polarizada. Como discutido na Segao 4.3.1, essa 

distribuigao e usualmcnte derivada de fN{-) modificanclo ou a media ou a variancia cla 
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distribuigao. Bascando-se nos rcsultados dc [22], a polarizagao por translagao cla media zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(Improved Importance Sampling - IIS) c cscolhida aqui por. tcr mclhor desempenho. 

Portanto, a fdp gaussiana polarizada c dada por 

rzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAN(z) = _ _ e - ( * - / ' * (7.18) 
v ZnuN 

em que fi* e a quantidade em que o valor medio da distribuigao foi dcslocado, e 6 

referenciada como a m e d i a po la r i zada . Subsfifuindo as definigoes 4.13 e 7.18 na 

Equagao 7.17, tem-se zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

/ ftzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA , ( , w / » i j W ' zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

\y/2TraN/ 

= (r_^y.e-^(sfi1(*
w^i:t*l(-

tt>J')i (7.19) 

A fungao peso = / / ( • ) / / / ( ' ) utilizada para pondcrar o contador de crros 

durante a simulagao c obtida subsfifuindo as Equagocs 7.16 c 7.17 na definigao dc 

Wi(-), como segue 

„. (M) M) ~(n)\ __ U l i IN(Z{L)) 

ft --L- e 

V 2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA,TV(7ft zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAn 
fc=l 1 g 2^ 

exp 
2 ^ 

(7.20) 
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0 gradiente da fungao pesozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 6 necessario para estimar o gradiente da fungao custo 

/ ( • ) , como mostrado na Equagao 7.11. 0 vetor dc parametros para esse csqucma 

cle polarizagao c unidimcnsional, pois o unico parametro da distribuigao gaussiana 

polarizada c a media / i * . 0 gradiente da fungao peso e entao obtido dcrivando a 

Equagao 7.20 em relagao a / i * 

As Equagocs 7.20 c 7.21 sao substifuiclas na Equagao 7.11 para obtcr o cstimador 

do gradiente cla fungao custo / ( • ) . A simulagao e entao realizada scguindo o processo 

itcrativo estabeleciclo pcla Equagao 7.12. 

Essa abordagem foi entao aplicacla ao sistcrna com cocligo de Hamming (7,4) em 

um canal A W G N com relagao sinal-ruido dc 5cll3. 0 valor inicial escolhido para a 

media polarizada /.t* foi zero, dc modo que a primeira simulagao c uma simulagao dc 

Monte Carlo convcncional. Apos a primeira simulagao o gradiente e utilizado para 

direcionar o valor dc ft* na fentativa de minimizar a variancia clo cstimador. Essa 

mcsma configuragao foi aplicacla para estimar p 2 , Ps c pw, c os rcsultados obtidos sao 

listados na Tabcla 7.3. 

A Figura 7.1 mostra o dcslocamcnto da media cla distribuigao polarizada no decorrer 

das simulagoes para a estimagao dc p 2 . Na primeira simulagao a media c nula, e o 

passo czyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 5 0 -- 1000, quando o proximo valor cla media polarizada /t* c calculado, o 

produto 5 ( r u ) • V / x * / ( / / ) na Equagao 7.11 c alto e desloca a media no caminho do valor 

otimo rapidamentc, cnt,rctanto, a partir da scgunda simulagao o gradiente e menor 

e a convcrgencia e lenta clcvido ao passo fixo escolhido. Obscrvando a Figura 7.1, 

na simulagao 76 ha uma descontinuidade da curva, essa mudanga cle diregao ocorreu 

devido a mudanga no passo escolhido. A partir cla simulagao 76 o passo foi alterado 

para 5 7 6 = 10000. Obscrvando os dados obtidos na simulagao, o algoritmo converge 

para p,* — —1.38, enquanto que o cstimador IIS usa a polarizagao fi*IIS — —2.51. 

0 salto inicial encontrado na curva cla media polarizada pf pode scr visto na curva 

do gradientezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA V^I(pL*) ilustrada na Figura 7.2. O gradiente diminui cm valor absoluto 

(7.21) 
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no decorrcr das simulagoes, ale que comega a oscilar em Lorno da origem, Figura 7.3. 

Nessc instante, sc o valor da variancia ainda nao e pequeno suficiente para finalizar as 

simulagoes, c prcciso diminuir o passo ou aumcntar o comprimcnto cla simulagao. 

Visando comparar essa abordagem com o metodo IIS, a simulagao aclaptativa 

lambcm foi iniciada com a media polarizada igual a media ulilizada cm IIS, ou scja, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

H* — i.i*JIS. Como mostra a Figura 7.4, o gradiente dcslocou a media polarizada climi-

nuindo o nivel de polarizagao aplicado. Esse rcsulLado j a era cspcrado, pois para que 

o erro de decodificagaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA c 2 ocorra nao e neccssario que os trcs bits que difercm entre c 2 

e c j sejam difcrentes antes da decodificagao. Sc apenas dois desses bits forem crrados, 

e suficiente para que a decodificagao seja fcita em favor cle c 2 e nao Ci. 

Outro resultado que demonsfra essa propricdadc c obtido obscrvando o numero 

dc erros difcrentes cle c 2 que ocorrcm durante a simulagao. Usando IIS, 1.8% das 

iteragoes rcsultaram cm crros de decodificagao difcrentes dc c 2 , enquanto que para o 

metodo adaptativo esse numcro e apenas 0.7%. Embora a ordem dc grandcza dessas 

porcenfagens scja pcquena, nas simulagoes clezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA p z  e p H ; essa difcrenga forna-se mais 

aparcntc, como lista a Tabcla 7.2. Esse resultado demonstra que a polarizagao ulilizada 

no metodo IIS e menos dirccionada a c 2 que no metodo adaptativo. 

Para quantificar a melhoria cle desempenho obfida com o metodo adaptativo, a 

Tabcla 7.3 lista as estimafivas obticlas para p 2 , p 3 c p ] G , c a variancia para os cstimaclores 
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Figura 7.2: Convcrgencia da media na simulagao adaptativa. 

Tabcla 7.2: Porccntagcm dc palavras codigos ignoradas na simulagao. 

Ksliinador IIS Bstimador Adaptativo 

P2 1.8% 0.7% 

P3 .'58.5% 23.2% 

Pl6 87.5% 78.5% 

dc Monte Carlo, IIS e adaptativo. Os valorcs exatos c os parametros da simulagao sao 

listados na Tabcla 7.4. 

Analisando a Tabcla 7.3 nota-se que as variancias do metodo adaptativo sao menorcs 

que as variancias dos outros metodos. Obscrvando os valorcs otimoszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA p*opl nota-se que 

as palavras-codigo com maior distancia dc Hamming tern maior polarizagao. Esse 

resultado pode ser utilizado para cscolher o ponto inicial para (/,* a partir do valor 

otimo obtido para a distancia de Hamming imediatamente inferior ou superior. 

Tabcla 7.3: Rcsultados da simulagao do sistcrna com codigo dc Hamming (7,4). 

Monte Carlo Estimador IIS Metodo Adaptativo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

PMC Pi IS °iis PAIS 

h 1,09•10 - 4 1,09- 10" 1 0 1,03-10" 4 3,51 • 10" 1 1 1,049- U)-' 1 1,09-10 - 1 2 

fa — — 7, 95 • 10- 7 2,3- 10" 1 5 8,43- 10- 7 6,00- 10- 1 C 

PIG — — 2,46- 1 0 - 1 3 1,16- 1 0 - 2 7 2,89- 10 - K i 1,10 • 10" 2 7 
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Figura 7.3: Oscilagao do gradiente cm torno da origem. 

Tabcla 7.4: Parametros utilizados nas simulagoes. 

Valorcs cxaLos EsLimador US KsLimador Adaptativo zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Pi lJ* I'o pl zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

h 1,05- 10 4 

-2,51 -1,36 

h 8,45- 10"7 -2,51 -1,88 

Pl6 3,25- 10 1 3 -2,51 -2,85 

Nt 
10(i zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

LO 6 to 6 

Durante as simulagoes foi obscrvado que os valorcs otimos pT t sao independentes do 

comprimento da simulagao. Esse rcsulfado c intcrcssantc pois pode-sc utilizar simu-

lagoes curtas para estimar //* t , e cm seguida realizar uma simulagao mais longa c 

portanto mais prccisa. 

Obscrvando a Tabcla 7.4, nota-se que a media obtida para estimar p 1 6 no metodo 

adaptativo e maior, em tcrmos absolufos, que a media polarizada ulilizada em IIS. 

Isso ocorre pois no cstimador US apenas metade dos bits sao invertidos, dc modo 

que a palavra codigo com distancia dc Hamming 7 dificilmentc c decodificada. Como 

mostra a Tabcla 7.2, para o cstimador IIS 87.5% das palavras-codigo decodificadas com 

crro nao foramzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA c 1 6 , c com a polarizagao utilizada pclo metodo adaptativo esse valor c 

rcduzido para 78.5%. 
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FigurazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 7 A: Convcrgencia da media polarizada a partir do metodo IIS. 

7.3 Conclusoes 

Os rcsultados aprcsentados ncsse capitulo denionstraram que a valorizagao das amostras 

c o algoritmo dc otimizagao GDE, podem scr utilizados cm conjunto para encontrar a 

diregao dc polarizagao que minimiza a variancia do cstimador em aplicagocs cnvolvcndo 

sistemas com codificagao. 

A aplicagao dessa abordagem apresentou ganho de desempenho cm relagao ao 

metodo IIS, e demonstrou que para polarizar a distribuigao nao c suficiente escolhcr 

os bits da palavra-codigo que tcrao polarizagao, mas tambem e neccssario utilizar di-

fcrentes parametros de polarizagao para palavras-codigo com distancia dc Hamming 

difcrentes. 

Uma vanfagem desse metodo c a simplicidade, pois a[)6s calcular o gradiente da 

fungao peso, o esqucma itcrativo para o algoritmo GDE e facilmente implementado por 

um linico lago de prograrnagao. 

No proximo capitulo serao aprcscntadas as conclusoes gcrais dessa disscrfagao. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

88 



Capitulo 8 

Conclusoes 

A aplicagao dc valorizagao das amostras cm problcmas de sistemas dc comunicagocs 

tern sido amplamcntc cstudada e divcrsas tccnicas tern sido propostas. Entrctanto, 

ate o momento as aplicagocs envolvcndo sistemas com codificagao apenas modificavam 

os metodos tradicionais para adequa-los as particularidades cnvolvidas no processo de 

codificagao e decodificagao, que dificultarn o uso dc valorizagao das amostras devido a 

memoria c dimcnsionalidadc do sistema. 

Os metodos propostos em [23] c [22] utilizaram distribuigoes de polarizagao a partir 

do metodo IIS, ou util izam o metodo forga-bruta para encontrar os parametros da 

polarizagao. Ncnhuma dessas abordagens preve o uso de tccnicas dc otimizagao de 

parametros para melhorar o desempenho da polarizagao. 

0 presente trabalho propos a jungao de duas tccnicas para a solugao desse pro-

blema: a abordagem aprcsenfada cm [22] para adequar a valorizagao das amostras a 

sistemas com codificagao, c o metodo GDE para otimizar os parametros da distribuigao 

polarizada, mclhorando assim o desempenho da simulagao. 

Como demonstrado no Capitulo 7, o metodo de polarizagao IIS nao e otimo para 

sistemas com codificagao, pois a diregao da polarizagao nao e cficicntc. Nas aplicagocs 

em que IIS e otimo, sua utilizagao forga a simulagao a obtcr crros na mctadc das 

iteragoes realizadas. Entretanto, em sistemas com codificagao o comportamento de 

IIS nao e o mcsmo, pois dependendo da distancia de I lamming da palavra codigo, 

aplicar um parametro dc polarizagao fixo, significa que a polarizagao relativa cntrc as 

palavras-codigo c diferente. No metodo proposto esse problema e minimizado, pois 

como demonstrado com os rcsultados obtidos na Segao 7.2.2, as palavras-codigo com 

mcnor distancia de Hamming tiverani polarizagao otima rncnor que a utilizada cm IIS, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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enquanto que as palavras corn maior distancia dc Hamming tivcrarn polarizagao maior. 

0 ganho dc desempenho obtido no cxcinplo mostrado na Segao 7.2.2 foi dc ordem 10. 

Embora esse valor nao scja significativo, espcra-se que o ganho scja maior para sistemas 

em que seja dificil encontrar os parametros da polarizagao, pois o dcsconhccimenfo das 

regiocs de crro para os proccssos alcaforios cnvolvidos nao c requisite) para a aplicagao 

desse novo metodo. 

8.1 Perspectivas para trabalhos futuros 

Como continuagao das afividades dc pesquisa realizadas podem scr cifadas as seguintcs 

sugestocs: 

• Aplicar o metodo adaptativo a sistemas com codificagao convolucional e codi-

ficagao turbo; 

• Aplicar o metodo adaptativo a outros modelos dc canais dc comunicagao, como 

por excmplo o canal com desvanecimento Rayleigh; 

• fnvestigar a convcrgencia do algoritmo GDE em relagao ao comprimenfo da sim-

ulagao que cstirna o gradiente; 

• Consolidar os rcsultados obtidos para outros codigos dc bloco c descrevcr os 

parametros otimos cm termos de equagocs algcbrieas. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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