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RESUMO

Neste trabalho discutimos os modelos de Universo que levam em consideracao a existéncia
de dimensoes extras. A teoria Kaluza-Klein, o modelo ADD e os modelos de Randall-Sundrum
sao exemplos de teorias que procuram descrever o Universo com dimensoes extras. Os modelos
ADD e de Randall-Sundrum sao modelos que consideram o nosso Universo como sendo uma
hipersuperficie imersa em um espaco de dimensao superior. Essa hipersuperficie é o que
chamamos de brana. Focalizamos nosso trabalho no modelo de Randall-Sundrum II e fizemos
testes com esse modelo de brana usando os dados observacionais das supernovas tipo Ia
(SNela) compilados por diferentes grupos de pesquisa como o Legacy Survey, Supernova
Cosmology Project, ESSENCE e pelo Gold Sample Team. Com esses dados estudamos o
modelo Randall-Sundrum II no contexto cosmolégico, determinando os parametros livres do
modelo como os parametros de densidade da matéria (£2,,), da constante cosmolégica (£2,) e
de tensao (Q=). Verificamos que os valores dos parametros que melhor se ajustam aos dados,
no caso de secao espacial plana k = 0, sugerem que o Universo estd numa fase de expansao

acelerada.

Palavras Chaves: Supernovas, Branas, Dimensoes Extras.



ABSTRACT

In this work we discuss models of the Universe that take into account the existence of extra
dimensions. The Kaluza-Klein theory, the ADD model and the Randall-Sundrum models are
examples of theories that describe the universe with extra dimensions. In the ADD and
Randall-Sundrum models our universe is considered as a hypersurface embedded in a higher
dimension space . This hypersurface is what we call brane. We focus our work on the RSII
model, testing this brane model by using the observational data of type Ia supernovae (SNela)
compiled by different research groups as the Legacy Survey Supernova Cosmology Project,
and the Gold Essence Sample Team . With these data we study the Randall-Sundrum II
model in cosmological context, determining the free parameters of the model such as density
of matter (€2,,), the cosmological constant (€24) and tension (£2z). We found that the best fit
values of the parameters, in the case of flat spatial section k = 0, suggest that the universe is

in a phase of accelerated expansion.

Key Words: Supernovae, Brane, Extra Dimensions.
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Capitulo 1

Introducao

Um dos grandes objetivos da fisica é conseguir escrever todas as forcas fundamentais da
natureza em uma Unica equagao. A ideia de tentar unificar as leis da natureza em uma
Unica teoria nao é uma elaboragao dos fisicos contemporaneos. No século XIX, James Clerk
Maxwell, por exemplo, com a sua teoria eletromagnética, mostrou que a eletricidade e o
magnetismo eram aspectos diferentes de um mesmo fendmeno, que é o eletromagnético. Neste
mesmo trabalho grandioso, Maxwell mostrou que a luz era uma onda eletromagnética e como
conseqiiéncia os fenomenos 6ticos poderiam, também, ser explicados pela sua teoria. Portanto,
a teoria eletromagnética proposta por Maxwell é uma teoria que unificou a descricao dos
fenomenos elétricos, magnéticos e oticos.

Atualmente, qualquer tipo de interacao entre corpos pode ser descrito em termos de
algumas das forcas fundamentais; nuclear forte, nuclear fraca, eletromagnética e gravitacional
[1]. Uma maneira bastente interessante e inusitada de se tentar resolver o problema da
unificagao de todas as forcas fundamentais tem ganhado muita atencao por parte dos fisicos
contemporaneos. Uma ideia simples, mas que suas consequéncias podem trazer a quebra de
muitos paradigmas cientificos, é a de adicionar mais dimensoes espaciais ao Universo. Surgem
muitas pesquisas acerca da forma de como a insercao de dimensoes extras podem realizar a
proeza da unificagao das forcas fundamentais. Por mais estranho que pareca essa ideia de se
trabalhar com um espaco com um maior nimero de dimensoes, ela nao é recente.

Em nosso trabalho iremos discutir as teorias que levam em conta dimensoes espaciais

extras para o nosso Universo. Inciaremos com a teoria de Kaluza-Klein que considera uma
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quinta dimensao, quatro espaciais e uma temporal, em que a dimensao espacial extra possui
a topologia de circulo e que possui um comprimento da ordem do comprimento de Planck
[2]. Com um comprimento dessa ordem a dimensdo extra nao seria detectdvel pelos nossos
instrumentos deixando, desse modo, a teoria compativel com a observagao [2]. Em seguida
discutiremos o modelo ADD que considera que as dimensoes extras nao necessitam ser de
pequena escala, como a da ordem do comprimento de Planck, porque sobre as particulas atua
um mecanismo que as mantém confinadas numa hipersuperficie quadridimensional chamada
de brana [3]. Entretanto, para que a teoria seja compativel com as observagoes, precisa-se
considerar duas dimensoes extras para o espago [3]. Vamos discutir, ainda, os dois modelos
propostos por Lisa Randall e Raman Sundrum. O primeiro modelo, conhecido como RSI,
procura mostrar que uma dimensdo extra compacta de grande escala (quando comparada
com o comprimento de Planck) pode ser compativel com as observagdes contanto que o
espago tenho uma geometria “warped” [4]. Nesse modelo existem duas branas paralelas e o
comprimento da dimensao extra esta relacionado com a distancia que separa as duas branas.
O segundo modelo, conhecido como RSII, proposto por Randall-Sundrum procura mostrar
que pode-se retirar uma das branas de cena fazendo com que a dimensao extra nao possua
limites, ou seja, a dimensao extra nao seja compacta [5].

E claro que uma teoria que postula a existéncia de dimensao extra é, embora
compativel com os dados observacionais, diferente de uma teoria formulada no espago-tempo
quadridimensional e, portanto, deve conter previsoes diferentes das teorias usuais. Neste
trabalho estamos interessados em estudar os efeitos da dimensao extra no cenério cosmoldgico
do modelo RSII. Com esse fim, faremos, ainda, uma breve revisao da cosmologia padrao em
que discutiremos sobre o modelo ACDM que é o modelo mais aceito para explicar a fase
acelerada que se encontra o nosso Universo [6, 7, 8, 9]. Discutiremos a cosmologia do ponto
de vista do modelo de brana e veremos as modificagoes causadas nas equacoes cosmoldgicas
devido a introducao de uma dimensao espacial extra. Como veremos, a evolucao do fator de
escala definido na brana sera decrito por uma equacao semelhante a equacao de Friedmann,
mas que contém modificagoes, chamada, por isso, de equacao de Friedmann modificada

[10, 11, 12]. Essa equagao possui trés parametros de densidade: 2, (pardmetro de densidade
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de matéria); 2, (parametro de densidade da constante cosmoldgica) e Q= (parametro de
densidade da tensao da brana) - que devem ser determinados com base nas observagoes [13].
Neste trabalho, iremos usar os dados provenientes de supernovas para a determinagao daqueles
parametros.

Para destacar a importancia das supernovas para a cosmologia, faremos uma discussao
desse fenomeno descrevendo os seus tipos e suas caracteristicas.

Toda essa abordagem feita serd necessaria para atingirmos o objetivo do nosso trabalho
que é o de analisar os dados observacionais das supernovas no contexto do modelo de brana e
verificarmos se esse modelo, assim como o modelo ACDM, indica que o Universo esta numa

fase de expansao acelerada.



Capitulo 2

Universo de Cinco Dimensoes e Teoria
de Branas

Neste capitulo, entre suas secoes, iremos tratar dos principais aspectos da teoria de
um espago-tempo pentadimensional, com a introducao, proposta pelo matematico alemao-
polonés Theodor Franz Edward Kaluza em 1921, de uma dimensao espacial extra ao
espago-tempo quadridimensional (trés dimensoes espaciais e uma temporal), obtendo um
espago com cinco dimensoes, quatro delas espaciais e uma temporal e o mecanismo de
compactacao, desenvolvido pelo matematico sueco Oscar Klein em 1926, para explicar o
fato de nao percebermos uma quarta dimensao espacial. Com a introdugao de mais uma
dimensao espacial, a teoria de Kulaza-Klein, como atualmente é conhecida, acopla a teoria
da relatividade geral com a teoria eletromagnética. Vamos apresentar, também, o mecanismo
adotado nesta teoria para manter a dimensao espacial extra escondida, pois, nao observamos
uma quinta dimensao e a teoria precisa ser compativel com a observagao.

Nas secoes subsequentes, iremos discutir alguns modelos de brana, iniciando com o modelo
proposto por Arkani-Hamed, Savas Dimopoulos e Gia Dvali o qual é conhecido na literatura
especializada por modelo ADD [3]. Esse modelo tem como base mostrar que um Universo com
um maior numero de dimensoes, compactadas e de grande escala, pode ser compativel com
os dados empiricos. Nesta secao, abordaremos o mecanismo de confinamento da matéria na

brana. Vale ressaltar, também, que o modelo ADD é conhecido como um modelo de dimensao
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extra de grande escala, quando comparado com o modelo de Kaluza-Klein.

Em seguida apresentaremos os modelos propostos por Lisa Randall e Raman Sundrum, que
possuem duas versoes [4, 5. Uma delas, o modelo Randall-Sundrum I, considera duas branas
imersas em um espaco ambiente de cinco dimensoes, chamado de Bulk, em que a distancia
entre as duas branas faz com que a dimensao extra, neste modelo, ainda seja compacta [4].
Na outra versao, o modelo Randall-Sundrum II, uma das branas é retirada do cenario e a
dimensao extra nao é mais compactada, passando a ter comprimento infinito. Esse fato, da
dimensao extra possuir comprimento infinito, poderia, em principio, colocar o modelo em
conflito com a experiéncia [5]. Entretanto, veremos que este conflito ndo acontece. Por se
tratar de um modelo em que a dimensao extra nao é compacta, o modelo RSII se distingue

dos demais e, num certo sentido, se torna mais atraente do ponto de vista tedrico.

2.1 Teoria Kaluza-Klein

Como exposto anteriormente, a teoria de Kaluza-Klein originalmente pressupoe que o nosso
Universo possue cinco dimensoes. Portanto, precisamos saber as propriedades métricas deste

espaco para que possamos descrever a gravitacao em um espago-tempo pentadimensional.
Métrica Pentadimensional

A métrica do espago-tempo de cinco dimensoes, no qual as coordenadas sao representadas

por (z#,(), onde z* = 0,1,2,3 e ( é coordenada espacial extra, pode ser escrita como :
ds® = japdxida®, (2.1)

onde A,B=0,1,2,3,4.

Com o auxilio desta métrica podemos construir o tensor de Einstein em cinco dimensoes:

. N
Gap = Rap — a7 (2.2)

em que R, p e R sao o tensor Ricci e o escalar de curvatura de Ricci, respectivamente.
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Admitindo que as equagoes e campo de Einstein em um espaco de cinco dimensoes tenham

a mesma forma que em quatro dimensoes, temos:
Gag = 0. (2.3)

A métrica deste Universo pentadimensional g4 pode ser decomposta nas seguintes partes

[14]:
T métrica do espaco-tempo quadridimensional
Guc campo quadrivetorial A, (potencial eletromagnético)
gee campo escalar ¢.

Kaluza propos que a métrica pentadimensional (§4p5) poderia ser parametrizada da forma

como segue [2]:

(guu - I{2¢2AuAV) _H¢2AM

gAB = —H¢2AV ¢2 ) (24)

em que k = 87 e a assinatura da métrica é (+,-,--,-).

2.1.1 Gravitacao e Eletromagnetismo em Cinco Dimensoes

Admitindo que os campos nao dependem da quinta dimensao, Kaluza imp0s na sua teoria

o que chamamos de condigao cilindrica que é expressa por [14]:

0B
¢

Com a utilizagao da métrica dada por (2.4), podemos calcular os simbolos de Christoffel e

= 0. (2.5)

tensor de Ricci [15]. Fazendo uso da condigao cilindrica, imposta por Kaluza, e considerando;

FopFoP

EM __
TMV _g;u/ 4

— F*Fq (2.6)

onde F,3 = 0,A3—03A, € o tensor eletromagnético de Maxwell, podemos escrever as equagoes
de campo como:

%Nu(aﬂs) — gw06)| | (2.7)

§2¢?
G;w = 9

EM
T, —
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V'F,, = 300 (2.8)
¢
(§]
O¢ = ngg F ™. (2.9)

De acordo com as equacoes acima, podemos perceber que com a introdugao de uma
dimensao extra e com a condigao cilindrica, obtemos as equacoes quadridimensionais para

o campo gravitacional e eletromagnético. Se considerarmos o campo ¢ constante

¢
e
VYF,, =0, (2.11)

temos como resultado as equacoes de Maxwell e as equacoes de Einstein para a gravitacao
acopladas. Entretanto, devemos salientar que o fato de fazermos ¢ constante sé poderd ser
consistente com a Eq.(2.9) se tivermos F),, F*'=0 [14].

Portanto, a introducao de uma coordenada espacial extra nos permitia unificar o campo
eletromagnético, descrito pelas equagoes de Maxwell, com o campo gravitacional, descrito

pelas equacoes de Einstein.

2.1.2 Método de Compactacao de Klein

A teoria pentadimensional proposta por Kaluza em 1921 sofreu alguns aperfeicoamentos
feitos pelo matematico Oscar Klein em 1926. Entretanto, antes de iniciarmos a discussao
sobre o método de compactacao proposto por Klein, é necessario fazer a distingao entre
compactagao e a condicao cilindrica usada por Kaluza. Esta ultima foi utilizada, apenas,
para explicar a natureza aparente quadridimensional do Universo [14]. Por outro lado, o
método de compactacao supoe que a dimensao extra tem uma escala de comprimento muito

pequena e possui a topologia de um circulo (topologia S').

7
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No que segue vamos analisar como a topologia da dimensao extra afeta o comportamento
dos campos. Devemos enfatizar, também, que apenas a dimensao extra possui a topologia

S, as outras dimensoes espaciais possuem topologia R3.

Topologia S!

Para descrever os pontos sobre a topologia de um circulo, podemos fazer uso da coordenada
6. O fato peculiar nesta topologia é que o ponto com coordenada 6 = 0 é identificado com o

ponto 0 = 2.

A=B

Figura 2.1: Comparacao entre a topologia de uma reta e um circulo

Podemos perceber pela Figura 2.1 que os pontos A e B que numa reta sao pontos distintos,
na topologia S' sao pontos indistinguiveis. Portanto, considerando que a dimensao espacial
extra tenha esta topologia, temos que os campos na coordenada ¢ = 0 e § = 27, devem possuir
os mesmos valores nestes pontos, ou seja, os campos devem apresentar uma periodicidade em

relagao a dimensao extra. Este comportamento, nos permite escrever os campos como segue:

(2", ¢) = p(a*, ¢ + 27l), (2.12)
07, ) = g, -+ 21), Ay a7, C) = Ay (o, + 2. (213

em que [ é o raio da dimensao extra.

Como os campos sao periddicos, podemos escrevé-los em termos de uma expansao em série
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de Fourier. Desse modo, temos que:

o(a",¢) = Z ot (at)em<!, (2.14)
g/w 7C Zglw x,u mC/l’ (215)
A(z",¢) = ZAW (zH)etme/!, (2.16)

Podemos perceber pelas expressoes acima, que os campos expandidos em série de Fourier
sao independentes da coordenada extra apenas no modo n = 0, em que o indice n representa
o n-ésimo modo de Fourier.

Vamos, agora, analisar o comportamento de um campo escalar ¢(z*, ¢) na topologia S'. O
nosso objetivo é compreender como a dimensao extra influencia os modos de massa do campo
o(z*, ), para que possamos ter uma nogao da escala de energia na qual a dimensao extra seria
perceptivel a experiéncia. Com isso, vamos entender o conceito de escala de compactagao que
¢ o raio minimo que a dimensao extra deve ter para tornar o nosso Universo aparentemente

quadridimensional.

2.1.3 Escala de Compactacgao

No modelo de Universo de Kaluza-Klein, as trés dimensoes espaciais (z!, 2% z%) sdo

infinitas, ou seja, apresentam topologia R? que, juntamente, com a quarta dimensao espacial
de topologia St formam um “cilindro”.
Vamos considerar, por simplicidade, que o “cilindro” é homogéneo e que a métrica seja

plana [14]. Com esta consideragio, a equagao de Klein-Gordon sem massa é escrita como:

Uisy¢ =0, (2.17)

onde [(5) ¢ o operador d’Alembertiano em cinco dimensoes que ¢ expresso da seguinte forma:

82
O =0- 55 (2.18)
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Figura 2.2: Dimensao extra na teoria de Kaluza-Klein
Fonte:Dissertacao Mestrado (ALBUQUERQUE, 2009)

Usando o método de separagao de variaveis para resolvermos a Eq.(2.17), temos que o

campo ¢(x*, () pode ser escrito como:

o(2", Q) = x(@")¢(¢) (2.19)

Substituindo a Eq.(2.19) na Eq.(2.17), iremos conseguir duas equagoes diferenciais, uma

para a parte o espago quadridimensional y(z*) e outra para a dimensao extra ¢((), dadas

por:
1 By —

X(ZE“)DX(I )=C (2.20)
1 de(()

Eoi @2

onde a constante C' é uma constante de separagao.

A solugao da Eq.(2.21) é dada por:
©(¢) = Asin (VCC) + B cos (V). (2.22)

Lembrando que o campo ¢(() é periédico, devido a topologia da dimensao extra.

Aplicando a condicao de contorno,

©(0) = ¢(2xl), (2.23)

10
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temos que os valores da constante C' sao dados por:

Segue dessa condicao que C se trata de uma constante nao-negativa, o que nos permite
fazer a suposicao de que esta constante pode representar a massa associada ao campo
quadridimensional x,(x*). Esta suposicao ficard mais evidente quando reescrevermos a

Eq.(2.20) da seguinte forma:
Ox(a") = Ox(2") = 0

Esta é a equacao de Klein-Gordon no espago-tempo de quatro dimensoes. Sendo assim,

podemos fazer C' = m?2 = n?/I? e escrever:
Oxn(z") — m2x,(2") = 0. (2.24)

Segundo esse resultado, podemos inferir que o campo pentadimensional ¢(z*, () pode
ser decomposto em um modo zero (n = 0), sem massa, e num conjunto de modos que
chamaremos genericamente de modo Kaluza-Klein (KK)[14]. Cada modo KK possui uma
energia associada dada por n/l e sé podem ser detectados experimentalmente se a energia
envolvida for da mesma ordem de grandeza. Dessa forma, percebemos que o tinico modo
acessivel a nossa experiencia ¢ o modo zero, se [ for muito pequeno, a energia necesaria para
estimular os modos com n # 0 seria muito grande e estaria fora do alcance experimental
[14]. Comumente, adota-se o comprimento de Planck I, = 107**¢m como o comprimento
da dimensao extra. Nesse caso, os outros modos KK estarao fora do alcance dos nossos
aceleradores de particulas e, portanto, a dimensao extra nao seria detectada. Na figura que
segue, temos a escala de energia, conhecida como ‘torre’ de Kaluza-Klein.

Como discutido anteriormente, pelo fato de que a energia para a excitacao dos modos KK
diferentes de zero ser da ordem de n/l, terfamos que ter uma energia da ordem da energia
de Planck Mpigner = 10¥GeV. Portanto, tal escala de energia, assegura que as dimensoes
extras estao além do alcance da observacao, considerando o nivel de energia da ordem de

1TeV atingida nos aceleradores mais potentes atualmente [14].

11
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¥

3/

Figura 2.3: Torre Kaluza-Klein
Fonte:Dissertacao Mestrado (ALBUQUERQUE, 2009)

2.2 Modelo ADD

Como dito anteriormente, o modelo ADD ¢ considerado como modelo de brana de grande
escala pelo fato de que o comprimento da dimensao extra, diferentemente do modelo de
Kaluza-Klein, pode chegar a ordem de grandeza submilimétrica sem entrar em conflito com
os dados experimentais [16].

De acordo com [3], podemos dizer que o modelo ADD surge como uma tentiva de resolver
o chamado problema de hierarquia. De forma bastante resumida, o problema de hierarquia
consiste em explicar a enorme discrepancia entre a escala eletro-fraca e a escala de Planck
[14].

No modelo de Kaluza-Klein, a dimensao extra esta escondida pela fato dela ser compacta
e com seu comprimento da ordem de grandeza do comprimento de Planck. Por outro
lado, no modelo ADD, as dimensoes extras estao escondidas por meio de um mecanismo de
confinamento da matéria e dos campos numa hipersuperficie quadridimensional, conhecida
como brana[14]. Nesta se¢ao apresentaremos como ilustra¢ao de mecanismo de confinamento

de matéria na brana, focalizando nossa aten¢ao no confinamento dos férmions.

2.2.1 Confinamento dos Férmions

12
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Para iniciar o estudo do mecanismo de confinamento de férmions numa hipersuperficie
imersa num espacgo de cinco dimensoes, vamos considerar um campo escalar que esteja em
fungao das coordenadas quadridimensionais e da coordenada extra ¢, ¢ = ¢(z*,() , e cuja a

acao seja escrita como [17]:

5= [ dtadc E@AW - V(cb)} , (2.25)

onde V(¢) é o potencial escalar. A quantidade entre colchetes é a lagrangeana do campo

escalar;
L= (010 ~ V(o). (226)

No contexto de teoria de campos, a brana pode ser entendida como uma parede dominio,
como veremos. Assim, de modo a obtermos uma solugao do tipo parede de dominio, vamos

tomar como base o seguinte potencial:

V(o) = (6 7). (2.27)

cujo comportamento estd ilustrado na Figura 2.4.

Vi)

Figura 2.4: Comportamento do potencial escalar em func¢ao do campo
Fonte:Dissertacao Mestrado (ALBUQUERQUE, 2009)

Podemos perceber que esse potencial possui dois valores, ¢ = —v e ¢ = v, para o qual
ele apresenta o menor valor de energia. No ponto, ¢ = 0, o potencial apresenta um maximo

instavel.
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Com a utilizacao da equacao de Euler-Lagrange para campos, podemos calcular as

equagoes que descrevem a dinamica do campo ¢, desse modo, temos que:

oL oL
%~ || ¢ 22

A partir da lagrangiana dada por Eq.(2.26), conseguimos encontrar o seguinte resultado:

dv
Oe)é + 96 0
2
&Ko — 020+ %gb (0> —1%) =0 (2.29)

onde, usamos o fato que O = 93 = n480,40p.
Estamos interessados em encontrar uma solugao do tipo parede de dominio e, para alcangar
este objetivo, vamos considerar uma solucao estatica e que depende apenas da coordenada

extra (. Dessa forma, a Eq.(2.29), torna-se:

d? A
d_cf — 5ol =0 (2:30)

Podemos reorganizar a Eq.(2.30) e escrevé-la da seguinte forma:
1d | [(dp\> XN, ., o
=) == — = 2.31
2d§[<dg) L @) =0 (2.31)
A solugao para a equacao acima é:
A
¢o(C) = vtanh (LC) (2.32)

2

cujo grafico que representa o seu comportamento esta representado na Figura 2.5.
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Figura 2.5: Grafico para o campo escalar descrevendo uma parede de dominio.
Fonte:Dissertagao Mestrado (ALBUQUERQUE, 2009).

De acordo com ilustrado na Figura 2.5, podemos perceber que; ¢(¢( — —o0) = —v e
¢(¢ — o0) = v. Pelo fato de v e —v representarem os dois valores em que temos o potencial
minimo, dizemos que esta solucao separa os dois estados de menor energia e, por isso, ela é
chamada de parede de dominio.

Com a solugao dada pela Eq.(2.32), poderemos calcular a densidade de energia concentrada
em torno da hipersuperficie ( = 0, que é descrita pela a integral da densidade de hamiltoniana
com respeito a (. A densidade hamiltoninana é a densidade de energia associada ao campo ¢

e é escrita como:

Ho=]] o0 - L,

em que [[ = 0L/0¢ é o momento canonicamente conjungado a $. Como esta grandeza
possui a dimensao de energia por unidade de volume e estamos tratando de um espaco
pentadimensional, H, tera unidade de energia por quadrivolume e quando integrarmos
com respeito a dimensao extra, teremos uma grandeza com unidade de energia por volume,
que identificamos como a densidade de energia da brana.

Portanto, posto dessa forma, temos que:

2

A
Ho = %(@@0)2 t3 (95 — %)

2

(2.33)

1 A2t

o= 4 cosh? (%)

(2.34)
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O gréfico que ilustra o comportamento da distribuicao de energia em funcao da dimensao

extra estd exposto na Figura 2.6:

Figura 2.6: Densidade de energia da brana localizada em { =0
Fonte:Dissertacao de Mestrado (ALBUQUERQUE, 2009).

A partir do gréfico exposto na Figura 2.6 e a Eq.(2.34), percebemos que a energia estd
concentrada em torno de ¢ = 0. Quanto maior A, maior serd a concentracao de energia.
Portanto, podemos dizer que A introduz uma escala que pode ser interpretada como sendo o
inverso da espessura da parede de dominio [14].

Fazendo uso da Eq.(2.34), podemos calcular a densidade de energia da parede de dominio

fazendo a integragao da densidade de hamiltoniana em relacao a coordenada extra (. Portanto,

/+°° 1 A2t 223
o= 3

il d¢ = 2.35
w 4cosht (%) ¢ ( )

No limite em que A — oo, em que a espessura da parede 1/\ — 0, se ¢ for mantido
constante, a parede de dominio dard origem a uma estrutura conhecida por 3-brana [14].
No que segue, com o auxilio do campo escalar ¢, iremos apresentar o método de localiza¢ao

dos férmions na brana.

Mecanismo de localizacao dos férmions

Sabemos que a equagao que governa a dinamica dos férmions é a equacao de Dirac e

que os férmions sao descritos por espinores. Para discutirmos a localizacao dos férmions na
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brana, vamos admitir que a equacao de Dirac em cinco dimensoes tenha a mesma forma que

a equagao quadridimensional [18]:
(0404 — M) ¥ =0, (2.36)

em que ¥ e I'* sdo, respectivamente, os espinores e as matrizes de Dirac em cinco dimensoes
e M é a massa dos férmions. As matrizes I'! seguem a mesma 4lgebra das matrizes

quadridimensionais [18]:
TP 4 7814 = 25451, (2.37)

onde 1 é a matriz unitaria e §4? é a métrica do espaco-tempo em que a equacao de Dirac vai
ser escrita.

As matrizes quadridimensionais estao relacionadas com as pentadimensionais através de:

D+ = AH (2.38)
I¢ = —iy®, (2.39)
em que
5 0 Iaxo }
_ : 2.40
i P (2.40)

A lagrageana do campo de Dirac em cinco dimensoes tem a seguinte forma:
L =iUT49,¥ — MUV, (2.41)
cuja acao para este caso é dada por:
Sij2 = / d*zd¢ (1UT4040 — MUW) (2.42)

Pretendemos descrever a interacao dos férmions com a parede de dominio. Vamos admitir
que essa interacao é do tipo Yukawa [14]. Assim, a acdo que descreve a intera¢ao entre o

campo de Dirac e um campo escalar ¢ é dada por:
Sint = —1 / d*zd(UT e, (2.43)
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onde n é uma constante de acoplamento.

Dessa forma a acao que descrevera os férmions confinados na brana é dada por:

S = S1/2+ Sint

S = / d*zd( (iVT494¥ — MUY — ngo U0, (2.44)

onde fizemos ¢ = ¢ que é a solucao da parede de dominio. Assim, para o caso M = 0, temos

que:

S = / d*zd¢ (1DT 04T — ngoPW). (2.45)
A partir da acao acima, temos que a equacao de movimento é dada por:
(iT494 — 1) ¥ = 0, (2.46)
em que podemos reescrever da seguinte maneira:
0O + iT#0, ¥ — ngy¥ = 0. (2.47)

Usando o método de separacao de variavel para resolver a Eq.(2.46), temos que a sua

solucao tem a forma:

V) (¥, () = v(@") f(Q), (2.48)

em que 1(z”) é o espinor de Dirac quadridimensional. Substituindo (2.48) em (2.47) e

impondo que

P = o, (2.49)

temos que:

1

f(C)agf(C) + 00| Y(2”) — iy 9u1p(C) = 0. (2.50)
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De forma a satisfazer a equacao acima, as seguintes condicoes precisam ser satisfeitas:

D) = mip(a”), (251)
&) _ V
o =m0 ). (252

A constante de separagao m, pode ser interpretada como sendo a massa do espinor em
quatro dimensoes [17]. Para o caso em que temos o modo zero, m = 0, a solugao da Eq.(2.51)

F(Q) = exp (—n / C ¢o<<'>d<’). (2.53)

Considerando a soluc¢ao da parede de dominio, podemos verificar que para ( — oo, f({)
decai exponencialmete.

A restri¢ao (2.49) imposta ao espinor quadridimensional para as particulas de massa zero
o modo zero (m = 0), ndo implica nenhuma restrigao fisica, pelo fato de que particulas de
massa zero possuirem quirilidade bem definida [14].

O espinor pode ser escrito em termos de duas componentes:

Yy, )
= 2.54
’I/JO ( wR ( )
em que

(1 ) ( V3 >
— = 2.55
Ur <¢2 e YR s (2.55)
sao os espinores de Weyl [14]. Portanto, (2.49) é equivalente a dizer que ¢, = —1ig, isto

é, os espinores de Weyl nao sido independentes entre si [19]. Esta é uma outra maneira de
interpretar (2.49).

Dessa forma, temos que o modo zero pode ser escrito:

Yo = exp [— / C mz»odc’} Yua). (2.56)

A partir de (2.56) podemos perceber que o modo zero estd localizado préximo a ¢ = 0, ou
seja, préoximo a brana e que para |¢| muito grande este modo decai exponencialmente como

era de se esperar.
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2.2.2 Potencial gravitacional em dimensoes extras

Nesta secao vamos discutir o comportamento do campo gravitacional no cenério de
dimensoes extras compactas e nao compactas.
Vamos iniciar com a analise do potencial gravitacional newtoniano para dimensoes extras

nao compactas e depois faremos para as compactas.

Dimensoes extras nao compactas

Consideremos esfera S™!(r) de raio r centrado num corpo de massa m. Essa esfera é o
contorno da bola B™(r). Consideremos, também, que a equagao do campo gravitacional em

n dimensoes tenha a mesma forma da equacao quadridimensional:
V.§=—41G"p, (2.57)

em que G™ é a constante gravitacional em n dimensoes.

Para um corpo com simetria esférica, g é radial e depende apenas da coordenada r.
Portanto, usando essa caracteristica, integrando (2.57) no volume e usando o teorema da
divergéncia, podemos mostrar que [19]:

GM™m

g(r) = —4ﬁm,

(2.58)

em que m é a massa total do corpo obtida através da soma sobre o volume total da n-bola
[14, 19].

A generalizacao do volume de uma esfera de raio r para um espago com um numero
qualquer de dimensoes é dado por:

27Tn/2

I'(n/2)

Vol (S"71) ="t (2.59)

Usando a equagao acima em (2.58), obtemos:

n Mm
gr) = — 2n/2)G é (2.60)

w2 12 —n)rn-1"

Podemos perceber de (2.60) que quando n = 3 (espago tridimensional) a lei de gravitagao

newtoniana é recuperada. Para dimensoes superiores, o campo gravitacional decai mais
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rapidamente para grandes distancias e nas proximidades da massa geradora do campo, este
ultimo cresce de forma mais rapida.
Como o campo gravitacional é conservativo, podemos escreve-lo como o gradiente de um

campo escalar [19];

g(r) = —Ve, (2.61)

em que o campo escalar ¢ é interpretado como sendo o potencial gravitacioanal. Nesse caso,
pelo fato do campo gravitacional apresentar simetria esférica, o potencial escalar possui apenas

dependeéncia na direcao radial, fato este que permite-nos escrever a equacgao anterior como;
g(r) = ——¢é,. (2.62)

Com a substituicao de (2.60) na equagao acima e integrando-a, obtemos;

n ™m
o(r) = — An/2)C (2.63)

1272 — n)rn-2

Um corpo massivo com simetria esférica tera seu potencial gravitacional, em um espaco
com n dimensoes espaciais extras, descrito pela Eq.(2.63). Podemos perceber, ainda, que com
uma dimensao extra n = 4, ¢ possui um dependéncia de r—2, ou seja, decai mais rapidamente

do que para o caso de um espaco tridimensional.

Dimensoes extras compactas

Obteremos, agora, o potencial gravitacional para o caso em que a dimensao extra é
compacta e possui a topologia de um circulo. Consideremos um observador, localizado na
origem, que observa uma massa localizada em algum ponto do espago [19]. Devido a topologia
da dimensao extra, as linhas de forgas originarias da massa darao voltas em torno do espaco e
atingirao o observador O. Com isso, o observador sentira a influéncia gravitacional de outras
massas que sao as imagens topoldgicas, nao massas reais, da massa original.

Para determinar o campo gerado pela linha de massas topologicas, podemos utlizar a lei

de Gauss em que a nossa superficie gaussiana é um cilindro de comprimento L (dltima figura
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Figura 2.7: Massa topoldgica
Fonte: Dissertagao de Mestrado (ALBUQUERQUE, 2009).

a direita) centrado em um eixo que representa a dimensao extra como esta ilustrado na Figura
2.8. Na primeira Figura a esquerda, temos a massa localizada em um determinando ponto do
nosso universo. Ja na Figura seguinte, o cilindro é representado por um espago “aberto”com
as identificagbes topoldgicas (o observador sente a influencia de varias imagens topoldgicas).
Na ultima Figura, temos uma situagao onde o observador estd muito distante da massa e
observa uma distribuicao praticamente continua destas massas.

Como estamos em um espaco com quatro dimensoes espaciais, a base do cilindro é uma

esfera ao invés de um circulo. Dessa forma, aplicando a lei de Gauss, obtemos:
/ G-dA = —47GO M, (2.64)

em que M;,; é a quantidade de massa topoldgica envolvida pela superficie gaussiana.
Pelo fato de que as masssas estarem alinhadas e separadas por uma distancia 27/, o nimero

de massas dentro do comprimento L serd (L/2nl) [19]. Portanto, podemos escrever;
Mipe = —m. (2.65)

O campo ¢ possui simetria axial, como podemos perceber a partir da distribuigao de
matéria no interior da superficie gaussiana. Levando em conta (2.64) e o fato de que a massa

no interior da superficie gaussiana é dada por (2.65), temos que o campo gravitacional fica
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exXpresso por;

GO
T or R

g(R) = (2.66)

Substituindo o resultado acima para o campo ¢ na Eq.(2.61) e integrando, obtemos o

resultado;

G(5)m) 1

- 2.67
27l ( )

o) = (%) &

Conseguimeos recuperar o potencial newtoniano, para o espaco quadridimensional, se

fizermos a seguinte identificagao;

GG
(O A 2
G 5] (2.68)
o que nos leva a
(4)
#(R) = —GRm. (2.69)

2.2.3 Escala fundamental de comprimento da dimensao extra

O sistema natural de unidades é constituido pelas grandezas fisicas: a massa, o tempo
e o comprimento de Planck. Estas grandezas sao definidas em termos das constantes fisicas

fundamentais ¢, h e G® da seguinte forma:

GWh GWHh | hc
lp = C3 y tp = 05 y mp = m (270)

Podemos perceber que as unidades definidas acima sao grandezas definidas em termos

da constante gravitacional quadridimensional. Porém, podemos generalizar a definicao do
comprimento de Planck para um espago com um nimero de dimensoes qualquer através de
uma combinagdo semelhante de ¢, i e G™ [19)].

Pode-se mostrar que comprimento de Planck em um espaco de dimensao qualquer, lz(gn), esta
relacionado com o comprimento de Planck do espaco quadridimensional através da expressao
[14];

GMp 2(;(n)
T3 T ra@

(l(n))"_2

p

(2.71)
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As grandezas fundamentais, no contexto de dimensoes extras, adquirem um valor efetivo
em quatro dimensoes, enquanto que o valor fundamental estaria definido no espago ambiente
[19].

Vamos analisar (2.71) considerando que as dimensbes extras sejam compactas. Nesse
contexto, vamos para o caso mais simples, n = 5, isto é, apenas uma dimensao extra com
topologia de um circulo de raio I. A partir de (2.68), temos que;

GO

102271'1:@.

(2.72)

em que [, é o comprimento da dimensao extra. A relacdo acima nos mostra que as constantes
gravitacionais diferem por um fator da ordem do comprimento da dimensao extra. Podemos
generalizar o resultado anterior para o caso com n dimensoes [19]. Admitindo que as dimensoes

extras possuem 0 mesmo comprimento, encontramos;
(2.73)

Combinando (2.71) com a equagao acima, podemos escrever [. em termos do comprimento

o (17 o

Podemos tentar resolver o problema de hierarquia admitindo que o comprimento da

de Planck quadridimensional [,:

dimensao extra é tal que o comprimento de Planck no espaco de n dimensoes é da ordem
da escala eletrofraca, ou seja, l,(gn) ~ 10~ '¥em. Contudo, substituindo esse valor e o valor
do comprimento de Planck quadridimensional, I, = 107%3cm, em (2.74) a relagdo entre o

comprimento da dimensao extra e o nimero de dimensoes extras é:
2
l.=10""% (10") 1. (2.75)

A andlise da equacao acima nos mostra que se mantivermos uma dimensao extra, o
comprimento dessa dimensao seria da ordem de 10*2cm, ou seja, seria vinte vezes a distancia

entre a terra e a lua, o que do ponto de vista fenomenoldgico é inaceitavel pelo fato de que
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uma dimensao extra com essa ordem de grandeza j4 teria sido detecda [19]. Para o caso em
que temos duas dimensoes extras, os seus comprimentos seriam da ordem de [. = 0,01mm.
Pelo fato de que a lei da gravitagao newtoniana estd ainda sendo testada para comprimentos
abaixo dessa ordem de grandeza, seria aceitdavel uma teoria com duas ou mais dimensoes
extras. E interessante perceber que a deteccao de desvios na lei de gravitagao newtoniana

desse domino abaixo, seria um indicio da existéncia de dimensoes extras [19].

2.3 Modelo Randall-Sundrum 1

O primeiro modelo proposto por Randall e Sundrum [4], teve como objetivo o de resolver
o problema da hierarquia por meio da introducao de uma unica dimensao espacial extra
compacta. Nesse modelo, existem duas branas, localizadas nos pontos fixos do “orbifold”
S1/Zy [20], como descreveremos a seguir. Uma das branas pode ser identificada como o nosso

Universo visivel e a outra como um Universo escondido.

2.3.1 Topologia S'/Z,

De forma a compreender melhor o modelo Randall-Sundrum I, vamos fazer um breve
comentdrio sobre a topologia S!'/Z,. Para tanto, vamos considerar que a coordenada angular

6 rotule os pontos de um circulo S* e que ela pertencga ao intervalo 6 € [—m, 7], como ilustra

a Figura 2.8.
/r/%o S
v c
Figura 2.8: Topologia S*
Quando identificamos os pontos §# = —6, obtemos o espago com topologia S'/Z, como

ilustrado na Figura 2.9.
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Figura 2.9: Topologia S'/Zs

Nessa topologia, avancarmos do ponto 0 para 7 é equivalente a sairmos do ponto 0 ao
ponto —m. Sendo assim, avancarmos de —m para 0 é como se estivéssemos retornando do
ponto 7 para a origem.

Com relacao a identificacao de € com —6, existem dois pontos “fixos” que sao; # = 0 e
0 = w. As branas, no modelo Randall-Sundrum I, ficam localizadas nestes pontos fixos.

A métrica desse modelo tem a seguinte forma:
ds* = a®(Q)ndatda” — d¢?, (2.76)

em que 7, ¢ a métrica de Minkowski, em quatro dimensdes e a((¢) é chamado de “warp factor”

que tem a forma:
a(¢) = e8Il (2.77)

Para determinar a constante ¢ iremos utilizar a métrica dada por (2.76) para resolver as
equacoes de Einstein para o espaco pentadimensional. As equacoes de Einstein do espaco

ambiente sao dadas por:

N 1. - (5)7

RAB — §gABR =81 TAB, (2.78)
em que o tensor energia-momento, Tap, pode ser escrito como:

Tap = A9gap + 871G 745, (2.79)

onde A® é constante cosmoldgica do bulk e 745 é 0 tensor energia-momento da brana.
Uma vez que as densidades de energia sobre as branas estao em ( = 0 e ( = (., podemos
escrever T4p a partir de fungoes delta de Dirac com suporte sobre a hipersuperficie, de modo

que [19];
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Tap = { Tuv i Eg;w(S(C) - EgMV(S(C - Cc) (280)
TA¢ = 0

As componentes do tensor de Einstein, a partir de (2.76), sdo dadas por:

e [5(2) -5 (%)) -
G =0, (2.82)

Gee = Jec¢ [—6 (%/)2] : (2.83)

em que a linha denota a derivada com respeito a dimensao extra. Com o tensor energia-

momento (2.80), podemos escrever as equagoes de Einstein;

G = 871GV [25,0,0(C) = EGud (¢ — ()] + AV, (2.84)
Guc =0, (2.85)

e
Gee = 8nGOA®), (2.86)

Podemos perceber que a equagao (2.85) é automaticamente satisfeita. Para as equagoes

(2.84) e (2.86) temos que;

[—3 (ﬂ) o 3 (%)] = 81G® [Z6(¢) — E6(¢ — ¢)] + AP, (2.87)

a
e
a\’
[_6 (_) _A® (2.88)
a
Substituindo (2.77) em (2.88), obtemos;
2_ _Lyo
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Como consequéncia de (2.89), temos que a constante cosmoldgica deve ser negativa para

que a métrica seja solugao das equagoes de Einstein [19].

No que segue, vamos analisar (2.80) em torno dos pontos ( = 0 e ( = (., em que estao

localizadas as branas. De inicio vamos escrever (2.80) como:

d
—Sd—g(a’a) = 81GPa? [26(¢) — Z6(¢C — )] + AP (2.90)
Vamos integrar (2.90) no intervalo —e < ¢ < €, com € pequeno para determinar o efeito

da brana sobre a solucao. Na integracao em torno de ¢ = 0, obtemos:

—3d'al*, = 8SnGOE. (2.91)

Levando em conta a simetria do espago S'/Z,, segundo a qual as coordenadas —6 e 0
identificam o mesmo ponto, temos que os campos devem ser simétricos em relacao as branas.

Deste modo a derivada primeira, o', é descontinua em ¢ = 0 e ¢ = (. [19]. Em torno do ¢ = 0,
temos que;

d'(e) = —Ee*, (2.92)
d(—e) = Ee™*. (2.93)

no limite em que € — 0 em (2.91) obtemos a relagao;
66 = 8rGO)zZ, (2.94)

Combinando a relagao acima com (2.89), podemos perceber que a tensao na brana deve

estar ajustada a constante cosmoldgica do espago ambiente de modo que [19];

3
=2 _ _ 5)
== g (5)]2/\( : (2.95)

De modo analogo, podemos verificar que, estudando a outra brana localizada em ¢ = (.
obtemos a Eq.(2.95) [14].

2.3.2 Linearizacao da gravidade

Nesta secao vamos verificar quais as corregoes causadas pela dimensao extra nas equagoes

de Einstein tomadas no limite de campo fraco. Para alcangar esse objetivo, vamos partir
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das equacoes de Einstein linearizadas. Essas correcoes serao tratadas como pertubagoes na
métrica quadridimensional e, em seguida, na secao seguinte, construiremos o espectro de
massa associados a estas pertubagoes.

Tomando a métrica dada por;
ds® = gapdz?dz?, (2.96)
podemos escrever (2.96) como segue
ds* = [a*(O)nuw + by (2, ()] datda” + dC, (2.97)

em que g = a*(O)Nuw + hyw (@, C), gec = 1 e a métrica 7, é a métrica 4D. O termo h,, é a
pertubagao e que satisfaz a condicao |h,,| << 1. Vamos escolher um sistema de coordenadas
no qual b, = 0. Iremos desenvolver as equacoes de Einstein para métrica (2.97). Introduzindo

matéria na brana podemos escrever [19];
Gap = 87GOTTI 4 8GO rhrane L NGOG, g, (2.98)

em que T8t 7hran s30, respectivamente, os tensores energia-momento da matéria e da brana
e A® ¢ a constante cosmoldgica do espago ambiente [19].

Aplicando o gauge em que h,,, ¢ transverso e possui traco nulo
Ouhly = hi, =0, (2.99)
as equagoes de Einstein se reduzem a [14, 19];
o, — 2 (262 = 266(C) + 260(¢ — ¢.)] how — @00,y = 0. (2.100)

Analisando (2.100) no intervalo 0 < ¢ < (. e em torno dos pontos ¢ = 0 e ( = (., obtemos

as seguintes equagoes [19];

hgy - 452}1’01/ - a_2a'uauhm/ = O, (2101)

(hy, + 26ho) =0 = 0, (2.102)
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(hfw + 2€hol/) |C:Cc =0. (2'103)

Dessa forma, uma solucdo que satisfaca a equacao (2.100) deve satisfazer,
simultaneamente, as equagoes (2.101),(2.102) e (2.103). Essas duas ultimas irdo resultar na

quantizacao do espectro de massa dos gravitons vistos pelos observadores quadridimensionais

14].

2.3.3 Espectro de massa dos gravitons

Nessa sec¢ao iremos analisar com maior detalhe a solugado de (2.101). Para isso, vamos

admitir que a solucao dessa equagao seja dada por;
how (2%, C) = V()P0 (27). (2.104)

Usando o método de separagao de varidveis, vamos substituir (2.104) em (2.101).
Separando os termos com a mesma variavel e organizando-os convenientemente, percebemos

que (2.101) possui solugao se existir uma constante C' tal que

W (¢) — 42 (¢) + Ca ¥ () = 0, (2.105)

O®,, (2°) + CP,, (%) = 0. (2.106)

Como veremos mais adiante, a constante C' pode assumir diferentes valores. Por outro
lado, todos os valores que C' pode assumir sao nao negativos de tal forma que podemos

escrever, C' = m? e reescrever (2.106) como [19]
O®,,(z%) + m*®,, (2*) = 0. (2.107)

A equagdo acima é a equacao de Klein-Gordon para o campo ®,,(2°) com massa m.
Como o campo P, () depende das coordenadas da brana, podemos interpretd-lo como um

graviton (uma pertubacao linear da métrica) de massa m que pode ser visto pelos observadores
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confinados na brana. O conjunto de valores da massa constituem que a chamamos de espectro
dos modos KK [19].

A Eq.(2.105) possue dois tipos diferentes de solugoes. Para m = 0, temos que:
(¢) = Coe 280l (2.108)

em que Cy é uma constante. Essa solugao é conhecida como modo zero e é fundamental para
a recuperacao do comportamento quadridimensional do campo gravitacional para grandes
distancias na brana [4].

Para o caso em que m # 0, podemos escrever (2.105) como uma equagao de Bessel com
indice n = 2. Para isso vamos fazer uma mudanca de variavel em que x = (%e§<> e levando

em conta a expressao do “warp factor” (2.77), obtemos
" 1 !/
U4 =0 4 (1 — —) v = 0. (2.109)
x
Com isso, temos que a solugao é [19];

Uiy (¢) = Ay (%e&) + BN, (%ﬂ) : (2.110)

em que Jy e Ny sao, respectivamente, as fungoes de Bessel de primeira e segunda espécie e de
ordem dois. As constantes A e B podem ser obtidas através da imposicao das condigoes de
contorno (2.102) e (2.103) em ( =0e ¢ = (. [4].

A solugao para a condigdo ¢ = 0 é dada por [14];

o fu(2)n(2) (s3] e

em que C,, é uma constante de normalizacao. Agora vamos impor a segunda condigao de

contorno ¢ = (. [19]:

A(ee)  Alz)
N (gesc) N ()

Os valores permitidos para m sao as raizes de (2.112), de modo que o espectro de massa

(2.112)

dos gravitons serd dado pelo conjunto de soluges de (2.112). J& sabemos que m = 0 é uma
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solucao, entao, vamos determinar o proximo valor do espectro: m;. Admitindo que m; seja
pequeno comparado com &, podemos expandir as fungoes de Bessel do lado direito de (2.112)

[19]. Numa aproximagao de primeira ordem, temos;

(%) % %_W<m)2. (2.113)

. -
n(y) =
Considerando, agora, que m << & para que a relagao (2.112) seja satisfeita, devemos ter;

A (Tef@) ~ 0, (2.114)

logo m; corresponde a primeira raiz da fungao J; (%6540).

Observando o comportamento grafico da funcao de Bessel podemos notar que J; (%e“ﬂ)
possui infinitas raizes, em que a primeira é %efgc = 0, que corresponde ao graviton sem massa,
enquanto que a segunda raiz é %e&c ~ 3,8. Portanto, ha um salto no espectro da massa da
mesma forma que ocorre na teoria Kaluza-Klein [4]. De forma geral, os préximos modos que

corresponderia as proximas raizes seriam dados por;
%eécc — cte. (2.115)
Para as primeiras raizes essa constante é de primeira ordem, o que nos permite escrever
my ~ Ee %%, (2.116)

Portanto, a massa dos gravitons depende do comprimento da dimensao extra. Entao,
escolhendo (. suficientemente pequeno, a massa do primeiro modo KK seria muito grande
de tal forma que a energia necessaria para excitd-lo estaria fora do alcance dos nossos
instrumentos. Podemos, ao contrario do que propoe o modelo ADD, ter apenas uma dimensao
extra de forma que o modelo esteja compativel com as observagoes [4]. Para isso é necessério

um espaco com uma geometria “warped”.

2.4 Modelo Randall-Sundrum 11
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Como vimos na se¢ao anterior, no modelo Randall-Sundrum I, a dimensao extra é finita e
compacta pelo fato da existencia de outra brana com tensao negativa colocada na coordenada
(.. J& no modelo Randall-Sundrum II, fazemos como que a coordenada da brana com tensao
negativa (., — oo e, desse modo, a segunda brana nao faz mais parte deste modelo. Portanto,
a dimensao extra, neste modelo, possui comprimento infinito. Esse fato, da dimensao extra
nao ser mais compacta, poderia, a primeira vista, ser um grave problema pelo motivo de
que quando fazemos (. — oo a condi¢ao (2.102) deixa de ser vélida e o espectro de massa
torna-se continuo, ou seja, a massa pode assumir qualquer valor nao negativo [19]. Neste caso
os gravitons com massa pequena seriam, em principio, acessiveis a baixas energias.

Entretanto, como veremos, o modelo Randall-Sundrum IT mostra que devido a influéncia
de uma constante cosmoldgica negativa, existe um modo zero normalizavel e os modos com
massa sao suprimidos [14, 19]. Como consequéncia deste fato, o campo gravitacional recupera
o comportamento quadridimensional em longas distancias sobre a brana. Para que isso possa
ser verificado, é calculado explicitamente o potencial gravitacional newtoniano gerado por
uma massa sobre a brana. O procedimento para se conseguir esse objetivo é determinar,

explicitamente, a fungao de Green da equagao (2.101) [5].

2.4.1 Normalizacao dos modos KK

Podemos interpretar a Eq.(2.105) como uma equagao de autovalores de um operador
de Sturm-Liouville. Segundo a teoria de Sturm-Liouville, as autofungoes associadas aos
autovalores discretos sao normalizaveis e as autofuncoes associadas aos autovalores continuos
podem ser normalizadas no sentido distribucional, ou seja, usando uma delta de Dirac [5].
A primeira caracterisitca a observar é que, como nao ha informacao proveniente do infinito
para a brana, as autofungdes devem ser finitas no limite (. — oo[19]. E em consequencia
disso, podemos perceber que os autovalores nao sao negativos. Além disso, uma outra parte
importante é que o modo zero é normalizavel mesmo para o caso (, — oco. Para m = 0,

temos que,

To(C) = /26726, (2.117)
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Dessa forma, temos que
“+o0
| wopac =1 (2.115)

em que /2 é a constante de normalizacao. Para os modos KK com massa, as autofungoes

normalizaveis sdo dadas por [14];

V() = \/? [Jl <%) = <%6£<> — <%> J2 <%€£C>} (2.119)

2.4.2 Calculo do potencial pelo método da funcao de Green

Para analisarmos o comportamento do campo gravitacional sobre a brana, iremos
considerar um corpo confinado na brana. Para isso, vamos estudar a solugao da equacao

nao homogénea usando o método da fungao de Green [19].
(07 — 2 (26* = 2¢6(C)) — aH 0] by = 20, (2.120)

em que o,,, que faz o papel de fonte do campo h,,, estd relacionado ao tensor energia-
momento da fonte [19]. De acordo com o método da fungao de Green, a solugao de (2.120) é

dada por;
by = /dC'da:’aG(:ca, G ", o, (2.121)
onde G(z%,(;2'*, (") é a funcao de Green e deve satisfazer a equagao
(02 —2(26% = 2¢6(¢)) — a?0W] G(2, 2", (') = 6*(a™ — 2")6(C — &) (2.122)

A funcao de Green pode ser construida, de acordo com a teoria de Sturm-Liouville, a partir
das solugoes das equagoes homogéneas que sao obtidas de (2.122) pelo método de separagao

de variaveis. Portanto,

O®,, (x*) + m*®,,(z*) = 0, (2.123)
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m2

Q) - 2 [262 — 268(0)] B(O) + W (C) = 0. (2.124)

As autofungoes associadas a equagao (2.123) sdo dadas pelas solugoes tipo ondas planas

%eik“x“ com k,k* = m?. Para a equagdo (2.124) as autofungoes normalizadas associadas sao;

() = V2™, (2.125)

w©= /% (%) N\/%(:;:‘;(S; (2)] 2.196)

1
(2m)

Dessa forma temos que as fungoes e v, (¢) constituem uma base para as funcoes

em cinco dimensoes. Podemos, entao, escrever a fungao de Geen como [19];

a rou -1 d*k ik (xt—a'H)
G(’I 7C7'I C) = (27T)4b(0k)u0(<)6 . +
d4k N ik (xh —z'H)
+ [ e [ dmbostnn Q@) (2127)

Para obter os coefcientes de expansao box € by, substituimos (2.127) em (2.120). Com
esse procedimento, obtemos [19];

e—mR

G(.Ta, C;fl?/aC’) _ (_#) 56_2€(C+</) + /OOO dmum(C)um(C/) (— 47TR) , (2128)

em que R = |Z — 2.
Se a particula esta localizada sobre a brana, ( = 0, e se estivermos interessado no potencial

também sobre a brana, (' = 0, podemos mostrar que a fun¢ao de Green é dada por [14],[19];

o 1 1 > —-m
Gz, x ,C):—%—m i [ (0)]2e " dm, (2.129)

onde u,,(0) sdo os autos-estados dos gravitons avaliados sobre a brana.
Sob a condicao R >> £~!, podemos mostrar que, em aproximacao de primeira ordem,

[1,,,(0)]* &~ m /& [14]. Sendo assim, podemos reescrever (2.129) aproximadamente como:

o s § 1 /°° _mR
* G N —— — m . 2.1
G(z%, (2", (") =R 1nR ), me~ """ dm (2.130)
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Analisando a fungao (2.128), podemos perceber que o modo zero recupera o potencial
newtoniano que decai com o inverso da distancia. Em relagdo aos outros modos, m # 0, a
funcao de Green cai exponencialmente com a distancia [19].

Usando o método de integracdo por parte para resolver a integral em (2.130), temos que

o potencial é dado por;

Gla®, 2™, (') = _47§R [1 + 5222] . (2.131)

A fungao Green obtida acima representa o potencial gerado por uma massa localizada na
brana e recupera o carater quadridimensional para grandes distancias mesmo com a existéncia
de uma dimensao extra com comprimento infinito [5]. Por outro lado, existe uma corregao
devido a contribuicao dos modos KK com massa. Essa influéncia é, portanto, o efeito da

dimensao extra [19].
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Capitulo 3

Cosmologia Padrao e Cosmologia em
Branas

Neste capitulo, iremos discutir os principais aspectos da cosmologia padrao, como a métrica
de Friedmann-Robertson-Walker, bem como as equacoes de Friedmann que nos fornecem as
informgoes sobre a dinamica do Universo. Em seguida iremos abordar as mesmas questoes do

ponto de vista dos modelos de brana e analisar as devidas diferencas da dinamica do Universo.

3.1 Cosmologia Padrao

Um dos alicerces da cosmologia moderna estd num principio que é, ao mesmo tempo,
simples e poderoso. Este principio é o conhecido Principio Cosmolégico, que presupoe um
Universo homogéneo e isotrépico em larga escala. Devemos ressaltar que, em pequena escala,
nao vemos um Universo homogéneo e isotropico como, por exemplo, na escala do sistema solar
ou galatico. Nessas escalas, observamos aglomerados de matéria acompanhados por grandes
vazios, além do fato de que a distribuicao desses aglomerados nao é a mesma em todas as
direcoes da abdboda celeste. Na primeira observagao, vemos que a homegeneidade nao é
satisfeita e que a segunda observacao nos revela uma anisotropia. Portanto, é evidente que
a matéria em pequena escala é distribuida de forma irregular. Contudo, quando olhamos em

escalas cada vez maiores, a distribuicao de matéria visivel se torna cada vez mais uniforme
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[21]. Desse modo, em escala pelo menos igual ou superior a 100Mpe, a matéria contida no
Universo apresenta-se homogénea e isotropicamente distribuida, justificando, assim, o fato de

o principio cosmolégico ser véalido apenas em larga escala.

3.1.1 A Equacao de Friedmann

A Meétrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW)

O fato de considerarmos nosso Universo como sendo homogéneo e isotrépico em larga escala
estd, atualmente, muito bem fundamentado nas observacoes relativas a radiacao cosmica de
fundo. Dessas observagoes podemos inferir que nao existem pontos privilegiados do Cosmo
[22, 23]. Dessa forma, precisamos obter uma métrica que atenda ao principio cosmolégico
e, para isto, a parte espacial desta métrica precisa ser maximalmente simétrica. Assim, o
modelo cosmolégico da cosmologia moderna tem como base a métrica FRW, que ¢é escrita da
seguinte forma [24]:

dr?

2 2 2

+ r2d0* + r?sin*0de? | (3.1)

onde a métrica (3.1) estd escrita em coordenadas coméveis e com assinatura (-,+,+,4,+). O
termo a(t) é conhecido como fator de escala e a constante k esta relacionada com o tipo de
curvatura das secoes espaciais e pode assumir os valores; Kk = —1,0, 1 que corresponde a um
espago hiperbdlico, plano e esférico, respectivamente.

A partir da métrica FRW, podemos obter, através das equacoes de Einstein, a dinamica

do nosso Universo.
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Resolvendo as Equacoes de Einstein

As equacoes de Einstein relacionam a geometria do espaco-tempo com a distribuicao de

matéria no espaco. Essas equagoes num espago 4D, sao escritas como:
1
R, — §ng, = 8rG1,,, (3.2)

onde R,,,9,,,1,,, e G saorespectivamente, o tensor de Ricci, o escalar de Ricci, a métrica
do espaco-tempo, o tensor energia momento e a constante gravitacional newtoniana. As
equagoes de campo (3.2) foram obtidas por Einstein e publicadas em 1916 e continha um
termo adicional da constante cosmoldgica que foi inserido por Einstein pelo fato de que, na
sua época, acreditava-se que o Universo era estatico. Entretanto, com as observagoes de
Edwin Hubble, em 1929, referente ao espectro emitido pelas galaxias mais proximas, chegou-
se a conclusao que o Universo nao era estatico e que, ao contrario, possuia uma dinamica e
que se encontrava em expansao. Por este fato, Einstein suprimiu o termo com a constante
cosmologica.

Por outro lado, com as recentes observacoes do espectro emitido por supernovas,
apresentadas nos trabalhos [6, 7, 8, 9], mostram evidéncias de que o Universo se encontra
numa fase de expansao acelerada. A partir de entao, modelos cosmolédgicos foram propostos,
trazendo, mais uma vez ao cendrio césmico, a constante cosmoldgica. Entre esses modelos, o
que melhor explica os dados observados, nao s6 das supernovas, como também, os dados da
radiagdo cosmica de fundo e da oscilagao acustica de bérions, é o modelo ACDM (Lambda
Cold Dark Matter) que discutiremos mais adiante.

Vamos retornar as equagoes de Einstein sem o termo da constante cosmoldgica. Para
resolvé-las levamos em conta a métrica FRW (3.1) e o tensor energia-momento para um fluido

perfeito, que é escrito como segue:

™ = (p + p)uru” + pg"”, (3.3)
onde u® = dz®/dr é o quadrivetor velocidade do fluido, que, em coordenadas comdveis,
assume a forma u® = (1,0,0,0) e u*u, = —1, p é a densidade de energia e p a pressao

39



Cosmologia Padrao e Cosmologia em Branas

relacionadas ao conteido de energia do Universo [25]. Com estas defini¢oes o tensor energia

momento (3.3) pode ser escrito como:

T} = diag(—p,p,p, p) (3.4)

Substituindo a métrica (3.1) e o tensor energia momento (3.4) na equagao de Einstein,

obtemos;

H? = (2)2 - 8”5’) - ’;—z (3.5)
e

by o0

em que o ponto denota a derivada em relacao ao tempo.

A Eq.(3.5) é conhecida como equacao de Friedmann, em que o termo H? é chamado de
parametro de Hubble e a Eq.(3.6) é a equagao de aceleragao. Nessas expressoes, a densidade
e a pressao correspondem a todo o conteido energético do Universo [23].

Uma informacao relevante que podemos retirar de (3.5) é a densidade critica do Universo.
Ela ¢ difinida como sendo a densidade total de energia em um Universo com curvatura nula
e sem constante cosmolégica. Dividindo a Eq.(3.5) por H?, chegamos ao seginte reultado:

3H?

Per = % (37)

Atualmente acredita-se que apenas 5% da densidade critica é proveniente da matéria
barionica, 25% provém de algum tipo de matéria escura e cerca de 70% tem sua fonte em
uma componente desconhecida, uniformemente distribuida e com pressao negativa [26].

Vamos, agora, escrever a equacao de continuidade para o contetido energético do Universo.
A partir da conservagao da energia, que matematicamente ¢ escrita como V,T*” = 0,podemos

chegar a equacao de continuidade:

ot 3%(/) +p)=0. (3.8)
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Para que possamos descrever o comportamento de cada componente do Universo,
precisamos resolver a Eq.(3.8) para cada uma separadamente (matéria e radia¢ao) [25]. Para

isso, vamos considerar uma equacao de estado para a pressao e a densidade de energia:

p = wp, (3.9)

em que w é uma constante.
Para o caso de matéria (barions e matéria escura), temos que p = 0 o que implica que

w = 0 (poeira) [25]. Dessa forma, temos que:

Z—m = —33. (3.10)

Através da integracao da equagao acima, obtemos como solugao da Eq.(3.8):

pt) = o (f(t;)))g. (3.11)

Para o caso de radiagao, w = 1/3, obtemos:

pe(t) = pro (%)4 (3.12)

As equagdes (3.11) e (3.12) nos informam como as densidade da matéria e radiagao evoluem

com tempo. Podemos perceber que a densidade de radiacao decai mais rapidamente do que
a densidade de matéria a medida que o Universo se expande. Portanto a contribuicao da
densidade de energia da matéria do Universo na época atual é mais significativa do que
a densidade de energia da radiacao. Se considerarmos que o Universo é composto apenas
por essas duas componentes, com a predominancia da densidade de energia da matéria, o
Universo deveria estar em estado de desaceleragao devido ao carater atrativo da matéria [27].
Entretanto, nao é o que os dados referentes ao espectro emitido pelas supernovas sugerem.
Esses dados demonstram uma forte indicacao de que o Universo se encontra em expansao
acelerada, e a matéria ordindria nao seria capaz de provocar essa aceleracao. Portanto, entra
em cena um tipo de energia exdtica chamada de energia escura. E um dos modelos propostos

que leva este tipo de energia em consideracao é o modelo ACDM.
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3.1.2 Modelo ACDM

Como exposto anteriormente, um dos candidatos para explicar o estado de aceleracao em
que o Universo se encontra é a energia escura, e o modelo que atualmente é tido como padrao
é o ACDM o qual adota a constante cosmolégica como fonte dessa energia escura [27]. A
densidade de energia associada a constante cosmolégica ¢ dada por:

3A

Para o caso da densidade de energia associada a constante cosmoldgica, a equacao de

estado (3.9), com w = —1, nos fornece o seguinte resultado:
3A
= Py = ——— 3.14
2N PA el ( )

em que a pressao negativa seria a responsavel pele aceleragao do Universo [27].
Portanto, neste modelo, a densidade de energia na Eq.(3.5) recebe mais uma compenente
que é a densidade de energia associada a constante cosmoldgica. Dessa forma, podemos

escrever:

P = Pm + pr+ pa, (3.15)

em que pPm, Pr, PA Sa0, respectivamente, a densidade de energia da matéria, radiacao e
constante cosmoldgica. Substituindo a Eq.(3.15) na Eq.(3.5), obtemos:

8TG k2
02 =" (p, + p, - :
(Pm + pr + pa) OE

3
Chegamos no ponto no qual precisamos definir alguns parametros que serao necessarios

(3.16)

para descrever a histéria evolutiva do Universo. Para isso, vamos dividir a Eq.(3.5) por H?

que nos leva ao resultado:

87G k2
32 [Pm‘i‘Pr‘i‘PA] - a2H?2 =1
1[ + pr + pal i =1 (3.17)
per TN T e T |
Assim, temos que as quantidades adimensionais; €2,, = %, Q, = '40%, Oy = p%,
O, = —a(t;“—ng, sao, respectivamente, os parametros de densidade da matéria, radiacao,
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constante cosmoldgica e de curvatura. E que da Eq.(3.17), temos que a seguinte relagao

deve ser satisfeita:
Q +Q 4+ QA + Q. = 1. (3.18)

Vamos, agora, substituir as Eqgs.(3.11) e (3.12) na Eq.(3.16), e dividir pelo parametro de
Hubble atual HZ;

H?(t) = Hg

o (5 ) +0 (0 ) #0090 (563 ] B

em que peo = 3H/87G é a densidade critica atual. Assim, podemos definir; Q,,0 = 220

Pcr0 ’
— Pro — _PA —
QTO " pero? QAO " pero’? Qko -

—%, como sendo, respectivamente, os parametros atuais
da densidade de matéria, radiagao, constante cosmoldgica e de curvatura. Essas quantidades
sao os protagonistas no cendrio da cosmologia observacional, pois sao essas quantidades
que sao estimadas através dos dados observacionais. Os parametros de densidade atual
satisfazem a mesma relagao (3.18). Outra quantidade que precisamos definir é o parametro
de desaceleragao dado por

i

Por enquanto, vamos manter as Eqs.(3.19) e (3.20) da forma como estd apresentada.
Apoés definirmos, no que segue, uma quantidade de suma importancia para a cosmologia

observacional, conhecida como red shift, iremos reescrever (3.19) em termos dessa quantidade.

3.2 Medindo Distancia em Cosmologia

Em nosso cotidiano as escalas de comprimento as quais estamos envolvidos nos permite
ultilizar instrumentos como; régua, fita métrica, paquimetro, micrometro entre outros, para
medirmos as dimensoes dos objetos ou as distancias que os separam. Mas, em se tratando de
escala césmica, como podemos medir distancias?

A tnica informacao que temos das entidades césmicas, como galaxias ou superaglomerado

de galéxias, é a radiacao por elas emitidas. Portanto, torna-se necessario definirmos as
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distancias em escala cosmica em termos dessa Unica informagao que temos. A tarefa de medir
distanica em cosmologia torna-se mais ardua levando em conta que a velocidade de propagacao
da radiagao emitida é finita e que o préprio espaco-tempo encontra-se em expansao. Esta
ultima caracteristica proporcionara um efeito significativo na radiagao emitida e que por este
efeito poderemos medir, nao sé as distancias entre as entidades césmicas e a Terra, como

também a prépria taxa de expansao do Universo.

3.2.1 Distancia Prépria

Considere um sistema de referéncia com origem em um observador O comével e uma
galdxia distante com coordenadas coméveis (re, 0, ¢). A radiagdo emitida por esta galdxia no
instante t. chega ao observador num instante t,. Durante este intervalo de tempo a radiacao
tera percorrido uma geodésica tipo nula. Em um movimento radial as coordenadas # e ¢ sao

constantes. Levando em conta a métrica FRW (3.1), podemos escrever:

dt n dr
alt) V1= kr?

/to dt /0 dr / dr
r. a(t) re V1 —kr? o V1—Fkr?
em que o sinal negativo prevaleceu devido ao fato de termos um sinal luminoso partindo da

galaxia com coordenada radial (r.) em dire¢ao ao observador com coordenada radial (7).

Definimos a distancia comével como sendo:

e g arcsen(r), se k=1,
fe(re) = / L T, se k=0,
o VI T
arcsenh(r), se k= —1.

Dessa forma, obtemos:

/te @ = fr(re) (3.21)

Portanto, a distancia prépria é escrita como:
dy, = a(t) fr(re). (3.22)
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Com a defini¢ao de distancia propria apresentada acima, nos deparamos com um fato muito
relevante; esta distancia nao é fisicamente mensuravel. Pois, para medirmos seu valor em um
determinado instante de tempo, necessitariamos de um sinal instantaneo para o ponto que
desejassemos medir a distancia, ou entao deveriamos parar a expansao do espago para efetuar
a medicao [27]. Como ndo podemos realizar nenhum dos dois procedimentos descritos, torna-
se necessaria a definicao de distancia mensuravel, como exemplo, a distancia de luminosidade.
Entretanto, antes de partirmos para esta tarefa, vamos discutir uma grandeza conhecida como

red shift.

3.2.2 Red Shift

Pelo fato de que o espaco-tempo estd continuamente em expansao, a luz emitida, por
alguma fonte emissora, sofrerd um desvio na linha espectral emitida. E este desvio que, na
literatura especializada, é conhecido como red shift ou desvio para o vermelho. Esse
fenomeno, presente na maioria das observagoes realizadas com fontes extragaldtica emissoras
de radiacao, em qualquer direcao em que se aponte um dector, foi a evidéncia de que todos
os corpos no Universo estariam se afastando devido ao aumento do espago entre eles [27]. A
medida que o espago se expande, o comprimento de onda é aumentado (menor frequéncia)
pelo mesmo fator que o espago aumenta, e assim, o espectro é desviado para o vermelho [27].

A informagdo mais importante que temos acerca do fator de escala césmica, a(t), chega
até nos através da observacao da mudanga na frequéncia de luz emitida por fontes distantes
[23]. Se um pulso de onda eletromagnética deixa uma fonte emissora situada em r., a equagao
de movimento da crista da onda viajante é dada pela Eq.(3.21). Portanto, se um segundo
pulso é emitido pelo fonte num instante t, + dt., este pulso é recebido pelo oberservador no
instante to + dto [23]. Dessa forma, temos que a Eq.(3.21) torna-se:

to+dto
Subtraindo a Eq.(3.21) de (3.23) e considerando que o fator de escala a(t) varia muito

pouco em um intervalo de 10~ **segundos, que é o periodo tipico de um sinal de luz, obtemos
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o seguinte resultado [23]:

Ofy _ Ot (3.24)

A frequéncia observada esta relacionada com a frequéncia emitida da seguinte forma:

v _ Ot _ alt)
Ve N (Sto N a(t())'

(3.25)

A equagao acima é convencionalmente expressa em termos do parametro de red shift que

¢ definido como sendo [23]:

/\6_>\0 Ve —

= = 3.26
= ” (3.26)
Desse modo, a Eq.(3.26), pode ser reescrita como:
t
GO (3.27)
a(te)

Para nao haver confusao na nossa notacao, enfatizaremos, mais uma vez, que v, e A\, sao
a frequéncia e comprimento de onda da luz observados num instante e local proximos da
fonte emissora e que, presumivelmente, possui os mesmos valores medidos para as transigoes
atomicas ocorridas em um laboratorio da Terra. FEnquanto 1y e A\g sao a frequéncia e
comprimento de onda observados apds a longa viagem feita pela luz até chegar aos nossos
detectores [23]. Se z > 0, entdao A\g > A. e, portanto, estaremos medindo um red shift. Por

outro lado, se z < 0, implica que \g < A. e, entdo, estaremos medindo um blueshift [23].

3.2.3 Distancia de Luminosidade

Os fisicos verificaram que existe uma lei relacionando a energia emitida por unidade de
tempo por um objeto e o quadrado da distancia na qual o estamos observando. Essa lei
¢ chamada de lei do inverso do quadrado da distancia. Ela é conseqiiéncia do fato de que
a radiacao emitida por um corpo ou seja, sua energia, vai se espalhando uniformemente no
espaco a medida que se afasta da fonte. Isso faz com que haja um decréscimo no brilho do

objeto a medida que a distancia aumenta. Assim, observamos a radiacdo emitida por uma
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36 )
3—2 = 4 férons /[ m”

— =9 forons / i’
2m’ 3m?’

(3]
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36 ) .
22 =36 Jforons /m~ 5

12
Area =1m?

1s \
36 fotons

Figura 3.1: Fluxo de energia por unidade area.
Fonte:Observatério Nacional.

fonte distante como sendo mais fraca por que a maior parte dela foi espalhada em diregoes

que nao serao registradas pelo observador [28], como est4 ilustrado na Figura 3.1.
Os astronomos definem a energia emitida por unidade de tempo como sendo a luminosidade

de um objeto, enquanto que a quantidade de energia emitida por unidade de tempo e por

unidade de drea é definida como sendo o fluxo de energia de uma estrela [28].
A distancia de luminosidade, dj, relaciona o fluxo medido F' (energia por unidade de

tempo por unidade de drea) em um detector terrestre com a luminosidade L (energia total

por unidade de tempo) emitida por uma fonte distante [15, 25, 29].
Levando em conta a Figura 3.1 e considerando o caso do espago ser euclidiano temos que

o fluxo, F', e a luminosidade, L, estao relacionados da seguinte forma:
(3.28)

F=—.
A

em que A é a drea da esfera; A = 47d?, onde d é a distancia entre o centro da esfera em que
esta localizada a fonte emissora e o observador. Dessa forma, podemos escrever a distancia
(3.29)

de luminosidade como sendo:
L

> = —.

L™ 4nF

Vamos, no que segue, escrever a distancia de luminosidade no espago-tempo FRW. Para

47



Cosmologia Padrao e Cosmologia em Branas

isso, vamos considerar [30]:
F =% (3.30)

como sendo o fluxo e em que 1y e vy sao, respectivamente, a taxa de chegada e a frequéncia
dos fétons medidos pelo observador e, €y = hiy, é a energia de cada féton medidos no ponto
em que o observador esta localizado.

A energia dos fétons emitidos pela fonte é; e, = hv,. A luminosidade da fonte é dada por

(30]:
L =n.e,, (3.31)

onde 1, é a taxa de saida dos fétons da fonte emissora.

Da expressao do red shift (3.26), temos que[30]:

) (3.32)
W

Desse modo, a energia recebida no detector pelo observador é dada por:

€) — hV()
€e
= . 3.33
€0 z+1 ( )
Sabendo que [30]
Me _ 41, (3.34)
o
podemos reescrever o fluxo de energia medido pelo observador como sendo [30]:
€ L
F = < _ = . 3.35
A(l+2)2 A(l + 2)? (3:35)
Assim, pela definigao de distancia de luminosidade (3.29), temos que:
A
d2 = —(1+2)% (3.36)

L:47T

em que A é a area de uma superficie esférica escrita no espaco-tempo FRW.
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Relacao entre a Distancia de Luminosidade e Distancia Comédvel

No espaco-tempo FRW, a distancia que separa a fonte emissora do observador é a distancia

comével. A métrica (3.1), pode ser escrita como:

2

1 —Fkr?

ds* = —dt* + a*(t) [ + TQdQQ] . (3.37)

Para t =ty e r = r., ficamos com a métrica da superficie esférica, dado por:
di* = a®(to)r2d?. (3.38)
Assim, a area da superficie esférica é dada por:
A = 4ma®(to)r?. (3.39)
Logo, substituindo (3.39) em (3.36), a distancia de luminosidade é reescrita como:
dr, = agre(1 + 2), (3.40)

em que ag = a(ty).
Como vimos anteriormente, a Eq.(3.23) descreve a linha de Universo de um sinal luminoso

radial. Dessa forma, a coordenada radial do emissor pode ser escrita como [30]:

em que S é a inversa de fi(r.), ou seja,

sen(r), se k=1,
Sk(r) =<, se k=0,
senh(r), se k= —1.

Desse modo, temos que a distancia de luminosidade (3.40) fica escrita como segue:

dy, = ag(1 + 2)Sk ( /t ;O %) (3.42)

Entretanto, queremos escrever a distancia de luminosidade em termos apenas do red shift

e dos parametros cosmoldgicos. Para alcancar esse objetivo, vamos considerar a seguinte

mudanca de variavel:
d
a:a(t)éda:ddtﬁdt:fa,
a
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temos que

/to dt _/aodal_/aoda <a>_ “ da
woalt)  J,. aa ), aal\a ), Ha*

Da Eq.(3.27), para um tempo qualquer, podemos escrever:

da = dz. 3.43
R RIS Ph (343)
Assim, obtemos
o gt “ da 1 [*dY
i - - 44
/te a(t) o Ha? ag )y (3.44)

Finalmente, podemos escrever a distancia de luminosidade da seguinte forma:

dy = ao(1+ 2)S, (i /0 C%’) (3.45)

Qo
Estamos préximos de alcancarmos nosso objetivo de escrever a distancia de luminosidade
em termos do red shift e dos parametros cosmolégicos. Vamos retornar as Eqgs.(3.19) e (3.20)

e reescrevé-las, como dito na segao (3.1.2), em termos do red shift. Para (3.19), temos;
H? = H [Qno (1+2)* + Qo (1 + 2)" + Qao + Qo (1 + 2)7] - (3.46)

Podemos escrever (3.46) da seguinte forma:

1/2
H=H |> Q(1+2)" (3.47)
i
em que,

0, para constante cosmologica,
, 2, para curvatura,
1=

3, para matéria

4, para radiacao.

Definindo, [ _.[€,(1 + 22 = E(z), temos que:
H(z) = HyE(2).
Finalmente, temos que a distancia de luminosidade pode ser escrita como:

dr = ao(1+ 2)Sk (aozo /0 ) Edé ,)) | (3.48)

20




Cosmologia Padrao e Cosmologia em Branas

Para o caso de curvatura nula, £ = 0, temos que:

dy = (14 2)H:! / dz (3.49)
" *Jo B(2) '
Para, k = +1 ou k = —1, temos que relembrar que:
0] = — (3.50)
KO| = o = : :
ajHg Ho [Qpo!"?
Portanto, a distancia de luminosidade é dada por:
(1+2) [ 2 [ dZ
dp, = ———=5k | |0 : (3.51)
HO |Qk0|1/2 0 E(’ZI)

A Eq.(3.48) é muito importante para a cosmologia, pois é a partir dela que, com as
medidas observadas da distancia de luminosidade e red shift, podemos estimar os parametros
de densidade e o parametro de Hubble.

Vamos retornar para (3.20). Podemos reescrever é como;

2a  d dH dH
=gz =~ gl =agp +Hi=agr+a (3:52)

Como temos o parametro de Hubble em funcao do red shift, aplicaremos a regra da cadeia

em dH/dt,

dH dH dz
em que
dz ao

Aplicando (3.52), (3.53) e (3.54) em (3.20), obtemos o fator de desaceleragao em termos
do red shift:

(1+2)dH
H(z) dz’

q(z) = =1+ (3.54)

que ¢ 1util para qualquer modelo cosmoldgico.
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3.2.4 Escalas de Magnitude e Mdédulo de Distancia

O sistema de magnitudes que os astronomos usam para representar o brilho das estrelas
foi inventado na Grécia antiga pelo astronomo Hiparcos. Por volta do ano 150 a.C. Hiparcos
mediu o brilho aparente das estrelas no céu noturno usando unidades que ele chamou de
magnitudes [28].

Hiparcos chamou as estrelas mais brilhantes de estrelas de primeira magnitude. Aquelas
que tinham aproximadamente metade do brilho dessas receberam a classificacao de estrelas de
segunda magnitude. Outras estrelas que tinham metade do brilho daquelas classificadas como
segunda magnitude foram chamadas de estrelas de terceira magnitude e assim por diante. Essa
classificacao atingiu até a sexta magnitude, que englobava as estrelas mais fracas que podemos

observar a olho nu [28].

Magnitude Aparente

A magnitude aparente é uma medida do brilho de um corpo celeste visto a partir da
Terra. Em outras palavras, é quao brilhante uma estrela aparece sem qualquer corregao feita
em relagao a sua distancia. Em 1856, Norman Robert Pogson (1829-1891) verificou que a

percepcao do brilho pelo olho humano seguia uma lei logaritmica [27]:
m = Alogio(F) + B, (3.55)

em que A e B sao constantes e F' o fluxo. Ele percebeu que o fluxo de uma estrela de sexta
magnitude (ms = 6) tinha um brilho que era 100 vezes menor do que de uma estrela de
primeira magnitude (m; = 1) [27]. Este fato pode ser escrito matematicamente da seguinte

forma:

F F
my —my = Alogio (i) = Alogio (F;) = —5.

Como F; = 100F3, temos que: A = —2,5. A constante B define o zero da escala e,
normalmente, é utilizada a magnitude aparente da estrela Vega [27]. Entretanto, nas nossas

analises futuras, essa constante é irrelevante pelo fato de trabalharmos com que mais adiante
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definiremos como médulo de distancia. Assim, definimos a magnitude aparente como sendo:
m = —2,5logio (E) : (3.56)
I
onde Fj ¢é o fluxo de referéncia.

Vale salientar que a magnitude aparente de um corpo celeste depende da sua luminosidade
intrinseca e da distancia deste corpo até a Terra. Portanto, um corpo celeste pode parecer
pouco brilhante pelo fato de ter uma luminosidade pequena, ou seja, emite pouca energia ou
porque ele estd muito distante. A Figura 3.2 apresenta uma escala de magnitude aparente,

como também, alguns exemplos de corpos celestes e suas respectivas magnitudes aparentes.

q& |

T

Brilhante —>

i I I
-5 -20  -25

Figura 3.2: Escala de Magnitude Aparente
Adapatado Observatoério Nacional.

Devido a magnitude aparente depender da distancia em que uma fonte estd da Terra, nao
podemos dizer se um corpo celeste é mais brilhante do que outro. Para entendermos melhor,
podemos tomar um exemplo; uma vela situada a um metro de um observador, paracera muito
mais brilhante do que uma lampada fluorescente situada a quinhetos metros de distancia.
Entretanto, sabemos que a energia emitida por uma lampada fluorescente é maior do que a
de uma vela. Assim, se o Sol fosse deslocado até o ponto do espaco onde se encontra a estrela
Alpha do Centauro (aproximadamente 4,2 anos luz), a estrela mais proxima da Terra, o Sol

nao apresentaria a mesma exuberancia de brilho que estamos acostumados a observar.
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Portanto, torna-se necesséario a definicao de uma medida de magnitude que nos permita

dizer se um corpo celeste é mais brilhante do que outro.

Magnitude Absoluta

A magnitude absoluta de uma fonte é definida como a magnitude aparente quando o objeto

estiver a uma distancia de luminosidade de 10 parsec (pc) [27].

F
M = —2,5logyg (—10) (3.57)
Fp
em que Fjy é o fluxo de uma fonte situada a 10 pc do observador e que pode ser escrita na
forma:
L
Fio= ——=— = (i) 4nd: _p(d (3.58)
7 4x(10pe)? — 4m(10pe)® 10pc ) '
Dessa forma, podemos reescrever a Eq.(3.57) como:
M 51 dr (3.59)
=m — blo — . .
g10 10pc

Pelo fato de que as escalas envolvidas na cosmologia ser da ordem de 1M pc, vamos reescrever

(3.59) nesta unidade. Portanto,

d
M =m — 5logio (1 Mch> — 25. (3.60)
Assim, podemos definir o médulo de distancia da seguinte forma;
M =5l A\ 4 o5 (3.61)
=m — M = 5lo : :
K 10 1Mpe

Conhecendo-se a relacao entre o médulo de distancia e o red shift, podemos utilizéd-la em

testes observacionais, os quais iremos discutir no préximo capitulo.

3.3 Cosmologia em Brana

Nesta se¢ao iremos analisar e discutir a cosmologia e as principais equagoes que a descrevem
no cenério de branas. O modelo de brana que seguiremos nesta se¢ao ¢ o modelo Randall-

Sundrum II discutido no capitulo anterior. Também enfatizamos que restringiremos nossa
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analise ao modelo de brana fina, pois, existem trabalhos na literatura especializada que
estudam a cosmologia no contexto de branas com espessura. Para uma consulta mais

aprofundada sobre este modelo de brana podemos indicar os trabalhos [12, 34, 35].

3.3.1 Equacao modificada de Friedmann numa brana fina

No modelo cosmolégico de branas, podemos escrever a métrica do espago-tempo

pentadimensional (2.1) da segunite forma:
ds® = —n(r,0)%dr* + a(r, {)*viydx'da? + b*d(?, (3.62)

em que 7;; ¢ a métrica tridimensional maximalmente simétrica [11]. As equacbes de Einstein

para uma distribuicao de matéria-energia em cinco dimensoes ¢ dada por:
Gap = k{5 Tas, (3.63)

em que k(s estd relacionada com a constante de Newton em cinco dimensoes G5y e com a

massa reduzida de Planck M) pela relagao:

K%5) = 87TG(5) = M(g? (3.64)

Considerando a métrica (3.62), podemos verificar que as componentes nao nulas do tensor

de Einstein G 4p sdo [11]:
~ afa b n? (a" d [V n?
Goo=3¢2([2+2) -2 (L +2(2)) +42 3.65
0 {a((a+b> 2(a+a<b))+ a2}’ (3:65)

~ a2 a/ a/ n/ b/ n/ CL/ a// n//
Gy o {2 () () o) (360
a a a n n a a n

) b
) B L 3.67
a+ ) b} Yij ( )

N I /b )
Gos = 3 <39+3——a—>, (3.68)
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~ / / / b2 . . : - b2
Gss = 3 @ a__i_ﬁ R e +9 — k= . (3.69)
a\a n n2\a\a n a a?

Nas equacoes acima, a linha denota a derivada com respeito a coordenada extra e o ponto

corresponde a derivada temporal.

O tensor energia-momento pode ser decomposto em duas partes:
Tg = T§|Bulk + Tngranaa (370)

em que T#|pur é 0 tensor energia-momento da matéria no bulk, cujo qual, neste trabalho,

assumiremos como tendo a forma de um fluido:
T4 pur = diag(—ps, Py, Ps, P, Pr), (3.71)

em que a densidade de energia pg e as pressoes Pg e Pr sao independentes da coordenada
extra (.
Como o nosso Universo deve ser homogéneo e isotrépico, o conteido energético na brana

(¢ = 0) representado pelo tensor Tf | Brana € dado por:

- ) )
Tngrana = %dlag(_pbapbﬁ)bapbao)v (372)

em que p, € Py sao, respectivamente, a densidade de energia e a pressao e que devem ser
independentes das coordenadas intrisecas (z*).

Pelo fato da matéria estar confinada na brana, nao existe fluxo de matéria ao longo da
dimensao extra. Assim, temos que T, o5 = 0 o que implica que é()g) = 0. As componentes Goo

e (G55 das equacoes de Einstein podem ser reescritas como:

/.3
:2aa 9 70

F/ 3 K(S)TO (373)
e
L 2aa® 5 s
F = TI{(5)T5, (374)

onde F' é uma funcao de 7 e ¢ definida por [11]:
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F@gjz(ﬁ? —(i? — k2a? (3.75)

Dado que T(? = —pg, que é independente de ¢, podemos integrar (3.73) obtendo o seguinte

resultado:

2

K
F+{?&@+C:Q (3.76)

em que C é uma funcao arbitraria que depende apenas do tempo [11]. Tomando a derivada
com relagdo ao tempo de (3.73) e a derivada com relacdo a ¢ de (3.74) e assumindo que
T(? = T55, podemos mostrar que pp é constante no tempo [11]. Isto implica que C é uma
constante.
Com o auxilio da equacdo V4G4° = 0, que é consequéncia da identidade de Bianchi, e
usando o fato de que Gos = 0 e Tg = T55, obtemos o seguinte resultado;
Yo

2 .y

Podemos perceber, usando (3.73) que a equagdo acima é identicamente satisfeita se
pp = —Pp. Assim, quando a fonte do bulk é uma constante cosmolégica, qualquer conjunto

de fungoes a(r, (), n(t, () e b(t, () satisfazendo a Eq.(3.76), ou seja;

SN\ 2 2
a 1, a EC

_ ) - = 4= 3.78

<na) Gl (ba) 2 (3.78)

juntos com Gos = 0, serao solucoes de todas as equacoes de Einstein no bulk.

A brana pode ser levada em conta pelo uso da condi¢ao de jungao de Israel [10] que
relaciona os saltos da derivada da métrica através da brana com o tensor energia-momento no
interior da brana [11]. Sabendo que o salto na derivada de uma func¢ao Q(¢) qualquer através

de (=06

Q1=Q (0") =@ (07), (3.79)
podemos mostrar, a partir da condicao de juncao, que;
@] _ 5y
1 = 3.80
aobo 3 Pb ( )
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n' K2
% =~ (3p, + 2p3) (3.81)

em que ag, by e ng significa que estas funcoes sao tomadas em ¢ = 0.
Vamos escrever (3.78) sobre a brana. Tomando os limites ( — 0% e { — 07, obtemos

respectivamente [11]:

. 2 1({n+ 2
do 1, a'(0%) k. C
_ - - 4 = .82
(”oOLo) 6H(5)I0B - ( boag ag " aé’ (3:82)
. 2 / — 2
do 1, a'(07) k. C
== - — + —. 3.83
<n0a0) 6H(5)pB * ( bOGO a% " (lg ( )

Assumindo a simetria ¢ <> —(, segue que a'(07) = —a’(07). Portanto, (3.82) e (3.83) s@o
equagoes idénticas. Levando-se em conta a condi¢ao de juncao (3.80) e que ny = 1, obtemos,

entao, a chamada equagao de Friedmann modificada [11]:

N2 2 4
ao K(5) Kg) o €k

_ c_x 3.84

(ao) 6 "2 36 pb+a6‘ a? (3:84)

As principais caracteristicas da Eq.(3.84) s@o que o termo linear da densidade de energia,
% pB, € referente ao bulk, enquanto que o termo quadratico da densidade de energia, % oz,
é referente a brana. O termo que possui a constante C também contribui para a evolucao
césmica e esta relacionado (interpretando do ponto de vista da cosmologia convencional) com
o termo efetivo de radiacao [11]. Esta equagao é suficiente para estudar a evolugao cosmoldgica

da brana é independente da evolugao temporal de b [11]. A partir deste ponto consideraremos

b =0 e assumiremos b = 1 [11].

3.3.2 Cenario cosmolégico

Nesta se¢ao iremos analisar as consequéncias de (3.84) na evolugdo césmica na brana.
Primeiro vamos destacar a presenca do termo quadratico relativo a energia da brana. De fato,
é este termo que distingue, de maneira significativa, a cosmologia de branas da cosmologia

convencional.
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No modelo de Randall-Sundrum, a densidade de energia da brana pode ser decomposta

em duas partes [5];
o= E4 b, (3.85)

em que = é constante que representa a tensao intrinseca da brana e p é a densidade de energia

ordindria em cosmologia [11]. Substituindo (3.85) em (3.84) temos

SN2 2 4 4 4
Qo NE) Fs)mo | fe)e  fis) o, € K
) = = = —- — =. 3.86
(ao) 6 P 36 TR TR T T @ (3.86)
No modelo Randall-Sundrum, = (a tensao da brana) satisfaz a relacao[11];
K2 K
(%) (5) =2
— —="=0. 3.87

Se, além disso, admitirmos a identifica¢ao [11]:
4

K

871Gy = %E (3.88)

podemos perceber de (3.86) que a cosmologia padrao é recuperada no limite em que p << =
[11].

Assumiremos agora que matéria ordinaria é descrita pela equacao de estado na forma
p = wp com w constante. Assim, usando a conservacao da energia da brana, que é dada pela

divergéncia do tensor energia-momento da brana, ou seja:
: do
Po + 3a_ (po + pp) = 0, (3.89)
0

temos que

o= p, <“0—“)) L uZ3(+w) (3.90)

Qs
em que p, e a, sao constantes e que ag aqui significa o valor do parametro tomado sobre a
brana, ou seja, em ¢ = 0 [11].
Substituindo (3.90) em (3.86) é possivel integrar explicitamente no caso em que C' =0 e

H2
k = 0. Assumindo que o termo (%pB) de (3.84), seja positivo e definindo:

PB =

(3.91)
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entdo, para A > 0, é possivel mostrar que [11]:

1
1 = 1 v
ag(t) = a.py {m [cosh (’L}/{é))\t) —1] + ﬁsenh (U/{é))\t)} . (3.92)

Analisando (3.92), podemos verificar que se A é suficientemente pequeno, obtemos trés
fases sucessivas na evolucao cosmolégica; uma fase nao convencional dominada por p?, uma
fase convencional dominada por p e, finalmente, uma fase exponencial, em que A desenvolve
o papel de uma constante cosmolégica efetiva do nosso Universo [11]. Portanto, a cosmologia

na brana é capaz de produzir uma fase de aceleracao nos tultimos tempos, como parece ser

necessario de acordo com as recentes observagoes cosmoldgicas [11].
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Capitulo 4

Dados Observacionais das Supernovas

Neste capitulo o nosso principal objetivo é analisar os dados observacionais provenientes
das supernovas no modelo cosmolégico de brana. Entretanto, para alcancar este objetivo,
faremos uma discussao do fenomeno conhecido por supernova procurando entender a sua
importancia no contexto cosmoldgico.

Para analisar os dados observacionais, tivemos que desenvolver um algoritimo escrito na
linguagem de programagao MAPLE e usamos como alicerce para testar nosso algoritimo o
modelo ACDM e os conjuntos de dados compilados pelos grupos liderados por Riess [6, 7],
Perlmutter [8] e Astier [9]. Com isso, procuramos reproduzir os resultados obtidos nas

literaturas citadas e estes resultados serao apresentados nas segoes que seguem.

4.1 Supernovas

Desde que conseguiu desenvolver a técnica da escrita, os nossos antepassados tém
catalogados essas magnificas entidades celestes. Com o passar dos séculos, as geragoes
descendentes observavam as mesmas distribuicoes estelares que os seus antecedentes haviam
registrados e, de geracao em geracao, essas observagoes se repetiam. Portanto, seria natural
chegar a conclusao que as estrelas deveriam ser objetos que jamais deixariam de existir [31].

Com o passar dos milénios e a evolucao do pensamento humano, sabemos hoje, com a ajuda
do densenvolvimento cientifico e tecnologico, que as estrelas estao submetidas a um processo

evolutivo no qual elas sao formadas, se desenvolvem e tem um fim. As estrelas com uma
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massa 10 vezes maior do que a do nosso Sol chegam ao seu estagio final através de um evento
catastrofico. As estrelas de grande massa apresentam apds o estagio de queima nuclear do
hélio varias seqiiéncias de reagoes nucleares envolvendo elementos pesados, chegando por fim
ao ferro [32]. A partir desse ponto as fusoes nucleares cessam e, entao, a forga gravitacional
torna-se predominante e a estrala comeca a ser esmagada até atingir uma temperatura de
trilhoes de graus [33]. A partir de entao, o nucleo de ferro entra em colapso e a camada
externa da extrela explode, liberando a maior quantidade de energia conhecida. Essa explosao
é chamada de supernova.

E um evento tal, que o brilho desse objeto chega a superar o brilho da prépria galaxia

hospedeira. A Figura (4.1) ilustra esta peculiaridade.

Figura 4.1: Supernova SN 1994D que explodiu na borda da galdxia 4526 (constelacao de
Virgem).
Crédito: Peter Challis e equipe High-Z. Foto tomada pelo Hubble Space Telescope (HST).

As supernovas sao classificadas com base no mecanismo de formacao dessas entidades
estelares [36]. As supernovas geradas a partir de explosoes termonucleares de objetos que
esgotaram suas reservas de hidrogénio ao longo da sua evolugao sao classificadas como do tipo
I. Acredita-se que essas supernovas sejam geradas a partir de um processo de transferéncia
de matéria entre estrelas de um sistema binario. Ja& as supernovas tipo Il sao geradas de
explosoes de estrelas solitarias e mais jovens, o processo € conhecido como “core collapse”
(colapso do nucleo) [25].

A classificacao das supernovas também leva em conta os resultados de observacoes
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espectroscopicas ao redor do méaximo de emissao. A presenca de linhas espectrais de
hidrogeénio no espectro observado da supernova define uma supernova do tipo II, e a auséncia

de tais linhas indicam que a supernovas ¢ do tipo I [36].

copyright: Hakon Dahle copyright: Hakon Dahle

Figura 4.2: Supernovas tipo Ia e tipo II

A imagem da esquerda, obtida por Hakon Dahle, mostra uma supernova tipo la, SN
2001dn, uma estrela que explodiu na galdaxia NGC 662. A imagem da direita, também obtida
por Hakon Dahle, mostra uma supernova tipo II, SN 2001cm, uma estrela que explodiu na
galdxia NGC 5965 em 2001.

Apenas pela observagao da Figura (4.2) ndo podemos perceber a diferenca entre os dois
tipos de supernovas. Por isso é tao importante a analise da curva de luz que definem cada
supernova. E a partir do estudo das curvas de luz, que discutiremos adiante, que ¢é possivel
classificar as supernovas quanto ao seu espectro emitido. Existe, ainda, uma subdivisao das
supernovas do tipo I, aquelas que tém uma linha proeminente de Si Il sao chamadas de
supernovas la (SNela) e aquelas que nao apresentam silicio sao chamadas de supernovas Ib/c
[36]. A diferenca entre os tipos Ib e Ic se encontra na presenga ou auséncia de linhas de hélio,
respectivamente.

O significado fisico dessa classificacao esta diretamente ligado aos sistemas progenitores
de cada evento. A Figura (4.3) ilustra esta classificagao.

O conjunto de dados com os quais iremos trabalhar sé possuem supernovas do tipo Ia.
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Figura 4.3: Diagrama de Classificacao das Supernovas
Adaptado de Leibundgut.

Estas supernovas sao escolhidas pelo fato de possuirem um pico de brilho maior do que os
outros tipos de supernovas e as curvas de luz de diferentes supernovas tipo Ia possuem uma
intensidade de brilho muito semelhante entre si e com uma varia¢do de uma magnitude (2.5
em luminosidade) no pico das SNela. Existe uma correlacao entre o brilho no méximo da
emissao e o tempo de decaimento que permite “padronizar” as curvas de luz. As SNela mais
brilhantes possuem um tempo de decaimento maior do que as menos brilhantes [37]. Devido
a esse fato as SNela sao ditas “padronizaveis”. Ou seja, existe uma forma de levar em conta
os erros e fatores que contribuem para a dispersao das curvas de luz de diferentes supernovas,
de modo que estas indiquem uma mesma magnitude absoluta e consequentemente possam ser
usadas como velas padrao[37]. A Figura (4.4) ilustra estas caractristicas:

O método segundo o qual a padronizagao para as curvas de luz nao é um consenso na
comunidade cientifica [25]. Existe dois métodos mais usados para realizar esta padronizacao
que sdao: Multicolor Light Curve Shape (MLCS2k2) e o Spectral Adaptative Light Curve
Template (SALT2). Para um estudo mais aprofundado sobre estes métodos de padronizagao

podemos citar os trabalhos; [38, 39].
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Figura 4.4: Curvas de luz
Adaptado de Filippenko.

Devido as supernovas serem consideradas velas padrao, além do fato de serem
extremamente luminosas, o que nos permite “enxerga-las” a grandes distancias, elas assumem
um papel muito importante na cosmologia.

De posse do valor do fluxo de energia medido em detectores terrestres e da radiagao
total emitada pela SNela, pode-se inferir a distancia de luminosidade da supernova [25].
Desde que, é claro, se conheca o red shift da radiacao emitida, que, por sua vez, pode ser
determinado com base na andlise espectroscopica da supernova. E a partir dessas medidas
(distancia de luminosidade e red shift) que se pode realizar os testes observacionais dos

modelos cosmologicos.

4.2 Analise dos Dados Observacionais

Nesta secao iremos utilizar o modelo ACDM juntamente com o conjunto de dados
compilados por diferentes grupos de pesquisa, para testarmos o nosso algoritimo na estimativa
dos parametros cosmologicos. O algoritimo foi escrito na linguagem de programagao MAPLE
versao 14. Em seguida aplicaremos os mesmos procedimentos e os mesmos conjuntos de dados
para o modelo de brana e analisaremos os resultados obtidos. Nas nossas analises levaremos
em conta o fato de que, segundo os dados observacionais da radia¢ao césmica de fundo [40],

os resultados favorecem um Universo plano. Desse modo, iremos restringir nossas analises

65



Dados Observacionais das Supernovas

para um Universo plano, o que nos leva a considerar £ = 0. Assim como para a época atual
a contribuicao da densidade de energia associada a radiacao é muito pequena e pode ser
considerada como sendo nula.

Tendo em vista essa consideracao, de acordo com o que foi discutido na secao 3.2, que
3 1/2
B(z) = [Qmo(1+2)° + Qo) /2. (4.1)

0 que nos permite escrever

H(z) = Hy [Qno(1+ 2)* + Q0] 2. (4.2)

Substituindo (4.2) em (3.54), podemos escrever o parametro de desacelera¢do como sendo;

_ 3 Qo(1 + 2)3
a(z) = =143 (1 — Qo + Qno(1 + 2)3] (4:3)

O fator de desaceleragao atual é conseguido fazendo z = 0. O que nos fornece

3

Apos usarmos os métodos que descreveremos a seguir para a estimativa do parametros

cosmolégicos, poderemos obter, também, uma estimativa para o fator de desaceleragao.

4.2.1 Método de ajuste dos dados

O procedimento para realizarmos a tarefa de confrontar um modelo tedrico com dados
observacionais se da através da analise estatistica. No nosso estudo, o modelo tedrico para
o médulo de distancia em funcao do red shift é dado pela Eq.(3.61). Até agora fizemos a
constante ¢ igual a um. A partir deste ponto retomaremos a velocidade da luz na equacao da
distancia de luminosidade que, para o caso k = 0, é dada por (3.49). Com isso, temos que o

modulo de distancia fica escrito da seguinte forma;

c(1+ 2) /z dz'
=5l 25.
# og10 [HolMpc o E(2) *

Usando as proriedades do logaritimo e o fato de que o parametro de Hubble atual é [27];

Km

Hy, = 100h
0 s Mpc’
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podemos reescrever a equa(;éo acima como:

= 5l0 (1+z)/zd—z/ — 5logio (k) + 5lo (i)+25 (4.5)
H = 9t0g10 . B g10 g10 100 . .

Cada modelo cosmoldgico terd sua fungao F(z). Para o modelo ACDM, que servira de base
para testar nosso algoritimo, F(z) = [Q0(1+ 2)3 + (1 — Qmo)]l/Q, em que Qg = 1 — Q0.
Havendo um conjunto de supernovas em que, para cada uma, mede-se y e z, basta verificar
se 0 modelo cosmolégico se ajusta bem aos pontos dados pela observagao [27].

De acordo com [6], para estimar os melhores valores dos parametros cosmoldgicos, a
estatistica x? é bastante adequada para esta tarefa. A estatistica x? ¢ definida como o
quadrado da diferenca entre o médulo de distancia teérico (4.5) e o observado (1,), dividido
pelo quadrado do erro na medida de p, [41, 42],SIVIA. A depender do tratamento que se da
aos dados experimentais, deve-se levar em conta ainda um erro sistematico adicional, de tal

forma que [27]:

"~ (Hoss — Hciricos)”
2 031 eorico;i
_ 4.6

i=1 sist

em que o; é o erro na medida do moédulo de distancia e o4 é 0 erro sistematico adicional.
O indice 7 refere-se a uma supernova especifica. Com o red shift medido para cada
supernova, calcula-se o médulo de distancia teodrico, fisesrico, Para tais supernovas em funcao

dos parametros livres que se deseja estimar. Com o médulo de distancia observado, calcula-se

2
sist

o quociente entre a diferenca entre o fisesrico € fo € 0 desvio padrao (02 + 0Z,,,) para cada
E final b funcao x? b d

SuUpernova. nalmente para obter a funcao x“, tomamos a soma sobre todas as supernovas

observadas, como mostra a Eq.(4.6).

Através do algoritimo escrito na linguagem do software MAPLE versao 14 e com o auxilio
do pacote Direct Search versao 2, que pode ser obtido em [44], é possivel encontrar os valores
que os parametros livres devem assumir para que o x? assuma um valor minimo (x?,,).

Chamamos de x? reduzido (x?) a grandeza que mede o quao bom é o ajuste dos dados ao

modelo tedrico e é definido por [27]:

= (4.7)
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em que, N, é o numero de dados e, n, € o nimero de parametros livres a serem estimados.
Ja estando cientes dos procedimentos estatisticos que seguiremos, resta-nos apresentar os

dados e os resultados obtidos.

Os conjuntos de dados

Os conjuntos de dados utilizados para testar o nosso algoritimo computacional sao;

e Gold Sample - Eo conjunto de dados compilados pelo grupo High Z Supernovae Team,
em 1998, liderado pelo americano Adam Riess. Deste conjunto, os valores mais confiaveis
formam o chamado Gold Sample e o resto dos dados de Silver Sample, totalizando 182

supernovas. O maior red shift medido por este grupo é z = 1, 775;

e Legacy Survey - Este conjunto é composto pelos resultados do primeiro ano, publicado
em 2005, de cinco anos do projeto Supernovae Legacy Survey. Fazem parte deste
conjunto de dados 117 supernovas entre as quais com o maior red shift medido em

2 =1,010;

e ESSENCE - Em 2006 foram divulgados os resultados do primeiro ano de coleta de
dados do projeto ESSENCE survey (Equation of State: SupErNovae trace Cosmic
Expansion) [27]. O conjunto é composto por 192 supernovas. Para esse conjunto de

dados o maior red shift medido é z = 1, 775;

e Supernova Cosmology Project - Projeto liderado pelo americano Perlmutter, este
conjunto de dados, divulgados em 1998, possue 60 supernovas. O maior red shift medido

é z=0,763.

No que segue, iremos expor os resultados para cada conjunto de dados apresentados acima

com o nosso algoritimo computacional. Lembrado que os resultados expostos a seguir nao sao
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resultados novos, estamos apenas reproduzindo os resultados das literaturas que serviram de

base para o nosso trabalho.

4.2.2 Gold Sample

Das 182 supernovas que compoem este conjunte de dados, a nossa andlise se restringira
apenas as medidas Gold, que possuem um total de 157 supernovas. As outras medidas sao
chamadas de Silver e foram retiradas da anélise devido aos desvios altos [6]. Para os dados
Gold, que estao disponiveis em [45], considerando os parametros livres como sendo (£2,,,0, h),
temos que os valores desses parametros que minimizam a Eq.(4.6) estdo expostos na Tabela

(4.1) que segue:

Modelo | Q.0 h X;
ACDM | 0317073 | 0,6470¢; | 1,14

Tabela 4.1: Melhores valores estimados para os parametros livres.

O valor estimado para €, nos fornece 2, = 0,69 +0,03. De posse dos valores estimados,

substituindo-os na Eq.(4.5), a curva que melhor se ajusta aos dados estd ilustrada na Figura

(4.5):

Modulo de Distancia em fungdo do RedShift Curva de ajuste para os dados do G old Sample
i tty b 1
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Figura 4.5: Dados observados e Curva de ajuste (ACDM) - Gold Sample.
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De posse da estimativa do parametro de densidade de energia associada a matéria, temos
que o parametro de desacelracao é ¢ = —0, 5310, 04. Esse resultado nos indica que o Universo
estd numa fase acelerada.

Precisamos enfatizar que os valores estimado nao sao necessariamente os valores corretos,
mas apenas os valores mais plausiveis, e o intervalo de confianca s6 nos informa que o valor

real se encontra dentro dele com uma certa probabilidade.

4.2.3 Legacy Survey

Das 117 supernovas, duas destas medidas sao deixadas de fora no ajuste dos dados
cosmoldgicos devido ao seus desvios serem altos [9]. Os dados estao disponiveis em [9], bem
como os dois dados que se deve retirar para o calculo no ajuste dos parametros. Desta forma
o conjunto de dados fica formado por 71 supernovas: 27 com altos red shift - nomeclaturadas
pelos autores de SNLS - e, 44 supernovas com baixos red shift - chamadas de Nearby [9].

Portanto, os melhores valores dos parametros livres para este conjunto de dados sao:

Modelo | Q0 h X2
ACDM | 0,267, | 0,70700; | 1,005

Tabela 4.2: Melhores valores estimados para os parametros livres.

A partir dos parametros estimados, temos que 2y = 0,74 + 0,04 e a curva que melhor se
ajusta aos dados estd exposta na Figura (4.6).
Para o parametro de desaceleracao temos que ¢ = —0,61 + 0,06. O que quer dizer que,

também, esse conjunto de dados indicam uma aceleragao césmica.
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Figura 4.6: Dados observados e Curva de ajuste (ACDM) - Legacy Survey.

4.2.4 ESSENCE

As 192 supernovas que fazem parte deste conjunto de dados sao provenientes das
observacoes do realizadas pelo Legacy Survey e pelo telescépio espacial Hubble. Sao as
melhores medidas que fazem parte deste conjunto de dados e, portanto, todas as 192 medidas
farao parte da nossa andlise. Na tabela que segue, estao expostos os melhores valores para os

parametos cosmologicos.

Modelo | Q0 h X2
ACDM | 0277001 | 0657001 | 0,66

Tabela 4.3: Melhores valores estimados para os parametros livres.

Dessa forma temos que Q4 = 0,73 +0,04. A Figura (4.7) nos mostra os dados e a curva

de ajuste para os parametros estimados.

O que nos leva a um valor para o parametro de desaceleracao igual a ¢ = —0,59 + 0, 06.

Resultado esse que mais uma vez nos revela uma expansao acelerada.
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Figura 4.7: Dados observados e Curva de ajuste (ACDM) - ESSENCE.

4.2.5 Supernova Cosmology Project
Para este conjunto de dados, os autores em [8] nao usam a Eq.(4.5) da forma como estd
apresentada. Para esses dados a equagao do modelo tedrico, a partir de (4.5), é

! c

* o dz
=5l 1 ol — ) =5l h)+ 25+ M
m 0d10 |i( + Z)/(; E(Z’):| + 2logio <100> ogm( ) + +

z qs
m = 5logig {(1 + z)/o M} +M (4.8)
onde M = 5logyo (755) — 5logio (h) 4+ 25 + M. Os dados estao disponiveis em [8].

O numero de supernovas observadas pelo grupo é de 60 supernovas. Entretanto, as
supernovas sao separadas em oito amostras (A,B,C,D,E,G,H,L) de acordo com os desvios
das medidas da magnitude aparente. Os melhores valores dos parametros estimados sao
conseguidos com o grupo de amostra C de [8] que contém 54 supernovas. Em nossa anélise é
esse grupo de dados que sera usado.

Com esse conjunto de dados nao poderemos estimar o parametro de Hubble que esta
absorvido no valor de M. A primeira vista serfamos tentados a utilizar os dados referentes
a magnitude aparente e o fato de que todas as supernovas possuem uma mesma magnitude

absoluta, e com isso, calcular o médulo de magnitude e usar (4.5) para estimar os parametros
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de densidade de matéria e o de Hubble. Entretanto, nao podemos esquecer do fato de que o
que se observa é a magnitude aparente e o modulo de magnitude é uma grandeza derivada
dessa. Ou seja, teriamos que levar em consideracao a teoria de propagacao de erros e ainda
outros parametros como o de desvio intrinseco sobre o qual nao temos informacao.

De qualquer modo, a forma do x? permanece inalteravel, apenas a grandeza fisica foi
modificada, de médulo de distancia (u) para magnitude aparente (m). Portanto, podemos

escrever
N (Mgi — Muesricos)”
XQ _ Z 031 . eorico;i (49)
i=1 i

Usando os procedimentos descritos anteriormente, temos que o valores dos parametros

livres €2,,0 ¢ M que minimizam (4.9) sao:

Modelo | 2,0 M %
ACDM | 0,287 708 | 23,94700, | 1,11

Tabela 4.4: Melhores valores estimados para os parametros livres.

A partir do valor de densidade estimado, temos que Q5 = 0,72 £ 0,08. Substituindo os
valores estimados para os parametros livres em (4.8), obtemos a curva que melhor se ajusta
ao dados observados ilustrados na Figura (4.8).

Finalmente temos que o parametro de desaceleragao para esse conjundo de dados é
qg = —0,58 +0,12. Assim como todos os outros, os resultados obtidos sugerem que vivemos

em uma fase acelerada da evolugao césmica.
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Figura 4.8: Dados observados e Curva de ajuste (ACDM) - Supernova Cosmology Project.

4.3 Dados das supernovas no cenario de branas

Nesta secao, vamos discutir os resultados dos dados observacionais das supernovas no
contexto do modelo de brana. Os procedimentos empregados sao os mesmos da se¢ao anterior,
o que muda é apenas o modelo teérico. Vamos considerar a Eq.(3.86). Multiplicando e
dividindo essa equagao pelo (HZ,,,,), lembrando que k = 0 e que a contribui¢ao da radiagao

para a densidade de energia total é desprezivel, obtemos

@\ 2 ”%5) ’ié) =2 &?5) 2 “?5) =2 4.10
<a> B atual 6Hatual re " 36H§tualu " 36H3tualp " 18H3tualu g ( ' )
K)Q
Sabendo que: ,@‘(15) — 65(4>7 Ag) = QNA%—(;) — %5%5)52 e que pg = A(5), podemos mostrar que
[13]
A 6k2 K2
2 _ pr2 ) @ 2 4
H - Hatual 3H2t . EHQt lp + 3H2t lp . (411)
atua atua. atua
Lembrando, ainda, que m%4) = 8mG (4, segue de (4.11) a seguinte equacao
1/2
H = Hatual [QA(4) + QEPQ =+ Qmp] ; (412)
em que
_ Ay
Q. = 2, (4.13)
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K2, 02
_ 4+
6‘:‘Hc%tual
2
Ky P
Qun = gz (4.15)

atual
sao, respectivamente, a densidade de energia associada a constante cosmoldgica
quadridimensional, a tensao da brana e a matéria ordinaria. Todos os parametros acima
apresentados se referem aos valores medidos atualmente. Baseado nos procedimentos
apresentados para a analise dos dados observacionais na secao anterior, iremos estimar os
parametros de densidade para o modelo de brana.

Sabemos que atualmente a densidade de radiacao césmica é muito pequena comparada
com a densidade de matéria. Sendo assim, na Eq.(4.12), podemos considerar que p descreve
apenas a densidade de matéria, que estd distribuida na forma de poeira (w = 0). Assim, com
a ajuda de (3.90) - que nos da a evolugdo de p - podemos reescrever (4.12) em fungao do
parametro de red shift:

1/2
H = Hopa [QAM) +Qz(1+2)° + Q1 +2)3] . (4.16)
Podemos mostrar, ainda, usando as FEqgs.(4.16) e (3.54), que para o modelo de brana, o

parametro de desaceleracao ¢é igual a
3

Iniciaremos nossa anélise com o conjunto de dados compilados pelo Supernova Cosmology
Project pelo fato de reproduzir os resultados obtidos por [13]. Em seguida iremos estender a

nossa andlise para os dados do Legacy Survey, Gold Sample e ESSENCE.
Supernova Cosmology Project

Usando a Eq.(4.16) na equagao da distancia de luminosidade, minimizando (4.9), obtemos
os seguintes valores:
Com os parametros estimados, temos que 2, = 0,92 4+ 0,09. Esses valores foram obtidos

por Szydlowski et.al (2008) e os reproduzimos com o nosso algoritimo.
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Modelo | Q,, | Q= %
Brana | 07008 | 0,08700 [ 1,06

Tabela 4.5: Melhores valores estimados para os parametros livres.

Podemos perceber uma discrepancia do valor estimado para o parametro {2, no modelo
de brana comparado com o modelo ACDM. No entanto, como veremos a seguir, ampliando
a base de dados (maior nimero de supernovas com maior red shift), o modelo de branas nos
proporciona um valor para o parametro €2, mais préximo do estimado no modelo ACDM.

O conjunto de dados das supernovas e a curva de ajuste, obtida através da estimativa dos

parametros livres, estao ilustrados nas Figuras que seguem.
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Figura 4.9: Dados observados e Curva de ajuste (Brana) - Supernova Cosmology Project.

Para os valores estimados acima, temos que o parametro de desaceleracao do Universo

para o modelo de brana é ¢ = —0,76 4+ 0, 19.

Gold Sample

Para esse conjunto de dados, assim como para os que seguem, iremos fazer uso das Eqs.(4.5)
e (4.16). Dessa forma, os melhores valores para os parametros livres, obtidos através da

minimizacao da funcao x? (dado em 4.6), estao expostos na Tabela 4.6.
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Modelo | Q,, ¢ %
Brana | 0,200 | 0,02700; | 1,14

[1]

Tabela 4.6: Melhores valores estimados para os parametros livres.

A partir dos valores estimados para as densidades, temos que 2, = 0,78 + 0, 1. Podemos
perceber que o valor dos parametros €2, e {2z modificaram-se em relacao aos resultados do
Supernova Cosmology Project, com o aumento do niimero de dados que incluem supernovas
com red shift mais altos. Os dados e curva de ajuste para os valores dos parametros estimados
estao ilustrados nas Figuras seguintes.
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Figura 4.10: Dados observados e Curva de ajuste (Brana) - Gold Sample.

Para esse conjunto de dados o valor do parametro de acelerecao é ¢ = —0,64 + 0, 16.

Legacy Survey

Para o conjunto de dados pelo grupo do Legacy Survey, o melhores valores dos parametros

livre estao expressos na tabela que segue.

Assim, temos que 2y = 0,76 + 0,13. A curva de ajuste juntamente com os dados

observados sdo:
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Modelo | €2, Q= %
Brana | 0,237075 | 0,010, | 1,004

Tabela 4.7: Melhores valores estimados para os parametros livres.
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Figura 4.11: Dados observados e Curva de ajuste (Brana) - Legacy Survey.

Para o conjunto de dados do Legacy Survey o parametro de desacelaracao possui o valor

qg=—0,62%+0,17.

ESSENCE

A procedimento de minimizacao do x? para os dados compilados pela equipe do ESSENCE

resulta nos valores estimados para os parametros expostos na tabela que segue:

Modelo | Q,, Q= X?
Brana | 0,237005 | 0,01500; | 0,66

Tabela 4.8: Melhores valores estimados para os parametros livres.

Para esses valores, obtemos 2, = 0,76 + 0,08. Com os valores estimados, temos que o
valor do parametro de desaceleracao para esse conjunto de dados é ¢ = —0,62 +0,12. A

curva de ajuste estd ilustrada na Figura (4.12)
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Figura 4.12: Dados observados e Curva de ajuste (Brana) - ESSENCE.

Pudemos perceber que os valores estimados para o parametro €2, tendem a reproduzir os
valores do modelo ACDM & medida que inserimos uma maior quantidade de observagoes e que
entre elas possuam um maior nimero de supernovas com red shifts altos. Pelos resultados,
podemos inferir que a medida que isso acontece o parametro de densidade de energia associado
a tensao da brana torna-se cada vez menor e como consequéncia temos que os efeitos da

dimensao extra tendem a se tornar cada vez menores nesse contexto.
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Capitulo 5

Consideracoes Finais

O nosso objetivo neste trabalho foi analisar o modelo de brana com base nos dados
da radiacao emitida pelas supernovas que, de acordo com o molelo ACDM, sugerem que
o Universo estd numa fase de expansao acelerada. Para isso, buscamos escrever a equacao de
Friedmann modificada, Eq.(3.84), que nos permite estudar a dinamica do Universo no contexto
do modelo de branas. Assim como procedemos no caso da cosmologia padrao, reescrevemos
essa equacao em termos dos parametros de densidade (£2,,,24), Eq.(4.11), e obtivemos um
parametro extra que foi a densidade de energia associada a tensdo da brana (Qz).

Dentro do modelo de brana, (,,, 24, Q=) sdao parametros livres que devem ser estimados
com base nos dados observados e a partir de procedimentos estatisticos. Para realizar essa
estimativa elaboramos um algoritimo na linguagem de programacao Maple que nos forneceu
os melhores valores daqueles parametros dentro da estatistica x?.

Com o fim de testarmos a validade do nosso algoritimo, o aplicamos a equacao de
Friedmann do modelo padrao. Considerando o Universo como tendo curvatura espacial
nula, Eq.(4.2), estimamos os parametros de densidade de energia para diferentes conjuntos
de dados (Gold Sample, Legacy Survey, ESSENCE, Supernova Cosmology Project), que nos
dao a relacao entre red shift e distancia de luminosidade de varias supernovas do tipo Ia. Os
valores estimados a partir do nosso algoritimo, reproduziram os resultados encontrados na
literatura para cada conjunto de dados. Calculamos, também, o parametro de desaceleracao

e verificamos que os resultados obtidos favorecem a idéia de que o Universo estd numa fase
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de expansao acelerada, como estd bem estabelecido no modelo ACDM.

Do mesmo modo procedemos para o modelo de brana. A partir da equacao de
Friedmann modificada,Eq.(4.11), pudemos estimar os parametros de densidade usando o
nosso algoritimo. Para os conjuntos de dados ja mencionados, obtivemos os valores:
(Qm =0, 20f8:}8, Oy =0, 781’8:}8, Q= =0, 02f8:8}) para o Gold
Sample; para o Legacy Survey obtivemos (£, =0, 23f8j§, Q) =0, 76f8j§, Q= =0, 01i8;8§);
(Q = O,QSfS:BS,QA =0, 76Jj8:82,§25 = 0,01t8;8}) para o grupo do ESSENCE e para o
Supernova Cosmology Project obtivemos (£, = Ofg:gg, Qp =0, 921“8:83, Q= =0, 08:0):82).

Para o parametro de desaceleracao, obtivemos os seguintes resultados: (q = —0, 76f8ﬁg)

0,17)

para o Gold Sample; Legacy Survey (q: —0, 62Jj0717 ; (q: —0,62Jj8ﬁ§) para o grupo

ESSENCE e para o Supernova Cosmology Project (q = —0,64f8ﬁg). Pudemos perceber,
portanto, que o modelo de brana também nos sugere uma fase atual acelerada para o Universo.

Os valores dos parametros de desaceleracao estimados para o modelo ACDM foram
menores do que os estimados para o modelo de brana. Como discutimos, o principal
protagonista para esse resultado é a presenca da densidade de energia associada a tensao
da brana que possui sua origem na admissao de uma dimensao espacial extra.

Pela expressao do parametro de densidade associado a tensao da brana (4.14), podemos
perceber que quanto menor for esse parametro maior serd a tensao na brana e menores
os efeitos da dimensao extra. Como os resultados do modelo de brana, aqui obtidos, se
aproximam dos resultados do modelo ACDM, entao podemos dizer que os dados referentes a
observacao das supernovas sugerem que a tensao da brana é suficientemente alta a ponto de
tornar pequenos os efeitos da dimensao extra sobre o atual periodo cosmolégico.

No entanto, devemos destacar, que nossas conclusoes sao todas preliminares ja que nos
valemos apenas dos dados observacionais das supernovas. Para podermos ter uma melhor
estimativa dos parametros de densidades e do parametro de desaceleracao necessitariamos
estender nossa analise buscando incluir os dados observacionais relativos a oscilagao actstica
de barions e da radiacao cosmica de fundo que, juntamente com as observagoes das supernovas,
constituem os principais testes observacionais para os modelos cosmolégicos atualmente. Uma

outra prosposta de estudo é usar estes testes observacionais para o modelo de brana com
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espessura no qual podemos ter algum efeito relevante devido a espessura da brana.
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