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Há uma força motriz mais poderosa que o vapor,

a eletricidade e a energia atômica: a vontade.

Albert Einstein
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imaginários nesta região). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
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A.1 Célula unitária do grafeno. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

B.1 Rede do grafeno. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

ix



Sumário

Agradecimentos v

Lista de Figuras ix

Resumo xii

Abstract xiii

1 Introdução 1

2 Grafeno 3
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4 Pseudo Campo Magnético no Grafeno 25

4.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
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Resumo

Esse trabalho é dedicado ao estudo de transporte eletrônico em sistemas quânticos

de baixa dimensionalidade. Em particular estudamos o grafeno, que é um material for-

mado por uma única camada de átomos de carbono no estado de hibridização sp2, que

se apresenta em uma estrutura na forma de hexágonos ou também chamado de “favos de

mel” . Os portadores de carga no grafeno se comportam como part́ıculas relativ́ısticas

sem massa, obedecendo ao hamiltoniano de Dirac, porém com a velocidade da luz subs-

titúıda pela velocidade de Fermi (vf ≈ 106m/s). A partir deste contexto, introduzimos

na equação de Dirac o pseudo campo magnético, sendo este gerado por deformação me-

cânica, alterando o comprimento das ligações entre átomos e afetando a forma como os

elétrons se movem de uns para os outros. Investigamos a influência de um pseudo campo

magnético variando espacialmente em um gás de elétrons 2D no grafeno, analisando como

este modifica os ńıveis de Landau relativ́ısticos e qual a influência no efeito Hall Quântico

inteiro no grafeno.

Palavras-chave: Grafeno; Nı́veis de Landau; Pseudo Campo Magnético; Conduti-

vidade Hall.

xii



Abstract

This work is devoted to the study of eletronic transport in low-dimensional quan-

tum systems. We studied the graphene which is a material formed by a single layer of

carbon atoms in hybridization state sp2, and shows a structure in the form of hexagons,

also called “Honeycomb lattice” . The charge carriers in graphene behave as massless

relativistc particles, obeying the Dirac Hamiltonian. However, the light velocity is repla-

ced by Fermi velocity (vf ≈ 106m/s). In this context, we introduce the pseudomagnetic

field at Dirac equation, where this field is generated by mechanic strain, which changes

the length of the bonds between atoms and affects the way electrons move in relation to

others. We investigated the influence of a spatially varying pseudo magnetic field in a 2D

electron gas in graphene, analyzing how this field modifies the relativistic Landau levels

and what is its influence on the Quantum Hall Effect in the whole graphene.

Keywords: Graphene; Landau levels; Pseudomagnetic Field; Hall conductivity.
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Caṕıtulo 1

Introdução

O grafeno é um material que vem sendo amplamente investigado tanto do ponto

de vista teórico, quanto a partir de observações experimentais. Consiste basicamente de

uma rede bidimensional hexagonal, constitúıda apenas por átomos de carbono nos vértices

dos hexágonos que formam a rede. Este material possui caracteŕısticas peculiares, que o

torna um forte candidato para substituir o siĺıcio. Pode-se ter um maior entendimento

dos nanotubos e fulerenos a partir do estudo do grafeno.

A descoberta experimental deste é recente [1]. No entanto, ele já era conhecido

teoricamente há bastante tempo [2]. O desinteresse em obtê-lo em laboratório se deve, em

partes, as teorias que afirmavam a impossibilidade de obter cristais bidimensionais isola-

dos. Com a demonstração experimental de que era posśıvel obtê-lo, o grafeno despertou

o interesse da comunidade cient́ıfica. Hoje, um grande número de cientistas estão com a

atenção voltada para este material. Os próximos parágrafos referem-se à organização da

dissertação.

No caṕıtulo 2, será apresentada a estrutura cristalina do grafeno para o qual foi feita

uma revisão do cálculo do espectro de energia para os orbitais π a partir do modelo “tight

binding” (modelo das ligações fortes), onde foi verificada a relação de dispersão linear

próximo aos pontos de Dirac. Com base nesta observação foi apresentada a semelhança

formal entre as excitações presentes no grafeno e os férmions de Dirac. Assim, o sistema é

descrito através da equação de Dirac sem massa em espaço-tempo com (2+1) dimensões.

No caṕıtulo 3, revisamos o Efeito Hall Quântico Inteiro (EHQI), que desde a sua

descoberta, em 1980 [3], até os dias de hoje, tem sido cenário de discussão de muita f́ısica

nova e interessante. O conhecimento dispońıvel em 1980 sobre mecânica quântica e sobre



a f́ısica de sistemas eletrônicos confinados em duas dimensões (gases de elétrons bidimensi-

onais) já era bem consolidado, entretanto a quantização da resistência Hall não havia sido

prevista e sua observação experimental foi uma surpresa. O EHQI ocorre quando elétrons

confinados em duas dimensões são submetidos a um forte campo magnético perpendicu-

lar ao plano do seu movimento e a um campo elétrico transverso ao campo magnético.

As órbitas dos elétrons são quantizadas nos chamados ńıveis de Landau. A relevância

da descoberta valeu a Klaus von Klitzing o prêmio Nobel de f́ısica do ano de 1985 [4].

Muito se avançou nos últimos anos sobre o entendimento do EHQI, mas o assunto ainda

tem gerado novas questões de interesse fundamentais e intenso debate dentro da f́ısica da

matéria condensada.

O caṕıtulo 4, é destinado ao pseudo campo magnético, que desde a sua descoberta

experimental em 2010 [5] tem chamado a atenção de muitos pesquisadores. A equipe de

cientistas demonstrou que, quando uma camada de grafeno é deformada de maneira a

formar nanobolhas sobre um substrato de platina, os elétrons da mesma comportam-se

como se estivessem sujeitos a campos magnéticos de mais de 300 teslas sem lhes ser apli-

cado nenhum. Este é um efeito f́ısico completamente novo sem qualquer correspondência

em qualquer outro sistema de matéria condensada. Isto deve-se ao fato da alteração da

tensão mecânica alterar o comprimento das ligações entre átomos, afetando a forma como

os elétrons se movem de uns para os outros.

No caṕıtulo 5, foi investigado a influência de um pseudo campo magnético variando

espacialmente em gás de elétrons 2D no grafeno, que cai com o inverso do quadrado (1/x2),

onde também está presente um campo magnético constante. Resolvemos a equação de

Dirac de segunda ordem e mostramos que, entre as posśıveis opções para a função de onda,

a correta é a que diverge na origem do sistema de coordenadas, compat́ıvel com o fato

de que a nossa equação diferencial também diverge na origem. Observamos que o estado

de energia zero, existente nos ńıveis de Landau relativ́ısticos apenas quando o campo

magnético constante ortogonal está presente, não aparece para um intervalo espećıfico do

parâmetro que caracteriza o campo magnético variável.

O caṕıtulo 6, é destinado às conclusões e perspectivas futuras.
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Caṕıtulo 2

Grafeno

2.1 Histórico

O grafeno despertou grande interesse na comunidade cientifica mundial nos últimos

anos por diversas razões. Primeiro, partindo da ideia de que vários materiais baseados

em carbono tais como o fulereno descoberto por Kroto (1985)[6], os nanotubos descoberto

por Iijima (1991)[7], a grafite, são derivados do grafeno, ele pode ser considerado como

uma espécie de “bloco” fundamental para a construção de materiais graf́ıticos de todas as

outras dimensionalidades. Estas configurações podem ser observadas na Figura 2.1.

Figura 2.1: Diferentes estruturas de carbono geradas a partir do grafeno: fulerenos, na-

notubos e grafite [1].

Adicionalmente, ele apresenta propriedades estruturais (tem a maior resistência

mecânica entre os materiais [8]), e de transporte únicas na natureza, podendo ser consi-



derado como o único sistema realmente bidimensional. Desta forma, o grafeno ganhou o

status de material de grande potencial para o desenvolvimento de novas aplicações tecno-

lógicas, principalmente como dispositivos eletrônicos.

A estrutura do grafeno foi concebida teoricamente há mais de 60 anos, desde o

estudo da grafite por cristalografia de raio-X [2]. Entretanto, foi somente em 2004 que

o grupo de cientistas liderado pelo professor Andre K. Geim da Manchester University,

Inglaterra, desenvolveu um método para isolar planos de grafeno individuais sobre uma

superf́ıcie de óxido de siĺıcio (SiO2) [9]. Eles tiveram sucesso em isolar o grafeno atra-

vés de um processo de esfoliação mecânica da grafite com uma espécie de fita adesiva,

obtendo desta forma flocos de grafeno com propriedades eletrônicas de alta qualidade.

Vários cientistas acreditavam que não seria posśıvel isolar uma camada de grafeno experi-

mentalmente pois seria termodinamicamente instável. Posteriormente essa argumentação

foi refutada [10] com base em fortes argumentos experimentais.

O que diferencia o grafeno de todos os materiais descobertos até o momento é

que nos planos do grafeno, os elétrons se movimentam a velocidades extremamente altas,

próximas da velocidade da luz, e se comportam como se fossem part́ıculas com massa

nula, sendo por este motivo chamados de férmions de Dirac sem massa.

2.2 Estrutura Cristalina

O grafeno, uma forma alotrópica do carbono, é uma folha constitúıda por átomos

de carbono em uma estrutura hexagonal planar bidimensional (2D), formando uma rede

do tipo favo de mel (honeycomb lattice) Figura 2.2(a).

Os átomos do grafeno estão dispostos em uma rede hexagonal, que é usualmente

tratada como duas sub-redes A e B superpostas com uma base de dois átomos por célula

unitária Figura 2.2(b). Os vetores primitivos da rede de Bravais (ou rede direta) são dados

por a1 e a2, que podem ser escritos em coordenadas cartesianas como

a1 =

(

a

2
,

√
3a

2

)

e a2 =

(

a

2
,−

√
3a

2

)

, (2.1)

onde a = |a1| = |a2| = 2.46 angstron é a distância entre células unitárias (parâmetro

de rede). Note que o parâmetro de rede é diferente do comprimento da ligação carbono-

carbono acc = a/
√
3 = 1.42 angstron.
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Figura 2.2: (a) Estrutura em favo de mel de uma monocamada de grafeno onde os ćır-

culos brancos (pretos) indicam átomos de carbono A (B). Os vetores a1 e a2 são vetores

primitivos da rede de Bravais. O losango sombreado é uma célula unitária contendo dois

átomos, um A e um B. (b) As cruzes indicam pontos da rede de Bravais hexagonal. A

estrutura em favo de mel em (a) compreende a rede de Bravais hexagonal representado

em (b), com uma base de dois átomos, um A e um B, em cada ponto da rede [11].

Os vetores primitivos da rede rećıproca b1 e b2 Figura 2.3, são facilmente obtidos

pela relação ai · bj = 2πδij, e são dados por:

b1 =

(
2π

a
,
2π√
3a

)

e b2 =

(
2π

a
,− 2π√

3a

)

. (2.2)

A rede rećıproca resultante é mostrada na Figura 2.3, que é uma rede de Bravais hexagonal.

A primeira zona de Brillouin é hexagonal, como indicado pela região sombreada na Figura

2.3.

No grafeno, os átomos de carbono apresentam hibridização do tipo sp2. Ou seja,

ocorre devido a interação entre um orbital 2s com dois orbitais 2p, que resulta em três

orbitais h́ıbridos do tipo sp2, restando apenas o orbital 2pz não hibridizado. Os orbitais

h́ıbridos serão os responsáveis pelas ligações do tipo σ. O elétron que se encontra no

orbital 2pz irá ligar-se a outros por meio de ligações π. As ligações σ estão no plano do

grafeno, já as ligações π são perpendiculares a ele. A Figura 2.4 ilustra esta representação.
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Figura 2.3: A rede rećıproca da monocamada de grafeno onde as cruzes indicam os pontos

de rede rećıproca, os vetores b1 e b2 são vetores primitivos da rede rećıproca. O hexágono

sombreado indica a primeira zona de Brillouin com Γ indicando o centro, e K− e K+

mostrando dois pontos não equivalentes [11].

Figura 2.4: Representação dos orbitais atômicos do carbono.

As três ligações covalentes σ são coplanares e separadas por um ângulo de 120o, e

são as responsáveis pelas propriedades mecânicas e elásticas do grafeno, enquanto que as

ligações π são responsáveis pelas propriedades elétricas do grafeno, pois os elétrons nestes

orbitais estão mais fracamente ligados aos átomos e podem assim se locomover na rede

cristalina, respeitando, obviamente, o prinćıpio de exclusão de Pauli.

2.3 Estrutura Eletrônica

Para o cálculo de estrutura de bandas, a aproximação mais utilizada é o modelo

Tight-Binding. Nesse modelo, considera-se as funções de onda dos elétrons como uma

combinação linear de orbitais atômicos. Usando como base as funções de Bloch constrúı-

das a partir dos orbitais 2pz e levando-se em conta apenas as interações entre primeiros
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vizinhos (dados pelos vetores δ1, δ2 e δ3) Figura 2.5.

2.3.1 Modelo Tight-Binding

Considerando um cristal arbitrário com invariância translacional e M orbitais atô-

micos φm por célula unitária, designado pelos ı́ndices m = 1...M . Então, o modelo pode

ser descrito usando as funções de Bloch Φm(k, r), que dependem do vetor posição r e do

vetor de onda k. Que são dadas por

Φm(k, r) =
1√
N

N∑

i=1

eik·Rm,iφm(r−Rm,i), (2.3)

sendo N o número de células unitárias, Rm,i denota a posição do orbital m na célula

unitária i.

A função de onda eletrônica Ψj(k, r) é obtida por uma combinação linear das

funções de Bloch

Ψj(k, r) =
M∑

m=1

ψj,m(k)Φm(k, r), (2.4)

onde ψj,m são coeficientes da expansão. As energias Ej(k) são dadas por

Ej(k) =
〈Ψj|H|Ψj〉
〈Ψj|Ψj〉

, (2.5)

ondeH é a Hamiltoniana. Minimizando a energia Ej em relação ao coeficiente da expansão

ψj,m, obtemos

Hψj = EjSψj, (2.6)

onde ψj é um vetor coluna ψT
j = (ψj1, ψj2, ..., ψjM). Os elementos da matriz de transfe-

rência H e sobreposição S são definidos por

Hmm
′ = 〈Φm|H|Φm′〉 e Smm

′ = 〈Φm|Φm′〉. (2.7)

As bandas de energia Ej podem ser determinadas a partir da equação de auto valor (2.6),

resolvendo a equação

det(H − EjS) = 0. (2.8)

Aqui, vamos delimitar a forma de aplicar o modelo tight-binding ao grafeno. Le-

vando em conta um orbital 2pz por śıtio atômico, e como existe dois átomos na célula
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unitária da monocamada de grafeno, Fig 2.2, o modelo inclui dois orbitais por célula uni-

tária, rotulados como m = A e m = B (o átomo A e o átomo B estão disposto na rede

de Bravais hexagonal). Agora vou prosseguir para determinar a matriz de transferência

H (descreve o salto dos elétrons entre os diferentes átomos de carbono) e a matriz de

sobreposição S (descreve a sobreposição dos orbitais de átomos diferentes).

Substituindo a expressão da função de Bloch (2.3) nas equações (2.7), podemos

escrever os elementos das matrizes correspondente à sub-rede A, como

HAA =
1

N

N∑

i=1

N∑

j=1

eik·(RA,j−RA,i)〈φA(r−RA,i)|H|φA(r−RA,j)〉, (2.9)

sendo k = (kx, ky) o vetor de onda no plano do grafeno. A equação (2.9) inclui o somatório

duplo sobre todos os śıtios A da rede. Se assumirmos que a contribuição dominante surge

a partir do mesmo local j = i dentro de cada célula unitária, então

HAA ≈ 1

N

N∑

i=1

〈φA(r−RA,i)|H|φA(r−RA,i)〉. (2.10)

O elemento da matriz 〈φA|H|φA〉 dentro do somatório tem o mesmo valor em cada śıtio

A, isto é, independente do ı́ndice do śıtio i. Sendo igual ao parâmetro

〈φA(r−RA,i)|H|φA(r−RA,i)〉 = ε2p, (2.11)

que é igual a energia do orbital 2pz. Assim, mantendo só a a contribuição local, temos

HAA ≈ 1

N

N∑

i=1

ε2p = ε2p. (2.12)

A sub-rede B tem a mesma estrutura que a sub-rede A, e os átomos são quimica-

mente idênticos. Com isto temos que

HBB = HAA ≈ ε2p. (2.13)

O cálculo dos elementos da diagonal da matriz de superposição é realizado de

maneira similar ao da matriz de transferência. Neste caso, a superposição de um orbital

2pz no mesmo átomo é igual a unidade.

〈φA(r−RA,i)|φA(r−RA,i)〉 = 1. (2.14)
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Então, assumido a contribuição dominante no mesmo śıtio,

SAA =
1

N

N∑

i=1

N∑

j=1

eik·(RA,j−RA,i)〈φA(r−RA,i)|φA(r−RA,j)〉,

≈ 1

N

N∑

i=1

〈φA(r−RA,i)|φA(r−RA,i)〉,

=
1

N

N∑

i=1

1

= 1. (2.15)

Novamente, como a sub-rede B tem a mesma estrutura que a sub-rede A,

SBB = SAA = 1. (2.16)

Calculando os elementos fora da diagonal, temos que

HAB =
1

N

N∑

i=1

N∑

j=1

eik·(RB,j−RA,i)〈φA(r−RA,i)|H|φB(r−RB,j)〉 . (2.17)

Ele descreve o salto entre as sub-redes A e B, e contém uma soma sobre todos os śıtios A

(i = 1...N) nas posições RA,i e todos os śıtios B (j = 1...N) em RB,j.

A seguir, vamos assumir que a contribuição surge somente do salto entre vizinhos

mais próximos. Se concentrarmos em um átomo A, ou seja, se considerarmos um valor

fixo do ı́ndice i, vemos que ele tem três átomos B vizinhos, Figura 2.5, que vamos rotular

com um novo ı́ndice l (l = 1...3). Com isso podemos reescrever a equação (2.17) como

sendo

HAB ≈ 1

N

N∑

i=1

3∑

l=1

eik·(RB,l−RA,i)〈φA(r−RA,i)|H|φB(r−RB,l)〉 . (2.18)

O elemento de matriz entre átomos vizinhos, 〈φA|H|φB〉, tem o mesmo valor independente

dos ı́ndices. Na qual será definido um novo parâmetro,

t ≡ −〈φA(r−RA,i)|H|φB(r−RB,l)〉. (2.19)

Então escreveremos os elementos fora da diagonal como

HAB ≈ − 1

N

N∑

i=1

3∑

l=1

eik·(RB,l−RA,i)t,

= − t

N

N∑

i=1

3∑

l=1

eik·δl = −tf(k), (2.20)
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Figura 2.5: A estrutura cristalina de uma monocamada de grafeno. Se consideramos o

salto a partir de um śıtio A (branco), existem três śıtios adjacentes B (preto), rotulados

por B1, B2 e B3, com vetores de posicionamento δ1, δ2 e δ3 [11].

com f(k) dado por

f(k) =
3∑

l=1

eik·δl , (2.21)

em que o vetor posição do átomo Bl relativo ao átomo Ai é denotado por δl = RB,i−RA,i,

e usamos o fato que o somatório ao longo dos três átomos vizinhos B é o mesmo para

todos os átomos Ai.

Para os três átomos B mostrados na Figura 2.5, os vetores são dados por

δ1 =

(

0,
a√
3

)

, δ2 =

(
a

2
,− a

2
√
3

)

, δ3 =

(

−a
2
,− a

2
√
3

)

, (2.22)

com |δ1| = |δ2| = |δ3| = a/
√
3.

Substituindo as expressões (2.22) em (2.21), obtemos

f(k) =
3∑

l=1

eik·δl ,

= eikya/
√
3 + 2e−ikya/2

√
3 cos(kxa/2). (2.23)

O outro elemento da matriz fora da diagonal principal HBA é o complexo conjugado de

HAB, logo temos

HAB ≈ −tf(k) e HBA ≈ −tf ∗(k) (2.24)

O cálculo dos elementos da matriz de superposição fora da diagonal principal é
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obtido de forma semelhante:

SAB =
1

N

N∑

i=1

N∑

j=1

eik·(RB,j−RA,i)〈φA(r−RA,i)|φB(r−RB,j)〉,

≈ 1

N

N∑

i=1

3∑

l=1

eik·(RB,j−RA,i)〈φA(r−RA,i)|φB(r−RB,l)〉,

= s0f(k), (2.25)

onde o parâmetro s0 ≡ 〈φA(r−RA,i)|φB(r−RB,l)〉, e SAB = s0f(k) e SBA = s0f
∗(k).

2.3.2 Limite de Baixa Energia: Férmions de Dirac

Resumindo os resultados da seção precedente, a matriz de transferência H dada

pelas equações (2.13) e (2.24) e a matiz de superposição dada pelas equações (2.16) e

(2.25), podem se escritas como

H =




ε2p −tf(k)

−tf ∗(k) ε2p



 e S =




1 s0f(k)

s0f
∗(k) 1



 . (2.26)

A energia E pode ser determinada através da resolução da equação det(H − ES) = 0,

(2.8):

det




ε2p − E −(t+ Es0)f(k)

−(t+ Es0)f
∗(k) ε2p − E



 = 0. (2.27)

Resolvendo esta equação para a energia, obtemos

E± =
ε2p ± t|f(k)|
1∓ s0|f(k)|

. (2.28)

Usando [11] para os valores dos parâmetros t = 3.033eV , s0 = 0.129, ε2p = 0. Este

último valor (ε2p = 0) significa que o zero de energia (energia de Fermi) é configurado

para ser igual à energia do orbital 2pz. A estrutura de banda é mostrada na Figura 2.6

na vizinhança da zona de Brillouin.

As bandas são representadas como função das componentes do vetor de onda kx

ao longo da linha ky = 0. A estrutura consiste de duas bandas: A banda de condução

(E+) e a de banda de valência (E−). Uma caracteŕıstica interessante da estrutura de

bandas é que não há gap entre elas nos cantos da zona de Brillouin, que são conhecidos

como pontos K, e dois deles, são nomeados de pontos de Dirac K+ e K−. Perto desses
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Figura 2.6: A estrutura de bandas de uma monocamada de grafeno a baixas energias [11].

pontos, a dispersão é linear e as propriedades eletrônicas podem ser descritas por uma

Hamiltoniana semelhante à de Dirac.

O próximo passo é fazer uma expansão em torno dos pontos K+ e K−. Será

introduzido um ı́ndice ξ = ±1, que é 1 para K+ e −1 para K−. Usando os vetores b1 e

b2 da rede rećıproca Figura 2.3, podemos representar o ponto Kξ que é dado por

Kξ = ξ

(
4π

3a
, 0

)

. (2.29)

Será introduzido um momento p que é medido a partir do centro do ponto Kξ,

p = ~k− ~Kξ. (2.30)

Em seguida substituindo na equação (2.21) e expandido até a primeira ordem de p temos

f(k) = eipya/
√
3~ + 2e−ipya/2

√
3~ cos

(
2πξ

3
+
pxa

2~

)

,

≈
(

1 +
ipya√
3~

)

+ 2

(

1− ipya

2
√
3~

)(

−1

2
− ξ

√
3pxa

4~

)

,

≈ −
√
3a

2~
(ξPx − ipy) , (2.31)

onde p = (px, py) e p = |p| = (p2x + p2y)
1/2. Usando esta expressão aproximada para a

função f(k), a matriz de transferência (2.26) próximo do ponto Kξ torna-se

Hξ = vf




0 ξpx − ipy

ξpx + ipy 0



 , (2.32)
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onde foi usado ε2p = 0. Os parâmetros a e t foram combinados em uma velocidade vf

definida como vf =
√
3at/(2~) (velocidade de Fermi).

Os valores próprios de energia e auto-estados de H são dados por

E± = ±vfp e ψ± =
1√
2




1

±ξeiξϕ



 eip·r/~, (2.33)

onde ± refere-se às bandas de condução e de valência, respectivamente. Aqui ϕ é o ângulo

polar do momento no plano do grafeno, p = (px, py) = p(cosϕ, sinϕ).

A dispersão de energia linear dada pela equação (2.33) é semelhante á dispersão

de energia de part́ıculas relativ́ısticas E2 = p2c2 +m2
0c

4 para m0 = 0, com a velocidade

de Fermi vf fazendo o papel da velocidade da luz c. Por isso, os portadores de carga no

grafeno podem ser vistos como part́ıculas relativ́ısticas, sem massa. Além disso, devido à

existência das duas sub-redes equivalentes - dois átomos por célula unitária - os portadores

de carga no grafeno são descritos por funções de onda de duas componentes, cada uma

delas relacionada à contribuição de uma das sub-redes.

Em consequência do exposto acima, a descrição pode ser realizada através de uma

equação como a de Dirac para uma part́ıcula livre com massa nula, dada por

− ivF (σ · ∇)Ψ(r) = EΨ(r) , (2.34)

onde σ são as matrizes de Pauli na representação do grupo especial unitário SU(2). Logo,

os portadores de carga no grafeno são chamados de férmions de Dirac sem massa ou de

part́ıculas quirais sem massa.

13



Caṕıtulo 3

Efeito Hall

3.1 Efeito Hall Clássico

O Efeito Hall Clássico foi descoberto por Edwin H. Hall em 1879. Este fenômeno

é extremamente importante no estudo da condutividade pois, a partir do coeficiente de

Hall podemos determinar o sinal e a densidade dos portadores de carga em diferentes tipos

de materiais [12]. A geometria básica de uma medida de Efeito Hall está esquematizada

na Figura 3.1. Aplica-se um campo magnético B perpendicularmente à superf́ıcie de um

material condutor plano. Faz-se passar uma corrente elétrica I ao longo de uma das

direções da amostra e são então medidas duas voltagens caracteŕısticas. A primeira, V, é

medida ao longo da direção de passagem da corrente e fornece a resistência R do material

(R = V/I). A outra voltagem, VH , é medida na direção perpendicular à passagem da

corrente, como mostra a Figura 3.1 abaixo

Figura 3.1: Representação esquemática de um experimento Hall.



O efeito que Hall observou em 1879 foi que quando um campo magnético é aplicado

perpendicularmente à amostra, surge uma voltagem VH (voltagem Hall) nesta segunda

direção, sendo VH diretamente proporcional à intensidade do campo magnético. A expli-

cação para este efeito é bem conhecida: na presença do campo magnético, os elétrons que

se movem na direção da corrente, sofrem a ação da força de Lorentz, acumulando-se em

um dos lados da amostra, gerando assim a voltagem VH .

Naturalmente, quanto maior B, maior a força de Lorentz, e maior VH . A razão

VH/I é conhecida como Resistência Hall (RH), e esta é também diretamente proporcional

a B. Além disso, observa-se que VH é maior quanto menor a densidade eletrônica (n) no

material. Isso porque, para que menos elétrons gerem a mesma corrente, precisam ser

mais “rápidos” . Uma vez mais rápidos, os elétrons passam a sentir uma força de Lorentz

maior, criando uma maior voltagem VH e portanto uma resistência RH maior. Assim, a

expressão clássica para RH é:

RH =
B

ne
, (3.1)

onde e representa a carga e n a densidade de carga bidimensional.

Pela equação (3.1), nota-se que a resistência Hall aumenta linearmente com o

aumento do campo magnético Figura 3.2.

Figura 3.2: Gráfico da resistência Hall clássica versus o campo magnético [13].

Podemos compreender o efeito Hall clássico, utilizando o modelo de Drude que

explica as propriedades de transporte de part́ıculas carregadas negativamente em metais

[14].

A força que as part́ıculas sentem, ao atravessarem a placa condutora bidimensional,

chama-se força de Lorentz. Ela é a força resultante gerada pelo campo magnético e campo
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elétrico [15], dada por:

F =
dp

dt
= −e(E+ v ×B). (3.2)

Porém, tratando do modelo de Drude, temos que levar em consideração um tempo de

relaxação (τ) para o movimento independente das part́ıculas que colidem com os ı́ons da

rede, com isso a força é modificada para:

F =
dp

dt
= −e(E+

p

m∗ ×B)− p

τ
, (3.3)

onde E e B são os campos elétrico e magnético, e é a carga da part́ıcula em movimento

(elétrons) e m∗ é sua massa efetiva.

Com o passar do tempo, as cargas se acumularão nas bordas (devido à força mag-

nética) de modo que, devido à força gerada pelo campo elétrico transversal, estas cargas

serão repelidas. Então, o vetor força elétrica se anulará com o vetor força magnética, o que

implica em dp
dt

= 0. Com isso, para elétrons em duas dimensões (2D), temos p = (px, py)

e logo podemos reescrever a equação (3.3) como:

eEx = −eB
m∗py −

px
τ

eEy = −eB
m∗px −

py
τ
. (3.4)

Sabemos que o campo magnético está na direção z e que a frequência ćıclotron (frequência

angular) é a dada por ωc =
eB
m∗ , pois part́ıculas carregadas circulam exatamente com essa

frequência em um determinado tipo de acelerador, o ćıclotron. A condutividade de Drude

é escrita como sendo σ0 =
ne2τ
m∗ . Substituindo estas duas equações em (3.4), obtemos:

σ0Ex = −en px
m∗ − en

py
m∗ (ωcτ) (3.5)

e

σ0Ey = −en px
m∗ (ωcτ)− en

py
m∗ . (3.6)

Em termos da densidade de corrente j = −en p

m∗ e sabendo-se que E = ρj, podemos

escrever o tensor resistividade

ρ = σ−1 =
1

σ0




1 ωcτ

−ωcτ 1



 =
1

σ0




1 µB

−µB 1



 , (3.7)
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onde, na expressão acima, introduzimos a mobilidade (µ = eτ
m∗ ), sendo este um termo

que caracteriza a intensidade do movimento dos portadores de carga através de metais e

semicondutores devido a um dado campo elétrico aplicado.

A partir das expressões acima, para a resistividade Hall temos

ρH =
ωcτ

σ0
=
eB

m∗ τ ×
m∗

ne2τ
=
B

en
. (3.8)

Temos ainda que o tensor condutividade é obtido da resistividade, dado pela matriz inversa

σ = ρ−1 =




σL −σH
σH σL



 , (3.9)

onde a condutividade longitudinal é dada por σL = σ0

(1+ωc
2τ2)

e a condutividade Hall

σH = σ0ωcτ
(1+ωc

2τ2)
. No limite teórico do desaparecimento de impurezas, ou seja, o limite

em que ωcτ −→ ∞ (tempos de espalhamento muito longos), os tensores resistividade e

condutividade são [13]

ρ =




0 B

en

− B
en

0



 (3.10)

e

σ =




0 − en

B

en
B

0



 . (3.11)

Quanto a relação entre a resistividade e a resistência, sabemos que R = ρL
A

sendo A a

área da seção transversal de um material condutor. Porém, como estamos tratando de

um material bidimensional, então a dimensão de área passa a ser de comprimento, logo

R ∼ ρ. (3.12)

Logo, em um sistema bidimensional, a resistência Hall equivale à resistividade Hall.

Uma das mais importantes aplicações práticas para o efeito Hall é na medida

de campos magnéticos. Em uma pequena barra de semicondutor, percorrido por uma

dada corrente elétrica aplicamos um campo magnético cuja intensidade desejamos medir.

Então, o valor da tensão que aparece transversalmente na barra fornece uma medida direta

do campo magnético.
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3.2 Efeito Hall Quântico Inteiro

Neste seção, faremos uma breve revisão acerca dos principais tópicos para compre-

ender o Efeito Hall Quântico Inteiro (EHQI). Primeiramente, faremos uma abordagem

tratando dos Nı́veis de Landau e, em seguida, trataremos do Efeito Hall Quântico Inteiro,

sendo este bem definido pelos ńıveis de Landau.

3.2.1 Nı́veis de Landau

Consideremos uma part́ıcula carregada eletricamente movendo-se na presença de

um campo magnético uniforme perpendicular a esse movimento. Essa part́ıcula descreverá

um movimento orbital ćıclico possuindo valores discretos de energia chamados ńıveis de

Landau. São esses ńıveis que determinam o comportamento dos elétrons em um campo

magnético intenso.

O Hamiltoniano H para uma part́ıcula livre é dado por

H =
p2

2m
, (3.13)

onde p é o momento e m a massa da part́ıcula. Consideremos então essa part́ıcula

movendo-se em um plano xy e com um campo magnético aplicado no eixo z (perpen-

dicular ao plano).

O campo magnético na qual essa part́ıcula vai interagir é dado pelo acoplamento

mı́nimo

p −→ Π = p+ eA(r), (3.14)

em que A(r) é o potencial vetor (B = ∇ ×A(r)) e e, a carga da part́ıcula. Com isso o

Hamiltoniano (3.13) pode ser escrito como

H =
1

2m
(p+ eA(r))2. (3.15)

Consideremos o comutador do momento

[Πx,Πy] = [px + eAx(r), py + eAy(r)] = (3.16)

[px, py] + [px, eAy(r)] + [eAx(r), py] + [eAx(r), eAy(r)].

As relações de comutação para duas dimensões são dadas por

[x, px] = [y, py] = i~ e [x, py] = [y, px] = [px, py] = [x, y] = 0, (3.17)
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onde r = (x, y) e o momento canônico p = (px, py).

Utilizando (3.17) e pela propriedade [pi, G(x)] = −i~ ∂G
∂xi

, (3.16) torna-se

[Πx,Πy] = −ie~
(
∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y

)

= −ie~(~∇× ~A)z = −i~
2

l2B
. (3.18)

Onde foi introduzido o termo comprimento magnético que é a escala de comprimento

fundamental na presença de um campo magnético

lB =

√

~

eB
. (3.19)

Lembrando das relações da Mecânica Quântica para os operadores escada

a =

√
mω

2~

(

x− ip

mω

)

e a† =

√
mω

2~

(

x+
ip

mω

)

. (3.20)

Utilizando a equação (3.18) na equação dos operadores escada, obtemos

a =
lb√
2~

(Πx − iΠy) e a† =
lB√
2~

(Πx + iΠy). (3.21)

Pela relação de comutação [a, a†] = 1, temos

Πx =
~√
2lB

(a† + a) e Πy =
~

i
√
2lB

(a† − a). (3.22)

Para nossa definição de momento, o Hamiltoniano será

H =
1

2mb

(Π2
x,Π

2
y) . (3.23)

Substituindo (3.22) na equação (3.23), temos

H =
~
2

4ml2b

[
(a†)2 + a†a+ aa† + a2 −

(
(a†)2 − a†a− aa† + a2

)]

=
~
2

2ml2b

(
a†a+ aa†

)
=

~
2

ml2b

(

a†a+
1

2

)

=
~
2

ml2b

(

a†a+
1

2

)

, (3.24)

onde sabemos que

a†a|n >= n|n > (3.25)

com n = 0, 1, 2, .... Então,

H = ~ωc

(

n+
1

2

)

. (3.26)

Onde foi usada a frequência ćıclotron que é dada por ωc = ~/ml2B. Usando H | n >= En |
n >, obtemos

En = ~ωc

(

n+
1

2

)

. (3.27)
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3.2.2 Efeito Hall Quântico Inteiro em um gás de elétrons bidi-

mensional (GE2D)

A primeira indicação da relevância de efeitos quânticos em medidas de trans-

porte eletrônico em duas dimensões foi apresentada em 1930, com a descoberta do efeito

Shubnikov-de Haas [13]. Ao passo que a teoria clássica prevê que a resistência longitudi-

nal seja independente do campo de indução magnética, Shubnikov e de Haas observaram

que, acima de um valor caracteŕıstico, a resistência longitudinal oscila como função de B,

como representado na Figura 3.3.

Figura 3.3: Esboço do efeito Shubnikov-de Haas. Acima de um valor caracteŕıstico Bc , a

resistência longitudinal (cinza) começa a oscilar; a resistência Hall (preto) continua linear

em B [13].

Uma manifestação ainda mais marcante de efeitos quânticos nas propriedades de

transporte de um gás de elétrons bidimensional (GE2D) foi a descoberta em 1980, do

efeito Hall quântico inteiro (EHQI) (Quantização da resistência Hall [3]).

O efeito Hall quântico inteiro é caracterizado pelo aparecimento de uma sequência

de platôs nas medidas de resistência transversal (RH) de um gás de elétrons bidimensi-

onal em função do campo magnético B aplicado. Os valores dos platôs nas medidas de

resistência de Hall em função do campo aplicado podem ser expressos por:

RH =
1h

νe2
=

1

ν
25.8128kΩ, (3.28)

onde h é a constante de Plank, e é a carga do elétron e ν é chamado fator de preenchimento

(definido como a razão entre o número de cargas e o número de linhas de fluxo magnético),

leva apenas valores inteiros e indica o número de ńıveis de Landau totalmente preenchido.
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A Figura 3.4 mostra resultados experimentais com medidas do Efeito Hall Quântico, onde

os platôs estão muito bem definidos.

Figura 3.4: Medida experimental evidenciando as caracteŕısticas do Efeito Hall Quântico:

os platôs na resistência Hall, coincidindo com os zeros na resistência longitudinal [16].

É posśıvel notar claramente os platôs na resistência transversal (Hall), bem como a

resistência longitudinal indo a zero nessas regiões. Outro fato interessante que surge desse

resultado se apresenta na região de baixo campo, onde é posśıvel observar a transição do

limite clássico para o regime quântico.

Para deduzir a equação (3.28), temos que a energia cinética do elétron em um

sistema bidimensional é dada pela seguinte equação

E =

[(
h

2π

)2
1

2m

]

{
k2x + k2y

}
, (3.29)

onde kx e ky são números de onda do elétron.

O número de estados, N, abaixo da energia de Fermi,Ef é dado por

N (E) =
Sk

(2π)2
=

πk2

(2π)2
, (3.30)

onde Sk é a área no espaço k.

A densidade de estados, D (E), é

D(E) =
dN(E)

dE
=

2πm

h2
. (3.31)

Onde vemos que, em um sistema bidimensional, a densidade de estados é constante com

a energia cinética dos elétrons Figura 3.5.
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Figura 3.5: Densidade de estados em função da energia para valores crescentes do campo

magnético [16].

Como foi Mostrado, a energia cinética em um campo magnético B, é quantizada

conforme os ńıveis de Landau, devido ao movimento ćıclotron. Então, ńıveis de energia em

um sistema bidimensional são discretos em um campo magnético. A energia de separação

entre os ńıveis de Landau é dada pela energia ćıclotron (h/2π)ωc. O número de estados

por unidade de área em cada ńıvel de Landau, NL, é

NL = D(E)

(
h

2π

)

ωc =

[
2πm

h2

](
h

2π

)(
eB

m

)

=
eB

h
. (3.32)

A condição para baixas temperaturas e altos campos magnéticos de modo que o

gap de energia entre os ńıveis de Landau seja mais distante da energia de excitação térmica

Figura 3.5 é

(
h

2π

)

ωc >> kBT, (3.33)

onde kB é a constante de Boltzman e T é a temperatura.

Quando o último ńıvel de Landau é totalmente preenchido abaixo do ńıvel de Fermi,

eles estão totalmente preenchido com νeB/h elétrons e a resistência Hall é dada por

RH =
B

eNs

=
B

[
e
(
νeB
h

)] =
h

νe2
. (3.34)

Onde Ns é o número de elétrons. Assim, temos a quntização da resistência Hall, equação

(3.28).

Para explicar o platô do efeito Hall, nós precisamos dos conceitos de estados loca-

lizados e estados estendidos ou deslocalizados [17].
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O fenômeno de que entre dois ńıveis de Landau a resistência de Hall tem valor fixo,

e a resistência logitudinal tem valor nulo, implica à existência de estados localizados nessa

região. Devido à presença de impurezas, o perfil da densidade de estados de um sistema

bidimensional evolui de um sistema de ńıveis de Landau estreito e fino para um espectro

de ńıveis mais alargados, como pode ser observado na Figura 3.6. Nesse novo espectro

de ńıveis existem estados localizados e estados estendidos. Somente os estados estendidos

podem contribuir para a corrente elétrica em temperatura zero.

Figura 3.6: Diagrama da densidade de estados alongada de um gás bidimensional de

elétrons na presença de um campo magnético.

A existência de estados localizados explica o aparecimento dos platôs na resistência

de Hall. Quando o ńıvel de Fermi se encontra dentro de uma região de existência de estado

localizados, ocorre a aparição de um mı́nimo nas oscilações-de Haas e a existência de um

platô quântico na resistência de Hall.

3.3 Efeito Hall Quântico Inteiro no Grafeno

Vimos na seção anterior que quando os elétrons estão presos em um sistema bi-

dimensional sob a ação de um campo magnético perpendicular ao plano de movimento

dos mesmos, a energia do elétron é quantizada, ou seja, a energia do sistema se desdobra

em ńıveis discretos conhecidos como ńıveis de Landau: En = ~ωc

(
n+ 1

2

)
, onde n é um

número inteiro e ωc =
eB
m

a frequência ćıclotron.
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Sempre que a energia de Fermi situa-se entre dois ńıveis de Landau, a resistência

longitudinal exibe um mı́nimo e a resistência Hall torna-se constante. Os valores para os

platôs de condutividade são dados por σxy = ν e2

h
.

A estrutura de banda do grafeno leva a uma diferente quantização da energia em

um campo magnético. As energias dos ńıveis de Landau no grafeno são dadas por

En = ±vf
√
2e~Bn, (3.35)

onde vf é a velocidade de Fermi. A diferença mais importante em relação ao caso do

(GE2D) é a existência de um estado de energia zero, compartilhado entre elétrons e

buracos. Isto leva a uma mudança na sequência dos platôs de condutividade Hall, que

assumem os valores

σxy = ±4
e2

h

(

n+
1

2

)

, (3.36)

onde n é o ı́ndice do ńıvel de Landau e o fator 4 é originado da degenerescência do vale

e de spin. A Figura 3.7 mostra o efeito Hall quântico em uma amostra de grafeno. O

fator adicional de 1/2 na equação (3.36) pode ser entendido como a expressão induzida

pela fase de Berry adicional que os elétrons, devido à sua natureza quiral, adquirem ao

completar uma órbita [18].

Figura 3.7: EHQ para férmions de Dirac sem massa. A condutividade Hall (em vermelho)

e a resistência longitudinal (em verde)[19].
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Caṕıtulo 4

Pseudo Campo Magnético no

Grafeno

4.1 Introdução

Há mais de 100 anos que se vem expondo diferentes materiais a campos magnéticos

para perceber a forma como os seus elétrons se comportam, mas é imposśıvel manter um

campo magnético tremendamente forte em laboratório. O recorde até ao momento era de

85 teslas durante um peŕıodo de alguns milésimos de segundo.

O grafeno, o material de um átomo de espessura composto de átomos de carbono

em uma estrutura de favo de mel, já produziu uma longa lista de surpresas experimentais

[1] [19] [20]. Os pesquisadores da ref. [5] relataram a criação de pseudo campos magné-

ticos muito mais fortes do que os mais fortes campos magnéticos já produzidos em um

laboratório, apenas colocando o tipo certo de deformação em um folha de grafeno.

A equipe coordenada pelo f́ısico Francisco Guinea, do Instituto de Ciencia de Ma-

teriales de Madrid (Espanha), tinha previsto no ińıcio de 2010 que se uma camada de

grafeno fosse esticada ao longo das suas três direções cristalográficas principais começaria

a agir como se estivesse num campo magnético uniforme. Isto dever-se-ia ao fato da al-

teração da tensão mecânica alterar o comprimento das ligações entre átomos, afetando a

forma como os elétrons se movem de uns para os outros.

A teoria foi confirmada após a equipa de Crommie [5] ter usado um microscópio de

efeito de túnel para estudar flocos de grafeno sobre um substrato de platina Figura 4.1. O

microscópio em questão funciona através do uso de uma sonda em forma de agulha muito



fina que passa ao longo da superf́ıcie de um material para medir as alterações de corrente

elétrica, revelando assim a densidade dos estados eletrônicos em cada ponto e construindo

uma imagem a partir desses dados.

Figura 4.1: Nanobolha de grafeno vista através de um microscópio de efeito de túnel [5].

4.2 Pseudo campo magnético induzido por deforma-

ções

O grafeno a temperaturas finitas é inevitavelmente ondulado. Como resultado, em

qualquer configuração atômica real, as três ligações de cada átomo com os seus vizinhos

não são equivalentes [21].

Começando com o hamiltoniano sem deformação na rede e usando a aproximação

de primeiros vizinho, temos

H0 = −t
∑

〈i,j〉
(|A, i〉〈B, j|+ h.c) , (4.1)

onde t é o parâmetro de salto e |A, i〉〈B, j| representa o tunelamento de um elétron no

átomo A e célula i, para um átomo B em uma célula unitária j. Considerando deforma-

ções suaves, e levando em consideração que os parâmetros de salto ti, podem ser todos

diferentes, o hamiltoniano (4.1), torna-se

H = H0 −
∑

〈i,j〉
δtij (|A, i〉〈B, j|+ h.c) , (4.2)
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onde δtij é uma pequena variação em relação a t (tij = t + δtij). Fazendo uma transfor-

mação de Fourier para os estados |A, i〉 e |B, j〉, que são dadas por

|A, i〉 = 1√
N

∑

K

|A,K〉eiK·Ri (4.3)

|B, j〉 = 1√
N

∑

K

|B,K〉eiK·Rj , (4.4)

e fazendo a expansão em torno do ponto K (Detalhes no Apêndice A), obtemos o hamil-

toniano

H = σ · (−i~vf∇+A) , (4.5)

onde A = (Ax,Ay) é o potencial vetor.

Da equação (4.5), vemos que distorções na rede interagem com os elétron da mesma

forma que campos magnéticos interagem com eles. Porém os pontos K e K
′

no grafeno

estão ligados por uma simetria de inversão temporal, ou seja, se fizermos uma expansão

em torno do ponto K
′

, vemos que o potencial vetor tem sinal oposto. Logo esse campo

magnético não quebra simetria de inversão temporal [22], e por isso esse ele é chamado

de pseudo campo magnético. Com isso temos

BK = −BK
′ , (4.6)

O próximo passo é relacionar as deformações da rede com os parâmetros de salto

ti (Detalhes no Apêndice B), para isso vamos assumir que os deslocamentos atômicos u

são pequenos em comparação com as distâncias interatômicas a.

No limite do cont́ınuo (teoria da elasticidade), os deslocamentos locais dos átomos

na célula unitária pode ser relacionado com u(r) [21] por

(uA − uB) ∝ (δa · ∇)u(r), (4.7)

de onde obtemos o campo de gauge

Ax =
3

4
βκ (uxx − uyy) , (4.8)

Ay =
3

2
βκuxy, (4.9)
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onde uij é o tensor deformação, que é definido por

uij =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)

, (4.10)

e β é o parâmetro de Grüneisen, ele descreve a dependência do parâmetro de salto do

vizinho mais próximo com a distância interatômica. Este valor situa-se no intervalo β ≈
2− 3 [21].

No âmbito da aproximação de Dirac, uma deformação uniforme não pode abrir um

gap no espectro, mas leva apenas a uma mudança nos pontos dos cones. No entanto, se a

tensão é muito forte e t1, t2 e t3, são essencialmente diferentes, o gap pode ser aberto [21].

Se a tensão não é uniforme o potencial vetor cria, em geral, um pseudo campo

magnético (em unidades de normalização)[21],

evB

c
=
∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y
. (4.11)
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Caṕıtulo 5

Grafeno na presença de um pseudo

campo magnético variável com a

posição

5.1 Introdução

Neste caṕıtulo, apresentaremos nossa contribuição [23] ao estudo de pseudo campo

magnético no grafeno.

Investigamos um gás de elétrons bidimensional no grafeno na presença de dois cam-

pos magnéticos: um constante e um pseudo campo magnético que cai com o inverso do

quadrado da distância. Ambos os campos são perpendiculares a folha de grafeno. Espe-

cificamente investigamos como um pseudo campo magnético não constante que cai com

1/x2, modifica os ńıveis de Landau relativ́ısticos. Essa configuração não é conhecida ex-

perimentalmente, mas ao considerar que é induzido por deformações elásticas no grafeno,

acreditamos que alguém será capaz de implementá-lo em laboratório.

Resolvemos a equação de Dirac de segunda ordem e mostramos que, entre as pos-

śıveis opções para a função de onda , a correta é a que diverge na origem do sistema de

coordenadas. Isto é compat́ıvel com o fato de que a nossa equação diferencial também

diverge na origem. Um importante resultado é que o estado de energia zero, existente nos

ńıveis de Landau relativ́ısticos apenas quando o campo magnético constante ortogonal está

presente, não aparece para um intervalo espećıfico do parâmetro que caracteriza o pseudo

campo magnético. Nós, então, falamos sobre as consequências desses fatos para o efeito



Hall quântico no grafeno e analisamos as mudanças na frequência ćıclotron relativ́ıstica.

5.2 Nı́veis de Landau Relativ́ısticos

Nesta seção, vamos investigar como um pseudo campo magnético variável perpen-

dicular a uma folha de grafeno irá afetar os ńıveis de Landau relativ́ısticos. Como relatado

do caṕıtulo 2, as excitações de baixas energias no grafeno se comportam como férmions

de Dirac sem massa, em vez de elétrons maciços. Estas excitações de baixas energias são

descritas pela equação de Dirac em (2 + 1)− dimensões, isto é,

− ivF (σ · ∇)Ψ(r) = EΨ(r) , (5.1)

onde σ = (σx, σy) são as matrizes de Pauli, Ψ = (ϕ1, ϕ2)
T é um campo espinorial de duas

componentes, a velocidade da luz c foi substitúıda pela velocidade de Fermi (vF ≈ 106

m/s) e o ~ foi fixado igual a um.

Em nossa análise, o pseudo campo magnético variável deve aparecer devido a

tensões sobre a folha de grafeno [24]. Os vales K e K
′

sente um campo efetivo de Ã±A,

onde Ã é devido ao campo magnético real e A é devido ao pseudo campo magnético.

Note que um sinal diferente tem que ser usado para o campo de gauge devido à tensão

nos vales K e K
′

uma vez que tais campos não quebram a simetria de reversão temporal

[25]. Considerando-se o gauge de Landau, temos

Ã± A =

[

Ax = 0, Ay =

(

B0x±
λ

x

)

, Az = 0

]

, (5.2)

onde λ é uma constante. Desta forma, o campo magnético é B =
[
B0 ± λ

x2

]
ẑ. O primeiro

termo campo, B0, corresponde ao campo magnético constante ao longo da direção z

perpendicular ao plano do grafeno.

Considerando os estados eletrônicos em torno do vale K e o acoplamento mı́nimo

para o elétron como −i∇ −→ −i∇+ eA = π, obtemos,

π =

[

px, py + e

(

B0x−
λ

x

)]

. (5.3)

(para o vale K
′

deve-se fazer a mudança λ→ −λ).
O hamiltoniano é dado por

H = vF (σ · π) . (5.4)

30



Escrevendo

σ · π = σxπx + σyπy, (5.5)

usando a equação (5.3) e substituindo p → i∇ e E → i∂t, podemos escrever a equação

(5.1) na forma



ϕ̇1

−ϕ̇2



 =




0 W

Z 0








ϕ1

ϕ2



 , (5.6)

onde

W = −vF∂x + ivF

[

∂y + ie

(

B0x−
λ

x

)]

, (5.7)

e

Z = vF∂x + ivF

[

∂y + ie

(

B0x−
λ

x

)]

. (5.8)

Tomando a derivada no tempo da equação (5.6), podemos escrever a equação de Dirac de

segunda ordem para ϕ1 e ϕ2, isto é,

ϕ̈1 = −WZϕ1, (5.9)

e

ϕ̈2 = −ZWϕ2. (5.10)

Propondo a solução para (5.10) com a forma

ϕ2(r, t) = e−iEtϕ(r), (5.11)

onde ϕ(r) é a parte espacial da componente do spinor ϕ2(r, t), com isso obtemos

E2ϕ(r) =

[

vF∂x + ivF∂y − vF eB0x+ vF e
λ

x

]

×
[

−vF∂x + ivF∂y − vF eB0x+ vF e
λ

x

]

ϕ(r). (5.12)

A equação (5.12) acima fornece

E2ϕ(r) = v2F

[

−∇2 − eB0 − 2e2B0λ+
eλ (eλ− 1)

x2

+2ie
λ

x
∂y − 2ieB0x∂y + e2B2

0x
2
]

ϕ(r). (5.13)

A função de onda pode ser fatorada como f(x)g(y). Desde que o potencial vetor dependa

apenas da coordenada x, os férmions irão se comportar como ondas planas na direção y.

Então, consideramos o ansatz para (5.13) como

ϕ(r) = f(x)eikyy. (5.14)
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Assim chegamos em,

d2f(x)

dx2
+
[

ǫ− eλ (eλ− 1)

x2
+

2ekyλ

x
− 2ekyB0x− e2B2

0x
2
]

f(x) = 0, (5.15)

onde

ǫ =
E2

v2F
− k2y + 2e2B0λ+ eB0. (5.16)

Definindo variáveis adimensionais

χ =
√

e |B0|x, (5.17)

a equação (5.15) muda para

f ′′(χ) +

[

C +
F

χ2
+

D

χ
+ Bχ− χ2

]

f(χ) = 0, (5.18)

onde

B = −2ky
√

1/(e |B0|)
B0

|B0|
,

C =
ǫ

e |B0|
,

D = 2ekyλ
√

1/(e |B0|),

F = −eλ (eλ− 1) . (5.19)

A solução geral desta equação diferencial pode ser obtida utilizando o método de Frobenius

de expansão em série. Uma equação diferencial semelhante foi obtida em [26] e constatou

que

f(χ) = |χ|β e−αχ2−γχHeunB(χ), (5.20)

onde β, α, γ são constantes e HeunB é chamada função biconfluente de Heun [27]. Con-

siderando o módulo na primeira variável em (5.20) uma vez que χ ∈ (−∞,∞) [28]. Após

substituir (5.20) em (5.18), obtemos

f (χ) = C1 |χ|
1

2
(1+

√
1−4F)e−

1

2
(χ2−Bχ)HeunB

(√
1− 4F,B,C +

1

4
B2, 2D,−χ

)

+C2 |χ|
1

2
(1−

√
1−4F)e−

1

2
(χ2−Bχ)HeunB

(

−
√
1− 4F,B,C +

1

4
B2, 2D,−χ

)

, (5.21)

em que C1 e C2 são constantes de normalização. A fim de investigar estados ligados, a

função de onda em geral deve ser quadrado integrável:

∫ ∞

−∞
|f (χ)|2 dχ <∞. (5.22)
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Nós, então, analisamos o comportamento assintótico das soluções para a equação acima,

para χ→ 0± e χ→ ±∞. O termo exponencial garante que

lim
χ→±∞

f (χ) → 0, (5.23)

se a série HeunB reduz a um polinômio de grau n. Não existe mais nenhuma condição a

ser considerada para a função de onda. Mas devemos ter cuidado na escolha da solução

correta para a nossa equação diferencial (5.18), pois ela tem uma singularidade em χ = 0.

Considerando C2 ≡ 0 na equação (5.21), temos

lim
χ→0±

|χ|
1

2
(1+

√
1−4F)e−

1

2
(χ2−Bχ)

×HeunB

(√
1− 4F,B,C +

1

4
B2, 2D,−χ

)

→ 0, (5.24)

que significa que a função de onda é regular na origem (HeunB → 1 com χ → 0 [27]).

Por outro lado se tomarmos C1 ≡ 0, a função de onda (5.21) pode divergir na origem por

causa do termo |χ|(1−
√
1−4F)/2. Dito isto, podemos concluir que a solução compat́ıvel com

o fato de que nossa equação diferencial é singular em χ = 0 deve ser a segunda solução

da equação (5.21), isto é, colocando C1 ≡ 0. Fazendo isso temos

f(χ) = C2 |χ|
1

2
(1−

√
1−4F)e−

1

2
(χ2−Bχ)

×HeunB

(

−
√
1− 4F,B,C +

1

4
B2, 2D,−χ

)

. (5.25)

Caso contrário, obtemos o espectro errado como discutido em [29]. Veremos abaixo que

esta é a única opção que recupera o espectro conhecido para um campo magnético cons-

tante ortogonal, B0. Observe que a divergência na função de onda acontece quando

1

2

(

1−
√
1− 4F

)

< 0. (5.26)

A partir desta última equação, podemos ver na Figura 5.1 que a divergência na função de

onda existe para eλ < 0 e para eλ > 1.

Vamos investigar o comportamento da probabilidade quântica quando χ → 0.

Quando HeunB torna-se um polinômio de grau n, temos

lim
χ→0±

∫

|f (χ)|2 dχ = |C2|2 lim
χ→0±

∫ [

|χ|
1

2
(1−

√
1−4F)

]2

dχ

= constante× |χ|−
√
1−4F+2 . (5.27)

Para evitar divergência nesta equação, temos que impor

−
√
1− 4F + 2 > 0. (5.28)
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Figura 5.1: Este gráfico mostra que a função de onda diverge para eλ < 0 e para eλ > 1.

Na Figura 5.2, está representada a equação (5.28). A figura mostra que o parâmetro eλ

pode assumir qualquer valor real no intervalo (−1/2, 3/2). Este intervalo é obtido a partir

das ráızes da equação (5.28).

Figura 5.2: Este gráfico mostra que existe estados ligados para −1/2 < eλ < 3/2, desde

que a probabilidade quântica não divirja neste intervalo.

Antes de continuar, devemos mencionar que o potencial 1/x2 pode levar ao pro-

blema “queda ao centro” [30]. Para evitar este fenômeno, devemos ter 1 − 4F ≥ 0. Esta
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expressão pode ser colocada em duas formas, (1− 2eλ)2 e (−1 + 2eλ)2. Conclúımos que

as soluções f́ısicas aparecem no intervalo (−1/2, 3/2). Para eλ = 1/2, temos 1− 4F = 0.

Como vimos acima, as funções de onda divergem para eλ < 0 e eλ > 1, isso significa

que as soluções regulares existem para 0 ≤ eλ ≤ 1 e existem soluções irregulares para

−1/2 < eλ < 0 e 1 < eλ < 3/2. Por fim, a série biconfluente de Heun torna-se um

polinômio de grau n quando [31]

C +
1

4
B2 = 2n+ 2−

√
1− 4F, (5.29)

com n = 0, 1, 2, 3....

Colocando E ≡ Eλ
n e substituindo as expressões em (5.19), chegamos em

Eλ
n = ±vF

√
√
√
√2e |B0|

(

n+
1

2
−
√

1 + 4eλ(eλ− 1)

2
− eλ

)

. (5.30)

Note que, para λ = 0, obtemos

E0
n = ±vF

√

2e |B0|n, (5.31)

que são os conhecidos ńıveis de Landau relativ́ısticos para fermions sem massa na presença

de um campo magnético perpendicular e constante. Se tivéssemos escolhido a função de

onda regular na equação (5.21), encontraŕıamos E0
n = ±vF

√

2e |B0| (n+ 1) com λ → 0.

Então, isso corrobora com a nossa afirmação acima de que a solução correta deve ser

aquela que pode mostrar divergência na função de onda na origem. É útil representar

em um gráfico a energia versus o parâmetro eλ, a fim de ver claramente as modificações

introduzidas por este pseudo campo magnético variável.

Como é conhecido, existe um modo de energia zero para n = 0 na equação (5.31).

Na Figura 5.3, representamos (Eλ
0 )

2/2ev2F |B0| para o modo n = 0. A partir do gráfico,

podemos observar que o modo de energia zero não aparece quando 1/2 < eλ < 3/2, pois

para n = 0 os autovalores são imaginários. A energia zero ainda existe para −1/2 < eλ ≤
1/2.

Vamos olhar agora para o efeito Hall quântico anômalo no grafeno para ver a

consequência desse resultado. A condutividade Hall é geralmente dado por σxy = νe2/h,

onde ν é o fator de enchimento (definido como a razão entre o número de cargas e o número

de linhas de fluxo magnético), e é a carga elétrica e h é a constante de Planck. No ponto

de Dirac, ambos elétrons e buracos coexistem na energia zero e existe uma contribuição
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Figura 5.3: Gráfico de g(eλ) = (Eλ
0 )

2/2ev2F |Bo| versus eλ. A partir do gráfico, podemos

ver que o modo zero não existe para certo eλ (os valores próprios são imaginários nesta

região).

finita (e quantizada) para a condutividade transversal dada por ±2e2/h. Em palavras

simples, variando-se a concentração de carga, os platôs de condutividade σxy aparecerão

como uma escada ininterrupta de passos equidistantes [20, 1]. A condutividade Hall no

grafeno é dada por σxy = ±4(e2/h)(n+1/2), onde n é o ı́ndice do ńıvel de Landau e o fator

4 aparece devido a degenerescência do vale e spin. Quando ligamos o campo magnético

variável, o ńıvel zero de Landau, não consegue se desenvolver e os platôs em ν = ±2

colapsam em um único platô em ν = 0 [32]. Em seguida, temos os platôs subsequentes

em ν = ±6 aparecem em ν = ±4, e assim por diante.

Uma análise mais aprofundada sobre o efeito Hall quântico, tendo em conta as

interações elétron-elétron [33, 34, 35], deve ser realizado em um trabalho futuro.

Na Figura 5.4 (esquerda), plotamos os ńıveis de Landau (5.30) versus o parâmetro

eλ para n = 1, 2, 3. As energias diminuem para os valores positivos (buracos) e aumentam

para as energias negativas (elétrons), quando 1/2 < eλ < 3/2, ver Figura 5.4 (direita). O

espectro de energia permanece inalterado para −1/2 < eλ ≤ 1/2. Note que o modo de

energia de n = 1 assume valores reais apenas até eλ = 1.
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Figura 5.4: (figura esquerda) gráfico da energia versus o parâmetro eλ. Como podemos

ver, as energias positivas (buracos) diminuem e as energias negativas (elétrons) aumentam

no itervalo 1/2 < eλ < 3/2. Eles são inalterados quando −1/2 < eλ < 1/2. (figura

direita) gráfico da energia versus
√

2 |eBo| para n = 1, 2, 3. As energias mudam para

valores mais baixos para os buracos (curvas superiores) e valores mais elevados para os

elétrons (curvas inferiores). O caso eλ = 0 corresponde aos ńıveis de Landau relativ́ısticos

para um único campo magnético constante ortogonal.

Estes resultados vão afetar a frequência ćıclotron relativ́ıstica como

ωc = vF
√

(2 |eB0|)

×
(

√

n+ 1 +
1

2
−
√

1 + 4eλ(eλ− 1)

2
− eλ

−

√

n+
1

2
−
√

1 + 4eλ(eλ− 1)

2
− eλ

)

, (5.32)

que está representado na figura (5.5). A partir da figura, vemos que, para n = 1, ωc

aumenta à medida que aumenta o parâmetro eλ no intervalo 1/2 < eλ ≤ 1. Depois

de eλ = 1, a frequência é imaginária. Para n ≥ 2, ωc cresce à medida que aumenta o

parâmetro eλ no intervalo 1/2 < eλ < 3/2 e este efeito é mais forte para menor valores de

n. Então, muitas propriedades f́ısicas no grafeno, que dependem de ωc, serão influenciadas

pela presença do pseudo campo magnético variável aqui considerado. Por exemplo, ele

pode ter algum impacto em problemas que envolvem transições entre ńıveis de Landau

induzidos por radiação externa [36].
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Figura 5.5: (figura esquerda) gráfico da frequência ćıclotron ωc versus eλ. ωc aumenta à

medida que aumenta o parâmetro eλ ∈ (1/2, 3/2). Isso não muda quando −1/2 < eλ ≤
1/2. Este efeito é mais forte para menores valores de n; (figura direita) gráfico de ωc

versus vF
√

2 |eBo| para alguns valores de eλ e para n = 1.

Para as soluções em torno do valeK
′

, nós apenas mudamos λ por −λ. Desta forma,

temos −3/2 < eλ < 1/2. Para n = 0, a energia zero é ausente quando −3/2 < eλ < −1/2.

A energia zero existe se −1/2 ≤ eλ < 1/2, como antes. Conclúımos então que o pseudo

campo magnético dado por 1/x2 não mostra o ńıvel de Landau zero em torno de ambos

os vales, K e K
′

.

Outros problemas devem ser interessantes para investigar as consequências da mo-

dulação espacial sobre os ńıveis de Landau relativ́ısticos, entre eles estão, a versão relati-

v́ıstica dos estados do gato de Schrodinger [37] e o estudo de transições de fases quânticas

[38].
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Caṕıtulo 6

Conclusões e perspectivas futuras

Nesta dissertação estudamos as propriedades eletrônicas do grafeno, sendo este o

primeiro sistema bidimensional observado experimentalmente. Sua estrutura é responsável

por intrigantes propriedades, tais como uma boa condutividade térmica, mecânica, e sendo

o primeiro material onde os elétrons são considerados livres e podem ser modelados como

um sistema fermiônico pela equação de Dirac sem massa em espaço-tempo com (2 +

1) dimensões. A partir deste cenário, introduzimos no nosso modelo o pseudo campo

magnético na folha de grafeno para analisar o comportamento dos elétrons. Este pseudo

campo foi introduzido devido a deformações mecânicas, que com isso, muda o comprimento

das ligações entre átomos, afetando a forma como os elétron se propagam na sua rede

cristalina.

Investigamos como os ńıveis de Landau relativ́ısticos no grafeno são modificados na

presença de um campo magnético perpendicular constante, juntamente com um pseudo

campo magnético ortogonal variando espacialmente. Consideramos este último caindo

como 1/x2. Fomos capazes de estudar este problema analiticamente desde a nossa equação

de Dirac, rendendo uma equação diferencial chamada de equação Equação Biconfluent de

Heun(EBH), cuja solução está bem estabelecida e tem aparecido em muitos contextos [26,

39, 40], ajudando e abordando diferentes problemas f́ısicos analiticamente como fizemos

aqui. Temos observado que em tal campo, dado por 1/x2, o ńıvel de Landau zero em

torno de ambos os vales, K e K
′

deixa de ser observado. A consequência é que um platô

Hall desenvolve um fator de enchimento ν = 0.

Também examinamos a mudança de energia, devido à presença do pseudo campo

magnético variável e investigamos como ele influencia a frequência de ćıclotron relativ́ıs-



tica. Vimos que funções de onda irregulares e funções de onda que não divergem (são

soluções regulares) estão presentes. Observamos que os ńıveis de Landau relativ́ısticos

ficam inalterados quando −1/2 < eλ ≤ 1/2.

Podemos citar que o grafeno sob diferentes campos magnéticos dependente da po-

sição foi investigado teoricamente na referência [41], incluindo um único campo magnético

proporcional a 1/x2. Seria também interessante verifica-los como pseudo campos magné-

ticos combinados com um campo magnético constante, como fizemos aqui. Se qualquer

simulações ou experimentos envolvendo grafeno deixar de observar o ńıvel de Landau zero,

a presença de variados campos pseudo magnéticos devem ser investigados. Outra possi-

bilidade é a presença de defeito topológico em uma folha de grafeno, uma vez que a sua

existência também divide a energia zero [42].

Como perspectivas de novos trabalhos podemos propor novas configurações de

pseudo campo magnético, verificando se existe a possibilidade de abrir o gap entre a

banda de condução e a banda de valência a partir de deformações mecânicas.
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Apêndice A

Modificando os parâmetros de salto

Figura A.1: Célula unitária do grafeno.

Começando com o hamiltoniano sem deformação na rede e usando a aproximação

de primeiros vizinhos, temos

H0 = −t
∑

〈i,j〉
(|A, i〉〈B, j|+ h.c) . (A.1)

Considerando deformações suaves, e levando em consideração que os parâmetros de salto

ti, podem ser todos diferentes, o hamiltoniano (A.1), torna-se

H = H0 −
∑

〈i,j〉
δtij (|A, i〉〈B, j|+ h.c) , (A.2)

onde δtij é uma pequena variação em relação a t (tij = t+ δtij).

Fazendo uma transformada de Fourier para os estados |A, i〉 e |B, j〉, obtemos

|A, i〉 = 1√
N

∑

K

|A,K〉eiK·Ri (A.3)

|B, j〉 = 1√
N

∑

K

|B,K〉eiK·Rj , (A.4)
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e substituindo na equação (A.2), temos

H = H0 −
∑

〈i,j〉
δtij




∑

K

|A,K〉eiK·Ri
1

N

∑

K
′

〈B,K′ |e−iK
′ ·Rj + h.c



 (A.5)

H = H0 −
∑

K,K
′

|A,K〉〈B,K′ | 1
N

∑

〈i,j〉
δtije

i(K·Ri−K
′ ·Rj) + h.c, (A.6)

fazendo a soma em todos i e sobre os seus vizinhos mais próximos

Rj = Ri + δ, (A.7)

podemos escrever a equação (A.6) como

H = H0 −
∑

K,K′

|A,K〉〈B,K′ | 1
N

∑

〈i,δ〉
δti(δ)e

i
[

K·Ri−K
′ ·(Ri+δ)

]

+ h.c (A.8)

H = H0 −
∑

K,K′

|A,K〉〈B,K′ | 1
N

∑

〈i,δ〉
δti(δ)e

i(K−K
′
)·Ri−iK

′ ·δ + h.c. (A.9)

Pegando pequenos valores próximo ao ponto K, como

K = K+ q e K
′

= K+ q
′

, (A.10)

e substituindo na equação (A.9), temos

H ≈ H0 −
∑

q,q′

|A,q〉〈B,q′ | 1
N

∑

〈i,δ〉
δti(δ)e

i(q−q
′
)·Ri−iK·δ e−iq

′ ·δ
︸ ︷︷ ︸

=1

+h.c. (A.11)

Voltando para o espaço real pela transformação

|A, r〉 = 1√
N

∑

q

|A,q〉eiq·R, (A.12)

e fazendo a substituição

δti(δ) → δtδ(r) e
∑

i

→
∫
dr

A
, (A.13)

onde A é a área da célula unitária, obtemos

H = H0 +

∫

dr|A, r〉〈B, r|A(r), (A.14)

onde

A(r) = −
∑

δ

δtδ
A

(r)e−iK·δ. (A.15)
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Podemos escrever (A.14), como

H = H0 +

∫

drA(r)|r,A〉〈r,B|, (A.16)

e temos que A, sempre pode ser escrita como

A(r) = Ax(r)− iAy(r). (A.17)

Com isso obtemos

H = H0 +

∫

dr




0 Ax − iAy

Ax + iAy 0



 , (A.18)

que podemos reescrever como

H = H0 +

∫

dr [σ · A(r)] . (A.19)

Substituindo H0

H =

∫

dr [vfσ · (−i∇) + σ · A(r)] (A.20)

H =

∫

dr [σ · (−ivf∇+A)] . (A.21)

Com isso temos que o hamiltoniano é dado por

H = σ · (−i~vf∇+A) , (A.22)

onde A = (Ax,Ay).
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Apêndice B

Relacionando as modificações dos

parâmetros de salto com as

deformações da rede

Vamos assumir que os deslocamentos atômicos u são pequenos em comparação

com as distâncias interatômicas a = l.

Figura B.1: Rede do grafeno.

Mudanças nos comprimentos das ligações leva a mudanças nas amplitudes de salto,

sendo estas dadas por

δta =

(
∂t

∂a

)

δla com a = 1, 2, 3. (B.1)

A alteração local no comprimento das ligações entre vizinhos pode ser escrita como

δla =
δa
l
· [uA(Ri)− uB(Ri + δa)] , (B.2)

onde uA e uB são vetores para os átomos correspondente e δa é o vetor do vizinho mais

próximo.



No limite do cont́ınuo (teoria da elasticidade), os deslocamentos locais dos átomos

na célula unitária pode ser relacionado com u(r) por

(uA − uB) = κ−1(δa · ∇)u(r), (B.3)

onde κ é uma quantidade adimensional que depende de detalhes microscópicos.

Substituindo (B.3) em (B.2), temos

δla =
1

lκ
δa · [(δa · ∇)u(r)] (B.4)

δla =
1

lκ

∑

i

δai

[
∑

j

δaj
∂

∂xj

]

ui (B.5)

δla =
1

lκ

∑

ij

δaiδaj

[
∂ui
∂xj

]

, (B.6)

e substituindo (B.6) em (B.1), encontramos

δta =
1

lκ

(
∂t

∂a

)
∑

ij

δaiδaj

[
∂ui
∂xj

]

, (B.7)

onde o tensor deformação é definido por

uij =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)

, (B.8)

logo podemos reescrever a equação (B.7) como

δta =
1

lκ

(
∂t

∂a

)
∑

ij

δaiδajuij. (B.9)

Substituindo (B.9) na equação

A(r) = −
3∑

a=1

δta(r)e
−iK·δ (B.10)

encontramos

A(r) = −
∑

δ

1

lκ

(
∂t

∂a

)
∑

ij

δaiδajuij(r)e
−iK·δ (B.11)

A(r) = −
∑

ij

Γijuij(r), (B.12)
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sendo

Γij = − 1

lκ

(
∂t

∂a

)
∑

δ

δaiδaje
−iK·δ, (B.13)

logo temos que

A(r) = tr[Γu]. (B.14)

Encontramos que

Γ =
3

4
βκ(σx − iσy), (B.15)

calculando o traço da equação (B.14), obtemos

A(r) =
3

4
βκ [(uxx − uyy)− 2iuxy] (B.16)

A(r) =
3

4
βκ [(uxx − uyy)x̂− 2iuxyŷ] (B.17)
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