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Albert Einstein



Lista de Figuras

2.1 Diferentes estruturas de carbono geradas a partir do grafeno: fulerenos,
nanotubos e grafite [1]. . . . . . ... Lo Lo
2.2 (a) Estrutura em favo de mel de uma monocamada de grafeno onde os
circulos brancos (pretos) indicam dtomos de carbono A (B). Os vetores a;
e ag sao vetores primitivos da rede de Bravais. O losango sombreado ¢ uma
célula unitéria contendo dois dtomos, um A e um B. (b) As cruzes indicam
pontos da rede de Bravais hexagonal. A estrutura em favo de mel em (a)
compreende a rede de Bravais hexagonal representado em (b), com uma
base de dois d4tomos, um A e um B, em cada ponto da rede [11]. . . . . . .
2.3 A rede reciproca da monocamada de grafeno onde as cruzes indicam os
pontos de rede reciproca, os vetores by e by sao vetores primitivos da rede
reciproca. O hexagono sombreado indica a primeira zona de Brillouin com
I' indicando o centro, e K_ e K, mostrando dois pontos nao equivalentes
(L1]. .
2.4 Representacao dos orbitais atomicos do carbono. . . . . . .. ...
2.5 A estrutura cristalina de uma monocamada de grafeno. Se consideramos
o salto a partir de um sitio A (branco), existem trés sitios adjacentes B

(preto), rotulados por By, By e Bz, com vetores de posicionamento dy, 0o €

2.6 A estrutura de bandas de uma monocamada de grafeno a baixas energias

L1 o

3.1 Representacao esquematica de um experimento Hall. . . . . . . . ... ..

3.2 Grafico da resisténcia Hall cldssica versus o campo magnético [13]. . . . . .

vil



3.3

3.4

3.5

3.6

3.7

4.1

5.1
5.2

2.3

5.4

Esboco do efeito Shubnikov-de Haas. Acima de um valor caracteristico B, ,
a resisténcia longitudinal (cinza) comega a oscilar; a resisténcia Hall (preto)
continua linear em B [13]. . . . . .. . ... Lo 20
Medida experimental evidenciando as caracteristicas do Efeito Hall Quan-
tico: os platos na resisténcia Hall, coincidindo com os zeros na resisténcia
longitudinal [16]. . . . . . .. ..o L 21
Densidade de estados em funcao da energia para valores crescentes do
campo magnético [16]. . . . . ..o Lo 22
Diagrama da densidade de estados alongada de um gas bidimensional de
elétrons na presenca de um campo magnético. . . . . . .. .. ... 23
EHQ para férmions de Dirac sem massa. A condutividade Hall (em verme-

lho) e a resisténcia longitudinal (em verde)[19]. . . . . . . . .. .. ... .. 24
Nanobolha de grafeno vista através de um microscépio de efeito de tinel [5]. 26

Este grafico mostra que a funcao de onda diverge para eA < 0 e para e\ > 1. 34
Este gréfico mostra que existe estados ligados para —1/2 < e\ < 3/2, desde
que a probabilidade quantica nao divirja neste intervalo. . . . . . . . . .. 34
Gréfico de g(e)) = (E})?/2ev% | B,| versus eX. A partir do gréfico, podemos
ver que o modo zero nao existe para certo e\ (os valores préprios sao
imagindrios nesta regido). . . . . . .. ... 36
(figura esquerda) grafico da energia versus o parametro eX. Como podemos
ver, as energias positivas (buracos) diminuem e as energias negativas (elé-
trons) aumentam no itervalo 1/2 < e\ < 3/2. Eles sdo inalterados quando
—1/2 < el < 1/2. (figura direita) grafico da energia versus /2 |eB,| para
n = 1,2,3. As energias mudam para valores mais baixos para os buracos
(curvas superiores) e valores mais elevados para os elétrons (curvas inferi-
ores). O caso e\ = 0 corresponde aos niveis de Landau relativisticos para

um unico campo magnético constante ortogonal. . . . . . ... .00 37

viil



5.5 (figura esquerda) gréfico da frequéncia ciclotron w, versus e\. w, aumenta a
medida que aumenta o parametro e\ € (1/2,3/2). Isso ndo muda quando
—1/2 < e\ < 1/2. Este efeito é mais forte para menores valores de n;

(figura direita) grafico de w, versus vpy/2|eB,| para alguns valores de e\

eparan = 1. . . . . 38
A.1 Célula unitaria do grafeno. . . . . . . . ... 41
B.1 Rededo grafeno. . . . . ... ... .. 44

X



Sumario

Agradecimentos \%
Lista de Figuras ix
Resumo xil
Abstract xiii
1 Introdugao 1
2 Grafeno 3
2.1 HIStOrico . . . . . . . e, 3
2.2  BEstrutura Cristalina . . . . . . . . . ., 4
2.3 Estrutura Eletronica . . . . . . . . . . 6
2.3.1 Modelo Tight-Binding . . . . . . ... ... ... ... ....... 7

2.3.2 Limite de Baixa Energia: Férmions de Dirac . . . . . . . ... .. 11

3 Efeito Hall 14
3.1 Efeito Hall Classico . . . . . . . . . . . . . . 14
3.2 Efeito Hall Quantico Inteiro . . . . . . . .. ... ... ... ... 18
3.2.1 Niveisde Landau . . . . . . . . . . . . 18

3.2.2 Efeito Hall Quantico Inteiro em um gas de elétrons bidimensional

(GE2D) . . . o 20

3.3 Efeito Hall Quantico Inteiro no Grafeno. . . . . . . .. . .. ... .. ... 23

4 Pseudo Campo Magnético no Grafeno 25
4.1 Introducao . . . . . . . .. L 25

4.2 Pseudo campo magnético induzido por deformacgoes . . . . . . . . ... .. 26



5 Grafeno na presenga de um pseudo campo magnético variavel com a

posicao 29
5.1 Introducao . . . . . . . .. 29
5.2 Niveis de Landau Relativisticos . . . . . . . ... ... ... .. ... ... 30
6 Conclusoes e perspectivas futuras 39
A Modificando os parametros de salto 41

B Relacionando as modificagoes dos parametros de salto com as deforma-

coes da rede 44

Referéncias Bibliograficas 47

x1



Resumo

Esse trabalho é dedicado ao estudo de transporte eletronico em sistemas quanticos
de baixa dimensionalidade. Em particular estudamos o grafeno, que é um material for-
mado por uma tnica camada de dtomos de carbono no estado de hibridizacao sp?, que
se apresenta em uma estrutura na forma de hexagonos ou também chamado de “favos de
mel” . Os portadores de carga no grafeno se comportam como particulas relativisticas
sem massa, obedecendo ao hamiltoniano de Dirac, porém com a velocidade da luz subs-
tituida pela velocidade de Fermi (v; ~ 10°m/s). A partir deste contexto, introduzimos
na equagao de Dirac o pseudo campo magnético, sendo este gerado por deformacao me-
canica, alterando o comprimento das ligagoes entre atomos e afetando a forma como os
elétrons se movem de uns para os outros. Investigamos a influéncia de um pseudo campo
magnético variando espacialmente em um géas de elétrons 2D no grafeno, analisando como
este modifica os niveis de Landau relativisticos e qual a influéncia no efeito Hall Quantico
inteiro no grafeno.

Palavras-chave: Grafeno; Niveis de Landau; Pseudo Campo Magnético; Conduti-

vidade Hall.
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Abstract

This work is devoted to the study of eletronic transport in low-dimensional quan-
tum systems. We studied the graphene which is a material formed by a single layer of
carbon atoms in hybridization state sp?, and shows a structure in the form of hexagons,
also called “Honeycomb lattice” . The charge carriers in graphene behave as massless
relativistc particles, obeying the Dirac Hamiltonian. However, the light velocity is repla-
ced by Fermi velocity (vs ~ 10°mn/s). In this context, we introduce the pseudomagnetic
field at Dirac equation, where this field is generated by mechanic strain, which changes
the length of the bonds between atoms and affects the way electrons move in relation to
others. We investigated the influence of a spatially varying pseudo magnetic field in a 2D
electron gas in graphene, analyzing how this field modifies the relativistic Landau levels
and what is its influence on the Quantum Hall Effect in the whole graphene.

Keywords: Graphene; Landau levels; Pseudomagnetic Field; Hall conductivity.
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Capitulo 1

Introducao

O grafeno é um material que vem sendo amplamente investigado tanto do ponto
de vista tedrico, quanto a partir de observacoes experimentais. Consiste basicamente de
uma rede bidimensional hexagonal, constituida apenas por atomos de carbono nos vértices
dos hexagonos que formam a rede. Este material possui caracteristicas peculiares, que o
torna um forte candidato para substituir o silicio. Pode-se ter um maior entendimento
dos nanotubos e fulerenos a partir do estudo do grafeno.

A descoberta experimental deste é recente [1]. No entanto, ele ja era conhecido
teoricamente hé bastante tempo [2]. O desinteresse em obté-lo em laboratdrio se deve, em
partes, as teorias que afirmavam a impossibilidade de obter cristais bidimensionais isola-
dos. Com a demonstracao experimental de que era possivel obté-lo, o grafeno despertou
o interesse da comunidade cientifica. Hoje, um grande nimero de cientistas estao com a
atencao voltada para este material. Os préximos paragrafos referem-se a organizacao da
dissertacao.

No capitulo 2, sera apresentada a estrutura cristalina do grafeno para o qual foi feita
uma revisao do calculo do espectro de energia para os orbitais 7 a partir do modelo “tight
binding” (modelo das ligagoes fortes), onde foi verificada a relacdo de dispersao linear
proximo aos pontos de Dirac. Com base nesta observacao foi apresentada a semelhanca
formal entre as excitagoes presentes no grafeno e os férmions de Dirac. Assim, o sistema é
descrito através da equagao de Dirac sem massa em espago-tempo com (2 + 1) dimensoes.

No capitulo 3, revisamos o Efeito Hall Quantico Inteiro (EHQI), que desde a sua
descoberta, em 1980 [3], até os dias de hoje, tem sido cendrio de discussao de muita fisica

nova e interessante. O conhecimento disponivel em 1980 sobre mecanica quantica e sobre



a fisica de sistemas eletronicos confinados em duas dimensoes (gases de elétrons bidimensi-
onais) ja era bem consolidado, entretanto a quantizagao da resisténcia Hall nao havia sido
prevista e sua observacao experimental foi uma surpresa. O EHQI ocorre quando elétrons
confinados em duas dimensoes sao submetidos a um forte campo magnético perpendicu-
lar ao plano do seu movimento e a um campo elétrico transverso ao campo magnético.
As orbitas dos elétrons sao quantizadas nos chamados niveis de Landau. A relevancia
da descoberta valeu a Klaus von Klitzing o prémio Nobel de fisica do ano de 1985 [4].
Muito se avancou nos ultimos anos sobre o entendimento do EHQI, mas o assunto ainda
tem gerado novas questoes de interesse fundamentais e intenso debate dentro da fisica da
matéria condensada.

O capitulo 4, é destinado ao pseudo campo magnético, que desde a sua descoberta
experimental em 2010 [5] tem chamado a atengao de muitos pesquisadores. A equipe de
cientistas demonstrou que, quando uma camada de grafeno é deformada de maneira a
formar nanobolhas sobre um substrato de platina, os elétrons da mesma comportam-se
como se estivessem sujeitos a campos magnéticos de mais de 300 teslas sem lhes ser apli-
cado nenhum. Este é um efeito fisico completamente novo sem qualquer correspondéncia
em qualquer outro sistema de matéria condensada. Isto deve-se ao fato da alteracao da
tensao mecanica alterar o comprimento das ligacoes entre atomos, afetando a forma como
os elétrons se movem de uns para os outros.

No capitulo 5, foi investigado a influéncia de um pseudo campo magnético variando
espacialmente em géds de elétrons 2D no grafeno, que cai com o inverso do quadrado (1/xz?),
onde também estd presente um campo magnético constante. Resolvemos a equacao de
Dirac de segunda ordem e mostramos que, entre as possiveis op¢oes para a fungao de onda,
a correta é a que diverge na origem do sistema de coordenadas, compativel com o fato
de que a nossa equacao diferencial também diverge na origem. Observamos que o estado
de energia zero, existente nos niveis de Landau relativisticos apenas quando o campo
magnético constante ortogonal estd presente, nao aparece para um intervalo especifico do
parametro que caracteriza o campo magnético variavel.

O capitulo 6, é destinado as conclusoes e perspectivas futuras.



Capitulo 2

Grafeno

2.1 Histdrico

O grafeno despertou grande interesse na comunidade cientifica mundial nos ultimos
anos por diversas razoes. Primeiro, partindo da ideia de que varios materiais baseados
em carbono tais como o fulereno descoberto por Kroto (1985)[6], os nanotubos descoberto
por Tijima (1991)[7], a grafite, sdo derivados do grafeno, ele pode ser considerado como
uma espécie de “bloco” fundamental para a construcao de materiais grafiticos de todas as

outras dimensionalidades. Estas configuracoes podem ser observadas na Figura 2.1.

Figura 2.1: Diferentes estruturas de carbono geradas a partir do grafeno: fulerenos, na-

notubos e grafite [1].

Adicionalmente, ele apresenta propriedades estruturais (tem a maior resisténcia

mecanica entre os materiais [8]), e de transporte tinicas na natureza, podendo ser consi-



derado como o unico sistema realmente bidimensional. Desta forma, o grafeno ganhou o
status de material de grande potencial para o desenvolvimento de novas aplicagoes tecno-
logicas, principalmente como dispositivos eletronicos.

A estrutura do grafeno foi concebida teoricamente ha mais de 60 anos, desde o
estudo da grafite por cristalografia de raio-X [2]. Entretanto, foi somente em 2004 que
o grupo de cientistas liderado pelo professor Andre K. Geim da Manchester University,
Inglaterra, desenvolveu um método para isolar planos de grafeno individuais sobre uma
superficie de 6xido de silicio (Si03) [9]. Eles tiveram sucesso em isolar o grafeno atra-
vés de um processo de esfoliagao mecanica da grafite com uma espécie de fita adesiva,
obtendo desta forma flocos de grafeno com propriedades eletronicas de alta qualidade.
Vérios cientistas acreditavam que nao seria possivel isolar uma camada de grafeno experi-
mentalmente pois seria termodinamicamente instavel. Posteriormente essa argumentacao
foi refutada [10] com base em fortes argumentos experimentais.

O que diferencia o grafeno de todos os materiais descobertos até o momento é
que nos planos do grafeno, os elétrons se movimentam a velocidades extremamente altas,
proximas da velocidade da luz, e se comportam como se fossem particulas com massa

nula, sendo por este motivo chamados de férmions de Dirac sem massa.

2.2 Estrutura Cristalina

O grafeno, uma forma alotrépica do carbono, é uma folha constituida por atomos
de carbono em uma estrutura hexagonal planar bidimensional (2D), formando uma rede
do tipo favo de mel (honeycomb lattice) Figura 2.2(a).

Os atomos do grafeno estao dispostos em uma rede hexagonal, que é usualmente
tratada como duas sub-redes A e B superpostas com uma base de dois atomos por célula
unitdria Figura 2.2(b). Os vetores primitivos da rede de Bravais (ou rede direta) sao dados

por a; e as, que podem ser escritos em coordenadas cartesianas como

a; = (g, @> (S Ag — (g,—@> s (21)
27 2 2 2

onde a = |a;| = |az| = 2.46 angstron é a distancia entre células unitdrias (parametro
de rede). Note que o parametro de rede é diferente do comprimento da ligacao carbono-

carbono a.. = a/\/g = 1.42 angstron.



Figura 2.2: (a) Estrutura em favo de mel de uma monocamada de grafeno onde os cir-
culos brancos (pretos) indicam atomos de carbono A (B). Os vetores a; e az sao vetores
primitivos da rede de Bravais. O losango sombreado é uma célula unitaria contendo dois
atomos, um A e um B. (b) As cruzes indicam pontos da rede de Bravais hexagonal. A
estrutura em favo de mel em (a) compreende a rede de Bravais hexagonal representado

em (b), com uma base de dois 4&tomos, um A e um B, em cada ponto da rede [11].

Os vetores primitivos da rede reciproca by e by Figura 2.3, sao facilmente obtidos

pela relagao a; - by = 2md;;, e sao dados por:

b () (), o

A rede reciproca resultante é mostrada na Figura 2.3, que é uma rede de Bravais hexagonal.

A primeira zona de Brillouin é hexagonal, como indicado pela regiao sombreada na Figura
2.3.

No grafeno, os d4tomos de carbono apresentam hibridizacao do tipo sp?. Ou seja,
ocorre devido a interacao entre um orbital 2s com dois orbitais 2p, que resulta em tres
orbitais hibridos do tipo sp?, restando apenas o orbital 2p. nao hibridizado. Os orbitais
hibridos serao os responsaveis pelas ligacoes do tipo . O elétron que se encontra no
orbital 2p, ira ligar-se a outros por meio de ligacoes m. As ligagoes o estao no plano do

grafeno, ja as ligacoes 7 sao perpendiculares a ele. A Figura 2.4 ilustra esta representacao.



Figura 2.3: A rede reciproca da monocamada de grafeno onde as cruzes indicam os pontos
de rede reciproca, os vetores by e by sao vetores primitivos da rede reciproca. O hexdgono

sombreado indica a primeira zona de Brillouin com I' indicando o centro, e K_ e K,

mostrando dois pontos ndo equivalentes [11].
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Figura 2.4: Representacao dos orbitais atomicos do carbono.

As trés ligagoes covalentes o sao coplanares e separadas por um angulo de 120°, e
sao as responsaveis pelas propriedades mecanicas e elasticas do grafeno, enquanto que as
ligacoes m sao responsaveis pelas propriedades elétricas do grafeno, pois os elétrons nestes
orbitais estao mais fracamente ligados aos atomos e podem assim se locomover na rede

cristalina, respeitando, obviamente, o principio de exclusao de Pauli.

2.3 Estrutura Eletronica

Para o célculo de estrutura de bandas, a aproximacao mais utilizada é o modelo
Tight-Binding. Nesse modelo, considera-se as funcoes de onda dos elétrons como uma
combinacao linear de orbitais atomicos. Usando como base as funcoes de Bloch construi-

das a partir dos orbitais 2p, e levando-se em conta apenas as interagoes entre primeiros



vizinhos (dados pelos vetores 01, d3 e d3) Figura 2.5.

2.3.1 Modelo Tight-Binding

Considerando um cristal arbitrario com invariancia translacional e M orbitais ato-
micos ¢, por célula unitaria, designado pelos indices m = 1...M. Entao, o modelo pode
ser descrito usando as fungées de Bloch ®,,(k,r), que dependem do vetor posigao r e do

vetor de onda k. Que sao dadas por

N
P, (k,r) = \/LN Z eikARmyigbm(r — R, (2.3)
=1

sendo N o nimero de células unitérias, R,,; denota a posicao do orbital m na célula
unitaria .
A funcao de onda eletronica ¥;(k,r) é obtida por uma combinac@o linear das

funcoes de Bloch

M
Ui(k,0) = 1y (k)@ (K, ), (24)
m=1
onde 1, ,,, sdo coeficientes da expansao. As energias E;(k) sao dadas por
(W, | H|¥;)
Ej(k) = o5 (2:5)
! (W55)

onde H ¢ a Hamiltoniana. Minimizando a energia F; em relacao ao coeficiente da expansao

Yj.m, obtemos

onde v¢; ¢ um vetor coluna ¢;-F = (¥j1,%j2, ..., ¥jm). Os elementos da matriz de transfe-

réncia H e sobreposicao S sao definidos por

H o = (®,|H|®w) e S, o= (D0, (2.7)

mm mm

As bandas de energia E; podem ser determinadas a partir da equacao de auto valor (2.6),

resolvendo a equacao

Aqui, vamos delimitar a forma de aplicar o modelo tight-binding ao grafeno. Le-

vando em conta um orbital 2p, por sitio atomico, e como existe dois atomos na célula

7



unitaria da monocamada de grafeno, Fig 2.2, o modelo inclui dois orbitais por célula uni-
taria, rotulados como m = A e m = B (o d4tomo A e o dtomo B estao disposto na rede
de Bravais hexagonal). Agora vou prosseguir para determinar a matriz de transferéncia
H (descreve o salto dos elétrons entre os diferentes dtomos de carbono) e a matriz de
sobreposi¢ao S (descreve a sobreposi¢ao dos orbitais de dtomos diferentes).

Substituindo a expressao da fun¢ao de Bloch (2.3) nas equagbes (2.7), podemos

escrever os elementos das matrizes correspondente a sub-rede A, como

N
Z eik-(RA,ijA,i)«bA(r —_ RA7¢>|H|(Z5A<I' — RA7]')>, (29)

i=1 j=1

1
Haa=

sendo k = (k,, k) o vetor de onda no plano do grafeno. A equagao (2.9) inclui o somatério

duplo sobre todos os sitios A da rede. Se assumirmos que a contribuicao dominante surge

a partir do mesmo local 7 =4 dentro de cada célula unitaria, entao

N
Han~ 1 (6 — Rt ) [ Hloale — Ra). (2.10)
=1

O elemento da matriz (¢p4|H|p4) dentro do somatério tem o mesmo valor em cada sitio

A, isto é, independente do indice do sitio 7. Sendo igual ao parametro

(0a(r = Ra)[H|pa(r — Ras)) = €2, (2.11)

que é igual a energia do orbital 2p,. Assim, mantendo s6 a a contribuicao local, temos
| N
Haa ™ < ;@p = £9p. (2.12)
A sub-rede B tem a mesma estrutura que a sub-rede A, e os d&tomos sao quimica-

mente idénticos. Com isto temos que
HBBIHAA%&“QP. (213)

O célculo dos elementos da diagonal da matriz de superposicao é realizado de
maneira similar ao da matriz de transferéncia. Neste caso, a superposi¢ao de um orbital

2p, no mesmo atomo ¢é igual a unidade.

(Pa(r — Ray)|pa(r —Ray)) = 1. (2.14)



Entao, assumido a contribuigao dominante no mesmo sitio,

Saa = N 2 Z HRATRAD ()4 (r — Ra)|pa(r — Ray)),
| N
N Z Pa(r — Ra;)|a(r —Ray)),
=1
N
1
=21
i=1
= 1. (2.15)
Novamente, como a sub-rede B tem a mesma estrutura que a sub-rede A,
Spp = Saa = 1. (2.16)
Calculando os elementos fora da diagonal, temos que
| NN
Hap = 30 e RmRad(g, (e - Ra)[Hlon(r — Rpy)) . (217)

i=1 j=1
Ele descreve o salto entre as sub-redes A e B, e contém uma soma sobre todos os sitios A
(¢ =1...N) nas posi¢oes R, ; e todos os sitios B (j = 1...N) em Rp ;.

A seguir, vamos assumir que a contribuicao surge somente do salto entre vizinhos
mais proximos. Se concentrarmos em um atomo A, ou seja, se considerarmos um valor
fixo do indice 7, vemos que ele tem trés atomos B vizinhos, Figura 2.5, que vamos rotular
com um novo indice [ (I = 1...3). Com isso podemos reescrever a equagao (2.17) como

sendo
N 3
1 : )
Hap = DS OR e~ B lHlnte ~ ) (219

O elemento de matriz entre dtomos vizinhos, (¢4|H|¢5), tem o mesmo valor independente

dos indices. Na qual serd definido um novo parametro,

—(¢a(r — Ra;)|[H|¢p(r — Rap,)). (2.19)

Entao escreveremos os elementos fora da diagonal como

N 3
1 ik-(Rp;—Ra)
Han =~ 303 e
i=1 [=1
3

- —% D= —tf(K), (2.20)

=1

9



Figura 2.5: A estrutura cristalina de uma monocamada de grafeno. Se consideramos o
salto a partir de um sitio A (branco), existem trés sitios adjacentes B (preto), rotulados

por Bj, By e Bs, com vetores de posicionamento 47, d3 e d3 [11].

com f(k) dado por

3

flk) =S e, (2.21)

1=1
em que o vetor posi¢ao do atomo B relativo ao atomo A; é denotado por 6, = Rp; —Ra,,
e usamos o fato que o somatério ao longo dos trés atomos vizinhos B é o mesmo para
todos os atomos A;.

Para os trés atomos B mostrados na Figura 2.5, os vetores sao dados por

a a a a a
h=(0,—], bo=(=—%], b=—-—=,—=]), 2.22
' ( \/5) i (2 2\/§> ’ ( 2 2\/5) 222)
com |6,] = |82] = |03] = a/V/3.

Substituindo as expressoes (2.22) em (2.21), obtemos

3
flo) = D e,
=1

— eikya/\/g+267ikya/2\/§ Cos<kxa//2>' (223)

O outro elemento da matriz fora da diagonal principal Hg4 é o complexo conjugado de

H 45, logo temos
O calculo dos elementos da matriz de superposicao fora da diagonal principal é

10



obtido de forma semelhante:

N N
Sap = Zzelk Rpi—Rai) (g, (r — Ru,)|op(r — Ra,)),
=1 j=1
o
szezk (Rp,;—Ra,) <¢A(r_RAz)|¢B(I'—RBZ)>
i=1 =1
= sof (k), (2.25)

onde o parametro so = (pa(r — Ra;)|op(r — Rpy)), e Sap = sof(k) e Spa = sof* (k).

2.3.2 Limite de Baixa Energia: Férmions de Dirac

Resumindo os resultados da secao precedente, a matriz de transferéncia H dada
pelas equagoes (2.13) e (2.24) e a matiz de superposigao dada pelas equagoes (2.16) e
(2.25), podem se escritas como

H= K e S= boosftl) ) (2.26)

—tfr(k) ey sof*(k) 1
A energia E pode ser determinada através da resolucao da equagao det(H — ES) = 0,

(2.8):

det == B —rEs)fk) ) (2.27)

—(t + ESO)f*(k) 82p — E
Resolvendo esta equacao para a energia, obtemos

egp £ t]f(K)]
13 sol f(K)[

Usando [11] para os valores dos parametros ¢ = 3.033eV, so = 0.129, e9, = 0. Este

E. = (2.28)

ultimo valor (g, = 0) significa que o zero de energia (energia de Fermi) é configurado
para ser igual a energia do orbital 2p,. A estrutura de banda é mostrada na Figura 2.6
na vizinhanca da zona de Brillouin.

As bandas sao representadas como funcao das componentes do vetor de onda k,
ao longo da linha k, = 0. A estrutura consiste de duas bandas: A banda de condugao
(E4) e a de banda de valéncia (F_). Uma caracteristica interessante da estrutura de
bandas é que nao ha gap entre elas nos cantos da zona de Brillouin, que sao conhecidos

como pontos K, e dois deles, sao nomeados de pontos de Dirac K, e K_. Perto desses

11



Figura 2.6: A estrutura de bandas de uma monocamada de grafeno a baixas energias [11].

pontos, a dispersao é linear e as propriedades eletronicas podem ser descritas por uma
Hamiltoniana semelhante a de Dirac.

O préximo passo é fazer uma expansao em torno dos pontos K, e K_. Serd
introduzido um indice £ = +1, que é 1 para K, e —1 para K_. Usando os vetores by e

b, da rede reciproca Figura 2.3, podemos representar o ponto K, que ¢ dado por

K, = ¢ (%0) | (2.29)

Serd introduzido um momento p que é medido a partir do centro do ponto K,
p = hk — K. (2.30)

Em seguida substituindo na equagao (2.21) e expandido até a primeira ordem de p temos

f(k) _ eipya/\/gh + Qe—ipya/Z\/gh Cos <% + pza> :

3 2h
- ipya _ ipya _1 _ gﬁpxa
N (H\/ﬁh) +2<1 Nﬁh) < 2" an )
. V3a .
~ T on (EP, —ipy) (2.31)

onde p = (ps,py) € p = |p| = (P2 + p2)"/?. Usando esta expressao aproximada para a

funcao f(k), a matriz de transferéncia (2.26) préximo do ponto K¢ torna-se

He = vy | N , (2.32)
Eps + ipy 0



onde foi usado €9, = 0. Os parametros a e t foram combinados em uma velocidade vy
definida como v; = v/3at/(2h) (velocidade de Fermi).

Os valores proprios de energia e auto-estados de H sao dados por

1 1 ,
By = dusp e Yy = 7 oy e/, (2.33)
el

onde =+ refere-se as bandas de conducao e de valéncia, respectivamente. Aqui ¢ é o angulo
polar do momento no plano do grafeno, p = (p,, p,) = p(cos @, sin p).

A dispersao de energia linear dada pela equacao (2.33) é semelhante & dispersao
de energia de particulas relativisticas E* = p*c* + mgc* para my = 0, com a velocidade
de Fermi vy fazendo o papel da velocidade da luz c. Por isso, os portadores de carga no
grafeno podem ser vistos como particulas relativisticas, sem massa. Além disso, devido a
existéncia das duas sub-redes equivalentes - dois atomos por célula unitéria - os portadores
de carga no grafeno sao descritos por funcoes de onda de duas componentes, cada uma
delas relacionada a contribui¢ao de uma das sub-redes.

Em consequéncia do exposto acima, a descrigao pode ser realizada através de uma

equacao como a de Dirac para uma particula livre com massa nula, dada por
—ivp (0 - V)U(r) = EV(r), (2.34)

onde o sao as matrizes de Pauli na representagao do grupo especial unitdrio SU(2). Logo,
os portadores de carga no grafeno sao chamados de férmions de Dirac sem massa ou de

particulas quirais sem massa.
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Capitulo 3

Efeito Hall

3.1 Efeito Hall Classico

O Efeito Hall Classico foi descoberto por Edwin H. Hall em 1879. Este fenomeno
é extremamente importante no estudo da condutividade pois, a partir do coeficiente de
Hall podemos determinar o sinal e a densidade dos portadores de carga em diferentes tipos
de materiais [12]. A geometria bésica de uma medida de Efeito Hall estd esquematizada
na Figura 3.1. Aplica-se um campo magnético B perpendicularmente a superficie de um
material condutor plano. Faz-se passar uma corrente elétrica I ao longo de uma das
dire¢oes da amostra e sao entao medidas duas voltagens caracteristicas. A primeira, V, é
medida ao longo da direcao de passagem da corrente e fornece a resisténcia R do material
(R = V/I). A outra voltagem, Vg, é medida na diregdo perpendicular a passagem da

corrente, como mostra a Figura 3.1 abaixo

B
Ry=n

Figura 3.1: Representacao esquematica de um experimento Hall.



O efeito que Hall observou em 1879 foi que quando um campo magnético é aplicado
perpendicularmente & amostra, surge uma voltagem Vj (voltagem Hall) nesta segunda
direcao, sendo Vg diretamente proporcional a intensidade do campo magnético. A expli-
cagao para este efeito é bem conhecida: na presenca do campo magnético, os elétrons que
se movem na direcao da corrente, sofrem a acao da forca de Lorentz, acumulando-se em
um dos lados da amostra, gerando assim a voltagem V.

Naturalmente, quanto maior B, maior a forca de Lorentz, e maior Vy. A razao
Vi /I é conhecida como Resisténcia Hall (Ry), e esta é também diretamente proporcional
a B. Além disso, observa-se que Vi é maior quanto menor a densidade eletronica (n) no
material. Isso porque, para que menos elétrons gerem a mesma corrente, precisam ser
mais “rapidos” . Uma vez mais rapidos, os elétrons passam a sentir uma forca de Lorentz
maior, criando uma maior voltagem Vy e portanto uma resisténcia Ry maior. Assim, a

expressao classica para Ry é:

Ry=—, (3.1)

onde e representa a carga e n a densidade de carga bidimensional.
Pela equagao (3.1), nota-se que a resisténcia Hall aumenta linearmente com o

aumento do campo magnético Figura 3.2.

Ry

resisténcia Hall

campo magnético B
Figura 3.2: Gréafico da resisténcia Hall cldssica versus o campo magnético [13].

Podemos compreender o efeito Hall classico, utilizando o modelo de Drude que
explica as propriedades de transporte de particulas carregadas negativamente em metais
[14].

A forga que as particulas sentem, ao atravessarem a placa condutora bidimensional,

chama-se forga de Lorentz. Ela é a forca resultante gerada pelo campo magnético e campo
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elétrico [15], dada por:

_dp _

F = i —e(E+ v x B). (3.2)

Porém, tratando do modelo de Drude, temos que levar em consideracao um tempo de
relaxacao (7) para o movimento independente das particulas que colidem com os fons da

rede, com isso a forca é modificada para:

dp P P

F=—=—-¢E+—xB)— =, (3.3)
dt m* T

onde E e B sao os campos elétrico e magnético, e é a carga da particula em movimento

(elétrons) e m* é sua massa efetiva.

Com o passar do tempo, as cargas se acumularao nas bordas (devido a forga mag-
nética) de modo que, devido a forga gerada pelo campo elétrico transversal, estas cargas
serao repelidas. Entao, o vetor forga elétrica se anulara com o vetor forga magnética, o que

dp __

implica em % = 0. Com isso, para elétrons em duas dimensoes (2D), temos p = (ps, py)

e logo podemos reescrever a equagao (3.3) como:

B -
B, = ——p, b=

m T

eB P
E, = — — 3.4
CLuy m*]) ~ (3.4)

Sabemos que o campo magnético estd na dire¢ao z e que a frequéncia ciclotron (frequéncia

angular) é a dada por w, = &, pois particulas carregadas circulam exatamente com essa

m*

frequéncia em um determinado tipo de acelerador, o ciclotron. A condutividade de Drude

, . 2 . . ~
¢ escrita como sendo oy = "<, Substituindo estas duas equacoes em (3.4), obtemos:

ooE, = —enp—m* — enp—y*(wcT) (3.5)
m m
e
Pz Py
E, = —en—(w.T) — . 3.6
oo E, en— (weT) en—. (3.6)
Em termos da densidade de corrente j = —en-2 e sabendo-se que E = pj, podemos

escrever o tensor resistividade

p=0 = — = — , (37)
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onde, na expressao acima, introduzimos a mobilidade (1 = £%), sendo este um termo

que caracteriza a intensidade do movimento dos portadores de carga através de metais e
semicondutores devido a um dado campo elétrico aplicado.

A partir das expressoes acima, para a resistividade Hall temos

. B * B
pp=2L e 2 (3.8)
o) m* nesT en

Temos ainda que o tensor condutividade é obtido da resistividade, dado pela matriz inversa

oL —0g
oc=p'= : (3.9)

OH or,
onde a condutividade longitudinal é dada por o, = M’—OQTQ) e a condutividade Hall
oy = % No limite tedrico do desaparecimento de impurezas, ou seja, o limite

em que w,7 — 0o (tempos de espalhamento muito longos), os tensores resistividade e

condutividade sao [13]

0 B
o= en (3.10)
_g 0
(§]
0 —e
o= B, (3.11)
2 0

Quanto a relacao entre a resistividade e a resisténcia, sabemos que R = p% sendo A a
area da segao transversal de um material condutor. Porém, como estamos tratando de

um material bidimensional, entao a dimensao de area passa a ser de comprimento, logo
R~ p. (3.12)

Logo, em um sistema bidimensional, a resisténcia Hall equivale a resistividade Hall.
Uma das mais importantes aplicacoes praticas para o efeito Hall é na medida
de campos magnéticos. Em uma pequena barra de semicondutor, percorrido por uma
dada corrente elétrica aplicamos um campo magnético cuja intensidade desejamos medir.
Entao, o valor da tensao que aparece transversalmente na barra fornece uma medida direta

do campo magnético.
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3.2 Efeito Hall Quantico Inteiro

Neste se¢ao, faremos uma breve revisao acerca dos principais topicos para compre-
ender o Efeito Hall Quantico Inteiro (EHQI). Primeiramente, faremos uma abordagem
tratando dos Niveis de Landau e, em seguida, trataremos do Efeito Hall Quantico Inteiro,

sendo este bem definido pelos niveis de Landau.

3.2.1 Niveis de Landau

Consideremos uma particula carregada eletricamente movendo-se na presenca de
um campo magnético uniforme perpendicular a esse movimento. Essa particula descrevera
um movimento orbital ciclico possuindo valores discretos de energia chamados niveis de
Landau. Sao esses niveis que determinam o comportamento dos elétrons em um campo
magnético intenso.

O Hamiltoniano H para uma particula livre é dado por

=2 (3.13)

- 2m
onde p é o momento e m a massa da particula. Consideremos entao essa particula
movendo-se em um plano xy e com um campo magnético aplicado no eixo z (perpen-
dicular ao plano).
O campo magnético na qual essa particula vai interagir é dado pelo acoplamento

minimo
p — II=p+eA(r), (3.14)

em que A(r) é o potencial vetor (B = V x A(r)) e e, a carga da particula. Com isso o

Hamiltoniano (3.13) pode ser escrito como

= (p+eA(r))”. (3.15)

om
Consideremos o comutador do momento
(1L, y] = [p, + eA,(r), py, + €Ay (r)] = (3.16)

[Pas Py) + [Pas €Ay (1)) + [eAa(r), py] + [eAu(r), Ay (r)].

As relagoes de comutagao para duas dimensoes sao dadas por

[z, pa) = [y, py] = i e [z, py] = [y, P2] = [Pa, 2y = [2,9] = 0, (3.17)
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onde r = (z,y) e 0 momento candnico p = (p, py)-
Utilizando (3.17) e pela propriedade [p;, G(x)] = —ih9<, (3.16) torna-se

2
[, 11, = —ieh (% _ 31495) = —ieh(V x A), = _i% )
B

e (3.18)

Onde foi introduzido o termo comprimento magnético que é a escala de comprimento

fundamental na presenca de um campo magnético

Ip = \/g . (3.19)

Lembrando das relacoes da Mecanica Quantica para os operadores escada

mw ip + mw ip
¢ V 2k (x mw) ¢ ¢ V' 2h <x+ mw) (3:20)

Utilizando a equagao (3.18) na equagao dos operadores escada, obtemos

ly
= — (I, — I T =
a \/§h( ill,) e a

Pela relacdo de comutacao [a,a] = 1, temos

B

511, +iIL,). (3.21)

h h
II, = a' +a e II, = al —a). 3.22
ol +a) v= (=) (3:22)
Para nossa definicao de momento, o Hamiltoniano sera
1
H=—(2,113) . 3.23
S (2. 112) (323
Substituindo (3.22) na equacao (3.23), temos
h2
H = > [(@")? +d'a+ ad” + a® — ((al)? — ala — aa® + a?)]
dml;
h? h? 1
= leg (CLTG + CLCLT) = m_lg (GTCL + 5)
h? 1
_ t, 1 3.24
e (a a+ 2) , (3.24)
onde sabemos que
a'aln >=nln > (3.25)
comn =0,1,2,.... Entao,
1

Onde foi usada a frequéncia ciclotron que ¢ dada por w, = hi/mi%. Usando H | n >= E,, |

n >, obtemos

E, = hw, (n + 1) . (3.27)



3.2.2 Efeito Hall Quantico Inteiro em um gas de elétrons bidi-

mensional (GE2D)

A primeira indicacao da relevancia de efeitos quanticos em medidas de trans-
porte eletronico em duas dimensoes foi apresentada em 1930, com a descoberta do efeito
Shubnikov-de Haas [13]. Ao passo que a teoria cldssica prevé que a resisténcia longitudi-
nal seja independente do campo de indugao magnética, Shubnikov e de Haas observaram
que, acima de um valor caracteristico, a resisténcia longitudinal oscila como funcao de B,

como representado na Figura 3.3.

Hall resistance
Iongitudlna[ resistance
|
/
S~

magnetic field B

Figura 3.3: Esbogo do efeito Shubnikov-de Haas. Acima de um valor caracteristico B, , a

resisténcia longitudinal (cinza) comeca a oscilar; a resisténcia Hall (preto) continua linear

em B [13].

Uma manifestacao ainda mais marcante de efeitos quanticos nas propriedades de
transporte de um gas de elétrons bidimensional (GE2D) foi a descoberta em 1980, do
efeito Hall quantico inteiro (EHQI) (Quantizacao da resisténcia Hall [3]).

O efeito Hall quantico inteiro é caracterizado pelo aparecimento de uma sequéncia
de platos nas medidas de resisténcia transversal (Ry) de um gas de elétrons bidimensi-
onal em funcao do campo magnético B aplicado. Os valores dos platos nas medidas de

resisténcia de Hall em funcao do campo aplicado podem ser expressos por:

1
Ry = — = ~25.8128kQ, (3.28)
ve 1%

onde h é a constante de Plank, e é a carga do elétron e v é chamado fator de preenchimento

(definido como a razao entre o nimero de cargas e o nimero de linhas de fluxo magnético),

leva apenas valores inteiros e indica o nimero de niveis de Landau totalmente preenchido.

20



A Figura 3.4 mostra resultados experimentais com medidas do Efeito Hall Quantico, onde

os platos estao muito bem definidos.

T=300mK
12 -6

10

R, (kQ)

N R O

B(T)

Figura 3.4: Medida experimental evidenciando as caracteristicas do Efeito Hall Quantico:

os platos na resisténcia Hall, coincidindo com os zeros na resisténcia longitudinal [16].

E possivel notar claramente os platos na resisténcia transversal (Hall), bem como a
resisténcia longitudinal indo a zero nessas regioes. Outro fato interessante que surge desse
resultado se apresenta na regiao de baixo campo, onde é possivel observar a transicao do
limite cldssico para o regime quantico.

Para deduzir a equagao (3.28), temos que a energia cinética do elétron em um

sistema bidimensional é dada pela seguinte equacgao

h\?% 1
27 2m

onde k, e k, sao nimeros de onda do elétron.

E = {2+ Kk}, (3.29)

O numero de estados, N, abaixo da energia de Fermi, £y ¢ dado por

N(B) = 2% il (3.30)

onde S, é a drea no espaco k.

A densidade de estados, D (E), é

AN(E) 2mm
b(E) = djsf): h

(3.31)

Onde vemos que, em um sistema bidimensional, a densidade de estados é constante com

a energia cinética dos elétrons Figura 3.5.
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Aumento de B

(a)

B=0

(c)

Densidade de Estados

Figura 3.5: Densidade de estados em funcao da energia para valores crescentes do campo

magnético [16].

Como foi Mostrado, a energia cinética em um campo magnético B, é quantizada
conforme os niveis de Landau, devido ao movimento ciclotron. Entao, niveis de energia em
um sistema bidimensional sao discretos em um campo magnético. A energia de separagao
entre os niveis de Landau é dada pela energia ciclotron (h/27)w,.. O nimero de estados

por unidade de area em cada nivel de Landau, Ny, é

(D EEE) @) e

A condicao para baixas temperaturas e altos campos magnéticos de modo que o

gap de energia entre os niveis de Landau seja mais distante da energia de excitacao térmica
Figura 3.5 é

h
(2—> we >> kT, (3.33)

™

onde kg é a constante de Boltzman e T é a temperatura.
Quando o tltimo nivel de Landau é totalmente preenchido abaixo do nivel de Fermi,

eles estao totalmente preenchido com veB/h elétrons e a resisténcia Hall é dada por

B B h
RH - BNS - [e(uiB)] == E (334)

Onde N; é o nimero de elétrons. Assim, temos a quntizagao da resisténcia Hall, equacgao
(3.28).
Para explicar o plato do efeito Hall, nés precisamos dos conceitos de estados loca-

lizados e estados estendidos ou deslocalizados [17].
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O fenomeno de que entre dois niveis de Landau a resisténcia de Hall tem valor fixo,
e a resisténcia logitudinal tem valor nulo, implica a existéncia de estados localizados nessa
regiao. Devido a presenca de impurezas, o perfil da densidade de estados de um sistema
bidimensional evolui de um sistema de niveis de Landau estreito e fino para um espectro
de niveis mais alargados, como pode ser observado na Figura 3.6. Nesse novo espectro
de niveis existem estados localizados e estados estendidos. Somente os estados estendidos

podem contribuir para a corrente elétrica em temperatura zero.

\\ —
Estados localizados ™ —
Estados deslocalizados ﬁ
Estados localizados_ .
————
-
. F
Estados localizados -
. Bstados deslocalizados 1) P
Estados localizados T
o,
—
Estados localizados ™ —
| Estados deslocalizados ),, e
Estados localizados -
/ T

Figura 3.6: Diagrama da densidade de estados alongada de um gés bidimensional de

elétrons na presenca de um campo magnético.

A existéncia de estados localizados explica o aparecimento dos platos na resisténcia
de Hall. Quando o nivel de Fermi se encontra dentro de uma regiao de existéncia de estado
localizados, ocorre a aparicao de um minimo nas oscilagoes-de Haas e a existéncia de um

plato quantico na resisténcia de Hall.

3.3 Efeito Hall Quantico Inteiro no Grafeno

Vimos na secao anterior que quando os elétrons estao presos em um sistema bi-
dimensional sob a acao de um campo magnético perpendicular ao plano de movimento
dos mesmos, a energia do elétron é quantizada, ou seja, a energia do sistema se desdobra
em niveis discretos conhecidos como niveis de Landau: FE, = hAw, (n + %), onde n é um

ndmero inteiro e w, = % a frequéncia ciclotron.
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Sempre que a energia de Fermi situa-se entre dois niveis de Landau, a resisténcia
longitudinal exibe um minimo e a resisténcia Hall torna-se constante. Os valores para os

e

platos de condutividade sao dados por o,y = 5

A estrutura de banda do grafeno leva a uma diferente quantizacao da energia em

um campo magnético. As energias dos niveis de Landau no grafeno sao dadas por
E, = tv;V2ehBn, (3.35)

onde vy é a velocidade de Fermi. A diferenca mais importante em relacao ao caso do
(GE2D) é a existéncia de um estado de energia zero, compartilhado entre elétrons e
buracos. Isto leva a uma mudanca na sequéncia dos platos de condutividade Hall, que
assumem os valores

2 1
Oay = :|:4% (n + 5) , (3.36)

onde n é o indice do nivel de Landau e o fator 4 é originado da degenerescéncia do vale
e de spin. A Figura 3.7 mostra o efeito Hall quantico em uma amostra de grafeno. O
fator adicional de 1/2 na equacdo (3.36) pode ser entendido como a expressao induzida
pela fase de Berry adicional que os elétrons, devido a sua natureza quiral, adquirem ao

completar uma 6rbita [18].

0, (4e?/h)
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Figura 3.7: EHQ para férmions de Dirac sem massa. A condutividade Hall (em vermelho)

e a resisténcia longitudinal (em verde)[19].
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Capitulo 4

Pseudo Campo Magnético no

Grafeno

4.1 Introducao

H& mais de 100 anos que se vem expondo diferentes materiais a campos magnéticos
para perceber a forma como os seus elétrons se comportam, mas é impossivel manter um
campo magnético tremendamente forte em laboratério. O recorde até ao momento era de
85 teslas durante um periodo de alguns milésimos de segundo.

O grafeno, o material de um dtomo de espessura composto de dtomos de carbono
em uma estrutura de favo de mel, ja produziu uma longa lista de surpresas experimentais
[1] [19] [20]. Os pesquisadores da ref. [5] relataram a criagdo de pseudo campos magné-
ticos muito mais fortes do que os mais fortes campos magnéticos ja produzidos em um
laboratoério, apenas colocando o tipo certo de deformacao em um folha de grafeno.

A equipe coordenada pelo fisico Francisco Guinea, do Instituto de Ciencia de Ma-
teriales de Madrid (Espanha), tinha previsto no inicio de 2010 que se uma camada de
grafeno fosse esticada ao longo das suas trés direcoes cristalograficas principais comecaria
a agir como se estivesse num campo magnético uniforme. Isto dever-se-ia ao fato da al-
teracao da tensao mecanica alterar o comprimento das ligacoes entre atomos, afetando a
forma como os elétrons se movem de uns para os outros.

A teoria foi confirmada apds a equipa de Crommie [5] ter usado um microscépio de
efeito de tinel para estudar flocos de grafeno sobre um substrato de platina Figura 4.1. O

microscopio em questao funciona através do uso de uma sonda em forma de agulha muito



fina que passa ao longo da superficie de um material para medir as alteracoes de corrente
elétrica, revelando assim a densidade dos estados eletronicos em cada ponto e construindo

uma imagem a partir desses dados.

Figura 4.1: Nanobolha de grafeno vista através de um microscopio de efeito de tunel [5].

4.2 Pseudo campo magnético induzido por deforma-
coes

O grafeno a temperaturas finitas é inevitavelmente ondulado. Como resultado, em
qualquer configuracao atomica real, as trés ligagoes de cada atomo com os seus vizinhos
nao sao equivalentes [21].

Comecando com o hamiltoniano sem deformacao na rede e usando a aproximacao

de primeiros vizinho, temos

Hy=—tY (JAi)(B,j|+h.c), (4.1)
(,9)

onde t é o parametro de salto e |A,i)(B, j| representa o tunelamento de um elétron no
atomo A e célula 7, para um atomo B em uma célula unitaria j. Considerando deforma-
coes suaves, e levando em consideracao que os parametros de salto t;, podem ser todos

diferentes, o hamiltoniano (4.1), torna-se

H = Hy—Y 6t (|A,i)(B,j| + hc), (4.2)
(6,3)
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onde dt;; é uma pequena variagdo em relagdo a t (t;; = t + dt;;). Fazendo uma transfor-

magao de Fourier para os estados |A, ) e | B, j), que sdao dadas por

. 1 KR
[A) = = 3 1A K™ (4.3)
K

. 1 KR,
‘B,]>:—NZ|B,K>6KR], (44)
K

e fazendo a expans@o em torno do ponto K (Detalhes no Apéndice A), obtemos o hamil-

toniano
H=0- (—ihva +A), (4.5)

onde A = (A,, A,) é o potencial vetor.

Da equacao (4.5), vemos que distor¢oes na rede interagem com os elétron da mesma

. . , ’
forma que campos magnéticos interagem com eles. Porém os pontos K e K no grafeno
estao ligados por uma simetria de inversao temporal, ou seja, se fizermos uma expansao
! . .

em torno do ponto K, vemos que o potencial vetor tem sinal oposto. Logo esse campo
magnético nao quebra simetria de inversao temporal [22], e por isso esse ele é chamado

de pseudo campo magnético. Com isso temos
By = —By, (4.6)

O proximo passo € relacionar as deformagoes da rede com os parametros de salto
t; (Detalhes no Apéndice B), para isso vamos assumir que os deslocamentos atomicos u
sao pequenos em comparacao com as distancias interatomicas a.

No limite do continuo (teoria da elasticidade), os deslocamentos locais dos atomos

na célula unitdria pode ser relacionado com u(r) [21] por
(ug —up) x (0, - V)u(r), (4.7)

de onde obtemos o campo de gauge

3

Ay = Zﬁ’f (Uaz — Uyy) , (4.8)
3
Ay = §ﬁmuxy, (49)
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onde u;; é o tensor deformacao, que é definido por

1 8u1 an

e [/ é o parametro de Griineisen, ele descreve a dependéncia do parametro de salto do

vizinho mais préximo com a distancia interatomica. Este valor situa-se no intervalo § =~
2 — 3 [21].
No ambito da aproximacao de Dirac, uma deformacao uniforme nao pode abrir um
gap no espectro, mas leva apenas a uma mudanca nos pontos dos cones. No entanto, se a
tensao é muito forte e tq, 5 e t3, sdo essencialmente diferentes, o gap pode ser aberto [21].
Se a tensao nao é uniforme o potencial vetor cria, em geral, um pseudo campo

magnético (em unidades de normalizacao)|21],

evB 04, 0A,
= — . 4.11
c ox dy (4-11)
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Capitulo 5

Grafeno na presenca de um pseudo
campo magnético variavel com a

posicao

5.1 Introducao

Neste capitulo, apresentaremos nossa contribuicao [23] ao estudo de pseudo campo
magnético no grafeno.

Investigamos um gas de elétrons bidimensional no grafeno na presenca de dois cam-
pos magnéticos: um constante e um pseudo campo magnético que cai com o inverso do
quadrado da distancia. Ambos os campos sao perpendiculares a folha de grafeno. Espe-
cificamente investigamos como um pseudo campo magnético nao constante que cai com
1/22, modifica os niveis de Landau relativisticos. Essa configuracio nao ¢ conhecida ex-
perimentalmente, mas ao considerar que é induzido por deformagoes elasticas no grafeno,
acreditamos que alguém serd capaz de implementéa-lo em laboratorio.

Resolvemos a equacao de Dirac de segunda ordem e mostramos que, entre as pos-
siveis opcgoes para a funcao de onda , a correta é a que diverge na origem do sistema de
coordenadas. Isto é compativel com o fato de que a nossa equacao diferencial também
diverge na origem. Um importante resultado é que o estado de energia zero, existente nos
niveis de Landau relativisticos apenas quando o campo magnético constante ortogonal esta
presente, nao aparece para um intervalo especifico do parametro que caracteriza o pseudo

campo magnético. Nés, entao, falamos sobre as consequéncias desses fatos para o efeito



Hall quantico no grafeno e analisamos as mudangas na frequéncia ciclotron relativistica.

5.2 Niveis de Landau Relativisticos

Nesta se¢ao, vamos investigar como um pseudo campo magnético variavel perpen-
dicular a uma folha de grafeno ird afetar os niveis de Landau relativisticos. Como relatado
do capitulo 2, as excitacoes de baixas energias no grafeno se comportam como férmions
de Dirac sem massa, em vez de elétrons macicos. Estas excitagoes de baixas energias sao

descritas pela equagao de Dirac em (2 + 1)— dimensdes, isto é,
—ivp (0 - V)U(r) = EV(r), (5.1)

onde o = (0., 0,) sao as matrizes de Pauli, ¥ = (1, p2)” é um campo espinorial de duas
componentes, a velocidade da luz ¢ foi substituida pela velocidade de Fermi (vp = 10°
m/s) e o h foi fixado igual a um.

Em nossa andlise, o pseudo campo magnético varidvel deve aparecer devido a
tensdes sobre a folha de grafeno [24]. Os vales K e K’ sente um campo efetivo de A + A,
onde A ¢ devido ao campo magnético real e A é devido ao pseudo campo magnético.
Note que um sinal diferente tem que ser usado para o campo de gauge devido a tensao
nos vales K ¢ K uma vez que tais campos nao quebram a simetria de reversao temporal

[25]. Considerando-se o gauge de Landau, temos
- A
A:I:A:{Ax:(),Ay:(BO:U:I:—),AZ:O} : (5.2)
T

onde A é uma constante. Desta forma, o campo magnético ¢ B = [BO + r%} Z. O primeiro
termo campo, By, corresponde ao campo magnético constante ao longo da direcao z
perpendicular ao plano do grafeno.

Considerando os estados eletronicos em torno do vale K e o acoplamento minimo

para o elétron como —iV — —iV + eA = 7, obtemos,

_— {px,py be <Box _ %)} | (5.3)

(para o vale K deve-se fazer a mudanca A\ — —)\).

O hamiltoniano é dado por

H=vp(o-m). (5.4)
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Escrevendo

0T = 0,y + Oy, (5.5)

usando a equagao (5.3) e substituindo p — iV e E — i0;, podemos escrever a equagao

(5.1) na forma

; 0o w
)= . (5.6)
—¥2 Z 0 ©2
onde
A
W = —vpd, + ivp {@J + ie (BO:E — E)} , (5.7)
e
) ) A
Z = vp0y + tup [81, +ie (Box — E)] ) (5.8)

Tomando a derivada no tempo da equagao (5.6), podemos escrever a equagao de Dirac de

segunda ordem para ; e @9, isto é,

o1 = —WZyy, (5.9)

Propondo a solu¢ao para (5.10) com a forma

—iEt

wo(r,t) = e *o(r), (5.11)

onde p(r) é a parte espacial da componente do spinor ¢,(r, ), com isso obtemos
2 : A
E“p(r) = |vp0y + ivp0, — vpeBor + vpe—
x
. A
X | —vp0y + 1wp0, — vpeBox + vpe—| ¢(r). (5.12)
x

A equagao (5.12) acima fornece

el (e —1)

E2p(r) = v [ — V? — eBy — 26" Bo\ +

A
+2ie—0, — 2ieByx0, + engxQ] o(r). (5.13)
T

A funcao de onda pode ser fatorada como f(x)g(y). Desde que o potencial vetor dependa
apenas da coordenada x, os férmions irdo se comportar como ondas planas na direcao y.

Entao, consideramos o ansatz para (5.13) como

o(r) = f(x)e™v. (5.14)



Assim chegamos em,

d> Aled—1 2ek, A\
dfx(Q@ + [6 _— (er ) + exy — 2ek, Box — e2ng2] f(z) =0, (5.15)
onde
E? 2
€ = U_2 - k’y + 2e B())\ + €B0. (516)
F

Definindo varidveis adimensionais

X =+ve|Blz, (5.17)

a equacao (5.15) muda para

9 F D
f(x) + C+?+;+BX—X2 fx) =0, (5.18)
onde
B
B = -2k, 1/(6|Bo|)ﬁ,
€
C =
e | Byl
D = 2ek,A\\/1/(e|Byl),
= —e(eA—1). (5.19)

A solucgao geral desta equagao diferencial pode ser obtida utilizando o método de Frobenius
de expansao em série. Uma equagao diferencial semelhante foi obtida em [26] e constatou
que

F(0) = x| e " HeunB(x), (5.20)

onde 3, a, v sao constantes e HeunB é chamada fun¢ao biconfluente de Heun [27]. Con-
siderando o mddulo na primeira varidavel em (5.20) uma vez que x € (—o00,00) [28]. Apds

substituir (5.20) em (5.18), obtemos
1 AT 2 1
f(x) =0 |X|§(1+ 1*4F)e_%(x ~BX)HeunB (\/1 —4F B, C+ ZBQ’ 2D, —X)
1 1
+ Oy |2V ) o= (C-BY) HeunB <—\/1 —4F,B,C + ZBQ, 2D, —x) . (5.21)

em que C; e (5 sao constantes de normalizacao. A fim de investigar estados ligados, a

funcao de onda em geral deve ser quadrado integravel:

/ T 0P dx < oo (5.22)

—00
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Nos, entao, analisamos o comportamento assintotico das solugoes para a equacao acima,

para Y — 0% e y — £o00. O termo exponencial garante que

lim f(x)—0, (5.23)

x—+o0
se a série HeunB reduz a um polinomio de grau n. Nao existe mais nenhuma condicao a
ser considerada para a funcao de onda. Mas devemos ter cuidado na escolha da solucao
correta para a nossa equagao diferencial (5.18), pois ela tem uma singularidade em y = 0.

Considerando Cy = 0 na equagao (5.21), temos

lim [y |2 (HHVI7IF) o3 (¢ -B)

x—0E
1
xHeunB <\/1 —4F,B,C + 1 B2, 2D, —x) -0, (5.24)

que significa que a fun¢ao de onda é regular na origem (HeunB — 1 com x — 0 [27]).
Por outro lado se tomarmos C; = 0, a fungao de onda (5.21) pode divergir na origem por

1-VI—AF)/2 1y - . ~ .
)/ . Dito isto, podemos concluir que a solugao compativel com

causa do termo |X|<
o fato de que nossa equagao diferencial é singular em y = 0 deve ser a segunda solucao

da equagao (5.21), isto é, colocando C; = 0. Fazendo isso temos
F(x) = Co[x [P0V md ()

1
x HeunB (—\/1 —4F,B,C+ 1 B2 2D, —x> . (5.25)

Caso contrério, obtemos o espectro errado como discutido em [29]. Veremos abaixo que
esta é a Unica opgao que recupera o espectro conhecido para um campo magnético cons-

tante ortogonal, By. Observe que a divergéncia na fungao de onda acontece quando

% (1 V= 4F) <0. (5.26)

A partir desta tltima equagao, podemos ver na Figura 5.1 que a divergéncia na fungao de
onda existe para e\ < 0 e para e\ > 1.
Vamos investigar o comportamento da probabilidade quantica quando y — 0.

Quando HeunB torna-se um polinémio de grau n, temos

1/ 2
iim, [1F 0P de =[Gl i [ [P0 ay
x—0

x—0%

= constante x || V' (5.27)

Para evitar divergéncia nesta equacao, temos que impor
—V1—-4F+2>0. (5.28)
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-4

——f(eh) = 3 TFEAA—T) + 5

Figura 5.1: Este grafico mostra que a funcao de onda diverge para eX < 0 e para e\ > 1.

Na Figura 5.2, esté representada a equacao (5.28). A figura mostra que o parametro e\
pode assumir qualquer valor real no intervalo (—1/2,3/2). Este intervalo é obtido a partir

das raizes da equacao (5.28).

eA

f(ed)

-8

|_f(el) =-J1+4elled—1) +2|

Figura 5.2: Este grafico mostra que existe estados ligados para —1/2 < e\ < 3/2, desde

que a probabilidade quantica nao divirja neste intervalo.

Antes de continuar, devemos mencionar que o potencial 1/z* pode levar ao pro-

blema “queda ao centro” [30]. Para evitar este fenomeno, devemos ter 1 —4F > 0. Esta
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expressao pode ser colocada em duas formas, (1 —2e))? e (—1 + 2e\)?. Concluimos que
as solugoes fisicas aparecem no intervalo (—1/2,3/2). Para eX = 1/2, temos 1 — 4F = 0.
Como vimos acima, as fungoes de onda divergem para eA < 0 e e\ > 1, isso significa
que as solugoes regulares existem para 0 < el < 1 e existem solugoes irregulares para
—1/2 <eX < 0el < el < 3/2. Por fim, a série biconfluente de Heun torna-se um

polinémio de grau n quando [31]
1
C+ZB2:2n+2—\/1—4F, (5.29)

comn=20,1,2,3....

Colocando E = E e substituindo as expressoes em (5.19), chegamos em

1 14 4el(er — 1
Ez‘::l:UF 26|B()‘ <n+§— \/ +ae (6 )—€>\). (530)

2

Note que, para A = 0, obtemos

E? = +vp\/2¢|By|n, (5.31)

que sao os conhecidos niveis de Landau relativisticos para fermions sem massa na presenca

de um campo magnético perpendicular e constante. Se tivéssemos escolhido a funcao de

onda regular na equagio (5.21), encontrarfamos EY = +vpy/2e|By|(n +1) com A — 0.
Entao, isso corrobora com a nossa afirmacao acima de que a solucao correta deve ser
aquela que pode mostrar divergéncia na funcao de onda na origem. E til representar
em um grafico a energia versus o parametro e\, a fim de ver claramente as modifica¢oes
introduzidas por este pseudo campo magnético variavel.

Como é conhecido, existe um modo de energia zero para n = 0 na equagao (5.31).
Na Figura 5.3, representamos (E})?/2ev% |By| para o modo n = 0. A partir do gréfico,
podemos observar que o modo de energia zero nao aparece quando 1/2 < e\ < 3/2, pois
para n = 0 os autovalores sao imaginarios. A energia zero ainda existe para —1/2 < e\ <
1/2.

Vamos olhar agora para o efeito Hall quantico anomalo no grafeno para ver a
consequéncia desse resultado. A condutividade Hall é geralmente dado por o,, = ve?/h,
onde v é o fator de enchimento (definido como a razao entre o nimero de cargas e o niimero
de linhas de fluxo magnético), e é a carga elétrica e h é a constante de Planck. No ponto

de Dirac, ambos elétrons e buracos coexistem na energia zero e existe uma contribuicao
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Figura 5.3: Gréfico de g(e\) = (E})?/2ev% |B,| versus e\. A partir do gréfico, podemos
ver que 0 modo zero nao existe para certo e\ (os valores préprios sdo imaginérios nesta

regiao).

finita (e quantizada) para a condutividade transversal dada por 4+2¢?/h. Em palavras
simples, variando-se a concentracao de carga, os platos de condutividade o, aparecerao
como uma escada ininterrupta de passos equidistantes [20, 1]. A condutividade Hall no
grafeno é dada por o,, = +4(e*/h)(n+1/2), onde n é o indice do nivel de Landau e o fator
4 aparece devido a degenerescéncia do vale e spin. Quando ligamos o campo magnético
variavel, o nivel zero de Landau, nao consegue se desenvolver e os platos em v = £2
colapsam em um tnico plato em v = 0 [32]. Em seguida, temos os platos subsequentes
em v = +6 aparecem em v = +4, e assim por diante.

Uma analise mais aprofundada sobre o efeito Hall quantico, tendo em conta as
interagoes elétron-elétron [33, 34, 35|, deve ser realizado em um trabalho futuro.

Na Figura 5.4 (esquerda), plotamos os niveis de Landau (5.30) versus o parametro
el paran = 1,2, 3. As energias diminuem para os valores positivos (buracos) e aumentam
para as energias negativas (elétrons), quando 1/2 < e\ < 3/2, ver Figura 5.4 (direita). O
espectro de energia permanece inalterado para —1/2 < e\ < 1/2. Note que o modo de

energia de n = 1 assume valores reais apenas até e\ = 1.
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Figura 5.4: (figura esquerda) grafico da energia versus o parametro eX. Como podemos
ver, as energias positivas (buracos) diminuem e as energias negativas (elétrons) aumentam
no itervalo 1/2 < e\ < 3/2. Eles sao inalterados quando —1/2 < eX < 1/2. (figura
direita) grafico da energia versus \/2|TBO| para n = 1,2,3. As energias mudam para
valores mais baixos para os buracos (curvas superiores) e valores mais elevados para os
elétrons (curvas inferiores). O caso e\ = 0 corresponde aos niveis de Landau relativisticos

para um unico campo magnético constante ortogonal.

Estes resultados vao afetar a frequéncia ciclotron relativistica como

we = vpy/ (2 ]eBy])

1 1+4edled—1
x(\/n+1+§—\/+€2<6 )—e>\

—\/n + % - Vit 46;((3)\ - _ e)\), (5.32)

que esta representado na figura (5.5). A partir da figura, vemos que, para n = 1, w,
aumenta a medida que aumenta o parametro e\ no intervalo 1/2 < e\ < 1. Depois
de eX = 1, a frequéncia é imaginaria. Para n > 2, w. cresce a medida que aumenta o
parametro e\ no intervalo 1/2 < e\ < 3/2 e este efeito é mais forte para menor valores de
n. Entao, muitas propriedades fisicas no grafeno, que dependem de w,, serao influenciadas
pela presenca do pseudo campo magnético variavel aqui considerado. Por exemplo, ele
pode ter algum impacto em problemas que envolvem transi¢oes entre niveis de Landau

induzidos por radiacao externa [36].
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Figura 5.5: (figura esquerda) grafico da frequéncia ciclotron w, versus e\. w. aumenta a
medida que aumenta o parametro eX € (1/2,3/2). Isso nao muda quando —1/2 < eX <
1/2. Este efeito é mais forte para menores valores de n; (figura direita) gréfico de w,

versus vpy/2 |eB,| para alguns valores de e\ e para n = 1.

Para as solugoes em torno do vale K, nés apenas mudamos A por —\. Desta forma,
temos —3/2 < e\ < 1/2. Paran = 0, a energia zero é ausente quando —3/2 < eX < —1/2.
A energia zero existe se —1/2 < e\ < 1/2, como antes. Concluimos entdao que o pseudo
campo magnético dado por 1/2% nao mostra o nivel de Landau zero em torno de ambos
os vales, K e K.

Outros problemas devem ser interessantes para investigar as consequéncias da mo-
dulacao espacial sobre os niveis de Landau relativisticos, entre eles estao, a versao relati-
vistica dos estados do gato de Schrodinger [37] e o estudo de transigoes de fases quanticas

[38).
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Capitulo 6

Conclusoes e perspectivas futuras

Nesta dissertacao estudamos as propriedades eletronicas do grafeno, sendo este o
primeiro sistema bidimensional observado experimentalmente. Sua estrutura é responséavel
por intrigantes propriedades, tais como uma boa condutividade térmica, mecanica, e sendo
o primeiro material onde os elétrons sao considerados livres e podem ser modelados como
um sistema fermionico pela equacdo de Dirac sem massa em espago-tempo com (2 +
1) dimensoes. A partir deste cendrio, introduzimos no nosso modelo o pseudo campo
magnético na folha de grafeno para analisar o comportamento dos elétrons. Este pseudo
campo foi introduzido devido a deformagoes mecanicas, que com isso, muda o comprimento
das ligacoes entre atomos, afetando a forma como os elétron se propagam na sua rede
cristalina.

Investigamos como os niveis de Landau relativisticos no grafeno sao modificados na
presenca de um campo magnético perpendicular constante, juntamente com um pseudo
campo magnético ortogonal variando espacialmente. Consideramos este ultimo caindo
como 1/z%. Fomos capazes de estudar este problema analiticamente desde a nossa equagio
de Dirac, rendendo uma equagao diferencial chamada de equacao Equacao Biconfluent de
Heun(EBH), cuja solucao estd bem estabelecida e tem aparecido em muitos contextos [26,
39, 40], ajudando e abordando diferentes problemas fisicos analiticamente como fizemos
aqui. Temos observado que em tal campo, dado por 1/x?, o nivel de Landau zero em
torno de ambos os vales, K e K  deixa de ser observado. A consequéncia é que um platd
Hall desenvolve um fator de enchimento v = 0.

Também examinamos a mudanca de energia, devido a presenca do pseudo campo

magnético variavel e investigamos como ele influencia a frequéncia de ciclotron relativis-



tica. Vimos que fungoes de onda irregulares e fungées de onda que nao divergem (sao
solugbes regulares) estao presentes. Observamos que os niveis de Landau relativisticos
ficam inalterados quando —1/2 < eX < 1/2.

Podemos citar que o grafeno sob diferentes campos magnéticos dependente da po-
si¢ao foi investigado teoricamente na referéncia [41], incluindo um tnico campo magnético
proporcional a 1/x2. Seria também interessante verifica-los como pseudo campos magné-
ticos combinados com um campo magnético constante, como fizemos aqui. Se qualquer
simulagoes ou experimentos envolvendo grafeno deixar de observar o nivel de Landau zero,
a presenca de variados campos pseudo magnéticos devem ser investigados. Outra possi-
bilidade é a presenca de defeito topologico em uma folha de grafeno, uma vez que a sua
existéncia também divide a energia zero [42].

Como perspectivas de novos trabalhos podemos propor novas configuragoes de
pseudo campo magnético, verificando se existe a possibilidade de abrir o gap entre a

banda de conducao e a banda de valéncia a partir de deformacoes mecanicas.
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Apeéendice A

Modificando os parametros de salto

Figura A.1: Célula unitaria do grafeno.

Comecando com o hamiltoniano sem deformacao na rede e usando a aproximagao
de primeiros vizinhos, temos
Hy=—t» (|Ai)(B,j|+ h.c). (A1)
(i.5)
Considerando deformacoes suaves, e levando em consideracao que os parametros de salto
t;, podem ser todos diferentes, o hamiltoniano (A.1), torna-se
H = Hy— "oty (14, ) (B, j| + hec), (A.2)
(i,3)
onde 0t;; é uma pequena variacao em relacdo a t (t;; =t + 0t;;).

Fazendo uma transformada de Fourier para os estados |A, i) e | B, j), obtemos

1A, %) \/_Z|A K)eK R (A.3)

B, j) Z|B K)eK R (A.4)
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e substituindo na equagao (A.2), temos

H=Hy—Y oty | > |A K™ %Z B.K|eERi 4 fc
(i.4) K K’

H=H,- Y |AK)BK |—Z(5twe KRKRy) | p
KK (4,5)

fazendo a soma em todos 7 e sobre os seus vizinhos mais préximos
Rj == Rz + (5,
podemos escrever a equagao (A.6) como

H=H~ > |AK)(BK| Zét KR @A) g
KK’

H=Hy— ST IAKNB K|~ S t,(8)c KK R—iK's | py o
N
KK (4,8)

Pegando pequenos valores proximo ao ponto K, como
K=K+q ¢ K=K+,

e substituindo na equagao (A.9), temos

H~ Hy— Z 1A,q)(B.q y— S 6t ()¢l Rl i 0

\V—/
q7q <’L 6> =1

Voltando para o espaco real pela transformacao

A7) = Z|A ye'a R,

e fazendo a substituicao

5ti(6) — Ots(r) e Z%/%,

7

onde A é a area da célula unitaria, obtemos
H = Hy+ /dr|A,r)(B,r|A(r),

onde

(o)

_ %: %(r)e_iK"s.
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(A.13)

(A.14)

(A.15)



Podemos escrever (A.14), como
H = Ho—i—/drA(r)]r,A)(r,B],
e temos que A, sempre pode ser escrita como
A(r) = Au(r) —iA,(r).

Com isso obtemos

0 Ay —iA,

H:H0+/dr
A, +id, 0

que podemos reescrever como
H:Ho—i—/dr[a-A(r)].
Substituindo Hy

H= /dr w0 - (—iV) + 0 - A(r)

H = /dr [0 - (—iveV 4+ A)].
Com isso temos que o hamiltoniano é dado por
H=0- (—ihva +A),

onde A = (A, A,).
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(A.17)

(A.18)

(A.19)

(A.20)

(A.21)

(A.22)



Apéendice B

Relacionando as modificacoes dos
parametros de salto com as

deformacoes da rede

Vamos assumir que os deslocamentos atomicos u sao pequenos em comparacao

com as distancias interatomicas a = [.

Figura B.1: Rede do grafeno.

Mudancas nos comprimentos das ligagoes leva a mudancas nas amplitudes de salto,

sendo estas dadas por

ot
oty = (%> ol, com a=1,2,3. (B.1)
A alteracao local no comprimento das ligagoes entre vizinhos pode ser escrita como
da
(Sla = T . [LIA(RZ) — uB(Ri + (Sa)] s (BQ)

onde uy e ug sao vetores para os atomos correspondente e d, é o vetor do vizinho mais

préximo.



No limite do continuo (teoria da elasticidade), os deslocamentos locais dos atomos

na célula unitdria pode ser relacionado com u(r) por
(ua —up) =& (6, - V)u(r), (B.3)

onde k é uma quantidade adimensional que depende de detalhes microscopicos.

Substituindo (B.3) em (B.2), temos

Sla = -0+ [0, V)u(r)] (B4)

K

o= e lz e ] (B

ou;
o=+ Zdaﬁ% { axj (B.6)

e substituindo (B.6) em (B.1), encontramos
- (& P B.
Ota Ik (aa) izjéazdaj [83:j] ’ (B7)

onde o tensor deformacao ¢ definido por

1 0uz aU,]’
i =g <ag;j + axi) ! (B8)

logo podemos reescrever a equagao (B.7) como

1 [ot
5ta = E (%) %:&Iiéajuij. (Bg)

Substituindo (B.9) na equacao

Alr) = =) bt (r)e ™ ? (B.10)

encontramos

Ar) = — ;i <%) Z 8y, uzj(r)e ™0 (B.11)

Alr) = - Z Lijui;(r), (B.12)



sendo

)1

logo temos que

A(r) = tr[Tu).
Encontramos que
3 .
= Zﬂlﬁ((fm —ioy),

calculando o trago da equagao (B.14), obtemos

3

Ar) = Zﬁ’f [(Uzw — Uyy) — 2iUyy ]

A(r) = 355 (1 — 1) — ity ]
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